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ПЕРЕДМОВА

У лінійній алгебрі вивчаю ться, головним чином, об’ єк
ти трьох типів: лінійні простори, матриці та  алгебричні форми. Тео
р ії цих об’єктів тісно пов’ язані м іж  собою. Методи лінійної алгебри 
застосовуються в теор ії кілець і модулів, у теор ії зображення груп, у 
функціональному аналізі. В сі об’єкти, що розглядаються і вивчають
ся в лінійній алгебрі, важливі для задач геометрії, обчислювальної 
математики, фізики, математичних методів в економіці тощо.

Теорія алгебричних форм складається з теор ії лінійних, квадра
тичних форм і теор ії форм вищого степеня. Алгебра матриць особ
ливо зручна для вивчення лінійних і квадратичних форм, систем 
лінійних рівнянь та лінійних нерівностей. Об’єднуючим об’ єктом 
ус іх  частин лінійної алгебри є лінійний (векторний) простір.

Запропонований підручник написано на п ідставі багаторічного 
досвіду викладання курсу алгебри в Уральському університеті та на 
механіко-математичному факультеті й факультеті кібернетики Київ
ського національного університету імені Тараса Ш евченка.

Перші два розділи “Поля і многочлени” та  “Теорія визначників” 
є підготовчими для загальної теор ії лінійних просторів скінченної 
розмірності.

У розділі 1 наведено елементи теорії полів і кілець. Доводиться 
основна теорема вищої алгебри. Заключний параграф розділу присвя
чено віддільності дійсних коренів многочленів. Ця тема починається з 
означення звичайного й узагальненого ряду Ш турма. Доводяться від
повідні теореми Ш турма. Розглядаються властивості коренів одного 
класу многочленів, заданих зворотними співвідношеннями (до цього 
класу належать многочлени Лежандра, Ерміта та  ін.). Теорія визнач
ників викладена так, щоб навички, набуті при їх  обчисленні, підготу
вали студентів до сприйняття поняття багатовимірного вектора.

У розділі 2 наведено поняття визначника «-го  порядку. Дово
диться теорема Крамера для системи п  рівнянь з п  невідомими.

У розділах 3 -7  розглянуто властивості лінійних просторів, сис
тем лінійних рівнянь і лінійних перетворень. Наведено правила й 
алгоритми обчислення базису т а  рангу системи векторів, рангу



матриці, розв’язання систем лінійних рівнянь, обчислення обернених 
матриць. При цьому основним засобом розв’ язання більшості задач 
обрано метод елементарних перетворень над векторами. Розглянуто 
методи обчислення матриць лінійних операторів та  їх  характерис
тичних многочленів, а також  наведено будову деяких найбільш важ 
ливих типів лінійних операторів, зокрема, самоспряжених і ортого
нальних операторів евклідового простору.

Розділ 8 присвячено питанням псевдоперетворення дійсних 
матриць. Задача про обчислення псевдооберненої матриці безпосе
редньо пов’ язана з методом найменших квадратів Гаусса. Наведено 
ефективний метод обчислення псевдооберненої матриці на підставі 
відомого алгоритму Д. К. Ф аддєєва.

У розділі 9 про опуклі множини широко використовуються топо
логічні властивості підмножин евклідового простору. Доводяться і 
потім застосовуються теореми віддільності для опуклих множин. 
Описується будова опуклих багатогранників, а  також  конусів і опук
лих багатогранних множин (тобто множин ус іх  розв’язків сум існої 
системи лінійних нерівностей). М атеріал цього розділу є теоретич
ною основою курсу лінійного і нелінійного програмування, а також  
спеціального курсу “Лінійні нерівності”.

Останній розділ 10 про системи лінійних діофантових рівнянь 
написаний професором Київського національного університету імені 
Тараса Ш евченка І. В. Протасовим.

У підручнику наведено багато прикладів розв’язання конкретних 
задач. Окрім того, кожний параграф містить вправи для самостійної 
роботи.

Автор висловлює щиру подяку кандидату фізико-математичних 
наук С. С. Ш естакову за участь у підготовці підручника до друку.



Розділ 1. ПОЛЯ І МНОГОЧЛЕНИ

§ 1.1. Кільця і поля

Для дійсних і раціональних чисел визначено чо
тири арифметичні операції (д ії) -  додавання, віднімання, 
множення і ділення. Результатом цих дій одержуються числа 
такого ж виду. Для цілих чисел лише перші три арифметичні 
операції також породжують числа цілі.

Операції, аналогічні арифметичним діям з числами, відпо
відним чином вводяться і для інших об’єктів. При цьому 
з’ясовується, що вони мають ті самі властивості, що й д ії над 
числами. Багатовиди таких споріднених об’єктів визначають
ся аксіоматично за допомогою означень, наведених нижче.

Означення. Позначимо через К деяку непорожню множи
ну, що складається з елементів a,b ,c,...,x ,y,z,... Нехай для 
кожної пари елементів а, Ь визначено дві операції'.

1. Додавання. Внаслідок застосування цієї операції еле
ментам а і Ь ставиться у  відповідність третій  елемент 
а + b , який належить тій  ж е множині К і називається су
мою а і Ь.

2. Множення. Цією операцією однозначно ставиться у  
відповідність елементам а і Ь третій  елемент а -b, який на
лежить тій  же множині К і називається добутком а і Ь.

Непорожня множина К називається кільцем, якщо ці опе
рації підпорядковані таким основним законам:

І. Закони додавання
І\. Асоціативність:

Vo, b, се  К \a + (b + с) = (а + Ь) + с}.

її. Комутативність:

У а, й є  /С {а + 6 = 6 + о).



/3. Існування нульового елемента 0:

3 0 є £  V aeA :{ a  + 0 = 0 + a  = a}.

/4. Існування протилежного елемента х, який познача
ється —а:

Має К З яє  К {а + х = х + а = 0}.

II. Закони множення
ІІ\. Асоціативність:

Уа,Ь ,сєК  {а-(Ь-с) = (а-Ь)-с].

III. Розподільні закони
III]. \/а,Ь,сє K{a-(b + c) = a-b + a-c).

ІІІ2. Уа,Ь,сє К{(а + Ь)-с = а-с  + Ь-с).

Кільце К називається комутативним, якщо виконується 
додатково до основних законів ще один закон -  комутатив- 
ність множення:

#2. У a, b { a -b -b -a } .
Приклади кілець (комутативних):
множина Z всіх цілих чисел відносно дій додавання і мно

ження;
множина всіх цілих чисел, кратних заданому цілому числу от;
множина Q всіх раціональних чисел;

т
множина всіх раціональних чисел виду — , де от \р насу

вають відповідно всіх цілих і всіх натуральних чисел.
Доведемо деякі загальні властивості кілець, що виплива

ють з основних законів.
1. У кільці К існує єдиний нульовий елемент 0.
Д о вед ен н я . Нехай 0 і 0 -  його нульові елементи. Тоді

a + Q = a = Q + a і а + 0= а = 0 + а для будь-якого а є  К. Якщо 
а = 0, тоді 0 + 0  = 0 і 0 + 0  = 0. Тому 0  = 0.

2. Для будь-якого елемента а є К існує єдиний обернений 
елемент х = -а.



Д о вед ен н я . Маємо а  + х = 0. Нехай для деякого у е К  
має місце у + а = 0 . Тоді у + (а + х) = у  + 0 = у .  На підставі 

закону асоціативності (Иі) у + (а + х) = (у  + а) + х = ії + х = х. 
Тому у  = х .

3. Нехай а, є  К, і = 1, 2, .. .,  п і й • є  K J  = 1, 2, . . . .  т .  За роз

подільним законом маємо

(я, +а2 + ... +a„)-(Z>| +Ь2 + ... + Ьт) =

( «  'ї / \ т Ґ \ т
а\- 2>7

1/=' )
+ #2 ‘ 2>/

и=1 /
+... +ап ■ X*/

и=і /
т т т

= Z  a\bi + Z а2й/ + -  + Z аА  = О, ■ А, + о, ■ Аі + ... + в,- ■ 6, +...
7=1 7=1 7 = 1

Отже, щоб помножити суму а ,+ а 2 + ... +ап на суму 
Ь] +Ь2 + ... + Ьт , потрібно кожний доданок першої суми по
множити на кожний доданок другої суми і одержані добутки 
додати. Порядок множників а ; і hj зберігається.

4. У кільці К визначається дія віднімання: для будь-яких 
його елементів а і b визначається різниця Ь - а таким чином.

Якщо х = - а  -  обернений елемент для а, тоді

b - a  = b + ( - a ) .

У класі комутативних кілець окремо виділимо поля.
Означення. Полем називається комутативне кільце Р, для 

якого додатково виконуються закони множення.
//з- Існування одиничного елемента е:

ЗeVa{a -є = aj.

//4. Існування оберненого елемента х, який позначати
меться а -1 , для а Ф 0 :

\/а Ф 03х{а- х = е}.

У будь-якому полі Р одиничний елемент е і обернений 
елемент а -1 для ненульового елемента а -  єдині. Доведення



цих тверджень аналогічне доведенням єдиності нульового 
елемента 0 і оберненого -а  відносно д ії додавання.

У полі Р визначається операція ділення.
ЬЯкщо а .Ь е Р  і а ФО, т о  часткою — називається елемент
а

c = a~'b = ba~] цього поля.

Упорядковані поля і поле дійсних чисел

Означення. Поле Р називається впорядкованим, 
якщо для його елементів визначено властивість бути додат
ним і яке характеризується такими законами:

IV. Закони додатності
IV\. Для кожного елемента а є Р виконується лише одне із 

співвідношень: а -  0, а>  0 , —а>  0 .
IV2. а > 0 & Ь > 0  => а + Ь> 0 .

/К3. а > 0  & Ь>0 => а-Ь>0,а~' > 0.
Елемент а впорядкованого поля Р називається від’ємним, 

якщо -а  > 0 .
У впорядкованому полі Р для кожної пари різних еле

ментів а  і Ь можна ввести відношення наступності.
1.Якщо а,Ь еР , то для них виконується одне із співвід

ношень, взаємовиключаючих одне одного:
а) Ь -а  = 0 . Тоді Ь = а\
б) b -  а > 0 . Тоді записуємо Ь>а (Ь наступне за а);
в) - ( 6 - а )  > 0 , тобто а -Ь >  0. Тоді записуємо а >Ь (а на

ступне за Ь).
Отже, для будь-якої пари елементів а, Ь виконується одне і 

лише одне з трьох співвідношень:

а = Ь, Ь> а, а> Ь .

2. Якщо а>Ь, то а + с>Ь + с для будь-якого се  Р . Це 
випливає із співвідношень

(a + c ) -(b  + c) = a - b >  0 .



З.Якщо a> b  і с>  0, тоді а-с> Ь -с . Отже, а>Ь=$ 
=> а —Ь> 0 =? (а -Ь )-с > 0  => а с -Ь с > 0  , тобто ас>Ьс.

Множина R усіх дійсних чисел із загальноприйнятими 
арифметичними діями над числами і відношенням порядку — 
важливий приклад упорядкованого поля.

Сучасний виклад теорії дійсних чисел, як правило, почина
ється з аксіоматичної побудови теорії натуральних чисел. 
Відомий італійський математик Пеано (1891 р.) запропонував 
побудувати цю теорію, виходячи з такої системи аксіом:

1 .0 — число, яке не є наступним за будь-яким числом.
2. Для кожного числа а є рівно одне число, наступне за а.
Воно позначається а .
3. Із а = Ь' випливає, що а = Ь.
4. Якщо число 0 має деяку властивість А і для будь-якого 

числа а на підставі того, що а теж має властивість А, випли
ває, що й число а має властивість А, то і будь-яке число х по
винно мати таку саму властивість А.

Остання аксіома називається принципом математичної 
Індукції. Мовою математичної логіки вона записується так:

За допомогою цих аксіом вводяться операції додавання і 
множення, а потім вивчаються їх  властивості та розвивається 
елементарна теорія чисел.

Поле R усіх дійсних чисел виділяється в класі впорядкова
них полів однією фундаментальною властивістю (властивістю 
неперервності):

V. Принцип Дедекінда
Нехай задано будь-яке розбиття всіх дійсних чисел на два 

класи Е\ і Е2, щ о  мають такі властивості:
обидва класи непорожні і не перетинаються; 
кожне число класу Е2 більше кожного числа класу Е\.

4. Якщо а>Ь і а>  0 , Ь> 0 ,  тоді з 

- а - Ь >  0 випливає Ь~] -а ~ [ > 0 і тому і -1 > a -1 .

Л(0) & Vа{А(а) => А(а')} => Ух А(х) .

9



Тоді існує лише одне дійсне число z таке, що кожне число 
х, менше за z, належить класу Е\, а кожне число _у, більше заг, 
належить класу Е2 . При цьому зрозуміло, що число z нале
жить або Е\, або Е2.

Будь-яке поле Р, що є підмножиною поля R дійсних чисел, 
називається дійсним полем. Інакше кажучи, дійсним полем 
називається будь-яка підмножина Р множини R усіх дійсних 
чисел, якщо вона має такі властивості:

а ,Ь є  Р=> а + b є  Р, 
а ,Ь є Р = > а -Ь є Р ,  
а ,Ь є Р = > а -Ь є Р ,

а,Ь є R & аФ 0 => — є Р.
а

Вправи
1. Довести, що коли дійсне поле Р нетривіальне (тобто міс

тить у крайньому випадку одне число а Ф 0 ) , то воно містить 
поле Q раціональних чисел.

2. Позначимо через £?[>/2] множину всіх чисел виду

х = а + b 4 l , де а,Ь є Q. Довести, що Q [  -  поле.

§ 1.2. Поле комплексних чисел

Комплексні числа

Оберемо на площині прямокутну систему коор
динат з початком у точці О та з одиничними координатними 
векторами І = (1, 0) та ї  = (0 ,1), спрямованими відповідно

вздовж осей Ох і Оу (рис. 1).
Будь-який вектор z , що міститься в площині Оху, можна 

подати у вигляді суми

z = а \ + b-і , 

де а і Ь -  проекції вектора відповідно на вісь Ох і Оу.

10



Як і у випадку операцій з дійсними числами, для векторів, 
що належать одній площині, введемо операції додавання, 
віднімання, множення і ділення, а та
кож операції додавання, віднімання та 
множення на скаляр.

Операції додавання, в ідн імання і 
множення на скаляр. Нехай £=а \ +
+ Ь-і, z '- а 'Л  + Ь'-і , де а, Ь, а , Ь' -
довільні дійсні числа (елементи поля 
R). Тоді

z + ґ  = (а + а')\ + {b + Ь') 1 , 

z - z  = (а -а ^ І  + ф -Ь ' ) ! , 

z-c  = c-z = (с-а)\+ (с-Ь )1

для с є  R.
Операції множення. Визначимо спочатку правило мно

ження базисних векторів І та і , поклавши Т ■ Т = І, І ■ ї  = 

■ / ■ І ■ / , / ■/  ■ - 1*. Або у вигляді таблиці
- _
1 1

— _
1 І 1
і і - І

Добуток z -z  обчислимо за звичайним правилом множен
ня двочленів а ■ Т + Ь ■ і й а - \+ Ь' і з урахуванням таблиці 
множення базисних елементів:

z -Z = ( а - ї  + Ь-Ї ) - (а  ■ 1 +Ь'-1 ) =

= аа ( І  Т )+ а-Ь' ■ ( І  ■ і )+ b-a'(J ■ І) + Ь-Ь'(ї Т) =

= а а '■ Т + а • Ь' ■ і + Ь-а' і + b-b '(-Т) =

= (а  ■ а' -  Ь ■ Ь') ■ І + (а  ■ Ь’ + Ь ■ а )  ■ і .

Отже, дістали вектор р = z -z  з проекціями a -a '-b -b '  і 
а -b' + Ь-а' на осі координат.



Теорема 1. Якщо на множині С всіх двовимірних векторів 
увести операції додавання і множення для z — а -1 +Ь-і т а  

z - а '  \+Ь'-і за правилами

і  + Ґ  = (а + а') 1 +(Ь + Ь')і , 

і  • z = (о • а —Ь + (а ■ Ь' + Ь ■ а )  - і ,

т о  С — поле.
Д о вед ен н я . Перевіримо основні закони I, II і III, що 

характеризують поле.
Виконання законів її —Ь очевидне. При цьому роль нульо

вого елемента відіграватиме нульовий вектор 0 = 0 1 + 0 ; .  
Оберненим для z = а\ + Ьі є - і  = (-а )-1 +(-&)•/' .
Закон ІІ2 очевидний, а роль одиничного елемента (закон 

Из) виконує вектор І = 1-і + 0 -і .
Перевіримо асоціативність множення (закон ІІ|).
Нехай z = а ■ І + Ь- і , z = а'- І + Ь' • і , z = а • ї  + b • і . 

Тоді

і  • і ’ = (а ■ а' — b ■ Ь') -\ + (а ■ Ь' + а ■ Ь) • і ,

( z • і'  ) • і"  = [ (а  ■ а -  b ■ Ь') ■ а" -  (а • Ь' + а ■ Ь) ■ Ь’  ] • 1 +

+ [ (а • а' — b ■ Ь') - Ь" + (а ■ Ь' + а' ■ Ь) ■ а ] • і —

=(а ■ а ■ а" -  Ь • Ь' • а’ -  а ■ Ь' ■ Ь’  -  а  • Ь ■ Ь”)- \ +

+ (а  ■ а’ ■ b ” — Ь • Ь' ■ Ь’  + а ■ b  - а + b  ■ а - а ) • і .

Далі
і'  ■ і ’  = (а ■ а" — Ь' ■ Ь’) ■ 1 + (а' ■ b + b ■а ) • і

та

z (z -Ґ )= (а  \+Ь-Г) • [(o'- а"- Ь'- Ь")Л+{а- Ь" + Ь’■ а ) • Г] = 

= [а-(а'- а ’ -  Ь’ ■ b ” )  — Ь • (а ■ Ь'+ Ь'• а )] • Т +

+ [а ■ (а'■ Ь" + Ь'■ а’ ) + (а ■ а — Ь ■ Ь )•&]•/ =

= ( а а а ' -  аЬ'Ь"- ЬаЬ’ -  ЬЬ'а')-\ +

+ ( a a ' b ' +  a b ' a ' + b a  a " - b b ' b ' ) - i  .
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Порівнюючи два останні результати, дістанемо 
(2 - Ґ ) - Ґ = 2 - ( Ґ - Ґ ) .

Перевіримо закон П4.

Нехай z = а ■ Т + Ь ■ і Ф 0 ,  тобто а2 + Ь2 > 0. Шукаємо век

тор w = х ■ 1 + у  ■ і такий, щоб z • w = І . Маємо

z w = (a- х -  Ь ■ у ) Л  + (а- у  + Ь ■ х ) - і  = \ \  + 0 - 1 .

Звідси дістанемо рівняння а ■ х -  b ■ у  = 1, а - у  + Ь -х  = 0 , і 
розв’язок

a h
х = "5-7Т■> У —а2 + Ь2 ’ а2 + b2

Отже, оберненим є вектор
—і а -  b гw = z = ----------  1 -  --------- г .

а + Ь~ а + Ь~
Перевірку розподільних законів залишимо у вигляді вправи. 

Теорему доведено.
У побудованому полі С визначається операція ділення 

нсктора £'• а І + h'J на вектор і  = а \ + ЬЇ ФО, тобто

-  • (і) ‘-(а'І + h ' t )
ка2 + Ь2 а2 + Ь2 j

( > & і / ~Ь  ̂ -  , —Ь .,
т\а ~2—7ї ~ Ь - —ї--  І1+ ---- Т + ь -{ а + Ь а2 +ЬА) а +Ь 2 , . 2  а + b

■і =

_ а'а  +  b'b - r  b'a -  a b  г

а2 + Ь2 а2 + Ь2 
Елементи поля С називаються комплексними числами. 
Позначимо через R множину всіх комплексних чисел ви

ду а = а • 1 + 0 ■ /, де а набуває всіх значень поля R дійсних 

чисел. Дійсне число а задає комплексне число а = а ■ Т .
Ця підмножина R з поля С відносно введених операцій 

також є полем, тобто R — підполе поля С. Можна перевірити, 
що операція над числами а • Т точно відповідає арифметич
ним діям над дійсними числами а , що їх  задають. Отже, поля



R і R, відрізняючись за формою, однакові по суті. На цій під
ставі можна вважати поле С розширенням поля R дійсних чисел.

Звідси напрошується ще один висновок. Кожне комплекс
не число можна записати спрощено у вигляді

z = a + bi,

де опущено знак вектора ( — >), який раніше позначав належ
ність до двовимірних векторів. Доданок а  називається дійс
ною частиною числа z, а Ьі — його уявною частиною.

Відповідні алгебричні операції над ними зберігаються з 
урахуванням спрощеного запису. Так, наприклад, таблиця 
множення базисних чисел має вигляд

1 і
1 1 і
і і -1

Вправа
Уведемо над двовимірними векторами z = а ■ І + Ь ■ і , де 

І = (1,0) та Г = (0,1), операції додавання, аналогічно до того, 
як це було введено для комплексних чисел, але з новою таб
лицею множення для базисних векторів 1 та і :

І ■ ї  = І , І ■ і = і ■! = / ,/  ■ / = - Т .

Дістаємо множину К комплексних чисел нової природи.
Чи буде множина К кільцем? полем?

Спряжені комплексні числа

Як і домовились, будемо записувати комплексні 
числа у спрощеній формі z = a + bi, де a , b -  дійсні числа.

•2Число і називається уявною одиницею і для неї і = -1 .
Число z = а -Ь і  називається спряженим по відношенню 

до z. Геометрично воно зображується у вигляді вектора, одер
жаного з вектора z дзеркальним відображенням відносно осі Ох.

Наведемо основні властивості спряжених комплексних чи
сел. Усі вони легко визначаються.
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1. z -  Z . 2. z  ■ z  = a 2 + b 2 .

3. z, + z2 = Z| + z2 . 4. Zj -  z2 = zj -  z2 .

5. z, z , = z, 6 .

При обчисленні частки від ділення числа z = а + Л'г на
число z -  а + Ьі Ф 0 можна користуватись таким правилом.

/
Чисельник і знаменник дробу — множаться на спряжене

Z

число z . Тоді обчислення здійснюються так: 

z' _ z ■ z _ (а + Ь'і) (а -  Ьі) 
z z -z  (a + b i ) ( a - b i )

_ (а а + b'b) + (Ь'а -  а'Ь) і
о . 2 а~ + b

a a  + b'b b 'a -a 'b
а2 + Ь2

і .
а2 + Л2

Цс збігається і  результатом ділення на підставі загального 
мрішила.

Теорема 2. Якщо внаслідок скінченного числа операцій до- 
датшня, віднімання, множення т а  ділення над комплексними 
числами Z|, z2, ..., zn одержується число w , тод і внаслідок 
тих самих операцій і у  тому ж  порядку над спряженими чис
лами Z|, z2, ..., z„ одержується число w , спряжене з w .

Дії над комплексними числами 
в тригонометричній формі

Зобразимо комплексне число z=a+bi у  вигляді век
тора з проекціями а і b відповідно на осі Ох і Оу. Довжина цього 
вектора називається модулем числаz і позначається через |z|. 

Безпосередньо з рис. З випливає, що

|z| = yja2 + b2 .
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Кут ф між додатним напрямком осі Ох і вектором z нази
вається аргументом числа z і позначається argz . Аргумент
числа визначається неоднозначно, лише з точністю до додан
ків виду 2 я к, к=0, ±1, ...

На підставі рис. З матимемо

а Ь
COS ф =  -j—г , вІПф = |-г .

\z\ Z

Наприклад, якщо z = 2 -  2/, то | z | = ^ 22 + (-2 )*  = 2л/2 і

4 2  л/2 _ я
собф = — , Біпф = -  — . Кутом ф буде -  —. Або у загаль

ні „ .ному вигляді argz -------+ 2пк.
4

Для числа z = a + bi з модулем | z | і аргументом ф отримаємо

а=|г|со5ф, £> = |г|зіпф.

Тому
г = |г|-(созф + /5Іпф).

Позначивши | z | = г, матимемо три
гонометричну форму числа z :

Z = Г • (сОБф + /sin ф) .

У наведеному вище прикладі для 
числа z = 2 - 2 ;  дістанемо

= 2^2 •
' я ' . ( я '

N
COS ----- + / s i n -----

ч 1 4 , 1 4 , /

Множення і піднесення до степеня 
комплексного числа

Нехай комплексні числа z і z подано у триго
нометричній формі

z -  г • (соБф + / sin ф) І Z = Г ■ ( COS ф* + I sin ф') .

Тоді



z-z =r (costp + /ЗІПф)-r'(cos(p' + /БІГІф') =

= гг'(со5ф + і sin ф) ■ (совф7 + /sin ф' ) =

=  Г •/• '[ (  С 0 5 ф - С 0 5 ф ' -  Б І П ф - Б І П ф '  )  + / ( с О Б ф - З І П  ф '  +  s i n  ф - С О Б ф '  ) ]  =

= А-- г '[с 08(ф + ф') + /5Іп(ф + ф ')].

Звідси знаходимо, що r-r'=|z|-|z'| -  модуль числа z -z ', 
тобто I z-z 'I =| z І-| z'| , а ф + ф' -  аргумент одержаного числа, 
тобто arg(z • z') = argz + a r g z '.

Правило 1. При множенні комплексних чисел їх модулі 
перемножуються, а аргументи підсумовуються.

Правило вірне для будь-якої кількості множників: якщо 
zk = гк (соБф* + /sinФА), к = 1, т ,  де rk = | zk |, ф* = argz*, тоді

V  Z2 -  Zm = r\'r7"' rm [cos (ф| + 4*2 + • ■ ■ + Ф т)  +
+ / sin (ф| + ф2 + ... + фш)].

Зокрема, при піднесенні до цілого степеня числа z -  г(со5ф + 

і иіііф) дістаємо формулу, яка носить назву формули Муавра.
Пришию 2 (формули Муавра). При піднесенні до цілого 

сіспсня п комплексного числа модуль його підноситься до 
степеня п , в аргумент множиться на показник степеня п :

[ г ( с 08ф + /Sinф)] П = ґ  (совиф + /sin 7̂ф).

Приклад 1. Обчислити (2 -  2 і ) 100 .

Оскільки z = 2 -  2/= 2-У2 c o s -----i + / s in ------, то
/ (  n }  . . f

\
COS ------+  / sin

I  4 j
-----

V v 4 , ,

.100 = (2V2)
— ч 100

cos --■100>! + /sinf---100J I +  / Sin I ------
1  L 4

= 2l50[cos(- 25л) -H/sin(- 25n)] = 2' °(cos(-n)) = -.2 .
L c *125263 При r  = 1 формулар/Іуавра йабуває вигляду *

(совф + ніп(|#л = cos ПЦ) + i§ іп6с$ 9 * 1  8
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Ця формула стає у  пригоді при доведенні багатьох триго
нометричних тотожностей.

Приклад 2. Подати cos5x і sin5x через cosx і s in x . 
Застосуємо формулу Муавра до п = 5. Дістанемо

(coscp + /sin ер)5 = cos5(p+z'sin5cp.

З другого боку, до лівої частини останньої рівності засто
суємо біном Ньютона:

(cos ф+/sin ф)5 =cos5 Ф+С5 cos4 ф(/ sin ф)+С2 cos3 ф(/ sin ф)2 +

+ С| cos2 ф(гзіпф)3 + С54 созф(/ sin ф)4 + (гзіпф)5 =

= (cos5 ф -  lOcos3 ф sin2 ф + 5созф sin4 ф) +

+ /(5COS4 ф БІПф -  lOcos2 ф sin3 ф + sin5 ф) .

Порівнюючи дійсні та уявні частини двох рівностей для 
(СОБф + / sin ф)5, остаточно доводимо

соз5ф = cos5 ф -  lOcos3 ф sin2 ф + 5созф sin4 ф,

ЗІп5ф = 5COS4 ф БІПф -  lOcos2 ф sin3 ф + sin5 ф . 

Вправи
1. Використовуючи формулу Муавра, довести, що созиф 

можна подати у вигляді

совиф = а0 cos" ф + ах cos" “ 2 ф + а2 cos" ” 4 ф + ...,

причому а0 = 2” _1, ах, а2,... -  цілі числа.
2. Нехай

Р„ = 1 + СОБф + соз2ф + ... + совиф,

Qn = БІпф + зіп2ф + ... + зіплф.

Довести, що
. п + 1 п . п +1 . п



В к а з ів к а . Скласти комплексну суму

Sn = P„ + iQn = 1 + (cos(p + г sin ф) +

+ (cos2(p + / sin 2 ф) + ... + (cosHtp + /sin лф ).

Якщо z = cos ф + /sin ф, то за допомогою формули Муавра 
дістанемо

S„ = 1 + z + z2 + ... + z " .

Далі потрібно обчислити останню суму як суму членів 
геометричної прогресії і в одержаній формулі окремо виділи
ти дійсну частину від уявної.

3. Довести, що

л  Зл 5 л  1 л  9 л  1
cos-----\- cos------1- cos------1- cos------1- cos—  = —.

11 11 11 11 11 2

4. Знайти суми

р = 1 -  С2п + С4„ -  С6п + ... ,П П п П ’

Qn = C {n- C l  + C5n ~... ,

де (1 + /)" -  +U, '
5 .Чнпйти

.■ і , І І 1lim І+—cos ф +—соз2ф + ... +— совлф
* -V 2 4 2”

6. Знайти суми

Р„ = соБф + 2соз2ф + ... + исозлф , 

Qn = БІпф + 2зіп2ф + ... + лзіпиф.

7. Довести, що



Ділення комплексних чисел

Для чисел z = r(costp + /sin ср) І Z  — г'(созф'+ /sin ф') 
спробуємо відшукати таке число w = р (cosv|/ + isinvj/), щоб 
z = z ■ w за умови z Ф 0 . Тоді

z - r  (cosф + /sinф)• p(cos\|/ + /sinv|/) -

= г р [соз(ф + V|/) + /sin (ф + V|/)].

На підставі рівності г'(С08ф' + /5ІПф') = гр[с05(ф + \|/) +

+ іsin (ф +у)] матимемо г = р ■ г, ф' = ф + \̂  і, отже, р = —,
г

= ф '- ф. Остаточно
_/ /
— = — [cos (ф'~ ф) + /sin (ф '- ф)] .
Z г

Правило 3. При діленні числа z на число z Ф 0 їх модулі 
діляться, а аргументи віднімаються:

IA  z= , arg— = a r g z '-  argz .
\z\ Z

Наведемо перелік основних властивостей модулів комп
лексних чисел:

1. I z + z'| < I z'| + I z І (випливає з означення суми векторів).

2. \z- z \ = \ z'\ ■ \z\ і jz, ■ z2 --- z j  = |z,! • jz2j j z j .

3.|z"| = |z |".
I I 1 1

4.
z I

= W .  z Ф 0 .

Геометричне тлумачення комплексних чисел приводить до 
такої нерівності:

|z + z'|<|z| + |z'|.

Її тлумачать, як співвідношення між довжинами сторін трикут
ника. Цю нерівність можна обгрунтувати алгебрично.

Нехай, наприклад, числа z і z подані у тригонометричній 
формі



z = r  (coscp + z'sincp), z = p (cos\|/ + zsin\|/),

де r = I z I , p = I z\.
Тоді

z + z'= (ґCOScp + pcos\|/) + і ( r s in p  + psinv(/)

I z + z |‘  = (гсовф + pcosvj/)2 + (т-ЗІПф + psin\|/)2 =

= r 2 + p2 + 2 rp  (СОЗф COS\J/ + вІПф sin\|/) =

= r 2 + p2 + 2грС08(ф-\|/) .

Оскільки соз(ф-\|/) міститься на відрізку [-1 , і ] ,  то ма

тимемо нерівності

г2 + р2 -  2 гр  < I z + z'|2 < г2 + р2 + 2 г р ,

тобто
( r - p ) 2 <|z + z f  < (р  + г )2 .

Звідси дістанемо нерівності
5. ||z| -  |z'|| < |z + 2'| < |z| -h |г'|.

Вправи

1. Переконатися, що коли z + — = 2соБф, тоді
Z

zm + —  = 2 cos т<р . 
zm

2. Обчислити

(Лч)”

Добування коренів

Поле С комплексних чисел відрізняється від поля 
R дійсних чисел двома вимогами.

По-перше. Поле R упорядковане. У полі С неможливо вста
новити відношення > (більше) для будь-якої пари чисел із 
збереженням усіх основних властивостей цього відношення.

42



По-друге. Поле С замкнене відносно ще однієї операції -  
операції добування коренів будь-якого степеня п : для будь- 
якого z є  С і будь-якого натурального числа п знайдеться

таке w є  С , що w" = z .
Розглянемо спочатку добування квадратного кореня з ком

плексного числа. Нехай z = a + bi -  комплексне число. По

трібно знайти таке число w = х + у  і , щоб w2 = z . У цьому 
випадку для х і у  дістанемо систему рівнянь

Г 2 2\х - у  =а,
[2ху = Ь.

Введемо НОВІ невідомі t\ = X2 , t2 = - у 2 . Тоді /| і t2 -  ко
рені квадратного рівняння

= ± і

а  ± ^І а 2 + b 2

2

+
іи Z -  а

2  '

Де

2

z\ = 4 7 7 W .
Знаки для х і у  потрібно вибирати так, щоб виконувалась 

рівність
2ху = Ь .

Якщо Ь > 0 , тол: і у  мають однакові знаки; якщ о6<0 -  
різні знаки; якщо b = 0 , тоді у  = 0, х = ± у[а, а > 0 ; х = 0, 

у  = ± у[\а\, а < 0.

За цих умов для будь-якого числа z Ф 0 маємо два корені -Jz.

П риклад 1. Обчислити -у/3 -  4/ .
Знайдемо корінь у вигляді w = х + іу . Дістанемо систему 

рівнянь

з,
12ф  = - 4 .
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Якщо t\=x2 , t2 = - y 2 , тоді /,, t2 -  корені рівняння

t2 -  з/ -  4 = 0 => /, = 4, t2 = -1 => х2 = 4, у 2 = 1.
На підставі умови ху = - 2  знаходимо шукані розв’язки:

х = 2, у  = -1 і х = -2 ,  у  = 1.

Остаточно, коренями ^ 3 - 4 /  є w, = 2 -  і і w2 = - 2  + /.
Розглянемо загальний випадок. Нехай z = а + Ьі Ф 0. По

дамо це число у тригонометричній формі: z = r  (coscp + /sincp).

Спробуємо знайти tfz серед комплексних чисел виду 
w = p(cos\j/ + /sinV|/) .

Для знаходження модуля р і аргумента \\і використаємо

рівність wn = z, тобто

p” (cos/?i|/ + isin«V|/) = r(coscp + /sinф) .

Рівні комплексні числа мають рівні модулі й аргументи, 
які відрізняються, можливо, на кратні 2я. Звідси

р" = r, rnj/ = ф + 2пк (к = 0, ±1, ± 2 ,...) .

Оскільки корінь w залежить від числа к , то будемо його 
супроводжувати індексом к

W,
ф + 2 пк . ф + 2 п к '

cos------------+ /sin-----------
п п

з будь-яким цілим к = 0, ±1, ± 2 ,...

Виділимо серед цих чисел wk набір (w0, w ,,..., = W.

Покажемо, що W вичерпує всі попарно різні корені yjz .
1. Усі числа з W попарно різні, тобто

0 < k < l< n -\ = > w k Ф Wj.

Доведення проведемо методом від супротивного.
Нехай 0 < £ < / < л - 1 ,  але wk = wt , тобто

*1?
Ф +  2 я к . . ф +  2 п к '  

cos--------------1- /sm-----------
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-  Zjr COScp + 2n/ . . m + 2n l
------------- 1- /sin-----------

4 n n

Тоді Ф + 2n l _ ф + 2 nk + 2nm. Звідси l = k + mn, I -  k = mn\
n n

I -  k має ділитися на n. За умовою п -  1 > / -  к > 0 . При
йшли до суперечності.

2. Покажемо, що будь-який корінь wk рівний одному з 
чисел набору W .

Нехай / -  остача від ділення числа к на п :

Отже, wk = ч>[, де Wj є  W .

Правило 4. Коренями п -го степеня з числа в тригономет
ричній формі z — ґ (совф + /sin ф) є числа

При цьому індекс к може набувати будь-яких значень п по
слідовних натуральних чисел.

к = nh + І, 0 < / < и - І .
Тоді

П риклад 2. Обчислити корені 4 . 
Маємо - 4  = 4(cosn + /sinn). Тому



Wi

w-

w.

=  \І2

= 72

= 72

л + 2 я  . . я  + 2 я 'і
COS---------------h / S in ----------

я  + 4 я  . . я  + 4 я л 
cos---------- + / sin--------

/ я  + 6n . .  n + 6 л )  
cos--------- + / sin---------

= 75 

= 72 

= 7 5

' 72 .75' —  +1—
2 2

= -1 + /';

2 '  2

'72 .75'-------/ —
2 2

= 1 -  /.

Корені з одиниці

Для знаходження коренів з одиниці застосуємо 
загальне правило. Матимемо 1 = l(cosO + /sin 0 ) . Тоді шукані
корені обчислюються за формулою

ГГ 2 я к . . 2 я к
= V 1 = c o s ------- + , s , n -------- .п п

jt = 0, 1, 2, ..., п -  1.

Рис. 4

На площині кінці векторів, що зо
бражують числа єА, ділять одиничне 
коло з центром на початку координат 
на п рівних частин (рис. 4).

Серед коренів л-го степеня з одиниці окремо виділяються 
так звані первісні корені, степені яких дають решту коренів 
даного степеня п. Зокрема, корінь є, серед усіх коренів є* є 
первісним, оскільки

2лЛ . . 2пк
Ек -  c o s ------- + z s in ------

п п
2я . . 2я 

cos —  +1 sin —  
п п

= ЄІ ■

Правило відшукання всіх первісних коренів п-го степеня з 
одиниці наведено в § 1.4.

Вправи
1. Розв’язати рівняння х2 - ( 2 + /)дс + (-1 +  7 і) = 0.

2. Знайти всі первісні корені 6-го степеня з одиниці.
3. Знайти суму всіх різних коренів л-го степеня з одиниці.

25



4. Знайти суму т - го степеня всіх коренів п-го степеня з 
одиниці.

В ід п о в ід ь . Шукана сума дорівнює п, якщо число т  д і
литься на п, і дорівнює 0, якщо т  не ділиться на п.

5. Обчислити суму 1 + 2є + 3є2 + ... +пеп~\ де є -  будь- 
який корінь и-го степеня з одиниці.

§ 1.3. Комутативні кільця
без дільників нуля (кільця цілісності)

Означення. Комутативне кільце К називається 
кільцем без дільників нуля, коли для всіх a, be К із а- Ь = 0 
випливає, що а = 0 або Ь = 0. Такі кільця називають також  
кільцями цілісності.

Прикладами таких кілець є будь-яке кільце цілих чисел, 
будь-яке поле тощо.

Нехай К -  деяке комутативне кільце. Побудуємо за допо
могою нового символу х, який не належить К, такі вирази:

f(x )  = a0 +ахх + а2х2 +... + ат хт , 
а , є  К, j  = 0, 1, 2, . . . ,  т

зі скінченним числом членів. Вважатимемо, що ах=ха для 
будь-якого а е  К. Такі вирази називаються многочленами від х\ 
позначимо їх  множину через /С[х].

Для будь-яких многочленів

f(x )  = aQ + ахх +... + ат хт , g(x) = b0 + Ьхх + ... + Ьпх"

із множини АГ[jc] визначимо операції додавання і множення за 
правилами:

f ( x )  +  g ( x )  =  Y , c .ix ' ’

де с, =а, + b , , j  = 0 ,1, 2 ,..., N; N= max (т , и);

f{x )-g {x) = YJ djX l , 

де d, = ^  a,bk, j  = 0, 1, 2 ,..., М ; М = п + т .



Відносно цих операцій множина стає комутативним кіль
цем. Перехід від кільця К  до кільця ЛГ[х] називається приєд
нанням змінної х.

Якщо до кільця К послідовно приєднати змінні х , , х2,. . . ,  хп, 
тобто будувати кільця Кх -  К[хх ], К2 = АГ, [х2 ] і т. д., тоді 
дістанемо кільцеК[хх,хг, ...,х„], яке складається з виразів виду

Z m, т■) /я
а тІУт2...т„ ' х \ ' х 2 " ' х п »

які називаються многочленами від змінних х, , . . . ,  хп. При цьо

му можлива будь-яка перестановка множників xf1 , х22, х*" і 
елементів аєК .

Кільце АГ[х|, х2,. . . ,  х„ ] називається кільцем многочленів від 
змінних х , , . . . ,  хп над кільцем К.

Якщо К -  кільце цілісності, то кільце £ [х ] -  також кільце 
цілісності.

Нехай f ( x ) ,  g (x )e  ЛГ[х] і / ( х ) * 0 ,  g ( x ) ^ 0 .  Позначимо 

через ат * 0 старший коефіцієнт / ( х ) ,  а через Ьп *  0 -  стар
ший коефіцієнт g ( x ) .  Тоді ат -Ь„ -  старший коефіцієнт 
f(x )g (x )  і ат -Ь„ * 0 . Отже, / ( x ) g ( x )  * 0 .

За допомогою індукції за числом п змінних Х|,Х2,...,х „  
доводиться, що кільце К[х\,х2, ..., х„] не має дільників нуля.

Якщо комутативне кільце К  міститься в деякому полі F, то 
воно не має дільників нуля і з елементів його будуються част

ки: якщо а ,Ь єК , Ь* 0 ,  тоді — = ab~1 = Ь~{а є  F. Можна пе-
Ь

реконатися, що для відношень виконуються такі рівності: 
а с— = — <=> a -a = b- с(а, b ,c ,d s  К ) , 
b d

а с _ da + be а с _ а - с
b d bd b d b ■ d

a
Ці частки — утворюють поле P, яке міститься в полі F. 

b
Воно називається полем часток комутативного кільця К.



Теорема. Кожне кільце цілісності К можна занурити в 
поле.

Д о вед ен н я . Нехай кільце К містить елементи, відмінні 
від нуля. Розглянемо множину всіх пар (а, b), де a, be К, 
b Ф 0 . Введемо на цій множині відношення еквівалентності, 
поклавши

(a, b) -  (с, d) <=> ad = be.

Це відношення пар є відношенням еквівалентності.
1. Рефлексивність: ( а , Ь)~[а, Ь);

2. Симетричність: (а , b)~(c, d)=>(c, d)~(a, b) ;

3. Транзитивність: (a, b)~(c, d), (с, с/)~(е,/)=>(а, b)~ (e,f). 
Доведемо транзитивність відношення еквівалентності. 
Відношення ( a ,b ) ~ ( c ,d ) означає, що ad = bc\ відно

шення (c ,d)~  (е ,/ )  означає, що c f = de. Маємо

( a d ) f  = (b c ) f  = b(cf) = b(de).

Звідси (a f)d  = (be)d. Але d *  0. Тому a f = be, тобто 

(a,b) ~ (e ,f) .
Відношення еквівалентності розбиває всі пари (а, b) на

класи еквівалентності: множина всіх еквівалентних пар скла
дає один клас.

Клас, який містить пару [а, Ь), позначимо через —. Отже,
b

— = — <=> (a , b) -  (с, d) <=> b Ф 0, d Ф 0, ad = be. 
b d

Введемо операції додавання і множення за правилами:
, а с ad + Ьс
1. -  + — = --------------.

b d bd
 ̂ а с _ ас 

b d bd
Перш за все треба довести, що введені операції над класа-

а . с
ми не залежать від вибору представників класів — і —. Нехай

b d



(a ,b ')  є  — ,(c',d') є  —, тобто a'b = ab', c'd = cd'. Дово- 
b d

димо збіг класів
ad + be a ’d' + b'c'

bd b'd’
Для цього слід встановити (ad + be, bd) ~ (a d ' + b'c', b’d ') . 
Проведемо серію обчислень:

(ad + bc)b'd' = adb'd' + bcb'd' = (ab')dd' + (cd')bb' =

= (a'b)dd'+ (c'd)bb' = a'bdd' + c'dbb' = (a'd'+ c'b') bd <t=> 

<=> [ad + be)b'd' = {ad! + c'b') bd .

Це і є необхідна нам рівність.
Аналогічно доводиться рівність

/ /ас а с
bd b'd'

З’ясуємо тепер, що введені операції над класами задоволь
няють усі основні закони поля.

Перевіримо закон асоціативності додавання:

а ( с є 4)  a c f + de adf + b(cf + de)  adf + bcf + bde
~ b \ d + 7 r b + ~ d T  = -------- M f -------- = -------- M f --------;

f 2 + £ ]
e ad + be e adf + bcf + bde a * 

1 + 
<-> 1

4

U  d , + f ~  bd + f ~ bdf ~ b + ^  f j
Решта законів перевіряється аналогічно.

Остаточно, множина Р усіх класів — є поле. Воно назива-
Ь

ється полем часток кільця цілісності К.
Отже, кільце К міститься у  полі Р.
З кожним елементом с є  К зіставимо всі частки виду

cb , Л . . . .
— , 0 * 0 .  Усі ці частки рівні 
b

cb _ cb'
Т~~Р~

для Ь, Ь' *  0 , оскільки ebb' = ebb'.



Двом різним елементам с, с 'є  К відповідають різні частки
c b c ' b  . . . .— , — . Можна показати, що встановлена відповідність між 
b Ь

„ .  cbелементами с є К  і частками —  не тільки взаємно однознач-
b

на, але й зберігає операції додавання і множення. У цьому 
плані кільце К вкладено в поле Р.

Означення. Раціональними функціями змінних хі,х2,..., 
х„_,, х„ над полем К називаються частки

f ( x x,x 2,...,x„)
Ф / \g (x  і9х2,...,хп)

многочленів f ( x  ]щх2,...,х„) і g ( x , , х2, ■■■, хп) Ф 0 з кільця 

К [х  |, х2,
З доведеної вище теореми випливає, що множина всіх 

раціональних функцій від змінних хх,х2,—,хп над полем К є

поле.

§ 1.4. Кільце цілих чисел.
Найбільший спільний дільник цілих чисел

Почнемо з доведення теореми про подільність
цілих чисел.

Теорема 1. Нехай a i m -  цілі числа (припустимо, що т  Ф 0). 
Для них знайдуться такі цілі числа h і г, причому 0< г < \т\,

що a = mh + г.
Число h називається часткою, а г  — остачею від ділення а 

на т . Частка й остача визначаються числами а і т  однозначно.
Д о вед ен н я . Позначимо через X  множину всіх цілих чи

сел, які можна подати у вигляді x = a-m z, де z пробігає кільце 
Z усіх цілих чисел. На множині X  містяться додатні та 
від ’ємні числа.

Нехай г -  найменше невід’ємне число з X. Тоді r = a -m h  
для деякого hsZ . Припустимо, що r>|m|. Якщо гх = г - т ,  

то rx < г і гх > 0 . Але г, = а - т ( И  + \)єХ. Це суперечить ви
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бору числа г. Аналогічно одержується суперечність і у випад
ку т  < 0.

Отже, a= m h + r  і 0 < г < \т\.
Тепер доведемо єдиність. Нехай, крім того, маємо рівність 

а = mh' + г' і 0 < г' < \т\. Вважатимемо, що г > г . З двох рів

ностей відніманням дістанемо 0 = т  (А -  А') + ( г -  / ) .  Звідси 
r - r '  = m(h' - А ) . Оскільки г-г'<\т\, то остання рівність 
правильна лише при г — г' = 0 , тобто при г = г'. Тому 
m (h -h ') = 0 => А -  А' = 0 => А' = А.

Теорему доведено.
Якщо число а ділиться на т ,  тобто остача г= 0, то відно

шення між числами а і т  позначається т  \ а .
Означення. Підмножина І кільця Z цілих чисел називаєть

ся ідеалом, якщо вона має такі властивості:
I. х ,у  є І =$ х + у  є І ;
II. хє  І, 2 Є Z => х- z є 1 .
Наведемо один із способів побудови ідеалів кільця Z.
Нехай а2, ..., ат — деякі цілі числа, І -  множина всіх ці

лих чисел виду х = axzx + a2z2 + ... + amzm, де zt,z2,...,zm 
пробігає кільце Z.

Легко переконатися, що / -  ідеал.
Якщо х ,у є І ,  то x - a {zx + ... + amzm, у  = axz[ + a2z2 + 

+ ...+amz'm, де zk,z'k GZ. Звідси x + y  = ax (z, +z[ ) + ... + 
+ am (zm + z ' , ) e  /. Аналогічно перевіряється і властивість 2, 

характерна для ідеалу.
Побудований ідеал, породжений числами ах, ..., ат , позна

чається через / = ( а , , а2, . . . ,  ат ).

Ідеал / називається головним, якщо він породжується од
ним цілим числом а:

' = («)■
Теорема 2. У кільці цілих чисел будь-який ідеал -  головний.
Д о вед ен н я . Нехай ідеал / містить числа, відмінні від ну

ля (в іншому випадку твердження теореми очевидне). Тоді у



ньому містяться і додатні числа. Виберемо в ньому найменше 
додатне число т .  Нехай а є І і г — остача від ділення а на т ,  
тобто a = mh + r . Нехай 0 < г < т .  Тоді матимемо r = a -m h .  
Оскільки а, т  є  І , то r = a -m h  є  /. Припущення, що 0 < г 
суперечить вибору числа т .  Тому г = 0 і, отже, a = mh. Це 
означає, що число а -  елемент головного ідеалу (т ), породже
ного числом т .  У результаті довільності вибору числа а з 
ідеалу І маємо включення / с ( и ) .

Обернене включення (/и) с  І очевидне. Остаточно, І = (те).

Теорему доведено.
Означення. Найбільшим спільнім дільником (НСД) цілих 

чисел ах,а 2, ар називається ціле число т , яке має такі вла

стивості:
а) т -  спільний дільник цих чисел, то б то

б) будь-який спільний дільник цих чисел ділить число т ,  
то б то  якщо п \ ах ,п | а2, ..., п | ар, тод і п\т .

Позначення найбільшого спільного дільника має вигляд

Переконаємось, що будь-які два НСД даних чисел можуть 
відрізнятися лише знаком.

Нехай також / = НСД (а ,, а2, ..., ар ) . З означення випливає:

1\т і т \ 1 . Тоді m = l f  і l=mg, де f g e Z .  Звідси l=lfg  і тому 
fg=  1. Остання рівність можлива лише при /= ± 1 і g=  ± 1. 
Отже, т  = ± 1.

З аув аж ен н я . Доведену вище властивість б) можна ще 
сформулювати так:

в) дільник т  є найбільшім за абсолютною величиною діль
ником чисел аи а2, ...,ар .

Еквівалентність властивостей а), б) з властивостями а), в) 
випливає із теореми 3.

т\ а і,т \ а 2, - , т \ а р ш,
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Теорема 3. Для будь-яких цілих чисел ах,а 2,...,ар існує 

найбільший спільний дільник. Якщо т= Н С Д  ( а , , а2, а р ), 

т о  існують такі цілі числа z ,,z2, zp, що

a\Z\ -¥a2z2 + ... + apzp =m.

Д о вед ен н я . Нехай I = (al ,a 2,...,ap '} -  ідеал, породжений 

числами ax,a 2,...,ap . Він є головним: / = (т). Тоді m\ak,k  = 

= 1 ,р. Існують такі цілі числа zx,z2,...,zp, для яких має місце 

рівність m = a]z] + a2z2 + ... + apzp. Якщо I -  спільний діль

ник чисел ах,а 2,...,ар, то з останньої рівності випливає 1\т.

Отже, т  -  НСД даних чисел.
Теорему доведено.

Алгоритм Евкліда

Для знаходження НСД чисел а і Ь потрібно про
вести таку послідовність ділення з остачею:

(1) a = bhx+rx, 0 < Г| < |б|;

(2 ) b = rxh2 +r2, 0< г2 <гх-
( 3 )  >і=г2/із+гз, 0 < гг < г2,

(*) rk -2=rk - A +rk, 0<rk <rk_x 
(*  + l) rk_x=rkhk+l.

У цій послідовності на деякому (£-му) кроці одержується 
додатна остача (rk > 0), а на наступному (к+ 1-му) -  ділення
без остачі.

Доведемо, що гк= НСД (а, Ь).
Нехай т  = НСД (а, Ь). Оскільки /=(<з, Ь) = (т), то маємо се

рію включень у  головний ідеал (т):
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Г] - a - b h і є  (rn), 
r2 = b - r {h2 e  (m), 

ri  =r\ ~ ri h  є (m )>
rk = rk-2 - rk -A  є  ( m ) ■

Тому m\rk .
З другого боку, з послідовності рівностей (1), (2), . . . ,  (к), 

(к+ 1) одержуємо послідовність подільностей:

rk \ rk-\> rk\rk-2’ І Г1»  rk\h• h \ a -

За означенням НСД (а, b) маємо, що | /я . Вважаючи те 

додатним, дістаємо рівність гк -  т .

Вправи
1. Нехай N— множина натуральних чисел. Довести, що при 

діленні квадрата п2 (п є  N) на 3 остача не може дорівнювати 2.

2. Довести, що сума кубів трьох послідовних натуральних 
чисел ділиться на 9.

3. Довести, що 7 1 а2 + Ь2 => 7 1а, 7 1 Ь, де a ,b e  N .
4. Знайти НСД (9и + 4, 2n + \),neN .

5. Індукцією за п & N довести, що числа виду 7”+2 +82л+| 
діляться на 57.

Взаємно прості числа

Означення. Числа а і Ь називаються взаємно 
простими, якщо їх НСД дорівнює ± 1.

Теорема 4. Для того щоб числа а і Ь були взаємно прости
ми, необхідно і достатньо існування таких цілих чисел х, у, 
для яких ax + by = І.

Д о вед ен н я . Необхідність. Нехай а і Ь — взаємно прості 
числа. Тоді ідеал (a,b) = (\) = Z, і тому ax + by= 1 для деяких

цілих чисел х, у.
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Достатність. Нехай виконується рівність ax + by= І для де
яких х,уе  Z. Якщо от = НСД (а, Ь), тоді а = т а ,  Ь = mb', a , b'e Z
і тому т[а 'х  + Ь’у) = 1, тобто т  -  дільник 1. Це можливо лише у

випадку, якщо т  = ± 1, тобто, коли а \Ь — взаємно прості числа. 
Теорему доведено.

Приклад. Переконатися, що числа а  = 445 і Ь= 192 -  вза
ємно прості, та знайти такі числа х і у  , щоб 445 х + \92у = 1. 

Застосуємо алгоритм Евкліда:
(1) а = Ь-2 + гх, т =61;
(2) b = rr 3 + r2, г2 =9;
(3) г, =г2 - 6 + г3, г3 =7;
(4) г2 = г3 ■ 1 + г4, г4 = 2;
(5) г3 =г4 -3 + г5, г5 =1.
Одержали НСД (а, Ь)=\. Для знаходження чисел х і у  

проводимо таку послідовність обчислень:
1. З (5) дістаємо 1 = г5 = г3 -  Зг4 .
2. З (4) маємо гА=г2 - г 3 . Отже, 1 = 4г3 -  3г2 .
3. З (3) одержуємо г3 = гх -  6г2. Тому 1 = 4гх -  21 г2 .
4. З (2) дістаємо r2 = b -3 rx. Отже, 1 = 85г, -  21Ь .
5. З (1) маємо гх -  а -  2Ь . Тоді 1 = 85а -  \ 91Ь .
З останньої рівності випливає, щол: = 85, = -197.

Основні властивості 
взаємно простих чисел

І. Якщо число а взаємно просте з числами b і с, то 
а взаємно просте з добутком Ьс.

Д о вед ен н я . За умовою НСД (a, Ь)= 1. Існують такі 
х ,у €  Z, що ах + by = 1. Звідси дістанемо рівність

асх + Ьсу = с.

Якщо аи = НСД (а, Ьс), то а - а т ,  bc-dm , де a ' ,d s Z  і, 
отже, т(а'х  + dy) = c, тобто т\с. Із відношень т  \ а і т\с  
випливає відношення т  11, оскільки НСД (а, с) = 1. Тоді т  = 1.



Число а взаємно просте з добутком Ьс, що й доводить ця вла
стивість.

II. Якщо число а взаємно просте з числом Ь і а \ Ьс, то а \ с. 
Д о вед ен н я . Нехай цілі числа х, у  такі, що ax + by = 1.

Тоді асх + Ьсу = с. Оскільки в останній рівності обидва додан
ки лівої частини діляться на а, то і права частина ділиться на
а, що й доводить властивість II.

III. Якщо числа а і Ь взаємно прості та є дільниками числа 
п, то число п ділиться на добуток аЬ.

Д о вед ен н я . Нехай х, у -  такі цілі числа, що ax + by = 1. 
За умовою а \ п, Ь\п, тобто п = ак, п = ЬІ, де к, І -  цілі числа. 
Тоді

п = пах + nby -  blax + akby = ab(lx + ку), 
тобто ab І п -  властивість III.

Як приклад доведемо теорему про властивість коренів л-го 
степеня з одиниці.

Теорема 5. Корінь
2 пк . . 2 пк  -----  wk = cos-------1- 1  s in ----- , k = 0, n -  1.

rt n
п-го степеня з одиниці буде первісним тоді й лише тоді, коли 
п і к -  взаємно прості числа.

Д о вед ен н я . Нехай <і=НСД (п, к). Розглянемо два можли
ві випадки.

1. Необхідність. Нехай d — НСД(л,£) > 1. Тоді k = dl,
2ndl . 2ndl

n -dm , причому m<n. Маємо w ^ c o s ------ + zsin------- =
n n

2nl . . 2nl . m . „  c= cos------- + zsin--- і тому wk =1. Тобто wk -  корінь m-ro
m m

степеня з одиниці. Степені цього кореня також будуть коре
нями т-то степеня з одиниці. Остаточно, корінь wk не є 
первісним, бо т < п .

Отже, для того щоб w* був первісним коренем, необхідно,

щоб НСД (и ,*) = 1.
2. Достатність. Нехай d= 1. Знайдемо такі числа х, у, для 

яких пх + ку = 1. Тоді



Але w ,-первісний корінь. Тому степені w[ =w'{, I - 0, 1,..., п-\  

містять у собі всі корені у/І. Це й означає, що wk -  корінь пер
вісний.

Теорему доведено.

Вправа
Довести, що найменше спільне кратне попарно взаємно 

простих чисел а,, а2, .... ат дорівнює їх  добутку.

Прості числа

Означення. Натуральне число р називається 
простим, якщо його дільниками є числа ± 1, ± р і лише вони.

Наведемо основні властивості простих чисел.
I. Два різних простих числа взаємно прості.
Властивість випливає із означення простого числа.
II. Якщо р  -  просте, а а -  ціле число, то вони взаємно 

прості, або р  І а .
Д о вед ен н я . Нехай тя = НСД {р, а). Тоді число т =  ± І, або 

т =  ±р, оскільки р має ділитися на т .  У першому випадку р  і 
а взаємно прості, у другому -  р \ а , що й доводить власти
вість II.

III. Якщо р -  просте число і р  I a b , де а і Ь -  цілі числа, 
тоді або р  І а , або р\Ь .

Властивість випливає з властивості II.

Вправа
Довести основну теорему арифметики:
Будь-яке натуральне число л>1 можна подати у вигляді 

добутку простих множників: п = рх —рт . Таке подання є єдине 
з точністю до порядку розміщення простих множників.



Класи лишків

Означення. Нехай т  -  ціле число більше одиниці. 
Два числа а і b називаються порівнянними за модулем т , якщо 
їх різниця а — Ь ділиться на т . Це співвідношення між  числа
ми записується у  вигляді

а = &(mod т ) .

Іншими словами, а = 6 (mod т)<^> a - b e  (т ), де (w ) -  голов

ний ідеал, породжений числом т .  Для спрощення запишемо

а = Ь (т).

Відношення порівнянності має властивості еквівалентності.
1. Рефлексивність: а = а ( т ) ;
2. Симетричність: а = Ь (т) => Ь = а ( т ) ;

3. Транзитивність: а = Ь (т) і Ь = с (т )  => а = с ( т ) .

Теорема 6. Якщо а -  а '(т ) і b = Ь’(т ), тоді а + Ь^а + Ь'(т),
ab — а'Ь '(т).

Д о вед ен н я . Порівняння а ^ а '(т )  означає: для деякого 

цілого числа g маємо а = а + mg . Отже, порівняння b^b'(m) 
означає, що b = b' + mf для деякого цілого числа /. Але тоді 
а + b - а '  + b' + m(g + / )  і ab = (a' + mg)(b' + mf) = a'b' + 

+m(gb' + fa' + mgf). Тому а + Ь -а  -Ь 'е (т )  і ab-a'b'e(m ), 
тобто а + b = а' + b'(m) ,  ab = а'Ь'(т) , що й доводить теорему.

Оскільки порівняння чисел за модулем т  -  відношення ек
вівалентності, то кільце Z цілих чисел розбивається на класи, 
у  кожному з яких містяться всі попарно порівнянні числа. Різ
ні класи не мають спільних елементів. Вони називаються кла
сами лишків за модулем т .

Якщо А -  один з цих класів лишків і а € А, тоді А склада
ється з усіх тих чисел, які порівнянні за модулем т .  Число а 
повністю визначає цей клас і називається його представником.

Клас А будемо записувати так:

А -  а.
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Усі числа даного класу а характеризуються такою власти
вістю: остачі від ділення їх на т  збігаються. Тому, якщо 
a = mh + г , 0 < г  < т  , то а = г . Зокрема, клас 0 з представ
ником 0 збігається з ідеалом (т ). Отже, усі класи лишків ви
черпуються множинами 0, 1, 2,..., т  - 1 .

Операції додавання і множення 
над класами лишків

Означення. Додаванням класів а і b називаєть
ся клас з представником а + b. Операцію додавання позна
чаємо знаком плюс:

а + Ь = а + Ь.

Додавання класів не залежить від вибору представників 
класів.

Дійсно, нехай а ' є  а, Ь' є  Ь, тобто а ^ а '(т )  і b = b'(m). 

Маємо рівності а = а', b = b\ a + b - a  + b, a' + b' = a' + b'. 
Але а + Ь = а' + Ь\ оскільки а + Ь = а' + Ь'(т). Тому a + b = a' + b', 
що й доводить твердження.

Означення. Множенням класів а і b називається клас з 
представником ab. Операцію множення позначаємо знаком 
множення:

а ■ b -  аЬ.

Добуток цих класів не залежить від вибору його представ
ників.

Доведення цієї властивості таке саме, як і для теореми про 
додавання класів.

Теорема 7. Множина Кт =(б, І , 2, ..., т  - 1) усіх класів

лишків за модулем т  з введеними операціями додавання і мно
ження є комутативним кільцем з одиницею. Якщо число т  -  
просте, тоді кільце Кт -  поле.

Доведення полягає у перевірці виконання всіх законів, 
що характеризують комутативні кільця. При цьому роль



нульового елемента на множині Кт відіграє клас б , оскільки 
а + 0 = а + 0 = а  для будь-якого а є К т . Роль одиниці вико

нує клас Т, оскільки а-~І = а-1 = а. Далі, a(b + c) = а(ь + с) -

= a(b + c) = ab + ac = ab + ac = a-b + a-c  -  розподільний закон 
(ІІІ|) для кільця.

Нехай тепер т  -  просте число. Достатньо перевірити закон 
множення (ІІ4):

Va Ф 0 3  х{а • х = х ■ а = TJ.

Якщо а Ф 0 , то число а не ділиться на просте число т  і, отже, 
а і т  -  взаємно прості числа. Тому існують такі цілі числах,у, 
що ах + т у  = 1. Тоді ах = 1 -  т у  і а-х  = а-х  = \ -т х =  1. От

же, для класу аФ 0 існує клас х, обернений йому відносно 
операції множення, що й доводить теорему.

Так перевіряються всі основні закони (аксіоми) для кому
тативних кілець і полів.

Наведемо приклад поля класів лишків К3 з таблицями до
давання і множення.

+ 0 1 2 0 1 2

0 0 ї 2 б б б б

і І 2 б І б І 2

2 2 б І 2 б 2 \

Вправа
Довести, що скінченне комутативне кільце без дільників 

нуля є полем.

§ 1.5. Кільце многочленів однієї змінної

Ділення многочленів

Нехай Р -  довільне поле і х -  змінна, яка не нале
жить полю Р. Кільце Р[х] усіх многочленів з коефіцієнтами із 
поля Р є кільцем цілісності.



Теорема 1 (про подільність). Якщо fix), g(x) -  многочлени 
зкільцяР[х] і g (x )*  0 , т о  f(x) можна подати у  вигляді

f { x )  = g(x)h{x) + r(x ) ,  (1)

де h(x) і г(х) -  многочлени з того самого кільця і степінь мно
гочлена г(х) менший від степеня g(x). Таке подання єдине, 
то б то  h(x) і г(х) визначаються однозначно. Многочлен h(x) 
називається часткою, а г(х) -  остачею від ділення f(x) на g(x).

Д о вед ен н я . Відокремимо в /(х) і g(x) їхні старші члени і 
запишемо їх  у  вигляді

f ( x )  = a0xn + a,x"4  + ... + а„_хх + ап, а0 ФО;

g(x) = b0xm + Ьххт 4  + ... + Ьт_хх + Ьт , Ь0 Ф 0.

Доведення проведемо індукцією за степенем п многочлена 
f(x). При цьому можна вважати, що т  > 1.

Якщо 0 < п < т ,  то маємо р івн ість/ (х ) = g(x) ■ 0 + f ( x )  

і тому й (х ) = 0, г (х )  = / (х ) ,  що й вимагалось умовою 
теореми.

Нехай тепер n tm  і припустимо, що теорема має місце для 
многочленів, степені яких менші, ніж п.

сі хп СІРозглянемо многочлен f(x) степеня п. Тоді —----= -!Lxn~m _
ь0хт ь0

многочлен. Розглянемо різницю

/ i(x ) = / (x ) - ^ -x " ~ mg (x )  =

= а0хп + аххп~' xn- m(b0xm +A1xm4 + ...) =

f
^0 Lа , -  —-о . хл~2 + ...

Степінь многочлена /((х) не перевищує л - 1 .  Усі його кое
фіцієнти одержуються з коефіцієнтів / (х ) і g(x) за допомо
гою операцій додавання, віднімання, множення і ділення. То
му f x(x) є  Р[х].



Застосуємо до f\{x) припущення індукції 

f\(x) = g(x)h{(x) + r(x), 

де Л| (jc), г(х) є  Pfx] і степінь г(х) менший, ніж ;я. Тоді

/(*) = g(*) ^ x n~m+h(x)
bo

+ r(x) = g(x)h(x) + r(x),

h{x) = ^ -x n-m +h](x). 
bQ

І перше твердження теореми доведено.
Доведемо єдиність. Припустимо, що крім співвідношення 

(1) існує інша рівність:

f(x )  = g(x)H(x) + R(x)

з тими самими властивостями. Матимемо

g{x)h(x) + r(x) = g(x)H(x) + R(x) =>

=> g (x ) [ Я  (х) -  h(x)} = r(x) -  R(x).

Припустимо також, що Н(х) -  h(x) Ф 0. Тоді степінь много
члена g (jc)[# (jc)-A (jr)] буде більшим за/я-1. Степінь різниці 
r(;e) -  R(x) менший за т .  Прийшли до суперечності. Тому 
Н(х) -  h(x) = 0 і Н{х) = h(x), R(x) = r(x ).

Теорему доведено.
Доведена вище теорема дає обґрунтування відомого алго

ритму ділення многочлена на многочлен (правило “куточка”).
1. Зліва записуємо многочлен / (* ), справа-g(x). Ділимо

старший член а0хп многочлена / (* ) на старший член Ь0хт 
многочлена g(x) і записуємо одержану частку нижче g (x ):

Ах) g(x)
Qq хп~т 
0̂

2. Обчислюємо —  х" mg(x) і записуємо його нижче /(х).Л
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3. Обчислюємо різницю f ( x )  = f ( x ) - — xn~mg(x) і за-
ьо

писуємо ї ї  ще нижче.
4. Повторюємо операцію 1 стосовно f x (х) і т. д.
При діленні многочлена на двочлен виду х - а  особливо 

зручним є алгоритм, відомий як схема Горнера. Пояснимо 
його.

Якщо f(x )  = aQxn + аххп~' + ... + а„, тоді f(x )  = (х -  а)И(х) + г, 
де остача г -  стала величина. Знайдемо частку

h(x) = b0xn~] + Ь]х"~2 + ... + Ьп_х.

Матимемо

а0х" + ахх”~х + ... + ап = (х -  а)(Ь0хп~] + Ьхх"~2 + ... + Ьп_х ) + г = 

= Ь0хп + (Ьх -  Ь0а)х”~] + (Ь2 -  Ьха)хп~2 + ... + (У -  Ь„_ха ) . 

Звідси

bo = Oq, b\ = ах + Ь0а, Ь2 = а2 + Ьха , ...,

\  = °к + Ьк_ха , .... Ь„_х = а„_, + Ь„_2а, г = а„+ Ь„_ха . 

Процес обчислень задається схемою Горнера.

ао a t а2 апЛ а„

Ь0 — во b  і =  о  і + bod Ь 2 ~ сі2+ b ta Ь„ і ~ а п \+Ь„_2а г = -а „+ Ь ,^ а

Із формули f ( x ) = (х -  a)h(x) + г ділення многочлена на х - а  
дістаємо теорему Безу :

Остача від ділення довільного многочлена f(x )  на х - а  до
рівнює значенню цього многочлена при х = а.

Приклад. Поділити х4 -  8х3 + 24х2 -  50л: + 90 на х -  2 за 
наведеною вище схемою.

1 -8 24 -5 0 90

*о-1 £>, = —8 -+-2=—6 £>2=24-6-2 =12 Ьу= -50+12-2 =-26 /■=90-26-2=38

Тут частка И(х) = х3 - 6х2 + 1 2 х -2 6 , остачаг = 38.



Означення. Нехай / (х) -  многочлен з коефіцієнтами з по
ля Р, то б то  f(x )  є  Р [х]. Елемент а є Р  називається його 
коренем, якщо / ( a ) -  0 .

Оскільки при діленні / (х ) на х - а  дістаємо / (х ) = 
= (х - a)h(x) + г , де г -  стала величина, тоді г = / (а )  = 0, якщо 
а -  корінь / (х ). Отже, якщо а -  корінь / (х ), тоді 
/ (х ) = (х —а)й(х).

Означення. Елемент а поля Р називається коренем крат
ності т  (т  — ціле додатне число), якщо

/ (х) = (х -  а)т И(х), И(а) Ф 0 .

Лема. Нехай Р -  дійсне поле, / (х) Є Р [х] і а — дійсний 
корінь кратності т  многочлена / (х ). Тоді а -  корінь похідної 
/ '(х )  з кратністю т  -  1.

Д о вед ен н я . Маємо / (х) = ( х - а)т h{x), И(а)Ф 0;

/ '(х )  = т (х  -  а)т~] h(x) + (х -  d)m h\x) =

= (х -  a )m_l \mh(x) + (х -  a)h'(x)\.

Якщо Я (х ) = mh(x) + (х -  a)h'(x) , тоді / '(х )  = (х -  а )т_| Я (х ) і 
Я (а )  = mh{a) Ф 0.

Вправи
1. Довести, що остача від ділення хт  -1  на х" -1  дорів

нює хГ - 1 ,  де г -  остача від ділення т  на п.
2. Довести, що х3"' + х3”+1 + х3р+2 ділиться на х2 + х +1.
3. Довести, що х3т -  х3и+1 + х3/,+2 ділиться на х2 -  х +1 

тоді і лише тоді, коли всі три числа т ,  п, р однакової парності.

Найбільший спільний дільник 
многочленів

Наступні означення і доведення властивостей по
дільності многочленів є повторенням властивостей подільнос
ті чисел. При цьому слід лише замінити слова “ціле число” на 
слово “многочлен”. Тому немає потреби кожен раз наводити
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детальний виклад відповідних властивостей для многочленів. 
Лише в окремих місцях з’являться особливості, на яких слід 
зупинитись.

Введемо поняття ідеалу в кільці Р [х] многочленів над по
лем Р.

Означення. Підмножина І кільця Р [х] називається ідеа
лом, якщо вона має такі властивості'.

І- /(*),£ (*) є  /= > /(*) + g(X) є  І.

II. / (х ) є  / і F(x) є і> [х ]о  / (x )F (x ) є  І.
При цьому ідеал / називається головним, якщо для нього 

існує такий многочлен т (х ) є  / , що / вичерпується много
членами виду m(x)F(x), де F(x) пробігає все кільце Р [х]. 
Він позначається через т(х).

Теорема 2. Будь-який ідеал кільця Р [х] є головним.
Доведення цієї теореми аналогічне доведенню подібної тео

реми про цілі числа.
Означення. Многочлен d(x) називається найбільшим спіль

ним дільником многочленів (НСД) f(x )  і g(x), якщо викону
ються властивості'.

I. d(x)\f(x) і d(x)\g{x).
II. 5 (х )|/ (х ) і S(x) I g(x) => 6(x)|rf(x).

Будь-які два НСД (/ (х ), g (x )) асоційовані: вони можуть відріз
нятись лише множником А Ф 0, що належить основному полю Р.

Теорема 3. Для будь-яких двох (або більшого числа) многочле
нів існує їхній найбільший спільний дільник. Якщо d(x)=HCД (f g), 
тоді існують такі многочлени F(x), G(x) є  Р [х], для яких

/ (x )F (x ) + g(x)G (x) = rf(x). (1)

(Див. § 1.4, доведення теореми 4 про взаємно прості числа).

Алгоритм Евкліда

Як і для чисел, обчислення НСД двох много
членів / (х ) і g(x) застосовується схема (Е) послідовних
ділень, яка носить назву алгоритм Евкліда. Цю схему доціль
но подати у вигляді:



1- f(x )  = g(x)h](x)+Xlrl (x),
2. g(x) = r](x)h2(x) + X2r2(x),
3. r](x) = r2(x)h3(x) + X3ri (x),

k■ rk_2(x) = rk_l(x)hk(x) + Xkrk(x),
k + \.tk_](x) = rk(x)hk+l(x).

Тут X гД х ) -  остача від ділення на j -  му кроці. Сталі множни

ки Xj * 0 , j  = \,к -  довільні і можуть бути вибраними на кож

ному кроці з міркувань спрощення подальших обчислень. 
Многочлен гк(х), який визначено останньою ненульовою ос
тачею, і є шуканий НСД (/ (х), g (x )).

Наведемо доведення цього твердження.
Спочатку покажемо, що гк{х) -  спільний дільник f{x )  і 

g(x). Многочлен Гк(х)~ ДІЛЬНИК Гк_\(х). Із к-'і рівності схеми 
(Е) випливає, що гк_2(х) ділиться на гк(х). Продовжуючи 
далі таким же чином, дістанемо: rk_,(х ), rk_2(x),...,r2(x),rx(x) 
діляться на гк(х). З 2-ї рівності схеми (Е) одержуємо поділь
ність g(x) на гк(х), а з  1 - ї - подільність / (х ) на гк(х).

Нехай тепер 5(х) -  деякий спільний дільник / (х ) і g (x ). 
Із рівності 1 схеми (Е) випливає, що 5(х) -  дільник Г\(х), а з 
рівності 2 -  5(х) є дільник г2(х). Врешті-решт з ’ясовуємо 
остаточно, що 5(х) -  дільник гк(х).

Нехай <і(х) = НСД (f(x),g(x)). Тоді на підставі теореми З 
існують многочлени F(x), G(x) такі, для яких виконується рів
ність

F (x)f(x) + G(x)g(x) = d(x).

Для їх обчислення використовується або схема (Е) алгоритму 
Евкліда, або метод невизначених коефіцієнтів. Останній ме
тод є ефективним, коли НСД d(x) наперед відомий.

Проілюструємо застосування алгоритму Евкліда для зна
ходження НСД многочленів / (х ) = х5 + 2х4 - З х 2 - З х - 1  і 

g{x) = Зх4 + 7х3 + 4х2 -  х -1  .



1. Ділимо / (х ) на g ( x ) : 

х5 + 2х4 + Ox3 -  Зх2 -  Зх -1

' 5  7 4 4 зX + — X + — х ■ 1 2 1
— X — Xз з

1 4 4  з 8  2 8
 X — X — X — X “  1

3 3 3 3
1 4 7  з 4  2 1 1

—  х  — х  — х  + —хН—
3 9 9 9 9

Зх4 + 7х3 + 4х2 -  х -1

1 1
—  х  —  
З 9

5 з 20 2 25 10
----X ------ X ------ X------

9 9 9 9
Остача

ч 5 з 20 2 25 10 5/ з . 2 с -ЛR\ ( х ) —  х ------х ------- х -----= — (х  +4х + 5х + 2 .
14 '  9  9  9 9 9 V /

1 1  3 2Покладемо/г,(х) =—х - —, г,(х) = х +4х +5х + 2 .

2. Ділимо g (x ) на г ,(х ):

Зх4 +7х3 + 4х2 — х — 1 
Зх4 + 12х3 + 15х2 + 6х

х3 + 4х2 + 5х + 2
Зх -  5

-5 х 3 — 1 їх2 — 7х — 1 

-5 х 3 -  20х2 -  25х -1 0  

9х 2 +18х + 9 

Остача R2(x)= 9х2 + 1 8 х +  9 = 9^х 2 +2х + і ) .
2

Покладемо h2(x) = Зх -  5, г2(х) = х + 2х +1.
3. Ділимо /[(х) на г2(х ) :

х3 + 4х2 + 5х + 2 
х3 + 2х2 + х 

2х2 + 4х + 2 
2х2 + 4х + 2

0

х + 2х +1
х + 2
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Ділення без остачі. Отже, НСД многочленів -  г2(х) =

= х^ + 2х +1 .
Маємо

f(x )  = g(x)h\ W - ^ i W ,

g(x) = r](x)h2(x) + 9r2(x), 

r]{x) = r2(x)h-i {x).
Звідси

9r2 (x) = g(x) -  rx (x )^  (x) = g (x ) + j [ / ( x )  -  g(x)/7, (x)] Й2 (x) =

= -/*2(x )/ (x ) + 1 -  J ^ i ( x ) ^ ( x )

Підставивши A,(x) = - ^ x - i ,  ^2(x) = 3 x -5 ,  знайдемо

r2{x) = f ix )  ^ x - l  | + g (x )
1 2 2 

------X + — X
5 5

Остаточно

F (x ) = ^ x - 1, G(x) = - i x 2 + | x .

Застосування методу 
невизначених коефіцієнтів

Зробимо спочатку таке з а у в а ж е н н я . Нехай

/ (х) = а0хп + щхп~х + ... + апЛх + а„, а0 Ф 0,

g (x ) = b0xm + Ьххт~х + ... + Ьт , Ь0 Ф 0.

З’ясовується, що серед усіх многочленів F{x), G(x), для яких 
виконується рівність /  ■ F + g G = d існують такі, що степінь 
Fix) менший від т  степеня g(x ), а степінь G(x) менший від п 
степеня fix ) . Припустимо, що степінь многочлена Fix) не 
менший за т .  Поділимо F(x) на g (x ) з деякою остачею г(х):

F{x) = gix)-hix) + rix).
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d(x) = [g(x)Kx) + r(x)]f(x)  + G(x)g(x) =

= r(x)f(x)  + [G(x) + h(x)f(x)\ g(x) = r(x)f(x)  + S(x)g(x),

де S(x) = G(x) + h(x) f  ( x ) .

Оскільки степінь d(x) не перевищує mm{m, n), а степінь 
r(x ) менший за m, то степінь добутку S(x)g(x) = d (x )-  
~r (x)f(x) менший за т  + п. Тому степінь S(x) менший від п.

Отже, маємо необхідну рівність r(x)f(x) + S(x)g{x) = d(x), 
де степінь г(х) менший, ніж т ,  а степінь ^ (х) менший, ніж п.

Якщо <і(х) = НСД (f(x),g(x)), тоді в рівності (1) розшуку
ємо многочлени F(x) і G(x) серед многочленів виду

F(x) = A0xm-'+ A lxm-2 + ...+Am_u 

G(x) = B0xn-'+ B ]x"-2 + ...+Bn_],

де At Вк, і = 0, т  -1 ; к = 0, п -\ -  невідомі коефіцієнти, від
шукання яких проілюструємо на конкретному прикладі.

Приклад. Подати у вигляді рівності (1) многочлени 
/ (х) = х3 і g (x ) = х2 -  Зх + 2.

Р о зв ’ я зан н я . НСД (х3, х2 -З х  + 2)= 1. Отже, має бути

F(x) = AqX + At , G(x) = B0x2 + Bxx + В2;

(^ 0х + ^ ,)х 3 +(-б0х2 +В\х + В2'}[х2 -  3x + 2 j = l .

Порівнюючи коефіцієнти при однакових степенях правої та 
лівої частин цієї рівності, дістаємо систему лінійних рівнянь:

А0 + В0 = 0,

Ах — ЗВ0 + Вх = 0,
2В0 -  ЗВХ + В2 = 0,

25, - З В2 = 0,
2В2 = 1.

Т о д і



Д, = , 4 = — , В„ = - ,  Щ = - ,  В2
§ 8 8 4 2 2

F(x) = х + — , G(x) = — х2 + — х + —. 
w  8 8 8 4 2

Після розв’язання цієї системи знаходимо, що

Взаємно прості многочлени.
Незвідні многочлени

Означення. Многочлени / (х ) і g(x) називають
ся взаємно простими, якщо їхній НСД дорівнює одиниці.

Теорема 4. Для того щоб многочлени / (х ) і g(x) були
взаємно простими, необхідно і достатньо існування таких 
многочленів F(x) і G(x), для яких виконується рівність

f(x)F (x) + g(x)G(x) = 1. (2)

Доведення теореми аналогічне доведенню відповідної тео
реми для взаємно простих чисел.

За аналогією з взаємно простими числами наведемо 
основні властивості взаємно простих многочленів (без до
ведення).

I. Якщо многочлен взаємно простий з многочленами 
/ (х ) і g (x ), тоді він взаємно простий і з їх  добутком

/ 0 0  ■ g(x) ■
II. Якщо многочлен / (х ) взаємно простий з g (x ) і 

f ix )  I g(x)h(x), тоді / 0 0  І И(х).
III. Якщо многочлени / (х ) і g (x ) взаємно прості і f(x)\h(x), 

g(x) I h(x) , тоді / (x )g (x ) I h(x) .
У кільці P(x) многочленів аналогом простого числа є не- 

звідний многочлен.
Означення. Многочлен / (х ) називається незвідним над 

полем Р, якщо його неможливо подати у  вигляді добутку 
многочленів, коефіцієнти яких належали б том у самому полю 
Р, і степені яких були б менші, ніж степінь / (х ).
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Основні властивості 
незвідних многочленів

І. Якщо многочлени р(х) і q(x) -  незвідні (над 
даним полем Р), то вони або взаємно прості, або q(x) = Хр{х), 
де X -  сталий множник, відмінний від нуля.

II. Якщо р(х) -  незвідний многочлен і f  (х) -  довільний 
многочлен, тоді або р(х) і / (х ) взаємно прості, або р(х) | / (х ).

III. Якщо р(х) -  незвідний многочлен І р(х) I/ (x )g(x ), 
тоді або р(х) І / (х ) , або р(х) \ g (x ).

Незвідність многочлена — властивість відносна. Над одним 
полем він незвідний, над іншим, більш широким, він може 
бути звідним. Наприклад, многочлен х2 +1 над полем R дійс
них чисел — незвідний, але над полем комплексних чисел С 
він розкладається на множники (х + і ) ( х - і ) .

Теорема 5. Будь-який многочлен / (х ) кільця Р [х ] пода
ється у  вигляді добутку незвідних над полем Р множників

/ (* ) = Р\ (*) • Р2 М  • ■ • Р,- (*)■ (3)

Якщо цей многочлен подано у вигляді добутку незвідних 
множників двома способами:

f(x )  = p](x)-p2(x )-p r (x)= qx(x)-q2{x )-q x(x), (4)

тоді r = s і при відповідній нумерації множників маємо, що 
qj(x) = Xipl(x), і = 1, г, де X, є  Р, X, Ф 0, для будь-яких і = 1, г.

Д о вед ен н я . Нехай п -  степінь многочлена / (х ). Якщо 
/ (х ) -  незвідний многочлен, тоді розкладання (3) містить усього 
один множник. Якщо ж / (х ) -  звідний, то його можна подати 
у вигляді добутку многочленів із кільця Р(х) з меншими сте
пенями. Якщо серед множників знову знайдеться звідний, то і 
його подамо у вигляді добутку многочленів менших степенів і 
т. д. Скінченним числом кроків дістанемо розкладання (3).

Другу частину теореми доведемо індукцією за степенем п 
многочлена / (х ). Якщо п= 1, тоді твердження теореми очевид
не. Припустимо, що воно має місце для многочленів, степені



яких менші від п .  Єдиність розкладання (3) доведемо для 
fix ) .

Нехай виконується рівність (4). З неї випливає, що qx(x) -  
дільник / (х ), а тому (на підставі властивості III для незвід- 
них многочленів) на qx(x) ділиться один із множників 

р\іх),р2іх ),...,р г(х).
Наприклад, qx(x) -  дільник рх(х). Це можливо лише при ви
конанні рівності qx(x) = Xxpx(x), де — ненульовий елемент 
поля Р. Підставимо це подання qx(x) у праву частину рівності
(4). Після спрощення матимемо нову рівність

g(x) = р2(х)---pr (х) = Xxq2 (x)q3 (х) ■ ■ ■ qs (х).

Степінь многочлена g(x) менший, ніж степінь / (х ). Ви
користовуючи припущення індукції, дістанемо: г -1  = s - 1 , а 
тому г = s і

Xxq2(x) = X2p2(x),q3(x) = X2p2(x), .....  qr(x) = Xrpr(x).

Звідси маємо необхідні нам рівності
qx(x) = Xxpx(x), q2(x) = X2p2(x),

q3(x) = X3p3(x), ..., qr(x)=Xrpr(x).

Теорему доведено.
На підставі теореми можна записати однозначне розкла

дання так:
f ix )  = а0 -Рі (*) •Р2 ІХ)■" Рг іх), (5)

де р х(х), р 2(х ) , . . . , р г (х) -  незвідні множники, у кожного з 
яких старший коефіцієнт дорівнює одиниці. Будь-які два роз
кладання цього подання відрізняються лише порядком роз
міщення множників.

Множники в розкладанні (5) можуть зустрічатися декілька 
разів. Якщо р х(х), р2(х), . . . ,  рк(х) -  всі попарно різні множ
ники цього розкладання, то його можна подати у вигляді

f ix )  = а0 ■ рх' (х) • р ?  (х) • • ■ р ”к (х). (6)

Тут р,(х)Ф Р ! (х), якщо і ї  j ,  а числа т / -  кратності від

повідних множників.



Звідси напрошується висновок:
Нехай для многочленів / (х ) і g(x) має місце розкладання 

на незвідні множники типу (6). Тоді НСД цих многочленів 
дорівнює добутку множників, що одночасно містяться в обох 
розкладаннях. При цьому кожний незвідний спільний множ
ник має степінь, який дорівнює найменшій з його кратностей 
у розкладаннях / (х ) і g{x).

Вправи
1. Довести, що многочлени / (х) = х4 -  х3 -  4х2 + 4х +1 і 

g(x) = x2 -  х - l  взаємно прості. Спочатку за допомогою алго
ритму Евкліда, а потім методом невизначених коефіцієнтів 
знайти многочлени F(x) і G(x) такі, щоб мала місце рівність (2).

2. За допомогою алгоритму Евкліда знайти НСД многочле
нів хт  - 1 і хп - 1 .

3. Нехай d(x) = НСД (/ (х ), g (x )) і d(x) = f(x)F (x) + 
+g(x)G(x). Чому дорівнює НСД многочленів F(x) і G(x) ?

4. Довести, що коли многочлен /(х) з цілими коефіцієн
тами звідний над полем раціональних чисел, то його можна 
подати у вигляді добутку многочленів менших степенів з ці
лими коефіцієнтами (лема Гаусса).

5. Довести, що многочлен хп + р , де р  -  просте число, звід
ний над полем раціональних чисел для будь-якого п > 1 .

6. Переконатися, що многочлени \ + х+ ...+ хп і 1 + 2х + 

+ 3х2 + ... 4-их"-1 взаємно прості.

§ 1.6. Многочлени над полями 
комплексних і дійсних чисел

Нехай / (х) = а0х" + а\Хп~] + ... + ап_{х + а „ -  много
член з комплексними коефіцієнтами а0, а , , ..., а„ (а 0 Ф 0 ) і 
комплексною змінною X = у  + iz ( y ,z -  дійсні змінні).

Виведемо для многочлена / (х ) формулу Тейлора:

2 п
f ( x + А) = / (х ) + h ■ f'(x )  + ~—f ”(x) + ... + V " > ( x ) .

2 !  n\



Обчислюємо похідні многочлена f ( x ) :

f ' (x ) = па0хп~] + { п - 1 )а]хп~2 + ... +1 ■ ап_х, 

f { x )  = п(п -  1)а0хп~2 + { п - !) («  -  2)а]х"~3 + ... +1 ■ 2 ■ ап_2,

f^n (х) = п(п - 1) ■ ■ -3 • 2 ■ а0х + ( п - 1 )(п -  2) • • ■ 2 ■ 1 -ах, 

/ (п)(Х) = л!а0.

Для будь-якого приросту h маємо

f ( x  + h) = Y j ak(x + h)k =
к=0 к=0

п п-к

Ї с і кх"-*Л>
1=0

= 1 1  СІ_как* Г " И .
к=0 /=0

У цій подвійній сумі згрупуємо послідовно всі доданки для 
к = 0,к = ],к = 2  \ т. д. Дістанемо

f i x  + h) = X c ' a 0* " -V  +XC„/4 a,x"-|-//2/ +
1=0 1=0

п—2
+ Z C«/-2a2* ”' 2"/̂ / + -  +anx°h°.
/=0

В одержаній рівності приведемо подібні члени відносно 
h k , к  = 0 , п :

f ( x  + h) = h° [ с > 0*" + С ^ а ххп~х + .. .+ * „ ] +

+ h [c la 0xn 1 +Cj_,a|X" 2 + ... +C,'a„_1 ]  +

+ h2 ^C2a0xn 2 + C 2_]aixn 3 + ... + C22a„_2] + ... +hnC"a0.

Порівнюючи вирази в квадратних дужках останньої рівності
з похідними многочлена f(x ) , остаточно дістанемо формулу
Тейлора.

Для многочлена f(x )  з комплексною змінною x = y  + z i  

функція и  = |/(х)| -  дійсна функція ДВОХ ДІЙСНИХ ЗМІННИХ^, Z.
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Функція f(x )  є неперервна функція комплексної змінної х : 
для будь-якого є >0 знайдеться дійсне число 5 > 0 , що з 
умови |x|-x2|<5 випливатиме нерівність |/(х() - /(д:2 )| < є . 

Проте для будь-яких комплексних чисел х, і х2 виконується 
нерівність

||/(*|)|-|/(*2)||̂  |/(*|)-/(*2)|
Але тоді ||у(jcj )| — |У(дс2 )|| < є . Це й доводить неперервність 

функції И=|/(х)| від дійсних змінних у, z: u = u(y,z).
На підставі відомої теореми функція u(y,z), яка є неперерв

ною функцією від у , z, у будь-якій обмеженій області має що
найменше одну точку y0,z0 мінімальності зі значенням

ц = и(у0,z 0) = І/(х0)|, х0 = у0 + z0i.

Лема 1. Якщо / (х ) -  многочлен степеня п> \,k -  будь- 
яке додатне дійсне число, т о  для достатньо великих за моду
лем значень змінної х має місце нерівність

&|а,х"_| +а2хп~2 + ... + ал|<|а0х"|. ( 1)

Д о вед ен н я . Нехай а = т а х (  |<3||,|а2|,|< з„|).



На підставі отриманої вище нерівності

\х\ ~ 1 ІхІ-1

випливає нерівність

І^х”-1 + а2хп~2 + ... +а„|< ~|а0 ||х|” ,

якщо виконується нерівність (2). Отже, виконується і нерів
ність ( 1).

Лему доведено.
Наслідок. Якщо в лемі 1 к=2, тоді при

і і і lJcl>r~] + 1
і а 0|

(3)

виконується

2|а,х"_1 + а2хп' 2 + ... + <з„|<|а0| |х|” . (4)

Лема 2. Якщо виконується нерівність (3), тоді для / (х ) 
виконується

(5)

Д о вед ен н я . На підставі наслідку леми 1 із нерівності (3) 
випливає нерівність

Тоді

І а,хп 1 + а2хп 2 + ... +a„j< ^  І а0|| х|

|/(х)|= а0х" + (а ,хя_| + а2х"~2 + ... +а„)

>\а0хп -  Ц х ” 1 + а2хп~2 + ... + ап І >

>|ао*”|-̂ К||*Г =ткІМ'
Лему доведено.
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Теорема (основна теорема вищої алгебри)*. Будь-яке ал
гебричне рівняння

/ (* ) = ОоХп + а ,х”_1 + ... + ап_{х + ап = О,

коефіцієнти якого -  дійсні або комплексні числа, має принай
мні один корінь х0 = у0 + z 0i , де у0, z 0 є  R .

Д о вед ен н я . Припустимо, що а0 ФО. Обираємо додатне 
число Rg настільки великим, що

Во>А = ^ + \  і (6)
Ро| 2 і 1 1

де а  = тах(|а1|,|а2|,...,|ая|).

Тоді на підставі леми 2 в точках х кола |х| = Rq матимемо

| /W |> | / ( 0 ) |  = |a„|.

Тому на крузі A^(^o) = {x:|x|<i?oJ функція м = |/(дс)| набуває 

мінімального значення ц у деякій точці х0 = у0 + z 0i ,  яка є 
внутрішньою точкою цього круга ( ц < |/(0)| ).

Якщо |0. =0, тоді теорему доведено, оскільки f ( x 0) = 0 .  

Припустимо, ЩО |0. >0 І Ц = |/0сО)|-
В останньому випадку з ’ясуємо, що існує число Иф 0 , як 

завгодно мале за модулем, таке, що |/(х0 +/г)| <|/(х0)| (твер

дження відоме як лема Д ’Аламбера).
Нехай h -  деяке комплексне число. Застосуємо теорему 

Тейлора до функціїf:

f (xо +h) = Дх0) + hf\xо) + ̂ -/'(*о) + ... + ̂ -/(п)(*0) ■ (7)
2! п\

Припустимо, що першим коефіцієнтом, відмінним від нуля, є 
коефіцієнт при Ит , тобто / (т )(х0)* 0 (ю > 1 ) . Поділивши 
праву і ліву частини рівності (7) на / (х 0) , дістанемо

*Строге доведення вперше дав Гаусс (1799 p.). Ця теорема раніше дово
дилась Д’Аламбером, але з недостатньою повнотою. Наведене доведення 
належить Коші (1821 p.).
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Д *0 + h) = , + hmf m\x  o) + + hnr '(*„)!•" /•(")/

Л *()) т!/(дсо) «!/(*o)
Подамо кожен доданок правої частини цього розкладання в 
комплексній формі:

/ (т)(*о)т!/(хо)= /?m(cos cpm + і sin ф,„),

. ч = ^ (C 0Sy„+ISi n ф„), Й = р(с08ф + І 8ІПф),
n-f(xo)

де Rm, ...,R„ ,р -  модулі відповідних чисел, а фт , ...,ф„,ф -  їх 
аргументи.
Тоді

^ f ^ -  = \ + Rmpm[cos (тиф + фт ) + і sin (іиф + фи ) ]  +
Л *о ) (8)

+... +/?„p"[cos (иф + фл) + і sin (гсф + ф„)].

Оберемо аргумент ф таким, щоб т(р + фш = я , тобто ф =

а модуль р настільки малим, щоб /?т рт < 1. Із рівності (8) пер

ші два доданки дають число 1 -  Rmpm > 0. Тоді на підставі вла
стивостей модуля суми з рівності (8) дістанемо нерівність

f i x о + И)

або
f i x о)

Л*Ь + А)
f ( x о)

^ І - р ^ / С - Я ^ р - . . . -  Rnpn-m).

Зрозуміло, що сума в дужках при достатньо малому р буде 
близькою до числа Rm, а вся права частина -  близькою до чис

ла 1 -  Rmpm і, отже, буде додатною. Тому \f(x0 + /г)|<|Л*о)|- 
Можна вважати, що х0 + h є  K(R0). Прийшли до суперечності. 
Тим самим теорему доведено.



Наслідки основної теореми

Нехай / (х) = а0хп + щх”_| + ... +ап -  многочлен з 
коефіцієнтами а0,а ],...,ап з поля С комплексних чисел, 
а0 Ф 0, п > 1. За основною теоремою / (х ) має корінь а , , що 
належить полю С. Тоді

/ 0 ) = (*-аіХ/і0 ),
де / і(х) -  многочлен степеня и -1  з коефіцієнтами з поля С. 
Якщо степінь f x (х) більший за 0, тоді на тій же підставі існує 
корінь а 2 і, отже, / j(x) = ( x - a 2)/2(x ). Тому

/ (х ) = (х -  а ,  )(х -  а 2 )/2 (х).

Продовжуючи цю процедуру, на «-м у кроці дістанемо роз
кладання

f ( x )  = ( x - а ]) ( х - а 2) ( х - а п)Ь,

де й є С . Неважко переконатися, що старший коефіцієнт в 
останньому розкладанні дорівнює Ьхп. Порівнюючи його зі 
старшим членом а0хп у початковому розкладанні, дістанемо 
Ь = а0 . Тому

/О ) = а0 (х -  а , )(х -  а 2) ■ ■ • (х -  а „ ). (9)

Зрозуміло, що всі числа ОС], а 2, ..., а„  є коренями f ( x ) . З дру
гого боку, нехай а  -  корінь / ( х ) . Покладемо х = а  у правій
і лівій частинах (9). Дістанемо

0 = а0( а - а ]) ( а - а 2) ( а - а „ ) .

Звідси випливає, що для деякого k множник а - а *  =0=> 
=> а  = а к, оскільки а0 Ф 0 .

Наслідок 1. Будь-який многочлен / (х) = а0хп + аххп~[ + 
+... + ап, а0 Ф 0 над полем комплексних чисел можна подати 

у вигляді добутку (9), де а , , а 2, ..., а„  — корені цього многочле
на. Інших коренів він не має.



Наслідок 2. Незвідними многочленами над полем комп
лексних чисел є лише многочлени степеня 1.

На підставі теореми 5, § 1.5 розкладання (5) на незвідні 
множники є єдиним з точністю до порядку розташування множ
ників.

У цьому розкладанні об’єднаємо всі однакові множники. 
Тоді його можна записати у вигляді

f(x )  = aQ( x - a x)m' ( x - a 2)mi ■ ■ ■ (х - а к)щ , (10)

де а , ,  а 2, ..., а к-  усі попарно різні корені многочлена і т { -

кратність кореня осу , причому т ] + т 2 + ... + т к = п .

Наслідок 3. Будь-який многочлен степеня п>\ з комплекс
ними (зокрема, дійсними) коефіцієнтами має рівно п коренів, 
якщо кожний з коренів рахувати стільки разів, скільки його 
кратність.

Розглянемо тепер многочлен, старший коефіцієнт якого 
дорівнює 1, тобто

f(x )  = хп + аххп + ... + ап .
Запишемо для нього розкладання (9):

f ( x )  = ( x - a l ) ( x - a 2) ■■■ ( х - а „ ) ,
причому кожний корінь взятий стільки разів, скільки його 
кратність.

Розкривши дужки та звівши подібні члени після порівнян
ня правих частин в обох розкладах f ( x ) ,  приходимо до за
ключного наслідку.

Наслідок 4 (формули Вієта). Між коефіцієнтами і коре
нями многочлена f(x )  зі старшим коефіцієнтом 1 мають міс
це співвідношення

а, = - ( а ,  + а 2 + ... + а„ ), 
а2 = а , а 2 + а , а 3 + ... + а ,а *  + ... + а л_ ,ап,

« п = ( - 0 " а , а 2 ---а„ .
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У формулі для коефіцієнта ак під знаком суми містяться різні
добутки за сполученням по k коренів -  усього С* доданків.

З 2Зокрема, для многочленів 3-го степеня f(x )  = x +ахх + 
+а2х + а3 з коренями а , ,  а 2, а 3 формули Вієта мають вигляд

а, = - ( « і  + «2  + а з)> 
а2 = а , а 2 + а ,а 3 + а 2а 3,

Приклад 1. Корені многочлена хп - 1  є

Ink . . 2nk , ------- -L,k = c o s ----- + 1 s in ------ , k = 0, n — 1.
n n

На підставі формул Вієта знаходимо:

Co +Cl + ?2  + -  +C-1 =0. Co-C. < 2 - і , - ,  - Н Ґ -

П риклад 2. Знайти НСД многочленів х т  -1  і х п - 1  ме
тодом розкладання їх  на незвідні множники.

Р о зв ’ я зан н я . Подамо хт -  І у вигляді добутку незвід- 
них множників над полем С:

Хт  - ^ ( х - С О о Х х - Ю , )  ( х  — СОт _ і ) ,

2пк . . 2п к
cOj. = c o s ----- + і s in ------ , к = 0, т  - 1.

т  т

Аналогічно

х"-і=(*-СоХ*-Сі) ••
де

271/ . . 271/Ltl = c o s -----+ і s in ----- , / = 0, п - 1.
п п

Тоді НСД многочленів з умови дорівнює добутку спільних 
множників у першому і другому розкладаннях. Задача зво
диться до відшукання спільних коренів Ĵ\ і \[\ .



. .  _ r r Ink • 2тй 2nl . .  lidНехай co* =Cl/5 тобто c o s ----- + *sin ------= cos— +/sin— .
m m n n

Тоді — = — + N, TV -  ціле число. Числа — і — містяться у
т  п т  п

напівінтервалі [0, 1), а тому N = 0.

Нехай d=  НСД (т , п). Тоді m = dm0, n~dn0 , причому 
т 0 і п0 -  числа взаємно прості. Маємо рівність кп0 = Іт0 , а
тому т 0 Ік, п0\і і, отже, к = т 0К, І = n0L . Але тоді

2пК . 2пК „ 2тiL . 2nL
03t  = cos ------ + 1 sin------- , L, =  cos ------ + 1 sin------

d d ’' d  d

корені многочлена xd -  \. Обернене твердження також має 
місце: кожний корінь многочлена xd -\ -  спільний корінь 
многочленів хт -1  і хп - 1.

Отже, НСД дорівнює xd - 1 ,  де d= НСД (т , п).

Многочлени з дійсними коефіцієнтами

Нехай R -  поле дійсних чисел.
Лема 3. Якщо многочлен f(x )  = а0хп + а, х"~' + ... +апе R [х]

і а  = а + bi — його комплексний корінь, тоді спряжене число
о, = а — Ьі також  буде коренем цього многочлена.

Д о вед ен н я . Нехай спочатку а  = а + Ьі -  довільне ком
плексне число. Скористаємось властивостями комплексно 
спряжених чисел і дістанемо таку послідовність рівностей:

/  ( а )  =  а0 а "  +  а, а ” -1 +  ... +  а„_, а  +  а„ =

=  flgOt”  +аі&п~х +  ... +ап_\0.+ап =<3q(oc)”  + 0 |(сх )№ ' +  ... +ап_\(Х+ап.

Отже, / (а )  = / ( а ) .  Зокрема, якщо а  -  корінь f(x ), тоді

0 = / ( а )  = / (а ) . Таким чином, а  -  корінь того самого много
члена.

Лему доведено.



Наслідок 5. Кожний многочлен з дійсними коефіцієнтами 
можна подати у  вигляді добутку многочленів першого або 
другого степеня. При цьому множники другого степеня ма
ють від ’ємні дискримінанти.

Д о вед ен н я . Нехай f(x )  = a0x” + аххп~] + ... +ап є і?[х ] і 
п> 1, а , , а 2,. .. ,  а„ -  його корені. Тоді / (x ) = a0( x - a , ) x  
х ( х - а 2) ( х - а п). Вважатимемо, що дійсними коренями,

якщо вони взагалі тут є, будуть перші т  коренів 0С|, ос2, ..., а т . 
Комплексні корені a m+1, ..., a„  розбиваються на пари спряже
них чисел. Розмістимо ці пари послідовно: a m+1 = ах + bxi, 
а т + 2 ~ а\ -Ь\і • т. д. Якщо І -  число таких пар коренів, тоді 
п = т  + 21. Маємо

f(x )  = a0( x - a x) ( х - а т ) ( х -а х -Ь хі)х 

х(х, -  ах + Ьхі) ■■■ (х-а/ -  Ь/і)(х -  а/ + Ь/і).
7  ̂ У.Знайдемо (х - а х -Ь хі) (х -а х + Ьхі) =х - 2 а хх + ах + ЬХ і позна- 

чимо рх = -2 а х, qx = ах + bx .Тоді

( х - а х-  Ьхі)(х -  < з ,  + Ьхі) -  х2 + Pxx + qx,  Dx = р 2 -  Aqx < 0 ,

де Dx-  дискримінант тричлена x2 + plx + qx. Проробивши 
таке перетворення і для решти комплексних множників, оста
точно дістанемо необхідне нам розкладання:

f(x) = a0( x - a ]) - - - (x -a m)(x2 +p\x + qt) (x2 +p,x+ql ), ( 11)

2 ■ ■ 
причому Dj -  Pj -  Aqj < 0 ( j  - 1, /), 2 l + m -n  .

Якщо врахувати присутність однакових множників, тоді 
дістанемо

/ ( x )  =  f lb( * - a 1) ” , - ( * - a r ) w ' x  

х(х2 + рхх + qx)"' ■ ■ • (х2 + р,х  + q, )”' ,

2 2 де x - a |; . . . , x - a r,x  + pxx + qx, ..., х + psx + qs, — попарно
відмінні один від одного дійсні множники. Числа т х, . . . ,т г,



И|,.... ns називаються кратностями цих множників, серед яких 
т и ...,т г -  кратності дійсних коренів.

Наслідок 6. Над полем R дійсних чисел незвідними многочле
нами будуть лише многочлени 1-го і 2-го степеня з від’єм
ними дискримінантами.

Наслідок 7. Кожний многочлен f(x )  є  R[x] непарного сте
пеня має хоч би один дійсний корінь.

Нехай п -  степінь многочлена f{x), т  -  число його дійс
них коренів. Тоді, як відомо, п = т  + 2 1 . Якщо п -  число непар
не, тоді і т  -  число непарне.

Вправи
Розкласти над полем дійсних чисел на незвідні множники 

такі многочлени:
1. х6 + \.
2. х * -а х 2 +1, - 2 < а < 2.

3. х2п+хп + 1.
4. Тп (х) = cos п (arccos х) -  м ногочлен Чебишова.
В к а з ів к а . Подати cosmp у вигляді степенів coscp.

Відокремлення кратних множників

Нехай Р -  довільне поле чисел (підполе поля С). 
Будь-який многочлен f(x )  є  Р [х] можна подати у вигляді до
бутку

f ( x )  = a0p ?  (х)р^2 (х) -  - р ”к (х), 
де р х(х) , р2(х), . . . ,рк (х) -  попарно відмінні один від одного 
незвідні множники зі старшим коефіцієнтом 1, а т х, т 2, ..., т к -
кратності цих множників.

Нехай р(х) -  один із множників з кратністю т  входить у
це розкладання. Тоді

f(x )  = p m(x)g(x), 
причому многочлен g(x) взаємно простий з р(х). Зокрема, 
якщо р(х) = х -  a , тоді а  -  корінь /(х) кратності т .



Лема 5. Якщо р(х) — незвідний дільник многочлена / (х ) 
кратності т , тоді р(х) міститься в розкладанні на незвідні 
множники похідної / '(х )  з кратністю т  - 1 .

Д о вед ен н я . Із рівності / (х ) = p m(x)g(x) випливає, що 

/ '(* )  = Рт~' (x)[/np'(x)g(x) + />(x)g'(x)].

Нехай

<p{x) = m p(x)g(x) + p (x )g (x ),

причому d(x) = НСД (р(х), ф(х)). Оскільки р(х)~  незвідний 
многочлен, то d(x) = р(х) або d(x)= 1.

Припустимо, що d(x) = р(х). Тоді р(х)|ф(х) і, отже, 

/>(x)|/(x)g(x). Оскільки р(х) і g (x ) взаємно прості, то 

р{х)\р\х), що неможливо. Отже, d{x) = 1 і многочлени р(х) і 
Ф(х) -  взаємно прості.

Лему доведено.
Наведемо тепер метод відшукання кратних множників для 

многочленів з коефіцієнтами із поля R дійсних чисел. Нехай 
/ (х ) -  такий многочлен і

/ (х ) = а0( х - а ,  У"1 ■■■ ( x - a r )m'(x2 + pix + q^"'------

його розкладання на незвідні множники.
Позначимо через Х х добуток усіх незвідних множників 

цього розкладання, що входять з кратністю 1; через Х2 -  до
буток усіх тих незвідних множників, які входять з кратністю 
2; через Х3 -  відповідно з кратністю 3 і т. д. Може трапитись, 
що в розкладанні / (х ) відсутні множники якої-небудь крат
ності. Наприклад, відсутні незвідні множники кратності 1. 
Тоді покладаємо Хх = 1.

Врешті-решт дістаємо, наприклад, розкладання у вигляді

f(x )  = a0x xx l x l x t x l

На підставі леми знаходимо



D = НСД ( f , f ' )  = X 2X 2X 34X*,

D] = НСД (D,D') = X3X 2X 2 ,

D2 = НСД (D],D']) = X 4X 25 ,

D3 = НСД (D2, d '2) -  x 5.

Звідси

3  = ^  = x2 xM  , e2 = ^ = X 2X3X 4X 5.

E3 -  X 3X 4X 5 , E4 -  ~  -  X 4X 5 , E5 -  D5 -  X 5
LJt D - \

a0X, = ^ - , X 2 = % -, X3 X 4 = § - , X 5 =E5.
Z2 Л3 t 4 Es

Такий процес відокремлення кратних множників дає змогу 
в багатьох випадках подати многочлен у вигляді добутку мно
гочленів більш простого виду.

Приклад. Подати многочлен / (х) = х5 -  Зх4 + 4х3 -  4х2 + 
+ 3х-1  у вигляді добутку незвідних многочленів.

Р о зв ’ я зан н я . 1) знаходимо НСД (f(x ) ,f'(x ))  = D за

допомогою алгоритму Евкліда. Знаходимо D -  х2 -  2х +1;
2) знаходимо НСД (Д  D') = £>, = х - 1 ;
3) знаходимо НСД (D ,, D[) = 1 = D2;

4) обчислюємо Е], Е2, Е3 :

Ех = ^- = х3 - х 2 + х -1 ; Е2 = — = х -1 ;  Е3 = = х — 1;
D D, D2

5) обчислюємо Х х, Х 2, Х 3 :

X] = -р- = х2 +1; Х2 = ^ -  = \- Х 3 =Е3 = х - 1.
2 -̂ 3

В і д п о в і д ь :  f ( x ) - ( x 2 + 1 ) ( х - 1 ) 3 .



Теорема 1. При достатньо великих абсолютних 
значеннях дійсної змінної х многочлен / (х) з дійсними коефі
цієнтами зберігає знак свого старшого члена.

Д о вед ен н я . Нехай f(x )  = a0x" + а,х"~1 + ... +ап, а0 ФО. По

значимо (p(jc) = <3,jcrt_1 + ... +ап_[х + а„ і a = max {|а,|, |а2|>-> |аи|}- 

Тоді

|ф(х)| <в(|х| ”‘ !+ ... +1 х | +1) =

Отже,

§ 1.7. Теорема Рояля

1х 1" - 1  1|х|Г{1-0IIх 1-1К І-а ] ► + СІ
1|Х -1 X|- 1

Якщо має місце нерівність |а0||х|-|а0|-а> 0 , тобто |х|>1 + -^ -............. N
то чисельник і знаменник у правій частині останньої рівності 
додатні. Тому

І І” — 1
|/(х)| > Іа0хпІ - |ф(х)| > Іа0хп І - а  |^|_1 > 0 > 

якщо ІхІ > 1 + 7̂ 7 . Звідси випливає, що при х > 1 + т-̂ -г знакМ N
визначається знаком його старшого члена а0хп .

Теорему доведено.

Наслідок. Число А = 1 + може бути верхньою оцінкоюМ
(межею) модулів дійсних коренів многочлена / ( х ) . Усі такі 
корені містяться на відрізку [—А, А].

Приклад. Для многочлена / ( х )  =  3 х 4 - 6 х 3 + х 2 - 2 х  + 4 

маємо а 0 = 3 ,  а -  max {|—б|, 1, | - 2 | ,  4} = 6 .  Тоді А = 3 і всі 

його дійсні корені належать відрізку [ - 3 ,  3 ] .



= аоУп+а\Уп~' +...+а„.

Теорема 2. При достатньо малих значеннях |х| многочлен 
/ (х) зберігає знак нижчого члена.

Д о вед ен н я . Нехай f(x)= a0xm+аіхт+] + ...+апхг*п, т ,п є  N.
1 ( Г

Покладемо х = —. Тоді F(y) = у т+”/  —
У , У ,

Для достатньо великих N > 0 і за умови |у| > N маємо

к / 1  > І а\УпЛ + -  + + а„ І.і ! і і
Тому

k x m|>|a,xm+l + . ..+ а пхт+п\ при І х І < ——.! р І ! 1 " ' N

Теорему доведено.
Теорема 3. Якщо / '(х 0) = 0 і якщо х, зростаючи, прохо

дить через х0 , тоді многочлен / (х ) зростає при / '(х 0) > 0 і 
спадає при f\ x 0)< 0 .

Д о вед ен н я . Із формули Тейлора для многочлена / (х ) = 

= а0хп + аххп~х + ... + а„, де a f є  R, j  = 0, п,

f ( x  + h) = f(x )+ ^ -f'(x ) + ̂ —f ( x ) + ... + ^ - / <'" (х ) ( 1)
1! 2 ! « !

при jc = х0 маємо:

h2f ( x 0 + h ) - f ( x 0) = hf'(x0) +— f' ( x 0) + ... (2)

При достатньо малих h знак правої частини визначається 
знаком ї ї  нижчого члена hf'(xQ) . Тому при / '(х 0) > 0 різниця 
/ (х0 + h) -  / (х0) від ’ємна при h < 0 і додатна при h > 0. Отже, 
функція / (х ) зростає поблизу х0. Аналогічно, при / '(х0)< 0  
вона спадає.

Теорему доведено.
Теорема 4. Якщо змінна х, зростаючи, проходить через

f ( x )
корінь многочлена f  (х) з дійсними коефіцієнтами, т о  -------

/(х)
проходить при цьому від від ’ємних до додатних значень.



Д о вед ен н я . Нехай х0 -  корінь многочлена f(x )  і т  -  
його кратність. Тоді х0 -  корінь похідної / '(* )  і кратність 
його дорівнює т - 1. Із формули Тейлора матимемо, що

і т * /и+1
f {Xo+h) = ̂ f W {X0) + -!— -  / ('"+,)(х0)+ .. . ,

т і  (/77 + 1)!

и т- 1
/ ( х 0 + Л) = - ^ —  f (m\x0)+ ...

(/77-1)!
і тому

— / (,я)(*о) + — - — / (т+1)(*о)+ -/ (* b + ft )_,, І72Ґ ^  (777 +1)! ^

/'(*о+А) _ Ц —/('”)(xo) + ^ -  / (т+1)(*о) + ...
(777 -  1)! 772 !

При достатньо малих значеннях h дріб, який міститься у пра
вій частині рівності, має знак, що визначається першими до

данками -  в чисельнику доданком —  f^m\x0) , а в знаменни-
772 !

к у ---- ------/ (ш)(*о). Але обидва вони одного знака. Тому дріб,
(772 -  1)!

який є множником після h, додатний (при малих А). Звідси
випливає Л  го + А) < q ПрИ jj < q j / (* о + А) > q ПрИ ^ > Q) 

f ( x 0 +h) f ( x 0 +h)
що й доводить теорему.

Теорема 5 (Ролля). Між двома послідовними коренями мно
гочлена міститься у  крайньому випадку один корінь похідної.

Д о вед ен н я . Нехай а і b -  два послідовних корені много
члена f { x ) , причому а <Ь . Якщо А -  достатньо мале додатне
число, то з попередньої теореми випливає, що

/(« + /2 ) я ^ <0
f '(a  + h) fX b -h )

М іж a + h і b - h  немає коренів многочлена, і тому числа 
f ( a  + h) і f ( b - h )  одного знака. Тому f \ a  + h) і f\ b - h )  
різних знаків і, отже, похідна / '(* )  має корені в проміжку від 
a + h до b - h .



Тут використано властивість неперервних функцій, яка 
стверджує, що коли на кінцях відрізка така функція має різні 
знаки, то на проміжку між кінцями відрізка вона обертається 
на нуль.

Вправи
1. За допомогою теореми Ролля показати, що всі корені 

многочлена Лежандра

п\2 сіх ' і

дійсні, відмінні один від одного і розміщені в інтервалі ( - 1, 1).
В к а з ів к а . Розглянути многочлен f(x )  = (х2 - 1 )” і його 

похідні f ' ( x ) , f ( x ) , ...,/ ” (х), а потім послідовно застосувати 
до них теорему Ролля.

2. Показати, що всі корені многочлена Лагерра

4 ,M  = < - l ) V ^ r ( * V ' )  
dx

Д ІЙ С Н І,  В ІД М ІН Н І  О Д И Н  В ІД  О Д Н О ГО  І М ІС Т Я Т Ь С Я  В  Інтервалі ( 0 ,  о о ) .

3. Показати, що всі корені многочлена Ерміта

Нп(х) = ( -
ах '

дійсні і відмінні один від одного.
4. Показати, що многочлен х2т+І + л:2"+1 + х2р+І + а має 

лише один дійсний корінь.

§ 1.8. Правило знаків Декарта

Нехай а0,а х,...,ап -  послідовність дійсних чисел. 
Номер т ( 0 < т < п )  називається місцем зміни знака цієї по
слідовності, якщо при ат Ф 0 і ат_х * 0  => ат_іат  <0 і при 

ат-\ = ат-2 = -  = am_*+l = о, ат_к * 0 => ат_кат < 0. В обох 
випадках пари ат_],а т і ат_к,а т утворюють зміну знака.



При підрахуванні числа змін знака в послідовності нулями 
можна нехтувати.

Розглянемо деякі властивості числових послідовностей, 
пов’язаних з числом змін знака.

I. Нехай дано послідовність

а0) Щ j ^2 ’ • ■ ■ * )̂

дійсних чисел і р0 > 0,/>, > 0, ...,р„ > 0. Тоді послідовність

Р ^ Р \ а ь р2а2,- ,Р п ап (2)

має ті ж місця змін знаків, що й послідовність ( 1).
II. Нехай у послідовності (1) а0 Ф 0 і а„ Ф 0 . Тоді число W 

змін ї ї  знака буде парним, якщо а0 і ап мають однакові зна

ки, і непарним, якщо а0 і а„ мають протилежні знаки.
Уся послідовність (1) розбивається на I f + 1 підпослідов- 

ностей: перша з них починається з а0 і складається з чисел зі 
знаком r| = signa0 і закінчується числом ащ_, ,  де т 1 -  перше

місце зміни знака; друга послідовність починається з числа 
ащ і складається з чисел зі знаком sign сц  і закінчується чис

лом ащ_\, де т 2 -  друге місце зміни знака і т. д. Остання се

ред них з номером W + 1 складається з чисел зі знаком signa„ . 
Цей знак збігається з sign а0 , якщо W +1 -  непарне, тобто W -  
парне число. І він збігається з sign а0 , якщо W +1 -  число пар
не, тобто W -  непарне число.

III. Припустимо, що в послідовності (1) єдиними місцями 
зміни знака є 1 і п за умови п> 1. Тоді число змін знака в по
слідовності

«і -  а0, а2 -  а , , а3 -  а2, ..., а„ -  a„_, (3)

непарне.
Оскільки а0 , ах утворюють зміну знака, то sign (а, - а 0) = 

= sign а , . Аналогічно sign (а„ -  ап_х) = sign ап . Разом з тим, змін 

знака в послідовності аи а2, ..., а„_, немає. Тому signщ =—sign а„



і, отже, sign (о, - a 0 )= -sign (a„  -а „ _ ,). На підставі властивості II

число змін знака в послідовності (3) -  непарне.
IV. Нехай послідовність (1) має W змін знаків. Тоді різни

цева послідовність (3) матиме не менше W - 1 змін знаків.
Припустимо, що т {, т 2, ...,mw -  місця зміни знака в по

слідовності (1), причому гп\<т2 < ... < /% . Розглянемо такі 
послідовності чисел із послідовності ( 1):

А\ ■ а т,-1 ’  а т11  а т2- 1 ’  а т2 ’

А 2 • а т2-\ > а т2 > а ті -1 > а т 3 >

Ah'-І ' ®n>w -і—1 ’ w ’ ®(Пцг-І ’ ^т іг '

Кожна з них має рівно дві зміни знака на початку і в кінці. 
Тому за властивістю II в кожній із послідовностей

А ]  ■ а т[ ~ а ті- \ ’  a ml+1 ~ а т1 ’  •••> а т2 ~ а т2- !>

А 2 ■ а т2 ~ а т2- 1> а т2+1 ~ а т2 ’  •••> а /и3 — а /я3-1 >

A\V-\ • ^ти,_І+1 -І

є у крайньому випадку одна зміна знака. Тому в послідовності 
(3) є не менше, ніж W -  1 змін знаків.

V. Якщо в ненульовій послідовності (1) є W змін знаків, 
тоді в послідовності

«О.Я| — ^0» ^2 — ^л — ®п-1 > — °л (4)

є не менше, ніж ^  +1 змін знаків.
Окрім послідовностей AI,A2,...,AIV_I із  п о с л і д о в н о с т і  (4) 

побудуємо ще дві послідовності

А о • а0, Of —Oq, ..., ат  ̂ — ат  ̂ ,

A\V ■ a mw — a mw-\ > "•> а п — а п-\ > — а л-

Оскільки в послідовності а0, а , , ..., ат[_], аОТ| є лише одна зміна 

знака (на її кінці) і sign ащ = sign (а^ -  ат^  ), то sign (аШ] -  оц ., ) =



=—sign <з0. А тому в послідовності At, згідно з властивістю II, є 
у крайньому випадку одна зміна знака. Аналогічно в послідов
ності Aw є хоч би одна зміна знака. Звідси випливає, що в по

слідовності (4) є не менше, ніж W +1 змін знаків.
VI. Якщо в послідовності (1) є W змін знака, то по

слідовність (при а  > 0)

а а 0, а а , -  а0, а а2 -  а , , . . . ,  а а„ -  а„_,, -  а„ (5)

має не менше, ніж W +1 змін знаків.
Ця властивість -  наслідок властивостей І і V. Спочатку бу

дуємо послідовність чисел а0, а а і, а 2а2, ...,<хпап, а потім за
стосуємо до неї властивість V і т. д.

Теорема (правило знаків Декарта). Нехай W -  число змін 
знака в послідовності а0, а ,, а2, ..., ап коефіцієнтів многочлена

f{x )  = а0 + а,х  + ... + а„хп і N -  число додатних коренів цього 
многочлена. Тоді має місце нерівність W > N .

Д о вед ен н я . Позначимо через а , , а 2, ..., а ^  усі додатні 
корені многочлена f ix ) .  Подамо цей многочлен у вигляді до
бутку

f ix )  = g ix)ia t - х ) (а 2 - x ) - - - ( a N- х),

де g(x) = b0 +blx+  ... + bmxm -  многочлен з дійсними коефіці
єнтами степеня m = n — N . Нехай W0 — число змін знака в по
слідовності Ь0, й ,,..., Ьт його коефіцієнтів. Многочлен

/іО ) = g ( * X « !- x )  = a.\b0 + ( а ,Ьх -Ь0)х +

+ . . .+ ( а  хЬт -Ь т_х)хт -Ь т хт+х

має послідовність коефіцієнтів з числом змін знака Wl >W0 + 1. 
Далі многочлен /2(х) = /1(х )(а 2 - х )  також має число змін 
знака в послідовності його коефіцієнтів W2 ^Wx+\>W0 + 2 . 
Продовжуючи цю процедуру, на TV-му кроці дістанемо очіку
вану нерівність W > N .

Теорему доведено.



Задача відокремлення дійсних коренів многочле
на формулюється так.

Потрібно між межами / і L дійсних коренів вставити ряд 
зростаючих чисел /,, /2, ..., Іт так, щоб у кожному з проміжків 
між числами /,/|, /2, ..., lm,L  існувало не більше одного кореня 
даного многочлена / (х) .

Існує декілька способів відокремлення коренів многочленів. 
Серед них найбільш теоретично обґрунтований -  метод Штурма.

Означення. Послідовність многочленів з дійсними коефіці
єнтами

fo (x ),f{x ),f2(x),...,fm{x) (S)

називається рядом Штурма на відрізку [а , b\, якщо ці много
члени мають такі властивості'.

I. Останній многочлен f m(x) цього ряду не обертається 
на нуль на відрізку [а, Ь\.

II. Жодні два сусідні многочлени цього ряду не мають спіль
них дійсних коренів.

III. Якщо А, -  дійсний корінь якого-небудь проміжного 
многочлена f k(x) (т о б то  кФО і к Ф т ) ,т о д і  f k_ ,(Л) і /*+1(А) 
маю ть протилежні знаки.

IV. Якщо х, зростаючи, проходить через дійсний корінь 
многочлена f 0(x), тоді добуток fo(x)f\(x) змінює знак з мі
нуса на плюс.

Послідовність (S) називається узагальненим рядом Штурма, 
якщо її  многочлени мають лише властивості І—III.

П озн ачен н я. Нехай fo(x),f\(x),f2(x),...,fm(x) -  узагаль
нений ряд Штурма на відрізку [а, Ь\ і /0(а)Ф 0 , /0(Ь)Ф 0. 

Нехай А -  корінь многочлена f 0(x), який міститься в [а , b\. 
При зростанні х і переході через А знак добутку fo(x)f\(x) 
може змінюватися з плюса на мінус, або з мінуса на плюс, або 
залишатися без зміни. Число всіх коренів першого типу по
значимо через Л+ , а число всіх коренів другого -  через А- .

§ 1.9. Відокремлення дійсних коренів



Якщо цей ряд має ще й властивість IV (ряд Штурма), тоді 
всі корені многочлена /О0 0  -  лише другого типу і, отже, чис
ло їх  дорівнює А- .

Теорема 1 (Штурма). Нехай
/ 0 W . / 1 W . / 2  0 0 » - > / * 0 0  

-узагальнений ряд Штурма на відрізку [a,b\ і /0(а ) Ф 0 , 
/о (6) Ф 0. Нехай, крім того, для будь-якого дійсного числа с 
число змін знака в послідовності чисел /0(с),/ ,(с ),/2(с), (с)
дорівнює W(с). Тоді виконується рівність

W (a)-W (b) = A ~ -A +. (1)
Якщо дана послідовність многочленів має ще й властивість

IV, то різниця W (a)-W (b ) невід’ємна і дорівнює числу

різних коренів многочлена /0(х) на відрізку [а, Ь\, тобто А” .
Д о вед ен н я . Можна припустити, що при х = а і х = Ь жо

ден з многочленів ряду не обертається на нуль.
Нехай змінна х зростає, починаючи з х = а. Тоді, доки х не 

проходитиме через дійсні корені многочленів f k(x) ряду, змі
на знаків у ньому не відбувається.

Нехай X -  корінь деякого проміжного многочлена /*00 
(0 <к<т). На підставі властивості III маємо sign (А,) = 
= -sign  f k+\(X). При достатньо малому є > 0 в інтервалі (Х-е, 
Х + е)  знаки f k-\{x) і Л+іОО зберігаються.

Позначимо через л знаки значень функцій. Тоді при про
ходженні х через X на відрізку ряду f k_x {x),fk (x),fk+x (х) мож
ливі такі комбінації знаків:

Л-і Л Л+і
А.-Є л -л -11

X л 0 -11
X + є л -л -л

/*-і л Л+і
Х -є л л -л

X л 0 -л
X + є л -л -л

Л-і л Л+і
Х -е л л -л

X л 0 -л
X + є л л -л

Л-і л Л+і
Х -є л -11 -л

X л 0 -л
X + є л л -л
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Тут ті -  знак многочлена / , (J = к -1 , к,к  +1). З цих таблиць 

випливає, що при переході через X ряд /*_, (x),fk (*),/*+, (х) не
набуває і не втрачає жодної зміни знака. Тому і для всієї по
слідовності f k (х) (0  < к < т )  маємо те ж саме.

Тепер розглянемо випадок, коли X — корінь многочлена 
f 0(x). Для достатньо малого є >0 в інтервалі (A - є ,  А + є) 

знак / (х )  зберігається. Зміна кількості чергувань знаків у ряді 
Штурма при переході х через X можлива лише за рахунок 
зміни знака f 0(x). Окремо розглянемо такі випадки:

Випадок 1. Добуток /0(х)/, (х) змінює знак з плюса на мі
нус _________

/о /.
Х -г Л л

X 0 л
А + є -л л

Кількість змін знака в ряді /0,/  збільшилась на 1.

В ипадок2. Добуток f 0(x)fx(x) змінює знак з мінуса на 
плюс

/о /.
Л -є -л л

X 0 л
Х + е л л

Кількість змін знака в ряді /0,yj зменшилась на 1. 
Випадок 3. Добуток /0(х )/ ,(х ) не змінює знак

/о /і
А.-є Л л

X 0 л
Х + е л л

/о /і
Х-е -л л

X 0 л
Х + Е -л л

Кількість змін знака в ряді /0,/j зберігається.
Отже, при зростанні д: від а до b зміна кількості чергувань 

знаків відбувається лише при проходженні через корені /0(х). 
При кожному такому проходженні в узагальненому ряді Штурма



додається одна зміна знака у першому випадку, коли 
/ о (*Ш *) змінює знак з плюса на мінус, усього кількість та

ких змін дорівнює Л+; у другому випадку, коли /0(х)/ і(х ) 
змінює знак з мінуса на плюс -  втрачається одна зміна знака, 
всього таких втрат А "; у третьому випадку, коли f 0(x)f\(х) не 
змінює знак -  зміна в знаках ряду не відбувається.

Тому маємо рівність

W(a) + A+ - Л "  =W(b),

або

W (a)-W (b) = A~ - Л +.

Друге твердження теореми випливає як очевидне.
Теорему доведено.
Звернемо увагу на один клас нескінченних послідовностей 

многочленів, з яких виділяються узагальнені ряди Штурма. 
Нехай нескінченна послідовність многочленів

- ,F n(x),Fn_,(х ), . . . , а д , а д , з д  (F)

така, що^0(х) = 1, F ,(x) = a|x + P|, а ,  >0 і F„(x) при п> 2 
визначається зворотним співвідношенням

F„ (*) = (a „ x  + p„) F„_, (х) -  Y„F„ - 2  (*)• (2)

Неважко переконатися, що при виконанні умов у„ > 0 Для 
всіх п > 2 скінченний відрізок такої зворотної послідовності 

F„(x),F„_t(x), ...,F2(x ),F ,(x ),F 0(x) (Fn)

є узагальненим рядом Штурма.

Приклади
1. Многочлени Лежандра

РЛ х)= W =' •  - В Д = * ■

Вони визначаються співвідношенням

пР„(х) = (2п -1  )хРп_х (х) -  (п - \)Р„_2(х). (3)



2. Многочлени Лагерра 

£ .
ах

L„(x) = (-І)"ех — (х”е х), І 0(х) = 1, Z,(x) = x - 1 .  
ах ' '

Вони задовольняють співвідношення

К  (*) = (•*2 -  2и +1) L„. , (де) -  (я - 1)2 Ln_2 ( х ) . (4)

3. Многочлени Ерміта

w  £ _
dxn

Вони визначаються співвідношенням

Н„ (х) = 2хЯ„_, (х) -  2(я -  \)Н„_2 ( х ) .

Нп(х) = ( - l/ V *  )> Я оW  = Ь = 2х •Ґ1Г ' /

(5)

Перевіримо ці співвідношення для многочленів Ерміта. 
Застосуємо правило Лейбніца для обчислення похідної 
(я -І)-го  порядку:

r l r n \ I s i r ” - '  \ І

Ж"”1 ' I dxn' 2 \ І
Тоді

Н„(х) = 2х

- 2(я - 1) = 2хЯп_1(х )-2 (я -1 )Я „ _ 2(х).

Співвідношення (5) доведено.

Наслідок теореми 1. Кожний многочлен Fn (х) зворотної 
послідовності ( F  ) -мас я  різних дійсних коренів, якщо викону
ються умови а п > 0 , y„+i > 0 для будь-яких п > 1 .

Д о вед ен н я . Індукцією за п можна довести, що старшим 
коефіцієнтом многочлена ^„(х) є число о.„ап_\ - >0. Для

узагальненого ряду Штурма ( Fn ) виберемо достатньо велике

7Х



додатне число//,,, щоб на кінцях відрізка jV„] знаки всіх

членів ряду (F„) визначались їх  старшими доданками. Тоді 
кількість чергувань знаків цього ряду на кінцях відрізка 
W(-N„) = n , W(Nn) = 0 . Застосовуємо рівність (1). Дістаємо

А- — Л+ = п . Звідси Л“ > п . Але число А~ дорівнює числу 
різних коренів многочлена Fn(x), які мають певні властивості.

Тому А” =п і всі корені Fn(x) дійсні та різні.
Наголосимо тепер на одній загальній схемі побудови ряду 

Штурма для даного многочлена / (х) .
Застосуємо алгоритм Евкліда для обчислення НСД много

члена f(x )  і його похідної f\ x )  в такій формі:

де - / 2(х), -  / з (х ),..., ~ fm(x) -  остачі, що одержані при ді-

У наведеній схемі послідовних ділень на кожному кроці 
одержану остачу можна перемножити на будь-яке в ід ’ємне 
число. Зауважимо, що f m (х) -  дільник усіх многочленів одер
жаного ряду:

Цей ряд лише в деяких випадках має всі властивості I—IV 
рядів Штурма. Так, наприклад, це можливо у випадку, коли 
f(x )  і f'(x )  взаємно прості, тобто коли останній многочлен 
f m (jc) цього ряду -  стала функція.

Виходячи з ряду (G), побудуємо нову послідовність мно
гочленів

f(x )  = fXx)h]( x ) - f 2(x), 

/ '(* )  = /2 ( Ф 2 (* ) -  /з (*)>
(Е)

Л і-2 (*) = fm-1 (ХЖ  (х) -  fm (*). 
fm-\(x) = fm(x)hm+](x),

ленні.
При цьому f m(x )* 0  і f m(x) = Н С Д (/(х),/ '(х )).

Ш  = К х ) ,№ ) = П х ),/ 2{х),...,Гт {х). .  (G)

f j x )
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По-перше, для цієї послідовності виконуються такі спів
відношення:

F\(x) = F2(x)h2(x )-F 3(x),

Fm -2  ( * )  =  F m—\ ( X ) h m-\ ( * )  “  ( * ) •

По-друге, дійсні корені многочленів F0(x) і /0(х) = / (х ) 
збігаються і будь-який дійсний корінь F0(x) -  простий.

І, по-третє, з ’ясовується, що ряд

F0(x), F,(x), F2(x), ..., Fm_,(x), Fm(x) = 1 (H)

є рядом Штурма на будь-якому відрізку [а , Ь\.

Властивості I—III очевидні. Відношення = при
^ О )  / '(* )

зростанні х і переході через корінь многочлена / (х ) змінює 
знак з мінуса на плюс (див. § 1.7, теорема 4). Тому добуток

з д а д = ^ ^ 2(х)

при зростанні х і переході через корінь F0{x) (тобто через 
корінь / (х )) змінює знак з мінуса на плюс.

Сформулюємо і доведемо теорему Штурма у такій формі. 
Теорема 2. На базі многочлена / (х) побудуємо ряд

Л (*) = / (* ) ,/ і(*) = /'(*)>/г(*), ■■•>/„(*) (G)

за схемою (Е) Евкліда. Нехай а, b -  довільні дійсні числа, 
причому /(а)Ф 0 і f(b ) Ф 0 , а <Ь і f  (х) не має кратних коре
нів на відрізку [а, б ] . Тоді число різних коренів / (х ), які
містяться на відрізку [a , b] , дорівнює W (a )-W (b), де W(а)
і W(b) -  число чергувань знаків ряду (G) відповідно при х = а і 
х = Ь.

Д о вед ен н я . На основі ряду (G) створимо ряд Штурма

F0(x), F ,(x), F2(x), ..., Fm(x) = l, (H)



За теоремою 1 число дійсних коренів многочлена F0(x), що 

містяться на відрізку [а, Ь], дорівнює різниці W0(a)-W 0(b), 
де fV0(a) і W0(b) -  число чергувань знаків ряду (Н) відповід
но при х = а  і х = Ь.

Оскільки f m{a) * 0 , то число чергувань знаків у послідов
ності

F0(a),Fl(a),F2(a),...,Fm(a) = 1 

дорівнює числу чергувань знаків у послідовності чисел 

Fo F {(a)fm(a), 

тобто у послідовності чисел

f (a ) ,fX a ) ,f2(a),

Отже, маємо рівність fV0(a)-IV(a). Аналогічно дістанемо 
W0(b) = W{b).

Оскільки f m(х) = Н С Д т о  корені многочленів 
f(x)f(x )  і F0(x) = —------ на відрізку [а , b\ одні й ті самі. Кожний

/ «(* )
корінь F0(x) -  простий, він же буде і коренем f(x ), але не 
може бути кратним, f m(x) не змінює знак.

Число різних коренів многочлена f(x ), які містяться на 
відрізку \а, 6] ,  дорівнює fV0(a) -  fV0(b) = W(а ) -  W(b). 

Теорему доведено.

Приклад 4. Відокремити дійсні корені многочлена 

/ (х) = х4 + 2х3 -  х2 -  2х + 1 .

Обчислюємо похідну f ( x )  = 4х3 + 6х2 - 2 х - 2  і замість 

неї при побудові ряду (F) візьмемо fj (х) = 2х3 + Зх2 -  х - 1 .  
Ділимо / О ) на / ,(х ):



4 3 з 1 2 1X +—Х ---- X ---- X

х4 + 2х3 - х2 - 2х +1 2х3 + Зх2 -  х -  1
1 1—х + — 
2 4

1 3 1 2 3 ,—х — х — х + І
2 2 2

1 з 3  2 5  1—х +— х — х —
2 4 4 4

5 т 5 5— х — х + —
4 4 4

5 , 5  5
Перша остача R3(x) = - —х ~~̂ х + ^ • Обираємо /2(х) =

= х~ + х - 1 . Ділимо /](х) на f 2(x ) : 

2х3 + Зх2 -  х -1  

2х3 + 2х2 -  2х

X  +  JC —  1

2х + \

х + х -1

х2 + х - І
0

Ділення без остачі. Ряд (F) складається з f(x ), f\{x),f2(x). 
Наводимо таблицю:

А*) / іМ т
Кількість
чергувань

знаків
—оо + - + 2
+СЮ + + + 0
-2 + - + 2
- 1 + + - 1

0 + - - 1

1 + + + 0

Многочлен f(x )  має два дійсні корені, які містяться на
відрізках [ - 2, - 1] і [ 0, 1].

П риклад 5. Покажемо, що для многочленів Ерміта



послідовність

Нп{х), Я„_,(х), . . . ,Я 2(х ) ,Я ,(х )  = 2х, Я 0(х) = 1 (Н)

є ряд Штурма.
Обчислюємо

К М  = (~\)"2хе*2 ) =

= 2 х Я „ (х ) -Я „ +1(х).

На підставі зворотного співвідношення (5) для многочленів 
Ерміта маємо

Я„+І (х) = 2 хНп (х) -  2 пНп_х ( х ) .

Звідси дістаємо формулу

Я ;(х )  = 2«Я „_ ,(х). (6)

Виходячи з рівностей (5) і (6), робимо висновок, що по
слідовність (Н) -  ряд Штурма.

Вправи
1. Скласти ряд Штурма і відокремити корені многочлена

х5 - 5 х 3 -1 0 х 2 + 2 .

2. Нехай

& ,(х) = Н Г ( х 2 + (* 2 +1 р ,  « є  T V .

Використовуючи формулу Лейбніца, довести, що многочле
ни Q„(x) задовольняють зворотне співвідношення:

Qo(x) = \, £>,(х) = х,

Qn (X) = (2/7 -1 )0 ,- , « - ( « - 1)2 (X2 +1)(2„_2 (X). 

Переконатися, що Q'„ = n2Qn_x і послідовність

Qn(x), Qn- і(х), в„-2(х), ..., Q, (х), 0 о(х) 

є ряд Штурма.



Розділ 2. ТЕОРІЯ ВИЗНАЧНИКІВ

§ 2.1. Визначники 2-го і 3-го порядків

Поняття визначників 2-го і 3-го порядків виникає 
у зв ’язку з обчисленням площ і об’ємів найпростіших фігур і 
тіл у геометрії та при розв’язанні систем лінійних рівнянь з 
двома або трьома невідомими.

Нехай на площині у прямокутній системі координат Оху 
задано два вектори а = (X, Y), b = (X', Y') з їх  проекціями 
X  ,Y  і X ', Y' на осі координат. Потрібно знайти площу 
паралелограма, побудованого на цих векторах. Відомо, що 
шукана площа S  дорівнює абсолютному значенню величини 
X Y '-X 'Y , яка називається визначником 2-го порядку і позна
чається

X  Y 
X' Y' '

Отже,

Аналогічно розв’язується задача про обчислення об’єму 
паралелепіпеда, який визначається трьома векторами а, Ь, с 
в просторі.
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Нехай у прямокутній системі координат ці вектори задано 
своїми проекціями на осі координат

a = (X ,Y ,Z),

b = (X',Y',Z'),
c = (X\Y",Z").

Тоді шуканий об’єм V дорівнює абсолютному значенню змі
шаного векторного добутку (а,Ь,с) = ([<5, Ь]с) цих векторів 

(векторний добуток v = [а,Ь\ скалярно множиться на вектор 
с ). Оскільки векторний добуток

то

(а,Ь,с) =

/ Y Z X Z X Y
м

\ Ґ  Ґ 9 X Ґ 9 X' Y'

Y Z X Z X Y
■X"- ■ Y'+

Г Ґ X' ґ X' Ґ
■Z =

= YZ’X ’ -  ZY'X* -  X Z 'Y '+ Z X ’Y ’ + X Y 'Z ’ -  YX'Z" =

=  XY'Z" +  YZ'X"+ ZX'Y’ -  ZY'X" -  XZ'Y" -  YX'Z" .

Одержана алгебрична сума називається визначником 3-го по
рядку і позначається

X  Y Z

X ’ Y' Ґ  .

X ' Y" Z"

Об’єм паралелепіпеда, побудованого на трьох векторах а , Ь,
с , обчислюється за формулою V = |(5, Ь, с)|.

Отже,
X  Y Z

(a, b, с) = X ' Г  Ґ  =±V.
X ' Y" Z"

Для обчислення цього визначника скористаємось таким пра
вилом.



Доданки зі знаком плюс одержуються за схемою, тобто 
складаються добутки елементів визначника: спочатку тих, які 
розміщені на головній діагоналі; потім добутки елементів, що 
розміщені у вершинах двох трикутників, одна зі сторін яких 
паралельна головній діагоналі.

Доданки зі знаком мінус одержуються за схемою, тобто 
складаються добутки елементів визначника: спочатку тих 
елементів, які розміщені на другій діагоналі; потім елементів, 
що розміщені у вершинах трикутників, одна зі сторін яких 
паралельна другій діагоналі.

Для встановлення закономірності обчислення визначників 
2-го і 3-го порядків, яка має бути основою для переходу до 
визначників вищих порядків, запровадимо позначення його 
елементів. Кожному елементу визначника будемо присвоюва
ти два індекси: перший вказуватиме на номер рядка, а другий -  
на номер стовпця, в якому він розміщений.

Тоді для визначника 2-го порядку матимемо

* п
*2 1

*12
* 22

= * ,i*22 - * 17*12у121 ■

Визначник 3-го порядку запишеться так:

*11 *1 2 *1 3

*2 1 *2 2 *2 3

*3 1 *3 2 *3 3

“ * 11* 22*33  + * 12* 23*31 + * 13* 21*32 

- * 13* 22*31 — * 12* 21*33  “ * 11* 23*32  '
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Виявляється, що закономірність розміщення знаків “+” і 
перед добутками залежить від властивостей перестановок 
других індексів множників, якщо перші індекси множників 
розміщуються у порядку їх  зростання. Запишемо всі ці пере
становки других індексів для визначника 3-го порядку у ви
гляді таблиць

1, 2,

2, З,
3, 1,

З,

2 ,

1,

2,

1,
З,

Усього кількість перестановок з трьох номерів 1, 2, З 
дорівнює 6 . У перестановці а, Ь, с цих номерів пару номерів 
називають інверсією, якщо той, що стоїть ліворуч, більший 
того, що стоїть праворуч. Наприклад, у перестановці 3, 2, 1 
номери 3 і 2, 3 і 1, 2 і 1 утворюють інверсії. Число інверсій 
перестановки а, Ь, с позначимо через [а, Ь, с]. У нашому 
випадку

[1, 2, 3] = 0,
[2 ,3 , 1] = 2,
[З, 1, 2] = 2,

Отже, перестановки типу “+” 
типу -  непарні.

Встановленою закономірністю для визначників 3-го поряд
ку ми надалі й скористаємось.

[З, 2, 1] = 3,
[2, 1, 3] = 1,
[ 1, 3, 2] = 1.

мають парні числа інверсій, а

§ 2.2. Перестановки

Розглянемо деякий набір із п предметів Аь А2, ..., Д,. 
Для вивчення їх  взаємного розміщення можна обмежитись 
розглядом лише номерів 1, 2, . . . ,  п. Тому будемо розглядати 
всі можливі перестановки а, Ь, с, w цих номерів. Число 
всіх таких перестановок дорівнює п ! = 1 • 2 • 3 • • • п.

Означення. Пара чисел і та к із перестановок а, Ь, с, . . .,  /', 
. . . ,  к, .. .,  w утворює інверсію, якщо попереднє число з цієї 
пари більше наступного числа к.
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Число всіх інверсій в перестановці а, Ь, с, w позначимо 
через [а, Ь, с, ..., w]. Для підрахунку цього числа застосо
вується просте правило.

Беремо число а, яке розміщене в перестановці на першому 
місці, і підраховуємо, скільки інверсій воно утворює зі всіма 
наступними числами перестановки. Нехай таким чином одер
жали а  інверсій. Потім переходимо до числа b і знаходимо 
число 3 інверсій, які утворює це число зі всіма наступними 
числами перестановки, і т. д. Тоді

[а, Ь, с, . . . ,  w] = а  + 3 + •••

Означення. Перестановка а, Ь, с, . . . ,  w натуральних чисел
1, 2, . . . ,  п називається парною, якщо число [а, Ь, с, . . . ,  w] її 
інверсій -  парне, і непарною, якщо [а, Ь,с, ..., w] -  непарне.

Приклад. З’ясувати, коли перестановка п, п -1, п-2, . . . ,  2,
1 чисел 1, 2, . . . ,  п буде парною.

Р о зв ’ язан н я . Спочатку підрахуємо t = [n, п -1, .. ., 2, 1]. 
Число п утворює інверсію зі всіма наступними числами, 
тобто всього п - 1 інверсій. Далі, число и -1  утворює п - 2  
інверсій зі всіма наступними числами і т. д. Усього дістаємо

, п(п - 1)t = (п -  1) + О  -  2) + ... + 1 = —̂—— -

інверсій у даній перестановці.
Парність числа t залежить від остачі при діленні п на 4:
а) якщо п = 4k, тоді t = 2 к ( 4 к -1) -  парне число;
б) якщо п = 4к+  1, тоді t=(4k+  1)2к - парне число;
в) якщо п = 4к+2, тоді t=(2к + 1 )(4£ + 1) -  непарне число;
г) якщо п = 4к+3, тоді t = (4k+3)(2k+  1 ) -  непарне число.

Означення. Я кщо в перестановці а, Ь,с, ..., w натуральних 
чисел 1 , 2 ,  .... п поміняти місцями два яких-небудь числа, то д і  
таке перетворення називається транспозицією.

Теорема 1. При одній транспозиції змінюється парність 
перестановки.

Д о вед ен н я . Нехай в перестановці а, Ь, ..., і, ..., к, ..., w 
поміняли місцями іт&к\ дістали нову перестановку а ,Ь ,...,к , 
..., і, ..., w.
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Початкову перестановку запишемо у вигляді Аі...кВ, д е А -  
“лівий кінець” -  група чисел, яка розміщена ліворуч від числа /; 
В -  “правий кінець” -  група чисел, яка розміщена праворуч 
від числа к.

Розглянемо два випадки.
Випадок 1. Елементарна транспозиція. Поміняли місцями 

два числа і та к, що розміщувались поруч. У результаті з 
перестановки АікВ одержали перестановку АкіВ. При цьому 
число інверсій може змінитися лише за рахунок взаємного 
розміщення і та к , тобто на число 1. Отже,

[АкіВ] = [АікВ] ±1.

Випадок 2. Між і та к міститься т  чисел (т >  1). Задана 
перестановка має вигляд Аіі1і2...іт кВ. Перестановку, одержану 
з неї транспозицією номерів і та к, можна дістати за допо
могою серії елементарних транспозицій:

Аііхі2...іт кВ —> Аі]іі2...іт кВ Аці2і...іт кВ —> >

—> Аі]і2...іт ікВ —» Аі1і2...іт кіВ —> Аі] і2 ...кіт і В —> 

Акі\і2...іт іВ .

Кожна з них змінює парність перестановки, а їх  число станови
тиме 2 т  + 1 -  непарне. Тому, якщо перестановка Аіці2 . . . іт кВ -  
парна, то остання перестановка Акі]іг ...іт іВ -  непарна, і нав
паки. Отже,

[Акі\і2 ■■■іт іВ ] = [Аіі]і2 ... іт кВ ] + 2т+  1.

Теорема 2. Серед усіх перестановок чисел 1 ,2 , . . . ,  п при 
п> 1 число парних і непарних перестановок збігається.

Д о вед ен н я . Нехай р -  число парних, a q -  число непар
них перестановок. У всіх перестановках класу парних вико
наємо транспозицію чисел 1 і 2. При цьому ми утворимо 
непарну перестановку. Звідси випливає співвідношення р < q. 
Аналогічно доводиться співвідношення q <р. Отже,



Вправи
1. Яка з перестановок чисел 1 ,2 , п має найбільше число 

інверсій?
2. Нехай t -  число інверсій у перестановці а , , а2, ■■■, ап чи

сел 1 ,2, . . . ,  п. Обчислити  ̂= [ап,а п_и ..., а2,а х ].
3. Переконатися, що від перестановки ах,а 2,... ,а п можна 

перейти до перестановки bx,b2,...,bn тих же предметів за 
допомогою не більш як п - 1 транспозицій.

4. Довести, що для будь-якого цілого числа t, яке міститься 
в межах від 0 до п ( п - 1)/2, існує така перестановка а , , а2 , . . . ,  а„ 
чисел 1, 2, .. .,  п, що /= [ах ,а 2 , ..., ап ].

§ 2.3. Визначники та їх властивості

Нехай К -  довільне комутативне кільце (зокрема -  
поле), елементи якого позначимо через а  ,Р , у ,  ... Запишемо 
квадратну матрицю (таблицю)

Ч і  « 1 2  • • • « ! /

« 2 1  а 22 • • •  а 2 п

Va «l а п2 а пп)

з елементами а ік кільця К.

Означення. Визначником (детермінантом) матриці А над 
кільцем К називається алгебрична сума всіх можливих добут
ків виду

( - 1)' a lcia 2ha 3c---anw,

де а ]а, а 2Ь, а 3с, о.т  -  відповідно елементи першого, другого,

третього, п-го рядків матриці А\ a, b,c, ...,w  -  перестановка 
чисел 1, 2, . . . ,  п; t -  число інверсій цієї перестановки. 
Підсумовування здійснюється за всіма можливими переста
новками а, Ь,с, . . . ,  w других індексів.
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Подамо цю суму у вигляді

(a,b,c,..., w)

Число ї ї  доданків становить п\.
Визначник матриці А позначається так:

а , ,  а 12 ... Щп
а 21 ^  ... а 2„

« л і  ® л 2  • • • &ПП

Якщо п= 1, тоді det А = а п .
Для я  = 2 і п = 3 означення збігається з раніше введеними 

поняттями визначників 2-го і 3-го порядків з елементами із 
поля R дійсних чисел.

Дане означення узагальнює попереднє в двох напрямах. 
По-перше, число п (порядок визначника) -  будь-яке натуральне 
число, починаючи з одиниці. По-друге, елементами визнач
ника можуть бути елементи будь-якого комутативного кільця 
або поля, наприклад, з кільця многочленів, з поля раціональ
них функцій.

Розглянемо найпростіші властивості визначників.
I. Якщо всі елементи деякого рядка визначника дорівню

ють нулю, то й сам визначник дорівнює нулю.
Д о вед ен н я . Властивість І випливає з означення визнач

ника. Дійсно, кожний доданок алгебричної суми містить по 
одному представнику з кожного рядка і кожного стовпця.

II. Якщо всі елементи деякого фіксованого рядка визнач
ника А помножити на елемент X основного кільця К, то діста
немо новий визначник Ab причому А, =ХА.

Д о вед ен н я . Нехай, наприклад, у визначнику

« п  а і2 ••• а 1л 

а 21 а 22 а 2и

«пі «л 2 ' •' «лл

det А = \А\ =
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таким фіксованим рядком є перший. Тоді

А, а ,  і Х а 12 . .. Х а ]п

« 2 1 « 2 2  • •• « 2  п

а л1 а „ 2 . «пи

III. Нехай у визначнику (1) елементи деякого фіксованого 
рядка подаються у вигляді суми двох доданків (наприклад, 
елементи першого рядка а н = ос  ̂ + а ^ ,  а 12 = сс(2 + «Гг> 
а,„  = aj„  + af„). Тоді він дорівнює сумі двох визначників А= 
= Д' + Д ',д е

« ( і «12 • • < «П а \2 • • «Гл

II< «21 «22 • ■ « 2и
, д'=

«21 «22 • • « 2л

««1 ««2 • • «ил «лі «л 2 • • «лл

Аналогічне твердження зберігає силу, якщо елементи деякого 
рядка подаються у вигляді суми т  доданків: визначник Д 
дорівнюватиме сумі от визначників Д', Д", ...,Д ('”) .

Як і властивість І, доведення властивостей II і III безпосе
редньо випливає з означення визначника.

IV. Якщо елементи першого рядка визначника Д = det^4 
такі, що а ]а = 0 при а>  1, тоді

« ї ї 0 . . 0 «22 «23 • • « 2л

det А = «21 «22 ■■ « 2л
=«11

«32 «33 • • «Зл

«лі «л 2 • «лл «л 2 «лЗ ••• «лл

Д о вед ен н я . За означенням

detA=  X  (" O '« і Л л а з с ■••«„*>
, w )

де t=[a, b, с, . . .,  w] у кожному з доданків. Оскільки а 1а = 0 
при а> 1, тоді



det  A =  £  H ) ' a n  а 2А«зс
(1,Л,с, ...,w)

де /= [1, b, c, . . . ,  w] = [b, c, w] і b, c,..., w -  перестановка 
чисел 2, 3, n. Отже,

det^ = a n ( £  ( - 1) 'а 2Ь •••a„w),

де t= [b, c, w]. Сума, яка міститься в дужках, -  визначник

а 22 а 23 а 2л

а 32 а 33 • • • а 3 п

а п2 а лЗ • • • а ил

(п — 1)-го порядку.
V. Визначник нижнього трикутного виду

0,1 0 0 . . 0
a 21 a 22 0 0
«31 a 32 а зз ■. 0

««1 « « 2 a„3 .
(а Ік = 0 за умови, що і<к) дорівнює добутку а ,  , а 22 ■ ■ ■ а„„ його 
діагональних елементів.

Ця властивість є наслідком властивості IV.
VI. Якщо у  визначнику (1) порядку п > 2 є два однакові

рядки (з різними номерами), тоді він дорівнює нулю.
Д о вед ен н я . Нехай у визначнику (1) є два однакові рядки. 

Для наочності вважатимемо однаковими два перші рядки: 
а ,  і = а 2], а 12 = а 22 , . . а ]л = а 2и. За означенням

Д= £  (-1 )' a loa 2Aa 3t. ••• a „ w ,
w)

де /= [а, b, с ,. . .,  w].
Зафіксуємо в цій сумі який-небудь доданок

h = ( - 1) 'а і „ а 2Ла 3,  •• •a llw, t=[a, b, с, . . . ,  w].



У цій сумі присутній доданок, який однозначно відповідає h і 
який ми позначимо через h\.

А, = ( - 1)'1 а ,ла 2„ а 3с. • • • a nw, t, = [b, а ,с , . . ., w].

За умовою a ]a = a 2a, a ]h= a 2h, a тому a ]cia 2ha 3c a„w = 
= a iha 2(la 3c. ■■■ a nw, оскільки в цих добутках співмножники, 
починаючи з третього, збігаються. Перестановка Ь, а, с,..., w 
одержується з перестановки a, b, с,..., w транспозицією чисел 
а і Ь, а тому вони мають різні парності й, отже, ( - 1)'1 = - ( - 1) ' .  

Але тоді hx= -h  і h + h\ = 0 .

Отже, для кожного доданка h суми А є однозначно ви
значений доданок /г, такий, що /г + й, = 0 . Звідси і випливає

рівність А = 0 .

Вправи
1. Довести, що визначник верхнього трикутного виду

« I I « 12 « і з  ■.. а , „

0 « 2 2 « 2 3  • . .  а 2„

0 0 « 3 3  • . .  а 3„

0 0 0  .. • « л л

дорівнює добутку а п а 22 ---а„„ елементів головної д іаго
налі.

2. Довести, що визначник трикутного виду

0 .. . 0 0 а |л
0 .. . 0 а 2„_, а 2„

« п і • ■ • « я л - 2 « л л -І  « л л

л(Я-І)
дорівнює ( - 1) 2 а і„ а 2„-і . . . а п1, де а ,„ , а 2„ _ ,,. . . ,  а„, -  еле
менти другої (побічної-) діагоналі.



Означення. Нехай

а 11 «12 -  “ і /
^  _ ОС2і С622 0С2„

ЧСС„| СС„2 ••• 0С„П у

квадратна матриця з елементами а ік із комутативного

кільця К. Визначником матриці (або детермінантом) назива
ється алгебрична сума з п! доданків виду

А'= Z  ( - 1)[°’Л’с' " ’и'1сх„Іа Л2а ,з
(а,Ь,с, ••• ,w)

де a, b, с,..., w утворюють різні можливі перестановки чисел
1,2 , ...,п. Позначимо цю суму через det'A або \А\'.

Теорема 1. Обидва означення детермінанта матриці А 
еквівалентні’.

det^ = det 'А .

Д о вед ен н я . Порівняємо дві суми, породжені елементами 
однієї і тієї ж матриці А:

д = Z  ( - l ) ' a laa 2Aa t.3 •■•a nw , де t=[a, b, с,
( a , b , t\ . . .  , w )

A' = Yj 'w]0 -a\a b2 a c3 - « w n .  де/= [а, b, c, .. ., w],
( a , b , c , . . . , w )

Оберемо в першій з них довільний доданок / г= (-1 )'х  
ха|0а 2Ла 3с, a nw і перетворимо його за певним правилом.

Розглянемо спочатку добуток a|„a2Aa 3t, • • •amv і знайдемо 
в ньому множник виду a a' , , потім -  множник виду a h'2 і т. д.

Переставимо в добутку множники і подамо його у вигляді 
а а і а ь' 2 ' ‘ ' a u-V Перестановка a', b',..., w перших індексів визна
чається перестановкою a,b,...,w  других індексів однозначно. 
Перестановка множників може бути здійснена за допомогою



деякого числа s транспозицій множників. За допомогою цього 
числа 5 транспозицій перестановка а, Ь, .. .,  w перетворюється 
в послідовність 1, 2, . . . ,  п, а перші індекси 1, 2, . . .,  п — в 
перестановку a',b',...,w .

Тому перестановку a,b,...,w  можна перетворити в 
перестановку a,b',...,w ' за допомогою 2s транспозицій. 
Отже, перестановки a,b,...,w  і a',b ,...,w  мають однакову 

парність. Дістали рівність ( - іУ = ( - і/ ' Для t = [a,b,...,w] і 

і' = [a', b\...,w'].
Отже,

(—l)f « 1« « 2Л a nw = (-1 ) ' «u 'l«ft'2 a » »  •

Перетворивши всі доданки суми за описаним правилом, 
дістанемо

Д = det ̂ 4 = det 'А = Д '.

Теорему доведено.
Для даної матриці

/ \
0С| I 0t,2 ••• «,л

«21 «22 ■” ^2 п

« п і « п 2  ■ • • а пп

V '

матриця

« 1 1 « 2 1  • • « п і

II

« 12 « 2 2  1 • « л 2

« їй « 2 л  • « п п

називається транспонованою. Вона одержується з матриці А 
заміною всіх елементів а ік на а кі (рядків на стовпці, і нав

паки).
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Теорема 2. Визначники транспонованих матриць рівні: 

det^ = d etA1 .

Д о вед ен н я . Запишемо det 4̂ на підставі означення:

а п  а 12 . . .  ос,„

а 21 а 22 сх2„

І Sayh,c, ...,vv]
а І«а 2/і '" a nw

(a ,h ,c ,w)

Якщо праворуч і ліворуч цієї тотожності замість а ік всю

ди поставити а кі, то дістанемо рівність

Права частина цієї рівності збігається з det' А. На підставі 
теореми 1 маємо det A =det 'А. Тому det^f7 = det^4.

Теорему доведено.
Із умови цієї теореми випливає твердження: всі власти

вості визначника, які доведені для його рядків, зберігають силу 
і для його стовпців.

1. Довести, що визначник «-го порядку, в якого кожний еле
мент а ік -  комплексне число, спряжене з а кі, є дійсне число.

2. Довести, що визначник непарного порядку дорівнює 
нулю, якщо всі його елементи задовольняють умову а ік +

det АТ

а п  а 21 . . .  а „ ,

а 12 а 22 . . .  а п2

а , „  «2 я  ••• а і

I (-D1 а аІ а А2 ' ' '  a wn ■

Вправи
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§ 2.4. Елементарні перетворення 
визначників

При обчисленні визначника (з елементами з поля 
дійсних чисел) виникають певні труднощі, якщо при цьому 
обчисленні використовувати лише означення. Визначник я-го 
порядку містить п\ доданків, а кожен з цих доданків -  добуток 
його п елементів. Якщо всі ці арифметичні д ії провести на 
найсучаснішій ЕОМ, то для обчислення, наприклад, визначни
ка 100-го порядку потрібно було б витратити дуже багато часу. 
Тому треба знаходити інші методи, що базуються на власти
востях визначників.

Означення. Елементарними перетвореннями визначника А 
(з елементами a jk з поля Р)

Д =

а ,

а 21
12

22 « 2„

а п\ а п2 а„

називаються такі перетворення'.
1. Множення всіх елементів деякого фіксованого рядка ви

значника на будь-який скаляр X Ф  0  (тобто на елемент А  Ф  0
основного поля Р).

2. Додавання до елементів деякого рядка відповідних еле
ментів іншого рядка, помножених на скаляр X .

3. Перестановка місцями двох будь-яких рядків.
Аналогічні перетворення 1, 2, 3 для стовпців також назива

ються елементарними.
Теорема 1. При елементарних перетвореннях (з рядками 

або стовпцями) визначника Д  одержується новий визнач
ник Д , :

1) при елементарному перетворенні типу 1 Д , = ХА ;
2) при елементарному перетворенні типу 2 Д , = Д  /
3) при елементарному перетворенні типу З Д , = -  Д . 
Д о вед ен н я . Перше твердження теореми -  це властивість

II визначника (див. § 2.3).



При доведенні другого твердження нехай визначник А має 
порядок п>  2 і визначник А, одержується з нього додаван
ням до елементів другого рядка елементів першого, помноже
них на скаляр А:

а , 2 . . .  а

0 , , + Л а , ,  а 2 2 + А а ,- ,  . . .  а - , „ + А а ,Л2 п І п

а■п\ а■п 2 а„

На підставі властивості III визначників його можна подати 
у вигляді суми

«11 «12 ' . .  а |я «11 ССі2 .. а |я

II<
г

«21 «2 2 • « 2 и
+

Х « ц Л а 12 . .. Х а , „

« „1 « л 2  • • « ™ « « і « „ 2 •• а ия

У другому доданку множник X виноситься за знак визнач
ника. У доданку, який після нього залишиться, матимемо два 
однакові рядки, а тому визначник дорівнює нулю (властивість 
VI). Звідси маємо рівність А, = А .

При доведенні третього твердження теореми обмежимося 
розглядом визначника 3-го порядку (міркування зберігають 
силу і для загального випадку):

« п « 1 2 « І З

Д = « 2 1 « 2 2 0^23

«3 1 « 3 2 « 3 3

Переконаємося, що при перестановці двох рядків змінюється 
лише знак визначника. Застосуємо до нього елементарні пере
творення типу 1 і 2 :

а) До другого додамо елементи першого рядка. Дістанемо

« 1 1  « 1 2

д,= «21 +«11 « 2 2  + «1 2

«13 
« 2 3  +  «1 3

а•ЗІ а ■32 а '33

99



б) Від елементів першого рядка в Д( віднімемо елементи 
другого рядка. Знайдемо

До —
- а 2| 

а 21 + а „  

а зі

-0-22 

«22 + «12 

« 3 2

- а
а

23

23 +  « І З

а зз

в) До елементів другого рядка в Д2 додамо елементи пер

шого рядка. Матимемо

- а 21
а,

- « 2 2  “ « 2 3

«12 «13
а ЗІ а 32 а зз

г) Спільний множник (-1 ) першого рядка виносимо за знак 
визначника. Дістанемо

«2 1 « 2 2 « 2 37,и■'З'
<

« н « 1 2 « 1 3

«3 1 « 3 2 « 3 3

Оскільки Д, = Д2 = Д3 = Д4 , тоді

«2 1 « 2 2 « 2 3

«11 «1 2 «1 3 = -Д

«3 1 « 3 2 « 3 3

Теорему доведено.
Означення. Виділимо у  визначнику

Д =

« ї ї
« 2 1

а 12 а,1я

а 22 а•2 я

а ПІ а я 2 а„

i-й рядок і k-й стовпець т а  викреслимо елементи цього рядка 
і стовпця. Дістанемо визначник (п-І)-го порядку

100



A;t =

а п •■■ «U -1 а Іі+І .. а ,„

а ;-і і • • а /-1 к-\ а /-Іі+1 • а /-і«

а ,+п ■■■ a /+U-l «/+U+I «(+ІЛ

а „і • ■ а пк-1 1 сспп

Він називається мінором елемента (хік , який міститься в А 

на перетині і-го рядка і k-го стовпця.
І , L

Добуток Ак ~ (~1) Аік називається алгебричним допов

ненням елемента а ік.

Теорема 2. Яки{о на деякій лінії визначника А (і-му рядку 
або k-му стовпці) є єдиний елемент а ік Ф 0 , тоді Д = а ікАік .

Д о вед ен н я . Нехай лінією, яка фігурує в умові теореми, є 
/-й рядок визначника А : а ік Ф 0 ,  а /; = 0 ,  якщо j  Ф к .

Якщо і=к=  1, тоді визначник має вигляд

А =

«11 0 0  . 0

а 2 | ^ 2 2 а 23 • ■ « 2  п

« « і а п2 а пЗ •••

На підставі властивості IV (див. § 2.3) маємо

А = а

а 22 а 23

а 32 а зз
2 п

З п

а п2 а п З

- а п Дц — оі|і • (-1 ),+| Аи - а пЛп . 

У загальному випадку

ос„
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«11 .. аи_. « І * « І*+ 1 .. а,„

« М І • а М £ -1 а М * а і -\к+\  • ■ “м .
0 0 « / * 0 0

а /+11 ■ а і+\к- 1 а М і « М і+ 1 « М и

«»1 1s:
з

U nk « и і+ І « и и

Проведемо серію елементарних перетворень типу 3.
Переставляємо і-й рядок послідовно з тими рядками, що 

розміщені вище нього, доти, доки не досягнемо першого 
рядка. Потім в одержаному визначнику переставляємо к-й 
стовпець доти, доки він не займе місце першого стовпця.

д ' =

а  і к 0 .. 0 0 .. 0

« і  к «11 ■■ а 1/М а Ік+І .. (Х ,„

« М і а  ,- і, . •• 0C/-U-I « М 4 + 1  • ■ « М и

а і+ ] к а і +11 ••• a M / t- l а М і+ І  • « М и

®“пк « п і . . .  СС„к - і « и і+ І « п п

д  = . д ' = д ' ,  д '  = а ікАік .

Звідси матимемо

А = « ік'  Н ) '+* ■ А ік = а ,кА,к •
Теорему доведено.

Метод елементарних перетворень

Доведені вище теореми можуть бути підставою 
для обчислення визначників. Розглянемо два варіанти.

Варіант 1. Метод зниження порядку. Розглядаємо визнач
ники, елементи яких належать полю Р.



У визначнику

А =

« 1 1  « 1 2 а . ІЛ

а, і а, 2 а„

а„ ап2 а„

виділимо елемент а ік Ф 0 , який належить /-му рядку. До еле

ментів р-го стовпця (рФк) визначника додамо елементи к-го
а

стовпця, помноженого на скаляр X = ----- —. У результаті

такого елементарного перетворення дістанемо визначник А ,, 
рівний А , в якому на місці (/, р) (на перетині /-го рядка і р-го 
стовпця) буде нуль. Подібне перетворення застосуємо до всіх 
стовпців з номерами рФк. Тоді дістанемо визначник Д0, у 
якого в /-му рядку залишиться єдиний елемент а ік , відмінний 

від нуля. При цьому А =А0. Але Д0 дорівнює добутку а ік на

його алгебричне доповнення.
Отже, обчислення визначника звелось до обчислення ви

значника ( л -  1)-го порядку.

Приклад 1. Обчислити визначник

5 - 2  -12  15
1 - 1  - 4  5

- 1 3  3 5
6 2 -12  25

Д =

Фіксуємо рядок з номером / = 2 і ведучим елементом а 2, = 1. 
Проведемо такі елементарні перетворення:

а) додамо до стовпця 2 стовпець 1,
б) додамо до стовпця 3 стовпець 1, помножений на 4,
в) віднімемо від стовпця 4 стовпець 1, помножений на 5. 
Матимемо
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д0 -

5 3 8 -10
1 0  0 0

- 1  2 -1  10

6 8 12 -5

Задача звелась до обчислення визначника

3 8 -10 3 8 -10

д 0= і- л 21 = ( - і )2+1 ■ 2 -1 10 = - 2 -1 10

8 12 -5 8 12 -5

Винесемо спільний множник з 3-го стовпця одержаного 
визначника

Д0 —5

4 -2  
-1 2 

6 -1

і дістанемо визначник

Ді =

3 4 - 2
2 - 1 2  
8 6 - 1

Виділимо в ньому елемент а 33 = -1, що міститься в 3-му ряд
ку і 3-му стовпці. Елементарними перетвореннями типу 2 
знайдемо рівний йому визначник

Д2

-13 - 8 - 2
-13  - 8  

18 11
18 11 2 = ( - ! ) ( - .1)3+3

0 0 -1

Д и > о _ _-5 - Д, = - 5 - * 2 = 5.

Тому

Варіант 2. Метод зведення до трикутного вигляду. Суть 
цього перетворення полягає в тому, щоб звести визначник до 
одного з таких, що
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« 1 1 0 0 .. . 0 0 . . 0 0 « 1 п

« 2 1 « 2 2 0 .. . 0
або

0 . 0 « 2 п -| « 2  «

««1 « и 2 « „ з  . • « п п « п і • • « п п - 2 « п п -1 « пп

П риклад 2. Обчислити визначник

0 1 1 ... 1
1 0 1 ... 1

д = 1 1 0 ... 1

1 1 1 .. . 0

л-го порядку.
Додамо до першого рядка решту рядків (серія перетво

рень типу 2). Матимемо рівний йому визначник

/1-1 /1-1 /3-1 . п — 1
1 0 1 1

д = 1 1 0 1

1 1 1 . . 0

Винесемо спільний множник п— 1 з першого рядка за знак 
визначника. Дістанемо Д = ( и - І ^  , де

1 1 1 . 1
1 0 1 . 1

д,= 1 1 0 . 1

1 1 1 .. 0

Перший рядок цього визначника віднімаємо від кожного з 
решти рядків (серія перетворень типу 2). Одержимо рівний 
йому визначник трикутного виду
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1 1 1 . 1

0 -1 0 . . 0

д ,= 0 0 -1 . . 0

0 0 0 . . -1

Остаточно, А = (-1)" 1 ■ (и - 1 ) .

§ 2.5. Розклад визначника за елементами 
рядка або стовпця

Теорема 1. Визначник

Д =

«п
« 2 1

а 12 а 1/7
а 22 а 2 я

« п і « « 2

дорівнює сумі добутків елементів будь-якого виділеного рядка 
на їх алгебричні доповнення:

Д = а пАц + а , 2 Аі2 + ... + а іпАіп. (1)

а„

Аналогічний розклад має місце і для стовпців:

А = «|kA\£+ « 2і ^ 2/г + + « я і^ л і ■ (2)
Д о вед ен н я . Для наочності та простоти викладу розгляне

мо визначник 3-го порядку:

«11 «12 «13
д  = «21 «22 «23

«31 «32 «33

Виділимо в ньому третій рядок і подамо визначник у вигляді

Д =
а .

а 21

« 1 2

« 2 2

«13
«23

а 3| + 0 + 0 0 + а 32 + 0 0 + 0 + а*33
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За властивістю III визначника (див. § 2.3) і теоремою 2 з § 2.4 
матимемо

Д =
«11 «1 2 «1 3 «11 « 1 2 « 1 3 « п 0С]2 «1 3

«2 1 « 2 2 « 2 3 + «2 1 « 2 2 « 2 3 + «2 1 «22 « 2 3

«3 1 0 0 0 « 3 2 0 0 0 « 3 3

=  « 3 4 1 + « 3 2 ^ 3 2 +  « 3 3 А33.

Теорему доведено.
Теорема 2. Нехай Д — визначник п-го порядку. Сума добут

ків елементів деякого його рядка на відповідні алгебричні до
повнення елементів будь-якого іншого рядка дорівнює нулю:

а,і Ап + а,2А/2 + ... + а,„ А/п = 0, і * j .  (3)

Аналогічна властивість має місце і для стовпців:

a lkAu + a 2kA2i + ... + a nkAnl = 0, k Ф І . (4)

Д о вед ен н я . Відмітимо, що алгебричні доповнення елемен
тів деякого рядка визначника

Д =

ос.

а 21

12 а 1 я

22 а 2 п

а п\ а л2 а„

не залежать від елементів цього рядка. Виділимо, наприклад, 
другий рядок. У формулах для алгебричних доповнень А2], 
А22,... , А2п не фігурують елементи а 2, , а 22, а 2„ другого ряд
ка. Якщо замість цих елементів поставити елементи першого 
рядка, тоді дістанемо новий визначник

Д' =

а .
а ,

а 12

а 12

« 1» 
«2  п

а ЛІ а п і а„
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тотожно рівний нулю (властивість VI). Алгебричні доповнен
ня елементів другого рядка цього визначника залишаться та
кими самими, як і у визначнику А.

На підставі теореми 1 маємо рівність

« 11̂ 21 + « 12^22 + ■" + а іл^2л = 0,
тобто сума добутків елементів першого рядка на відповідні 
алгебричні доповнення елементів другого рядка дорівнює 
нулю, що й треба було довести.

Вправа
Квадратна матриця А називається клітинно-трикутною, якщо 

вона має вигляд

А =
В
D

0

де

В =

V У

/ \ (

Рп Рі2 Р,я Yu Y12

Ргі Р22 Ргя Y21 Y22
, с  =

Ряі Ря2 • ’ Ряя Yml Y т
V

ґ \

5|. 5 ,2  . -

б 2 | б 22 • .. Ь 1п
D=

S/n! §т2
с

П7П

У\т
Y 2п

V

(D має т  рядків і п стовпців) і

0 =

0
-  нульова матриця.

Довести, що
det А = det В det С .

В к а з ів к а . Доведення провести індукцією за п і використа
ти теорему 1.
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Метод зворотних співвідношень

Тут розглядаються визначники над числовими по
лями і кільцями многочленів. Для їх обчислення часто вико
ристовують метод зворотних співвідношень.

Означення. Послідовність чисел
м|, ^2’ м3’ ■■■> ’ л̂+І > •••

називається зворотною, якщо для неї існує таке натуральне 
число k і такий набір чисел ах,а 2, ... ,а кіз основного поля, що 
має місце рівність

Un+k — О, Un+k_\ + а2 п̂+к-2 + ' • • + (^)

для будь-яких номерів п=\, 2, ... (або починаючи з деякого n>N).
Співвідношення (5) називається зворотним рівнянням, а на

туральне число k зворотної послідовності (5) -  ї ї  порядком. 
Наведемо приклади зворотних послідовностей порядків 1,2 і 3. 
Геометрична прогресія. Послідовність

щ = а ,  и2 = aq и„ = un_xq , ... 

визначається рівнянням

«„+1 =unq (6)
причому k = 1.

Арифметична прогресія. Послідовність

щ = а  , и2 = щ + d , . . . ,  и„ = и„_, + d , ...

така, що ип = а + (n -X )d . Легко переконатися, що вона ви
значається зворотним рівнянням

ип+2 = 2м„+І ~ ип- (7)
Для неї к= 2. Арифметична прогресія -  зворотна послідов
ність 2-го порядку.

Послідовність квадратів:

и, =  1, и2 =  2 2 , м3 =  З 2 , . . . ,  ип =  п2 , . . .

Для неї маємо
ип+1 = (п + 1)2= п2 + 2п + \ = ип + 2п + \,

ип + 2 — ип+] + 2п + 3 , ип+2 — ип+1 — ип+] — + 2 .



ип + 2 — 2 ип+\ — ип + 2 , 

ип+3 — 2кп+2 — ми+] + 2
і

и п +3 _  Мл+2 =  2  М„ +2 -  З Ми+| +  И „ .

Звідси дістаємо зворотне рівняння 3-го порядку

«/н-з = 3 «я+2 - З и л+І+ия - (8)

Зупинимося детальніше на зворотних послідовностях 2-го 
порядку.

Нехай послідовність

щ,и2,щ ,...,и п,ип+],... (U)

визначається співвідношенням виду

«п = Р ип-\ + Чип-2 (и ^3). (9)

Рівняння
х2 -/?х -  q = 0 ( 10)

називається характеристичним для послідовності (U).
Слід зазначити спільні властивості послідовностей такого 

виду.
Якщо дві послідовності

х1,х 2,х3,...,х„ ,х„+1,... (X)

у \ , у 2 , у з , - , у „ , у п+і ’ -  0 0

задовольняють співвідношення (9), то для будь-яких чисел а і 
b третя послідовність

z \ >z 2 ’ z 3 ’ ■■■■>z n ’ z n+\ > ■■■ ’  ( ^ )

де z„ = ахп + Ьуп, також задовольняє співвідношення (9). 
Тепер спробуємо підібрати таке число а  Ф 0 , для якого гео
метрична прогресія

1, а ,  а 2,. . . ,  а ”, . -

задовольняла б те саме співвідношення (9), тобто 

ос" = р а п~х + qan~2 ( п > 2 ).

Тому
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Взявши до уваги рівняння (10), матимемо рівність а2 - p a - q  = 0. 
Нехай многочлен х2 - p x - q  має два різні корені а  і (3, тоді 
геометрична прогресія

1, (З, р2,. . . ,р " , . . .

має також задовольняти співвідношення (9).
Побудуємо нову послідовність

Yi,Y2,Y 3 ,- ,Y „ ,- ,  (П )

де у, = а  + 3 , Y2 = а а  + У„ = асе”-1 + Ь$п~', і а, b -
неозначені коефіцієнти. Вона задовольняє те саме співвідно
шення (9). Відшукаємо а і Ь таким чином, щоб виконувались 
рівності

а + Ь = щ , а а  + Ь$ = и2, (12)

де щ, и2 -  перші два члени початкової послідовності (U).
Оскільки а  Ф Р , система (12) з невідомими а, Ь має єдиний 

розв’язок. Але послідовність (U) визначається єдиним спосо
бом через задання початкових членів щ, и2 і рівнянням (9). 
Тому при знайдених значеннях коефіцієнтів послідовності (U)
і ( 11) збігаються і, отже, и„ подається через корені характе
ристичного рівняння ( 10) так:

ип = а а ""1 + Z>p"4  .

Розглянемо тепер випадок, коли характеристичне рівняння
(10) має лише один корінь а  (кратності 2). Це може статись

2 Ртоді, коли його дискримінант р  + 4q  = 0 . Тоді а  = —.

Складемо послідовність

1 - 0 , а - 1, а - 2 , ...,а"~' ■ ( п - 1) , . . .
Можна переконатись, що вона задовольняє зворотне спів

відношення (9). Тоді послідовність

§і,52,53, ■■■> 5Я > ,
де 8„ = а а п~] + bа "-1 (п - 1) з неозначеними коефіцієнтами а , b 
задовольняє співвідношення (9).



Знайдемо а і b такі, щоб виконувались рівняння системи 

а + 0 • b = м ,, а а  + Ьа -  и2 .

При а  Ф 0 ця система має єдиний розв’язок. Звідси для чле
нів послідовності (U) випливає формула

ип = а "-1 [а + Ь(п - 1)].

Все, про що мовилось вище, залишається в силі і для по
слідовності многочленів

м,(х), и2(х), и3(х) , . . . ,  ип{х), . . . ,  

які визначаються зворотними рівняннями

ип(х) =р(х)  и„_, (х) + q (х) ип_2 (х) {п > 2) ,

де их(х),и2(х),р(х),q(x) -  задані многочлени.
При обчисленні деяких типів визначників з ’являються зво

ротні рівняння. Використання їх  і складає метод зворотних спів
відношень. Проілюструємо це на прикладах.

П риклад 1. Обчислити визначник л-го порядку:

1 1 0  .. . 0 0

- 1 і  і  .. . 0 0

к  = 0  - і  і .. . 0 0

0

ОО

. - і 1

На його головній діагоналі містяться а„  = 1, нижче діагоналі 

а ,м = -1 , а вище -  а , і+| = 1, на решті місць -  нулі. Розкладе

мо Д„ за елементами 1-го рядка. Дістанемо співвідношення

д „  =  д „ _ ,  +  Д „ _ 2

для послідовності

Д] 5 Д 2 > Аз ? ••• і Д п і і

причому Д, = 1, Д2 =2. Ця послідовність називається послі
довністю чисел Фібоначчі.



Характеристичне рівняння х - х  -  1 = 0 має корені

2 2
Тому спільний член Д„ послідовності можна подати у  вигляді

Ап = аа"-] + 6 р "Л  
де коефіцієнти а і Ь мають задовольняти системі:

а + b = Д( = 1,
[ а а  + = Д2 = 2.

Тоді
V5 + 3 , >/5-3а = ----- ^ - ,  b

2л/5 2л/5

v/?+1
1 -  л/5

v  2  ,

\/і+і

П риклад 2. Обчислити визначник «-го порядку 
а + Р а • Р 0 ... 0

1 а + Р а ■ Р ... 0
Ап = 0 1 а + Р ... 0

0 0 0 .. . а  + Р

Маємо Д, = а  + Р, Д2 = а 2 + р2 + а р . Розклавши визнач

ник Д„ за елементами 1-го рядка, дістанемо зворотне рівняння

Дп = ( а  + Р)Д„_, - а-рд„_2
і відповідне йому характеристичне рівняння х2 -  ( а  + Р)х + 
+аР  = 0 з коренями а  і р .

Випадок 1. Нехай а  Ф Р . Тоді Д„ = а а ”- ' + Z>P"-1 . Для а
і Ь складаємо систему

Г а  + 6 = Д ,= а  + Р,

[ а а  + &Р = Д2 = а 2 + р2 + ар .
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Отже,

а - а
а~Р’ [3-а > д„ =

а п+1 ОЛ+І

а - р

Випадок 2. Нехай а  = р. Подамо Д„ у  вигляді а "  1 (а  + 6л)
і знаходимо а = b = а . Тоді

Д„ = а”(« + 1).

Вправи
1. Обчислити визначник л-го порядку

5 3 0 0 . . 0 0
2 5 3 0 . . 0 0

д„ = 0 2 5 3 . . 0 0
: 

О 0 0 0 . . 2 5

2. Довести, що визначник л-го порядку

cos(p 1 0 ... 0
1 2 cos ф 1 ... 0
0 1 2 cos(p ... 0 cos Лф.

0 0 0 ... 2 соБф

В к а з ів к а . Розкласти Дл за елементами останнього рядка 
та знайти зворотне співвідношення.

3. Показати, що

= П  (Х‘ ~Хк>
п>і>к> 1

1 X, г ”-' . Х|

1 х2 v"->. х2

1 Хп х"“'л.п

(визначник Вандермонда). 
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4. Індукцією за числом п обчислити визначник

Х  +  Х ] X X X

X х  +  х 2 X X

К  = X X х  +  х 3 . X

X X X . .  х  +  х „

В ід п о в ід ь : А„ = х,х2 ■■■х„

5. Довести, що

х х  х
— + —  + ... + —  + 1
X, х2 х„

О 1 + .У 1)  1 О і + У з ) '  ••• ( Х \ + У „ )

(хг+Д'і)"' (х2 +у2)~] ... (х2 + упТ ]

-і

( * п + У і ) '  ( х „ + У 2 ) '  ( х „ + У „ ї

Ц ( х ,  - х к ) ( у ,  - У к )  
і>к_______________________

П ( ^ + л )  
і , к =І

(визначник Коші).

§ 2.6. Система лінійних рівнянь.
Теорема Крамера

Розглянемо систему лінійних рівнянь з коефі
цієнтами із довільного поля Р і невідомими х ,,х2, ...,х„ :

а п х, + а |2х2 + ... + а 1„х„ = (3,,
<а 21х1+ос22х2 + . . .+ а 2„х„ = 02,

« « 1 * 1  +  « ш 2 * 2  +  ... + U m n Xn  =  З т .



а2, а22 ••• 0-2»
А =

ча /и] а т 2 а тл>
складена з коефіцієнтів а ік при невідомих х ,, х2, ...,х „ , нази

вається основною, а матриця

Матриця
а ,  і (Х|2 . . .  0С]„

а \\ а І2 ■• «1 „ Р,

А = а 21 а 22 • ■ «2  п Р2

«m2 • « тп Р/и
називається розширеною матрицею системи ( 1).

Розв’язком системи (1) називається будь-яка скінченна по
слідовність І = (Л.,, Л.2, Хп) елементів Xj (j  -  1, п) поля Р,

яка задовольняє рівняння цієї системи і яка обертає їх  у то
тожності, тобто

а ,  і А., + а і2Х2 + . . .а ,A  з  (3,, і = 1 , т .

Система (1), яка має хоч би один розв’язок, називається 
сумісною, в противному разі -  несумісною.

Сумісна система лінійних рівнянь називається означеною, 
якщо вона має лише один розв’язок. В іншому випадку вона 
називається неозначеною.

Система лінійних рівнянь (1) називається однорідною, 
якщо праві частини ї ї  містять лише нулі, тобто

Рі = Рг = = Рт = 0-
Нехай поряд з системою (1) маємо іншу систему рівнянь з 

тими самими невідомими х ,, х2, ..., х„ :

Y n X i + Y , 2 X 2 +  . . . + Y i nx „  =  5 , ,

_ Y 2 1 * 1 + Y 2 2 * 2  +  - + Y 2„ * « = S 2 . т
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Означення. Система (2) називається наслідком систе
ми ( 1), якщо будь-який розв'язок системи ( 1) є одночасно і 
розв'язком системи (2).

Надалі символічно таке відношення систем записуватиме
мо у  вигляді ( 1)=>(2).

Означення. Системи (1) /' (2) називаються рівносильними, 
якщо будь-який розв ’язок однієї з них є одночасно розв'язком 
другої, або якщо обидві системи несумісні.

Символічно таке відношення записуватимемо у  вигляді 
(1) 0 (2).

Зрозуміло, що перетворення системи (1) шляхом застосу
вання дій почленного додавання і віднімання, а також мно
ження рівнянь на скаляри (елементи основного поля Р) дає 
змогу одержати нову систему лінійних рівнянь, яка буде на
слідком заданої, але не обов’язково рівносильною їй.

Означення. Елементарними перетвореннями системи ліній
них рівнянь ( 1) називаються перетворення таких трьох типів:

1. Множення правої т а  лівої частин будь-якого рівняння 
системи на елемент Х ф О поляР.

2. Додавання до правої т а  лівої частин будь-якого рівняння 
системи відповідно правої т а  лівої частин другого рівняння 
цієї системи, помножених на елемент Хє Р.

3. Перестановка місцями двох будь-яких рівнянь системи.
Означення. Нехай задано матрицю

В=

%  Р і 2 • ■ Р ія  ^

Р 2 1 Р 22 Р г л

<Рот1 Р/и2 Рш л J

з елементами (З,* з поля Р. Елементарними перетвореннями

її називаються перетворення таких трьох типів:
1. Множення всіх елементів деякого рядка на елемент Хф О 

основного поля Р.
2. Додавання до елементів деякого рядка матриці відповід

них елементів іншого рядка, помножених на елемент X поля Р.
3. Перестановка двох будь-яких рядків.
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Нехай А -  основна матриця системи лінійних рівнянь (1), а

'<х„ « 12  • • « 1« Р.

А =
СХ2| « 22 • « 2 и Р2

ч«т| « m 2  • .. <Хтп Рт

-  ї ї  розширена матриця.
Будь-яке елементарне перетворення системи рівнянь (1) від

творюється на матрицях А і А у вигляді їх  аналогічного еле
ментарного перетворення. Пряме й обернене твердження: будь- 
яке елементарне перетворення розширеної матриці А знаходить 
відображення у вигляді аналогічних дій з рівняннями системи. 
Зокрема, якщо (1) -  система однорідних рівнянь, тоді така 
відповідність перетворень вірна для неї та основної матриці А.

Теорема 1. Нехай з системи лінійних рівнянь (1) за 
допомогою послідовних елементарних перетворень одержали 
систему (2). Тоді системи (1) і (2) — рівносильні.

Д о вед ен н я . Доведемо теорему для випадку, коли система 
(2) одержується із системи ( 1) за допомогою одного елемен
тарного перетворення. Припустимо, що таким елементарним 
перетворенням є перетворення типу 2. Нехай, наприклад, до 
лівої та правої частин першого рівняння додали відповідно 
ліву і праву частини другого, помножені на X . Тоді система 
(2) набуде вигляду

(а ,,  +Ла2])х, + (а , 2 +Ха22)х2 + ... + (а ,„  +Ха2п)хп = (З, +Х(32,

< <*2,*! + « 22*2 + -  + « 2пхп = Рг-

,«ml*l + « т 2*2 + -  + «т„*„ = Р т-

Зрозуміло, що (1)=>(2). Але із системи (2) задана система 
одержується за допомогою подібного перетворення: потрібно 
до першого рівняння із системи (2) додати друге рівняння, 
помножене н а -А  . Отже, (1)<=>(2).

Теорему доведено.
Якщо система ( 1) перетворена шляхом декількох елемен

тарних перетворень, в результаті яких одержали нову систему



(2), то практично таку трансформацію простіше здійснити, 
якщо відразу залучити для цієї мети розширену матрицю А . 
Припустимо, що за допомогою декількох послідовних елемен
тарних перетворень вона трансформована в нову матрицю

С  =

У11 Yi 2 

Y 2 I У 22

Yin 
Y  2„

Yml Ym2

5 , Л

§2

5m

Позначимо зв’язок між цими матрицями знаком еквіва
лентності, тобто А ~С . Тоді система(1) рівносильна системі

(2)

Y n * i +  Y )2 *2  +  "

II>
-

+

5 „

Y 2 Ix I +  Y 2 2*2  +  ■• + Y 2nx n == 5 2

Y m l* +  Y m2*2 + ■■+Ymn*n =  5

з розширеною матрицею С .
Тимчасово обмежимось вивченням систем лінійних рівнянь, 

у яких число невідомих п дорівнює числу рівнянь, тобто сис
тем виду

а,,*, +а12х2 + ... + a lnxn = Р,, 
а21х, +а22х2 + ... + а 2„хп =  (32 ,

(3)

« п 1 * 1  + а „ 2 * 2  +  - + а п п * п  =  Р п  

з коефіцієнтами а ік, Р ; є  Р, і, k ,j  = 1 ,п . Позначимо через

Д - det^ =

а п а ,2 

а 2і «22

а 1 п

а 2 п

а ПІ а п 2 а „

основний визначник системи.
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Теорема 2 (Крамера). Якщо система п лінійних рівнянь (3)
з п невідомими має основний визначник А = del А * 0 , т о  вона 
сумісна і визначена.

Д о вед ен н я . Перетворимо систему так: праву і ліву части
ни /-го рівняння помножимо на АИ -  алгебричне доповнення

елемента а п визначника А . Усі одержані рівняння 

а,і4іх, + а ,2Лпх2 + ... + а іпЛпх„= р,4, 

для і = 1, п підсумуємо:

( П л ( ” 1 ( "
\

*1 Х « „ Д і + х2 І > , 24 , + . +х„ 'Е а '»А/1
ч/=| , І <=і U=1 /

і\ ■
/=і

Оскільки

Е а н 4 і  = А > Z « , 24| = о , ..., = 0 ,
(=і /=і ;=і

матимемо

А -х, -  Р | Аи + Р 2 Л і  +  +  Р л 4 і і  •

Права частина цього рівняння дорівнює визначнику

А, =

Р , а , 2  • • « 1 л

п
C

Q
. а 22  • • « 2 л

Р л « л 2  ■•• « л л

Аналогічно із системи дістаємо рівняння

« 1 1  Р |  « 1 3  ••• а 1л

а 21 Р г  а 23 ••• а 2 л

« « 1  Р и  « л З  ' ' '  ® л л

А * х2 — А') —

і т. д. Отже, в результаті матимемо нову систему лінійних 
рівнянь



Д ■ х, = А ,, Д • х2 = Д2 , Д - х „  = А„ , (4)

де А,(/ = 1 ,п ) -  визначники, що одержуються з визначника А 
заміною елементів г'-го стовпця на відповідні елементи 

= 1, п) правих частин заданої системи рівнянь. При цьому
(3)=> (4). Система (4) має лише єдиний розв’язок

Тепер доведемо сумісність системи (3). З’ясовується, що 
одержана послідовність (X, Д 2 , . . . ,  А,„) елементів основного 
поля буде розв’язком цієї системи.

Дійсно, підставивши в перше рівняння елементи Хк замість

невідомих хк , отримаємо

(ХцХ, + а )2Х2 + ... +а,„А,„ —

Розкладемо А* за елементами к-го стовпця:

= РіАк +Рг 2̂к + -  + РиА* •
Тому

а,!^, +а12Я2 + ...+а ]$ ,А/к =
... )

\

і П П
= —УЗ, У  а l tA it .

Але
П П

Е®ікАк =А’ S a !кА/к = 0,при/*1.
к=1

Звідси знаходимо

а,,А., +а12Л2 + ... + а,„А.„ -  Р,.
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Так само можна переконатися, що Х , Д 2 , . . . Д „  задоволь
няють решту рівнянь системи (3).

Розв’язки системи (5) носять назву формул Крамера. Поряд
з системою (3) розглянемо систему однорідних рівнянь

a Mxj +  a 12x 2 +  ... + a , „ x „  =  0, 

a 2,X| +  a 22x 2 +  ... +  a 2„ x „  =  0,

a n,X| +  a „ 2x 2 +  ... + a „ „ x „  =  0

(3°)

з тією ж основною квадратною матрицею А -  (a jk j . Вона має

тривіальний (нульовий) розв’язок (0, 0, . . . ,  0). Виникає запи
тання: за яких умов вона має нетривіальні розв’язки? При 
цьому ї ї  розв’язок (А, Д 2 , . . . ,  л „ ) називається нетривіальним 
(ненульовим), якщо в цій послідовності елементів поля існує 
хоч би один елемент, відмінний від нуля.

Теорема З.Для того щоб система (3°) лінійних однорідних 
рівнянь з п невідомими мала ненульовий розв ’язок, необхідно і 
достатньо, щоб визначник цієї системи дорівнював нулю:

А = det А =

а .
а 21

а ,  2 

а 22

а 1л

а 2л

а ЛІ а л2 а„

=  0 .

Д о вед ен н я . Необхідність. Припустимо, що визначник 
системи (3°) відмінний від нуля. Тоді за теоремою Крамера 
вона має лише один розв’язок -  нульовий. Тому, якщо систе
ма має ненульові розв’язки, обов’язково А =0.

Достатність. Нехай А = 0. Доведення про існування не- 
нульового розв’язку проведемо індукцією за числом п.

Якщо п = 1, то система має вигляд а, , х{ = 0 і А = а, , = 0 . 
Ненульові розв’язки у цьому випадку існують (оскільки ос
новне поле Р має елементи, відмінні від нуля).

Припустимо, що твердження теореми має місце для систем 
лінійних однорідних рівнянь з л - 1  невідомими і л -1  рів
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няннями. Розглянемо систему (3°) з п невідомими. Випишемо 
її матрицю

Ctj ] «12 * ■' « '

а 21 «2 2
А =

к\п
«2„

уСС„| (Хп

Розглянемо два випадки.
Випадок 1. Усі елементи першого стовпця матриці А дорів

нюють нулю:
«Ц = а 2, = ... =а„| = 0 .

Тоді послідовність (1, 0, 0, . . . ,  0) -  ненульовий розв’язок 
системи.

Випадок 2. Не всі елементи першого стовпця дорівнюють 
нулю. Нехай, наприклад, а , , Ф 0 . Декількома елементарними 
перетвореннями типу 2 над рядками матриці А дістаємо нову 
матрицю (наприклад, до елементів другого рядка додати від- 

■ • «21повідні елементи першого, помноженого на а, і т. д.):

В-

ап а 12 « із

0 Р22 Ргз
«їй
Р2 п

. 0 Р„2 Р„3

Система (3°) рівносильна системі

а пХі + а і2*2 + « і  3X3 +
Р22х2 + Р23х3 +

Р,

+ а,„х„ =0, 
+ Р2я*« = 0 ’

(З ')

Р„2*2 + РиЗхЗ + +Р т хп =0

з визначником A' = det5 . Цей визначник А'одержано з ви
значника А за допомогою декількох елементарних перетво
рень типу 2 над рядками і тому А' = А = 0. Оскільки



то

Р22 Р2З • • Рг«

Д ' =  а„ •
Рз2 Рзз • • Рзл

Рл2 РлЗ • • Р лл

Р22 Р2З • ■■ Р 2л

и*< Рз2 Рзз • • Рзл

Рл2 РлЗ • •• Рлл

і а , ,  * 0 ,

=  0 .

Застосуємо до системи

&22х2 +Р23*3 + + Ргл*л =
Р з 2 * 2  +  Р з 3 * 3  +  -  +  Р з л * л  =  0 , (З ')

А2*2+Ри3*3 + -+Рлл*л = 0 

припущення індукції. Вона має ненульовий розв’язок 

(Х2 ,Х3, ...,Хп).

Оскільки а ,  і Ф 0 , то можна підшукати X, є  Р таким, щоб ви

конувалась рівність а п Х| + а п Х2 + а ізА 3 + ... + щ пХп = 0 . 
Тоді послідовність (X, ,Х2 Д 3, ...,Х„ ) - ненульовий розв’язок 
системи (3 ') і, отже, системи (3°).

З аув аж ен н я . Із доведеної теореми випливає ефективний 
метод знаходження ненульових розв’язків систем лінійних 
однорідних рівнянь розглянутого виду (3°). Він полягає в 
тому, що система з невідомими зводиться до системи 
меншого числа невідомих.

Наслідок. Система лінійних однорідних рівнянь

а п х, +  а ]2 х 2 + . . .  +  а , „ х „  = 0 ,  

а 2|Х, + а 22х2 + ... + а 2пх„ = 0,

« т 1 * І  + а т 2х 2 + - + а т пх п =  0
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має ненульові розв ’язки, якщо число п її невідомих перевищує 
число т  її рівнянь.

Систему такого виду можна розширити до квадратної до
даванням нових рівнянь з ненульовими коефіцієнтами і тоді 
твердження буде очевидним наслідком теореми 3.

Вправа
Розв’язати систему рівнянь

0 • х, + х2 + х3 + ... + х„_| + хп = 0 , 
х, +0 х2 +х3 + ... +х„_, +хп = 0 ,

х, +х2 +х3 + ... +х„_, + 0 -х„ = 0 . 

В к а з ів к а . Скористатися формулами Крамера.



Розділ 3. ЛІНІЙНІ ПРОСТОРИ

§ 3.1. Арифметичні лінійні простори

Непорожня множина А елементів а, Ь, с , х ,  у, z ,... 
називається лінійним простором над полем Р, якщо:

а) дано правило, за яким довільній парі елементів а, b із 
множини А однозначно ставиться у  відповідність новий еле
мент із А, що називається сумою двох перших і позначається 
а + Ь;

б) дано правило, за яким довільному елементу а із множи
ни А і довільному елементу X з поля Р однозначно ставиться 
у відповідність новий елемент із А, який називається добут
ком а на X і позначається Ха;

в) операції додавання і множення підкоряються таким за
конам:

1) Додавання комутативне: а + b = b + а .
2) Додавання асоціативне: а + (Ь + с) = (а + Ь) + с .
3) Для будь-яких двох елементів а, b із множини А існує 

один і лише один такий елемент х із А, що
а + х = Ь.

4) Для одиничного елемента 1 із поля Р має місце рівність 
1а = а, а є А.

5) Множення асоціативне: (ц • Х)а = ц(А, • а ) .
6) Множення підкоряється 1-му розподільному закону:

Х(а + Ь) = Ха + ХЬ .

7) Множення підкоряється 2-му розподільному закону:
(Х + \х)а = Ха + ц а .

Елементи лінійного простору А називаються векторами, а 
елементи поля Р -  скалярами.

Лінійний простір А інакше називають векторним просто
ром над полем Р.
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Лінійний простір над полем С комплексних чисел назива
ється комплексним лінійним простором, а над полем R дійс
них чисел -  дійсним лінійним простором.

Із законів 1) і 2) випливає, що сума скінченного числа век
торів із простору А не залежить ні від порядку розміщення 
доданків, ні від способу розміщення дужок. Наприклад, 
(a+b)+(c+d)=[(a+b)+d)+c. Тому можна записати a + b+c+d = 
= a + b + d + с .

Серед векторів простору єдиний вектор 0, який має влас
тивість a + Q = Q + a = a для будь-якого вектора а. Він назива
ється нульовим вектором.

Для будь-якого вектора а знайдеться один і лише один век
тор х, для якого а + х = 0. Такий вектор х називається оберне
ним для а, і позначається -а .

Із основних законів можна вивести такі правила:

- 0  = 0 , ~{-а) = а , -(а  + Ь) = (-а) + (-Ь).

Операція віднімання, визначена формулою 

а -Ь  = а + (-Ь ),

називається відніманням вектора b від вектора а.
Із законів 4) і 7) випливають такі тотожності:
1) Оа = 0 , де 0 -  нульовий елемент поля Р.
2) т а  = а + а + ... + а , де ти -  натуральне число.

т

3) (-Х)а = -(к а ).
4) Х0 = 0 .
Наприклад, оскільки А,а+(-А,)<з = (А.-А,)а = 0 , маємо (-Х)а= 

= -(Х а).
Вираз виду

А,а, + Х2а2 + ... +Хт ат ,

де а1,а 2, —,а т є  А і X, Д 2, —,Хт є  Р, називається лінійною 
комбінацією векторів аи а2, ...,ат .

Наведемо конкретні приклади векторних просторів.



1. Множина всіх напрямлених відрізків тривимірного евк- 
лідового простору з відомими правилами додавання і мно
ження на дійсне число (з поля R). Ця множина є векторним 
простором і позначається R .

2. Множина Р [х] усіх многочленів змінної х з коефіцієн
тами з поля Р відносно звичайних операцій додавання і мно
ження на скаляр -  лінійний простір. Тут роль векторів відігра
ють многочлени.

3. Нехай Р -  довільне поле і п -  фіксоване натуральне число. 
Розглянемо будь-які можливі послідовності а = ((Х|,а2, . . . ,а „ ) , 
складені з п елементів, а к є Р.

Якщо b = (Р ,,Р ,,...,Р „ ) -  така ж послідовність елементів 
Р* є  Р, то будемо вважати їх  рівними і записувати а = Ь тоді і 

лише тоді, коли а к = р* для будь-яких к  = \,п.
Введемо для цих послідовностей такі операції:
Додавання. Якщо а = ((Х|,а2, ■■■,(*„) і Ь -  (Р|,Р2, ■■■,Pn)> тоді

а + Ь = ( а ,  + Р ,,а 2 +Р2, —,а„ + Р „).

Множення на скаляр. Якщо а = ( a t,(X2, — >а и ) ' Л  тоді 

Ха -  (А а ,Д а 2, . . .Д а „ ) .

Відносно таких операцій усі послідовності елементів із поля 
Р з однією довжиною п складають лінійний простір. Він назива
ється арифметичним векторним простором і позначається Р".

Для вектора a  = (ct|,a2,...,cx„) із Р" елементи а*  назива
ються його координатами. Нульовим елементом у ньому є по
слідовність 0 = (0, 0 , .. . ,0 )  поля Р".

Лінійна залежність 
векторів простору Р"

Оберемо у лінійному просторі Р" систему векторів 
<2| =  (ОС] і , (Х |2 , . . . ,  « і п Х  

a2 =(«21’ a22> ■■■> a2n)>

128

a m *  (« m l > «m 2 ’  ■•■’ «/»«)■



Вектор с = (у ],у2, . . . ,у я ) -  лінійна комбінація векторів 
а , ,а2, ...,ат  (або інакше -  лінійно подається через ах,а2 , - , а т ), 
якщо

с = Х]а1+Х2а2 + ...+Хт ат (1)

для деяких елементів Я.| Д 2 , . . .  ,Хт  із поля Р.
Рівність (1) можна подати у вигляді системи рівностей для 

координат

у, = А., а , , +Л2а 21 + ... + Хт а т : ,

У 2 =  ^ 1 а 12 + ^ 2 а 22 +  •" + ^ т  а т 2 >

Уп =Х]щп+Х2а 2п + ...+Хт а тп.

Зрозуміло, що нульовий вектор 0 лінійно подається через 
будь-яку систему векторів

0 = (0 ,0 ,.. . ,0 )=  0-О| + 0-а2 + ... + 0 -ат . (2)

Означення. Система векторів ах,а2,...,ат називається 
лінійно залеж ною , якщо існує така ненульова послідов
ність скалярів Я, Д 2, ...,Хт , для якої

Л,а, +А.2а2 + ... +Хт ат = (0 ,0 ,. . . ,0 )=  0 .

При цьому домовимось називати послідовність X,,Х2, ...,Хт
ненульовою, якщо серед цих скалярів існує хоч би один, від
мінний від нуля, і записуватимемо

( Х|, Х2, ..., Хт ) ф 0 .

Використовуючи символи математичної логіки, означення 
викладемо у такій формі.

Система векторів ах,а2,...,ат лінійно залежна, якщо

V / = e J -  (3)

Сформулюємо найпростіші властивості лінійно залежних 
векторів.
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I. Система векторів, яка містить нульовий вектор, лінійно 
залежна.

II. Система векторів лінійно залежна, якщо будь-яка її під
система лінійно залежна.

III. Система векторів au a2, —,ат , т >  2 лінійно залежна 
тоді і лише тоді, коли який-небудь з них лінійно подається 
через решту векторів.

Перші дві властивості встановлюються порівняно легко. 
Доведемо властивість III.

Необхідність. Нехай вектори а^,а2, ...,ат лінійно залежні,

тобто для них існує ненульова послідовність Х|,Х2, - .Д т 
скалярів така, що +Х2а2 + ■■■ +А.т аш= 0 . Припустимо, що 

А, Ф 0 . Тоді матимемо

'  a2 nа9 + . . +
( і  л__"L

V 1̂ , V /

Достатність. Нехай деякий вектор, наприклад О], лінійно 
подається у вигляді лінійної комбінації решти векторів:

Я| = ^ 2 а 2 +  - + ^ т а т-

Звідси дістаємо

(- І )а , +Х2 а2 + ... + Хт ат = 0 .

Остання рівність означає лінійну залежність векторів а, , 1̂ ,  ...,ат .

Приклад. Довести, що три компланарні вектори о,, а2, а3 
тривимірного векторного простору R 3 лінійно залежні.

Опишемо ці вектори їх  проекціями на осі прямокутної 
системи координат:

а, = (ап,а !2,а13),
0-2 — («21 >«22’ «2 з)’ 
а3 = (« з  і , «32 > «зз )•

На підставі компланарності цих векторів змішаний добуток 
(а ,а 253) = 0 , атом у
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а п «12 «ІЗ
А = «21 « 2 2 « 2 3

«31 « 3 2 « 3 3

Складемо систему лінійних рівнянь

[а,,*, +а|2х2 + а |3х3 = 0,
* 0С>21-̂| ~̂~Ct22X2 + «23*3 = 0»
[а31лг, +а32х2 + а33х3 = 0.

Визначник цієї системи обертається на нуль і, отже, вона має 
ненульовий розв’язок Л ,, Х2 , А3 (див. § 2.6, теорема 3). То
му маємо тотожні рівності

(ХіЛ + а2,А,2+ос3,Л3 = 0,

де /'= 1, 2, 3.
У векторній формі їх можна подати у вигляді однієї рівності 

A|£j| + Х2а2 + А,3а 3 = 0 , 

що й вказує на лінійну залежність векторів 5 ,, а2 , а3 .

Означення. Лінійною оболонкою системи векторів t\,t>2 ,...,bp

називається множина всіх векторів лінійного простору Р", 
які лінійно подаються через вектори ЬХ,Ь2, ...,Ьр . їх лінійну

оболонку домовимось позначати L (bx,b2, —,Ьр).

Теорема 1 (головна теорема про лінійну залежність).
Нехай ах,а2, ...,ат і b\,b2,...,bp -  дві системи векторів прос

тору Р п. Якщо аи а2,...,ат є  L (ЬХ,Ь2, ...,Ьр ) і т  > р, т о  век

тори аь а2,...,ат лінійно залежні.
Нижче наводяться два доведення цієї теореми. Перше з 

них пов’язане з поняттям визначника, а друге -  без залучення 
цього поняття.

Д о вед ен н я  1 .3 а  умовою вектори а ; (у  = 1,/и) лінійно 

подаються через bk (k = 1 ,р) :
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а\ + а  2]Ь2 + . .+ а  р]Ьр,

а2 = а  пЬ\ + а  22Ь2 + . ■ + a p 2 b p ,

ат = а і mb + а 2тЬ2 + . .. +  оt p m b p ,

де a kj є  P.
Складемо систему лінійних однорідних рівнянь

ацх. +  а І2х2 +  .. +  щт хт =  0,

СХ2 ] -X] +  0622-^2 ” •+ «2 А =  0,
(4)

+ а р 2х 2 +■ .. + а ртхт =  0.

Оскільки т > р ,  то ця система має ненульовий розв’язок 
А, Д 2, ...,Хт (див. § 2.6, теорема 3 і ї ї  наслідок). Якщо в сис
темі (4) замість невідомих хх,х2, —,хт підставити скаляри 
А ,, А,2 , . . . ,А т , тоді одержимо систему тотожностей

(ХцА,] +  а І2А 2 ■ +  «1 т ^ т =  0,

а 2\ \ +  а 22А 2 +  . ■ +  « 2  т^~т =  0,
( 5)

а р . А., +  а р2А 2 +  .-  + а р т ^ т =  0.

З урахуванням системи (5) маємо

А,а, + А,2а2 + ... + Xmam=Xl (a u bl + а 2{Ь2 + ... + а р]Ьр) +

+А2(а  u t\ + а22Ь2 +... + ар2 Ьр)+ ... +

+ch j h  + -  +<*ртЬр)=(.а  і Л  +«12^2 + -  + <*\тК)Ь\ + 

+ (а21А, + а 22А2 + ... + а  2ткт )Ь2 +...+

+ (ар1А, + а р2Х2 + ... + а ртХт )Ьр = 0 ■ Ьх + 0 ■ Ь2 + ... + 0 • Ьр = 0 ,

що й доводить лінійну залежність векторів аи а2, —,ат .
Д о вед ен н я 2. Вважатимемо, що серед векторів аи а2,...,ат 

відсутній нульовий. Крім того, теорему достатньо довести для 
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випадку, коли т  = р + 1. Отже, ах,а2, ...,ар+х є  Ь(Ьь Ь2, ...,Ьр ) 

і вектори а],а2,...,ар+, ненульові. Доведення лінійної залеж

ності векторів аиа2, —,ар+] проведемо індукцією за числомр. 

Якщо р = 1, тоді ах ,а2 є  L (Ь{) і а, = а й , , а 2 = Рй,, а  *  0, 

Р * 0 . Отже, а  “’а, + (-р~ ')а2 = 0 , що й означає лінійну залеж
ність а, і а 2 .

Припустимо, що теорема має місце, коли лінійна оболонка 
породжена q = р  — 1 векторами. Доведемо справедливість тео
реми на випадок, коли лінійна оболонка породжена р  векто
рами.

За умовою
<я, = а ,Д  + а 2]Ь2 +... + а  р]Ьр,

ар = ЩрЬ\ +и2рЬ2 +... + а  ррЬр, 

аР+\ =ЩР+А  + a 2p+\b2 +■■■+<*■ РР+Фр.

Якщо при цьому коефіцієнти а рі = а р2 = ... = а рр = а рр+х = 0 ,

то матимемо включення ах, ...,ар,ар+] є  L(bx, ...,Ьр_{) і за

припущенням індукції вектори ах,а2,...,ар лінійно залежні, а

тому лінійно залежні й вектори а ,, ...,ар, а +].

Припустимо, що деякий з цих коефіцієнтів при векторі Ьр

відмінний від нуля, наприклад, (хрр+] Ф 0 .  Тоді виключимо

вектор Ьр з першихр  рівностей, віднімаючи від них останню

рівність, помножену на деякі скаляри. Дістаємо систему рів
ностей

Яі - V / m-i = М і  + -  + PP- n V i ’
а2 -Х 2ар+] = Р|2й| +■■■ + $р-\2Ьр_\,

<зр Храр+1 — Р|рА| +... + $р-\рЬр_х.

Це означає, що маємо включення
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1̂ ^Ч^р+1’ ^2 ^2^/J+l > ®р ^р^р+\ ^  ^ (  А > Ь2 > — j^p-| )■

За припущенням індукції вектори а , - ^2a/>+i>••••’ 

ар - Х рар+І лінійно залежні. Для них існує ненульова послі

довність скалярів Y|,Y2>—>Yр  таких, що

Y , ( a ,  - А . , а р + |) +  Y 2 ( ° 2  ~ ^ 2 а р +\ ) +  ■■■+У р ( а р  " V V і )  =  е - 

Звідси дістаємо

Y ,а, + Y2«2 + -  + Урар + Y V i = 0 ’

д е  у =  -y ,X , -  Y2̂ 2 “  -  ~ Y р Ь р  ■

Оскільки послідовність Yi,У 2 ’ - ’ У р ’ У ~  ненульова, то век

тори au a2, ...,ар,ар+] лінійно залежні.

Теорему доведено.
Теорема 2. Система векторів ах,а2,...,ат лінійного прос

тору Р п лінійно залежна, якщо т >  п.
Д о вед ен н я . Виділимо в просторі Р" систему одиничних 

векторів:
е, =(1,0, 0 ,...,0 ) , 
е2 — (0,1, 0, ...,0 ),

(о)

еп = (0 ,0 , 0, ...,1).

Будь-який вектор х = ( ^ А 2’ - А п) подається у вигляді ліній

ної комбінації векторів е ; ( j  = \,п):

х = \̂Є\+ £2е2 + ... + Ь,пеп .

Тому а],а2,...,ат є  L(eu e2, ...,е„). За теоремою 1 вектори 
а\,а2, ...,ат лінійно залежні, оскільки за умовою т >  п. 

Теорему доведено.

Вправи
1. Довести, що система векторівеД  j  = 1,л) із (6) -  лінійно 

незалежна.
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2. Довести, що вектори
а\ =(!> 1»—1, О,
02 =(1, -1 ,1 , -1 ), 
о3 = ( - 1 ,  1,1,1), 

о4 = (1 ,1,1,1) 
простору і? 4 лінійно залежні.

Лінійна незалежність 
векторів простору

Означення. Вектори а],а2,...,ат просторуР" нази
ваються лінійно незалежними, якщо для будь-якої ненульової 
послідовності \,'К2,...,Хт скалярів виконується нерівність 

V ,  +Х2а2 + ...+Хт ат Фв.
Це означення еквівалентне такому.
Вектори а{,а 2, ...,ат лінійно незалежні, коли з рівності 

+Х2а2 + ... +Хт ат =0 випливає, що А, = Х2 = ... =Хт = 0 . 
Наведене означення вважатимемо головним.

П риклад 1. Нехай визначник «-го порядку

А =

а , а .12 а,
І Л

а 21 а 22 а 2л

а„ а л2 а„

* 0 .

Розглянемо стовпці цього визначника як вектори

о, = (ап,а 2„ ...,«„ ,), 02 = (а,2,0(22,..., а л2) , ..., о„ = (а|п,а 2#,,.. . ,а да) 

простору Р".
Припустимо, що Д 2, ... Д „ такі скаляри, для яких 

ї.\ах +Х2а2 + ... +А.„о„ =0=> 

апХ| +а)2>.2 + ...+аІИЯ„ =0,
«21^1 + «22^2 + -  + «2л^л = 0.

“ л Л і  + а л2^2 +  -  +  а л л^ л  = ° .
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Оскільки визначник останньої системи відмінний від 
нуля, то за теоремою Крамера матимемо, що X, = 
= Л2 = ... = Хп = 0 . Отже, стовпці лінійно незалежні. Анало
гічно доводиться, що й рядки цього визначника також ліній
но незалежні.

П риклад 2. Нехай задано деяку систему векторів з прос
тору Р":

a j — (а , і , . . . ,  сXjCj , сс^+|, ...,сс/л) , / — 1, ш .

У цій системі відкинемо координати, починаючи з номера 
q+1. Дістанемо вкорочені вектори з простору Р ч\

а ,= ( а п,а і2,...,а іч), і = \ ,т.

Покажемо, що коли ці вектори а х,а 2,...,ат лінійно незалежні, 

то і первинні вектори ах,а2, ...,ат також лінійно незалежні.
Складемо рівність .̂,<3, + Х2а2 + ... +Хт ат = 0 з деякими 

коефіцієнтами Х;- є  Р. Цю рівність можна подати у вигляді п 

рівностей, перейшовши до координатного запису:

ХіССц +A.20C2J +  • ■ + К и т \ = 0 ,

X , a U/ +  A.2a 2(/ + .■■ + ^ т а тс, =  0 ’

Л а іи + ^ 2 « 2  „ +  •■■ + ^-та тп = 0 -

Виділимо з них перші q рівностей. У векторній формі во
ни задають одну рівність: Л,а, +Х2а2 + ... +Хт ат  = 0 . Тому

А.| =Х2 = ... =Хт =0.

Окремо відмітимо деякі спільні властивості лінійно неза
лежних векторів.

I. Якщо система векторів простору Р" лінійно незалежна, 
то будь-яка ї ї  підсистема також лінійно незалежна.

II. Система векторів а{,а2, ...,ат , т >  2 лінійно незалежна 
тоді і лише тоді, коли кожен з ї ї  векторів лінійно не подається 
через решту векторів цієї системи.
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III. Якщо вектори ах,а2,...,ат лінійно незалежні і 
а\,а2,...,ат є L(bu b2, ...,Ьр ), тоді т  < р .

IV. Якщо аиа2,...,ат -  лінійно незалежні вектори ліній
ного простору Р ", тоді т < п .

Ці властивості -  безпосередні наслідки доведених вище 
властивостей лінійно залежних векторів.

Ступеневі матриці

Нехай А = (а ік) -  прямокутна матриця розмір

ності т х п  і а ік є  Р. Провідним елементом рядка цієї матриці

називається перший (рахуючи зліва направо) ненульовий еле
мент цього рядка.

Матриця А називається ступеневою, якщо ї ї  рядки мають 
такі властивості:

а) нульові рядки (якщо вони є) розміщені нижче всіх нену
льових рядків;

б) якщо a U|, а 2£з , ...,схгкг~ провідні елементи ненульових 

рядків, тоді кх < к2 < ... < кг .
Приклади ступеневих матриць.

а п  а |2 а |3 

0  0  а 23
А =

а , 4

« 2 4

о
0

0
0

а ■34

0

де ОС] ]^ 0 ,  ос23 Ф 0, ОС3 4 Ф 0.

А =

« и
0

а,12 а,із а 1 п
а 22 а 23 а 2п

0 о о а„

де а,, * 0 , а 2 2 5*0,..., а„„ * 0 .
Матриця А називається псевдоступеневою, якщо з неї пе

рестановкою рядків можна дістати ступеневу матрицю.

137



Вправи
1. Довести, що ненульові рядки ступеневої та псевдосту- 

пеневої матриць лінійно незалежні.
2. Переконатися, що коли кожна з систем векторів 

ах,а2,...,ат і bx,b2,...,bp лінійно незалежна і L (ах,а2, ...,ат ) =

= L (bx,b2, ...,bp ), тоді т  = р .

§ 3.2. Базис і ранг підмножини лінійного 
простору

Означення. Дві системи А =< ах ,а2, ... ,ат > і В = 
= <bx,b2, . . . , Ьр > векторів лінійного простору Р" називаються

лінійно еквівалентними, якщо кожен вектор із А лінійно по
дається через вектори системи В і, навпаки, кожен вектор із 
В лінійно подається через вектори системи А.

Лінійну еквівалентність систем А і В позначаємо у вигляді 
відношення А ~ В.

Як і раніше, через Ь (ах,а2, ... ,ат ) позначаємо лінійну 
оболонку системи А = < ах,а2, ... ,ат >. Спрощено: L(A). 

Лема. Якщо а € L(A) і А с  ЦВ) , тоді а є L{B). 
Д о вед ен н я . За умовою

а ~ іаі > аj  — ' jkPk > ^ 7  ’ М'/і ^  Р■
./=1 *=1

Тоді

а = И х і 2 Х А  = 2> ,Ц / і
/=і U=і ;  0='

 ̂ -  N (  *

+

Z V ./ 2
У 4 7=1 у

Ьр є Ц В ).

Твердження 1. Дві системи векторів А =<ах,а2, ... ,ат >
і B=<b],b2, ... ,bp > лінійно еквівалентні тоді і лише тоді, 

коли збігаються їх лінійні оболонки: L(A) = L(B).
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Д о вед ен н я . Необхідність. Якщо А ~ В, тоді А с  L(B), а 
тому з леми випливає включення L(A) с  Ь(В). Вірним є та
кож обернене включення L(B) с  L(A).

Обернене твердження (достатність ) очевидне. 
Відношення лінійної еквівалентності для систем векторів

А =<аь а2, ... ,ат >, В=<ЬХ,Ь2, ... ,Ьр > і С =<с,,с2, ... ,cs >

має властивості еквівалентності.
1. Рефлексивність: А -  А .
2. Симетричність: А ~В=> В~А.
3. Транзитивність: А ~В & В ~ С => А ~ С . 
Елементарними перетвореннями системи векторів А -

= (а , , а2,..., ат ) називаються перетворення таких типів:

1. Множення деякого вектора aj системи на скаляр X Ф 0 .

2. Додавання до вектора Uj деякої системи іншого вектора

цієї ж системи, помноженого на будь-який скаляр X .
3. Перестановка двох будь-яких векторів системи. 
Твердження 2. Якщо система векторів B=<bl,b2, ... ,bm>

одержана із системи А =< аи а2, ... ,ат > за допомогою деякого 
ланцюга елементарних перетворень, т о  А і В лінійно екві
валентні.

Д о вед ен н я . Достатньо встановити еквівалентність А ~В 
лише в тому випадку, коли В одержується з А за допомогою 
одного елементарного перетворення будь-якого типу. Нехай, 
наприклад, В одержується з А за допомогою перетворення 
типу 2:

B = < a,+ X a2, a2,a3, ...,a m>.

Отже, вектори із В лінійно подаються через систему А. 
Обернене твердження також зберігає силу: а, = (а, + Ха2) + 
+(-Х)а2 + 0 • а3 + ... -  лінійна комбінація векторів із В і т. д.

Теорема 1 (про базис). Нехай Е -  довільна підмножина 
векторного простору Р", яка м істить ненульові вектори. 
Існує така скінченна підмножина В =<bx,b2, ... ,bp > із X,

яка має такі властивості:



I. Вектори системи В лінійно незалежні.
II. Кожний вектор х є  X лінійно подається через вектори

системи В: х -  6, + £2 Ь2 + ... + ^р Ьр і таке подання єдине.

Система В з такими властивостями називається базисом 
множини X.

Усі базиси множини X містять однакову кількість век
торів.

Д о вед ен н я . Позначимо через X' множину різних лінійно 
незалежних систем векторів, що належать X . Нам відомо, що 
будь-яка з таких систем містить не більше, ніж п векторів 
(див. § 3.1). У множині X' знайдеться система В-<1\,Ь2, ... ,Ьр >,

яка містить найбільше число р  векторів (максимальна система 
лінійно незалежних векторів). Переконаємось, що вона має 
властивість II.

Нехай х є  X. Систему В розширимо, додавши до неї вектор 
х. Одержана система x,bx,b2,...,bp лінійно залежна: для неї 

існує ненульова послідовність скалярів Л Д ,Д 2, ... ,Хр така, 

що Хх + ХхЬх + Х2Ь2 + ... +ХрЬр =0. При цьому Х * 0 ,  оскільки

у протилежному випадку разом з X = 0 випливало б, що 
А, = Х2 = ... = Хр = 0, а це суперечить припущенню.

Тому маємо
X __

* = Si ь\ + 2̂ ь2 + -  +£Р ьр > Де = - у . j  = bp ■

Залишилось довести єдиність останнього подання вектора 
х. Припустимо, що x = r\xbx+r\2 b2 + ... +r\p bp . На підставі

рівності

Ї,ХЬХ+^2 Ь2 + ... +і р Ьр =Ч\Ьх+т\2 Ь2 + ... +цр Ьр

знаходимо (5, — гіі)* і + (^2 " Л г )^  + -  +& Р ~г\Р)Ьр = 0 . 
Отже,

5і-Лі =о. 2̂ -л2=о, ...ЛР-цР= о
і тому 
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= Л і Л  = Т Ь -  Лр=т\ р-

Нехай B=<b{,b2, ...,Ьр > і С = < сх,с2, ...,cq > -  два будь-

які базиси множини 2 . Вони лінійно еквівалентні. Із власти
востей лінійно незалежних векторів (див. § 3.1) випливає 
рівність p = q .

Означення. Рангом множини X векторів називається чис
ло векторів його базису. Якщо множина 2  м істить лише 
нульовий вектор, т о  ранг її вважається рівніш нулю.

Теорема 2. Якщо системи векторів h i  А лінійно еквіва
лентні, т о  їхні ранги рівні.

Д о вед ен н я . Нехай В=<ЬХ,Ь2, ...,Ьр > -  базис множини

2  і С =<сх,с2, ... ,cs > -  базис множини А . Оскільки 2  ~ А ,
2  ~ В, А ~С, то на підставі транзитивності відношення ліній
ної еквівалентності маємо В ~ С. Звідси випливає, що р = s . 

Теорему доведено.
З аув аж ен н я . Наведене вище доведення існування базису 

множини 2  не є конструктивним. Але для деяких множин 
векторів існують ефективні методи побудови базисів.

Нехай, наприклад, множина 2  збігається з усім простором 
Р п. У просторі Р" одиничні вектори

е, = (1 ,0 ,0 , ... , 0 ) ,

е2 = (0 ,1 ,0 , ... ,0 ) ,

е„ = (0 ,0 , 0, ... ,1)

складають його базис. Надалі називатимемо його стандартним 
базисом.

Виділимо будь-яку квадратну матрицю порядку п:

'Рп Рі2 ••• Р,„Л 
Р2І Р22 •• ?2иВ

пп у
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Якщо det 5 ^ 0 ,  то її рядки ^ =(РП, Pl2, - , P J  Ь2 = ф 2Ь$ 22, ...,

Рги)’ •> К  = (Рл1> Рл2> — > Рил) лінійно незалежні. Тому вони 
утворюють базис простору Рп.

Аналогічно стовпці цієї матриці також утворюють базис Рп.

Нехай Б =<bx,b2,...,bn > -  базис простору Рп і х є  Рп. Коефі

цієнти ... A n  в поданні

Х = £>А +Е>2Ь2 +  -  + ^=пК

називаються координатами вектора х у  цьому базисі. Інакше 
ці координати будемо записувати у вигляді стовпця. Щоб від
мітити їхню залежність від базису використаємо такий запис:

^ , Л

^2

Ап У

Й1,$2. - А п У -

Рядки матриці

А =

« 11 « 12 . .  а , „

« 2 1 « 2 2 .. а 2„

« т і « m 2  • « т л

з елементами з поля Р є векторами лінійного простору Рп. 
Ранг системи цих векторів

аі — («/1 >01(2» ■•■>«/«)» І —

називається рангом матриці А за рядками.
Для обчислень введемо інше означення рангу цієї самої 

матриці.
Нехай р  -  натуральне число, що задовольняє нерівності 

1< р < т т ( т ,п ) . Зафіксуємо які-небудь р  різних рядків цієї 
матриці і р  різних стовпців; складемо визначник порядку р  з 
елементів, що розміщені на перетині цих рядків і стовпців:
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причому розташуємо елементи так, щоб /, < і2 < ... < ір і

j\ < h  < < Ір- Такий визначник називається мінором р-го

порядку матриці А, або -/^-мінором.
Наприклад, для р  = 2 такими мінорами будуть

«21 «2 3 «11 «14

«4 1 «4 3
5

«31 «3 4

Зауважимо, що коли всі мінори деякого порядку р  дорів
нюють нулю, то й усі мінори (р+1)-го порядку також дорів
нюють нулю. А тому всі мінори порядку >р  дорівнюють нулю.

Означення. Нехай А -  ненульова матриця розмірності т  хп 
і г — натуральне число з такими властивостями:

I. Матриця А має r-мінори, відмінні від нуля.
II. Усі мінори, порядок яких перевищує г (якщо такі наяв

ні), дорівнюють нулю.
Число г називається рангом матриці А за мінорами, а 

будь-який відмінний від нуля мінор порядку г називається 
базисним мінором.

Теорема 3 (про ранг матриці). Ранг матриці за мінорами 
дорівнює рангу цієї матриці за рядками.

Д о вед ен н я . Позначимо через г ранг матриці А за мінора
ми. Вважатимемо матрицю ненульовою. Оберемо який-небудь 
ї ї  базисний мінор. Для наочності викладу припустимо, що його 
елементи розміщені у  лівому верхньому кутку, тобто

«11 «12 ■• “ іг

«21 «22 ' .. а 2г
Ф 0

« г і «г2 • CLrr

Запишемо матрицю з більшою кількістю елементів. Окремо 
ВИДІЛИМО рядок Of з  номером і >г і стовпець з  довільним но

мером k:



А =

« 1 1 « 12  • • « 1 г ... а ]к . . .  о О

« 2 1 « 2 2  • • « 2  г . . .  а 2к .. а 2п

«ГІ « г 2  • .. а гг ... а гк .. а гп

а п а, 2 а„ а.і а„

у
Покажемо, що рядки а{,а2, ... ,аг матриці А складають ба

зис для всіх рядків.
Спочатку доведемо лінійну незалежність векторів ... ,аг . 

Розглянемо вкорочені вектори

= («11 >«12>

а2 = («21>«22’ — >«2г)>

(«Н ’ «г2> ... )Ctrr) .

Вони лінійно незалежні, оскільки А *  0 . Але тоді й векто
ри ах,а2, ... ,аг також лінійно незалежні.

Доведемо, що рядки а ,( г > г )  лінійно задаються через 
ах,а2, ..., аг. Розглянемо визначник (г  +1 )-го порядку з довіль
ним індексом к в межах від 1 до п:

Д ' =

« п « 12  • • « 1 г « 1 *

« 2 1 « 2 2  • • “ 2г « 2  к

« Н « г 2  • « г г « г і

« ,1 « і  2 • • « ,> « / *

Для будь-яких значень індексу к  в межах від г +  1 до п  ви
значник Д 'є  не що інше, як мінор порядку г+ 1 матриці А і 
тому він дорівнює нулю. Для всіх значень к  в межах від 1 до г  
він також дорівнює нулю, оскільки в ньому є два однакові 
стовпці. Отже, А' = 0 для будь-яких значень індексу к.  Розкла
демо А' за елементами останнього стовпця. Дістанемо рівність
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a u  Ar+] + a 2k A2r+\ + -  + а г і 4 г + 1 + а / іД - ° >

де A/r+1, j  = 1 , r ,  A -  алгебричні доповнення елементів остан

нього стовпця. Вони не залежать від елементів к-го стовпця 
матриці А. Звідси знаходимо

і =
ґ  А Л1 V+1 г  А Лл 2г+1 а 2* + ...+ ’ гг+1 а /■і •

Чг+1 Агг+і
, Аг = ------ :—  не залежать від

Д ' ' ' Д
елементів £-го стовпця матриці А. З одержаних рівностей

а ік = А.,аи + к2а 2к + ... +А„а'■г1лгк > А: = 1 ,п

випливає, що а, = Л| ах + Х2 а2 + ... +ХГ аг . Отже, перші г ряд
ків (що накривають базисний мінор) лінійно незалежні й усі 
рядки матриці А лінійно подаються через них. Вони станов
лять базис рядків матриці А.

Наслідок. Стовпці матриці

А =

а .
а 21

12

22

In

2 п

ат 1 аm 2 а„

складають систему векторів

С\ = (а 11>а 21’ ••• >a ml) ’ 
с2 = (а 12>а 22> ...>а т2)>

сп ~ (®1п’®2п> •" ’ ®ти)
простору Р”. Ранг цієї системи називається рангом матриці 
А за стовпцями.

Як і для рангу за рядками, доводиться, що ранг матриці за 
стовпцями дорівнює її рангу за мінорами.

Тому ранг матриці за стовпцями дорівнює рангу матриці 
за рядками, і навпаки.



Вправи
1. Довести, що у будь-якій множині £ векторів простору 

Рп будь-яку лінійно незалежну систему ї ї  векторів можна до
повнити до базису цієї множини.

2. Показати, що коли дві системи векторів мають однакові 
ранги, а вектори однієї з цих систем лінійно подаються через 
іншу, тоді системи лінійно еквівалентні.

3. Квадратна матриця Л = (а ік) називається симетричною,

якщо а ік= а кі. Головними ї ї  мінорами називаються такі,

елементи яких містяться на перетинах рядків з номерами 
/(,/2, ...,/  і стовпців з тими самими номерами. Довести, що

ранг симетричної матриці дорівнює найвищому порядку від
мінних від нуля головних мінорів.

4. Довести, що в матриці А рангу г на перетині будь-яких г 

лінійно незалежних рядків і г лінійно незалежних стовпців 
містяться елементи ненульового мінора А.

В к а з ів к а . Виділити в матриці А підматрицю А', яка 
складається з г лінійно незалежних рядків матриці А. Оскільки 
всі стовпці матриці А лінійно задаються через виділені г лі
нійно незалежних стовпців, то всі стовпці підматриці А' лі
нійно подаються через стовпці мінора А. Тому стовпці мінора 
А лінійно незалежні й, отже, А *  0 .

Метод виключення

Твердження 3. Матрицю

А =

Ґ Щ \ (*12 а 1п л

(*21 (*22 "■ (*2п

\(^т ! (*т2 ••• (*тп j

розмірності т х п  за допомогою деякої послідовності елемен
тарних перетворень рядків можна привести до ступеневого 
вигляду.

Д о вед ен н я  проведемо індукцією за числом т  рядків мат
риці. Якщо т  = 1, тоді матриця вже матиме такий вигляд.
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Припустимо, що твердження має місце для матриць з т - \  
рядками. Доведемо твердження для матриці А з т  рядками. 
Розглянемо ї ї  перший стовпець. Якщо всі елементи цього стовп
ця дорівнюють нулю, то перейдемо до другого стовпця і так 
доти, доки на якомусь кроці знайдеться ненульовий стовпець. 
Нехай, наприклад, уже в першому стовпці є ненульові елемен
ти. Вважатимемо, що а п Ф 0 .  Інакше цього можна досягти 
перестановкою рядків. За допомогою декількох елементарних 
перетворень типу 2 дістанемо матрицю

В =

« ї ї
0

а 12 а із
Р22 Р:23

«1„
Рг«

ftтп у

Для цього спочатку до другого рядка додамо перший, помно-
ОС

жений на скаляр X = — — . Далі аналогічно змінюємо 3-й ря- 
«п

док і т. д. Одержуємо лінійну еквівалентність рядків матриць 
А і В, яку записуємо у  вигляді

Матриця

В =

” 22

Рз2

А - В .

Р23
Рзз

Р2„
Рз„

^Р/и2 Р т З  • • • Р т и  

має т -  \ рядків і до неї можна застосувати припущення індук
ції. За допомогою деякої послідовності елементарних пере
творень вона зводиться до ступеневої матриці С . Тоді

А ~С =

і С -  матриця ступенева.
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Наслідок. Ненульові рядки с ,, с2, ..., ср ступеневої матриці

С лінійно незалежні. Вони одержані з рядків матриці А за 
допомогою декількох елементарних перетворень. Тому рядки 
матриці А лінійно еквівалентні з рядками матриці С (твер
дження 2). За теоремою 2 їхні ранги збігаються. Отже, ранг 
матриці А дорівнює числу р ненульових рядків матриці С.

На завершення сформулюємо метод виключення.
Для обчислення рангу системи ах,а2, ... ,ат векторів скла

даємо матрицю А, рядки якої збігаються з цими векторами 

а, = ( а (1, а (2, ... , а ,„ ) ,  при і = \,т.

За допомогою елементарних перетворень зводимо її до ступене
вої матриці С .  Якщо с , , с2, ... , ср -  ненульові рядки останньої,

то числор  -  ранг матриці А.
Більше того, збігаються лінійні оболонки

L(ax,a2, ... ,ат ) = Д е , ,  с2, ... ,с р )

і система С = <сх, с2, ... , ср > -  базис цієї оболонки.

Правило. Для обчислення базису рядків матриці А потрібно:
1. Методом виключення обчислити ї ї  ранг.
2. Якщо р  -  ранг цієї матриці, то серед їїр-м інорів відшу

кати який-небудь мінор Д Ф 0 (базисний мінор).
Тоді рядки матриці А, що покривають мінор Д, будуть для 

неї базисними.

Метод напрямленого виключення

Означення. Головними елементарними перетво-
реннями рядків (векторів) а, = (осц, а 12, .. • «1«)

а 22, а 2„), ••• > (a ml’ а т2 ’ а т „) матриці

а ц а І2 ... а ,„  '

А = а 21 а 22 ... а 2„

va ml у

називаються перетворення таких двох типів:
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1°. Множення рядка ak на скаляр X Ф 0 .
2°. Додавання до рядка ак ФІЇ іншого рядка а ; , помноже

ного на скаляр X .
Перестановку двох ненульових рядків ак , можна здій

снити за допомогою головних елементарних перетворень. Пе
рестановка з нульовим рядком у  цьому випадку неможлива.

Означення. Індексом (ind ak ) ненульового рядка ак нази
вається номер s першого його елемента (координати) а ь  Ф 0.

Якщо

ак —(0, ... , 0, (Хкх, GCytv+i, ••• , оскп),

де а кх Ф 0 , тоді indak = s .

Опишемо один із способів зведення матриці А до псевдо- 
ступеневого вигляду, що носить назву методу напрямленого 
виключення.

Нехай число рядків т  матриці А більше одиниці.
Фіксуємо в А перший рядок (рахуючи зверху), індекс якого 

мінімальний. Нехай, наприклад, таким рядком є ах:

ind ах < ind aj ( j  = 1, т  ).

Проведемо першу серію головних елементарних перетво
рень. Нехай ind а* будь-якого рядка ак , що розташований ниж
че рядка а ,, ак Фв (к>  1), дорівнює ind а ,. Додамо до рядка 
ак рядок а , , помножений на скаляр X Ф 0 , такий, що індекс 
перетвореного рядка Ьк - а к +Хах збільшився: ind bk > ind а, 
(головне елементарне перетворення типу 2°).

Аналогічне перетворення застосуємо до всіх рядків, що 
розташовані нижче, з індексами, рівними indat . При цьому 
щоразу (при необхідності) одержані рядки можна множити на 
ненульові скаляри (перетворення типу 1°). У результаті такої 
серії перетворень дістанемо матрицю Ах~ А.

Нехай А , -  матриця, одержана з Ах шляхом викреслення 
рядка я , . До неї застосуємо ту саму процедуру: переглянемо
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всі ї ї  рядки і виберемо перший з тих, індекс якого мінімаль
ний і т. д. Одержимо деяку матрицю Л2 . Допишемо до неї 
вилучений перший рядок а ,. Матимемо нову матрицю

А2~ Aj .
Продовжимо далі цей процес і на якомусь р-му кроці діс

танемо матрицю Ар псевдоступеневого вигляду. Позначимо ї ї

через С = Ар . Матимемо еквівалентність А ~ С.

Усі елементарні перетворення при обчисленні матриці С 
спрямовані зверху вниз. Проілюструємо процес виключення 
на матриці

1 1 - 1  
-1 2 -2  

А = 2 - 1  1
2 4 - 1
3 2 1

0  
-1
2

1 
2

Перша серія перетворень. Застосуємо перетворення типу 
2° до рядків з номерами 2, 3, 4, 5. Матимемо

А -

(\ 1 -1 п (1 1 -1 П
0 3 -3 0 0 1 -1 0
0 -3 3 0 ~ 0 -1 1 0
0 2 1 -1 0 2 1 -1

,0 -1 4 -1 , ,0 -1 4 - к

= Ау.

Друга серія перетворень. Застосуємо перетворення типу 2° 
до рядків з номерами 3, 4, 5 і знайдемо

А\ ~

-1
-1
0
З
з

1 '
о
о

-1
-1

— А'У

Третя серія перетворень. Перетворення типу 2° зводить 
матрицю А2 д о  псевдоступеневого вигляду
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А-* ~

f \ і - і  і л 
0 1 - 1 0
0 0 0 0
0 0 3 -1
0 0 0 0

= А3 = С.

Теорема 4. Приведемо матрицю

А =

ос,
а

а 12

21 а 22

“ і п 
« 2 „

а ті а m2 а тп
за допомогою методу напрямленого виключення до матриці С 
псевдоступеневого вигляду. Якщо Cj,, с ; 2, ... ,с/г -  ненульові ряд

ки матриці С з номерами j u j 2, —, j r (1 ^  j\ < j 2 <■■■< j r < w ), 
тоді рядки a jX,a /2, матриці А з тими самими номе
рами становлять базис її рядків.

Д о вед ен н я  проведемо індукцією за числом т  рядків 
матриці.

Якщо т  — \, тоді теорема очевидна. Припустимо, що т  > 1 і 
теорема має місце для всіх матриць з числом рядків т -  1. По
значимо через А підматрицю з А, одержану з неї викреслю
ванням останнього рядка:

\ ат J (О

Процес обчислення матриці С свідчить, що останній ї ї  ря
док ст  подається у вигляді ст = ат -  f , д е / -  лінійна комбі

нація рядків ах,а2, ... ,ат _, матриці А . Якщо через С по
значити матрицю, одержану з С викреслюванням ї ї  останньо
го рядка, тобто

С =
\ Ст J

(2)
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то С -  псевдоступенева матриця, одержана зА в процесі пе
ретворення матриці А.

За припущенням індукції теорема має місце для А. Тому, 
якщо Сц, с/2, . . . ,  с/р -  ненульові рядки матриці С з номерами

7'і»Л» - J P ( ' -  ./і <./2 < ■■■< j P - т \ то рядки aJ r ah , ... ,a jp

утворюють базис рядків матриці А .
Якщо ат  = 0 , то теорему доведено.
Нехай ат Ф 0 . Тоді

(с > [ е 1
\а™ ) кст + f  ,

Розглянемо дві можливості:
а) ст = 0 .
У даному випадку ат = /  -  лінійна комбінація рядків 

аиа2 , ..., аш_| і, отже, ат лінійно подається через ajX,a j2, •••> аІР- 

Рядки a jX,a j2, ..., ajp є базисом рядків матриці Л.

б) ст * в .
Покажемо, що у цьому випадку система рядків

■■■’а/р’С,т (4)
лінійно незалежна і тому є базисом рядків матриці А.

Система (4) лінійно еквівалентна системі
й\,а2, ... ,ат_\,ат (5)

рядків матриці А. Остання лінійно еквівалентна системі

^7і>С/2’ "■ ’Cjp’ m̂ (6)

ненульових рядків матриці С (твердження 2). Тому системи
(4) і (6) лінійно еквівалентні і за теоремою 2 їхні ранги збіга
ються. Отже, ранг системи (4) дорівнює р  + 1. Вектори ї ї  лі
нійно незалежні.

Теорему доведено.
У розглянутому вище прикладі за допомогою методу на

прямленого виключення матрицю було зведено до псевдосту- 
пеневої матриці С з ненульовими рядками сх = (1 ,1 ,-1 ,1 ),
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с2 = (0,1 ,-1 , 0 ) , с4 = (0 ,0 ,3 ,-1 ) . Тому рядки а, = (1 ,1 ,-1 ,1 ), 

а2 = (-1 , 2 ,- 2 ,- 1 ) ,  а4 = (2 ,4 ,-1 ,1 ) початкової матриці А скла
дають базис ї ї  рядків.

Метод напрямленого виключення можна застосувати для 
розв’язання такої обчислювальної задачі. Нехай система 
<0|,а2, • • • ,ат > векторів лінійно незалежна. Необхідно виді
лити з іншої системи <1\,Ь2, ... ,bs > векторів таку максималь
ну лінійно незалежну підсистему < bh , b/2,. . . ,  > , щоб сис

тема <ах, а2, ..., ат , bj{, Ь/г,... , Ь/ > була лінійно незалежна.

Докладне її розв’язання пропонується провести самостійно.

Вправи
1. Обчислити ранг матриці

"3 1 1 4n

А. 4 10 1
1 7 17 З 

,2  2 4 3,

залежно від значень параметра А..
2. Довести, що коли А = (а /к) -  квадратна матриця і її 

detА ф О, то за допомогою елементарних перетворень рядків 
її можна звести до одиничної матриці

Ґ \ 0 . . .  0 '

0 1 ... 0

\0 0 ... 1 j

3. Знайти базис системи векторів 

а, = (1 ,2 ,1 ,-1 ) ,

я2 = (2 ,-1 , 2, 0 ),
о, = (-1 ,3 ,- 1 ,- 1 ) ,  
а4 = (3 ,-1 , 3 ,-1 ) , 
а$ = (2 , 2, 2 ,- 2 ) .
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4. Нехай А -  матриця розмірності т х п ,  рядки якої а{,а2, 
...,ат  лінійно незалежні, В -  матриця розмірності Іхп  і 
b\,b2, ... ,6/ -  ї ї  рядки. Методом виключення зведемо матри
цю А до ступеневої матриці At . Застосувавши до розширеної

іматриці 

матрицю виду

— J метод напрямленого виключення, дістанемо

ҐА Л
де С -  псевдоступенева матриця. Пока

зати, що коли с/},с/2, ... ,с/р-  ненульові рядки матриці С, то 

система рядків ах,а2, ... ,ат , bjX,bj2, ...,b jp -  базис рядків

розширеної матриці

§ 3.3. Лінійні простори скінченної 
розмірності

Нехай N і М  -  довільні лінійні простори над 
одним полем Р. Лінійним перетворенням

F \N —ь М

простору N у  простір М  називається закон, за яким кожному 
вектору х є  N однозначно ставиться у  відповідність вектор 
у  = F(x) є М , причому задовольняються такі умови:

1) F(x + х') = F(x) + F(x') ;
2) F (a -х) = а - F(x), 

де х,х'є N, <хє Р.
Ці умови еквівалентні одній такій
3) F(ax + З*') = aF(x) + $F{x') для будь-яких х,х'є N і

а ,Р  єР .
Простори N і М  називаються ізоморфними, якщо існує таке 

взаємно однозначне відображення простору N на простір М, 
яке поряд з цим є лінійним перетворенням.

Зауважимо, що для довільного лінійного простору N озна
чення лінійної залежності і лінійної незалежності векторів



повністю збігається у тому вигляді, як вони були введені для 
арифметичного векторного простору Р".

Можна легко перевірити таке твердження: лінійно залежна 
система векторів ах,а2, —,ат простору N при лінійному пере
творенні F :N -* M  переходить в лінійно залежну систему 
векторів F(a\),F(a2), ...,F(am) простору М.

Якщо F — ізоморфне відображення N на М, то й лінійно не
залежна система векторів простору N переходить у лінійно 
незалежну систему векторів із М. При цьому обернене відо
браження F~x : М  —> jV буде лінійним перетворенням.

Ізоморфізм просторів N і М  означає тотожність їх  власти
востей, які не залежать від конкретної природи їх  елементів.

Означення. Лінійний простір N над полем Р називається 
скінченновимірним, якщо він має базис Б = <ЬХ,Ь2, >,
складений із скінченного числа векторів. Число п векторів 
базису називається розм ірн істю  простору N і позначається 
dimiV. Якщо N складається з одного нульового вектора, то 
покладаємо dim^V -  0 .

Існують лінійні простори, які не мають скінченних базисів. 
Прикладом такого простору є Р [х ] -  простір усіх многочленів 
із коефіцієнтами з поля Р.

Теорема. Якщо N -  лінійний простір над полем Р розмірності 
п, т о  він ізоморфний арифметичному векторному простору Рп.

Д о вед ен н я . У просторі Р" вибираємо базис, що склада
ється з одиничних векторів (стандартний базис):

е, = (1,0 , 0, ...,0 ) , 
е2 = (0 ,1 ,0 ,..., 0), 
е3 = (0 ,0 ,1 ,.. .,0 ) , 

е„ = (0, 0 ,0 ,.. ., 1).

Нехай bx,b2,...,bn -  базис простору N. Будуємо відобра

ження F :P n —» N за таким правилом.
ОбираЄМО ДОВІЛЬНИЙ ВеКТОр X = (^ ,,^ 2, ■•■,£„) = + ^2Є2 +

+ ... +£„е„ із Р". Образом цього вектора в N вважаємо
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y = F(x) = ^b] + ^2b2 + ... + b,„bn .

1) Доведемо лінійність відображення F.
Якщо *  = ( §, , § 2, . і x'  = ( ^ , £ 2, . . . а , Р є Р ,  тоді

у  = F (x ) = £,6, + £262 + ... + §Я6Я, 

у ' = F(x') = Z,\b] 

a x  + p /  = ( a ^  + 3 ^ ,a ^ 2 + 3£2, ...,а£ л + 3 0 -

Отже,

F (ax+ 3x') = (a4, +KJ)*| +(a^2 + 3 №  +■■•+«, +P£>„ =

= a(^,6| + ^2b2 + ... + £„£„)+ 3 (^6 , + £262 + ... +£'£„) =

= a y  + Р /  = aF(x) + p F(x').

2) F -  відображення на весь простір N .
Обираємо довільний вектор у  = bx + <̂2Ь2 + ... + ‘5snbn із N. 

Тоді для вектора х = (£|,£2, із рП маємо у  = F(x).
3) Відображення F  взаємно однозначне.
Припустимо, що F(x) = F(x')=y для деяких * = (£,,£2,...,£„)

і х' = (&£2’ -£ п )  із рп- Це означає, що + ̂ 2Ь2 +... + £ А = 
= + %2Ь2 + ... +%„bn. Але b\,b2,...,bn -  вектори базису. Тому
%=!;>, t;'2 =t;2 ,...,l;'n =t;nix '  = x .

Вправи

1. Нехай Rn+1 -  множина всіх многочленів f ( t )  = a 0 + 

+a,/ +...+antn степеня <п з дійсними коефіцієнтами. Довести, 
що відносно звичайних операцій додавання і множення на 
скаляри множина Rn+I -  лінійний простір розмірності п+ 1.

2. Те саме довести для множини /?и+, усіх функцій виду 

/(/) = а 0 + а ,е ' + ... + a „ e n t , де пе N .
3. Нехай N -  множина всіх нескінченних послідовностей 

(И|,м2, ...,и п,ип+;, ...)  дійсних чисел, заданих зворотним рів
нянням



мл+3 ~  а 0 и п +  а і и п+\ +  а 2 и п+2 (  а 0 > а І > а 2 ^  0  )•

Показати, що N -  лінійний простір відносно операцій 
додавання і множення цих послідовностей на скаляри. Яка 
його розмірність?

§ 3.4. Лінійні підпростори

Означення. Непорожня підмножина L лінійного 
простору N (над полем Р) називається його лінійним під
простором, коли вона має такі властивості:

I. Якщо х ,у є  L, т о  х + у  є L .
II. Якщо х е  L і Хе Р, т о  Ххе L .
Ці дві властивості еквівалентні одній.
III. Якщо х ,у е  L і Х,\іеР, т о  Х х+ ц уе  L .
Будь-яка лінійна комбінація векторів із L належить L. Під

простір містить нульовий вектор 0 .
Якщо А -  лінійний простір скінченної розмірності і L -  

його лінійний підпростір, то і L -  лінійний простір скінченної 
розмірності і dim L< dim А . При цьому dim L = dim А тоді й
лише тоді, коли L = А .

Приклад 1. Лінійна оболонка L = Ц а},а2, —,ат ) будь- 
якого скінченного набору векторів а],а2,...,ат  з простору 
А є лінійний підпростір скінченної розмірності. Базис Б = 
= <аіг аІ2, ...,аі > системи векторів ах,а2, ■■■,ат можна вибра

ти як базис L. Тому dim/, дорівнює рангу заданої системи 
векторів, лінійною оболонкою якої є простір L.

Означення. Нехай Ц і lq -  підмножини лінійного просто
ру А . Сумою Ц + L2  називається множина всіх тих векторів 
w e А , які подаються у  вигляді суми w = at +а2 , де а, є  Ц , 
a2 e L 2 , або

Ly+ L2 ={we A\w = ax+a2,a xe Ьх,а2 е L^}.

Означення певним чином розповсюджується на будь-який 
скінченний набір підмножин Ц ,!^, ...,Lk .



Приклад 2. На площині R2 з прямокутною системою ко
ординат Ofy] візьмемо два відрізки Ц і і^, паралельні осі Ог\. 
Нехай Ly- відрізок з кінцями ( а  , у ,) , ( а  ,5 , )  і у, < 5 , ; ^ -  

відрізок з кінцями ( р , у 2 ), (P .S 2 ) і у2 <52 . їх  можна роз
глядати як множини двовимірних векторів

Ц ={в = (а,л):Уі ^4^5,}, ={6 = (р,Л):у2 <Л^52}.

Сума Ц+L, складається з усіх векторів w = ( a  + P,t|| +т]2), 

де г|, пробігає відрізок [yi,5,]> а ц2 -  відрізок [y2,8 2]. Зрозу

м іл о г о  Ц + 4  <Ь, де І  = {с = (а+ Р ,т і): Yi +Y2 +62}.
Покажемо, що має місце й обернене включення L c L , + 1 .̂
Виберемо будь-яке число г| на відрізку [Yi +Y2>5| +52]. 

Його можна подати у вигляді Г| = (1 — XXYi + Y2)+Y(S| +52) ,  де 
X -  деяке число з відрізка [0,1]. Обчислюємо г|| = (1 — Л.)У| + 

+Х5,, т)2 = (1 -Л )у2 +Х82. Тоді і у2 ^Л2 ^ 8 2*
с, = (а ,т іІ) є  Ц і с2 =(Р,Г|2) є  Lj. Звідси матимемо

с, +с2 = (а  + Р, (1-Я)У| +Я5, +(1-A,)y2 +Я82) =

= ( а  + Р,г|) = с є  L.

Будь-який вектор с = ( а  + Р,г|) з множини L подається у 

В И Г Л Я Д І суми С =  С, + с 2 , С у Є Ц ,  с 2 Є -/<2 . Доведено включен
ня L с  Ц + і, отже, рівність L=L\JrL2 .

Приклад 3. Нехай у лінійному просторі А задано два 
підпростори Ц = L{ax,а2,...,ат ), 1  ̂ = L(6 ,,b2, . . . ,bk), що яв
ляють собою лінійні оболонки системи векторів ах,а2,...,ат
і V * 2, - A  • Тоді L = Lx+L2 =L(ax,a2,...,am,by,b2,...,bk) -  
лінійний підпростір, породжений об’єднанням цих систем.

Теорема 1. Якщо L\ і L2 — лінійні підпростори простору 
А , т о  перетин L\ C\L2 і сума L\+L2 -  його лінійні підпро
стори. Якщо L] і L2 скінченновимірні, тоді

158



dim(L, + L2) = d\mL] -Hdim^ - d i m ^  n l^ ) .

Д о вед ен н я  першої частини теореми досить очевидне. 
Доведемо ї ї  для суми L\ +L2 . Нехай w,, w2 е L\ +Ь2 і X, ц е  Р . 
Із означення матимемо

w \ =  *1 +  У \ > w 2 =  * 2  +  У 2 > 

де JC|, jc2 є  L], y],y 2 e L 2. Тоді w = Aw, + [iw2 = (Xx, + цх2) + 
+(\y, + ІЛу2). Але X = XX( +Ц Х 2 Є І 1 , _y = X^ + Ц^2 Є Z2 • Тому 
н' = х + .ує L\+L2.

Нехай dim L\ = m, dim L2 = /, dim (L\ nZ,2) =/>. Оберемо базис 
c,,c2, ...,cp перетину L\C\L2. Доповнимо його до базису

С|,С2, ...,ср ,а р+и...,ат  підпростору L\. Аналогічно доповнимо 

його до базису сис2,...,ср ,Ьр+],...,Ь/ підпростору L2. З’ясову

ється, що система векторів усіх трьох типів с],с2,...,ср , 

ар+\,...,ат , Ьр+і,...,Ь, -  базис суми I ,  + L2.

1) Доведемо лінійну незалежність цих векторів. Нехай
у , ,у 2, . ..,у  р, а р+],... ,а т , рр+1, -  такі скаляри, для яких має

місце рівність

Yici + -+ Y  рСр +о.рПар+і +... + а  т ат +

+Pp+iVn + -  + РА =0-
Тоді

Y , с ,  +  .. .  +  Y  Р с р  + а р+]ар+] + . . .  +  а  т ат =

= -(Pp+iV i + - + РЛ)-
Ліва частина цієї рівності -  вектор із L\, права -  вектор із Ь2 , 
а тому - р р+1Ьр+] - . . . - р ,Ь, є£ , п Ь 2, тобто - р p+ibp+l - . . . - р ,bt =

= Y[C| +... + у'рср . Звідси дістаємо рівність Yici + — +Чрср +

+$р+\Ьр+\ + ... +Рtbt = 0 .  З неї випливає, що Yi = — =YP =

= РР+і = -  =Р/ =0- Остаточно, Y, = ... =УР =CLp+i = ... =<xm =0.
2) Якщо п’є  L\ +L2, тоді w = x + >>, х є  L\, у е  Ь2 . Подамо 

x у базисі підпростору L\:



x  = Y ,c , +  .. .  + Y p c p + a p+]a p+\ + . . . + a ma m .

Також у = ч\с\ + ...+ ірСр+$р+хЬр+х + ... +̂ >lbl . Тоді 

w = (у, + Yi У\ + -  + (Y p  + І Р )cp +

+(Xp+\a p + 1 +  -  + a m a m +  P p + l V n  +  -  +  P  A -

Вектори C|,C2, —,cp, ap+],...,am, bp+],...,b/ становлять базис 

простору L\+L2. Тому

dim (I , + Lj) -  p + (m -  p) + (l -  p) = m + l -  p =
= dimZl + d im i2 -dim(Z,| n i j ) .

Означення. Сума L = Ц + Lj +... + Lk -лінійних підпросто
рів векторного простору А називається прямою, якщо 

Lj Г\(Ц +... + Lj_x + Lj+X +... + Lk) -  {0} для всіх j  = \,k. 

Зокрема, сума двох підпросторів Ц +Lj -  пряма, якщо 

Ц о  Lj = {0}.
Позначення прямої суми підпросторів Ц , Lk :

L = Ц ® L2 © ...© Lk .

Теорема 2. Сума L = Ц + Lj +... + Lk лінійних підпросторів 
Z,,, Z2, ..., Lk є прямою тоді і лише тоді, коли будь-який вектор 
хе L можна подати у  вигляді

х = х, +х2 + ... + хА, хj є Lj

єдиним способом, то б то  якщо х = ух + у2 + ... + ук, у , є Z, , 

тоді х j = у  j для всіх j  -\,к .

Д о вед ен н я . Нехай L = Li ®L1 ®...®Lk , х е  L і 

х = х] +х2 + ...+хк = у] + у2 + ...+ ук , де хг у І Є Lj . 

Маємо рівність (х, -  у])-\-(х2 -  у2)+ ■■■ +(хк -  yk) = Q, атому

У\ ~х\ = (*2 " Л )  + •••+ (**-Ук)- 

Але >>, - х ,  еЦ  і (х2 - у 2)+... +(хк - у к)е  Lj +... + Lk.
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За умовою перетин Ц п ( 4  +... + 4 )  = {0}. Отже, Уі - х ,  =

= Є=>>’1 = *]•
Т а К И М  Ж Є  Ч И Н О М  Д О В О Д Я Т ЬС Я  р ІВ Н О С Т І y j  =  X  д л я  в с і х  j  =  1, Jt .

Висунемо обернене припущення: нехай будь-який вектор х 
із суми

L — L\ +1^+... + Lk

подається у вигляді

х = хх+х2 +... + хк, XjeLj

єдиним способом.

Оберемо х є  Ц п (£ , +... + 4 ) .  Тоді х = х2 + ... + хк, Xj є  LJt 
j>  2. Звідси на підставі єдиності подання нульового вектора 
отримаємо

- х  = Є, х2 = 0, ...,хк = {0 }

і, отже, і ,  п ( 4  +... + 4 )  = 0.
Аналогічно для будь-якого j  матимемо

Lj +... + Lj_\ + LJ+l +... + Lk) = {0}.

Теорему доведено.
Теорема 3. Я кщо L - L t ®L 2 ® ...®  Lk , де Z,, І 2, ..., Lk -  

лінійні підпростори простору А, т о д і о б ’єднання базисів усіх 
доданків Lj становить базис підпростору L і

dimZ, = diml| + d im i2 + ... + d im 4 -

Д о веден н я випливає з теореми 1. При цьому достатньо 
використати метод математичної індукції за числом k до
данків.

Вправи

1. Перелічити всі типи лінійних підпросторів дійсного век
торного простору Л3.

2. У просторі R3 задано підпростір L = L( а ,Ь), де а  = (1,1,1), 

“  (2,-1,1). Знайти всі такі підпростори М, що Н? = L ® M  .
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3. Нехай L \ M  -  лінійні підпростори векторного простору 
А . У якому випадку теоретико-множинне об’єднання L u M  
буде підпростором?

4. Нехай L і М -  лінійні підпростори векторного простору 
N. Довести, що сума L + M  буде прямою сумою, якщо будь- 
який один вектор z є  L + M  однозначно подається у вигляді су
ми z=x+y, де х е  L, у  є М.

Відносний базис

Нехай L -  лінійний підпростір векторного 
простору Рп над полем Р. Для будь-яких двох векторів a, b з 
Рп введемо відношення а = Ь, якщо a - b e L .  У цьому 
випадку будемо писати a = b(modL) і вважати, що а і b 
конгруентні за модулем L.

Це відношення між векторами є еквівалентністю, оскільки 
має властивості:

І. а = a (m odZ ).
И. а = b(mod L) => b = ^(mod L ).
III. a = b(moAL)&. b = c(moAL) => a = c(modL).
Означення. Система векторів ах,а2, —,ak називається 

лінійно залежною відносно підпростору L (лінійно залежною 
modL), коли існує така ненульова послідовність Xj,A,2, —,Xk
скалярів, що

Лі<аг, + Х2а2 + ••• + Xkak = 0 (m odZ ).

Система векторів а],а2,...,ак називається лінійно неза
лежною відносно L (лінійно незалежною m o d i) , якщо має 
місце висновок

Ххах + Х2а2 + ... + Xkak s0(modZ)=> 
=> Я, = Х2 = ... — Хк =0.

Твердження 1. Система векторів А - < а ],а2,...,ак > лі
нійно незалежна відносно лінійного підпростору L, якщо для 
будь-якого базису Б = < Ьх, Ь2, . . . ,  bt > підпростору L об ’єднання
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-  лінійно незалежна система векторів.
Якщо Б -  будь-який з базисів підпростору L і Б и  А -  лі

нійно незалежна система векторів, т о  система А лінійно не
залежна m od i.

Означення. Нехай L і М — лінійні підпростори. Система 
векторів а],а2,...,ак підпростору М називається його базисом 
відносно L (базисом mod L), якщо

1) ах,а2,...,ак лінійно незалежні modZ;
2) для будь-якого вектора х є  М  існують такі скаляри 

Х ,Д 2, ...,Кк , що х = Ххах +Х2а2 + ... + Хкак (modZ) .
Із лінійної незалежності векторів ах,а2, ...,ак відносно Z ви

пливає, що коефіцієнти Х [Д 2, ...,Хк в останньому порівнянні 
визначаються однозначно для будь-якого векторах є  М.

Твердження 2. Нехай Б = <ЬХ,Ь2, ...,й/> -  базис лінійного 
підпростору L. Для того щоб система А = <ах,а2, ...,ак > 
векторів лінійного підпростору М  була базисом mod L , 
необхідно і достатньо, щоб об’єднання Б'иА = <Ьх,Ь2,...,ЬІ, 
ах,а2, . . . ,ак> було базисом суми L + M .

Твердження 1 і 2 доводяться на підставі означень.
Звернемо увагу на один ефективний спосіб обчислення 

базису modZ. Нехай Б = <bx,b2, ...,bt > -  базис підпростору Z, 
А = <ах,а2, ...,ат > -  базис підпростору М.

Підпростір L+M  -  лінійна оболонка системи векторів £ = 
= Б и A = <bx,b2, ...,bt ,а х,а2, ...,ат >. Для вилучення потрібного 
базису з £ утворимо розширену матрицю

Б и  A = < b [, b 2 , . . . , b l , а х, а 2 , . . . , а к >

де В -  матриця розмірності /хп, рядки якої збігаються з 
векторами базису Б; А -  матриця розмірності т х п ,  рядки якої 
збігаються з векторами базису Л.

Застосуємо до матриці В метод напрямленого виключення.



Оскільки рядки матриці В лінійно незалежні, то за резуль
татами обчислень дістанемо базис суми L + M з векторів

Ь\ >Ь2 > •” ’Ь/ ) Я/| > 5 . . . , о ,

де Г = < а/|, а /- , >  -  підмножина із Л. Вона є шуканим 

відносним базисом.

Вправи
1. Нехай Б = <ЬІ,Ь2, -  базис лінійного підпростору L,

к  = <аь а2,...,ат > -  базис лінійного підпростору А/, Г = 

= <а] ,а 25—,о*> -  базис m o d i. Виразимо р = т - к  векторів 

а к+]’ а к+2 > - - ’ а т  через базис Б u Г суми L+M:

° к +1 = Рі1*1 + Рі262 + ••• +РіЛ +аиа 1 +аІ2а2 + ••• +«1*0* ,
а к+2 -  Р г А  + Р г2 ^ 2  +  —  + Р г А  + а 2 Іа 1 + « 2 2 а 2 +  —  +  а 2к а к > 

ат = Р/,А + Р/,2̂ 2 + -  + Р/Л +а/»1°І +а/,2а2 + -  •
Довести, що вектори

с, = Р/|*1 + Р/2̂ 2 + -  + М/ > 1 = 1’Р
становлять базис перетину L n М.

2. Знайти базис суми і перетину лінійних підпросторів

L = L{b{,b2,b3), М = L(au а2, а3) ,

й, = (1, 1 ,0 ,0 ) , &2 = (0, 1 ,1 ,0 ) , 6, = (0 ,0 , 1, 1), 
а, = (1 ,0 , 1 ,0), а 2 = (0, 2, 1, 1), о3= (1 ,2 , 1 ,2).



Розділ 4. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ  
(ЗАГАЛЬНА ТЕОРІЯ)

§4.1. Метод виключення невідомих 
(метод Гаусса). Умови сумісності

Нехай задано довільну систему лінійних рівнянь 
з невідомими хих2, і коефіцієнтами а (/ (і = \,т, j - \ ,n )

із поля Р:

а ,,* , + а и х2 + . . .+ а іпхп = (3,,

« 2 1 *1  +  « 2 2 * 2  + - + а 2 « * л  = Р г .

+  « т 2 * 2  +  -  =  Р т -

Основна матриця цієї системи

А =

а .
а 2І

12
22

а  і«
«2л

а ml а m2 а»

і розширена

" « ї ї « 1 2  • • « І л м
А = « 2 1 « 2 2  • • « 2 л р2

v« m l « m 2  ■ • « т л Р т ,

(1)

Якщо в системі є рівняння виду

0 • x, + 0 • х2 + ... + 0 • хп = 0 ,

то його можна відкинути. Одержана система буде рівносильна 
заданій.

Якщо в системі є рівняння виду

О - * ,  + 0 х 2  +  . . .  + 0 х п  = Р ,  Р * 0 ,  

то система не має розв’язків.
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Обгрунтуємо метод виключення невідомих (метод Гаусса) 
для розв’язання системи (1).

За допомогою елементарних перетворень над рядками 
розширеної матриці А зведемо ї ї  до ступеневого вигляду

f ьл Уі\ Ї12 ■■ V, А ■ ••• У|Я
\

6|і
5,

0 0 . ■ ЬР2 ••■ Ьт ••■ У2п 1

с  = с 5; 0 0 . . 0 .. • Ьг, ■■■ Узи 8з
\ * У

, 0 0 .. 0 . .. 0 . .. 0 /

Вважаємо, що перші г рядків одержаної матриці 
с,,с2, ...,СГ -  ненульові, а решта -  нульові. Тут Уц,У2/,2,Узй > -’

(1 < р-> < р3 <...) -  провідні елементи, одержані після декількох 
елементарних перетворень рядків матриці А. Позначимо 
одержану матрицю С, а ї ї  розширену -  С . Як було доведено в 
§ 2.6, система рівнянь (1) рівносильна системі

'Уій+Уі2*2 + -+У і р 2Хр 2 + - ■+Yi +• •+У| пх п =51-
+Ь Р1ХР} + - ■+Ї2 •+Y 2пх п =S2,

V3 й * д + - •+Уз п х п  =5з-

Система (2) містить г рівнянь (решту рівнянь виду 0 = 0 
відкинуто).

Для розширеної матриці С цієї системи є дві можливості, 
що виключають одна одну. Розглянемо їх  окремо.

М ожливість 1. Останній ї ї  ненульовий рядок (з номером г) 
має вигляд

с, =(0,0....уг#,г yr„ І 5Г),

де уг р 0 і г < п .

Тому матриці С і С ступеневого вигляду мають однакове 
число г ненульових рядків і, отже, ранги їх  збігаються:

г = рангу С = рангу С .
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Ллє рангЛ = рангу С і ранг А = рангу С . Тому 

г = рангу А = рангу А .

Разом з тим, система (2) сумісна. Невідомі хихр , ...,хр , які 

містяться при провідних коефіцієнтах Yn>Y2/v">Yr/7 ~ на'

зиватимемо їх  основними, -  можна подати через решту не
відомих. Останні невідомі називаються вільними і число їх  
п -г .

Для того щоб подати основні невідомі через вільні, потріб
но розпочинати з останнього рівняння системи (2):

Yrpr Xpr +Yrpr+1 'хрг+\ + ••• +Угп ' хп ~^г

І подати Хрг через невідомі Х +],. . . ,  х„ , які увійдуть у сукуп

ність вільних невідомих. Далі слід перейти до рівняння, яке 
знаходиться вище щойно розглянутого, і т. д.

Дістаємо загальний розв’язок системи (2) і, разом з тим, 
загальний розв’язок системи (1).

Зокрема, якщо ранг г = п, тобто збігається з кількістю неві
домих, тоді система (2) матиме вигляд

Y ||X , + Y l2 * 2  +  + Y ln - l* n - l  + Y\nx n = 5 , ,

Y22*2 + -  +У2п-\хп-\ + Уіпхп =б2,

Уп-\п-\хп-\ +Уп-\пхп ^л-І ’

Y ппхп ~^п’

де укк Ф0,к = \,П .
Тоді система має єдиний розв’язок

8„ 8„_, Уп-\п
Хп — ~ > Хп~] ~ ХП> ■■■

Y пп Y/1-ІЛ-І Y П—1 п—\

М ожливість 2. Останній ненульовий рядок матриці С має 
вигляд

сг = (0 ,0 , ...,0  І 8Г) ,  8Г * 0 .
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Тоді ранг С - г -  1, ранг С =г, а тому ранг Л = г - 1 ,  ранг 
А = г. Система (2) у цьому випадку не матиме розв’язків, 
оскільки містить рівняння

0-х , + 0 -х 2 + ... +0-х„ = 8Г, 8ГФ0

типу 0= 1. На підставі цього задана система не матиме роз
в ’язків.

Теорема 1 (Кронекера -  Капеллі). Для того щоб система 
лінійних рівнянь була сумісною, необхідно і достатньо, щоб 
збігалися ранги її основної т а  розширеної матриць.

Д о вед ен н я  випливає з наведених вище міркувань.
Теорема 2  (про визначеність системи лінійних рівнянь). 

Для того щоб сумісна система лінійних рівнянь мала лише 
один розв ’язок, необхідно і достатньо, щоб ранг її матриці 
збігався з числом її невідомих.

В к а з ів к а  щодо застосування методу виключення невідо
мих. При застосуванні елементарних перетворень з рядками 
матриці для зведення ї ї  до ступеневого (або навіть до псевдо- 
ступеневого) вигляду іноді доцільно на якомусь кроці пере
ставити стовпці (за винятком останнього). При такій переста
новці слід поміняти місцями і відповідні невідомі. Проілюст
руємо це.

Приклад. Дослідити систему

—х, + (14- А)х2 +(2 — А)х3 +Ах4 = З,
Ах, -  х2 +(2 -  Л)х3 +Ах4 = 2,
Ах, + Ах2 + ( 2 - А . ) х 3 + А х 4 =2,
Ах, + Ах2 + (2-А )х3 - х 4 =2

та знайти ї ї  розв’язки залежно від параметра А .
Запишемо розширену матрицю системи

А =

'- 1 1 + А 2-А. X 3"
А. -1 2 - Х X 2

А. 2 -Х X 2

U А 2 -Х -1 2,
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(~\ 1 4" А, 2-А . X 3N

0 х2+х-\ —X2 + А, + 2 х2+х 2 +ЗА,
0 X +1 0 0 0

< 0 0 0 -А .-1 о,

Застосуємо до матриці А серію елементарних перетворень: 
віднімемо від останнього рядка 3-й рядок, потім від 3-го від
німемо 2-й, і, нарешті, до 2-го рядка додамо 1-й, помноже
ний на А . Дістанемо

В =

Переставимо 2-й і 3-й стовпці. Дістанемо ступеневу мат
рицю

С =

Отже, якщо -X 2 + Х + 2 = (Х + 1)(2 -  А.) *  0 => А. *  -1  і Хф2, т о

матриця С -  ступенева. У відповідній системі рівнянь слід 
поміняти місцями х2 і х3 . Рівносильну систему рівнянь у 
цьому випадку можна подати у  вигляді

Ґ-1 2-А . 1 + А, X Зл

0 —X2 + А, + 2 Х2+Х-1 х2+х 2 +ЗА.
0 0 1 + А, 0 0

, 0 0 0 -А .-1 0,

- * і  + (:2-А.)*, 

(А. + 1)(2-А.)х3

+(1 + А,)х2 

+(Л~ + А, — l)Xj 
+(Х + 1)х2

+Ххл = 3,

+А(л + 1)х4 — 2 + ЗА,, 

= 0,
—(А, + 1)х4 = 0.

Її розв’язок

X,
-1

А. +1
х2 = 0 , х3 = 2 + ЗА.

(А. + 1)(2 -  А,) ’
Хл =0

при А. Ф -1 і X Ф 2 .
При А, = -1  безпосередньо із системи дістанемо

С =

Ґ-1 3 0 -1 3'
0 0 -1 0 -1
0 0 0 0 0

< 0 0 0 0 0,
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Рівносильна система матиме вигляд
-х , + Зх3 -х 4 = З,

-х 2 = -1 .

Загальний розв’язок: х, = -3  + Зх3 - х 4, х2 =1, х3,х4, де х3,х4 -  
вільні невідомі.

При А = 2 дістанемо

С =

Рівносильна система має рівняння виду 0 - 1 .
У цьому випадку система не має розв’язків.

Вправа
Дослідити систему лінійних рівнянь і знайти ї ї  розв’язки 

залежно від параметра X :
х2 + х3 + х4

Х л

f-\ 0 3 2 3' '-1 0 3 2 3'

0 0 5 6 8 0 0 0 0 1

0 0 3 0 0 0 0 1 0 0

, 0 0 0 -3 о, V 0 0 0 1 0,

Ах, +
х, + Ах2 +

х, +

х, +

х2 + Ах, +

х3 + 

х3 + 

г3

= 1, 
= А,

х-, + + Ххд

-X  

= А3

Відокремлення базисних розв’язків

Нехай система лінійних рівнянь (1) з розширеною
матрицею

Ч і «12 • ■ «1«

А = «21 «22 • • «2п р2

ч«т1 «m2 ' «ти Рт у

сумісна, тобто рангЛ = рангу А =г. Тоді матриця А має базис
ний мінор Д порядку г, який одночасно буде і базисним мі
нором матриці А .



Для простоти викладу вважатимемо, що

Д =

а,
а 21

12

22

а , г
а 2г

Va ,i а г2 а.

ф0 .

На підставі теореми про ранг матриці рядки матриці А , які 
заповнюють базисний мінор, одночасно будуть ї ї  базисними 
рядками. За нашим припущенням перші г ї ї рядків аиа2, . . .,а г 
будуть базисними.

За допомогою елементарних перетворень рядків матри
цюй можна подати у вигляді

ґ
I V

В = в Р г

0

\ • У

«п «12 • . ССІГ . .. а,„
«21 «22 • . а 2г •• «2л р 2

«гі «г2 • . а„. . ■ «™ Рг
0 0 0 . . 0 0

0 0 .. . 0 .. . 0 0 ,

Вона одержується з А заміною всіх рядків з номерами і > г 
нульовими рядками.

Наведемо ту серію елементарних перетворень (усі вони 
типу 2), яка перетворює матрицю А в В .

Рядок а, з номером і > г матриці А лінійно подається че
рез рядки а\,а2,...,аг :

сіі — А.і#| + 'К2а2 + ... + ~Krdr .

До рядка а, додамо рядок ах, помножений на -А ,,, потім до 
нього додамо рядок а2 , помножений на -Х 2 , і т. д. У ре
зультаті г'-й рядок заповниться нулями. Продовжуючи далі 
ці перетворення, аналогічно дістанемо врешті-решт матри
цю В .
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Задана система (1)  рівносильна новій системі рівнянь

«11 *1 +  . . + « 1  г * г  "*■ « І г + 1 * / - + | + . • « І л * л =  Р і .

« 2 1 *1 +  . . + « 2 г * г + « 2 , + І * г + І +  . • + « 2 л * л =  Р 2 .

«#■1*1 +  . . + « г г * г  « / г + І * г + 1 • + « ™ * л =  Р , -

Рівняння цієї системи називаються базисними. 
Перетворимо ї ї  до вигляду

' а , , * ,  +  . . +  a w x r =  Р і « l r + l * r + l

« 2 1 *1 +  . . +  a 2 r x r =  P 2 ~ « 2 r+ l* / 4 - l - . . .  - a 2„ * „

«,•1*1 +  . . +  a r r x r =  P r —« / v + I* r + l

Якщо г<п, то невідомі хг+],хг+2, —,х„ ми назвемо вільни
ми і подамо невідомі xt,x2, ...,хг через ці вільні невідомі, за
стосувавши будь-який з методів, зокрема, метод Крамера. 

Якщо r - п ,  то система (3) набуде вигляду

“і 1*1 + «12*2 +•••+ «!„*„ = Рі>
«21*1 +«22*2 +-+ «2 пхп = Р2>

ал,дс, +а„2*2 +•••+ ««„*» = Ря-
Оскільки ї ї  визначник Д * 0 ,  система має лише єдиний 

розв’язок. Цей розв’язок буде єдиним і для заданої системи (1).

Вправи
1. Знайти необхідні й достатні умови для того, щоб п пря

мих площини

O j X  +  bty  +  с, =  0  , і = \ , п

проходили через одну точку.
2. Знайти умови необхідні й достатні для того, щоб чотири 

точки площини ), і = 1,4 , що не належать одній прямій, 
належали б одному колу.
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3. Довести, що коли система лінійних рівнянь має два різні 
розв’язки а  і Ь, то їх  лінійна комбінація виду А.а + (1 -Х)Ь бу
де також розв’язком цієї системи при будь-яких значеннях 
параметра X .

4. Встановити необхідну і достатню умову для того, щоб 
лінійна комбінація Ххах + Х2а2 + — +^как розв’язків а , ,а 2, —,ак 
неоднорідної системи лінійних рівнянь, була розв’язком цієї 
системи.

5. Встановити необхідну і достатню умову для того, щоб 
сума а + b двох розв’язків а і b системи рівнянь (1) була б 
розв’язком цієї ж системи. Те саме для Х а , X Ф1.

6. За якої умови п точок (x,,_y,,z ,), і = \,п належать одній 
площині та містяться на одній прямій?

§ 4.2. Системи лінійних однорідних рівнянь

Система лінійних рівнянь 

а ,  ,х, + а 12х2 +...+  а,„х„ = 0,
а 2)х, + а 22х2 +...+  а 2„х„= 0,

а т ,х !+ а т2х2 +... + а т„х„= 0

з коефіцієнтами а ік ( і = \ ,т , к = \,п) із поля Р називається 

системою лінійних однорідних рівнянь з невідомими х ,,х2, ...,х„.
Система (1) завжди сумісна, оскільки нульова послідов

ність (0, 0 ,.. . , 0) скалярів -  ї ї  розв’язок.
Теорема 1. Множина L усіх розв’язків системи лінійних 

однорідних рівнянь є лінійний підпростір простору Р". Роз
мірність його dim L = n - r ,  де п -  число невідомих і г -  ранг
матриці А = (а ІІС) ,  і = \ ,т, к = \,п цієї системи.

Д о в е д е нн я .  Нехай х ,у е  L і А,,цєР. Якщ ох=(^|,^2,
П П

і у  = (т ц Л Ь - .П » ) , то І а Д * = °  > Для будь-
*=1 к=\

яких і = \,т.



Координатами лінійної комбінації м> = 'к х  + \х.у будуть ска

ляри со* = +цг|і > к = \,п. Тоді

п п п  п

к =І к —\ к =1 к —\

w e L.

Множина L -  лінійний підпростір. 
Нехай г -  ранг матриці

(

А =

«п
«2 1

«12

« 2 2

«І«
« 2 л

V«mi аm 2 а

системи (1). Згідно з загальною теорією за умови г = п систе
ма має лише один розв’язок -  нульовий (тривіальний). У цьо
му випадку dim L = 0 .

Розглянемо випадок г < п.
За допомогою серії елементарних перетворень зведемо мат

рицю А до ступеневого вигляду

с

Y u  Y 1 2

0 у22
Y i ,  

Y  2 ,

Y  rr 

0

Yin

Yin

4 r n

0

Тут заради наочності викладу вважатимемо, що провідними 
елементами НеНуЛЬОВИХ РЯД К ІВ  Си С2 , — ,С г  Є Y ll> Y 2 2 ’ - " ’ Y rr-  

Тоді система рівнянь, рівносильна заданій (1), матиме ви
гляд

Yi іх і +  Y i2* 2 +  + Y i r x r +  ••• + Y i nx n = 0 ,

y 22 x 2 +  ••• + Y 2 r x r +  + Y  2 n x n  =  °> ( 2 )

174

yrrxr + .. .  +yrnxn 0.



Вільними невідомими будуть хг+ьхг+2, —,Хп . Отже,

*1 — Plr+I*r+1 + +Ріл*л’
Х 2 = $ 2 г+\х г+\ +  ~'г  $ 2п Хп ’

хг — Ргг+1*г+1 + ••• +Р/л*л‘

Загальний розв’язок подається у векторному запису 

X  — (Р|Г+]ХГ+| + ... + Р,пхп,... , firr+\Xr+x + ... + Ргахи, хг+\, ...,хп) .

Виділимо п- r  частинних розв’язків, надаючи вільним не
відомим послідовно скалярні значення, наведені в рядках квад
ратної матриці порядку d = n -r :

х г+1 х г+ 2 х п

8 „ 8,2 8І(/

§2| 822 8г</

8<л 8,2

за умови, що

§ и & 1 2  ' • s u /

8 2 , 8 2 2  • • & 2 d

Ф  0

5 . , $ < / 2  ' ■■ § d c i

Залежно від їх  значень обчислюються хх,х2,...,хг ■ 
Часто такою матрицею обирається одинична матриця

* r +1 *r+2 x n

1 0 0

0 1 0

0 0 1
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При такому заданні матриці частинними розв’язками будуть 
вектори

Ь\ — (3|г+|, Ззг+і5 ■••’Р/т+і5 Ь о, 0 , , 0),
2̂ = (Рі г+ 2  ’ Ргг+2 ’Ргг+2 > 0) 1, о,..., 0) ,

К-r =(Рі#,.р2«— >Р™.0- 0 , . . . ,  і ) .

Ця система векторів bl ,b2,...,bn_r -  лінійно незалежна. Тому 
будь-який вектор X  можна подати у вигляді

х  = ХГ+\Ь\ + хг+2Ь2 + ... + хпЬп-г • (3)
Отже, будь-який розв’язок системи рівнянь (2) і системи 

рівнянь (1) лінійно виражається через вектори b[,b2,...,bn_r . 
Вони становлять базис підпростору L з dim L = n - r  .

Базис підпростору L називається фундаментальною сис
темою розв ’язків системи лінійних рівнянь (1).

З доведеної вище теореми випливає правило обчислення 
фундаментальної системи розв’язків системи рівнянь:

1. Методом виключення невідомих знаходимо ранг г і за
гальний розв’язок системи рівнянь (1).

2. Якщо хг+],хг+2, -  вільні невідомі, тоді складаємо
таблицю,

*1 *2 *г хг+і Хг+2 х„

Ь\ Ріг+І Ргл+і Р/т+І 1 0 0
ь2 Ріг+2 Ргл+г Ргг+2 0 1 0

К-г Р>„ р2л к 0 0 1

заповнюючи послідовно ї ї  рядки. У 1-му рядку Ь\ надаємо 
вільним змінним значення хг+] =1, хг+2 = 0 , х„ =0 і, залеж

но від них, обчислюємо х,,х2, ...,хг . Потім у 2-му рядку Ь2 
надаємо вільним змінним значення хг+х =0, хг+2 =1,..., хп =0 і, 
залежно від них, обчислюємо значення хь х2, ...,хг і т. д. Одер
жані рядки b\,b2, ...,Ь„_Г і є фундаментальна система роз
в ’язків.



3. Замість одиничної матриці в останніх п- r  стовпцях мож
на вибрати будь-яку квадратну матрицю, визначник якої від
мінний від нуля.

Приклад. Знайти фундаментальну систему розв’язків од
норідної системи

х3 + 2хл +
4х3 +

JCj + 2 х 2 -

~Х\ ~
2Х| +
З*, +

х2 + 
Зх2 -  
4х2 -

д-4

*4~
5*3 + 
9х-і

*5
2 х 5 

Зх5 
+

х4 +

= 0 , 

= 0, 
= 0, 
=  0 .

За допомогою елементарних перетворень матрицю
'  1 2 -1 2 1
-1 -1 4 1 -2

А =
2 3 -5 1 3

v 3 4 -9 0 5

зведемо до вигляду
' і 2 -1 2 1'
0 1 3 3 -1

в  =
0 -1 -3 -3 1

,0 -2 -6 -6 2_

Тут у матриці А до 2-го рядка додали 1-й, потім до 3-го 
додали 1-й, помножений на -2 , і, нарешті, до 4-го рядка до
дали 1-й, помножений н а -3 .

Застосуємо перетворення: до 3-го рядка додамо 2-й, а до 
4-го додамо 2-й, помножений на 2. Дістанемо 

ґ \ 2 -1  2 1N
0 1 3 3 - 1
0 0 0 0 0

ч0 0 0 0 0 ,

Отже, система, рівносильна заданій, матиме вигляд 

л:, + 2 х 2 - х 3 + 2 х 4 + х 5 =  0 ,

х2 +Зх3 +3х4 - х 5 = 0 .

С =
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Звідси

х, =  7х3 +  4х 4 -  Зх5, х2 =  -Зх3 -  З х 4 +  х5 . 

Загальний розв’язок матиме вигляд

X  = ( 7х3 +4х 4 - З х 5, - З х 3 - З х 4 + х 5 , х3,х4,х 5). 

Складаємо таблицю

•*1 *2 х3 х4 *5

Ь\ 7 -3 1 0 0

ь2 4 -3 0 1 0

b-s -3 1 0 0 1

Рядки цієї таблиці

Ьу = ( 7 ,-3 ,  1, 0, 0),

Ь2 = ( 4 ,- 3 ,  0, 1, 0),

h  = ( - з .  Ь 0, 0, 1)

є шуканою фундаментальною системою розв’язків. Неважко 
переконатися, що вектори Ьх, Ь2, Ь3 -  лінійно незалежні, і

будь-який вектор із R 5, поданий у вигляді лінійної комбіна
ції цих векторів Ьх, Ь2, Ь3, також буде розв’язком заданої 
системи.

Теорема 2. Рівняння

Рі*і +Р2Х2 + ... +Р„х„ =0 (4)

є наслідком системи лінійних рівнянь (1) тоді і лише тоді, 
коли вектор Ь = (Р|,Р2,... ,Р „ ) лінійно подається через векто
ри ах,а2,...,ат —рядки матриці системи (1).

Дов е д е нн я .  Необхідність. Якщо вектор b подається у ви
гляді лінійної комбінації Ь=\ах + Х2а2 + ... +Хт ат , тоді рів
няння (3) одержується із системи (1) за допомогою елементар
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них перетворень. При цьому до рівняння виду 0-х, + 0-х2 + ... + 
+0-х„ = 0 додаємо ліву і праву частини першого рівняння сис
теми, помножені на X,, потім додаємо ліву і праву частини дру
гого рівняння, помножені на Х2 і т. д. В результаті одержуємо 
рівняння (4). Тому воно -  наслідок системи (1).

Достатність. Нехай рівняння (4) -  наслідок системи (1). 
Розглянемо систему лінійних рівнянь, одержаних об’єднан
ням рівнянь систем (1) і (4):

а п Х] +  а , 2х 2 + . . + а  , „ х „ = 0
а 21X] +  ос22х 2 + . . + «2  „х„ = 0

а т\х \ +ат2х2 + . . + ® т пХп = 0 ,

Р,х, +Р2*2 + . . + Р п х „ = 0

з розширеною матрицею

"а, «12 • • «1я "

А
а21 «22 • • «2л

ч Р1Р2 —Ря , «ті «m2 •• • «тл
1 Р. Р2 •- P„J

Позначимо через с,, с2, ..., сп стовпці матриці А, а с ,,с2, ...,сп -
стовпці розширеної матриці А. Нехай г -  ранг матриці А. 
Вважатимемо, що с ,, с2, ...,сг -  базис, складений із стовпців. 
Будь-який стовпець Cj лінійно подається через ці базисні 

стовпці. Тоді й довільний стовпець Сі матриці А лінійно по

дається через С Т О В П Ц І С,, с2,. . . ,  сг.
Доведемо лінійну незалежність векторів с,, с2, . . . ,сг.
Нехай Х[,Х2, . . . ,Хг -  така послідовність скалярів, для 

якої виконується рівність Х,с, +Х2с2 + ... +Хгсг = 0 . Тоді 

Х|С, + Х2с2 + ... + ~кгсг + 0 • сг+, + ... + 0 ■ сп = 0 і, отже, послідов
ність X,, Х2,... , Хг , 0 ,..., 0 -  розв’язок системи рівнянь (1). За



припущенням рівняння (4) -  наслідок системи (1). Тому по
слідовність Я|Д 2......Хг,0 ,...,0  -  розв’язок системи рівнянь

(5), тобто

А|С| + Х2с2 + ... + Хгсг + 0 • сг+] + ... + 0 • сп — 0

і, отже, Х{сх + Х2с2 + ... +Хгсг =0. Звідси одержуємо Хх = 
= Х2 = ... =ХГ =0. Останнє і означає, що вектори-стовпці 

q , с2, ..., сг— лінійно незалежні.

Ранг матриці А дорівнює рангу г розширеної матриці А.
Із теореми про ранг матриці випливає, що ранги матриць А

і А за рядками також дорівнюють г. Тому останній рядок у 
матриці лінійно подається через рядки ах, а2, ..., аг.

Теорему доведено.

Вправи
1. Знайти базис і розмірність лінійного підпростору L про

стору Р", якщо
а) L задано рівнянням хх+х2 + ... +х„ =0;
б) L -  множина всіх векторів, у яких координати з парними 

номерами збігаються;
в) L -  множина всіх векторів, у  яких рівні всі координати з 

непарними і парними номерами.
2. Встановити розмірність підпростору розв’язків системи 

залежно від значень параметра X

+ 2 х 2 + Зх3 + Ajc4 =0,
ЛГ| + (9 -Х ) х2 + 4х3 + II О

JC| + 2 х 2 + (1 0 -Я )х 3 + Ajc4 = 0,
х х + 2 х 2 + Зх3 + її* II О

3. У просторі многочленів степеня <5 знайти базис ліній
ного підпростору многочленів/(/), для яких /(0)= /(1)=/(2) = 
=ЛЗ) = 0.
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Нехай у  просторі Р" задано дві системи векторів 

а\ = ( « 11>«12>-">«|„)’ 

а2 = ( « 21’ « 22’ —» « 2 „ ),

§ 4.3. Спряжені лінійні підпростори

(А)

а т  ( « т і  > « m 2 ’ « т и  )■

Ь\ =  ( Р і І>  Р |2 ’  — » Р іл ) >  

^2  = ( Р 2 1> Р22> Р г я ) ’  

Ьі = ( Р /1 >  Р /2>  — > Р /«  ) •

(Б)

Якщо вони лінійно еквівалентні, то їхні лінійні оболонки 
збігаються

L(a],a 2,...,a m) = L(b],b2,...,bl ) = L.

Система рівнянь

апх, + аІ2л:2 +... + а1ядс„ =0,
« 2і*і + а 22*2 + -  + а 2п*я = 0.

« » 1 * 1  +  « т 2 * 2  +  -  +  « т и * я  =  0

рівносильна системі

P l l * l  +  Р і 2 * 2 + -  +  Р ія * я  =  0 > 

Р 2 , Х , + р 22Х 2 + . . .  +  Р 2 „ Х „  = 0 ,
(10

. Р / 1 * 1 + Р / 2 * 2 + -  +  Р / я * п = 0 -

якщо системи векторів (А) і (Б) лінійно еквівалентні.
Позначимо через L лінійний простір розв’язків системи

(1) і, отже, рівносильної системи (Г)- Він не залежить від ви
бору систем векторів, що породжують підпростір L. Такими
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системами векторів, зокрема, можна вибрати будь-який базис 
підпростору L .

7'ому доцільно ввести таке означення.
Означення. Спряженим підпростором L* для лінійного 

простору Ь = Ь(ах,а 2, ..., ат ) називається множина всіх роз
в ’язків системи (1) лінійних однорідних рівнянь. Рядками ма
триці А = (а ік) цієї системи будуть вектори аи а2, ..., ат .

Із означення випливає

dim L* = п - г ,

де г -  ранг системи векторів (А).
Теорема 1 (про двоїстість). Для лінійного підпростору L 

векторного простору Р" виконується рівність

( 4 = і .

Д о вед ен н я . Подамо підпростір L у  вигляді лінійної обо
лонки деякої системи векторів

а, = ( а п, а , 2, . . . ,а ,„ ) , і = 1, т .

Тоді L -  множина всіх розв’язків системи рівнянь (1).
Нехай с1,с2,...,ср-  фундаментальна система ї ї  розв’язків,

Р = п - г  і с, =(yj] ,yj2 , - , 4 j „ ) j  = \,p ■

Простір M  = збігається з множиною розв’язків сис

теми рівнянь

' Ч\\У\ + ЧпУг +- + У\пУп =0,
Ь]Уі+Ь2У2+-+ЬпУп=Ь

V

УР\У\ + Ур2Уі +- + УрпУп =0.
Оскільки с! -  розв’язок системи (1), то має виконуватись рів

ність

«,iY/i + OC/2Y/2 + - + аіпУ/п = 0 (3)
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для будь-яких і = 1 ,m\j = 1 ,р.
Із рівності (3) випливає, що

Тому L = L{au a2, ...,ат ) с М .
Доведемо обернене включення М с І .
Оберемо довільний вектор fc = (Рі, •••> Рл)є  М. Для ньо

го виконується рівність

Y/iPi+Y/2p2 + -  + Y / A =0 (4)

для всіх j  = l,p. Оскільки будь-який вектор с = (у},у2,...,у„) 

із підпростору L* -  лінійна комбінація векторів с1,с2,...,ср , 

то с -  розв’язок рівняння

Р,Х, +Р2х2 +... + Р„х„ = ° .  (5)

Отже, будь-який розв’язок системи (1) є одночасно і розв’яз
ком рівняння (5). За теоремою про рівняння -  наслідок (тео
рема 2, § 4.2) вектор Ь лінійно подається через а ,, а2, ..., ат , 
тобто be L.

Включення М с і  доведено. Поряд з цим доведено рівність 

( ґ ) *  =Ґ* = L.

З аув аж ен н я . Доведення може бути спрощене, коли враху

вати, що dim L = dim ( і*  j  .

Способи задання лінійних 
підпросторів

Із ефективних способів задання лінійних підпрос
торів особливо відзначимо два:

І. Підпростір L = L[ax,a2, -  лінійна оболонка сис

теми векторів а , , а2, ..., ат .

а], а2, . . . ,ат с  М  =  .



II. Підпростір L -  множина розв’язків заданої системи лі
нійних однорідних рівнянь.

При розв’язанні деяких задач потрібно вміти переходити 
від одного з цих способів задання підпростору до іншого.

Якщо лінійний підпростір L задано системою лінійних рів
нянь, тоді перехід до першого способу полягає в розв’язанні 
цієї системи рівнянь.

Із теореми двоїстості випливає такий спосіб переходу 
від першого способу задання лінійного підпростору до дру
гого.

Нехай L = L(ai,a2,...,am), де

а\ = ( а І1’ а І2>—’ а 1л)> 
а2 = ( а 21>а 22>—>а 2л )>

а т ( « т і  ’ « т 2 > - " > « т и  )■

Складемо систему рівнянь

а,,*, +а,2х2 + ... + а1лх„ =0, 
«21*1 + « 22*2 + -  + а 2пхп = 0,

« т І * І  + « т 2 * 2 + -  +  « т л * „  = 0

та обчислимо фундаментальну систему ї ї  розв’язків с\,с2, ср. 

Якщо с/= (у ,! ,У /2,---,Y/я )>7 = І,Р , то система лінійних рів

нянь

УиУі+Уі2У2+- + УіпУп =о.
У2\У\ +У22У2+-  + У2пУп =0.

Ур\У\ + УріУг +... + Y рпУп =0

визначає підпростір L, і множина всіх розв’язків цієї системи 
збігається з L .
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М етоди чн і в к а з ів к и . Нехай L=L\ + Lj, де -  лінійні 
підпростори. Для знаходження базису підпростору L слід по
дати Ц і 1*2  у  вигляді лінійних оболонок Ц = Ь(аи а2, ...,ат )

і L2 =L[bl,b2,...,bp).Tom L = L(al,a 2,...,a m,b[,b2,...,bp).

Нехай L = Lxr\L2. Для знаходження базису підпростору L 
слід подати^ і лінійними рівняннями. Якщо і ,  подається 

системою Si лінійних однорідних рівнянь, а і ,  -  системою S2 
рівнянь, то перетин Ц п  ^2 подається системою 5| u  S2 -  

об’єднанням усіх рівнянь систем S, і S2 ■

Приклад 1. Нехай Ц = L(a],a 2,a3) і L j = L(bi,b2,b3) , де

а, =(1,2,1), 6 , =(2, 3 ,-1 ) ,
Ог= (1 ,1 .- і) , Ь2 =( 1,2 ,2),
«3 =(1, 3, 3), 6 3 = 0 ,1 , - 3 ) .

Знайти базис підпростору Ц глЬ2 .
Складемо систему рівнянь

Гх| + 2 х2 + х3 = О, 
і Х\ + х2 -  х3 = О, 

х, + Зх2 + Зх3 = О,

що визначає L*. її матриця

'1 2 п '1 2 1 ї ґ\ 2 г

А = 1 1 -1 ~ 0 -1 -2 ~ 0 1 2

J  з 3 ; ,0 1 2 , 0 о,

Рівносильною системою буде

Г ЛГ| +  2 х 2 +  х 3 =  О ,

j  х2 + 2х3 = 0 .

Загальний розв’язок ї ї  X  = (Зх3,-2х 3,х3).
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Фундаментальна система розв’язків містить лише один 
вектор с, = (3, - 2, 1 ) \ І  ̂= І ( с , ) .

Підпростір Ц збігається з множиною розв’язків рівняння

3yt - 2 y 2 + y3 = 0 . (SO

Система рівнянь

2х, + Зх2 ~ х3 = 0, 
jcj + 2х2 + 2х3 = 0, 
х, + х2 -  Зх3 = 0

визначає С2 . Її матриця

'2 3 - 0 ( 1 1 -3> f 1 1
- 3 ' '1 1 -3"

в = 1 2 2 ~ 2 3 -1 ~ 0 1 5 ~ 0 1 5

,1 1 -3; J 2 2, і 5, 0 0,
Рівносильною системою буде

І х, + х2 — Зх3 = 0,
х2 + 5х3 = 0.

Загальний її розв’язок X  = (8х3,-5 х 3,х3). Фундаментальна 

система розв’язків містить лише один вектор с2 = (8, -5 , 1) і

= L{c2)-
Простір 1*2 визначається рівнянням

8̂ і - $У2 + Уз = 0 . (S2)
Перетин Ц п Ь 2 визначається системою рівнянь

Зух - 2у 2 + у3 =0,
8у і - 5у 2 + у3 = 0 .

5 1
У\,-У\,~У\Загальний ї ї  розв’язок Y =

Вектор с = (3, 5, 1) -  базис перетину
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Теорема 2. Якщо L -  лінійний підпростір векторного про
стору Р" з дійсним основним полем Р (Р -  підполе поля R дійс
них чисел), тоді

Рп = L@L*.

Д о вед ен н я . Подамо підпростір у вигляді лінійної оболон
ки деякої системи векторів а , , а 2, . . .,a m: L = L(at,a2, —,ат ).

Нехай М = L + Ґ .  Нам відомо, що коли dim L = r, тоді dim і* = 
- п - г .

Покажемо, що L n  Z* = {0} .

Нехай х = Система векторів ах, а2,

ат ,х  лінійно еквівалентна системі ах,а 2, ■■■,апІ, оскільки х є  L. 

Якщо а ,= (а а ,а і2,...,аіп) , і  = \,п, тоді підпростір Z-* -  мно

жина всіх розв’язків системи рівнянь

а ,,* ,  + a 12x2 + ... + а Ілх „ = 0,

“ m l* l +  а т 2 х 2 +  ■■■+ « Я А = 0 ,

£,х, + Е,2х2 + . .. + \пхп = 0 .

Оскільки х є  £ , то координати його £,,£2, ...,£„ задовольня
ють цю систему і, зокрема, задовольняють останнє рівняння. 
Це означає, що

% + % + ... + % = 0 .

Для дійсних чисел £ ,,!;2, ...,£„ Чя рівність правильна ли

ше при £| =£2 = ... = £„ = 0 . Отже, х = 0 . Тому Z ,n l*  = {0)

і M = L®L*. Оскільки dim М = dim L + dim і* = п, то 

L + L* = Г .
Доведена теорема не розповсюджується на простори над 

довільним полем Р. Вона втрачає силу вже для комплексного 
векторного простору С п. Проілюструємо це на прикладі прос
тору С\



П риклад 2. Нехай а  = ( і ,/ ,0 ) є С 3 і L = L(a). Знайдемо

базис спряженого простору L*. Для цього складемо відпо
відну систему рівнянь. Вона містить лише одне рівняння

1 • Х\ + і • х2 + 0 • х3 = 0 .

Загальний розв’язок системи X  = ( - іх2,х2,х3).

За відомою схемою знаходимо фундаментальну систему 
розв’язків. Вона складається з двох векторів с, = о = ( 1, і, 0) і

с2 = (0 ,0, і ) .  При цьому Ґ  =L(a,c2), а е і п і *  і о * 6 ;

С 3 Ф L ©  С .

Вправи
1. Знайти базис і розмірність суми та перетину підпросто- 

рів Ц = Z,(ol ,a 2,a 3) і 1  ̂ = Щ ,Ь 2), де

а,=  ( 1 ,2 , - 1 , - 2 ) ,  6, = (2 , 5 , - 6,- 5 ) ,

02 = 0 , 1 , 1 , 1 ) ,  *2 = (" 1 ,2 , - 7 , - 3 ) .
о3= ( - 1, 0, 1, - 1),

2. Нехай І , , Ь2 -  лінійні підпростори векторного простору 
/>л над довільним полем Р. Довести:

а) (-А ^2) = Ц п Ь 2 ;

б) ( і |П і 2 ) * = 4 + 4 -

3. Нехай .Р = { 0 ,1J -  поле з двох елементів. Навести при

клади підпросторів із Р 3, для яких їхній перетин із спряженим 
підпростором відмінний від тривіального підпростору.

§ 4.4. Лінійні багатовиди

Означення. Нехай L -  довільний лінійний підпро
стір векторного простору Рп і аеР". Множина M=a+L = 

= {w Є Р": w = a + x ,x e  L) називається лінійним багатовидом. 
Його одержано паралельним зсувом підпростору L.
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Прикладами лінійних багатовидів у просторі R3 є прямі лі
нії. Вони одержуються паралельними зсувами одновимірних 
лінійних підпросторів -  прямих ліній, що проходять через 
початок координат.

Наведемо деякі загальні властивості лінійних багатовидів.
I. Лінійний багатовид М  - a  + L з базисним підпростором L 

буде лінійним підпростором тоді і лише тоді, коли M  = L 
(тобто, коли а є  L).

Д о вед ен н я . Необхідність. Припустимо, що М - лінійний 
підпростір. Тоді 0 є М  і тому 0 = а  + лго , де x0 e L .  Звідси 
а = -х й є  L і тому М = а + L = L .

Д остатність  очевидна.
II. Базисний підпростір L лінійного багатовиду єдиний: 

якщо a + L = a' + L', де І  і Ґ  -  підпростори, тоді L = L '.
Д о вед ен н я . Якщо М = a + L = a' + Ґ ,  тоді (a - a ' )  + L = L'

і, отже, а - а '  є L . Тоді (а -а ')  + L = L і L -  L '.
Означення. Розмірністю лінійного багатовиду М з базис

ним підпростором L називається число, що дорівнює dim і .  
Воно позначається dim М .

Теорема 1. Множина всіх розв ’язків сумісної системи лі
нійних рівнянь є лінійний багатовид.

Д о вед ен н я . Нехай

’ « 1 1 * 1 +  « 1 2 * 2  +  ••■ +  а 1 п х п =  Р і>

а2|Х, + сс22х2 + ... + о.2пхп = р2,
' ................................................................ (1)

« « , 1 * 1 +  “ т 2 * 2  +  ■•• +  а п,пх п =  Р т

є сумісна система лінійних рівнянь і / = (А,, Х2,..., Х„) -  який-

небудь ї ї  частинний розв’язок. Поряд з системою (1) розгля
немо систему

а,,*, + аІ2х2 + ... +Щ„хп =0, 
а2)х, + а22х2 + ... + а 2пх„ =0,

“ m l * l  + ( Х т 2 * 2  +  -  + « т пх п =  0



однорідних рівнянь. Її будемо називати асоційованою по від
ношенню до заданої системи (1).

Позначимо через L підпростір усіх розв’язків системи 
(Г ) і нехай M = l + L. Якщо w є  М, тоді w = l + x,
де х = ...... і w = (wi ,w2,...,w „ ) = (Ai +^1,

п  п п
Х2 Д „ + у .  Отже, £ с iikwk + ^ )=  2 > А  +

*=1 £=1 А=І
п п

~Р<’ оск'льки Х а ,4^4 ~ 0 • Одержана рівність пра-
к=\ к=і

вильна для всіх і = \ ,т .
Таким чином, усі вектори w із багатовиду М = і  + / бу

дуть розв’язками системи (1).
Доведемо обернене твердження: будь-який розв’язок сис

теми (1) належить багатовиду М.
Нехай >> = (ті1,г|2 ,...,г|„) -  розв’язок системи (1), тобто

П ___
^ а (А.г|£ =Р, для всіх і = \ ,т .  Вектор х = у - 1  =
4=і
= Й і.5 г .- .5 «)= > 4 і =г1і - К $ 2  = Th -Х 2,...,^ „  =ЛЯ-Х „, і тоді

п п п п

Z  а  А  = Z  (%  -  х * ) = Е  а л  -  X  а * А  = ft -  Р/= о •
4=1 4=1 4=1 4=1

Вектор х належить і  і, отже, у  = І + х є М .
Множина всіх розв’язків системи (1) збігається з багатови- 

дом М =1 + L , базисний підпростір L якого визначається сис
темою (Г), асоційованою з (1).

Теорема 2. Будь-який лінійний багатовид М збігається з 
множиною всіх розв’язків деякої сумісної системи лінійних 
рівнянь. Якщо r  = dim М , т о  таку систему лінійних рівнянь 
можна вибрати таким чином, щоб вона мала п - r  рівнянь.

Доведення. Нехай M = l + L , де / = (А, Д 2 ,...Д„) і L -  
базисний підпростір багатовиду. Якщо r = dimM = dimZ, то 
виберемо який-небудь базис ах,а 2, ■■■, аг підпростору L. Тоді 
L = L(ax,a2,...,ar ) . Із попереднього параграфа нам відомо, що



лінійний підпростір L можна визначити як множину розв’яз
ків системи лінійних однорідних рівнянь

Р п * 1 + Р і2 * 2  + .. + Р і п х п  = °>

Р г і * ! + Р 22 * 2  + .. + Р 2 п х п  =  0

Р /> і* і + Р р 2 * 2  + ... + Р  р п Хп  — ^

причому можна вважати, що число рівнянь р = п -г  ( р = п -г  -  

розмірність спряженого підпростору Z*).
п  ____

Обчислимо (З, ДЛЯ всіх і = \,р і утворимо систе-
к=1

му лінійних рівнянь

Р п * ! + Р і2 х 2 +  ... + Р і я * И = р . .

Р г і х і + Р г г х 2 + .. + Р 2  п Хп = р 2 ,

Р / , і * і + Р /? 2 *2 + ... + $ р п х п = р р -

Вона сум існа: ї ї  частинним розв’язком буде вектор 
І =  (А,, Д 2 , . . . , А , „ ) .

За теоремою 1 множина розв’язків цієї системи збігається з 
багатовидом М = 1 + L.

Доведені теореми дають змогу сформулювати інше озна
чення лінійного багатовиду, еквівалентне початковому.

Означення. Лінійним багатовидом називається мно
жина всіх векторів векторного простору Р", які є роз
в ’язками сумісної системи лінійних рівнянь з коефіцієн
там и із поля Р.

Теорема 3. Будь-який лінійний багатовид М векторного 
простору Р” над полем Р з розмірністю dim М <п нале
ж ить множині розв ’язків деякого лінійного рівняння

Рі*і +(32*2 + -  + Ря*« = Р> (2)
у якого 6 = (Рі,Р2,...,Р „ )*Є  .
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Якщо d im M  = w - l ,  тоді М  збігається з множиною всіх

розв’язків рівняння виду (2).
Ця теорема -  наслідок теореми 2.

Вправи
1. Довести, що коли М — лінійний багатовид простору Р", 

то для будь-яких х ,у е  М  і Я,ЦЄ Р, ДЛЯ ЯКИХ Х + |Л = 1 , вектор
w = Хх + цу є  М .

2. Нехай М -  підмножина простору Рп з такими властиво
стями: якщо х ,у є М  і Л ,ц єР , для яких А. + |0, = ] ,  тоді 
Хх + \х.у є  М . Довести, що М -  лінійний багатовид.



Розділ 5. МАТРИЦІ ТА КВАДРАТИЧНІ ФОРМИ

§ 5.1. Лінійні перетворення матриці

Нехай задано матрицю

А =
«п  
« 2 1

а 1/7

а 2л

V « m l а m2 а тп )

розмірності т х п  з елементами із поля Р.
Лінійним перетворенням змінних хІ,х2,...,хт через нові 

змінні у\,у2,—,уп > визначеним матрицею А (умовний запис

хих2,...,хт ------- » У і > У 2 >— >Уп X називається перетворення

х, = а иу 1 + а І2у2 +... + <Х\пу„, 
х2 =ct2ly t + а 22у2 +... + а 2пУп,

*т = а т\У\ + а т2У 2 + -  +  ^ тп Уп -  

Аналогічно визначимо друге лінійне перетворення 

У]  = P l l Z l + P i 2 Z 2 + -  +  P i pzp, 

у2 = $2 \z) + P 22Z2 + -  +  Р 2 pzp>

n p - pУп\ = P n|Z, + P „ 2 z 2 + -  +  P np z  

за допомогою матриці

B =

/ P l l  Р і2

Р2І Р22 

Р л і Рл2

Р і р  

Ь р

«/> у

(1)

(2)
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розмірності п х р  з елементами із того самого поля Р (умов-
В  S \> Z \ , Z 2 , . . . , ± p ) .ний запис у ,,у 2,...,у„-

У результаті послідовного виконання двох перетворень -  
спочатку перетворення ( 1), а потім перетворення (2) -  змінні 
хІ,х2,...,хт будуть подані через змінні zl,z2,...,zp . Це третє

перетворення надалі називатимемо добутком лінійних пере
творень ( 1) і (2).

Доведемо, що добуток двох лінійних перетворень змінних 
також є лінійним перетворенням.

Встановимо зв’язок змінних х, і z],z2,...,zp :

х, = а пу, + аи у2 +...+щпуп =

= «11 (Рі 1-1 + Pl2z2 + -  + $\pzr) + a n{$2\z\ +&22z2 + -  + $2pzp ) +
+ ...  +  0C|„ (P „|Z | + P „ 2 “:,2 +  --- +  P npz p )  —

= (allPll +a12P21 +-  + (Xl«P«l)zl + ■■• + 
+(allPl/> + a \2$2p + -  + a \r$np)zp-

Позначимо коефіцієнти при zx,z2,...,zp через

Yu =«nPi* +«І2Р2І + -  + ai„P nk,k  = \,p.

Тоді X, =Yl,Z| +Yl2Z2 + -  + Уір2р і т. д. для x2,x3,... Добуток 

перетворень ( 1) і (2) подається у вигляді

’*1 = Yllzl +Yl2z2+ - + Yl pzp,

*2 ~  У 21 z l  + Y 2 2 z 2  + -  +  Y2 P Z P ’  (3)

Yml Z\ + У m2z2 + + Ymp̂ p" 

Це -  лінійне перетворення з матрицею

^Yii Yi 2 ••• Yi

c  =
Y21 У22

Yml У m2

4 2  P

Y m p j
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Уік =  « л Р і *  +аі2$2к + - + « ш З « А  (> = \ , т - , к  = 1,р).
Вони обчислюються за таким правилом.

Позначимо через а, рядок матриці А з номером і, тобто

аі = (а л ,а ,2,...,ос,„), а через -  стовпець матриці В з номе

ром к, тобто

b(k) = Р  2к

чРпі )
їхній добуток визначимо за формулою

" Р и Л

розмірності т х р  і з елементами

Р:'2 к

vPni )

= а ,|р|і + а ,2р2 і + -  + а шр„4-

Означення. Добутком А • В матриці А розмірності т х п  
на матрицю В розмірності п х р  називається матриця С
розмірності т х р , елементи уік якої обчислюються за фор
мулою

Уік = аі ■ Ь{к) = аиРі* + «,2Р2* + - + «шР«і > 
то б то  у,к дорівнює сумі добутків елементів і-го рядка лівого 
множника А на відповідні елементи k-го стовпця правого 
множника В .

Наведені вище обчислення показали, що добуток двох лі
нійних перетворень є лінійним перетворенням, і матриця його 
дорівнює добутку матриць даних перетворень, причому поря
док розміщення перетворень і порядок матриць одержаного 
добутку збігаються.

Означення. Сумою матриць А = ( а /к) і В = ) однакової
розмірності т х п  називається матриця С = (уік) такої самої
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розмірності і з елементами уік = a jk + PiVt. Сума позначається 
А + В. Отже,

А + В = ( а л +Рл ) .

Добутком матриці Л = (а ік) на скаляр X називається матриця 

(X ■ а ік) . Позначення: X ■ А = (Х-аік).
Теорема 1. Операції з матрицями мають такі основні вла

стивості (розподілимо їх на групи):
I. Властивості додавання
І/. Асоціативність: А + (В+ С) = (А + В) + С .
12. Існування єдиної матриці О, для якої А + 0  = 0  + А = А 

(О -  нульова матриця).
13. Для будь-якої матриці А існує єдина матриця X, для якої 

А + Х = 0 .
14. А + В = В + А .
II. Властивості множення
Пі■ Асоціативність: А ■ (В ■ С) = (А ■ В) ■ С .
112. Е ■ А = А - Е' = А (Е і Е' -  ліва і права одиничні 

матриці порядків т  і п для матриці А розмірності т х п ) .
113. А-(В + С) = А-В + А-С.
114. (А + В) С = А С + В С.

III. Властивості множення на скаляр
III,. а -(А + В) = а -  А + а-  В .
1112. ( а  + Р )-А = а - Л + Р -А.
1113. (0С-Р)-Л = а - ( Р -А).
1114. 1 -А = А.
1115. а-(А В) = (а-А)-В = А (а-В).
Тут а ,  Р є  Р і 1 -  одиничний елемент поля Р.
Відповідні операції допустимі. Так, наприклад, властивіс

тю II, (асоціативність множення) передбачається: матриця А 
має розмірність т х п ,  матриця В -  розмірність п х р ,  матриця 
С -  розмірність pxq .

Позначимо через Мп множину всіх квадратних матриць 
порядку п (тобто розмірності пхп) з елементами з поля Р.
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Для них операції додавання, множення і множення на скаляр 
допустимі без обмежень. Ця множина називається алгеброю 
матриць.

При и>1 в алгебрі Мп матриць не виконується закон ко- 
мутативності множення. Наприклад, якщо в алгебрі М2 взяти

, тоді А • В =

Приклад 1. Нехай А = (а ік)є Мп. Матриця

(\ f '2 -Г
A = і B =

O Ю J  0 ,

r3 -Г '2 0Nі B A  =
,2 0, J  b

А =

Аі А2\ 
А 2 А22

п\

ч\п Л2 п

називається приєднаною для А, якщо ї ї  елементи є алгебрич
ними доповненнями елементів визначника

a i i a ]2 . • “ in

«21 a 22 • • a 2n
= det A =

“ nl a „2 . ■ a„„

Обчислимо добуток

А-А =

Y ,i  Y12 

Y21 Y22

Yin  

Y  2n

^Ynl Yn2 Y nn J

За правилом множення матриць маємо

Y , 1 = a ,  ,41  + a  l2Al2 + ... + a,„A,„ = A, 

Y l 2 = C t ll^ 2 1  +CXI2^22 +  —  + a ln ^ 2n  = 0 , . . .
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Для Д О В ІЛ Ь Н О Г О  Y/Аг :

Уік =
Д, якщо і = к\
0, якщо і *  к.

Отже,

А-А =

'L  0 ... 0 Л
0 Д ... 0

0 0 ... д ,

А-Е,

де Е -  одинична матриця розмірності пхп:

f \ 0 ... 0 л

Е =
0 1 .. . 0

0 0 1-  . . . .  у

П риклад 2. Знайти добуток матриць 

(0  а
0 0

А =

'0  of f° о о

о ,

о
4

О

І0 о)
А В  =

З наведеного прикладу напрошується висновок: добуток 
ненульових матриць може бути нульовою матрицею.

Вправи
1. Довести сформульовану вище теорему про операції з 

матрицями, звернувши особливу увагу на доведення власти
вості II і .

2. Нехай матриця В одержується з матриці А = ( а ік) роз
мірності т х п  за правилом: перший рядок матриці Л запису
ємо першим стовпцем матриці В, другий рядок матриці А за
писуємо другим стовпцем матриці В і т. д. Одержана матриця 
називається транспонованою для А і позначається А1. Очевид

но, що (л г ) = А . Довести рівність (А-С)Т =СТ ■ АТ .
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3. Довести, що коли г = г(А) -  ранг матриці А, гх = г(В) -  
ранг матриці В, г2 = г(С) -  ранг матриці С і  А = В С  , тоді

r< m in (r l ,r2 ) .

4. Знайти загальний вигляд квадратної матриці X  (або 
розв’язати матричне рівняння АХ-ХА = 0), яка переставна з 
матрицею

ґ0 1 0^
А=  0 0 1 

,0  0 0 1

Множення визначників

Теорема 2. Якщо А і В -  квадратні матриці од
ного порядку, тод і добуток їх визначників дорівнює визначни
ку добутку А • В цих матриць, то б то  det (А ■ В) = det А ■ det В .

Д о вед ен н я . Нехай

'«п а )2 . • «1я' ГРп Рі2 '- Рілї

А = а2, «22 •• «2л
, в = Р21 Р22 • Ргя

,«я1 «„2 ■ «ял у уРлІ Ря2 ■ Рлл,

С = А В  =

Y u  Y 12 

Y21 Y22

Yin
Чі п

\У п\ У ПІ Упп J
де Y/* = « , l P u  + а і2$ 2к + -" + «ілРлі- Подамо елементи першого 
стовпця матриці С у вигляді уп = , + а^Ргі + + « ; яРлі •

Тоді

« І і Р п  +  « І2 р 2 І  +  -  +  « 1 л Р я І Y l 2 ••• Y| л

а 2 іР п  + а 22Р 2 і +  -  +  « 2л Р л 1 Y22 Y 2n
det С =

« я і Р і І  + а я 2 Р 2 І + " '  +  а ллР яІ Y „2
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а ,, ЇІ2 • • Ї 12

=ІР„
1=1

а 2і Ї 22 • • Y 2п

«ш Уп2 • ■ Y пп

У кожному визначнику ПІД знаком суми

стовпця подамо у вигляді суми у/2 = а, -6^  = ^ot,/P/2 та роз-
/=і

кладемо одержаний визначник на суму п визначників і т. д. 
Урешті-решт дістанемо

det С = £  Р/іР/2-Ри
i j y...,w=\

« і,
а ,

сс,
а

а 1 W

2./ а 2и>

®л/ а„

де незалежно набувають значень від одиниці до и

(усього пп доданків). Але у  цій сумі присутні доданки, які 
дорівнюють нулю: якщо два яких-небудь індекси в послідов
ності рівні, то відповідний визначник під знаком суми
має однакові стовпці, а тому він обертається на нуль. Звіль
нившись від таких доданків, дістанемо

det С = £  РлРуг-Р*

а,, а|у 
«2  і «  и

a \w
« 2и-

а„ а„

де підсумування проводиться за всіма можливими переста
новками номерів 1, 2, ..., п. Для деякої фіксованої
перестановки ( )  розглянемо визначник

а,, а
а-, а

Д =

« і*
« 2*

а„ а„ а„

2 0 0



Нін одержується із det 4̂ перестановкою стовпців:

(І) (2) ,(»)

Якщо для здійснення цього перетворення потрібно буде S 

транспозицій, то Д = (—1)' det ̂ 4. Число інверсій t = w]

має однакову парність з числом s, а тому (-1 ) ' = ( -1 ) '.  Тоді

detC = X  (-l)'P ,,P /2-Pw„ det^  =
...w)

f  \

= det A' = det A- det В,

що й потрібно було довести.
Цією теоремою користуються при обчисленні визначників 

деяких спеціальних типів.

П риклад 3. Обчислити визначник типу

А =

а0 а\ а2 . • ап-
ап- 1 «о а, . ■ ап-

а\ а2 «з •.. а0

Такі визначники носять назву циклічних.
Помножимо його на визначник Вандермонда.

£> =

1 1 . 1

є . Є2 . ■

_п-І -л -2
є 2 є " 4

= П ( є* - є /)’
*>./

2 i\k . . 2 л k  — -—
де Ek = cos-------Hz sin-------- корені рівняння x - 1 = 0, k = \,n.

n n
Позначимо / (x ) = a0 + a\X + ... +an_xxn~x. Користуючись 

правилом множення відповідних матриць, дістанемо
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A D  =

ґ / (є ,)  / (е 2) ... / (є я)
Є,/(в|) є2/(в2) ... є„/(є„)

еґ/ (є ,) еГ 7 ( є2) ... еГ7 (є„)л-1
*= |

Але D * 0 . Тому A = / (E | )-/ (e2 ) ' ” / ( en)-

П риклад 4. Обчислити визначник циклічного типу

'  1 22 З2

А =
и2 1 22 .. . ( л - 1)2

v22 З2 42 .. . 1 j

Для нього / (х ) = 1 + 2 -x + ... + и •х'1 . Якщо g ( x ) -
и+1

= х + х “ + ... + Х =-
х - х  

х — 1
, то g '(x ) = 1 + 2х + Зх2 +... + их"-1

Нехай Л(х) = g'(x)x = х + 2х2 +... + пх" . Тоді 

f{x )  = [g\x)-x\ =>/(х) = 

л2х3 - (З л 2 + 2 и - і ) х 2 +|3и2 + 4 и )х - (и  + і )2 - х  + 1

(х-1)

Для коренів ек, к = 1 ,л -1 , відмінних від 1, маємо

N п2 (е^ -  і )3 -  2и(е^ -  і )2 _  yi(w + 2) - w 2et
J ) ,  ,ч 4 / ,  \2 '(є*-1) (1-е*)

Для е„ = 1 знаходимо відому суму

. . 9 2 2 + 1)(2л + 1)
/ (є „ )  = 1 + 2 +3 +... + Л = —------\

Таким чином, 
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л-1

A = (-!)■
„_І п(п + 1)(2и + 1)

П { « ( «  + 2) - и 2еЛ
*=і

л-1

по-)
Оскільки

я —1

П(* - є*)= ~—Г = 1 +* + ■•• + х"_|, 
*=1 Х ~ 1

я —І

то P [ ( l  - є * ) = w. Аналогічно знаходимо, що 
к=\

Y\{n{n + 2 ) - n 2zk]  = n 2n 2 fj 
к=\ к=І

= І „ - ' [ ( „  + 2 )” - „ " ]

-Є* > =

Остаточно,

д  _  ( - П " - 1 . ( И + № П +  1) ^ л -2
12

(/7 + 2)" - я ”

Вправи

1. Піднесенням до квадрата обчислити визначник

А =

2. Використовуючи циклічність, довести, що

а Ь с d
-Ь а - d с
-с d а -Ь
-d -с Ь а

А =

X У 0 . . .  0
0 X У ■ . 0
0 0 х . . 0

У 0 0 . . . X

= х " + ( - 1)"-1- / .
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3. Обчислити

1 2 3 .. л

л 1 2 . . л -1

д = л -1 л 1 . . л - 2

2 3 4 . 1

4. Методом математичної індукції за натуральним числом 
п довести рівність

7 2 „2 2 л(л + 1) ( 2л + 1)
І2 +2 +32 +... + л = —------- -------

§ 5.2. Оборотні лінійні перетворення

Лінійне перетворення

X, =  а , , ^ ,  +CXt2>'2 + - - - +  а іл > я ’

х2 = ®21̂ 1 + а22.У2 +•••+ &2пУп’

а ЯіЛ +••■+ а ппУп-

з квадратною матрицею /1 = (а ік) порядку л можна записати 
іншим способом, використовуючи правило матричного мно
ження. Для цього змінні х ,,х 2, ... ,х„ і У],У2, >Уп подамо 

стовпцями

м V i '

Xі 
•••

п
£ 

•••

\Уп /

Тоді система рівностей (1) набуде вигляду

Х  = А У .  (П
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Означення. Лінійне перетворення (І ') називається оборот
ним, якщо знайдеться таке лінійне перетворення

Y = V -X  (2)

з квадратною матрицею V, що подає змінні у\,у2, ,У„ че
рез змінні х]гх2, ... ,хп. Воно називається оберненим по від
ношенню до (Г ).

Теорема 1. Якщо визначник А = det А матриці А лінійного 
перетворення ( 1) відмінний від нуля, тоді воно оборотне.

Д о вед ен н я . Подамо змінні у\,у2, — ,у„ через змінні 
х,,х2, ... ,х„ за допомогою формул Крамера. Дістанемо

* = Д

*1 « 12 . . .  а , „

х2 « 2 2 . . .  а 2„

х п « л 2 . . .  а „ „

= А\  і А
—  JC, +  —

=  - ( М і 1  + Х2А2\ +  -  + хпА , )  =

, ^-Х2+ ... + ̂ Х „ .
А ' А 2 А ”

Аналогічно подамо у 2 через хх,х2, ... ,х„ і т. д. Оберненим 
перетворенням буде система рівностей

Ук = 4 Ljci +^ Г Х2 + ... + ^ х п, к = \,п, (20
А Д Д

з матрицею V = —А,  де A = det^  і А -  приєднана матриця 
Д

для А.
Означення. Квадратна матриця А = (а ік) називається 

оборотною, якщо для неї знайдеться така матриця В = ((З,*), 
для якої

А- В = В ■ А = Е
-  одинична матриця. Матриця В називається оберненою для А.

Теорема 2. Квадратна матриця А оборотна тоді і лише 
тоді, коли Ті визначник відмінний від нуля. Для оборотної 
матриці обернена матриця єдина.
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Д о вед ен н я . Необхідність. Нехай матриця А — оборотна. 
Для неї існує така матриця В, що А- В = В • А = Е . За теоре
мою про множення визначників det(^4 • В) = det A -det В = 1 .
Звідси випливає, що А = det А Ф 0 .

Достатність. Нехай Д = detА ф О. Позначимо V — —  А ,
А

де А -  приєднана матриця. Тоді A-V =—(А-А) = —-Д Е - Е .
А А

Отже, V ■ А = Е , тобто V-  обернена матриця.
Доведемо єдиність. Нехай В -  також обернена матриця для А:

В ■ А = А - В = Е .

Тоді (B-A)-V = E-V = V,  (B-A)-V = B-(A-V) = B E  = B. 
Звідси В = V .

Матриця, обернена до А, позначається А~]. Отже, V = АГ .

Методи обчислення оберненої матриці

Метод І. ЯкщоЛ -  оборотна матриця порядку п ,  то

А '1 = - - А ,
А

де Д = det А Ф 0 ;  А -  приєднана матриця.
2

Застосування цієї формули вимагає обчислення п +1 ви
значників порядків л - 1  і п. Якщо, наприклад, п> 4, застосу
вання цього методу вимагає великих обчислень. Навпаки, при
2 < п < 4 цією формулою можна користуватись.

Вправи
1. Розв’язати матричне рівняння АХВ = С, де

' 1 1 г '\ 0 oN ' 1 1 - г

А = 0 1 1 , в = 1 1 0 , с  = 1 -1 і

0 К ,1 0 К -1  1 К
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2. Обчислити

для всіх цілих показників п .
Метод II (виключення невідомих). Для оборотної матриці 

А = (а ік) складемо систему лінійних рівнянь

а і 1Х1 + а 12х 2 +...+ а , „ х „ =  Уі

а 21х1 + а 22х 2 +...+ «2  пхп = У2

а „ , х , + а „ 2х 2 +...+ а ппХп

АII

з розширеною матрицею

' а , . а ,2  . ■ 0С|„ У\

А =
а 21 ОС22 ■ « 2 и У2

ча п1 а п2 п̂п Уп

Вважаючи змінні У\,У2, ■■■ ,У„ параметрами, застосуємо метод 
виключення невідомих хх,х2, ... ,хп. На підставі умови det^  Ф 0 

змінні хх,х2, ... ,х„ подаються через ух,у2, ■■■ ,У„- Дістанемо 
рівність

X  = B-Y

для стовпців X  і Y з невідомими хх,х2, ... ,х„ і у х,у2, ■■■ ,У„ ■ 

Тоді В = Л~'.

Приклад 1. Знайти обернену матрицю для

fo і і Г 
1 0  1 1

А =
1 1 0  1 

[ і  1 1 0,
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Складемо систему рівнянь
0 -х, +х2 +х3 +х4 =у },

*1 +0 -х2 +х3 +х4 =  У 2

X, +х2 +0 -х3 +х4 =  Уз

X, +х2 +х3 +0 -х4 = У 4

з розширеною матрицею
' 0 1 1 1 V

1 0 1 1 Д'г

1 1 0 1 Уз

, 1 1 1 0 У 4 j
Зробимо такі послідовні елементарні перетворення. 
1. Поміняємо місцями перший і останній рядки:

'\ 1 1 0
\

У4
1 0 1 1 Уі
1 1 0 1 Уз

,0 1 1 1 Уі ,
2. Віднімемо з другого і третього перший рядок:

f l 1 1 0 У 4
\

0 - 1 0 1 У г ' ~ У 4

0 0 - 1 1 Уз  -~ У 4

, 0 1 1 1 Уі

3. Додамо до четвертого другий рядок:
\ 1 1 0

\
У  4

0 - 1 0 1 У  2 ~  У 4

0 0 - 1 1 У з ~  У 4

0 1 2 Уі  + У 2 ~ У 4 у

4. Додамо до четвертого третій рядок:

'1 1 1 0 У4

0 -1 0 1 У2 — У4

0 0 -1 1 Уз ~  У4

V0
0 0 3 Уі +  У 2 + У з ~ 2 У 4 у



Рівносильна система матиме вигляд

+х2

- х 2

+Х-,

- Х і

=  У 4 >

+х4 = у2 - у 4,
+Х4 =У3 — У 4,

3*4 = У \ + У 2 + У з ~ 2 У 4 -

Тому

цю порівняно просту систему, знайдемо
2 1 1 1

*1 = - з * + - у ,  
3

=s 1 Г'І 
+ +^ 4 ,

1 2 1 1
*2 =

3 » ’ з 3'2
+ - у 3

3
+ ^ 4 ,

1 1 2 1
*3  =

3 *
+  3 ^ 2 ~ з Уз

+ з * .

1 1 1 2
*4  =

3 *

=41+ Н---у2
3 з Л -

' - 2  1 1 г

-і 1 1 - 2 1 1
А І _

~ 3 1 1 -2 1

, 1 1 1 - 2 .

Вправа
Знайти обернену матрицю для матриці л-го порядку:

0
0

А=  1 1  1 ... 0

/1 0 0 
1 1 0

Ч1 1 1 .. . 1 у

Метод III (Гаусса -  Жордана). Нехай А -  (а ік) -  квадратна 
оборотна матриця л-го порядку і В = ((З,*) -  прямокутна мат
риця розмірності пхр.  Наведемо метод обчислення добутку 
А~1 • В. Для цього складемо систему рівнянь з невідомими 
Х\,х2 , .. .  , х п і параметрами ух,у 2, ... ,у р :
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a n x, + a i2x2 + ... +a,„x„ = (3, ,jh, +$12Уі + -  +Pi РУР, 
a 21x, + a 22x2+ ... +a2nx„ =(32^| + $ 22y 2+ ... +P 2py p,

a„\x] + a n2x2+ ... + a„„x„= p „ хУх + Р„2у 2+ ... +P npy p . 

Якщо

V '  У \ '

*2 , Y =
Уг

У  р j

тоді систему (Г ) можна подати у  вигляді рівності А - X  = В -Y. 
Оскільки матриця А  -  оборотна, то

Х  = А~] B Y.

Для знаходження А~] В  застосуємо метод виключення не
відомих. Більш зручна процедура обчислень наведена нижче. 

Запишемо розширену матрицю системи ( ! ' )  у  вигляді

Ч і  а ]2 . ■ Щ п Рп Р|2 ■ • Р . ,1

А =
a 2t a 22 • . а 2п Р21 Р22 • • Р 2р

va nl а л2 •.. а пп Рлі Рл2 ■

Будь-яке перетворення системи еквівалентне необхідним 
перетворенням рядків матриці А  , і навпаки. Оскільки за умо
вою матриця А -  оборотна, то за допомогою серії елементар
них перетворень вона зводиться до одиничної матриці Е. За
стосуємо до А  декілька елементарних перетворень таких, 
щоб підматриця А  перетворилася в матрицю Е. В результаті 
А  зводиться до вигляду

" 1 0 . . 0 Y u Y l2  • • Y ip

II

o
'

11

ю 0  1 . . 0 Y21 Y22 ■•• У m

ОО

. 1 Y „i Y „2  • •• Y  np
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*і = У\\У\ +УпУ2 + -  + її рУр, 
х2 = У2\У\+У22У2 + -  + Y 2рУр,

Тоді система (1 ') рівносильна системі

ХП= Уп\У\ + У піУі + -  + У ппУ,n ps  р ’

(2')

тобто

X  = С -Y .

Одержано рівність А 1 ■ В -  С , де

С =

ҐУ\\ Уп Y i/
Y 21 Y22 ••• Y2 р

Yni Y„2 ■■■ Y n p j

Зокрема, якщо В = Е , то С -  А~1. Отже, для знаходження 
оберненої матриці для А потрібно використати таке правило. 
Розширену матрицю

" « 1 1 « 12  • . .  а , „ 1 0  . . . 0  N

їм II II

« 2 1 « 2 2  • . .  а 2„ 0 1 . . . 0

,« « 1 « „ 2 • « я  п 0 0  . •• 1 ,

за допомогою елементарних перетворень рядків зведемо до 
вигляду

с .(£ |с) .

1 о ... о
0 1 ... 0

0 0 ... 1

Yu Y12 Yin
Y21 Y22 ••• Y 2п

У пі У  п2 Упп.

Тоді С = А .
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Приклад 2. Обчислити обернену матрицю для
'0  1 1 Г  
1 0  1 1

А =
1 1 0  1 

J  1 1 °>
Розширена матриця

"о 1 1 1 1 0 0 о"
1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0

Vі 1 1 0 0 0 0 к
Проробимо такі елементарні перетворення з рядками. 
1. Поміняємо місцями перший і четвертий рядки:

Ґ1 1 1 0 0 0 0 г
1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 0 0

2. Віднімемо з другого і третього рядків перший:
Ґ1 1 1 0 0 0 о Г
0 -1 0 1 0 1 0 -1
0 0 -1 1 0 0 1 -1

1 1 1 1 0 0 0,
3. Додамо до четвертого другий рядок:

(\ 1 1 0 0 0 о Г
0 -1 0 1 0 1 0 -1
0 0 -1 1 0 0 1 -1

0 1 2 1 1 0 -1,
4. Додамо до четвертого третій рядок:

Ґ1 1 1 0 0 0 о Г
0 -1 0 1 0 1 0 -1
0 0 -1 1 0 0 1 -1

v° 0 0 3 1 1 1 -2,



'1 1 1 0 0 0 0 ї \

0 -1 0 1 0 1 0 - 1

0 0 -1 1 0 0 1 - 1

1 1 1 2
0 0 0 1

V 3 3 3 3 ,

6. Віднімемо від другого і третього рядків четвертий:

ґ\ 1 1 0 0 0 0 г
1 2 1 1о -1 0 0

"з 3 3 3
1 1 2 10 0 -1 0 “ з 3 3 3
1 1 1 20 0 0 1

V 3 3 3 3,
7. Додамо до першого другий і третій рядки:

/ 2 1 1 г1 0 0 0
~3 3 3 3

1 2 1 1
0 -1 0 0

~3 3 3 3
1 1 2 10 0 -1 0

~3 3 3 3
1 1 1 2

0 0 0 1
V 3 3 3 3,

8. Помножимо другий і третій рядки на -1 :

\

0 1 0  0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 1 І І г
3 3 3 3

І  Л  І  І

3 3 3 3
І  і  _ 2  і
3 3 3 3
і  І  І  - 2  
3 3 3 3 ,
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Остаточно дістанемо обернену матрицю

1

л - ' = ±

- 2  1

1 -2  1

1 1 -2 1
1 1 1 - 2

Вправи

1. Довести, що коли А = В С , де С -  квадратна і невиро- 
джена матриця (d e tC ^ O ), тоді ранги матриць А і В збіга
ються:

г(А) = г(В).

2. Обчислити обернену матрицю для

' 1 1 1 1 '
1 1 - 1 - 1  
1 - 1  1 - 1
1 - 1 - 1  1

А =

§ 5.3. Квадратичні форми

Означення. Нехай А = (а ік) -  квадратна матри
ця порядку п з елементами а ік із поля Р. Функція F від 2п 
змінних хи х2, ... ,х„, у\,у2, — ,У„, яка визначається форму
лою

П
F = F(xi,x2, ... ,х„ ,у„у2, ... ,у„)= ^  а Лх,ук ,

і,к=]

називається білінійною формою, заданою матрицею А.
Означення. Квадратна матриця А -  (а ,к ) називається

симетричною, якщо АТ = А, то б то  вона збігається з транс
понованою. Це означає, що для всіх її елементів виконується 
рівність a lk - а кі.

214



Симетричній матриці А відповідає квадратична форма, тобто 
функція / від змінних хх,х2, ... ,*„, що визначається формулою

/  = /(*|,*2> -  .* „ )=  Z a ikxixk- 
i,k=1

Враховуючи, що a,* = a kj для коефіцієнтів цієї функції, 

помічаємо, що доданки o.jkx,xk та o.kjxkxi для цієї форми збі
гаються.

Тому форму /  можна подати у вигляді

f  ~ ^  «н Xj +2  - ^  (Xik хк 
/=1 і<к

= a uxf + а 22х2 + ... +annx2n + 2 a nxxx2 + 2 a uxxx3+ ... ( 1)

Навпаки, кожній однорідній функції від змінних * ,,* 2, ... ,х„ 
степеня 2 можна поставити у відповідність симетричну мат
рицю, яка і визначить ї ї  як квадратичну форму.

Наприклад, якщо задано однорідну функцію

/  = xf + х\ -  2x1 + 6*1*2 + 12Х|*з -  20*2*3 > 

то у відповідність цій формі ставиться симетрична матриця

А =
1 3  6 '
З 1 - 10
6 - 10 - 2

Подамо форму (1) іншим способом, використовуючи пра
вило матричного множення. Для цього запишемо змінні 
* , ,* 2, ... ,*„ у вигляді стовпця

Х  =
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Тоді
ґа и аі2 • • а 1«

Х Т ■А-Х = (х],х2, ..• > Хп ) '
а 2\ а22 ' • а 2«

Л і «л2 ■. . а„„
/ \

У\

X\лпУ

= (х ,,х 2, ... ,х„) У 2

\ У п  у

У, '** ■
* = |

Звідси
п п ґ  п N

Х г -Л -Х  = £ х ,у , = £ Х/ ^ а ікхк 
/=| v*=i у/=і

і тому

=  Z  а ікх , Ч  = f ( x ] , x 2 , ... , Х „ )  і,к-\

f ( x u x2, ...,xn) = f ( X )  = X r -А -Х . (2)
Означення. Попярою квадратичної форми

П

/  = Z
а=і

називається білінійна форма
П

f  = f(x\ ,x2,..„Х„,у],у2,...,у„)=  £  дг, - а , і  •ук
і,к=1

змінних Х\,Х2, ... ,хп,у , , у2, ...,У„.
Скорочено подамо ї ї  у вигляді

f  =  f { X , Y )  =  X T - A  Y ,  ( 3 )

д е X, Y - стовпці змінних х]гх2, ... ,Х„  І У\,У2, - ,У „ -

Теорема 1. Поляра f  квадратичної форми f  є симетрична 
білінійна форма

f ( X , Y )  =  f ( Y , X ) .
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Д о вед ен н я .
п п п

f( X , Y) = £  х,а,кУк = Y ,x,a k,yk = £  Л В Д  =
і,к=І і,к=\ і,к=1

= Yr - А -X  = f(Y ,X ).

У квадратичній формі /  = X і - А Х  подамо змінні 

xh x2, . . .  , Х„  через Н О В І З М ІН Н І  У\,У2, ... ,у„ за допомогою обо
ротного лінійного перетворення

*1 = Yll^l +YI272 + .. • +Yi п У,

*2 = І 2\ У \ + Ч 22Уг + .. ■ +Y 2пУ,

х п =  1 п\У\ +Y„2>;2 + .. • +Y ппУ,

Матриця С = (уік) його оборотна (d e tC *0 ). Це можна подати 
шляхом компактного запису

X = C Y, Y = (y„y2, . . . ,yn)r .

Тоді ф орм а/у нових змінних у\,у2, ... ,у„ набуде вигляду

f  = (C-Y)T- A ( C - Y )  = Yr -(Cr - A C ) - Y ,

тобто

f  = Yr B Y  ,

де В = СТ • А С .

При цьому матриця В також симетрична:

Вт = (С 7 • А • С)т = Сг • А ■ (Ст )г = Ст ■ А С = В .

Означення. Матриця В називається конгруентною матри
ці А (В = А), якщо існує така оборотна матриця С, для якої 
В = СТ • А С (вважатимемо, що А, В, С -  квадратні матриці 
однієї і т іє ї самої розмірності).
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Відношення конгруентності матриць -  відношення еквіва
лентності:

рефлексивність А =А, 
симетричність В =А =:>А=В, 
транзитивність В=А, D=B=>D=A.
Пропонуємо самостійно довести ці властивості.
Нами доведена така теорема.
Теорема 2. При оборотному лінійному перетворенні змін

них матриця квадратичної форми перетворюється в конгру
ентну матрицю.

Означення. Квадратична форма

/ = РіУГ +02 2̂+ -  +Р пУІ

називається канонічною, якщо її матриця діагональна. 
Теорема З (Лагранжа). Квадратична форма

f  = f ( X ) = f i a ikxlxk
i,k=I

з коефіцієнтами з будь-якого поля Р за допомогою оборотно
го лінійного перетворення змінних може бути зведена до ка
нонічного вигляду.

Д о вед ен н я  проведемо індукцією за числом п змінних. 
Якщо п= 1, тоді /  = а пХ|2 -  канонічна форма. Припустимо, 
що п> 1 і теорема має місце для форм з числом змінних <п.

Розглянемо форму /  з числом змінних п. Подамо її у ви
гляді

f  = а их; + a 22xj+  ... +ат х2п + 2£ в д х * .
і<к

Окремо розглянемо дві можливості.
1. Серед коефіцієнтів а и ,а 22, існує хоч би один,

відмінний від нуля.
2. Усі вони дорівнюють нулю:

«11 =«22 = = а ™ = ° -  
У першому випадку можна вважати, що a , t * 0  . Виділимо 

у формі /  усі доданки, які містять х , :
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де g -  форма зі змінними x2,x3, ... ,xn .
Перетворимо суму перших п доданків

“ п*Ґ 2(Х| 2 +... + '2о»\пХ\Хп =

f  « ї ї * !  +  2 c t ] 2 x l x 2 +  2 c c l3 x tx 3 +  ... +  2 ( l\ n X\Xn +  g  ,

= а, xj2 +2 — х,х2 +... + 2 — х,х„ 1 =
а а,

= а ,
СХї 2 ОС і „

хі + — *2 +■■• +— *„ а,, а„ j

\2 а 12 J 2 «І* 2-х2 - . . . ------ х „ -
«іі а,,

-2 «12 '«13 
« і  і

а
X, +— +... + -

oti І І
^ х  
.1

де g| -  форма від змінних х2,х3, ... ,хп . Отже, форму /  мож
на подати у  вигляді

/  = «п
а

хі +——х2 + — +-
а,,

а >2
In

а,
+ / (х 2,х3, ... ,х „ ) ,

Де / ( * 2’ хз> ••• ) ~ форма, яка не містить х , .
Введемо нові змінні

, «12 « 1„
+ ТГ~*2 + ••• + ~ Хп =У\, х2 =У2’ хп =Уп■U.1 а,

Тоді

/  = а ц у |2 + f ( y 2,y3, ... ,у „ ) .  

Подамо старі змінні через нові

а 12 а
= У \ - - г У г - - ~ — У„,а а.

Х2 = У:2- -  =7„-

Матриця цього лінійного перетворення
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с,= о

1 -
а 12

а п
1

« 1»
«II
О

VО О 1

оборотна, оскільки detC, = 1.

До форми / = / 0 2> у3, ... ,у„) застосуємо припущення 
індукції.

Існує оборотне лінійне перетворення

У2 = $22z2~*' ^ 2 n zn ’

Уз = Рз222 + ••• "*"Рз nzn ’ 

Уп =P«2Z2+ -  +Р nnzn

таке, що форма /  у змінних z2,z3, ... ,z„ має канонічний ви

гляд

/ = Рг22 + Рз2з + -  + Pnzn ■
Якщо покласти, що ух = z , , то матрицею переходу від

УиУ2> -  ’ Уп Д° zl >z2’ >z« Є

f \ 0 ... о

_ 0 Р22 ■■■ Р2П

V® Р л2  • • •  Р  пп J
і det С2 Ф 0 .

У змінних z,,z2, ... , z „  форма /  має канонічний вигляд 

/  = a, ,z,2 + P2zf + P3z| + ... +P„z2 .

Матрицею переходу від початкових змінних ху,х2, ... ,хп 
до змінних zt,z2, ... ,z„ є матриця С = С,-С2 і detC = 

= detС, -detC2 * 0 .
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Перейдемо до розгляду другого випадку, коли а , ,  = 
= а 22 = ... = о.т  = 0 і форма

/  = 2 а ,2х,х2 + 2а,зх,х3 + ...

Серед ї ї  коефіцієнтів є ненульові. Наприклад, нехай 
(Х,2 * 0 .  Введемо нові змінні х] = у ] + у 2 , х2 = у 1 - у 2 ,

х 3 =  У З ’ х п = У п -

Матриця цього лінійного перетворення

1 1 0
1 -1 0
0 0 1

о
о
о

0 0 0

оборотна (detC, = -2 ) . У нових змінних форма має вигляд

/  = 2а , 2іу,2 - 2а ]2у2 + (2а ,3 + 2 a 23)y ty3 + ...

Існує лінійне перетворення змінних У\,У2, ... ,у„ через 
змінні z ,,z2, ... ,z„ з оборотною матрицею С2 , яке зводить 
форму /  до канонічного вигляду.

Остаточне лінійне перетворення змінних х ,,х 2, ... ,хп у 
змінні z ,,z2, ... ,z„ дає оборотну матрицю С = С, -С2 .

Приклад. Звести квадратичну форму

/  = х,2 +х2 - 2 х 3 +6х,х2 + 12х,х3 - 20х2х3

до канонічного вигляду.
Матриця цієї квадратичної форми має вигляд

Ґ1 3 6'
А= 3 1 -10

,6 -10  - 2 j

Відокремимо в цій формі квадрат лінійного виразу, який 
містить усі члени зі змінною X, .
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9 2 2
/  =  x f  +  б х |  х 2 +  1 2 х , х 3 + х 2 - 2 х 3 - 2 0 х 2х 3 =

= (х, +3х2 +6х3)2 -8х| - 38х| - 5 6 х2х3.

Позначимо Х| + Зх2 + 6х3 = у І , х2 = у 2 , х3 = у3 . Тоді

х, =)>| -З у 2 - 6 у 3 , 

х2 =У2,
х3 =у3 .

Матриця цього перетворення

Ґ1 - З  - 6 Л

С,= 0 1 о
0 0 1

Квадратична форма у нових змінних матиме вигляд:

/  = Уі - 8у? - 5 6 у2у3 - 3 8 у] .

Виділимо квадрат лінійного виразу, що містить усі члени 
зі змінною у2 '■

f  = У\~ ЧУІ + 1у 2Уг) -  З8у 32 = У\ ~ 8( У2 + \уг  1 + 60 У і ■

Знову-таки введемо нові змінні

7
У\~2\> y2 ~ z2~~^z3’ Уз ~ Z3 ' 

Матриця цього перетворення

С , =

1 0 0

0 1 —

2
0 0 1

У нових змінних квадратична форма матиме канонічний 
вигляд

/  = z] -  + 60z3 .
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Матриця перетворення, що подає хих2,х3 через zu z2,z3 , 
дорівнює

С = С, С2
ґ \ -3  - 6 4 
0 1 0

V0 0 1У

1 0 0
7

0 1
2

0 0 1

і - з  -  
2

0 1 - -
2

0 0 1

Після очевидних обчислень

В = С‘ -А С

є \
1 0 0

-З 1 о

I  - 1- 1
v  2  2  у

Це і є матриця канонічної форми / .

1 - 3  -
Ґ 1 3  6 ' 2 о О

3  1 - 1 0 0  1 —  
о

= 0 - 8  0

(N
41От40 Z

0  0  1
v0  0  6 0 ,

§ 5.4. Додатно визначені квадратичні форми

У цьому параграфі вивчаються матриці та квад
ратичні форми над полем R дійсних чисел.

Якщо у дійсній квадратичній формі
П

/ W  = / (* их2,...,х„)= X  а ,кХ,Хк 
і,к=\

замість змінних х],х2,...,х„ покладемо будь-які числові значен

ня § „ § 2,...,£я єД , т о ді  будемо записувати х =
і /(*) =/(%\Хг>—Лп) ~ значення квадратичної форми /  зі 

змінними (х],х2,...,хп)1 = Х .
Нехай над змінними хІ,х2,...,х„ здійснено оборотне ліній

не перетворення



в результаті якого форма набуває вигляду
' п " п

g<7 ) = яС у і.Л .- .З 'і.)  = /  ЦЬкУк’ ^2кУк^--2-,УпкУк
\к=і *=і *=|

На підставі оборотності матриці С = (Y/*) Для довільних 
значень >̂ я змінних хх,х2,...,хп існує єдиний набір

Т), ,гі2 і-'чЛя значень змінних уи у2,-,Уп  такий, що
П __

4 ,= 2 > / Л ,  ' =

(2)
При цьому має місце рівність

/ а , Д 2. - , и = г ( т і „  л 2. - , л я )-

Означення. Д ійсна квадрат ична форма 

f ( x x,x2,...,x„) = f ( X )

назива єт ься  д о дат н о  визначеною , якщ о вона н а бува є д о да т 
них значень при будь-яких  значеннях змінних, відмінних від 
нуля одн оча сн о :

( W 2, - , U * e  =>/Ui^ 2.-.4»)>0.
Теорема 1. Для т о го  щ об  д ій сн а  квадрат ична форма 

f ( X )  була до дат но визначеною , н еобх ідн о і до ст ат ньо, щ об

й канонічна форма g (r) = f W  + h £  +- + f U  при змінних 
ух,у2,—,у„ мала коеф іц ієнт и  Р, >0, Р2 >0>—>Ри >®-

Д о вед ен н я . Достатність. Припустимо, що форму f ( X )  
лінійним перетворенням ( 1) зведено до вигляду

g(10 = РьУ? + Р2У2 + — + Pn>V
Нехай ^ Л 2,..-Лп -  Деяка послідовність значень змінних 

х„х2, а  Л„ТІ2 . - ,Л Я-  відповідна послідовність значень 

нових змінних У],У2,..,УП , тоді матимемо рівність (2):



/(& 1.$ 2.- .£ ,. )  = РіЛ? + М І  + - + М « -

Припустимо, що Р, >0, р2 > 0, ..., Р„ > 0. Якщо

(S i^ 2— тоді  (т ц ,т Ь -> Л „ )*  9 * РіЛ? + -  + Р„Л2 > 0 , а 
тому / (£ ,,42, ...,£ „ )> 0 .

Форма / (X ) -  додатно визначена.
Необхідність. Припустимо, що форма f ( X )  -  додатно ви

значена. Покладемо г|, = 1, п2 = 0 ,..., ті„ = 0 . Тоді відповідни
ми значеннями початкових змінних є числа =Yn> 

^2 =Уі\’ ■■■■> = Уи1 О3 формули ( 1)). Вони не всі дорівнюють 
нулю, оскільки стовпці матриці С = (уік) -  ненульові. Тому 

/ (4 ,,£ 2,...,£л)> 0 .  Але

/ ( 4 і,^ 2 .- .^ )  = Рі •1 +Р2 0  + ... + Р„ 0 .

Звідси Р, > 0 , а разом з тим і Р2 > 0,...,Р„ > 0 .
Наслідок. Квадратична форма /  від п змінних х],х2,—,х„ 

є додатно визначеною тоді і лише тоді, коли вона за допомо
гою оборотного лінійного перетворення старих змінних мо
же бути зведена до суми квадратів

/  = z,2 +z22 +... + z2

нових змінних Z ] , Z 2 , . . . , Z „  .

Д о вед ен н я . Необхідність. Нехай форма f ( X )  додатно 
визначена. За допомогою лінійного перетворення змінних 
зведемо ї ї  до канонічного вигляду

g (Y)  = Р, у,2 + Р2.у2 +... + Р ^ 2.

За теоремою 1 коефіцієнти Р,,Р2,...,Рл додатні. Здійснимо 
ще одне лінійне перетворення:

г" У2~ - Ж 2- ’ у" ' - Ж ’ -
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У  нових змінних

f  = z2 +zj +... + z2„.

Достатність  очевидна.
Теорема 2 (критерій Сильвестра). Для того щоб квадра

тична форма /  = X  a ikx i x k бУл а  додатно г а ч е н о ю , необ- 
i ,k=1

хідно і достатньо, щоб головні мінори
а и  а 12

А, = а ц , А2 =

«11 «12 •• 
«21  « 2 2  •'

« 2 1  « 2 2

« ї ї
а ■2 р

«р і « р 2 а ЯР

, А„ = detA

її матриці А = (а,к) були числами додатними.
П

Д о вед ен н я . Необхідність. Нехай f (x)  = ^  ®.ікх,хк -  до-
/,Л=1

датно визначена квадратична форма. Зведемо ї ї  до канонічно

го вигляду

g(7) = P1>;i2 + Р2У2 +--- + $пУп

за допомогою лінійного перетворення X  = C-Y  з оборотною 
матрицею С. При цьому Р] > 0 , Р2 > 0 ,..., Р„ > 0 .

Матриця
"р, 0 ... 0 4 

0 р2 -  о
В =

о о р„

конгруентна матриці Л: S  = С7 • Л • С. Тому det Я = Р г Р 2 ■" Р „  

= d e t (c 7 . ^ - c )  = d e tc 7 -det^-detC  = (detC ) -detA.
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Оскільки 3, >0, Р2 >0, р„ >0 і (d e tc )  > 0 , то 
det А = А„ > 0.

Розглянемо форму
_Е_

~ "Хкfp f [ x\ — /' CLiirXiXt
i,k=1

і  матрицею

AP =

«II «12 
«21  «2 2

■1P 
2 P

a .Pl /̂>2 •••

Вона також додатно визначена і тому

Др =

«II «12 • • «Ір
«21 «22 • • «2  р

«р і «р 2 •-  <V

>0

для будь-яких р < п.
Достатність. Нехай головні мінори матриці А додатні: 

Д( > 0, Д 2 > 0, Д„ > 0 . Додатну визначеність форми дово
димо індукцією за числом п змінних хІ,х2,...,х„ .

Якщо п= 1, тоді /  = a n xj2 і Д, = а п >0 .
Форма /  -  додатно визначена.
Припустимо, що твердження теореми має місце для форм з 

п- 1 змінними.
Якщо позначити

л-1

fn-1 f  (Х\ ’Х2 У . « ікхіхі
і,к=І

і  >

тоді

У f п—\ «лл*л
л-1

І « * л
V 1=1
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За припущенням індукції форма додатно визначена. 

Тому в деяких змінних У\,Уг,—>Уп-\ вона п°Дається У вигляді 

суми квадратів /л_| = У\ + УІ + — + Уп-1 ■ тод'
п-1 п-1

f  ~ У . У І «И/Лі Р/'л-У/ хп
/=1 1=1

з деякими новими коефіцієнтами Р/п. Для однозначності по

кладемо, що х„=у„.  Тоді

/  =  +  ®-ппУп •

М  <=І

Перетворимо цей вираз, використовуючи рівності

\2 «2 .2у] + 2Р/яИЯ, =(>-,•+ Рш^и )  -  РіпУп ■

Дістанемо
п- 1

/ = £ (> > ,+р(> л )2 + р>'2
1=1

п- 1
де Р — 0І„„ X  Р/п ■

7=1

Введемо Н О В І З М ІН Н І  у  і +  Р іпу„ =  Zj ,  і =  1 ,и  -  1, У „  - Z „ .  

Подамо _у, через Zj\

у х =  Z, -P i„ Z „ ,^ 2  =Z2 ~ P 22Zn> Л і- 1  =Zn-l _ Р л - Іл 2 и> > л  =  2 л- 

У змінних z ,,z 2,...,z„ форма /  набуде вигляду

g (z ,,z 2,...,z„ ) = z,2 +z| +... + z2_, +Pz2

з діагональною матрицею

в =
Ґ\ 0 .. . о

0 1 ... 0

0  0  . . .  р
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Якщо С -  матриця перетворення, що подає х ,,х 2,...,х„ ме

рсі z„z2,...,z„, тоді В = СТ ■ А С і тому 3 = d e t5  = detC 7’ x

х det Л • det С = (det С )2 ■ det Л . Але (detC )2 >0 і det^  = A„ >0 
(за умовою). Звідси 3 > 0 .

Форма /  -  додатно визначена.

Приклад. З’ясувати, за яких значень параметра X форма 
f  = х\ + 2х2 + 2дг2 -  2Х х1х 2 + 4х,х3 -  6х2х3 додатно визначена. 

Матриця форми

А =
І - X  2 

- X  2  - З  

2 - 3  2

Головні мінори

Лі =1, Д2 =
1 -X 

- X  2
= 2 - Х 2

Д3 =
1 - X  2 

- X  2 - З

2 - 3  2
= -2Л.2 + 12Л-13.

Для додатної визначеності повинні мати місце нерівності 

Д2 = 2 - А ,2 >0, Д3 = -2А.2 + 12Х -13> 0.

З першої нерівності знаходимо, що Хє  (-л/2 ; у/2 j ,  а з

другої -  Хє І г ;3 + ̂ 2/

інтервали ( -V 2 ; уі2 ) і 3 - J ^ ; 3  + ^

З’ясуємо, чи перетинаються

. Для цього порівняє

мо числа V2 і Маємо y/ 2 > 3 -]j^< ^y/2+ J^> 3<
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^  J 2 + I I  > 32 <=>- + 2>/5>9<=>2V5 > | « 4 л / 5  >9<=>
I ' 2 )  2

<=>80>81. Але 80<81. Тому V 2 < 3 - ^ | .  Інтервали не пе

ретинаються. Отже, не існує таких значень А, для яких фор
ма /  додатно визначена.

Вправи
1. Знайти всі значення А, для яких квадратична форма

/  = 2х2 + х\ + Зх2 + 2Ах,х2 + 2х,х3

додатно визначена.
2. Звести форму /  =  Х|2 +х| + ... + Х 2 +  до каноніч-

і<к

ного вигляду.
3. Дискримінантом квадратичної форми /  називається ви

значник Df = det А ї ї  матриці А. Довести, що коли до додатно

визначеної форми f  = f ( x\,x2 ’—’xn) приєднати квадрат не- 
нульової лінійної форми у,х, +Чгхг +-- + Чпхп > тод' Дискримі
нант форми збільшиться.

4. Нехай /  = / (х ,,х2 ,...,х„) -  додатно визначена квадра

тична форма і /  = / ( 0 , х 2 , . . . , х „ ) .  Тоді для дискримінантів цих 

форм виконується нерівність Df  < а п •D j.



Розділ 6. ЛІНІЙНІ ПЕРЕТВОРЕННЯ 
ВЕКТОРНИХ ПРОСТОРІВ

§ 6.1. Базиси векторних просторів

Базисом векторного простору Рп над полем Р є 
будь-який набір із п його лінійно незалежних векторів.

Нехай Б = <6,, Ь2, ..., Ьп > —який-небудь базис простору Рп. 

Якщо х є Р" і x = {sibl +^2b2 +... + £lnbn, тоді координати 
^2> —> записуватимемо у  вигляді стовпця

*Б =
^2

або xB=(l'l,Z>2,.. . , t )n)r .

Оберемо інший базис Г =<с1,с 2,...,с„  > того ж простору.
Всі вектори цього нового базису лінійно задаються через век
тори старого так:

С) =5п6і+52|62+ ... +5 пфп, 
с2 = \̂2Ьі +52262 + -  +S„2fe„,

с„=Ь]пЬ]+Ь2пЬ2 + ... +5 ппЬ„.

Матрицею переходу від базису Б до базису Г  називається 
матриця виду

D =

б,, 512 

52] 822 ^2«

v5„, Jn2 ■■■ °nnj
стовпці якої складені з координат векторів си с2, ..., сп в ба
зисі Б.
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Теорема. Матриця переходу D від базису до базису не- 
вироджена, то б то  det D Ф О.

Доведення проведемо методом від супротивного. При
пустимо, що det D = 0 . При цьому припущенні складемо
систему лінійних однорідних рівнянь

8| ,Ж, + S)2 2̂ —
52|Хі +822*2 ••• +^2пх„ — 0 ,

5„,Хі +8л2*2 + + ~ 0 -

Оскільки detD = 0 , то система має ненульовий розв’язок 
А, Д 2, ..., А„. Якщо замість невідомих підставити цей розв’язок, 
дістанемо систему рівностей

8 , і А., +  6 |2 ^ 2  * • + S i„ A „  - 0 ,

8 2]Аі +  §22^2 * • +  8 2л^ п =  °>

,S„|A | +  5 „ 2 А 2 +  • ■ +  S„„A„ =  0.

У векторній формі ця система записується у вигляді

A.]Cj “і- А2С2 + ... + 0 ?

що означає лінійну залежність векторів. Дістали суперечність. 
Тому det D Ф 0 .

Тепер знайдемо співвідношення між координатами будь- 
якого вектора х е  Р" в різних базисах Б і Г.

Нехай хБ=($„& 2 . - А п )'  і *г= (Л і,Л 2 —  .Л„)Г, тобто 

матимемо рівності:

а) X — 5 |6| + ^2^2 + ■■■ + 5л^л’
б) Х = Т1,С,+Т12С2 + ... +Г\пс„.
Виразимо вектори сj через базис Б і підставимо в рівність б). 

Дістанемо 
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*  = Л|
' п \ ґ п
1 8 ,А  +Т]2 £ 5 , 2Й,

V '=1 /  \/=1 У
\ / „ \

 ̂ / 
+ -  +л„ 2 > л

V/=] У

Z 5! ^  Ь\ + Е 52Л
V *= i /  ч*=і

Ь7 + ... +
U  = 1

ь„.
Порівнюючи цю рівність з рівністю а), остаточно знаходи

мо співвідношення

=5цЛі +S|2Th + — + ^іпт1п>
5 2 =  $ 2 іЛ | +  822Л 2 +  +  § 2 л Л П’

5 л + S „ 2 Tl2  +  -  +  3 „„Л я >

або у формі матричного рівняння

хБ = D • хг .

Отже, стовпець координат вектора х у  старому базисі дорів
нює добутку матриці переходу на стовпець координат у  но
вому базисі.

Приклад. Переконатися, що вектори

6 , =(2 , 2 , - 1), b2 = (2, - 1, 2 ), 6з = ( - 1, 2 , 2 )

становлять базис простору R3 та знайти координати вектора 
х = (1, 1, 1) у цьому базисі.

Розв’язання. На підставі означення встановлюємо, що 
Б = <Ьи Ь2, Ь3 > -  базис простору R3. Початковим базисом 
вважатимемо Е -< e t,e2,e3 >, де е, = (1, 0, 0), е2 = (0, 1, 0), 
е3 -  (0 , 0 , 1) -  одиничні координатні вектори (вектори 
t\, b2, Ьз задані у цьому базисі).

Маємо хЕ = (1, 1, і)7 . Матриця переходу від базису Е до 
базису Б має вигляд

2 2 - П
D -  2 - 1  2

-1  2  2 .
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Якщо хь = (т ії>Лг > Лз ) ' ’ Т°Д'

'  2 2 -Г\ V
і = 2 -1 2 л 2

2 2у Л з ,

О)

Система рівнянь

2Лі + 2Лг _ Лз — Ь 
2 л , -  Лг + 2Лз = 1.
- Л і + 2Л2 + 2Лз = 1

1
має розв’язок Лі = Лг = Лз -   ̂ •

Координати Лі> Л2 > Лз можна знайти іншим способом. 
Дійсно, подамо (1) у вигляді матричного рівняння

х Е = D - X B .

З цього рівняння маємо
ХБ = ° ~ '  ' ХЕ ■

Враховуючи, що

D- , = i

2 2 - 1
2 - 1 2  

- 1 2  2
знаходимо

*Б = Л2 = D~' ■ 1

^ 3 . І Л

І
З
\_
З
\_

Метод обчислення матриці переходу

Нехай Б=<Ь],Ь2,...,Ь„>  -  базис простору Рп. 
Побудуємо матрицю В, стовпцями якої будуть вектори цього 
базису: 1-й стовпець складається з координат 1-го вектора
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/>і = ( P n , P 2 i> •••> P „ i ) >  2-й -  з  координат 2-го вектора

2̂ = (Рі2> Р22’ —> Рпг) ' т- д-
Нехай Г  =< С|, с2, сп > — інший (новий) базис. Для нього 

побудуємо матрицю С, стовпцями якої будуть вектори цього 
базису: 1-й стовпець складено з координат 1-го вектора 
q  = (у п ,у 2і , ..., Упі)> 2-й -  із координат 2-го вектора

C2=(Yl2.Y22>-.Y»2) ІТ.Д.
Запишемо матрицю переходу від базису Б до базису Г :

£> =

5ц 5,2 ... 8|„ Л 

52і §22 &2п

V ^яі 8 „2  &пп

За ї ї  означенням

с, = 5|,6, + Ь2іЬ2 + ... + Ьт Ьп .

Звідси i-й стовпець матриці С подається у вигляді лінійної 
комбінації стовпців матриці В з коефіцієнтами §,, , 52, , ..., 5 „ ,, 
що заповнюють й стовпець матриці D. Тоді мають місце 
рівності

ҐР»
Р2.

Р|2 •
Р22 •

■ Р
• Р 2„

Г 5 „

§ 2 ,

6|2 ■ 
622 •

• 8,Л
• 82„

чРлІ Рл2 • Р пп) ^ п \ $„2 ■

' Ч и  Yi 2 ••• Yi

Y21 Y22 Y  2п

п\ Y/?2 **• УппУ  

тобто В • D = C. Звідси знаходимо

D = В~] С .
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Лінійним перетворенням векторного простору 
Рп над полем Р у  векторний простір Рт називається таке 
однозначне відображення

с/f : Р" - ) Р т ,

яке має властивості:
1. + х2 )=сЛ(х\)+сЛ(х2) для будь-яких х ,, х2 є  Р"

(адитивність).
2. с/І ( а х )  = X с/І(х) для всіх х е  Рп, X е Р  (однорідність).
Ці дві властивості за сукупністю еквівалентні одній влас

тивості:
3. сА(Х1х]+Х2х2) = Х\сА(х])+Х2іА(х2) (лінійність), х , , х2 є  Рп

і Х\,Х2 еР.
Зокрема, лінійне відображення

сА: Рп^>Рп

називається лінійним оператором простору Р".
Із означення лінійного перетворення сА випливає, що коли 

xj, х2, ..., хт е Р п і Хи Х2, ...,Хт е Р ,  тоді

сА(Х\Х\ +Х2х2 +... + Хтхт ) =

= ХхеА(ху) + Х2сА (х2) +... + Хт Л  (хт ).

Наведена нижче теорема дає загальний спосіб побудови 
лінійних перетворень.

Теорема 1. Нехай Б=< Ьх, Ь2, ..., Ь„ > -  базис векторного

простору Рп і f , f 2, —,f„ -  будь-який набір, що містить у  

собі п векторів простору Рт . Існує єдине лінійне перетво
рення сА простору Рп у  простір Рт , для якого

сA(bi ) = f ,  і = \,п. ( 1)

Д о вед ен н я . Визначимо в ідображ ення^: Рп->Рт за пра
вилом: якщо х = 5,г>! +^2ь2 + ... + £,„Ьп -  вектор із Р", тоді

§ 6.2. Лінійні перетворення і матриці
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його образом у просторі Рт покладемо вектор
y*cA(x) = ^ f ] + +£2/2 +

Спочатку доведемо лінійність побудованого відображення. 
Нехай

*і = & А >  х2 = £ л Д ,  х, д 2 є  /»” .
1=1 і=\

п п
За означенням crf(x,) = £ £ ,/ , cyf (х2) = £  Л/У5 •

/=і ,=і
Оскільки

/ „ N Л - N
^ х , + А,2х2 = X, Z 5 A

V /=і У

+ Ял Z1! А =Е(^+Х2Ч/)̂
V <=і у  /=і

тоді

e r f (V i +А.2Х2) = 2 ( ^ + М і ) /  =

= Я.

/=і
" 'і ( п N

+>-2 Е л/У
V і=і у  ч /=і у

=  Я , erf(X| )  +  X 2e r f ( x 2 ) .

Отже, crf(A.| х, + Х2 х2) = X, erf (х ,) + Х2 іЛ (х2) .
Відображення erf має необхідну властивість: воно відобра

жає вектор Ь, у  вектор f  для будь-яких і = \,п.
Доведемо єдиність перетворення erf. Нехай 53 -  лінійне пе

ретворення простору Р" В  р т  , яке перетворює вектор bj у
__  п ґ п ^

вектор f j ,  і = \,п. Якщо х = ^  ̂ b, , тоді 53(х) = 53 £  ̂ ,Ь, =
<=і V <=і >

п п
= ^ 5 /  fi(bj) = ^ ^ , f  ■ Маємо рівність 5 3 ( x )  =  c r f ( x )  для будь- 

/=1 ;=1

яких х є  Рп . Це означає, що перетворення 53 і erf збігаються.
Позначимо через L множину всіх лінійних відображень 

векторного простору Рп у простір Рт , а через М  -  множину 
всіх матриць розмірності т х п  ■і елементами з поля Р.
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У просторі Рп оберемо який-небудь базис Б = < Ь\, Ь2, ..., Ьп >
і в просторі Рт оберемо базис Г= < с,,с2, ...,ст >.

Теорема 2 (про задання лінійних перетворень матрицями).
Існує взаємно однозначне відображення (яке залежить від 
базисів Б / Г):

ф : L-+M

множини L лінійних перетворень на множину Мматриць т а 
ке, що колиcAeL,A = (p (сА), х є  Р” і у=сА(х), тоді

Уг = А ■ хБ, (2)

де jce -  стовпець координат вектора х в базисі Б, а у г —
стовпець координат вектора у  в базисі Г.

Д о вед ен н я . Побудова відображення ер : І — Для будь- 
якого перетворення ст?є L поставимо у відповідність матрицю 
А = ( a lk) розмірності т х п  за таким правилом (правило <р): 

Нехай

сA ( b \ )  =  « п С ]  + а 21с 2 + . . .  +  c tm]Cm ,

сА(р2 ) = а 12С1 + а 22С2 + а т 2Ст  ’

^ { Ь „ )  =  « 1 « с 1 +  а 2«с 2 +  -  +  а тпс т •

Перший стовпець матриці А заповнюється коефіцієнтами 
а и , а 21, ..., а ш|, тобто координатами вектора сА(Ь\) у базисі
Г; другий стовпець -  коефіцієнтами а 12, сх22, •••, ост2 , тобто
координатами вектора сА(Ь2) в базисі Г і т. д. Тоді

ф(сА)=А =

а ,

а 21

а !2
а 22

а їй
а 2п

V«ml и‘т2

Побудоване відображення ф являє собою відображення на 
всю множину М  матриць. Нехай А -  матриця розмірності 
т х п  ■і елементами з поля Р. Розглянемо систему векторів із 
простору Рт :
238

а . а„



f k =<Х|*с, + a 2kc2 +... + a mkcm, k = \,n,

де a u , a 2k, ..., a mk -  елементи k-го стовпця матриці A.
За теоремою 1 існує, причому єдиним способом, лінійне 

перетворення Рп^ Р т  таке, що виконуються умови

^ i bk) = f k ’ к = 1 , п . (3 )

За правилом ф матрицею перетворення сЛ буде дана матри
ця А, тобто (p(of) = А.

Відображення ф — взаємно однозначне.
Нехай c^ ,j6 e  L іф(с^) = ф(33)=А.

т
Тоді cA(bk) = ' ĵ a ikcj = $(bk) і для довільного вектора

/=і

х = X  5А  маємо 
/=і

ґ
сА(х)=с4 = £ 5 ,  сЩ )  = £  5, я  (6, ) = а д .

V/=і У /=і ї=і

Це означає, що сА = j6.
Нехай х є Р", у-сА(х)  є Рт і

(V м
52 л2

. =
Л „ ,

тобто * = £,&, +^2Ь2 + ... +^„6„, у  = У]]С] + г\2с2 + ... +г\т сп 
Тоді

у  = сА(х) = сА Х 5 А  = Х ^ № )  =
\ /=1  У /=І 

л /я т ґ п Л
= £ Е 5 , « іА = Е  E a *& с*-

/=1/г=1 Л:=1 V >=1 у

« __
Звідси Г|* = X  а і(5/, Аг = 1, те , тобто _уг = Л • хБ.

/=і
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Ядром лінійного перетворення erf: Р" —> Рт нази
вається множина всіх тих векторів х є Рп, для яких 
е/1(х) = 0 . Ядро позначається

Кегerf = {х є Я" :crf(x) = 0 }.

Теорема 3. Ядро лінійного перетворення -  лінійний підпрос
тір  векторного простору Рп. Розмірність його дорівнює п -г, 
де г -  ранг матриці цього перетворення.

Д о вед ен н я . Нехай хх,х2 є  Кегerf; А.|,А,2 е Р. Тоді маємо

e r f ( А . |  Х |  +  Х 2 Х 2 )  =  Х |  c r f ( X j  )  +  Х 2 c r f ( x 2 )  =  0 ,  

тобто А.,*, +^2*2 Є Кег erf. Множина Kercrf-лінійний підпростір.

Нехай відносно базисів Б і Г просторів Рп і Рт матриця 
А = (р.ік) відповідає перетворенню erf. Тоді для будь-якого
хє  Kercrf виконується рівність

А ■ хg = 0, де Xg — , f̂ 2, . . . ,  ) •

Ядро Kercrf визначається підпростором усіх розв’язків сис
теми однорідних рівнянь

« 11̂ 1 « 12̂ 2 —
« 21̂ 1 “̂ « 22^2 "*■ « 2п̂ п ~

« тЛ\ + а « 2^2 + -  + а т„^„ = 0.
Останній підпростір матиме розмірність п —г, де г — ранг мат

риці А = (а ік). Таку ж розмірність матиме підпростір Кег erf.

Образ лінійного перетворення

Образом лінійного перетворення erf: Рп —>Рт 
називається множина всіх тих векторів у  є Р , для яких 

існують вектори х е Рп такі, що у=с4(х). Образ познача
ється

І т  сА={ує  Рт \у=с/Кх), х е  Рп).

Ядро лінійного перетворення
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Теорема 4. Образ лінійного перетворення -  лінійний під
простір простору Р . Розмірність його дорівнює рангу матриці 
цього перетворення.

Д о вед ен н я . Нехай у\,у2 є  Imcrf; \ , Х 2 є  Р. Існуютьтакі 

вектори х,,х2 є  Рп, що у, ='Л(х, ) і у2 =crf(x2 ) .  Тоді

crf(A.,x, +Х2х2) = Х,у, + Х2у 2, Хіу 1 +\2у 2 є Imcrf,

де I m o f - лінійний підпростір.
Нехай відносно базисів Б і Г просторів Рп і Рт  матриця 

с/̂ = (а ік) відповідає перетворенню erf, тобто ї ї  коефіцієнти 
задовольняють співвідношення

Уі =erf(6, ) = а ,  ,с, + а  2Іс2 +... + а  т ,ст ,

У2 =crf(62) = а )2С| + а22с2 + ... + а т2ст  ,

fn=<d{b„) = а|„с, + а 1пс2 +... + а тпст .

Підпростір Imcrf збігається з лінійною оболонкою 
...,У„)■ Разом з тим ранг системи векторів У|,У2, ...,/„ 

дорівнює рангу г матриці А. Тому розмірність Imcrf дорівнює г.

§ 6.3. Лінійні оператори

Лінійне перетворення erf: Рп—> Рп векторного 
простору Р" на себе називається його лінійним оператором. 

Теорему про подання лінійних операторів сформулюємо так: 
Нехай Б = < Z>|, Ь2, . . . ,  Ьп > — базис простору Р". Існує взаємно 

однозначне відображення (яке залежить від вибору базису Б)

Фб ; А»

множини Ln усіх лінійних операторів простору Рп на мно
жину Мп усіх квадратних матриць порядку п над полем Р 

таке, що коли erf є  Ln і у  =crf(x), х є Рп, тоді

У б = Л - х б , ( 1 )
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де А = фБ (с^); хБ -  стовпець координат вектора х у  базисі Б, 
у Б -  стовпець координат вектора у в тому самому базисі.

Надалі записуватимемо матрицю А, яка відповідає опера
тору при відображенні фБ, спрощено у вигляді

А = 6#Б •

Отже, якщо

А =

«12  ‘ «1л ч , ї
Ч 1

0-22 ■ « 2 л 52
. У ь  ~

Л2
. ХБ =

« л 2  ' • • « л л  у Л л ,

тоді співвідношення ( 1) набуде вигляду

' V '« 1 1 «1 2  • • «1 л  '

л2 «21 « 2 2  ’ ■ « 2 л

Л л , Ч«л1 а«2 • ^ п п  ;

52

и «

При цьому правило побудови матриці А (правило ф) спрощу
ється, оскільки використовується лише один базис Б. Якщо

сА(Ьк) = а хкЬ\ + а 2кЬ2 + ... + а пкЬп, к = \,п, (2)

тоді к-й стовпець матриці А заповнюється ^оординатами 
а и , а 2А, «„* вектораеА(Ьк) для в с іх к, к = \,п.

Серед усіх лінійних операторів особливо виділимо два:
1. Оператор £ - тотожне перетворення простору. Він пере

творює будь-який вектор х у той же вектор X: £ (х )-х .
У будь-якому базисі цьому оператору відповідає одинична

матриця Е.
2. Оператор 0  перетворює будь-який вектор х простору в

нульовий вектор 0 : 0 (х) = в.
У будь-якому базисі цьому оператору відповідає нульова

матриця О.
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Приклад 1. Задано деякий базис Б = <6,,  Ь2, .... Ьп> і на

бір векторів /J, f 2, ..., f n векторного простору Р". Припус
тимо, що координати всіх векторів Ьк і f k подано в базисі 
Е = <еи е2, ..., еп>, де

в] = (1, о, 0, ..., 0),
е2 = (0, 1, 0, ..., 0),

е„ = (0, 0, 0, ..., 1)

-  стандартний базис. Нехай erf- лінійний оператор такий, що

c ^ ( b k ) =  f k, к  = \ , п  .

Знайти матрицю оператора erf в базисі Е.
Р о зв ’ язан н я . Запишемо матрицю

Р п  Р і 2 Р ій

д _  Р21 Р 22 Р  2п

Р„> Р,и2 Р„
в якої перший стовпець містить координати вектора Ь\ = 
= (Р И, Р2і> Рлі) (в базисі Е), другий -  координати векто

ра *2 = (РІ2, Р22’ Р«2) і т - Д-
Аналогічно складемо матрицю

Фп Ф|2 
Ф21 Ф22

Фі«
Ф2„

Ф«І Фл2 Ф«

перший стовпець якої заповнено координатами вектора f  = 
=  ( Ф М , Ф2І, ...,ф „|), другий -  координатами вектора f 2 =
= ( Фі2’ Ф22- . . . , Ф „ 2 ) І Т .  Д.

Якщо А — erf/.’, то за теоремою про подання лінійного опе
ратора матимемо систему рівностей
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(/ і ) е  -  А ' (*1 ) е  > 

(/2  ) е  =  А ■ (Ь2 ) Е >

(Л)е -  ■^•(^п)е- 

Тут (Ь,)Е> (й2)Е, (6„ )Е -  стовпці матриці В\ (./,)Е, (/2)Е.

)Е -  стовпці матриці F.
У матричній формі наведені вище рівності можна подати 

у вигляді
F = А- В .

Звідси А = F ■ В~'.
Приклад 2. Нехай й| =(2, 1, —1), Ь2=(2, —1,2), й3 —(3 ,0 , 1) і 

у; =(1, 2 ,-1 ) ,  /2 = (1, 0, 0), /з = (0, 1, 1). Обчислити матрицю

лінійного оператора еА, який перетворює Ь, в /  (/ = 1,3) в то
му базисі, в якому задано координати векторів.

Р о зв ’ я зан н я . Спочатку переконаємося, що вектори 6, ,  
62 , 63 -  лінійно незалежні. Потім запишемо матриці

' 2 2 3" < 1 1 0^

в  = 1 -1 0 ,F  = 2 0 1

V- 1 2 Ь 0 1
Якщо А=сАь, тоді A = F- В 1. Обчислюємо 

/ 1 - 4  - 3 Л

В~] = 1 -5  -З 
- 1 6  4

Тоді

А = сАе — F • В

2 - 9  - 6Л 
1 -2  -2  

- 2  10 7

П риклад 3. Нехай Б -< ^ , Ь̂ , ■•■,Ьп> і Г <с,, с2, ..., сп> 

базиси векторного простору Р". Припустимо, що відома
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матриця А лінійного оператора о? відносно базису Б:А=еДв. 
Обчислити матрицю А' того самого оператора erf відносно 
базису Г, тобто знайти А '=crfr .

Р о зв ’ я зан н я . Нехай у=Л(х) і хБ = (£ „$2 , . . . ,  £„)r , 

Ув =(Л„ТІ2. Л„)Г, *г =(% ,!;', ..., уг = (л;>
f / т

Лг» —> "П/т) • На підставі теореми про подання лінійних 
операторів маємо співвідношення

Ук = А ■ хБ, уу = А • Хр .

Позначимо через D матрицю переходу від базису Б до бази- 
СУ Залежність між координатами одного й того самого век
тора в різних базисах (див. § 5.4) подається рівністю 
*б — D' Ху для вектора х і рівністю у в = D- уу для вектора у. 

Отже,

D ■ уг = AD ■ хг => у г =

= £>“' •AD-xr => А'-хг = ZT1 -AD-Xy.

Якщо в останній рівності покласти хг = (1, 0, . . . ,  О)7 , то 
дістанемо

r r
0 1 0

= D~] - AD-

, 0, , 0,

Це означає, що перші стовпці матриць А' і £>"' • AD збіга
ються. Аналогічно встановлюється збіг інших стовпців мат
риць А' і D~] ■ AD. Отже,

А’ = / Г 1 • AD.

Матриця А' одержується з матриці А множенням ї ї  спра
ва на невироджену матрицю D і зліва — на обернену £)_І. 
Таке перетворення матриці А називається перетворенням 
подібності.
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Вправи
1. Показати, що в просторі R3 оператор

о4(х) = [а, х]

-  лінійний для заданого вектора а = (а, Р, У )  та знайти його 
матрицю в базисі е\ = (1,0, 0), Є2 = (0, 1, 0), ез~(0, 0, 1) (базис Е).

2. Довести лінійність оператора

сА(х) = (х, а) а

у просторі R3 при заданому векторі а = (а , Р, у) та знайти його 
матрицю в базисі Е.

3. Нехай у просторі R4 задано системи векторів

6 ,= (1, 1, 1, 1), *2 = 0 . 1 - 1 - 1). 
ь3= ( і , - і ,  і , - і ) ,  &4=(і,-- 1 - 1. 1);
/ ,= (0, 1, - 1, 0), /2 = (0, - 1, 1, 0),
/з = (0, 2-2,0), /4 = (0,0,0, 1).

Знайти матриці лінійного оператора <А, що переводять Ьк в 

/*(* = ЇЇ4):
а) в тому самому базисі, що й задано координати векторів

Ьк і
б) в базисі сі =(1, 0, 0, 0), С2 = (1, 1, 0, 0), сз — (1, 1, 1, 0), 

С4 = (1, 1 ,1 ,1 ).

Ядро і образ лінійного оператора

Ядро Кегс^ лінійного оператора сА за означенням 

Кег<^={хє Ґ  :<Дх) = 0 }.

Розмірність ядра називається дефектом оператора Л. 
Образ цього оператора

1тс^ =  {ує Р" :у= с^ (х ) ,х є  Рп }.
Розмірність образа називається рангом оператора Л.
Для обчислення Кег о4  і 1т сА потрібно подати оператор за 

допомогою матриці у деякому базисі, наприклад, у базисі 
Е <ех, ег , еп> одиничних векторів (стандартному базисі).
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Якщо A crfg, тоді задача зводиться до обчислення ядра 
Kercrf і образа ІтсА цієї матриці:

Кег erf = {хє Р" :Л -х Е = 0},

Imcrf = {ye Рп :у Е=А ■ хЕ,х е  Р п }, 

де хЕ, уЕ — стовпці, складені з координат векторів х і у .

Приклад 4. Лінійний оператор erf перетворює вектори Ь\ = 
- (1 ,- 1 , 1), Ь2 = (1, 2 ,-1 ), Ьт, =(2, 2 ,-1 ) у  відповідні вектори 

/ і = ( 0 ,  1, 1 ) , / 2 =  (0, 2, 0) , / 3 = ( 0 , - 1 ,  1).
Знайти ядро і образ цього оператора в базисі Е.
Р о зв ’ язан н я . На підставі методу розв’язання задачі 1 

цього параграфа випишемо матрицю В зі стовпцями Ьи Ь2, Ь3 
і матрицю F  зі стовпцями f , f 2 ,fs'.

'  1 1 2 ' '0 0 o'
в = - 1 2  2 , F  = 1 2 -1

.  і - і  - к о і,

Тоді матриця А лінійного оператора erf в базисі Е обчис
люється з рівності А- В -  F , тобто А = F ■ В~].

Здійснимо необхідні обчислення:
( 0 1 2^

В4  = -1 3 4 ?

\ 1 -2 - з ,

О О '  0 1 2^ '  0 0
2 -1 -1 3 4 : -3 9

о 1 V 1 -2 , 1 -1

Обчислимо Kercrf.

Якщо х = ( ^ 2, £3) є  Kercrf, тоді ХЕ = (^ ,^ 2, ^ ) Г і 
А ■ хЕ = 0 . Для невідомих дістанемо систему

Г-35, +9^2 +13£3 = 0;

1 £| ~̂ 2 _^3 = 0 .
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Її матриця

' - 3  9  13 N

- 1  - 1V

за допомогою елементарних перетворень з рядками зводить
ся до вигляду

1 -1 -1

Еквівалентна система лінійних рівнянь

4, Ч 2 Ч 3 = °;
Зс2 +55з =о.

її загальний розв’язок X  = _ "^ З ’ j ’

Фундаментальна система розв’язків складається лише з 
одного розв’язку: а = (2, 5, -3 ). Отже, Kerc^- Д а )  і дефект 
оператора <А дорівнює одиниці.

Обчислимо Іт<Д який збігається з лінійною оболонкою

L(au a2,a3) стовпців а{ = (0, -З , 1)г , а2 =(0, 9, -1 ) , а3 = 

= (0, 13, - І )7 матриці А .
Запишемо матрицю

Ат =
(0  -3  1

0 9 - 1

0 13 -1

За допомогою елементарних перетворень стосовно ї ї  рядків 
зводимо ї ї  до вигляду

0 1 0}
0 0 1

V0 0 0 ,

Вектори *2 = (0, 1, 0) і 6з = (0, 0, 1) становлять базис під-
простору ІГПо>1
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Вправи
1. Знайти ядро та образ лінійного оператора сА(х) = [а,х] 

простору і?3.
2. Навести приклад лінійного оператора <А простору /?3, 

Д Л Я  Я К О Г О  К.ЄГсЗ?*0 І  КеГс^СІГПс^.

§ 6.4. Алгебра лінійних операторів

Означення. Нехай сА, .?> є  L„. Сумою лінійних 
операторів сА+Зд називається оператор £ такий, що &{х) = 
ш Л(х)+j6 (х )  для будь-яких х е  Рп . Сума У=сЛ+JB лінійних 
операторів Л іЗ д -  лінійний оператор.

Нехай х , , х2 є  Рп, X ,, Х2 є  Р. Тоді
+ А2х2 )= Л ( А,Х| + А2х2 )+ j8 (A|X| + А2х2 ) = 

=А,с^(Х| )+Х2Л (х2 ) + А|53(х, ) + А2 j6 (x 2 ) =
= ['кхЛ (хх) + ’к х̂ ( х х)\ + [Х2Л (х2 ) + Х213(х2 )] =

= A, [ef( х ,) + 33 ( X,)] + Х2 х2 ) + 33 ( х2 )] =
=А, Г (х ,)  + А2 Г (х 2 ).

Основні властивості суми операторів:
\х.Л + (£  + С) = (Л + £ ) + С,
12. З ОУ сА{сА+ 0 = 0+сА—сА},
13. \/ЛЗХ{сА+%=Х+сА=0},
Ц. сА+33=33+сА.
Тут 0  -  нульовий оператор, Х =-еА -  протилежний опера

тор для сА.
Операцію віднімання введемо так:

<А-$=сА+(-£).
Означення. Оператор Я  називається добутком лінійних 

операторів чА і 33, якщо для будь-якого х є  Р" має місце рів
ність Я(х)=с^(и6(х)). Позначення добутку: !Р=сА-!В.

Ця операція добутку полягає в послідовній д ії спочатку 
оператором 33 на вектор х, а потім оператором сА  на вектор у = 
= 33(х): z=cA(y), тоді z = P(x).
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Нехай х, ,х2 є Р" і X, Д 2 є  р - Т°Д' М $ ) (^ і* і + ^гхі ) = 
= crf(j8 ( Х| Х| + А-2^2 )) =crf( А,| 53 ( Х|) + Х2 53 ( х2 ) ) = А.і с$(53 ( Х|)) + 
+ Л2сД іЗ(х2 )) = А,(crfSXх, )+А2 (<ЛЯ)(х2 ).

Основні властивості добутку операторів:
\и.сАі$-С) = (Л-£)С.
112- сД-£ = $ тсД=с/І.
Тут £ -  одиничний оператор (тотожне перетворення).

Розподільні закони:
\\г.сА-(,£ + С)=<А-Я+Л-С.
ІЦ. (crf+$> С=сАС+£ С.
З урахуванням наведених вище властивостей, множина L„ 

лінійних операторів простору Рп є кільцем.
Означення. Добутком лінійного оператора сА на скаляр X 

називається такий оператор Н, для якого Щх) = Х-с/І(х), 
х є  Рп . Позначення ї ї =

Оператор ХсА -  лінійний.
Основні властивості добутку оператора на скаляр:
111.. 1- crf=crf, 0- с4 = 0 , де 1 ,0  -  одиниця і нуль із Р.
ІІІ2. (АцИ=А(цЛ).
111.. (А + ц И = А с^ + М .
1114. Х(сА+£)=Хс4+Х£.
1115. Х(сА-Я) = (ХсА)-£=сАіХЯ).
Алгебрична система з наведеними вище властивостями на

зивається лінійною алгеброю над полем Р.
Множина L„ усіх лінійних операторів векторного простору 

Р" -  один з конкретних прикладів лінійної алгебри.
Вище нами розглядалася алгебра Мп матриць розмірності 

пхп. Це ще один з конкретних прикладів лінійної алгебри над 
полем Р.

Вправа. Довести наведені вище властивості лінійних опе
раторів.

Теорема 1 (про ізоморфізм). Нехай Б = <6,, Ь2, . . . ,  Ьп> -

базис векторного простору Рп і 
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Фб : Ln —з> М„

-  взаємно однозначне відображення алгебри L„ лінійних 
операторів простору Рп на алгебру М„ матриць, побудоване 
п теоремі про подання лінійних операторів. Воно має такі 
властивості:

I. фв (of + 3 3 ) Б = ф Б (erf) + ф Б (ІЗ).
II. Фб И-Я) = Фб (erf) • ф в  (ІЗ).
III. Фб (Лс̂ ) = Я ф б (с$).

Д о вед ен н я . Раніше ми умовились щодо позначення

Фб (erf)= crffi ■

Годі сформульовані в теоремі властивості можна записати 
так:

I. (crf+53)B=crfE+.®B-
II. (crf*53)5 = crfs • 53Б .
III. (Acrf)s = A-crfg .
Стовпець з номером k матриці c r fB =  ( a ( ( t )  містить коефі

цієнти a u , a 2k, . . . ,  а пк, що визначаються рівністю

crf( bk) = ocl/t6, + a 2*62 + ... + a„ ^ „ , k = \,n .

Стовпець з номером k матриці 53б= (Р ;і) містить коефіцієн
ти Pu , Р2А, . . . ,  РпА, що визначаються рівністю

•® (й* )= Р ,А  + Р2А  + "- + Р п А ’ к  = \,п. 

О бчислення м атри ц і ( c r f + 3 3 ) B .

{Л+Я)(Ьк)=Л(Ьк) + Я(Ьк) =
п п п

= X  “ /**/ + X  Рікь, = Z  (“ /* + рл ■
<=і і=і і=і

Це означає, що к-й стовпець матриці (crf+j8)B складається з 
сум a u + Pu , а 2к + Р2* , ..., а пк + &пк. Оскільки це має місце 
для всіх номерів к, то

( c r f  +  5 3 ) s  = с rffi  +  5 3 б .
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О бчислення м атр и ц і (с#\8 )Б: 

(ЛЯ)(Ьк)=Л($і(Ьк))=Л($]кЬ] + Р2І62 + --- + Р«А  ) = 
= Зіі Л( А, ) + Р2* <=̂( Ь2 ) + ••• + Рлі ̂  Ьп ) =

( я Л ( ” 1 Ґ \ псоГII I а/Л + Р 2к Xа /2  а /
+ . ■ + Р пк 2ХА1/=1 У 0=1 ) 1/=1 )

ґ  \  п ґ \ п /  \  п

Ь \ + Х а 2 /Р /* Ь 2 + . . .  +

II-с?

U =1 > ї м  ; 1/=1 )

= Yu*i + Y2A + --- + Y „ A !

Y,/t = a /iPu + « ,2P2i  +--- + amPni

-  елементи £-го стовпця матриці С=с//Б • 33Б. Останнє означає,

(с -̂ЗЗ)б =С7?Б ■ ЗЗб .
Третя властивість очевидна.

Оборотні лінійні оператори

Означення. Лінійний оператор Л  простору Рп на
зивається оборотним, коли для нього існує такий лінійний опе
ратор X, щосАХ=ХЛ=$- тотож не (одиничне) перетворення.

Теорема 2. Для лінійного оператора Л  еквівалентні такі 
умови:

I. Дефект оператора Лдорівнює нулю.
II. Ранг оператора Лдорівнює п.
III. Матриця оператора Л у  будь-якому базисі оборотна.
IV. Оператор Л  оборотний.
Д о вед ен н я . 1)1 => II
Нехай дефект оператора Л  дорівнює нулю, тобто Кегс^=0. 

Покажемо, що будь-яка лінійно незалежна система векторів 
Ь\, Ь2, ..., Ьр оператором Л  перетворюється в систему лінійно

незалежних векторів. Нехай сх =Л(Ь\), с2 =Л(Ь{), ..., ср =

=Л(ЬР). Припустимо, що ^.,0, +Х2с2 + ... + Хрср = 0  або
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ш

Х| crf( b\) + X2 crf( b2 ) +... + Xp crf( bp ) = 0 .

І ому crf( А,|й| + X2b2 + ... + Xpbp ) = 0. Тоді

А|й| + X2b2 + ... + Xpbp = 0 .

На підставі лінійної незалежності векторів b\,b2, . . . ,b p 

має бути \  = Х2 = ... = Хр = 0 , що й доводить лінійну неза

лежність векторів с ,, с2, ..., ср . Якщо Б = <6,, Ь2, ..., Ь„> -

базис простору Р" , тоді сукупність С = <с,, с2, ..., с„> векто
рів с, =сА(Ь\), с2 =сЛ(Ь2), ..., сп =с/І(Ь„) також буде базисом 
простору. Ранг оператора erf дорівнює п.

2) ІІ=>ІІІ
Нехай ранг оператора erf дорівнює п. Вектори базису 

B = <Z>|, b2, ...,Ь„> простору перетворюються у вектори 
с, =crf(6 i), с2 =сЛ(Ь2), ..., с„ =сЛф„). Покажемо, що система 
векторів с ,, с2, . . . ,  сп-  базис простору. За умовою їх  лінійна 

оболонка L(C\, с2, . . . ,  с„) збігається з простором Р" , а тому 
ранг системи Г дорівнює и і, отже, вектори сх, с2 , ..., с„ лі
нійно незалежні.

Разом з тим матриця A =crfB лінійного оператора erf є мат
рицею переходу від базису Б до базису Г. Тому вона неви ро
джена, а отже, оборотна.

3) III => IV
Нехай Б -  базис простору Рп і А =crfB -  оборотна матриця. 

Існує така матриця X, для якої АХ=ХА = Е. Поряд з цим, існує 
лінійний оператор X, для якого Х=ХБ. Тоді (crf%)B=crfB^B = 
-А Х = Е . Звідки випливає, що сАХ=$. Аналогічно доводиться 
ХкА=$. Отже, оператор erf оборотний.

4) IV=>I
Припустимо, що оператор <А оборотний. Для нього знай

деться такий оператор X, для якого c r f £ = £ .

Якщо х є  Kercrf, тоді х = £ (х) =ХсА(х)=Х(в) = в, тобто 
Kercrf=0.
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Якщо оператор Л  оборотний і оператор % такий, що сЛХ= 
=  % с / І = $ ,  т о д і  в і н  називається оберненим для сЛ. Він єдиний і 
позначається

% = сГ '.

Вправи
1. Довести, що лінійні оператори сА і 33 оборотні тоді й 

лише тоді, коли оборотні оператори о#33 і $УІ.
2. Довести, що коли сА, 33 -  лінійні оператори і с4 оборот

ний, тоді рангс^33 = ранг &/!= ранг 33.

§ 6.5. Характеристичний многочлен

Означення. Матриця В називається подібною до 
квадратної матриці А = (a lk) п-го порядку над полем Р, 
якщо існує така невироджена матриця D, для якої

B = D~]AD.

Позначимо відношення подібності матриці В до матриці А 
через В -  А . Воно водночас є відношенням еквівалентності, 
тобто має властивості:

I. А -  А .
II. В -  А=> А = В .
III. В = А і С -  В => С = А .
Відомо, що матриця лінійного оператора при переході від 

одного базису до іншого перетворюється подібно.
Означення. Нехай А = (а ,к) -  квадратна матриця п-го 

порядку над полем Р, t -  змінна величина, яка не належить 
полю Р. Тоді матриця tE -  А називається характеристич
ною матрицею для А, а многочлен

%А (/) = det(r£ -  А) ■

і - а и -а 12 . • -«і*
- а 2| t -  а22 . • - « 2п

і я 3 -ос„2 . . .  t - a nn
( 1)

називається характеристичним многочленом матриці А. 
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Якщо на підставі означення записати цей визначник у ви
гляді п\ доданків, то можемо переконатися, що один з цих до
данків збігається з добутком ( / - а п ) ( / - а 22 )•••(/ Реш
та доданків -  добутки п множників і серед цих множників не 
більше п -  2 множників виду / -  а кк . Тому після зведення 
всієї суми за степенями змінної t дістанемо

де (3, = а и + а 22 + ... + а пп -  сума діагональних елементів ма
триці А. Ця сума називається слідом матриці А і позначається:

trA = а и + а 22 + ... + а пп.

Решта коефіцієнтів (3̂  пов’язана з коефіцієнтами матриці 
А більш складними залежностями. Зауважимо, що

"Ря = ^ (  0) =

°с п - « 1 2  •• ■ « 1 л

- « 2 1 - « 2 2  ■ ■■ ~ « 2 л

" « л і - « „ 2 •• ■ " « л я

Теорема 1. Характеристичні многочлени подібних м а т 
риць збігаються.

Д о вед ен н я . Нехай В = D~] AD , де D -  оборотна матриця. 
Тоді

II■««« і to = \tE-D~'AD\ = \tD~xD-- D~]AD =

D~'(tE--A)D\ = b _
l_

bq i ii b
1

■\D\•| tE-A\

= \D~'D\-\tE-A\ = \E\-\tE-A\ = XA(t).

Означення. Характеристичним многочленом лінійного опе
ратора с/І простору Р" називається характеристичний мно
гочлен матриці А = сА б цього оператора у  деякому базисі Б 
простору.

Оскільки матриці оператора у різних базисах подібні, то їх 
характеристичний многочлен -  інваріант.
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Поліноміальною матрицею називається матриця, елемен
тами якої є многочлени від деякої змінної t. Наприклад, харак
теристична матриця ( 1) -  поліноміальна.

Матриця

t + 1 t -  2 

K2t -1  t2 + 2, 

також поліноміальна і ї ї  можна подати у вигляді

f \ o'
, 2 +

ґо Г
t +

' і - 2N

,0 K ,2 Oj - i 2,

Будь-яка поліноміальна матриця B(t), елементами якої є 
многочлени степеня < т  , може бути подана у вигляді суми

B(t) = Bor  +... + Bm_it + Bm,
де коефіцієнти В0, Ви ..., Вт_х, Вт  -  скалярні матриці.

Теорема 2 (Гамільтона -  Келі). Якщо % (І) -  характерис
тичний многочлен квадратної матриці А, т о

Х(А) = 0,

де 0 -  нульова матриця.
Д о вед ен н я . Для характеристичної матриці X  = tE -  А і ї ї  

приєднаної матриці X виконується співвідношення

X X = Х -X = \x\-E = %(t)E . (2)

Матриця X -  поліноміальна. Її елементи -  алгебричні до
повнення елементів X і, отже, многочлени від t степеня 
< п - 1. Тому

X = B̂ t" ' + Bxtn 2 +... + Bn_2t + Вп_і .
Звідси

X-X = (tE- А)[в0Ґ~] + B]tn~2 + ... + B„_2t + B„_]) =
= B0tn + (5 , -  АВ0) /”_l + (B2 -  ABX )t"-2 +... +

+ (Я„-1 _ ABn_2 ) t -  ABn_x.
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% (0 = / " - Р А ' - Р 2^ 2 - - - Р п
і тому

X(t)E = Etn -  - . . .  -  р„_,ґ Е -  Р„Е.

На підставі (2) матимемо систему рівностей
В0 =Е,

В\ — АВ0 =—Р| Е,
В2 -  АВу =~р2Е,

.........................................  (Г -К )
Вп-1 _ АВп_2 =~Рп_\Е,

- АВп. = -Р „Е.

Помноживши першу рівність на А” , другу -  на Ап~', ..., 
передостанню -  на At (кожен раз зліва), дістанемо систему

Характеристичний многочлен записуємо у  вигляді

АпВ0 = А",

А^'В, - А пВ0 = -Р  ХА"-',

Ап~2В2 - А п-'В] =

-АВ„_\
Підсумуємо ліві та праві частини цих рівностей. Одержимо

а* -М"-1 -р2а п~2 -...-р„_,л-р„£ = о,
тобто Х(А) = 0 .

Вправи
1. Обчислити характеристичний многочлен лінійного опе

ратора erf(х) = [а, х] простору R3 .
2. Знайти характеристичний многочлен матриці

'*\У\ х\Уі ••• х\Уп' 
х2У х2у2 .. .  х2у„

КХ„У і Хпу2 .. .  xny„J 

В ід п о в ід ь : X(t) = t" - ( х ,^  +х2у2 + ... + хпуп)ґ~ '.

9 5-356 2 5 7



3. Довести, що для квадратних матриць А і В одного й того 
самого порядку характеристичні многочлени матриць АВ і ВА 
збігаються.

Характеристичні числа

Нехай Р -  числове поле (підполе поля С комп
лексних чисел). Корені характеристичного многочлена 
%(() =\tE- А\ матриці А = (а ік) з елементами а ік із поля Р
називаються характеристичними числами. Характеристичне 
число X матриці може і не належати основному полю Р.

Для характеристичного числа X матриці А = (a lk) складе
мо систему лінійних однорідних рівнянь

(А-ОСц)*!- a 12X2 CL\n Xn  0,

- а 2|Х, + (Х -а 22)х2 •— & 2пх п  *  0’
(3)

- а , , , * , -  а „ 2х2 - - ,. + ( Х - а пп)хп =0.

Оскільки визначник цієї системи Х(Х)=\ХЕ -  А\ = 0 , то вона 

має ненульові розв’язки х = (£,,, %2> 5П) 3 координатами з

поля С комплексних чисел. Якщо х1 -  стовпець координат 
цього вектора, то має виконуватись рівність

(Х Е -А)-X і = 0 , (4)

або

А ■ х' = Хх1 . (5)

Теорема 3. Всі характеристичні числа дійсної симетрич
ної матриці -  числа дійсні.

Д о вед ен н я . Нехай А = (a lk) -  симетрична матриця, тоб

то А = А1 , і X -  ї ї  характеристичне число. Складемо для цієї 
матриці систему (3) і знайдемо який-небудь нульовий
розв’язок х = (5|, 52> 5л) ЦІЄЇ системи. Для нього повинна
мати місце рівність (5), тобто 
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«л5 і + «/2^2 + -  + a , „ l  = К  (І = ! , « ) .

Помноживши праву і л іву частини останньої рівності на 
спряжене число та підсумувавши одержані рівності за всі
ма індексами /', дістанемо

,Л кІ = х ( ± ^ 1
і , к =I V /=1

Отже,

Х = - ,
Р

п _  п _

де w = ]Г  а , Д Д ,  Р = 'YAi\i -  число додатне.
і ,і=1 <=1

Крім того,

w = £ а ,Л Л , = £ а,ДД, = ■
/,£=1 /,Л=1 /=1

п _  п __
Оскільки а,* = а й , то w = £  = £  а кЛ£к=™-

і , к= І /,*=1 

Число w -  дійсне, а тому і А, -  дійсне.
Теорема 4. Яки{о А.,, А,2, ..., -  усі характеристичні чис

ла матриці А, g(x) -  многочлен, тоді g(X}), g(X2),..., ) -
ус/ характеристичні числа матриці g(A). При цьому, якщо 
g(x) = a0xm + а 1хт_1 +... + ат , то g(A) = а0Ат +а,Ат~І +...+ 
+ат Е.

Д о вед ен н я . Нехай X(t)=\tE- А\ -  характеристичний 
многочлен матриці А і %(t) = (t -A., )(r - X 2)••■(; -X n) .

Розкладемо також многочлен g(x) на лінійні множники

g(x) = a0(x~ n 1 ) ( х - ^ 2) - - - (х -ц т ).

В обидві частини останньої рівності замість змінної х поста
вимо матрицюй:

g(A) = а0 Е(А -  (і, Е)(А -  ц2 Е) ■ ■ ■ (А -  \іт Е) .
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\g(A)\ = aZ\A-\LxE \-\A -»2E\-\A-V.mE\ =

= (-1)" | -  Л | • (-1 )" I ^ Е  -  А |--•(—1)” \ \іт Е -  А\ =
т п

= ( - і г аои ( ц 1ж ц 2) - ^ т ) = ( - і г л« о П П ^ - ^ ) =
/=1 *=1

т п п Г т

=аоП П (х* - ^ = П Ь № *
/=1 к=1 *=1 І '=1

= g(A,)-g(X2)---g(Xn).

В отриманій рівності .

|g(^)|=g(A,,)-g(A,2)---g(X„)

замість многочлена g(x) поставимо t—g[x), де t -  параметр. 
Дістанемо

I tE -  g(A) I = (/ -  g(k{) ) ( t -  g(X2) ) •■■(/- g (X „ )).

Тут \tE- g(A)\=xg(A)(t) -  характеристичний многочлен мат

риці g(A).
Теорему доведено.
Покажемо, що добуток усіх характеристичних чисел мат

риці А дорівнює визначнику цієї матриці.
Нехай %(/) -  характеристичний многочлен (1). Якщо

X,, Х2, ..., А,„ його корені, тоді %(0) = (—1)”А., і на під

ставі (1) матимемо А] -Х2 ---Хп =| А\.

П риклад 1. Знайти характеристичні числа матриці и-го 
порядку

Тоді

0 -1 0 ■ • 0
1 0 -1 • • 0

0 1 0 • • 0

0 0 0 • • 0

(в ній а кк_\ = 1, а к_и = - 1, і на решті місць -  нулі). 
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Характеристичним многочленом д ля  ц ієї матриці буде

t 1 0 . . 0
-1 t 1 . . 0

* л (  0  = 0 -1 t . . 0

0 0 0 . . t

Нескінченна послідовність Xx(t), X2(t) , ..., Хп(/)••• під
коряється зворотному співвідношенню %n(t) = t%n_](t) + 

+X„_2(t). Згідно з загальною методикою обчислення членів 
зворотної послідовності (див. § 2.5) характеристичне рівнян
ня для Хп(0 матиме вигляд х2 = t x + 1. Корені цього рів
няння

t ± 4 ? + 4
Х\ 2 = ‘ 2

Отже, Xn(t) = Ax|"-1 + Дх2_1. Коефіцієнти А і В задовольня
ють систему рівнянь

\A + B = Xx(t) = t\

+ Вх2 = Х2 (/) = t2 +1.

Звідси матимемо

А = -
X, - х ,

Г  + 1 -  /X,
X, -X ,

Враховуючи, що х, + х2 =/ і Х|Х2 = -1 , після очевидних 
перетворень знаходимо

х Г '- х :
X, — Х-)

л+1

Коренями многочлена Xn(t) є ті значення змінної t, для

яких xf+1 — х2+| = 0 і х, - х 2 *  0 . Тому співвідношення —
х2

має дорівнювати кореням (п + 1)-го степеня з одиниці, але 
відмінні від одиниці:
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гк = cos
Ink . 2nk , -—

+ 1 s in ------ , k = \, n .
n + 1 n + 1 

Корені многочлена X„(t) обчислюються з рівності

t + y[? + 4

t-y/ t2 +4
= Єл, k = \, n .

Звідси

1 + . , + 4
t i = £k, k = \, n. t = ±2i cos

\ -M  + 7

тік
ЙТТ

nk
Можна вибрати t = - 2 і cos------- . Тоді

n +1

/ +
,____  . .  яk .  . тск
I 2 +4 - 2гcos-----7 + 2 sin

n +1 W + l _
t -y jr + 4  -2  і я к  „ . яА: 

cos-------- 2 sin-
n +1 w + 1

. . лЛ v
= 1 COS------- + 7 Sin------

П +1 /7 + 1

2nk . . 271kZ7UC . . /,11л / 7 , 0  \= cos------ + is in -------= ek (k = l,2 ,...,n ).
n + 1 Л +  1

Приклад 2. Характеристичним многочленом матриці 
л-го порядку

А, =

1 -1 О 
1 1 -1 
О 1 1

. О 

. О 

. О

. 10 0 0

є q>„(t) = Xn( t -  1) , д е  Xn(t) -  характеристичний многочлен 

матриці з попереднього прикладу.



Метод Д. К. Фаддєєва

Нехай А = (a lk) -  квадратна матриця порядку п з 
Коефіцієнтами із числового поля і X  - t E -  А -  ї ї  характе
ристична матриця.

Викладемо метод обчислення характеристичного многочлена

т  =| tE -  А \ = t "  -  (3,/"-' -  3 2Г - 2 - . . .  -  р„

І приєднаної матриці

X  = B0t -  Я/ - 2 +... + Bn_2t + Я„_,,

іапропонований Д. К. Фаддєєвим [21].
Якщо Л|, Х2, ..., Хп -  характеристичні числа матриці А, 

тоді Р( =Х| + Х2 + ... + Хп і, разом з тим, Р, = /гЛ = <х,,+  

+“ 22 +••• + «„„ .

Характеристичними числами степеня Ак (к = 1 ,2 , . . .)  бу

дуть степені A f, Х2, ..., Хкп і

Sk = Хк + Х2 +... + Хк = trAk.

Суми Sk к-х степенів коренів А.,, Х2, ..., Хп пов’язані з 
коефіцієнтами многочлена %(/) такими співвідношеннями 
(формули Ньютона):

 ̂'Р* = _ Р Л -і — Рг̂ Аг—2 — •■•_ Р*-і‘̂ і> к  =  1, 2, 3 .

Для матриці А обчислюються послідовності матриць 
А,, А2, ..., Ап, В0 =Е, Я,, В2, ..., В„ і чисел у ,, у2, ..., уп 
за правилом:

II II 2. В\ -  А\ — У| Е;

— АВ\, У2 = ~ trA2’ В2 - А2 — у2Е\

А„~ і = АВп_ 2,
1

Ул-і trAn-\і
/7-І Вп-\ = А„-\ ~У„-\і

ім 1 .
У п =-*гАп, п

Вп=Ап -у„Е.
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Доведемо, що X(t) = tn ~4\tn 1 - y 2t" 2 “  —~Yn> Bn = An~ 
-у„ £  = 0 . Маємо Yi = Рі- Далі застосуємо індукцію, припус

тивши, що Yi = Зі, Y2 =Рг. •••> Yt-i =Р*-і -  рівність коефіцієн

тів х(0 при степенях /л_|, /"”2, ..., г”’ *+|.
Із схеми (Ф) матимемо

А  -  АВк-\ 1 Л(Ак_і -ук_хЕ) = - Y*-i^ .

Продовживши далі для /!*_,, дістанемо

Ак=А*-к£ у,Ак-'. (7)
/=і

Звідси випливає рівність
*-*

ггЛ* = trAk -  ^Гу'ігАк~'.
./=і

Отже,

* Y * = S * - Z Y /54- /. (8)
7=1

За припущенням індукції у , = Р/ > j  - 1. к - 1. Тоді

h k  = ^ - І Р А - , -  
/=і

На підставі формули Ньютона матимемо рівність кук = £р* і, 

отже, ук =Р*. Індукцію завершено. Коефіцієнти Р,, Р2, ..., Р„ 

многочлена X(t) збігаються з числами Yi> Уг> —* Уп- Якщо в 
рівності (7) покласти к = п - 1 і використати одержані рів

ності Yj  = Ру Для будь-яких j  = \,п , дістанемо

В„ = Ап - упЕ = А" - М "- ' - М " " 2 -... - Р„Е .
Права частина цієї рівності дорівнює нульовій матриці на 

підставі теореми 2 (теорема Гамільтона -  Келі). Коефіцієнти 
В0, Вх, В2, ..., Вп_і із системи рівностей (Г-К ) збігаються з
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матрицями Вк, одержаними в процесі обчислень за схемою 
(Ф) Фаддєєва.

Приклад 3. Обчислити коефіцієнти характеристичного 
многочлена матриці

ґ \ 1 1 1N 
1 1 - 1 - 1  
1 - 1  1 - 1  
1 - 1 - 1  1 ,

А =

О бчислення.

1. Yi = trA = 4, Вх = А, - у ,Е =

-З 1 1 П

2. А, = А ■ В, =

3. А3 = А • В, = 4

0 -4 -4 - 4 '
-4 0 4 4
-4 4 0 4
-4 4 4 о,

'  0 -1 -1
-1 0 1

2 = 4 -1 1 0

“ І 1 1

'- 3 1 1 1
1 -3 -1 -1
1 -1 -3 -1

, 1 -1 -1 -3

І -3  -1 -1 
1 -1 -3  -1 
1 -1  -1 -З

У 2 = 2 trA2 = 0’

, у3 =-/гЛ3 = -16,

В3 -  А3 -  у3Е -

^4 4 4 4Л
4 4 - 4 - 4
4 - 4  4 - 4
4 - 4 - 4  4

= 4 -Л .
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4. Контрольний крок

'16 0 0 0'
0 16 0 0А - В3 = = 16j 0 0 16 0

, 0 0 0 16,

Ї4 =16, в4 II > -Y  4Е == 0 .

Остаточно

% ( f )  = /4 -  4г3 + 0  • /2 + 1 6 г  - 1 6  = ( t 2 -  4 )(t -  2 ) 1 .

§ 6.6. Власні значення лінійного оператора

Нехай e rf-  лінійний оператор векторного просто
ру Ґ  над полем Р.

Означення. Елемент X поля Р називається регулярним 
значенням лінійного оператора erf, якщо оператор Х$ -erf обо
ротний.

Елемент X поля Р називається власним значенням опера
тора  erf, якщо оператор Xf> -сА  необоротний.

Теорема. Власні значення лінійного оператора erf -  корені 
характеристичного многочлена цього оператора. Будь-який 
корінь характеристичного многочлена лінійного оператора erf
з поля Р, буде його власним значенням.

Д о вед ен н я . Нехай erf -  лінійний оператор простору Ґ ,  
Б -  деякий базис цього простору, А = crfB -  матриця операто
ра erf. Якщо X -  власне значення оператора, тоді матриця 
ХЕ -  А = (Х£-сА)б необоротна. Тому визначник 

Характеристичним многочленом оператора erf є X(t) = \tE -  А\. 
Це означає, що власне значення X -  корінь многочлена X (t).

Доведення оберненого твердження досить просте.
Означення. Нехай X -  власне значення лінійного операто

ра erf. Тоді підпростір Vx = Кег(Я£ -erf) має додатну розмір

і в



ність. Будь-який ненульовий вектор із Vx називається влас
ним вектором, відповідним власному значенню X (X -  власним 
вектором).

Інакше кажучи, вектор * * 0 - А  -  власний вектор, якщо 
виконується рівність

(Х£-с#)(х)=в. ( 1)

Його можна подати в еквівалентній формі

Л(х) = Хх. 2̂)

Із викладеного вище випливає такий спосіб обчислення 
власних значень і власних векторів лінійного оператора of.

Нехай у стандартному базисі простору Р" = (І, 0, ..., 0)

е2 -  (0* Ь ОХ еп = (0, 0, ..., 1) (як і в будь-якому іншому 
базисі) оператору сА відповідає матриця

А =

а ■її а 12
а ■21 а '22

«І і.
« 2»

а •п І а •п2 а 'пп )

Обчислюємо характеристичний многочлен

'- а ,, а і2 •• - « І л

II/—
Ч

-а2] t- а22 .'• - « 2 л

-««і _ а л2 •■ ' " « л л

та знаходимо його корені, що належать полю Р.
Нехай X -  корінь Х «)  і Х е  Л  Усі Л -  власні вектори 

х ~ (5і > 5г > ••■> 5л) ^ 0 задовольняють рівняння

(ХЕ -  А)х‘ = 0 , (3)
Т

де х — стовпець координат вектора х.
Підпростір Vx = Кег(А£ -  с/І) збігається з множиною всіх 

розв’язків системи лінійних рівнянь
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( X - a n J ^ - a ^ - - . -a,„x„ = 0 ,

- a 2|X, + (A . -a 22)x2 - . . - a  2„x„ = 0 ,
№

-a„,x, - a „ 2x2 -  ... +(A ~ &nn ) xn = 0 .

Усі ненульові розв’язки цієї системи -  власні вектори.
Наслідок 1. Якщо А  -  лінійний оператор комплексного век

торного простору (основне поле — поле С комплексних чисел), 
тоді всі корені його характеристичного многочлена -  власні 
значення оператора.

Будь-який оператор цього простору має власні вектори.
Наслідок 2. Якщо сії -  лінійний оператор дійсного вектор

ного простору (основне поле — поле R дійсних чисел), тоді йо
го власними значеннями будуть усі дійсні корені характерис
тичного многочлена.

Не всякий лінійний оператор простору Я" має власні зна
чення. Нехай, наприклад, у просторі і ?2 через crfa позначимо 
оператор обертання навколо початку координат на кут 
а  Ф кп (к = 0, ±1, ±2, ...).

У базисі е\ =(1, 0), ег = (0, 1) йому відповідає матриця

А =
^cos a  - s in  a 4

sin a  cos a

Характеристичними числами цієї матриці будуть комп
лексні числа А,] = cos ос + / sin сс, Х2 = cos (X — і sin a , оскіль
ки а  Ф кп. Оператор crfa не має власних значень, а тому і влас
них векторів.

Відсутність власних векторів оператора crfa обертання на 
кут а  Ф 0, п, 2п, ... геометрично очевидна.

Приклад. Знайти власні вектори матриці

Ґ- 1  12 - 6^

А = -З 5 -З

3 - 6  2
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Р о зв ’ язан н я . Обчислимо характеристичний многочлен 
г + 7 -12  6

X(t)=  3 t - 5  3 = (/ + 1)2 ( / - 2 ) .
-З 6 t -  2

Власні значення А, =Л2 = - 1, А,3 = 2 .

Для Я.| = -1 складаємо систему рівнянь 

6х, - 1  2 х 2 + 6х3 = 0,
Зх, -  6х2 + Зх3 = 0,

-З*! + 6*2 -  Зх3 = 0.

Вона еквівалентна одному рівнянню х, -  2х2 + х3 = 0 . Загаль
ний розв’язок X  = (2х2 - х г,х 2,х 3). Фундаментальна систе

ма розв’язків складається з а, =(2, 1, 0) і а2 = (-1 , 0, 1). Усі 
ненульові лінійні комбінації

х = а<3| +Р а2

-  власні вектори з власним значенням - 1.
Для Х = 2 складаємо систему рівнянь

9Х| - 1  2 х 2 +  6 х 3 =  0 ,

Зх, -  Зх2 + Зх3 = 0,
-ЗХ| + 6х2 = 0 .

Загальний розв’язок X  = ( - 2х3, -  х3, х3) .
Фундаментальна система розв’язків містить лише один 

вектор Ь = (2, 1, -1 ). Усі ненульові вектори виду х = у-Ь -  
власні вектори з власним значенням 2.

Вправи

1. Знайти власні значення і власн 
/1 1 1

А =
1 1 1
1 1 1

1 1 1

вектори матриці порядку п:
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ґа Ь Ь 
b а b

А =

2. Знайти власні значення і власні вектори матриці порядку п :

b b b ... і

3. Довести, що всі відмінні від нуля вектори простору Ґ  
тоді і лише тоді будуть власними векторами оператора erf, ко
ли erf -  скалярний оператор, тобто crf= а  £.

4. Довести, що коли оператор erf оборотний, то erf і ма
ють одні й ті самі власні вектори. Знайти залежність між їх 
власними значеннями.

§ 6.7. Інваріантні підпростори

Означення. Лінійний підпростір L векторного 
простору Ґ  називається інваріантним відносно лінійного 
оператора erf, якщо для будь-якого вектора х є L вектор
у=сА{х)е L.

Тривіальними інваріантними підпросторами довільного ліній
ного оператора erf є весь простір Ґ  і нульовий підпростір {0}.

Якщо оператор erf має власне значення X, тоді X -  власний 
вектор х породжує одновимірний інваріантний підпростір 
L=L(x).

Дійсно, оскільки <Л(х) = Хх, то для будь-якого вектора 
z = £с із І  маємо

crf(z) = crf(£c) = £ сфО= £,Хх = X ■ (Сх) = X-Z.

Усі ненульові вектори із L також будуть власними век
торами. І навпаки, якщо L -  одновимірний підпростір, 
інваріантний для оператора erf, то всі ненульові вектори із L 
будуть власними векторами цього оператора з єдиним влас
ним значенням.

Існують лінійні оператори дійсного простору R , що не 
мають інваріантних підпросторів розмірності 1. Таким опера-
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гором, наприклад, є оператор сЛа повороту на кут 
а * к п ( к  = 0, ± 1, ± 2, . . . ) .

Лема. Власні вектори х ,,х 2 , ..., хт лінійного оператора сА 

j  попарно відмінними власними значеннями X ,, Х2, ..., Хт -  
лінійно незалежні.

Д о вед ен н я . Застосуємо індукцію за числом т  векторів. 
Якщо т  = 1, тоді лема виконується. Припустимо, що лема має 
місце для т  - 1 власних векторів. Доведемо ї ї  для 
XJ,X2, ..., хт .

Нехай виконується рівність (а) а ,х , + а 2х2 + ... + ат хт  = 0 . 
Оскільки <A(xk) = \kxk для будь-яких к, то матимемо

Y ja kxk = 0С|Л.,ЛГ| + а 2Х2х2 + ... + а тХтхт = Q. З другого
U=i

боку, помноживши рівність (а) на скаляр Хт , дістанемо 
(в) а,Ат х, + <х2Хтх2 + ... + а тХтхт = 0 .

Віднявши з рівності (б) рівність (в), знайдемо 
а 1 (̂ -1 ~ ^ т)х\ + 0С2 (А,2 ~Хт )х2 + ... +

(А-т-1 — A-от )хт -1 = ®- 
За припущенням індукції вектори х ,,х 2, ..., хш_, лінійно неза
лежні. Тому

а 2 (^2 ~ ) = 0, ..., а от_і (Лт _, -  Хт ) = 0.

Але Хк - Х т Ф0 при к < т .  Звідси випливає, що а , = 
= а 2 = ... = а т _( = 0 . Тоді з рівності (а) знаходимо, що 
а т = 0 . А це й доводить лему.

Теорема 1. Нехай , Х2, ..., Хт (т >  2 ) -  попарно різні 
власні значення лінійного оператора сА. Підпростори VXt = 

= Кег(А*£ -сА) є інваріантними відносно <А і їх сума V = VX[ + 

+VXi + ... + є прямою сумою V = VX] ® © ... ® Vx .

Д о вед ен н я . Нехай X -  будь-яке власне значення 
оператора і х є  Ух = Кег (Х£ -  <А). Тоді Л(х) = Хх. Якщо у  =
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= сф :), то crf(y) = сА(сА(х)) = crf(Ajt) = Acrf(x) = ку. Це означатиме, 
що у  є  Ух і Ух інваріантний підпростір для erf.

Нехай х е  УХ[ <̂ (У\2 + -  +^хш)- Тоді х е  * х=Х2 + ...+хт , 

хк е Ух . Якщо х * 0 ,  то остання рівність суперечить лемі. 

Тому* = 0 і УХі п ( к Хг + ... + FxJ  = {0}. Аналогічно

\  + -  + * V , +VK .  + ••• + * О = { 0} ,як щ о * >  1.

Остаточно V = У\ © Vx © ... © У\ ■л.| г*2
Теорему доведено.
Наслідок. Нехай лінійний оператор erf має власні вектори і 

X ,, А.2, ..., -  усі попарно різні його власні значення. Тоді
найменшим інваріантним підпростором, який містить усі 
власні вектори оператора erf, є УХ[ © УХі © ... © У\г ■ Цей

підпростір назвемо лінійною оболонкою всіх власних векторів 
(ВВ-оболонкою) і позначимо V(erf).

Лінійний оператор erf на інваріантному підпросторі М а  Ґ  
індукує лінійне перетворення, яке називається обмеженням erf 
н а М  Воно позначається як crf|M .

Теорема 2. Нехай %{t)~ характеристичний многочлен 

лінійного оператора erf і М -  інваріантний підпростір. Тоді 
характеристичний многочлен %\ (/) оператора erf| м -
дільник многочлена %(t).

Д о вед ен н я . Вважатимемо, що т  = д\тМ  і 0 < т < п .
Оберемо який-небудь базис С = (ft,, ft2,. . . ,  Ьт ) підпростору М  і 

доповнимо його до базису Б = (ft,,..., Ьт , ftm+1, ..., ft„) простору 
Ґ .  Побудуємо матрицюй оператора erf у цьому базисі.

Врахувавши, що crf(ft,) , ...,crf(ftm) е М , матимемо

рівності

erf (ft, ) = (X, jft, + « 21̂ 2 ® т̂+І + •■• + 0 ‘ ftn >

erf (ftm) = a  ,mft, + a 2mb2 + ... + CLmmbm + 0 ■ ftm+1 + ... + 0 • ft„,
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с̂ (^ т+ | )-а 1/я+Л + a 2m+\t>2 + — + а тт+Фт +

"^m+Im+l ’ ^m+1 + ■■■ + п̂т+\ ‘ л̂>

<л (ьп) = “іЛ + «2 А  + -  + ат А  +
^«m+ія Ат+| + ••• + ®лл ' Ьп-

Матриця А матиме клітинно-трикутний вигляд 

А = (А в Л
0V

де матриця Af -  розмірності т х т ,  матриця А2 -  розмір
ності ( п - т ) х ( п - т )  і матриця В — розмірності т х ( п - т ) . 

При цьому А, -  матриця оператора сЛ\м у  базисі
С = {Ьх,Ь2,...,Ьт ).

Характеристичний многочлен оператора сА\м дорівнює 

Xx{t) = \tEm - A t I, а характеристичний многочлен оператора of:

X(t) = \tE -А\ = det ‘Ет -А -в
0 1Еп-т — А

= | ~ A\ '\іЕп-т - A 2\ = X ](t)-X 2(t), 

де X2(f)— характеристичний многочлен матриці A2 .
Наслідок. Нехай I -  кратність характеристичного числа 

X лінійного оператора Л  і Х е  Р. Тоді дефект оператора Х $ - Л  
не перевищує кратності І .

Д о вед ен н я . Оскільки X -  власне значення оператора, то 
дефект т  оператора Х$ — сА (розмірність підпростору 
Vx = Кег(А£ -  с/Г)) додатний. Матрицею А, індукованого опе

ратора c#L є діагональна матриця
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порядку т .  Його характеристичний многочлен -  %,(/) = (/-Х )т . 

Оскільки %\(t) -  дільник характеристичного многочлена опе
ратора erf, то т  < /.

Означення. Лінійний оператор erf називається звідним, 
якщо в просторі Р" існує нетривіальний підпростір 
М (0 < dim М < п), інваріантний для erf.

Лінійний оператор <А називається цілком звідним, якщо 
для нього існують такі інваріантні підпростори М і L, що 
Ґ  = M @ L  і 0 < dim М < п.

Для цілком звідного оператора erf побудуємо базис в Ґ :  
оберемо який-небудь базис Г в М  і який-небудь базис Д в L. 
Тоді їх об’єднання Б = Г u  Д -  базис простору Р".

У базисі Б матриця оператора має клітинно-діагональний 
вигляд:

(А 0 11 °

А2у

При цьому 4  і А% -  відповідно матриці операторів crf|M і erf|, .

Матриця звідного лінійного оператора перетворюється 
подібно до клітинно-трикутного вигляду.

Матриця цілком звідного оператора перетворюється подіб
но до клітинно-діагонального вигляду.

Теорема 3. У дійсному векторному просторі R" для будь- 
якого лінійного оператора erf існує інваріантний підпростір 
розмірності 1 або 2 .

Д о вед ен н я . Нехай А = {о.ік ) -  матриця оператора erf у де

якому базисі, X -  характеристичне число оператора (матриці).
Якщо X -  число дійсне, то воно є власним значенням 

матриці і, отже, відповідний власний вектор визначить 
інваріантний підпростір розмірності 1.

Нехай X = а  + (3/ -  комплексне число ( |3 Ф 0 ). Розглянемо 
рівняння

{Х Е -А )-х г =6 , (1)

де х = (4 ,, , ■■■, £>п) ~ вектор комплексного простору С". По
дамо його у вигляді системи рівнянь 
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(X -  а, і )5, -  а12£2 -  ... -  а,^„ = О, 
_ -а 21̂ і + (X -  а22 )£2 -  ... -  <х2£ п = О,

- а „ і£ і- и п2ї 2 -  -  + (Х -а „ „ )£ л = 0.

Вона має ненульовий розв’язок

Підставивши цей розв’язок у систему рівнянь (2), дістанемо

Виділивши окремо дійсні та уявні частини, з системи (3) 
матимемо

’ «цЛі + а 12л 2 + -  = «Лі -  РСі,
а 2,Лі + а 22л 2 + + а 2пЛл = «Л 2 "РС2.

«ліЛі + « я2Л2 + ... + а„лЛ„ = «Лл -  РСя•

' амСі +аігСг + -  +«ілС„ =РЛі +аС„
_ « 2іС, + а 22С2 + -  + а 2лС„ =РЛ2 +«С2,

а иіСі + а « 2С2 + ••■+«„„£« = Рл„ +«£„•

Для векторів У = (Л|, л 2. •••> Ля) > Z = (ClЛ 2 , - Л п )  із прос
тору R"  останні дві системи означають:

А -  у 1 = а у '  -  Р z 1 , тобто сЛ [ у )  =  a y  -  Pz ;

Л -z7 = Ру7 + a z 7 , тобтоo/I (z)  = Ру + az.

а п 4 ? + а |2̂ 2 + ... + а ,Д ° = ^ і

а 2і£? +а 22^2 + -  + а 2и^я = *■£

і ? .

з . (3)
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Лінійна оболонка L = L(y,z) інваріантна відносно опера
тора сА.

Переконаємось, що вектори у  і z лінійно незалежні. 
Зрозуміло, що один з них обов’язково відмінний від нульово
го вектора.

Припустимо, що z * 0  і y  = 8z, де 8 -д ій сн е число. Тоді 

cd(y) = a ( 8 - z ) - P z ,  

сА(у) = 8 • c//(z) = 8 (P8z + сxz) = P82z + 8az.

Звідси a 8z - Pz = P82z + a 8z і тому p ( l + 82 jz  = 0 .

Оскільки S2 > 0 і z Ф в , то P = 0 .  Останнє суперечить 
припущенню, що Р Ф 0 .

Отже, вектори >> і z -  лінійно незалежні і dim L = 2.

Вправи

1. Знайти всі інваріантні підпростори оператора сА(х)=[а,х] 
у  просторі R3 .

2. Нехай лінійні оператори сА і ІЗ переставні. Довести, що 
Кег ЗВ і Im j8 інваріантні відносно сА.

3. Знайти всі інваріантні підпростори оператора диферен
ціювання в просторі М  многочленів степеня <п з дійсними 
коефіцієнтами.

4. Довести, що коли лінійний оператор сА оборотний, тоді 
єА і сА~х мають одні й ті самі інваріантні підпростори.

Лінійні оператори простої структури

Теорема 4. Такі властивості лінійного оператора 
сА векторного простору Р" еквівалентні'.

I. У просторі Р” існує базис, складений із власних векторів 
оператора сА.

II. Усі корені характеристичного многочлена X(t) опера
тора сА належать полю Р і

P" = Vxt ®Vh ® ...® V K ,
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де Vy = Кег (Хк £ - с/І)\ ХиХ2, Хг -  усі попарно різні 

корені %(t) .
III. Усі корені характеристичного многочлена Х(і) нале

ж ать полю Р і кратність будь-якого кореня X дорівнює де
фекту оператора Х£ -o f .

Д о вед ен н я . Нехай Ф = (/ j,/2, ...,/„) -  базис простору Ґ ,  
який містить власні вектори оператора o f .  Тоді у цьому базисі 
його матриця А = о?ф має діагональний вигляд

(Х\  0 'j

і X(t) = (t - А , )(/ - Х 2 ) - - ( t  - Х „). Усі корені ^ н ал еж ать  

полю Р. Нехай серед них Хх,Х2, ...,ХГ -  усі різні корені. 

Тоді ВВ-оболонка оператора V(cA) =VX< ®VXl Ф • • • Ф УХґ (У о з 

наченнях теореми 1) містить базис Ф і, отже, збігається з Ґ :

pn=V(cA) = VXi Ф .

Цим доведено, що І => II.
Доведемо, що II => І. На підставі властивості II обира

ємо базис простору Ґ  таким чином. Нехай Б* -  базис

підпростору VXk = K.er(Xk f-c A )  ^  = 1, r j .  Тоді об’єднання

Б = Б( и Б 2 u  ... и Б г -  базис простору Р", який складається з 
власних векторів оператора o f .

Доведемо еквівалентність властивостей II і III. Нехай ви
конується властивість II. Якщо т к -  дефект оператора 
Хк $  -of і Ік -  кратність кореня Хк многочлена %(t) 
(& = 1, г ) ,  то т к <Ік . Оскільки з властивості II випливає 

рівність Ш] + т 2 + ... + т г = п і завжди виконується рівність 
/, + /2 + ... + Іг = п , то дістаємо т к -  Ік для будь-яких к  = \,г.
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Цим доведено, що II => III. Обернене твердження III => II -  
очевидне.

Теорему доведено.
Лінійний оператор of простору Р" називається оператором 

простої структури, коли в просторі існує базис, що склада
ється з його власних векторів.

Квадратна матриця А з елементами з поля Р називається 
матрицею простої структури, якщо вона подібна до 
діагональної матриці.

Якщо of — лінійний оператор простої структури, тоді його 
матриця А = с$б У довільному базисі Б простору Р1' має просту 
структуру.

Сформулюємо достатні умови простоти структури ліній
ного оператора (матриці).

Якщо лінійний оператор of простору Р" має п різних влас
них значень А, Д 2, ..., Хп, тоді структура його проста.

Оберемо деякий власний вектор lk з власним значенням 

Хк для кожного номера k = 1, п . За доведеною вище лемою 
вектори Уі,/2, ...,/„ лінійно незалежні й, отже, становлять 
базис простору Р".

Приклад 1. Квадратна дійсна матриця Ап = (аІІС) 
порядку п називається якобієвою (тридіагональною), якщо її  
елементи a jk = 0 за умови |/ — Аг| > 1.

Р о зв ’ я зан н я . Введемо позначення

а , = а,, (/ = 1, гі) ; (3, = - а , (+І; у, = - а , +|, (і = І, и - 1) .

Тоді цю матрицю можна записати так:

"а. -Р, • . 0 0 '

II

-Y. а 2 • . 0 0

0 0 . • ал-І -Р„-і
; о 0 . • -Y„-1 а п у

ї ї характеристичний многочлен
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/ - а . Р, • 0

х „ (0 =
Y, t - а 2 . . 0

0 0 .. 1 - а

Розклавши цей визначник за елементами останнього рядка, 
дістанемо зворотне співвідношення для многочленів Xn(t) :

Х „ 0 )  = 0 -  ( 0  -  А - 2 ( 0  •

Розглянемо послідовність

(0, х п_, (0, .... я2 (0. Хі (0, x 0( t ) , (х п)
де покладемо %0(0  = 1 •

За умови Р^у* >0 (А = 1, л - 1 )  ця послідовність має такі

властивості:
I. X0(t) = \ -  величина стала.
II. Два многочлени, що містяться поруч, Xk_\(t) і 

Xk(t)(\<k<n) не обертаються на нуль при одному й тому

ж значенні змінної /.
III. Якщо X -  корінь многочлена Xk(t), 0 < к < п , тоді

Хк+х(0  і Xk_\(t) мають протилежні знаки при t = X .
Послідовність (Х„) -  узагальнений ряд Штурма. Раніше 

було доведено (див. § 1.9): многочлен Xn(t) має п попарно

різних дійсних коренів.
Тридіагональна матриця А„ за умови Р*У*>0 

(1 < к < п - 1) має просту структуру.
Приклад 2. Лінійний оператор у базисі ех =(1, 0, 0, 0), 

е2 = (0, 1, 0, 0), ег = (0, 0, 1, 0) і е4 = (0, 0, 0, 1) задано 

матрицею
( -  З 3 -2  2 s 

-4  4 - 2  2
А =

- 4  3 - 1 2

, - 4  3 - 2  Зу



т =

Показати, що структура цієї матриці проста, і звести її 
подібним перетворенням до діагонального вигляду.

Р о зв ’ я зан н я . Обчислюємо характеристичний много
член матриці А:

t + З -3  2 -2
4 / - 4  2 -2
4 -3  / + 1 -2
4 - 3  2 / -3

Корені многочлена: X, = 0, Х2 = Х3 = Х4 = 1.
Для власного значення А,, = 0 ядро матриці Х,Е -  А = -А  

складається з усіх векторів х = (£ і, £2, £3, ) ,  для яких

(-Л )* 7' = 0 .

Перепишемо цю рівність у вигляді системи рівнянь:

3£, -  3^2 + 2^3 -  2^4 = 0,
4^і -  4^2 + 2^з -  2^4 = 0,

4^і -3^2  + £з -2 ^ 4  = 0»
. 4£і -  3^2 + 2^3 -  3^4 = 0 .

Ранг системи дорівнює 3. Фундаментальна система розв’яз
ків має лише один розв’язок f, = (1, 1, 1, 1).

Для власного значення X = 1 матриця ХЕ - А  має вигляд

Е - А  =

4 -З 
4 -З 
4 -З 
4 -З

-2
-2
-2
-2

Її ранг дорівнює 1. Ядро ї ї  складається з векторів 
х = (£ ,,£ 2, £3,^ 4 ) ,  для яких

(Е -А )х г = 0 .

У координатній формі це рівняння еквівалентне одному 
рівнянню

4&, - 3 ^ 2 + 2 ^3 - 2 ^4 = 0 .
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(з  1 1 А
Загальний розв’язок х= - £ 2 - - £ 3 + - £ 4, £2, £3, £4 . фун-

2 2 у

даментальна система розв’язків складається з векторів 

/2 = (3, 4, 0, 0), /з = (-1 , 0, 2, 0) і /4 =(1, 0, 0, 2).

Новим базисом простору обираємо f  = (f\ ,f2 , f 3 ,A )  ■ 
Матрицею переходу від старого базису до базису/буде

D =

Тоді
^0 0 0 0^
0 1 0  0
0 0 1 0  

ч0 0 0 1;
Вправи

1. Довести, що оператор с/1(х) = (х ,а )а  простору Л3, де 
а = ( 1, 2, 3), має просту структуру.

2. Показати, що матриця и-го порядку

ґ\ 3 -1 О '  8 -6 4 - 4 '
1 4 0 0 , 1 -2 2 -1 1
1 0 2 0 2 -4 3 -1 2

,1 0 0 2, ,- 4 3 -2 з ,

D~XAD =

1 1 1
1 1 1

1 1 1 1.................................
простої структури. Подібним перетворенням звести ї ї  до 
діагонального вигляду.

3. Довести, що коли оператор <Л простору Ґ  має п різних 
власних значень, то оператор j8 , переставний з <А, має просту 
структуру. При цьому всі власні вектори оператора с4 будуть 
також власними векторами оператораJ6 .

4. Показати, що коли с4  -  оператор простої структури, то 
для будь-якого многочлена f( t )  оператор також простої 
структури.
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§ 6.8. Нормальна форма Жордана

Позначимо через /И(Х) квадратну матрицю виду

"Я 0 0 .. . 0 '
1 X 0 ... 0
0 1 Я ... 0

^0 0 0 ... X )

порядку а , де на головній діагоналі м істяться елементи X з 
основного поля Р, нижче цієї діагоналі -  одиниці, решта 
елементів -  нулі. Така матриця називається клітиною 
Жордана.

Матриця виду

'M X ,)  0 '
4 2(Х2)

»

,  о

в якій уздовж головної діагоналі містяться клітини Жордана 
Іи (Xj ), j  = ІД , а решта елементів матриці -  нулі, назива

ється матрицею, яка має нормальну форму Жордана. 
Наприклад, матриця

2 0 0! о
12 0 00 12І 00 0 0ГоV І У

має нормальну форму Жордана.
Виявляється, що будь-яка матриця над полем комплексних 

чисел подібна до матриці в нормальній формі Жордана.
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Лінійний оператор Л  векторного простору Р" 
називається нільпотентним, якщо деякий його степінь Л к = О 
( к е  N ,  к  >  1).

Квадратна матриця А називається нільпотентною, якщо 
деякий її степінь А = 0 (k e  N, £>1).

Лінійний оператор Л  (матриця А) буде нільпотентним, якщо 
його характеристичний многочлен X(t) не має ненульових

коренів, тобто X(t) = tn. Тоді за теоремою Гам ільтона-К елі 
маємо А" = 0 .

Жорданова клітина /„(0) є нільпотентною матрицею. То
му матриця жорданового виду

4 ,(0 ) 0 '
Л,2( о)

о Іа (0)V ак V ’ J
(з нулями на головній діагоналі) -  нільпотентна.

Виявляється, що будь-яка нільпотентна матриця подібна 
до матриці такого виду. Щоб обґрунтувати це, розглянемо 
будову нільпотентних операторів.

Для нільпотентного оператора Л  знайдеться таке нату
ральне число т  > 1, для якого с/І"' = 0, але Л ч Ф 0  для всіх ці
лих чисел q, що задовольняють умову 0 <q < т .  Таке число т  
називається порядком нільпотентності оператора.

Розмістимо всі степені Л \  0 < q < т  оператора у такому 
порядку

Є = Л ° , Л ' , Л 2, ...,сАп’ \ Л т = 0  
(де Л ° -  тотожне перетворення £).

Позначимо через Кч ядро оператора Л 4: Кч = Кег Л ч. При 
цьому К0 = {0}, Кт = Ґ .  Далі розглянемо декілька окремих 
фактів.

1. Підпростори Кч утворюють зростаючу послідовність за 
включенням:

0 = А:0 с  /ч с  ... с  Кч с  Кч. І с  ... с  Кт \̂ с  Кт = Ґ .

Нільпотентні оператори і матриці
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Покажемо, що Кч с  Кч, \ . Якщо х є  Кч , тобто <ЛЧ (х) = 0, то 
сАЧт\х) = х ) = 0. Це означає, щ ох є  Кч+ \ = Kerof'/+l.

2. Доведемо інваріантність Кч відносно оператора для 
всіх 0 < q < тп. Якщо х є  Кч , тобто с4чх = 0 і у  = Л(х), то 
<ЖЧ~' 00 = 9- Це означає, що у  є Кч.\ . Оператор відобра
жає Кч в Кч-1 . Оскільки Кч-1 с  Кч , то Кч інваріантний 
відносно <Л.

3. Оберемо в просторі Р" = Кт який-небудь базис Б| = 
= <Є|, е2, е, > відносно підпростору Кт-1 (базис mod АГт !). 

Покажемо, що вектори f  =of(eO, f 2 =d(e2) , ..., f s =cA(es) нале
жать АГ„,_і і лінійно незалежні відносно Кт 2 . їх  належність 
підпростору Кт..\ доведено в пункті 2. Покажемо їх лінійну 
незалежність mod Кт-2. Нехай

Щ /  + а 2 Ї 2 + + a s f s = h £ К т - 2 ’

тобто

а , с/1(е\) + а 2 еА(е2) + ... + a scA(es) є  К,„ 2.

Тоді

сА(<Х\Є\ +<х2е2+ ... +ct,vev )є  К т-2 ■

Це означає, що с#'”~1( а 1Є| + а 2е2 + ... + avev) = 0 .  Отже, 
а 1е1+ а2е2+ ... +ases належитьКт.\. Але вектори е,, е2, ...,es 
становлять базис простору Кт відносно підпростору Кт^. 
Тому а , = а 2 = ... = a s = 0 .

4. Набір векторів f  =<Д(е,), i = \,s, доповнимо (за необхід
ністю) до базису підпростору Кт.і відносно Кт.2- Нехай цей 
базис mod Кт_2 складається з системи

Б2 —<сА(еі),с4(е2), . . . ,  <5#(е,), eJ+1, . . . ,  ег> .

Аналогічно доводиться, що вектори
сА2(е\), с/і 2{є2), . . . ,  cA2(es), cA(es+\), . . . ,  oA(er) 

належать підпростору Кт-2 і лінійно незалежні mod Кт-3.
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Набір векторів Л 2(Є]), ..., 0? 2(ev), cstffo+i), С7?(ег) може бу
ти доповненим (за необхідністю) до базису mod Кт 3 . Нехай 
цим відносним базисом буде сукупність векторів

Бз = < Л 2(Є\),..., с/І2( е , ) ,  ст?(е(Н) , Л {вг), Єг+ ь е р >.

Описаний процес продовжується і закінчується побудовою 
базису останнього, відмінного від {0}, підпростору К\ .

Об’єднання всіх побудованих відносних базисів Бь Б2, Б3, ... 
складає базис усього простору

в\,е2, ..., е , ;
с#(е,),с^(е2) , ..., c d ( e x) , e s+], ..., e r -

С ^ 2 ( е , ) , . . . ,  C ^ 2 ( e v ) ,  с ^ ( е ї+ |) ,  . . . , с Д ( е г )  е г+ |, . . . ,  е  ;

Перегрупуємо базисні вектори на такі підсистеми

Сі = <е\, сЛ(е\),..., сАа '(в|)>, Л а(е\) = 0 
С 2 = <^2, Л(в2), ..., c?f Л '(^2) >, с4 Ь(Є2) — 0 
Сз = <Єз, Л ( е з ) ,  ..., tsfC '(е3) >, ст/С(е3) = 0

Тоді оператору сА в цьому базисі С = С, и С 2 u  ... відпо
відає матриця

А =

4(0)

0

о

/„(0)
4(0)

де вздовж головної діагоналі містяться нільпотентні клітини 
Жордана.

Побудований базис С = С, u C 2 u C 3 u  ... називається ка
нонічним базисом для нільпотентного оператора.

Більш детально проілюструємо викладене вище на конкрет
ному прикладі. Нехай лінійний оператор задано матрицею
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А =

О
-1
-1

1 1 О
2 0 1
О -2  1

0 - 1 - 1 0

Її характеристичний многочлен

X(t) = \tE-A\ =

t -1 -1 0
1 t - 2 0 -1
1 0 t + 2 -1
0 1 1

= Г

За теоремою Гамільтона- Келі Х(А) = А = 0 . У дійсному век
торному просторі Я4 і в деякому базисі (наприклад, у стандарт
ному базисі е ,, е2, е3,е4 , складеному з одиничних векторів) 
лінійний оператор еЛ з матрицею А нільпотентний. Необхідно 
для нього побудувати канонічний базис Жордана.

Обчислення дають

А = 2 -
- І

1

1
1

-1
-1

-1
1

-1
-1

А* = 0 .

Порядок нільпотентності дорівнює 3. Тоді дістанемо:
1. К] = Кег А = L(bu b2), де bі = (-2 , -1 , 1, 0 )', Ь2 = 

= ( 1, 0, 0 , І)7 -  базисні вектори.
2. К2 = КегЛ2 = L(c\, с2, с3), де сі = (1, 1 ,0 , 0 )7, с2 = (-1 , 0,

1, 0)7, с3 = ( 1, 0, 0, І)7--  базисні вектори.
З .К 3 = І?.
Базисом простору і?4відносно К2 обираємо один вектор/=  

=(1, 0, 0, 0)7. При цьому А ■/= (0, - 1 , - 1 ,  0)7 є  К2 \ А ■ / ста
новить базис підпростору К2 відносно К\. Далі, А2/  = 
= (-2 , -2 , 2, 2)7 є  К\. Базис підпростору К\ складається з двох 
векторів: вектораЛ2-/ і вектора b2 = (1, 0, 0, І)7. Канонічний 
базис С складається з векторів f  A - f  A2 - f b 2 .
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У  цьому базисі матрицею о п е р а т о р а ^ є  матриця

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
о" "о"Т 'о

Розщеплення оператора

Нехай сА- лінійний оператор з характеристичним 
многочленом X(t). Розкладемо цей многочлен на попарно 
взаємно прості множники

Я(0 = Ф|(0-Ф2(0--Ф*(0

над основним полем Р лінійного простору Ґ'. Тоді виявляєть
ся, що простір Р" розкладається в пряму суму Ґ  = 
= L\ © Z2 © ® Lk лінійних підпросторів (/  = !,& ), які ма
ють дві властивості:

1) кожен Lj інваріантний відносно оператора сА\
2) оператор <Л індукує на L, такий лінійний оператор (по

значаємо його також через сії), що ф • (сА) = 0 .
Для простоти викладу розглянемо випадок, коли X(t) роз

кладається лише на два взаємно прості множники, тобто 
./£(?) = Ф і(0 'ф 2(0  • Загальний випадок зводиться до цього.

Позначимо L\ = Кег фі (сА), Z2 = Кег ф2 (сА) і покажемо, що
а) L\ і L2 інваріантні відносно сА\
б) Ґ  = І ,  Ф L2.
Д о вед ен н я . Нехай х є  тобто ф/ofXx) = 0. Якщо у  =

= сА(х), тоді ф/(сО(у) = %{сЛ){с/1(х)) = cA(f>j(cA)(x) = cA(Q) = 0. От
ж е ,^  є  Lj, і інваріантність Lj доведено (/'=1, 2).

Оскільки множники ф,(/) і ф2(0  взаємно прості, то можна 
відшукати такі многочлени f ( t )  і f 2(t), що/і(г)фі(0  +.Ж0 ф2(0  = 
=1. Тоді £ =/і(о4)фі(с*?) + ̂ (<з?)ф2(с/?) і для будь-якого х є  Ґ' 
матимемо
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X = /2(с$)ф2М )(х) +/,(с$)ф,(с$)(х) = X, + Х2,

де Х| = /2(с$)ф2(с$)(х); Х2 =У1(с$)ф|(с$)(х).
При цьому

ф|(с/ї)(Хі) = фі(с/!) (̂с/Г)ф2(с$)(^) =^2(с$)ф|(с$)ф2(с$)(х)=

тобто хі є  Кег фі (с/Г).
Тут використано теорему Гамільтона —Келі, згідно з якою 

Х(сА) = 0. Так само х2 є  Кегф2(с$) = L2. Отже, х = Х| + х2, 
х; є  Lr  Це означає, що Ґ  = L\ + L2. Залишається встановити: 
L\ n  L2 = {0}. Якщо х є  L\ n  L2, то фі(о4)(х) = 0 і ф2(с^)(х) = 0.
Тоді X = /|(с5?)фі(с$)(х) +/2(с$)ф2(с$)(х) = 0 .

Зрозуміло, що сА на Lj індукує такий оператор, що ф, (c/t) = 0. 
Теорема 1. Якщо характеристичний многочлен %{t) 

лінійного оператора <А розкладається над основним полем Р
простору Рп у  вигляді добутку X(t) = (/ — Xt) 1 х  

х (/ -Х 2)"2... ( t -X k)nt , де X, Д 2, . . . ,  X* -  його попарно різні 
корені, тоді у  відповідному базисі матриця оператора сА має 
нормальну форму Жордана.

Д о вед ен н я . Спочатку розглянемо випадок, коли
X(t) = {t-X )n . Якщо Х = 0 , тоді %(t) = tn і оператор <А 
нільпотентний згідно з доведеною вище теоремою. Якщо 
X(t) = (t-X )n, Х * 0 ,  то оператор J8 = сА -  Х£ нільпотентний. 

У відповідному базисі С матимемо

=/2(с$)хМ )(х) = 0 ,

4(0)

£ <г* В =
4(0)

с 4(0)
V о V

Тоді

сА  =  J6 +  в + Хе —
с 4(Х)

V
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Матриця оператора Л має потрібну форму в тому ж базисі. 
Нехай тепер число к попарно різних коренів многочлена 

%(/)більше одиниці. Многочлени ф| (/) = (/ -  А, )"' , ф,(г) =

■ (/-А 2)П2, . . . ,  ф* (0  = (/ -  А*)"* попарно взаємно прості. То
му простір розпадається в пряму суму Ґ  = Z, © L2 ® ... © Lk, в 
якій доданки і ,  мають властивості 1) і 2).

Оберемо в лінійному підпросторі Lj такий базис С, , для 
якого

' / „ ( А , ) 0

А  ( А , )

о

, Q  відповіднихОб’єднання С всіх обраних базисів С ь С2 
підпросторів L\, Z2, ..., Lk становить базис усього простору Ґ  і 
відносно його

0

0

В,'к)

Матриця В має нормальну форму Жордана.
Теорема 2. Нехай елементи квадратної матриці А нале

ж ать  полю Р. Якщо всі її характеристичні числа належать 
тому самому полю, т о  А подібна матриці в нормальній формі 
Жордана, причому перетворення подібності здійснюється 
матрицею F з елементами з поля Р. Зокрема, матриця з еле
ментами з поля комплексних чисел подібна матриці в нор
мальній формі Жордана.

Д о вед ен н я . Якщо п -  порядок матриці А , тоді в просторі 
Ґ  оберемо який-небудь базис Б. У цьому базисі матриця А 
визначає деякий лінійний оператор Л. За теоремою 1 існує 
новий базис С, в якому оператору с/І відповідає матриця В, яка 
має форму Жордана. Якщо F -  матриця переходу від Б до С, 
тоді F~l ■ A- F = В .
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Означення. Базис векторного простору, в якому матриця 
лінійного оператора о4 має жорданову форму, називається 
канонічним базисом Жордана цього оператора.

Вправи
1. Побудувати канонічний базис і знайти жорданову форму 

таких матриць:
( 3 0 г '1 0 oN

а) А = -2 1 1 В ід п о в ід ь : В = 1 1 0

\ 3 -1 к 1° 1 к
ґ_-3 4 3 15)

/-1 0 0 |01
-1 1 0 5

. В ід п о в ід ь : В
1 -1 0 ІО

б) А =
0 0 -3 -3

— 0 1 -1 |0
0 0 2 2; ч 0 0 0 То1 У

2. Знайти жорданову форму оператора <Л2, якщо відома 
жорданова форма лінійного оператора of.

В к а з ів к а . Жорданову форму оператора o f2 можна дістати 
із жорданової форми оператора of так: у кожній клітині, яка
має відношення до Х ф О , поміняти X на X2 ; кожну клітину 
порядку k > 1, яка має відношення до Х = 0 , замінити двома 
клітинами порядку І, якщо к = 21, \ двома клітинами порядків 
відповідно І і / + 1, якщо k = 21 +1.



Розділ 7. ЕВКЛІДОВІ ПРОСТОРИ

§ 7.1. Основні означення

Означення. Нехай V — лінійний простір над по
лем R дійсних чисел. Припустимо, що кожному вектору 
х є  Vпоставлено у  відповідність дійсне число ||х|| з такими 
властивостями'.

1. ||ж||>0 і ||ж|| = 0 <=> х = в.
2. ||Ах|| = |А|-||х|| для будь -якого Х е R.
3. ||х + у  І < IIхII + ЦуЦ; х,у  є  V (нерівність трикутника). 

Число з такими властивостями називається нормою вектора.
Дійсний лінійний простір V, для векторів якого за будь- 

яким правилом або законом визначена норма, називається 
нормованим. Зазначимо, що аналогічно вводиться поняття 
норми і для комплексних лінійних просторів

Наведемо два прості приклади нормованих просторів.
1. В арифметичному дійсному лінійному просторі R’ для 

вектора х = ( і ; , , £2,... , £п) покладемо

И Н 5 іі+|52і+ -” +|5л|-

Легко переконатися, що цей закон визначає норму вектора 
х е  R",\ R" стає нормованим простором.

2. У лінійному просторі С[(( дійсних неперервних функ

цій//), заданих на відрізку [а, Ь], покладемо
||/|| = шах |/(/)|.

a<t<b
І в цьому просторі функціонал ||/|| має всі властивості норми.

Означення. Нехай у  дійсному лінійному просторі V кожній 
парі векторів х, у  однозначно поставлено у  відповідність 
дійсне число С, = (х ,у ) . Така вектор-функція визначає скаляр
ний добуток векторів х і у, якщо вона має такі властивості:
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1. (Ajc + ny,z) = X(x,z) + n (y ,z); x ,y ,z e  V ;X ,ii g R.

2. (x,y) = (y ,x ).
3. x * 0  => (x ,x ) >0 і (0 ,0 ) = 0 .

Із властивостей 1 і 2 випливає, що (0,_у) = (>>, 0 ) = 0 для 

будь-якого у  є  V .
Лінійний простір V, в якому визначено скалярний добуток 

векторів, називається евклідовим простором.
Приклади евклідових просторів.
1. В арифметичному просторі R" для векторів

х = (£ ,,$ 2, І ^  = (Лі»Л2.......Ля) покладемо

(х,у) = Е, ,Лі +^2Л2 + - + ^ Л „ -

Визначена за таким правилом вектор-функція (х, у) є скаляр
ним добутком. А з введеним таким чином скалярним добут
ком простір R" стає евклідовим.

2. Розглянемо квадратичну форму
П

Д х ,х )=  ]Г  ,
i,k=1

визначену симетричною матрицею А = (а ік) порядку п. Тут 

х = (£ ,,£2> ■••>£„) -  довільний вектор арифметичного просто

ру R"-
Припустимо, що квадратична форма / (х ) додатно визна

чена (умови додатної визначеності наводяться в § 5.4, теорема 
Сильвестра).

Складемо поляру
П

h x ,y )  = X  щ Л п к .
/,*=і

де = (т\,, ГІ2» •••> Ля ) -  також змінний вектор із R".

Вектор-функція f(x ,y )  має всі властивості скалярного до
бутку. Отже, на лінійному просторі Л" структура евклідового 
простору може бути введена багатьма способами -  залежно 
від вибору матриці А = (а ік) .
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3. У лінійному просторі V = С[а Л] неперервних функцій 

для V покладемо

h

{ f ’g)=  \ f  (Og(t)dt ■
a

Властивості 1, 2, 3, характерні для скалярного добутку, для 
функціонала ( / ,g )  є простими наслідками відомих властиво

стей означеного інтеграла від неперервних функцій.
Теорема 1 (нерівність Коші -  Буняковського). В евклідовому 

просторі V для скалярного добутку (х, у) векторів х, у  викону
ється нерівність

\ { х ,у )\ < ^ х )-^ (у ,у ) ,

причому рівність досягається тоді і лише тоді, коли вектори 
х т а у  лінійно залежні.

Д о вед ен н я . Якщо х = 0 абоy = Q, твердження теореми 
очевидне. Припустимо, що х Ф 0 і у  Ф 0 . При цьому (х, х) > 0 

• (У’ У) > 0- Розглянемо функцію

F(X) = (х  + Ху, х + Xу).

Із властивостей скалярного добутку випливає 

F(X) = (х,х) + 2Х(х,у) + X2 (у ,у)  ^ 0 

для будь-яких X. Тому дискримінант тричлена F(X) не більше 

нуля: D = (x,y)2 - ( х ,х ) ( у , у )  <0 і отже,

F(X) обертається на нуль при деякому дійсному значенні 
А0 Т О Д І І лише Т О Д І,  К О Л И  X + ЛоУ = 0 , тобто К О Л И  X і у  лінійно 
залежні. Таке число А.0 для F(X) існує і єдине тоді й лише

тоді, коли D = (x,y)2 ~ (х,х)(у,у) = 0 , тобто коли |(х,у)| =

= у[ ( хУ ) - у1(у , у ) -
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Теорема 2. Евклідовий простір V є нормований, якщо для 
будь-якого його вектора х функцію ||х|| визначити за пра
вилом

І И = 7 М -
Д о вед ен н я . Переконаємось, що функція |х|| має всі влас

тивості норми. Виконання властивості 1 для ||х|| випливає з

властивості 3 скалярного добутку.
Доведемо властивість 2. Маємо

І Ах І = ,ДАхДх) = фТ(х~х) = yj\xf{x̂ x) =
= |Х |.\/^)= |Х ||4

Доведемо властивість 3. Маємо систему рівностей

IIX + у  f = (х + у ,х  + у) = (х,х) + 2{х,у) + (у, у) =
=|х||2 + 2 (х,>0 +|М|2 .

На підставі нерівності Коші -  Буняковського |(х,у)|<|х|||у|| 

дістаємо

\\Х+у ( Ц Х\?+ 2\\х\\\\у \ \ ф (  =

Ч І І Ф М ) 2 Н И Я І Ф І М Н -
Наведена норма в просторі V називається евклідовою нор

мою вектора х (довжиною вектора х).
З аув аж ен н я . У нерівності трикутника ||х + у||<||х|| + ||у||

для евклідової норми рівність досягається тоді й лише тоді, 
коли вектори х і у  лінійно залежні. Це випливає з відповідного 
зауваження щодо нерівності Коші -  Буняковського в теоремі 1.

Для ненульових векторів х і у  на підставі нерівності Коші -  
Буняковського матимемо



Тому існує такий кут ф, 0 < ф < п , для якого

Його називають кутом між цими векторами. Вектори х, у  на
зиваються ортогональними, якщо їх  скалярний добуток 
(х,.у) = 0 , тобто кут ф між ними має дорівнювати тх/2 за умови 
х  Ф  0 і у Ф  0 .

Означення. Система векторів хх,х2, ...,хт евклідового 
простору називається ортогональною, якщо кожна пара 
різних її векторів ортогональна: (х,, хк ) = 0 , якщо і Ф k .

Теорема 3. Ортогональна система ненульових векторів 
лінійно незалежна.

Д о вед ен н я . Нехай х ,,х 2, ...,хт  -  ортогональна система 
ненульових векторів. Припустимо, що має місце рівність

V l  + ^2Х2 + -  + К Хт  =9

зі скалярними коефіцієнтами Х|Д2, . . .Д т . Складемо скаляр
ний добуток правої та лівої частин останньої рівності н ах ,. 
Дістанемо

0  =  (А ,Х , +  ^ 2 *2  +  -  +  К х т >х І ) =

= Я.,(х1,х 1) + Х2 (х2,х 1)+ ... +Хт (хт ,х , ).

Оскільки (х2,х ,) = 0, (х3,х ,) = 0 , ..., (х/и,хІ) = 0 ,то  Х|(х,,х]) = 0. За 

умовою (х ,,х | )^ 0  . Тому А, = 0 . Аналогічно дістаємо Х2 =0 , 

А,3 = 0 , ...,Хт  = 0 . Це й доводить лінійну незалежність век
торів х ,,х 2, ...,хт .

Означення. Нехай М  -  непорожня підмножина евклі
дового простору V. Вектор у  називається ортогональним до 
підмножини М, якщо він ортогональний до кожного вектора 
х із М.

Позначимо це відношення у  до А/так: у  ± М  . Ортогональ

ним доповненням М 1 підмножини М  називається множина 
всіх тих векторів у  є  V , які ортогональні М:



л/1 = { у е  V\y L M } =

= | у є  V : V x [(y ,x )  = 0, х е  А/]}-

Теорема 4. Для будь-якої непорожньої підмножини М  евклі- 
дового простору ортогональне доповнення його М 1 -  лінійний 
підпростір. Якщо для двох підмножин М, L маємо М  с  L, т о
L1 с М 1 .

Доведемо перше твердження. Якщо y ,z e  М 1  і X, ц є  R, 
тоді для довільного вектора х є М  маємо (Ху + цг,х) =

= A (y ,x ) + |j,(z,x) = 0 . Це означає, що Ху + цг є  М 1 . 

Доведення другого твердження -  очевидне.

Вправи
1. Довести правило паралелограма:

\\x + y ( + \ \ x - y f  = 2 (| х  І2 + 1 у  f ) .

2. Довести, що коли система векторів х[,х2, —,хт ортого
нальна, тоді

(узагальнена теорема Піфагора).
3. Використавши узагальнену теорему Піфагора, довести 

лінійну незалежність ортогональної системи ненульових век
торів.

4. Показати, що в лінійному просторі усіх многочленів з 
Д ІЙ С Н И М И  коефіцієнтами (як І в просторі Rn+I многочленів степе
ня < п, де п -  фіксоване натуральне число) скалярний добуток 
многочленів f( t )  = a 0 + a ]t+ . . .+ a ptp і g(/) = P0 + Р ,ґ+ ...+

+\5ptp можна визначити за правилом
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Починаючи з цього параграфа, розглянемо скін- 
чснновимірні евклідові простори. Оскільки кожний дійсний 
лінійний простір розмірності п ізоморфний арифметичному 
простору то й обмежимось вивченням евклідового просто
ру Я”-

Нехай хи х2, ■■-,хт (т < п ) -  ряд векторів евклідового прос

тору. Визначник

§ 7.2. Ортогональне проектування

(х,,х2) . ■ ( * і  ,хт

Г(х,,х2 ,...,хш) =
(х2,х2) . • {х 2 ’ х т

( хт >х\) ( Хт ’ Х2 ) ■ {х т ’ х п,

називається визначником Грама для цього ряда векторів.
Теорема 1. Вектори хи х2,...,хт лінійно залежні тоді й 

лише тоді, коли визначник Грама Г(х| ,х 2, хт ) дорівнює 

нулю.
Д о вед ен н я . Необхідність. Нехай вектори х],х2,...,хт 

лінійно залежні. Для них існує ненульова послідовність чисел 
Х ,Д 2, . . .Д т  така, що Я,*, +Х2х2 + ... +Хт хт = 0 . Тоді

(*/Д і*1  +^2Х2 + -  + К хт ) =

= Х|(х; ,х 1) + Х2 (х ,,х 2)+ ... +Хт (х,,хт ) = 0, і = \,т.

Це означає, що система лінійних однорідних рівнянь 

(*и*і)£ і + (х ,,х2)^ 2 + .... + (x],xm)Z>m = 0,
_ {Х2’ Х\)£>\+(Х2 ’ Х2 ) £ , 2  + ■■■■ + (x2,xm)Z,m=0,

+{xm,x 2)t,2 + ... + (xm,xm)^m=0.

має ненульовий розв’язок А,, Д 2, . . .Д т . Тому визначник 

Г(дГ],х2, ...,хт ) цієї системи дорівнює нулю.
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Достатність. Нехай Г (хх,х2, —,хт ) = 0. Тоді система

рівнянь (1) має ненульові розв’язки. Оберемо деякий нену- 
льовий розв’язок Х{,Х2, ...Д т  і розглянемо вектор

х = Х]х] + Х2х2 + ... + Хт хт .

Оскільки мають місце рівності

(*/.*! )*1 +(*/.*2)^2 + + {хп хт Ж  = 0,

то (х ,,х ) = 0, і = 1 ,т .
Помножимо і-ту рівність на А ,, а потім просумуємо по /'. 

Дістанемо

Я, (х ,,х )н Д 2 (х2,х )  + -  + Ат (х„,,х) = (х ,х ) = 0 .

Звідси JC = 0 , тобто Х,Х| + ~К2х2 + ... + Хт хт = 0 . Отже, вектори
х\,х2,...,хт -л ін ійно залежні.

Наслідок. Вектори х, ,х2, ..., хт лінійно незалежні тод і й
лише тоді, коли визначник Грама Г (х ,, х2,. . . ,  хт ) Ф 0 .

Теорема 2 (про ортогональне проектування). Нехай М  -  
лінійний підпростір евклідового простору R". Довільний век
тор  х є  Я" подається у  вигляді суми

„  і  X = х + х ,

де доданок х належить М, а доданок х -  ортогональний М. 
Таке подання вектора єдине. Доданок х називається ортого
нальною проекцією х на підпростір М, а доданок х -  ортого
нальною складовою.

Д о вед ен н я . Нехай m = d\m М  і xl 5x2, . . . ,x m -  базис 
підпростору М. Знаходимо х у вигляді лінійної комбінації 

х = £,х, + ... + \т хт . Оскільки х = х -  х ортогональний М, тоді 

(х ,, х -  х ) = 0 для будь-яких і = 1, т . Дістаємо систему рівнянь

(хі » х ) -  £і (х, , х ,) — \2 (.х,, х2) - . . .  -  £т  (.х,, хт ) = 0, і = 1,.т ,
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або у  вигляді системи

( x j , X , ) £ |  + ( Х ! , Х 2 ) 4 2 +  . .

(х2,х,) ,̂ +(х2,х2)^2 + •
'н' 

*
" 

<4
>7 

3
 

II 
'і 

—* 
J

S
 

+ 
+

( хт ’ *1 )  ^1 (Х/и, Х2 ) \ 2 + (  х т  > х т  )  ( х т ’ х ) '

Визначник цієї системи Г (д:,, х2, —,хт ) Ф 0 ,  отже система 

(2) має лише один розв’язок £|,£2> —>%т ■ розв’язок і ви
значає доданок х.

Наслідок. Для будь-якого підпростору М  евклідового прос
тору R" виконується рівність

Rn = M ® M L. (3)

Приклад 1. У просторі к  скалярний добуток векторів х = 
= (£ і,£ 2,£з,£4) І.У = (Л і,т і2>'Пз>ті4) задано правилом {х,у) = 

= £іЛі + + ^зЛз + ■ Нехай М -  лінійна оболонка
векторів ах = ( 1, 1, 1, 1), а2 = (1, 2, 2, - 1), аг = (1, 0, 0, 3).

Знайти ортогональну проекцію х і ортогональну складову х 
векторах = (4, -1 , - 3 ,4 )  на підпростір М.

Р о зв ’ язан н я . Ранг системи векторів ах,а 2,а3 дорів
нює 2; вектори ах, а2 лінійно незалежні і становлять базис М.

Знаходимо проекцію х у вигляді х = £іах+Е,2а2 . Для 
невідомих ^ ,^ 2 матимемо систему

j  (аь ах%  +(а{,а2)^2 =(аи х),

1( « 2»«і)&і + (а2^ 2)^2 ={а2,х).

Обчислюємо коефіцієнти (а],а ,)= 4 , {ах,а2)=[а2,ах)=А, 
( а 2, а 2) = 10, (а (,х )  = 4, (а 2,х ) = - 8 . Система

Г 4^, +4^2 =4, 

і4 ^ + 1 0 ^2 = -8  

має розв’язки = 3, і; 2 = - 2 .  Тоді х = 3ах - 2 а2 = (1, -1 , -1 , 5), 

х = х - х  = (З, 0, -2 , -1 ). Перевіркою переконаємось, що одер-
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„ ± „ жании вектор х перпендикулярним до кожного із заданих 
векторів ah a2,a3 .

Доведемо формули для знаходження розв’язку системи 
рівнянь (2) у  загальному вигляді.

Для зручності позначимо стовпці розширеної матриці цієї 
системи так:

'(Х |,*2) '

Х| = (*2>*і)
. * 2  =

(х2,х 2)

, ( * » .* г ) ,

Ґ ( х \’ х т У

м (  х 2 ’  Хт  ) , Х  =
(х2,х)

к{Хт , Хт ) у

Тоді стосовно до системи (2) формули Крамера подамо у  ви
гляді

Si = -^ d e t(X ,X 2,X 3,...,X m),
*■ т

І 2  = -^-det(X ],X ,X 3, ...,Хт ),
* т

\т = ^ & * { Х х,Х 2,...,Х т _х,Х ),
* т

де Гт = Г(хих2,...,хт ).
Перестановкою стовпців визначників перетворимо ці фор

мули:

^ = ± -d e t ( X ,X 2,X 3,...,X m),
А т

%2 = —"pr— det (Х ,Х ]гХ3, ...,Хт ),
* т
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^ ~ d e t { X , X u X 2,X 4,...,X m),
A m

H)m- 1

Г.
- d e t (X ,X „ X 2, . . . ,X m_,).

Нехай A= x . Тоді

Л2 =
/  N ( \

1  1 — і X
JC, X

V /

=  ( x  - x , x )  = ( x , x )  - ( x , x )  =  ( x , x )

~{X2’X% . -  -  (*«>*)5m =

( x , x ) r m - ( x , , x )  det ( x , A ' 2 , X 3, . . . , X m ) +

1 + ( x 2, x )  det ( X , X | , Z 3, ...,Xm)~

~ r J - ( x 3,x)  det (X ,X UX 2,X 4, ...,Xm)+...+

+ ( - l ) m- , (xm,x) det {X ,X „X 2,...,X m_x) J 

Якщо визначник

Д/я+l ~

(*, Х) (xlfx) (х2 ,х) .■■ {Хп,х)
(х, х) ( X], Xj ) (х,,х2) . . . (х,, хт)
(х2 х) (Х2 ,Х|) (х2 ,х2) . .. (х2 Хт)

(*» ,х) і Хт ’Х і) (ХМ’Хі) (Хт > Хт )

розкласти за елементами першого рядка, дістанемо суму, що 
міститься в фігурних дужках попередньої рівності. Отже, 
дістали формулу

(
і  і  
X, X

V У

Лт + 1 (4)

Перетворимо визначник Ат+|. Перший його рядок перестав
ляємо послідовно з кожним із рядків доти, доки він не займе 
місце останнього рядка. Перший стовпець переставляємо по
слідовно з кожним стовпцем доти, доки він не займе місце



останнього стовпця. Після такого перетворення визначник не 
зміниться, хоча й набуде вигляду

Лт+1

(х,,х,)
(x2,xj)

(Х],Х2)
(х2,х2 )

•• іх\’хт)
■■ (*2.Хт )

(х,,х)
(х2,х)

(хт ,х,) (хт ! Х2 ) •• ( хт  ’ хт ) (*«»*)
( х , Х , ) (х,х2 ) .. (х,хт ) (х,х)

= r ( x j ,x 2, . •> хт ’ х) ■

Остаточно для h -

h2 =
(   ̂

1  X X, X

дістали

Г(хь х2,...,хт ,х) 
Г(х],х2,...,хт ) ' (5 )

Теорема 3. Якщо вектори х, ,х2 , ...,хт лінійно незалежні, 
тоді

Г(х,,х2 ,...,хт )> 0 .

Доведення здійснимо за допомогою індукції за числом т  
векторів. Якщо т  =1, тоді Г(х,) = (jc, ,jc, ) >0 . Припустимо, що
твердження теореми має місце для т - 1 лінійно незалежних 
векторів.

Якщо L = L[x\, ...,хт_х) -  лінійна оболонка векторів
х,,х2, ...,хт _х, то xmi L .  Тоді подамо хт  у вигляді суми

і  , . іхт = хт + Хт , де хт -  ортогональна проекція на L і Хт -  ор

тогональна складова до L. Оскільки хт Ф 0 , тоді

Застосувавши формулу (5), матимемо

Г(х],х2 , х т_],хт )
hi = > 0 . (6)

Г(х, ,х2, ...,хт_,)

За припущенням індукції Г(х,,х2, ...,хт_,) > 0 . Тому 

Г(хі,...,хт _і,хт )> 0 .
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Геометрична інтерпретація 
визначника Грама

Якщо хх,х2,...,хт -  лінійно незалежні вектори,
т о  т-вимірним паралелепіпедом П„, простору R", побудованим 
на цих векторах, називається множина всіх точок х є В"
таких, для яких має місце лінійна комбінація

х = Xjjc, + Х2х2 + ... + Хт хт , 0  < Xj < 1 ,7  = 1, т.

Об’єм Vm паралелепіпеда П„, визначається індукцією за т . 
Для будь-якого k (і < к < т )  позначимо через Lk = Ь[хх,х2, 

...,хк) -  лінійну оболонку векторів хи х2, ...,хк : Гк -
= Г(jc,,л:2, .-;Хк) . На підставі формули (6 ) матимемо

к-1
= Ик , де hk

і
і хк -  ортогональна складова хк

відносно підпростору Ьк.і (к > 1). Тоді V] =^(xi,xl ) = Л/г7 -

±
х-> висота парале-довжина вектора х,; V2 =Vx-h2, де h2 

лограма Пг, побудованого на х,,х2 . Дістаємо V2 =ylf\;

V3 =V2 -h3, де h3 = х3 -  висота паралелепіпеда з основою П2. 

Отже, V3 = ,/ їу
Продовжуючи наші міркування, нарешті знайдемо Vm =

висота паралелепіпеда П„, з основою=  Vm - 1 - К  . д е  h m =

Пт_,. Тому Vm= J r ^ .

Приклад 2. Нехай у просторі В" скалярний добуток векторів 
х = (£„£2, . і  .У = (Лі,Л2> -,Л л ) визначено правилом

{х,у) = & к 1\к ■ 
k=1

Для системи лінійно незалежних векторів

x k ~  ^2к ’  )> ^  — U и
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Ь Л
%2п

складемо матрицю

\̂ п 1 Srt2 ••• 'опп J

Тоді \хг-х\Ахг\-\х\ = \х\2. Разом з тим \хт-х\ = 
= Г(хь х2, ...,хп) -  визначник Грама векторів хх,х2, ...,хп .

Об’єм паралелепіпеда, утвореного цими векторами, дорів
нює v„ = ^  ,х2, ...,х„) -  модулю визначника матриці. 

Отже,
£12 ■

Vn -  mod £21 £22 ••• 5 *

s:
uj* ^ 2  •••

Одержана формула -  узагальнення відомих формул для 
обчислення площі паралелограма та об’єму паралелепіпеда 
відповідно в просторах R2 і R3.

Вправи
1. Підпростір М задано системою лінійних рівнянь

' г̂  + ̂ з  +з̂4=о,
* + 2 ^ 2 + 2 з̂ + £4 = 0 ,

^  + 2$ 2 + 2 ^ 3 -9 ^ = 0 .
Знайти ортогональну проекцію та ортогональну складову 

вектора Х=  (7,-4 ,-1, 2) відносно М.
2. Нехай М -  лінійний підпростір в /?" . Відстанню від точ

ки. заданої вектором х, до М  називається мінімум довжин ве
кторів ||.х-и||, де и пробігає М. Довести, що відстань d

.. ідорівнює довжині ортогональної складової х вектора х
відносно М.

3. Нехай L = a + M -  лінійний багатовид з базисним під- 
простором М. Відстанню від точки, заданої вектором х, до L 
називається мінімум довжин векторів ||х-и||, де и пробігає L.
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Довести, що відстань d  дорівнює довжині ортогональної скла
дової вектора у  -  х -  а відносно підпростору М.

4. Знайти відстань точки, заданої вектором х = (4, 2,-5, 1) 
до лінійного багатовиду, що визначається системою рівнянь

j  2 x t -  2 х 2 + х3 + 2х4 = 9,
[2Х| -  4 х 2 +  2 х 3 +  З х 4 =  1 2 .

5. Нехай в евклідовому просторі задано лінійний під
простір М  і вектор х. Кутом між  вектором х і підпростором 
М називається найменший з кутів, який утворює х з векторами 
із М. Довести, що кут між х і А/дорівнює куту х і його ортого
нальній проекції х на М.

Довести, що серед векторів підпростору М  той самий кут 
з вектором х утворюють вектори виду X ■ X, X > 0  , і лише вони.

6 . Знайти кут між вектором х = (-3, 15, 1, -5) і підпросто
ром М= Ь(а],а 2,а3) , де а, =(2, 3 , - 4 , - 6 ), а2 =( 1 ,8 , -2 ,-1 6 ) ,

а, = ( 1 ,- 5 ,- 2 ,  10).
7. Нехай L і М -  лінійні підпростори. Довести:

а) ( м 1  j = М (теорема двоїстості);

б) (L + M )1 =LX п М 1 -

в) (Z n A / )1  = L1 + М 1 .
8 . Довести нерівність Г(х|, х2 ,...,хт )<Г(хІ)Г(х2 )---Г(хт )

(нерівність Адамара).
Вказівка. Довести для лінійно незалежних векторів, ви

користовуючи формулу (6 ).

§ 7.3. Ортогоналізація системи векторів. 
Ортонормований базис

Означення. Упорядковані системи векторів 

А = (а\,а2,...,а т )- Б = (Ь],Ь2, ...,Ьт ),

складені з однакового числа т  векторів, називаємо еквіва
лентними (позначаємо А = Б), якщо для кожного р = \,т

305



підсистеми (аи а2, ...,ар} і (ЬХ,Ь2, Ь р} лінійно еквівалент

ні, то б то  їх лінійні оболонки збігаються:

L[au a2,..., ap) = L(bx,b2,...,bp).

Означення. Ортогоналізацією упорядкованої лінійно-неза
лежної системи А = (ах,а2,...,ат ) векторів називається заміна

її на нову упорядковану систему Б = (t\,b2, ..., 6m) векторів

з такими властивостями:
1) А = Б/
2) система Б -  ортогональна.
Теорема 1 (про ортогоналЬацію). Будь-яку упорядковану 

систему А = (а,,а2, •••> ат )можна ортогоналізувати. Будь-які
способи ортогоналізації лінійно незалежної системи векторів 
зводять її до єдиної нової системи ненульових векторів з 
точністю до скалярних множників.

Доведення. Будуємо нову систему Б = (6|,Ь2, ..., Ьт ) век
торів з потрібними властивостями послідовно, починаючи з 
вектора Ь\.

Покладемо Ь\=ах. Припустимо, що/? > 1 і вже побудовано 

ортогональну систему (bx,Ь2, ■■■, Ьр^  векторів, еквівалентну 

підсистемі (а\,а2, ...,ар_^ із А = (ах,а2, ..., ат ) . При цьому 

рівні їх лінійні оболонки:

, а2, ар_і j — b{b\, Ь2, ..., bp_\ j — М .

Побудуємо вектор Ьр . Для цього розкладемо вектор ар на 

суму ар = ар + ар , де ар -  його ортогональна проекція на М  і

ар -  ортогональна складова (ар X Л/). Покладемо Ьр = ар = 

= - а  + ар . Тут - а р є М і, отже, - а рлінійно задається век

торами ЬХ,Ь2, ...,Ьр_\; - а р =Р,6, +32й2 + ... + $р-\Ьр_\. Тому 

Ьр подається у вигляді суми
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bp = Pi î + Ргй2 + -  +Pp-\bp-\ +ap .

За побудовою система векторів bx,b2, ..., bp_x,bp ортого

нальна. Залишається перевірити рівність b(bx,b2, ..., Ьр) = 

= Ь[ах,а г, ...,ару  Для цього достатньо перевірити включення 

bp£ Z(a,,a2, ..., ар_ь ар} і ар є L[b],b2, ..., Ьр_и Ьр} . Перше 

включення: оскільки Ьр = ар - а р і - а р є М = L(ax,a 2, ..., 

°р-і)>т°ДІ Ьр є ...,ар_х,а р} . Друге включення: оскільки 

аР =ар +ар =ар +Ьр і ар є М = Ь(ЬХ,Ь2, ...,Ьр_х), тоді

а, є ^ V i  >*/»)■
Продовжуючи далі таким же чином, на от-му кроці 

дістанемо потрібну систему векторів.
Припустимо тепер, що система векторів А ={ах,а 2, ...,ат ) 

лінійно незалежна. Покажемо, що всі вектори одержаної орто
гональної системи Б = (рх, Ь2, ..., 6т ) відмінні від нульового 
вектора.

Припустимо, що вектор Ьр = Є (зрозуміло, що у? > 1 ). 

Оскільки Ьр = ар — - а р + ар = 0  , то ар = ар є М . Вектор ар 

лінійно залежить від ах,а 2, ...,ар_х. Дістали суперечність.

Отже,Ьх*в ,Ь 2 * в , ..., Ьт Фд.
Доведення єдиності. Нехай С = {сх,с2, ..., сп) -  третя

система векторів, яка має ті самі властивості, що й система Б'
1) А - С ;
2) С -  ортогональна система.
Для будь-якого р, 1 < р < т , маємо рівності

L[ax, ..., ар_х,а р  ̂= Ь[ЬХ, ..., bp_x,bp  ̂= L(cx, ...,ср_х,ср).

Тоді Ьр =х + к-ср , де х є  М = Ь(ЬХ,Ь2,...,ЬР_Х) = 

= L[cx, c2, ..., ср_х) . Тому Ьр подається у вигляді лінійної
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комбінації bp =Х|А, + ... +'kp_\bp_{ + "kcp ■ Вектори bp і cp 

ортогональні до всіх векторів Ь\,Ь2, Ь р_х. Звідси дістаємо

0  = (6/,,й1) = (Х]̂  + ... + ’k p_xbp_\ + Хср,Ьх) = Х](Ьх,Ь]) .

Оскільки (6(,6 i ) * 0 ,  то А, = 0 . Аналогічно встановлюють

ся рівності Х2 = 0,..., А.^| = 0 . Остаточно матимемо рівність

Ьр = А. • ср ,Х  Ф 0 . Вона правильна для будь-яких р  = 1, т .

Викладений при доведенні теореми метод ортогонапізації 
упорядкованої системи векторів А. = (ах,а 2,...,ат ) називаєть
ся процесом ортогонапізації. Його можна описати у вигляді 
правила (алгоритма):

А) Обираємо Ь] = а , ;
Б) Якщо вектори 6 ,, Ь2, ...,Ьр_\ побудовано, тоді вектор 

Ьр [р > і) матимемо у вигляді

Ьр = P,6, + Р2*2 + -  + P/>-iVi + ап •

Коефіцієнти Рі, Р2, ..., Р/,-1 обчислюються за умов

(bp’bі) = ®’ (Ьр,Ь2} = 0, ..., [Ьр,Ьр_і) = 0 .

Правило можна де в чому поміняти:
А) Обираємо = Ра, (Р Ф 0);
Б)Якщо вектори б,,Ь2, ...,Ьр_х побудовано, тоді вектор 

Ьр (р > і) знаходимо у вигляді

bp = p,ft| + р2Ь2 + ...+  P p -lV l + $ПаР (Рр *  ° )  •

Коефіцієнти Р,, Р2, ..., Рр_] обчислюються за умов 

= )  = 0 , . . . ,  ( b p , b p _|) = 0 .

Приклад. У лінійному просторі і?4 скалярний добуток 
векторів х = (^|,^2,^3,^4) , >’ = ('Пі>тІ2 ’т1з>'П4 ) визначається

законом
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(*oO = S іЛі +^2Л2 +5зЛз +44П4-

Ортогоналізувати систему векторів

а, = (1, 1, 1, 1), а2 = (З, 3 , - 1, - 1), а3 = (—2 , 0 , 6 , 8 ).

Розв’ язання.
1. Покладемо Ь] = а, = (1, 1, 1, 1).
2. Відшукаємо Ь2 =36, +а2 за умови (62 ,Z>,) = 0 . Для не

означеного коефіцієнта 3  матимемо рівняння 3 (6,, 6|)+ 

+(а2>йі) = 0 - Оскільки (Ь1,Ь]) = 4, (а2,Ьі ) = 4 , то 3 = —1 . 
Отже, Ь2 = (-1)6, +а2 =(2, 2, -2 , -2).

3. Відшукаємо Ь3 =3,6, +$2Ь2 + а3 за умов (А3 ,А,) = 0, 

(&з,62) = 0. Дістанемо рівняння для коефіцієнтів Зі і Зг:

Зі (^1> |̂ ) + (й3> 1̂ ) = 0 , 32 ) = ® •

Оскільки (6|,6|) = 4, (а3, 6,) = 12, (Ь2,Ь2) = \6, (аі ,Ь2) = -32 , 
то Зі = -3, 32 = 2 . Знаходимо

*3 = -ЗА, +2Ь2 +а3 = (-1, 1, - 1, 1).

Отже, векторами нової системи будуть 

Ьі = (1, 1, 1, 1), Ь2 = (2 , 2 , - 2 , - 2 ), 63 = ( - 1, 1, - 1, 1).

Зауваження. В ході доведення теореми 1 встановлено, 
що коли в процесі ортогоналізації системи векторів о,, 
а2, а т на деякому р-му кроці одержується нульовий вектор 

[bp = 0 ), то це означає, що вектор ар лінійно виражається 

через попередні вектори ах,а2, ..., ар_х, а  система векторів 

ах,а 2,...,ат лінійно залежна.
Означення. Базис Е = (ех, е2, ..., еп} евклідового простору 

Л” називається ортонормованим, якщо він ортогональний і 
норми всіх його векторів дорівнюють Г. (е,, ек) = 0 , якщо

і *  k , і Це, І = 1 для будь-яких і = 1, п , або
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Г1, якщо і =
[О, якщо і Ф к.

Із будь-якого базису А = (ах,а 2, —,а п) простору R" можна
побудувати ортонормований базис таким чином. За допомо
гою процесу ортогоналізації з базису А отримаємо ортого
нальний базис Б = (Ь],Ь2,...,Ь„). Із останнього базису діс

танемо ортонормований базис Е ={еи е2, ..., е„), якщо покла

дати

е , = Ш \ ' Ь і , і = 1 , п '

Теорема 2. Нехай Е = (е,, е2, ..., е„) -  ортонормований ба

зис евклідового простору В" . Якщо , £2, •••» ~ координати
вектора х, а "П,,Лг» —»Л/, “ координати вектора у  в цьому 
базисі, т о  їх скалярний добуток {х,у) обчислюється за 

формулою
(х,у) = ^г\{ +^2ц2 + ( 1)

Доведення. Оскільки

х = + £2е2 + ... +1„Є„ іу  = г\]е] + г\2е2 + ... +Г\пе„,
п

то { х ,у )= ^ ^ г \ к(Єі,ек). Але(е,, е*) = 0 , якщо ІФк, і
;,*=1

(е,, ек) = 1, якщо і = к . Тому
П

{х,у) = ^% і Л/ =£іЛ| + ̂ 2  + -  +^Л„-
(=1

Якщо в ортонормованому базисі Е вектори х і у  подати у 
вигляді стовпців їх координат



(.х,у) = х‘ -у .

тоді скалярний добуток записують так:

( 2 )

У евклідовому просторі К1 зручно проводити операції з век
торами відносно якого-небудь виділеного ортонормованого 
базису, котрий відігравав би роль стандартного базису.

Теорема З (про ЬоморфЬм). Нехай У, і У2 -  евклідові 
простори, структура яких визначена на базі арифметичного 
лінійного простору R" скалярними добутками [х,у){ і (х ,у\

векторів х, у  відповідно. Існує оборотне лінійне перетворення 
с/І простору яке зберігає скалярний добуток між  век
торами:

{х,у)=(^{х),сЛ(у))2 .

Доведення. Оберемо в лінійному просторі R" який-небудь 
ортонормований базис Е = {е\,е2, ..., відносно скалярно
го добутку (х ,у )̂ , тобто в евклідовому просторі V,. Якщо 

х = %\е\ +^2е2 + + І У = Ч\ЄІ +ТІ2е2 + -  + Л „е„, Т О  (х,у)] =

= ^іЛі+ ^ 2  + -+ ^ Л „ -
Аналогічно оберемо базис Ф = ( f uf 2, , ортонор

мований відносно скалярного добутку (х ,у )^, тобто у прос
торі v2 .

На основі теорії лінійних операторів існує лінійне пере
творення с/І арифметичного векторного простору R" таке, для 
якого

% )  = Л Д  = 1,й.

Воно єдине і оборотне. При цьому

X, = сA(x) = Y £ kf k , 
k=\
П

У\ =c% y)='E rlkfk •
*=І
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Скалярний добуток (*,,.Уі) 2 =М(х), ^ { у )Ь = X £*TU ■
к=1

Дістали рівність (*,>>), = (d(x), сА(у))2 ■

Теорему доведено.
Зауваження. Раніше в загальній теорії лінійних рівнянь 

було введено поняття спряженого підпростору для заданого 
лінійного підпростору векторного простору Ґ  над довільним 
полем Р. Якщо підпростір М  буде лінійною оболонкою 
L(ax,a2, —,а т ) системи векторів

а \ =  ( « 1І > « 12» — ’ « І л ) >  

а2 = ( « 21’ « 22’ « 2л)’

а т =  ( « т і ’ « m 2 ’  « т л ) >

то спряжений підпростір М  — множина всіх розв’язків сис
теми однорідних рівнянь

« 11̂ 1 + « 12^2 +  - + « 1 л 5 л = 0 ’

« 21^1 "*"«22^2 ••• "*’ « 2л^л —

а т і 5 . + а т 2^2 +  - + « т л ^ = 0 -

Нехай основним полем буде поле дійсних чисел R. Тоді в 
евклідовому просторі R" спряжений підпростір М  для 
М  = L{a\,a2,...,am) збігається з множиною всіх векторів

х є Я", ортогональних векторам системи а,, а2, а т :

(а,,х) = 0 ,
( а2,х) = 0,

{ат,х)  = 0.

Інакше кажучи, М* збігається з ортогональним доповнен
ням М 1 .
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Вправи

1. Застосувавши процес ортогоналізації, знайти ортого
нальний базис підпростору L(a^a2,a3,a 4) , де а, = (2, 3, -4 ,

- 6 ), а2 = (1,8, -2 , -16), о, =(12, 5 ,-14 , 5), а4 =(3, 11,4 , -7).
2. Доповнити систему векторів =(1/2, -1/2, 1/2, -1/2), 

а2 = ( - 1/2 , 1/2 , 1/2 , - 1/2 ) до ортонормованого базису.
3. Знайти систему лінійних рівнянь, яка визначатиме лі

нійний підпростір М, натягнутий на вектори а, =(1, 0, 0,-1),
а2 =(2, 1, 1,0), а3 =(1, 1, 1, 1), а4 = (1,2, 3,4), а5 =(0, 1,2,3).

4. Знайти базиси суми та перерізу лінійних підпросторів 
M\=L(a{,a 2,a 3) і М2 = £(б,,/>2,/>3), де а, =(1, 2, 1, -2),
я2 =(2,3, 1,0), а3 = (1 ,2 ,2 ,-3 ) ; 6, =(1, 1, 1, 1), Ь2 =(1,0, 1,-1),
Ь3 = (1 ,3 ,0 , -4).

5. Підмножину К„ евклідового простору R", складену з усіх 
точокх = (£|,£2, ..., £„), для яких0 <£(-< 1, / = 1,и , називати
мемо п-вимірним кубом. Точки a = (e,,e2, ..., є „ ), де є, = 0 ,1 , 
назвемо його вершинами, причому протилежні вершини ви
значимо як а = (є,,є2, . ..,є„) і а = (є,, е2,...,єп), де ^ = 1 ,
ЯКЩО £, = 0 , І Є, = 0 , ЯКЩО Є; = 1 .

Для протилежних вершин а і а множину всіх точок виду 
х = Ха + ца, Х>0, ц > 0,Х  + ц = і

назвемо діагоналлю з кінцями а і а .
A) Знайти число діагоналей «-вимірного куба Кп, орто

гональних до даної діагоналі;
Б) Знайти довжину діагоналі куба та її границю при я —> ;
B) Довести, що ортогональні проекції вершин куба К„ на 

будь-яку діагональ ділять її на п рівних частин.
6 . Нехай R„+\ -  евклідовий простір усіх многочленів від 

змінної / степеня < п, де скалярний добуток многочленів//) і 
g(t) визначається законом

і
( / . g ) =  j f ( 0 g ( 0 d t  .

-і
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А * = й

становлять ортогональний базис цього простору. Показати, 
що коли до базису 1, t, г ,..., ґ  простору Rn+\ застосувати про
цес ортогоналізації, то дістанемо многочлени 
f n(t) , які збігатимуться з послідовністю многочленів Лежандра 
з точністю до сталих множників.

Ортогональні матриці

Означення. Ортогональною називається м а т 
риця переходу від одного ортонормованого базису евклідового 
простору до іншого ортонормованого базису.

Нехай Е = (в\,е2, ..., еп) -  ортонормований базис простору
R" і Ф = (/|,/2, . ..,/„) -  інший (новий) ортонормований базис. 
Подаємо вектори із базису Ф у вигляді лінійних комбінацій 
векторів базису Е:

fk = Хіке\ +%2ке2 + -  +Х„*е„, к = \,п .
Тоді матрицею переходу буде

 ̂Л/ V  л/ Л
A ll  л і  2 ЛІ П

v  Хгі Х22 ••• Х2я

Довести, що многочлени Лежандра

ДлІ Хя2 Хип у

Знайдемо фундаментальні співвідношення між елементами 
%ік цієї матриці. Скалярний добуток (/ ,/ * ), обчислений в

базисі Е, дорівнює сумі Х\Х\к +1 2іІ2к + -  +Хл/Хя* • Але Для 
векторів із базису Ф виконуються рівності

, ч _/о, ЯКЩО іФк\
(,J і >/к ) ~~ 1 .[і, якщо і = к.

Звідси дістаємо систему рівностей



Х і і Х і *  +% 21% 2к +  -  +  Х „ / Х „*  =

О, якщо і  Ф к ;
(3)

1, якщо і = к.

Сума добутків відповідних елементів різних стовпців мат
риці дорівнює нулю, а сума квадратів елементів одного стовп
ця дорівнює одиниці.

Співвідношення (3) коротко можна подати у вигляді 
матричної рівності

ЗСі Х 21 ■■ Хп\ " Х п Х 12 • ■ Хі  п '

II

* Х і 2 Х 22 • ■■ Х „2 Х 21 Х 22 ■•• х 2«

vXln Х іп Хпп у Хп2 • Хия у

1 0 

0  1

(4 )

ч0  0  ... 1,

= Е.

Твердження 1. Визначник довільної ортогональної матри
ці дорівнює 1, або —1.

Доведення. Нехай X  -  ортогональна матриця. Із рівності 
X і ■Х  = Е випливає, що det(Jf7 •X) = 6sXX1 -detZ = det£ = l . 

Оскільки detX7 = detX , то (detX )2 = 1. Тому det X  = ±1 .
Твердження 2. Ортогональна матриця X  оборотна і

Х - ] = Х Т. (5)
Доведення. Оскільки detX = ±1, тоX має обернену матри

цю Х ~'. Із рівності (4) знаходимо (X і ■Х )-Х ~1 =Х~', з ін

шого боку X і ■ (X ■ Х ~х) = X 7, атому X і =Х~].

Вправи

1. Показати, що коли дійсна квадратна матриця X  підко
ряється співвідношенню (4) X і ■ X  -  Е , то вона ортогональна.

2. Довести, що коли X  -  ортогональна матриця порядку п, то 

для будь-яких векторів х = (£,1Л 2, - Л пУ і 7  = 01 і,ть -> Л „)7̂ 
заданих в ортонормованому базисі, виконується рівність
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(х,у) = (Хх, Ху)

(закон збереження скалярного добутку).
3. Нехай на деякій множині G задано операцію -  функ

ція двох змінних, що подається у вигляді а-Ь = с ,  і така, 
що ставить у відповідність кожній впорядкованій парі 
(а, Ь) деякий елемент с:

а-Ь = с ,

причому так, що виконуються такі вимоги:
I. Властивість асоціативності

(a-b)-d = a -(b -d ) .

II. Існує такий елемент е, що для будь-якого елемента а

а ■ е = е ■ а = а

(е -  одиничний, або нейтральний елемент).
III. Для кожного а є G існує елемент х є G такий, що

а-х  = х ■ а = е .

Елемент х називається оберненим для а і позначається а - 1 . 
Множина G у цьому випадку називається групою.
Крім того, може виконуватися вимога IV. Властивість кому- 

тативності: a-b = b - a . Тоді група G називається комутатив
ною, або абелевою (на честь норвезького математика Н. Абеля).

Показати, що множина всіх ортогональних матриць по
рядку п становить групу відносно операції множення. Вона 
називається ортогональною групою і позначається Оп.

Нехай F  -  множина всіх матриць виду

/cos9 -s in  фл 

sin ф COS ф
0 < ф < 2 п .

Показати, що F -  комутативна група, яка належить групі
0 2 (тобто є її підгрупою). Порівняти її з мультиплікативною 
групою К  всіх комплексних чисел Z, ДЛЯ ЯКИХ І2І = 1 .
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§ 7.4. Лінійні перетворення
евклідових просторів

Надалі скористаємося загальноприйнятим у ма
тематиці позначенням для евклідових просторів. Нехай лі
нійний підпростір L розкладається у пряму суму

L = і| © Z2 © ••• ® Lm

попарно ортогональних підпросторіві,,.^, —,Lm .Тоді

L = L ,L L 2 L . . .L L m.

Зокрема, евклідовий простір R” розкладається у пряму суму 
лінійного підпростору М  і його ортогонального доповнення:

Rn = M ± M 1 .

Дійсна матриця

Ч і  “ 12 ••• « і„ "
а 2І а 22 а 2я

<“ ml “ m2 “ тлу

розмірності т х п  визначає лінійне перетворення

сd-.R"-*#"

евклідового простору R" в евклідовий простір FT. Для його 
точного опису оберемо в Я" і, відповідно, в R"' які-небудь 
ортонормовані базиси і зафіксуємо їх. Тоді лінійне перетво
рення задамо законом

У - А - х ,

де х -  стовпець координат вектора х є R" , а у  -  стовпець 
координат перетвореного вектора y  = A -x e R "'(у відповідно 
обраних базисах).

Нагадаємо означення ядра та образу лінійного перетво
рення.

Ядро Кег А = {х є /?": А ■ х = 0 } .



Образ ІтА  = {у є R": y  = A -x,xeR "}.
Лема. Для будь-яких векторів х є R", у  є R"1 виконується 

рівність

(А -х,у) = (х,А7 у } .

Доведення.

(Ах,у) = (А -х)Г ■ у  = Xі  ■А7 - у -  

= х' -[А1 -у) = (х,А‘ у).

Теорема. Для будь-якої дійсної матриці А = { а ,к) розмір
ності т х п  виконуються рівності

КегЛ = ( ітЛ г ) , (А)

Rn =Ker А 1  Іт  Аг . (Б)

Зокрема, якщо матриця А симетрична, т о

R" = Кег А 1  Іт  А , (Бо)

Rm=\mA ІК егЛ 7', (В)

КегЛ = Кег^Л7 ■А), (П

ІтЛ7' = І т ( л 7'-л ) . (Д)

Доведення рівності (А).
Нехай х е  КегЛ і z e  Іпь47 . Тоді z = А7 - у ,  де у  є ЛГ.

Маємо (x,z) = (х,А7 у) = (Ах,у) = (6 ,7 ) = 0 . Оскільки х - ДО-

вільний вектор із КегЛ, тоді z є (Кег Л)Х. Це означає, що 

ХхпА1 с  (КегЛ)1 . Звідси дістаємо включення

КегЛ с ( і т Л 7 ) .



Для доведення оберненого включення обираємо 

г є  [\тА' j . Це означає, що вектор z ортогональний будь- 

якому вектору х із Іпь47 . Якщо х = А7 -у, у  є то 

(z,x) =  [ z ,a ‘ у ) =  ( A z ,y )  =  0

для будь-якого у є І Ґ .  Це можливо лише у тому випадку, ко
ли Az - в ,  тобто коли z є КегА . Дістали обернене включення

(\тА‘ j сК егЛ , 

а звідси і потрібну рівність

КегЛ = (іш Ат ) \

Із рівності (А) випливає рівність (Б):

Я" = КегЛ 1  І т Аг .

Із рівності (Б) заміною^ на А1 отримаємо рівність (В):

B"’ = \mA 1  КегЛ7 .

А тепер доведемо рівність (Г). Одностороннє включення 
КегЛ сК ег ^АТ ■ очевидне.

Нехай тепер х є  Кег^Л7 тобто A/ -Ax = Q. Тоді

(х,А7 -Axj = 0 , а тому (Ах,Ах) = 0 . Це можливо лише при 

А -х = в , тобто хєК егЛ . Доведено обернене включення 

Кег^Л7 - ^ jc K e r ^  .

Тепер доведемо рівність (Д).
На підставі рівностей (А) і (Г) одержується така послідов

ність рівностей:

Іт А1 = (КегЛ)1  = (КегЛ7 ■ А̂

= Іт [А1 = Іт [а1 ■ л).
Теорему доведено.
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Означення. Нехай -  лінійний оператор евклі- 
дового простору R". Лінійний оператор сА* називається 
спряженим з ним, якщо (<А(х), у) = (х, сА (у)) для будь-яких 
х, у  є РГ.

Теорема 1. Для будь-якого лінійного оператора Л  існує 
(і при цьому єдиний) лінійний оператор, спряжений з ним.

Якщо сА *— оператор, спряжений з сА, тоді у  будь-якому 
ортонормованому базисі їх матриці одержуються одна від 
одної транспонуванням.

Доведення. Доведемо спочатку друге твердження тео
реми.

Нехай Е = (ех,е2, —,е„) -  ортонормований базис евклідо- 

вого простору і A = (a lk) = cAB -  матриця оператора <А\ 

В = ) = сА£ -  матриця оператора <А* в базисі Е. Тоді

^ { ек) = ^  (Є* ) = (* = 1»")-
;=І <=!

Маємо такі рівності:

п \ п

§ 7.5. Спряжені оператори

( сА  ( е к ) ,  е у )  — У " 1, а , к е , , е ! — o . j k ,
V /=1 У /=1

(е*,сГ (е,)) = Єк, ^ ііЄі = £ р  ,і(ек, Єі) = $кі.
V <=і /  '=1

Оскільки (cA(ek),e j)  = (ек,сА*(еі)У то дістанемо Р*, = а ,к.

ТЦе означає, що В = А .
Існування спряженого оператора випливає з таких мір

кувань. Нехай в ортонормованому базисі Е = (е,,е2, ..., е„)

маємо

=Л = (а,*).
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Для транспонованої матриці А1 існує такий лінійний 
оператор 53, що $ е = А7 . Для нього виконуються рівності

£ (ек) = а*,е, + а к2е2 + ... + а кпеп (* = й ) .

Нехай х , у -  довільні вектори простору, z = <Дх), w = 53(у) і

=

| V Гл,Л Г О М
> .У е -

Л2
> ZE - , wE =

со2

Л . ,

Тоді ze = A - xe , щ = а ‘ -у Е, тобто С / = Х а >*£*’
*= |

= I X , л *  • 
* = |

Обчислюємо

(cA(x\y) = {z,y) = £ с , Л ,  = Z  П, = І « , М  •
/=1 '=1 Ч*=1 / /,і=1

(х, £ ( у ) )  = (х ,  w) = £ ^со, = £  f  £  В Д і  
/=1 /=1 и =1

/7 П
= Z а *Д,л* = Z а ^ л , -

і ,к—\ і,к=І
Порівнюючи ці дві рівності, можемо зробити висновок, що 
(с#(х), >0 = (х, 53 (у)) для будь-яких векторів х, у. Тому 53 = с//*.

Єдиність спряженого оператора с *̂ для випливає з 
першого пункту цього доведення.

Теорему доведено.
Наслідок. Операція спряження лінійних операторів має

так і властивості:
г * \ *

I. («*# ) = ef.
II. (,**+Я)* = «** + #*.
III. (<»*•#)* = Я ***.
IV. =
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Ці властивості випливають із відповідних властивостей 
операції транспонування матриць.

Теорема 2. Якщо лінійний підпростір М інваріантний 
відносно лінійного оператора сА, т о  ортогональне доповнення
М 1 інваріантне відносно спряженого оператора сА*.

Доведення. Нехай х -  довільний вектор із М  і у -  вектор 
із М 1 . Оскільки <А (х) є М, то (<Л (х), у) = 0. Із рівності (сА (х), у) = 
= (х, сА*(у)) випливає, що (х, of* ( у ) )  = 0.

Це означає, що сА* (у)є М 1.
Означення. Лінійний оператор of простору R" називаєть

ся самоспряженим (симетричніш), якщо він збігається зі сво
їм спряженим оператором сА * , то б то  для будь-яких х, у  ви
конується рівність (с/І (х), у) = (х, сА(у))-

Наведемо такі властивості самоспряжених операторів:
1. В ортонормованому базисі самоспряженому оператору 

відповідає симетрична матриця. Має місце й обернене твер
дження.

2. Усі характеристичні числа самоспряженого оператора 
дійсні й, отже, є його власними значеннями.

Самоспряженому оператору сА в ортонормованому базисі 
відповідає симетрична матриця А. Але всі характеристичні 
числа матриці А дійсні (див. § 6.4, теорема 3).

3. Якщо х ,у  -  власні вектори самоспряженого оператора сії 
з різними власними значеннями X , ц, то х і у  -  ортогональні.

Оскільки сА(х) = Ах, сА(у) = \х.у, то з рівності (с/І (х), у) =
= (х,сА(у)) дістаємо (Ах,у) = (х, цу) => (А-ц)(х,д>) = 0. Із 

А - ц ^ 0  випливає (х,>,) = 0 .
4. Якщо лінійний підпростір М  інваріантний відносно са

моспряженого оператора сА, тоді й ортогональне доповнення
М 1 інваріантне відносно сА.

Ця властивість випливає з теореми 2.
Теорема 3. Якщо сА -  самоспряжений лінійний оператор 

простору R", тоді

1  VXi 1  ... 1  vK ,
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де А,,, Х2, Х г -  усі відмінні одне від одного власні значення 

оператора оЛ і підпростори = Кег(Л|, £ -  af), к = \,г, 

ортогональні.
Доведення. Мінімальним інваріантним підпростором, 

який містить усі власні вектори оператора сД є V = V (сії) = 
= У̂  © ... © Vх (див. § 6.7, теорема 4 і наслідок). Доданки

цієї прямої суми ортогональні, оскільки складаються вони з 
власних векторів з відмінними один від одного власними зна
ченнями. Тоді

R "= V 1 У1 ,

де ортогональне доповнення Vі  також інваріантне відносно сА.

Покажемо, що V = {0} -  тривіальний підпростір. Припус

тимо, що У1 Ф {0}, / = dim У1 > 0 .

Характеристичний многочлен %,(;) оператора об

меження на Vі  -  має степінь !>  0 . Він -  дільник 
характеристичного многочлена оператора сЛ (див. § 6.7, тео
рема 2). Тому будь-який корінь X многочлена Хі(0 збігається 
з одним із чисел Х{, Х2, ■■■, Хг . Знайдемо який-небудь влас

ний вектор w е У1 оператора c/f| у1 з власним значенням X.

Він, разом з тим, є власним вектором оператора о#.
Таким чином, we У . Але w * 0 .  Це суперечить розкладу

Я” = У ±  У1 .

Отже, Vі  = {0} і /Г=УХі 1  УХі 1  ... _L УК .

Структура самоспряженого оператора проста.
Теорема 4. Для дійсної симетричної матриці А існує така

0  N

К ,

ортогональна матриця X, що
ҐХ

Х Т ■ А ■ X  :
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-  діагональна матриця, на головній діагоналі якої містяться  
власні значення матриці А.

Доведення. Нехай в ортонормованому базисі 
Е = (б|, е2,..., деякий самоспряжений оператор с/І подаєть
ся симетричною матрицею Л. Оберемо новий ортонормований 
базис Ф = (/j ,/2 , складений із власних векторів
оператора Л  (матриці А) таким чином. У підпросторі 
V-k -  Кег(Л, & -  z/f) оберемо ортонормований базис. Далі те

саме проробимо у підпросторі VXi і т. д. Об’єднання їх усіх

становитиме ортонормований базис R” .
Якщо X  -  матриця переходу від Е до Ф, то матриця

Х~]АХ = Х Т -АХ 
матиме діагональний вигляд.

Правило знаходження ортогональної матриці. Для того 
щоб знайти ортогональну матрицю X, яка перетворенням кон
груентності X іАХ приводить симетричну матрицю А -( а ,к) 
до діагонального виду, потрібно:

I. Скласти характеристичний многочлен матриці А та знай
ти всі його корені. Нехай Х ,Д 2 , ...Д Г-  усі попарно різні 
корені.

II. Для кореня Я, складемо систему лінійних рівнянь

( Л , - а „ ) £ і -  а |2^ 2 -  ~  а і Л ,  =  0,

—а2̂і+ (X,-а22)̂ 2-
' .............................................К)

а„2̂ 2 -  + ( Я ,- а „ „ ) ^ = 0

та знайдемо фундаментальну систему її розв’язків. Нехай во
на складається із <і, розв’язків. Число dx дорівнює дефекту 
матриці цієї системи рівнянь.

До одержаної системи розв’язків застосуємо спочатку 
процес ортогонапізації, а потім -  нормування. Дістанемо век
тори f , f 2, > які становитимуть ортонормований базис

підпростору VXi. Тоді перший стовпець матриці X  буде запов- 
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ІІСМИЙ вектором f) , другий -  вектором /2 і т. д. Отже, будуть 
заповнені dx стовпців матриці X.

III. Аналогічно складається система (f\2) лінійних рів

нянь для кореня Л2 і повторюється процедура II. Знову-таки 

дістанемо d2 ортонормованих векторів /і1+\, що

становлять базис підпростору VXj . Координати цих векторів 

заповнюють d2 стовпців матриці X.
Цю процедуру продовжуємо доти, доки не буде остаточно 

побудована матриця X.

Приклад 1. Знайти ортогональну матрицю, яка конгру
ентно перетворює матрицю

ґ0 0  0  1Л
0 0 1 0
0 1 0  0 

J  0 0 0 

у діагональну.
Розв’ язання. Спочатку обчислюємо характеристичний 

многочлен

т =

t 0 0 -1

0 t - 1 0

0 - 1 t 0

-1 0 0 t

Із X(t) = 0 => X, =1, Х2 = -1 .

Потім складаємо систему (v^ ) рівнянь. Вона матиме ви

гляд
'£ ,-$ 4 = 0 ,
.^2 _ ̂ 3 = 0 -

Вектори а, =(1, 0, 0, 1) і а2 =(0, 1, 1 ,0 ) утворюють фунда
ментальну систему розв’язків. Вони ортогональні. Після їх 
нормування знайдемо
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f\ = 4=> 0 , 0 , 4 =
V2 V2.

\ f 
J i  = 0 , 4 = , - L  , 0 

V2  л/2 .

Система І для X2 = - 1  зводиться до вигляду 

f^ l+ §4= 0,

[5г + £з = 0 -
Для /з і / 4 матимемо:

/з = 

Остаточно

о, ~ j= ,4 ^ °л/2 л/2 , — L ,o ,o ,4 =
. V2  V2

JT =
1

V2

р 0 0 -П Г1 0 0 0 "
0 1 - 1 0

, Х г АХ =
0 1 0 0

0 1 1 0 0 0 - 1 0

J 0 0 1 ,0 0 0 - 1,

Приклад 2. Звести квадратичну форму

/  = 6 х,2 + 5х\ + 7х2 -  4xjx2 + 4х,х3

до діагонального виду за допомогою ортогонального пере
творення змінних х ,, х2 , х3 .

Розв’ язання. Матриця форми

' 6  - 2  2 Л 
Л= -2  5 0

2 0 1 ,
Спочатку обчислимо характеристичний многочлен 

/ -6  2 -2  
X (0 = 2  / -5  0

- 2  0  t - 1

=> A.j = 6, Я2 = 9, Я3 = 3.

Складемо систему рівнянь для Я., = 6 . Матимемо
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2 х 2 -  2х3 = О, 
2 х, + х2 = О, 

- 2 х, -  х3 = 0 .

Загальним її розв’язком буде X  - ~~х3 ,х3 ,х3

Фундаментальна система розв’язків складається лише з 
одного розв’язку ах = ( - 1, 2 , 2 ), або після нормування

/  =
1 2 2

. 3  3 3.

Для Х2 = 9 із системи рівнянь

Зх, + 2 х 2 -  2 х 3 = 0,
2Х| + 4 х2 = 0 ,

- 2 х( + 2х3 = 0

знайдемо а2 =(2, - 1 ,  2). Або після нормування 

f  - -  -
1 U ’ з ’ З

Аналогічно для Х3 =3 знаходимо

/ з

Шукана ортогональна матриця

ґ - \  2 2Л 

2 - 1 2  

. 2  2 - 1

ЛГ- 1
З

і відповідне лінійне перетворення ЗМІННИХ

1 2 2 
+-^У2 +-УЗ’

2 1 2 
х2 = -У \ --У 2 + -У з ’
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2 2 1 
*з =~У\ + -У 2 -~Уз-

/  = Ь уї+ 9у22 + З уІ

Вправи

1. За допомогою ортогонального перетворення звести до 
канонічного вигляду квадратичні форми:

а) /  =  X2 +  х \  +  x j  +  х4 +  2 х ] х 2 -  2 х ]х а -  2 х2х3 +  2 х 3х 4 ;

б) /  = 8Х|Х3 + 2 х,х4 + 2 х2х3 + 8х2х4 ;

в)/ = 2 > *  (1 </, *< и ).
і*к

2. Знайти оператор, спряжений з оператором с/?(х) = [х, а] 
евклідового простору R3 .

3. Нехай Б = {b\,b2, ..., Ьп) -  ортогональний (але не орто
нормований) базис простору R" . Встановити зв’язок між 
матрицями оператора і спряженого оператора у цьому 
базисі.

4. У просторі R2 многочленів /(/) = а 0 + а,/ + а 2/2 введено 
скалярний добуток

і
( f ,g )=  \f(t)g(t)dt.

-і
Знайти матрицю спряженого оператора по відношенню до 
оператора диференціювання в базисі 1 , t , t 2 .

§ 7.6. Ортогональні оператори

Лінійний оператор X називається ортогональним, 
якщо він зберігає скалярний добуток векторів: (х, у) = (Х(х), 
Х(у)) для будь-яких х,у  є R".

Наведемо деякі загальні властивості ортогональних опера
торів.
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I. Для того щоб лінійний оператор X був ортогональним, 
необхідно і достатньо, щоб він будь-який ортонормований 
базис переводив у ортонормований базис. Звідси випливає, 
що у будь-якому ортонормованому базисі йому відповідає 
ортогональна матриця X.

Оскільки спряженому оператору X* відповідає транспо
нована матриця X і , то з рівності X і - X  = Е випливає рів- 
нктьХ*- X -  £. Ортогональний оператороборотний і % 1 = X*.

II. Усі числа, відмінні від ± 1, не можуть бути власними 
значеннями ортогонального оператора.

Нехай ортогональний оператор X має власний вектор х з 
відповідним власним значенням А,. Тоді (х,х) = (Х(х), X (х)) =

= (Ах, Ах) = X2 (х, х ) . Оскільки (х, х) > 0 , то А2 = 1 => А = ± І .
III. Якщо підпростір М  інваріантний відносно ортого

нального оператора X, тоді й ортогональне доповнення М 1 
інваріантне відносно X.

Нехай m = dim М  і Е = (е(,е2 , ет )~ базис підпросто
ру М. За допомогою перетворення X базис Е перетворюється 
в базис, складений із векторів f= X (e \ ) , /2 =%(е2), —>

т
f m = X(eJ -  -ЯКЩО Х^ М  І * = , т0 Я '(х) =

= Х~х
г \ *=1т т т

= 'Y£k%  ' ( Л )  = Х ^ * Є* Є
V*=l ) к=І к=І

Це означає, що підпростір М  інваріантний відносно Х~1 = X*.
Але тоді ортогональне доповнення М 1 інваріантне відносно 
спряженого оператора (X) *=Х.

Ортогональні оператори 
простору розмірності 1

Евклідовий простір R] має лише один базисний 
вектор е. Ортогональний оператор X перетворює його у век
тор виду X (е) = Хе. Число А -  власне значення оператора X. 
Тому X = ±1. Якщо А. = 1, то для будь-якого вектора х = Ь,е
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матимемо Х(х) = х, тобто X  -  тотожне перетворення. Якщо 
X = -1 ,  то Х(х) = -х  для будь-якого вектора х є R'.

Висновок. Ортогональний оператор одновимірного евклі
дового простору є або тотожним перетворенням, або дзер
кальним відображенням відносно початку координат.

Ортогональні оператори 
простору розмірності 2

Нехай в евклідовому просторі R2 обрано орто
нормований базис ех,е2 . Ортогональному оператору X  у цьо
му базисі відповідає ортогональна матриця

( а
U  5,

Спочатку розглянемо випадок, коли |x| = а 8 ~Ру = 1. Обчис
лимо обернену матрицю за допомогою відомої формули

Ґ 8  -Р^

<~У а ;
Х~' =

Але X  = X  . Тому а  = 8 , у = ~Р, тобто X  =
а  Р 
-р  а.

причому а 2 +р2 = 1. Покладемо a  = cos(p,P = -sin ер. Тоді

Х  =
''совф -sin фЛ

вІПф COS ф

Це -  матриця повороту на кут ф. Якщо ф Ф кп, к = 0, ±1,..., 
тоді оператор X повороту на кут ф не матиме нетривіальних 
інваріантних підпросторів в евклідовому просторі R2 .

Якщо (р-кп, то R1 = L\ ©L>, де Ц і 1  ̂ підпростори від
повідно з базисними векторами е, і е2 , інваріантні відносно X.

Нехай тепер |Лг| = а 8 -Р у  = - 1 . Характеристичний мно
гочлен

Х (0  =
1 - а

- У

-Р
?-8 = t 2 -  ( а  + 8)/ - 1 .

ззо



Дискримінант його Д = (а + 5 )2 +4 . Характеристичні чис
ла Я ,Д 2 Д ій сн і і є власними значеннями оператора. Вони 
можуть бути рівними лише ± 1. Оскільки Я, -Я2 = - 1 ,  то одне 
з них дорівнює 1, а інше - 1 .  Нехай А, = 1Д 2 = - 1 .  їм 

відповідають власні вектори f x і /2 : X(f^) = /і ,%(/-,) = -/ 2 . 
Вони ортогональні: (/j ,/2) = 0. Якщо Ц -  лінійна оболонка 
вектора / j, І 2 -  вектора/2 , то R2 = Z, © Z2 , і оператор % 
індукує на Ц тотожне перетворення, а на Ь2-  дзеркальне 
відображення. Підпростори Ц і ^-ортогональні.

Висновок. Ортогональний оператор X  простору R2 діє на 
ньому або як обертання на кут ф Ф к п , або простір розкла
дається в пряму суму R2 = L] ®L2 одновимірних інваріантних 
підпросторів Ц ,Ь2, ортогональних між собою і на яких 
індукує тотожне перетворення або ж дзеркальне відобра
ження відносно початку координат.

Теорема (про структуру ортогональних операторів). 
Для будь-якого ортогонального оператора X простір R" 
розкладається в пряму суму

R" = L] ±L2 ± ... 1  Lr

попарно ортогональних інваріантних підпросторів Z-, роз

мірності яких не більше ніж 2. На доданках з розмірністю 1 
оператор індукує або тотож не перетворення, або дзер
кальне відображення. На доданках з розмірністю 2 він ін
дукує обертання.

Доведення проведемо індукцією за розмірністю п прос
тору. Якщо п< 2 , то справедливість теореми випливає з наве
дених вище міркувань.

Припустимо, що и > 2 і твердження теореми зберігає силу 
для просторів з розмірністю < п. Як і будь-який лінійний 
оператор дійсного векторного простору, перетворення X ма
тиме в R" інваріантний підпростір Ц розмірності 1 або 2 
(див. § 6.7, теорема 3).
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Розкладемо простір у пряму суму Rn = Ц © L\ . Ортого

нальне доповнення інваріантне відносно X  і його розмір

ність менша за п. За припущенням індукції розкладається 
у пряму суму

= L2 1  Lj 1  ... 1  Lr , 

усі доданки якої L j, j  = 2 ,r  задовольняють вимоги теореми. 

Звідси дістаємо потрібний нам розклад
ІҐ = Ц 1L 2  1  ... l L r .

Наслідок. Для кожної ортогональної матриці X  існує т а 
ка ортогональна матриця Т, для якої

Т~хХТ =

У і
У2

0

Ущ у

де ук = ±1 , або

Ук
CO S ф ^ - З І П ф ^  

s in  ф ^  C O S ф ^

Вправи
1. Базиси Е і Ф евклідового простору R3 називаються одна

ково орієнтованими, якщо визначник матриці переходу від Е 
до Ф додатний.

Довести теорему Ейлера: якщо ортогональний оператор 
X Ф £ тривимірного простору Я3 не змінює орієнтації (тобто 
його матриця X  має detX = 1 ), то X є обертанням навколо де
якої осі.

Вказівка. Переконатися, що характеристичний многочлен 
оператора X  має корінь, рівний 1, підпростір L власних век
торів, відповідних власному значенню 1, є віссю обертання і 
%|;і  -  обмеження на Iх -  обертання в площині L1 .

2. Довести, що лінійне перетворення сД(х) = [х, а] простору 
/?3 не є ортогональним.
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3. Довести, що коли два вектори х, у  простору R3 мають 
однакову довжину (IUII = |у||), то існує такий ортогональний 
оператор X , для якого Х(х)=у.

4. Довести, що коли дві пари векторів хи х2 і У\ ,у2 такі, 
Щ° ||*1 II = ІУі II ’ llX2 II = 1^2 II і кут МІЖ Х\,Х2 дорівнює куту між 

Уі’У2 > то 1СНУЄ такий ортогональний оператор X, для якого
= Уі > Х(х2) = у2 .

5. Довести, що коли лінійний оператор X  евклідового 
простору зберігає довжину всіх векторів, то X -  ортого
нальний оператор.

6 . Довести, що коли лінійний оператор X зберігає орто- 
гональність будь-яких двох векторів, то він відрізняється від 
деякого ортогонального оператора лише числовим множ
ником.

7. Довести, що модулі всіх характеристичних чисел 
ортогональної матриці дорівнюють одиниці.

Вказівка. Це твердження одержується з наслідка струк
турної теореми про ортогональні оператори. Але його можна 
довести за допомогою простіших міркувань. Дійсно, нехай X  -  
ортогональна матриця порядку п і X -  її характеристичне чис
ло. Число X -  власне значення нашої матриці у комплексному 
лінійному просторі С .  Нехай х -  відповідний власний вектор 
і x = u + iv, де м, v є /?". Якщо А = а  + г(3, тоді на підставі 
рівності X ' х — Хх матимемо

Xu = а.и -  Pv, Xv = Pw + av .
Оскільки

||u|| = (u, u) = [Xu,Xu) = a2 ||u||2 + p2 ||v|| 2 -  2aP(u, v), 

llvll2 = (v>v) = {Xv,Xv) = a2 llvll2 + P2 Hull2 + 2ap(u, v),

Звідси і випливає, що a 2 + (З2 = і, |Я| = 1.
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Метричним простором називається множина V

§ 7.7. Метричний простір

елементів деякої природи, для кожної пари х,у  з яких поставле
но у  відповідність дійсне число р(х,у) з такими властивостями:

1) р(х,_у) > 0  і рО,дО = 0 <=> х = у;
2) р(х,у) = р(у,х) (симетричність);
3) p(x,y)<p(x,z) + p(z,y) (нерівність трикутника).
Число р(х,у) називається відстанню між елементами х, у. 
Елементи метричного простору часто називаються точками. 
Кожний евклідовий простір V буде метричним простором,

якщо покласти р(х,у) = ||х -  у||.
Властивості 1) -3) визначеної таким чином функції р(х,у) 

випливають із властивостей норми векторів. Наприклад, 
нерівність трикутника:

р (х , у) = ||х -  у\\ = ||(х - z )  + ( z -  у) І < і|х -  z|| +
+||z-̂ || = p(x,z)-l-p(z,y).

Наведемо деякі конкретні приклади метричних просторів.
1. R -  множина всіх дійсних чисел. Відстань між х, у  є R -

це р(х,_у) = |х  -  у\.
2. R" -  евклідовий простір зі скалярним добутком векторів 

х  = ( £ , ,£ 2 , і 7  = ( т і, ,т і2 , . . . , г і „ ) ,  щ о  обчислюються за

формулою (х,у) = 5|Г|і + ^2^2 + -  + £«Л« ■ Норма вектора

3. Простір С[оА] неперервних функцій на відрізку [а, Ь].

а відстань між точками, поданими векторами х і у, є

Р(х,у) = >/(£, -  Лі ) 2 + (^2  - Л2 f  + -  + (£« " Л„ ) 2 •

ь
Скалярний добуток норма функції

а

а

\Ь
^ f2(t)dt і відстань між функціями
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Щоб пов’язати введені вище поняття з загальноприйнятою 
термінологією, нагадаємо деякі поняття топологічного характеру.

Відкритою кулею S(a,e) метричного простору V з цент
ром а і радіусом є > 0 називається множина всіх точок х є V 
таких, що р(х, а)<  є . Відкриту кулю S(a, є) називають 
є-окопом точки а.

Нехай М  -  деяка непорожня множина точок метричного 
простору V. Точка а є V називається граничною для множини
М, якщо будь-який її є-окіл містить хоч би одну точку М, 
відмінну від а.

Множина всіх граничних точок називається похідною мно
жиною і позначається М'.

Об’єднання M\j M ’ називається замкненням множини М  і 
позначається М .

Множина М  називається замкненою, якщо М —М. Отже, 
множина замкнена, якщо вона містить усі свої граничні 
точки.

Точка а множини М  називається внутрішньою, якщо існує 
таке число є > 0 , що S(a, є ) с М .  Множина всіх внутрішніх
точок множини М  називається її внутрішньою областю і по
значається М°.

Множина М  називається відкритою, якщо М  = М° , тобто, 
коли всі її точки -  внутрішні.

Повний метричний простір

Нескінченна послідовність хх,х2, —,хп, ... точок 
метричного простору V називається збіжною до точки х, якщо 
кожний її є-окіл S(x, є) містить усі точки хт послідовності, по
чинаючи з деякого номера m > N E (NB залежить від є).

Послідовність х\,х2, —,хт , ... точок простору V назива
ється фундаментальною, якщо для будь-якого є > 0  знай



деться таке число Nt , що при m ,k>Ne виконується нерів
ність

Метричний простір V називається повним, якщо будь-яка 
фундаментальна послідовність його точок збігається.

Твердження. Простір R" з евклідовою метрикою

Доведення. Розглянемо довільну фундаментальну по
слідовність х1,х2, ...,хт , ... точок цього простору. Якщо

I k  -  ** II = y / ( L l  -  f  + (£*2 -  5*2 )2 + -  + (%mn -  %b, f  ■

Для будь-якого числа є > 0 існує таке число NE, що

m,k>NE (і = 1 ,п).
Нескінченна послідовність £1(, %2і, ..., £т/, ... -  фундамен

тальна для кожного номера 1 < і< п . Але множина R дійсних 
чисел -  повний метричний простір з метрикою р(дг, J/) = |лг — _V̂| .

Отже, ПОСЛІДОВНІСТЬ £|, ,  £ 2/, . . . ,  £ т , , ... збігається до деякого 
числа . Але тоді й послідовність х],х2, ...,хт , ... збігається 
до точки х = (5 „ 5 2,

Зауважимо, що метричний простір С[а з відстанню

між функціями//)* giO не є повним. Цей факт встановлюється 
в курсі математичного аналізу.

1. Гіперплощиною евклідового простору R" називається 
множина П ={хє/?":(а,х) = (3}, аФв. Вона ділить увесь простір

на півпростори Р = {х є  /?”: (а, х) < Р} і Z = {х є (а,х)>Р}.

Р (**, >**)<£•

р(х,у) = ||х -  _у|| є повний.

х т (5/п1 > 5 т 2 ’ 5 т и  )  > ТОДІ

ІКл _ xk І < є Для вс'х т ,к >  Ne. Тому |̂ т( -  | < є для всіх

Вправи



Довести, що Д  І ,  П -  замкнені множини. При цьому 
внутрішніми областями множин Р і Е є Р° = {хеР"\
(a,x)<P} і Z° = {x є Л":(а,ї)>Р}.

2. Нехай система лінійних рівнянь

«11̂ 1 + «12̂ 2 + •••+<*! А , =Р|>
« 21$1 + « 22^2 + -  + <hAn = $2*

«»|51 + « т 2$2 + -  +“ «Дя =Рт

з дійсними коефіцієнтами сумісна. Тоді множина L усіх її 
розв’язків х = ( ^ , , ^ 2 >—Л п) є (тобто лінійний багатовид L) -
множина замкнена.

Довести це. Зокрема, довести, що будь-який лінійний 
підпростір -  множина замкнена.

Те саме для сумісної системи лінійних нерівностей:

а і | £ і  +  а 12^2  +  —  +  а \ Л п  ~  Р і  ’

<*2і£л+<*22$2 + -+ < *гА п *$2 ’

«л.1̂ 1 + а т 2^2 + • ■ + ^ Р т -

3. Довести, що множина С̂ а ^ всіх дійсних неперервних 

функцій на відрізку [а, Z>] з відстанню

p(/,g) = max [/(/)- g(0 |
a<l<h к '

між функціями /(/) і g(t) утворює повний метричний простір.

§ 7.8. Унітарний простір

Оскільки зміст цього параграфу безпосередньо 
випливає з теорії евклідових просторів, обмежимось розгля
дом лише окремих прикладів.

Нехай V -  векторний простір над полем С комплексних 
чисел. Припустимо, що на V визначена комплекснозначна



вектор-функція С, = (х,у), х,у  є V; С, є С, яка має такі власти
вості:

1) (Ях + |ny,z) = X-(x,z) + n -(y ,z ) ;x ,y ,z e  V\ є С;

2 ) (х,у) = (у,х);
3) х ^ 0  => (х, х) > 0  і (0 , 0 ) = 0  .

Тоді простір F називається унітарним, а функція двох аргу
ментів (х, j) , яка визначається на елементах простору V, нази
вається скалярним добутком.

В унітарному просторі V норма вектора х визначається так 
само, як і в евклідовому просторі:

11x11 = yj(x,x) .

Основні властивості норми.
І. х Ф 0 => ІІХІІ > 0 і ||0|| = 0 ;

Н. М  = |Х|-Н ДЄ С;

III. |(jr, )̂|< IUII ||>| (нерівність Коші -  Буняковського);

IV. ||х + jh|| < ||х||+ ||̂|| (нерівність трикутника). 
Скінченновимірний унітарний простір є арифметичним

комплексним векторним простором С” зі скалярним добутком 
векторів Х = (5),52, - А п )  > У = (Лі>Л2, - .Л я ) , обчисленим за 
правилом

(*,>0 = 5 іЛ і+ 5 2Л2 + - + 5 „ Л „ -  

У ньому норма векторів знаходиться за формулою

И |  =  \ / | 5 і | 2 +  |5 г  \2 + -  +  | 5 я |2 ,

а нерівність Коші -  Буняковського набуває вигляду

|5,л, + 5 2л2 + -  +5„л«|2 ^ ( |5 і|2 +|52|2 + -  + |5 „|2)х  

х(|л,|2 +|л2 і2 + -+|л„|2).

Надалі основну увагу приділятимемо унітарному простору 
С". При цьому означення ортогонального і ортонормованого



базисів унітарного простору такі самі, як і для евклідового 
простору.

Для матриці

А =

а,
а 21

12

'22

1 л

2л

V««l ап 2

з елементами із поля С комплексних чисел спряженою нази
вається матриця

/а11 а-,, ... а Л

А =

'II ^21 

а і2  а 22

лі
а п2

а 2л а„

= Л'

Матриця переходу від ортонормованого базису до іншого 
ортонормованого базису називається унітарною. Унітарна 
матриця U характеризується властивостями

U*-U = U -U *= E .

Лінійний оператор 53 унітарного простору С" називається 
спряженим з лінійним оператором of, якщо виконується 
рівність

(сДх), у) = (х, Щу)) 

для будь-яких х,у  є С . Він позначається як of*.
Пропонується самостійно довести такі властивості ліній

них операторів:
1. Для будь-якого лінійного оператора сА існує єдиний 

лінійний оператор <А*, спряжений з ним.
Якщо в ортонормованому базисі лінійному оператору від

повідає матриця А, тоді спряженому оператору у тому ж ба
зисі відповідає спряжена матриця of*.

2. Для будь-якого лінійного оператора сЛ унітарного прос
тору існує ортонормований базис, в якому матриця цього опе
ратора має трикутну форму (теорема Шура).
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3. Лінійний оператор ІЛ називається унітарним, якщо він 
зберігає скалярний добуток векторів:

(х,у) = (U(x), U  (у)).

В ортонормованому базисі такому оператору відповідає 
унітарна матриця.

4. Лінійний оператор сА називається нормальним, якщо він 
переставний зі своїм спряженим оператором, тобто

сА-сА* =<А*-сА.

Встановити послідовно:
а) якщо х -  власний вектор нормального оператора сА з 

власним значенням X, тоді той самий вектор буде власним 
вектором оператора erf* з власним значенням Я ;

б) власні вектори нормального оператора з різними влас
ними значеннями ортогональні;

в) для нормального оператора існує ортонормований базис 
простору, складений із власних векторів цього оператора 
(структура його проста).



Розділ 8. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ  
І ПСЕВДООБЕРНЕНІ МАТРИЦІ

§ 8.1. Псевдорозв’язки систем 
лінійних рівнянь

Розглянемо систему лінійних рівнянь з дійсними 
коефіцієнтами

а і і£і + аіг г̂ + -  + а \Ап = Сі. 
а21^+а22̂ 2 + - +а2^П=С2?

<

.“ ті̂ зі “ т2^2 “ ти^и — Cm

із заданим вектором z = (Сі> Сг> •••> Ст/ і змінними векторами 

x = (Z)],Z>2,..., %„)' . Якщо Я  = ( а ік) -  матриця цієї системи 
(розмірності т х п ) ,  то запишемо її (систему) в матричній 
формі

Hx = z. (І)
Для матриці Я  використаємо відомі (див. § 7.4) розклади 

евклідових просторів R" і R"1 в ортогональну пряму суму

Д" = КегЯ± І т Я 7, R™ = Іт Я  і .  КегЯ7 , 

а також рівності

К егЯ = К ег(я 7 - я ) ,  І т Я 7 = І т ( я 7 я ) .

Теорема 1 (Фредгольма). Для того щоб система лінійних 
рівнянь (1) була сумісною, необхідно і достатньо, щоб вектор 
правої частини системи був ортогональним будь-якому розв ’яз-

ку у  = (г|і > Г|2 > Лт)? системи лінійних однорідних рівнянь

НГ у  = 0 . (2)

Доведення. Необхідність. Нехай система(1) сумісна і х0 -  
який-небудь її розв’язок, а у  — довільний розв’язок системи 
(2). Тоді



(.z,y) = [Hx0,y) = (.x0,H r y ) = (xq.O) = 0.

Достатність. Маємо розклад

JT=lm H ±  KerЯ 7'.

Нехай (z,_y) = 0 для будь-якого розв’язку .у системи (2),

тобто для будь-якого вектора у  є КегЯ7 . Тоді маємо вклю
чення z є І т Я  Це означає, що існує вектор jc0 є /?", для яко
го z = Нх0 . Отже, система (1) сумісна.

Означення. Якщо х є R", т о  для заданого вектора z 
різниця y  = z -H x  називається відхилом системи (1).
Зокрема, якщо л: -  розв’язок системи, то для нього відхил ну
льовий.

Якщо ця система несумісна, то доцільно відшукати такі 
вектори х , для яких відхил у = z-H x  має мінімальну

норму ||z -  Нх* 1. У цьому й полягає метод найменших 
квадратів; обчислюються вектори, що мінімізують форму

F(x) = \\z-Hxt.

Такі вектори х називаються псевдорозв 'язками даної систе
ми лінійних рівнянь.

Теорема 2. Множина всіх псевдорозв ’язків системи ліній
них рівнянь

Нх = z

непорожня і збігається з багатовидом усіх розв ’язків системи
Нх = z , (3)

де z — ортогональна проекція вектора z на Іт  Я.
Доведення. Знову скористаємось розкладом на ортого

нальні складові

і Г = І т Я 1  КегЯ7 .

Тоді z = z + z ,  де z — ортогональна проекція z на ІтЯ  і
1  7'z є КегЯ . Для будь-якого х є к  виконується рівність



F ( x )  = ||z -  Hx\\~ = ( z - H x )  + z  = ||f -  Hx\\~ + У 1  ,

оскільки f - Я х є  Іт Я . Форма F(x) досягає свого мінімуму

llzll лише для тих векторів х, для яких ||f -  Нх\\ = 0 , тобто для 
яких виконується рівність Нх = z . Оскільки f  є ІтЯ, то такі 
вектори неодмінно існують.

§ 8.2. Псевдообернені матриці
Мура -  Пенроуза

Нехай L -  лінійний підпростір евклідового прос
тору R". Квадратна матриця А називається проекційною на 
підпростір L, якщо для будь-якого вектора zeR"  вектор Az є
ортогональною проекцією вектора z на L.

Твердження 1. Для того щоб дійсна квадратна матриця А 
порядку п була проекційною для деякого лінійного підпрос
тору, достатньо, щоб вона мала такі дві властивості:

I. Симетричність: А1 = А.
2

II. Ідемпотентність: А = А.
Доведення. Нехай А1 =А і А2 = А . Скористаємось відо

мою властивістю симетричної матриці:
R" = ImА ± КегЛ 

(теорема §7.4). Тому кожний вектор z  є R" подається у ви

гляді суми z - z  + z , z є І т Л , z є КегЛ; z -  ортогональна 
проекція z на ІтА . Звідси Az = Az і f  = Aw для деякого век
тора w. Тому

Az = A(Aw) = A2w = Aw = f  .

Теорема І. Якщо A -  симетрична матриця порядку п, т о  
існує границя

lim (А + 8Е) ' А = А .
5—>0 4 '

Матриця А -  проекційна на підпростір L = Іт А.



Доведення. Для симетричної матриці А існує така орто
гональна матриця X, для якої А = ХДХТ, де Д  -  діаго
нальна матриця: Д= diag(X, Д 2, ...Д„); Х ,Д 2 ,...Д „ -  її
власні значення (див. § 7.5). Позначимо через 50 додатне чис
ло, менше абсолютних значень |Л*|для всіх Хк * 0  (ненульо- 
вих власних значень). Тоді для будь-яких чисел 5 , для яких 
0<|5|<80, матриця

А + 8Е = Х  ■ diag(X, + 6 Д 2 +5, .. .Д „  +5)-X і 

оборотна. Оскільки /?” = ImА X КегА , то довільний вектор

пп . 1 1г е  я  подається у вигляді  z  = z  + z ,  де z e  Im A ,  z є КегА. 
Для деякого вектора w матимемо рівність £ = A w . Тоді

(A + SE)~' Az= (А+ЬЕ)~' Az= (А + 5Е)~' A2w =

= Х(Д + 8£ )_| X 7ХД2Х Гw = х [ (Д  + б£)~' Д2^ХТw. 

Оскільки

^  + 5 £ )" V = d ia g __ [
vX ,+ 5 ’ Х2 + 5 ’ Х„ +5

то

Ііш (Д  + 5£)~'Д2 = Д .
о—>0

Тому існує границя

Jim [А + ЬЕ) Az = XJJXr w = Aw = z .

У результаті матимемо

lim (А + 5£) ] Az = z ,
S->0 v ’

де £ -  ортогональна проекція вектора z на лінійний підпростір 
ІтА. Якщо замість вектора z в останній рівності послідовно
підставляти вектори базису є, = (1,0,..., О)7 , е2 = (0,1,..., 0)Г ,..., 

еп =(0 , 0 ,..., і ) 7 , то праворуч дістанемо вектори ех,е2, . 
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Побудуємо матрицю A = (et,e2, ..., еп), стовпці якої збігають
ся з цими векторами. Тоді

lim (А + 8Е) ' А = А і Az = і ,
5—>0 ' '

де і  -  ортогональна проекція z на підпростір ІтЛ.
Матриця А , яка є границею симетричних матриць, сама 

також симетрична. Властивість ідемпотентності А2 = А оче
видна.

Висновок. Якщо А -  симетрична невироджена матриця, то 
А = 1іт(Л + 8Е)~х А = Е -  одинична матриця.

Лема. Для будь-якої дійсної матриці Н розмірності т х п і  
досить малого числа 8 ^ 0  матриця

Нг Н + Ь2Е
оборотна.

Доведення леми наведено в теоремі 1 для симетричної 
матриці А = Н1 Н.

Теорема 2. Для матриці Нрозмірності т х п  існує

lim f Ht H + S2e )~' Нг = Н+ . (1)
S—»о' >

Розмірність матриці Н+ дорівнює п х т  . Для будь-якого 
вектора z є РГ вектор

v = H+z e  \тНг (2)
і задовольняє рівність

Hv = z , (3)

де z — ортогональна проекція z на 1m Н .
Доведення. Спочатку доведемо існування границі

lim [н тН + Ь2е Ґ  НТz

для довільного вектора г є Г .

Використаємо відомий розклад

Рт =\тН L КегЯ7 .



Тоді z = z + z ,z e  Im#, z є КегЯ7. Оскільки для деякого 
вектора w маємо Hw = z , то

Нтz = Я 7' ( f  + z) = Hr z = Я 7 Hw

(jHr H + 8 2£)~' Hr z = (Я 7 Я  + 52£)~' Я 7 Hw. (4)

Для симетричної матриці А = Я 7 Я  за теоремою 1 існує 
границя

lim (Я 7 Я  + 52£)~' Я 7 Я  = і  ,
8-»(Л >

причому -  проекційна матриця на підпростір ІтА -  

= І т ( я 7 я ) .  На підставі рівності І т ( я 7 я |  = 1 т я 7 вона бу

де проекційною матрицею на І т Я 7 . Тому

І і т ( я 7'я  + 52£Г' Н1 Hw = Aw = w ,
8—»0 * >

де w -  ортогональна проекція вектора w на І т Я 7 . Із рівності 
(4) дістаємо

\im (Hr Н + 52e Y  HTz = w .  (5)
8-»0 ' '

Із останньої рівності випливає, що вектор v = w не залежить 
від вибору w в рівнянні Hw = Z .

Якщо в рівності (5) вектору z послідовно надавати значень
базисних векторів е, =(і, 0,..., О) 7 , е2 =(0,1,..., О) 7 , 

ет = (0 ,0 ,..., і ) 7 , то дістанемо систему векторів

vk = lim( я 7Я  + 8 2£ ')" 1 НТек (* = й й ), (6 )

яка належить Іт Я  .Матриця Я + = (v,, v2, ..., vm) зі стовпця
ми V|,v2, ..., vm має розмірність nxm  і

) і т ( я 7 Я  + 52£'Г1Я 7 = Я +, v = w = H+z є І т Я 7 .
8-»0 ' '



Із розкладу

/ ?" = Іт Я 7 1  K er Я

„ J- „ •/• ідістаємо w = w+ w, w e  Im Я  , w е КегЯ . Тому

z = Hw = ЯЛ

і для вектора v = w випливає вимога теореми -  рівність (3). 
Теорему доведено.

Означення. Якщо Н = (а(і) -  матриця розмірності т х п

з дійсними коефіцієнтами, т о  матриця Н+ = 

= 1 іт ( я 7я + 5 2£’| Я 7 розмірності п х т  називається псев- 

дооберненою для матриці Я.

Приклад 1. Знайти Я + для матриці

( \  1Л
Я  =

, 0  оу

Розв’ язання. Для матриці Я + маємо

Нт Н + Ь2Е =
/1+ 52

1 1+S2

(н гн +ь2е )~' =
52(2 + 8 2)

( н г Н + ь2е )~' НТ =

1 + 52 -1

- 1  1+ 52

0 '1

2 + 5 V1 0 У

Тому

Я + = lim (Я 7'Я + 52£)_| Я 7 = -
5-*0 2

1 0

V1 0 у
= І Я 7

2

Приклад 2. Знайти Д + для квадратної діагональної 
матриці Д  = diag (А, Д 2, ...Д „ ).
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т+

Р о з в ’ я з а н н я . М аємо

Д = lim (Д + 8  £) Д  =
8—»0

= lim diag
8—>0 +82 ’ A.i + 82 ..... А2 + 82

=diag( v , ^ , . . a ; ) ,

де

Xt =
[ А.Д якщо А* * 0 ,

0 , якщо Хк = 0 .

Приклад 3. Обчислити псевдообернену матрицю А* для 
симетричної матриці А порядку п.

Розв’язання. Для матриці А знайдемо таку ортого
нальну матрицю X, яка перетворенням подібності зводить її 
до діагонального виду. Тоді її можна подати у вигляді до
бутку А = Х Д Х ', деД = diag(X,,X2, —,Х „ ), Хи Х2,...,Х„ - ї ї  

власні значення. Тому

А+ = lim (А2 +Ь2ЕУхА = lim Д Д 2 + 82Е)~]ДХт =
6->0 5->0

■ X lim (Д 2 + 8 2£ Г 'Д
8-*0

X і  = х д +х ‘

Будь-яка симетрична матриця А переставна з А+: АА+ = 
= А+А. Ця рівність легко встановлюється, якщо скористатися 
наведеними вище поданнями матриць А і А+ у вигляді 
діагональних матриць.

Зауважимо, що не кожна матриця Я  переставна зі своєю 
псевдооберненою матрицею Я +.

ґі г , 1 ґ\ 0 '
1 для Я  =

,0  0 ,
мали Я

,1 0 ,2

НН+ Ф Н+Н.
Псевдообернену Н* для матриці Я  можна відшукати як 

границю 
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lim Я 7 (Я Я 7' +52£)_ l,
5—>0

де Е -  одинична матриця відповідного порядку.
Щоб у цьому переконатися, розглянемо рівність

НТ(ННТ +52 Е) = (.Я 7 Я  + Ь2Е)Нт .

Звідси знаходимо

(Я 7'Я + 5 2Е)-] Я 7' = Я 7 (Я Я 7 + 5 2ЕУ1.
Тому

Я + = lim НТ(ННТ + 52£)“'.
8—»0

Твердження 2. Якщо Н+ -  псевдообернена матриця для Н, 
т о  Н+Н -  проекційна матриця на лінійний підпростір 
Іт (Я 7 ), а Я Я + -  проекційна матриця на Іт  Я.

Доведення. Із означення

Я + = 1іт (ННТ +52£ Г 'Я 7 
8-»0

дістанемо
Я +Я  = lim (Я 7 Я  + 52£)- ' Я 7 Я  .

8-»0

За теоремою 1 ця границя для симетричної матриці А = Н1 Н 
є проекційною матрицею А на лінійний підпростір ІтА = 
= І т (Я 7 Я ) . Але відомо, що Іт (Я 7 Я) = І т Я 7 . Аналогічне 
твердження зберігає силу і для Я Я +.

Твердження 3. Якщо Я  - квадратна невироджена 
матриця, т о  Я + = Н~].

Доведення. Для невиродженої матриці Я  порядку п має
мо Іт  Я  = Іт  Я 7 = R". Тому ортогональна проекція z = Я +Яг 
вектора z на R" збігається із z. Рівність H+Hz = z для 
довільного вектора z означає, що Я +Я  = Е , де Е -  одинична 
матриця, тобто Я + = Я _І (див. теорему 1).

Твердження 4. КегЯ= Кег( Я +Я  ).
Доведення. Включення К егЯ сК ег(Я +Я ) очевидне. Для 

встановлення оберненого включення оберемо л: є Кег( Я +Я );
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Я +Яс = 0 . На підставі рівності R"=\mHl 1  КегЯ маємо 

» 1 - 1 + розклад дг = х + х ,д е  xg  Іт Я  , х є  КегЯ Але Я  Я  -  про

екційна матриця на І т Я 7 . Тому х = Н+Нх = 0 і, отже,

і
х = х є Кег Я

Остаточно Кег( Я +Я  ) с  КегЯ.
Твердження 5. Для матриці Нмають місце рівності:
І .Я + = (Я 7 Я )+Я 7'.

н.(я7У =(я+)7'.
III. Я + = Я 7 (Я Я 7)+.
Доведення рівності І. Скористаємось рівністю (4):

H+z = lim (Я 7 Я  + 52£)~' Я 7 Ян’ ,
5—>0

де z -  довільний вектор із ВГ\ w -  вектор із R", що задовольняє 
рівність z = Hw\ і  -  ортогональна проекція z на лінійний 
підпростір Іт  Я.

Симетричну матрицю А = Я 7 Я  можна подати у вигляді 
добутку А = ХДХ' , де Д  = diag (А.,Д2, ...Д„) і X  -  вдало 
підібрана ортогональна матриця.

Дістанемо рівність

lim (Д + 5 Е) Д
.8—»0

X Tw. (7)H+z = X  

Оскільки

(Я 7 Я )+ = lim Г(Я7 Я ) 2 + 6 2£ І -ІЯ 7 Я ,
8—>0 L J

матимемо рівність

(Hr H)+Hr z = lim Г (Я 7 Я )2 +Ь2Е У ХHr HHr z .
6—>0 L J

Знову використаємо розклад у пряму ортогональну суму: 

= ІтЯ Х К егЯ 7 .

350



Тоді z = z + z ,  де z є ІтЯ , z e  КегЯ7 ; h ' z = h ' z, 
z = Hw. Тому

( t f7'tf)+t f 7 z=|lim [(Я УЯ ) 2 +52£]"' ( я 7 я ) 2 }и/ =

На підставі рівності lim ( д 2 +52£‘) Д 2 =
8—>0 ' >

= 1 і т ( д  + 52£) Д  випливаєs->o\ /

(Я 7 Я )+ Hr z = X lim (Д + 5 E)~ Д
8—>0

X r w . (8 )

Порівнявши рівності (7) і (8), знайдемо

H+z = (Hr Н)+ н '  Z  . (9)

Оскільки остання рівність справедлива для будь-якого век
тора Z, то

Н+ = (Я 7' Н)+ Нг .

На доведеннях рівностей II і III не зупиняємось. 
Твердження 6. Виконуються рівності
IV .Я Я +Я  = Я.
V. я+яя+ = н +.
Доведення. Оскільки НН+ -  проекційна матриця на 

лінійний підпростір ІтЯ, то для вектора z = Нх виконується
рівність HH+z = z. Тому Я Я +Нх = Нх для будь-якого век
тора х є R". Це означає, що Я Я +Я  = Я.

Для доведення рівності V скористаємося співвідношенням 
Я += (Я 7 Я )+Я 7'. Оскільки Я  = Я Я +Я, то Я += (Я 7 Я )+х 

х(Я Я +Я ) 7 = (Я 7Я )+Я Г(ЯЯ+)7. Але Я Я +-  симетрична 
матриця. Тому

Я + =(НГ Н)+ НГНН+ =[(Я7 Я )+Я 7 ]ЯЯ+ = Я +Я Я +.
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Теорема Пенроуза (без доведення). Нехай Н -  дійсна 
матриця розмірності т  х п . Для того щоб матриця F роз
мірності п х т  збігалася з псевдооберненоюН+ , необхідно і 
достатньо, щоб вона мала такі властивості'.

а) HF і FH -  матриці симетричні',
б) HFH = Н',
в) FHF = F.
Твердження 7. Для будь-якої матриці Н виконуються 

рівності'.
VI. Н+ННТ = Я 7.
VII. НТНН+ = Я 7.
Доведення. Із рівності Я  = Я Я +Я  випливає, що

Нт = (Я Я +Я )7’ =(Н+Н)ТНТ = Я +Я Я 7;

Я 7 = (ЯЯ+Я ) 7 = Я 7'(ЯЯ+)7' = Н'НН\

Вправи
1. Показати, що для симетричної матриці А виконуються 

такі рівності:
а) АА+ =А+А ;6 )(А к)+ = (А+ )к (^>1);

в) (Ак)+А* =(А+А)к =А+А (к> 1);

г) АкА+=Ак-' {к>2)\ д) (А+ )к А = (А+ )* -1 (к> 2).
2. Довести, що коли X -  ортогональна матриця, то

(H X f = Х +Н+ і (ХН)+ =Н+Х \

3. Довести

(Я 7 Я )+ = Я +(Я 7')+,(Я Я 7)+ = (Я 7')+Я +.

4. Довести

КегЯ+ = КегЯ7 , 1 т  Я + = І т Я 7.

5. Довести
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§ 8.3. Застосування псевдооберненої матриці 
для розв’язання матричних рівнянь

Знову розглянемо систему лінійних рівнянь
Hx = z. (1)

Тут Я-матриця розмірності т х п ,  х = (і;,, >••••> £>„У -стов

пець невідомих, Z = (Сі, С2, Ст )7-
Поряд із системою (1), складемо нову систему лінійних 

рівнянь

Н1 Нх = Я 7 z, (2)

яку будемо називати нормальною системою для даної систе
ми (1). Виявляється, що нормальна система рівнянь завжди 
сумісна. Для системи (2) запишемо однорідну систему 
(Я 7 Я ) 7 у  = 9 , тобто

Н1 Ну = 0 , (2°)

їй відповідну на підставі умови теореми Фредгольма. За цією 
теоремою система (2 ) сумісна, якщо будь-який розв’язок од
норідної системи (2°) ортогональний вектору Я 7 z . Перекона
ємось у цьому. Нехай у  -  довільний розв’язок системи (2°). 
Тоді

(Ну, Ну) = (у,Н Т Ну) = (у, 0) = 0

і тому Ну = в .  Звідси (у , Я 7 z) = (Ну, z) = (0, z) = 0 . Отже, сис
тема (2 ) -  сумісна.

Твердження 1. Множина всіх псевдорозв 'язків системи 
лінійних рівнянь (1) є рішенням відповідної нормальної систе
ми (2 ).

Доведення. Відомо, що множина псевдорозв’язків сис
теми (1) збігається з множиною розв’язків сумісної системи

Нх = z ,

де z -  ортогональна проекція вектора z на підпростір ІтЯ. 
Нехай х* -  псевдорозв’язок системи (1), тобто Нх = z . 
Оскільки Я Я +-  проекційна матриця на лінійний підпростір 
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Im# (§ 8.2, твердження 2), то z = НН+z . Із рівності Нх* =
— z — HH+z дістаємо Н1 Нх* = Н1 HH+z . Але Н1 НН+ = Н1 
(§8.2, твердження 7, властивість VII). Тому Н' Нх = Н1 z : 
псевдорозв’язок х* задовольняє нормальне рівняння (2 ).

Псевдообернені матриці використовуються при знаход
женні розв’язків матричних рівнянь виду

АХВ = С , (4)

де А, В, С -  матриці відповідних розмірностей; X  -  шукана 
матриця.

Твердження 2. Лінійне матричне рівняння (4) має розв ’я- 
зок тоді й лише тоді, коли виконується рівність

АА+СВ+В = С . (5)

Доведення. Необхідність. Нехай Х 0 -  деякий розв’язок 
матричного рівняння (4):

АХ0В = С .
Тоді

АА+СВ+В = АА+(АХ0В)В+В = (АА+А)Х0(ВВ+В) = АХ0В = С .

Достатність. Нехай має місце рівність (5). Тоді 
Х 0 = А+СВ+ -  розв’язок рівняння (4).

Вправи
1. Яким чином твердження 2 пов’язане з твердженням:

матричне рівняння (4) має розв’язок тоді й лише тоді, коли
ранг матриці дорівнює рангу розширеної матриці А (теорема 
Кронекера -  Капеллі)?

2. Відповісти на питання 1 для рівняння ХВ = С .
3. Довести, що загальним розв’язком однорідного матрич

ного рівняння AYB = 0 буде Y = M - A +AMBB+, де М -  
довільна матриця, розмірність якої збігається з розмірністю 
матриці Y.

4. Довести сумісність нормального рівняння Н1 Нх = Н1 z 
за допомогою твердження 2 .



Наведемо один із методів обчислення псевдо
оберненої матриці, побудований на основі теореми Гаміль- 
тона-Келі.

Нехай А -  симетрична матриця і

т  = ItE -А\ = ґ -  (З,/"-1 -  ... -  3 -  ря -

її характеристичний многочлен. Подамо його у вигляді

Х ( 0  = а ґ ( н р ( 0 - 1 ) ,

де а *  0 , т >  0 , ф(7) -  однозначно визначений многочлен.
На основі теореми Гамільтона-Келі

Х(А) = 0 => aAm(Aq>(A)-E) = 0 .

Якщо матриця А -  оборотна, то т  = 0 і останнє співвідно
шення набуде вигляду

а(А(р(А) -  Е) = 0 . (1)

Отже, А+ = А~] = (р(А ).
Надалі скористаємось властивостями симетричних матриць 

(§ 8 .2 , вправа 1):
а) АА+ = А+А ;

б) (Ак)+ =(А+)к (к > 1);

в) (Ак)+ Ак = (Л+Л)* = А+А (к > 1);

г) А кА+=Ак-\  (А+)к А = [А+ )к (к >2).
Коли т  > 1, виконується рівність

Ат =Ат+'(р(А) (2)

і тому (А+)т+]Ат =(А+)т+,Ат+'(р(А). Маємо (А+)т+'Лт+' = 

= (А+А)т+] = А+А -  проекційна матриця. Але (А+)т+ІАт = 

= А+(А+)т Ат =А+А+Л = А \

§ 8.4. Метод обчислення
псевдооберненої матриці



А+ = АА+(р(А) (3)

Оскільки АА+(р(А) = АА+[^А)-(р(0)Е]+(р(Р)АА+ і ф(Л)-ф(0)£
містить доданки лише з додатними степенями матриці А, то з 
рівності А+Ак+Х = Ак (к> 1) випливає

АА+ [ф(Л) - <р(0)£] = (р(Л) - ф(0)£ .

Тому з рівності (3) знаходимо

А+ = ф(А) -  ф(0)Е + (р(0)АЛ+ . (4)

Звідси

АА+ = А(р(А) -  ф(0 )А + (р(0)А2А+.

Оскільки А2А+ -  А , то АА+ = А(р(А) . Підставимо останній 

вираз АА+ в рівність (4). Дістанемо формулу

Л+=ф(Л) + ф(0)[Лф(Л)-£]. (5)

Висновок. У всіх випадках для симетричної матриці псевдо-
обернена обчислюється за формулою

А+ = ф(А) + q>(0)[A(p(A) -  Е].

Якщо ж А -  оборотна, то А+ = ф (А) .
Нехай тепер Н -  довільна матриця розмірності т х п  . Об

числимо для симетричної матриці А = НТН характеристич
ний многочлен X(t) і подамо його у вигляді

Тоді

А+ = {НГН)+ = ф(НГН) + ф(0)[ЯгЯф (Я7 Я ) -  Е].

Із співвідношення АА+ = А+А = А(р(А) одержимо рівність 

Я 7 Яф (Я7 Я ) = (Нт Н)+ Н1 Н = [(Я 7 Я )+Я 7']Я  .

Д істаємо рівність



Скористаємось тепер відомою нам 
(Я 7 Я )+Я 7 = Н+ (§ 8.2, твердження 5), тоді

рівністю

(.НТНУ  = ф (Я 7 Я ) + ф(0)[Я+Я  -  £]

і, отже,

Я + = (Я 7'Я)+Я Г =ф(Я7 Я )Я 7 +ф(0)[Я+Я Я 7 -  Я 7 ] .

Скориставшись Я +Я Я 7 = Я 7 (§ 8.2, твердження 7), діста
немо коротку формулу

Я + = ф(Л)Я7 =ф(Я7 Я )Я 7 . (6)

Якщо а- -  ранг матриці Я, тоді ранг симетричної матриці
тА = Я  Я  також дорівнює г. Це, наприклад, випливає з рів

ності ІтЯ 7 = Іт(Я 7 Я), оскільки ранги матриць Я  і А = Н1 Н 
збігаються з розмірністю цього лінійного простору. Можна 
послатися також на рівність КегЯ = Кег (Я 7 Я ) .

Кількість нульових коренів характеристичного многочлена 
.£(/)=/" -  ••• ~Ь„ матриці А = Н ' Н дорівнює п -г .
Тому останнім ненульовим коефіцієнтом його буде -З г :

Отже,

де

Я(0 = Р / " г(«р(0-і),

Ф(0 = */•-1
Г-І

- Е р*'-
r - k - 1

* = 1

Приклад. Обчислити псевдообернену для матриці 

" 2  - 1  0 Л 
Я =  -1  1 1

0 1 2 ,

357



Розв’ язання. Застосуємо формулу (6 ):

'  5 -З -О
А = Нт Н = -3  3 3

- 1 3  5

X ( t )  =

t - 5  З 1
З t - З -З
1 -3  / -5

де ф(0 = — - ( t - 1 3 ) .  Тоді 
36

у(А) = - — (А -П Е ) = —  
^  36 36

= t(t -  4)(? -  9) = —36/(/ф(/) -

ґ8 З 1 

З 10 -З

V

' 1 3  -4  5̂

1 -1  8/

Я + =ф(Л)Яу = —  
36

-4  4 4
5 4 13



Розділ 9. ОПУКЛІ МНОЖИНИ

§ 9.1. Загальні властивості 
та способи побудови опуклих множин

Нехай х0 ,х, -  дві різні точки евклідового прос
тору R". Множина всіх точок jc = (І — Х)х0 + Ах, , де параметр X 
набуває всіх значень із R, називається прямою лінією, що 
проходить через х0 і X, .

Нехай Х0 ,Х| -  будь-які дві точки евклідового простору R" . 
Відрізком [х0 ,х, ] з кінцями х0 і х, називається множина всіх 
точок х = (І -Х )х0 + Ах,, де параметр X пробігає всі дійсні чис
ла відрізка [0 , 1].

Означення. Непорожня підмножина V евклідового прос
тору F? називається опуклою, якщо з Х0 ,Х| є V випливає, що 
[х0 ,х, ]с  V.

Приклад 1. Нехай L -  лінійний багатовид простору R" , 
тобто множина всіх розв’язків сумісної системи лінійних 
рівнянь

(а,, х) = Р,,
І (а2,х) = 3 2,

[(ат ,х) = (Зт .

Якщо Х0 ,Х| -  два розв’язки цієї системи, то х = (1 -Я.)х0 + 
+Ах] при будь-яких значеннях параметра X також буде 
розв’язком цієї системи. Якщо х0 І Х| відмінні один від одно
го, то пряма лінія, що з’єднує ці точки, належить багатовиду L . 
Звичайно, багатовид L -  опукла множина.

Приклад 2. Нехай П = {х є R": (а,х) = Р} -  гіпергілощина 
( а Ф 9). Півпростори
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Р = {хє Л":(о,х)<Р} , 0  = {х є/?":(а,х) > Р}, 
Р° = { х є  /?":(а,х)<р}, Q0 = { х є Г :(а ,х )> р } ,

які визначаються гіперплощиною, -  опуклі множини.
Перевіримо твердження ДЛЯ півпростору Р. Якщо еР,

то (а,х0)<Р, (а,ЛГ|) < Р . Нехай х = (1 — A.)jc0 Хдг,, 0 <Х<1 .  
Тоді

(я, х) = (а, (1 -  Л)х0 + Хх,) = 
= (1 -  Х)(а, х0) + Х(а, х,) < (1 -  Х)р + Хр = р,

що й означає х є Р . Відрізок [xq,*, ]с  Р.

Приклад 3. Відкрита куля S  = S(a, є) = {х є R": ||х -  о|| < є}

з центром а і радіусом є > 0  -  опукла множина.
Нехай х0 ,х, є S  , тобто ||х0 -  <з|| < є і ||х, -  а|| < є . Якщо

х = (1 -Х )х0 + Ах[, 0  <Х< 1 , то ||х-а|| = ||(1 -Х)х0 + Хх, -а|| =

= ||(1 -  Х)(х0 -  а) + Х(х, -  а)|| < ||(1 -  Х)(х0 -  а)|| + ||Х(х, -  а)|| = 

= (1 -Х)-||х0 -аЦ+ХЦх, -а||<(1 -Х)є + Хє = є, ||х-а||<є.

Отже, х є S і [х0 ,х, ]с  S .

Вправи

1. Нехай К„ -  множина всіх точок х = (^,,^2, ...,£„) прос

тору R” таких, що І < 1 ,к  = 1, п. Ця множина називається
л-вимірним кубом. Показати, що Кп -  опукла множина.

2. Показати, що множина всіх точок (£, Г|) евклідової пло-

Е2 ті2щини Р2, обмежена еліпсом —  + —  = 1 (а  > 0 , Р > 0 ), тобто
а  р-

множина всіх точок ( ,̂ г|), координати яких задовольняють

С Л ^ 1 нерівність + -~  < 1 , є опуклою.
а  Р

3. Показати, що множина всіх точок (£,г|) площини R2, що 

задовольняють нерівність а £2 + Р  ̂+ у ^ Л (а  > 0 ), тобто мно- 
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жина всіх точок, обмежених параболою з рівнянням ті=а^2 + 
+3^ + у , є опуклою.

4. Показати, що множина всіх точок x = (£,r|, Q триви
мірного евклідового простору Л3, які задовольняють нерів
ність а£ 2 + (Зг|2 < £ ( а  > 0, Р > 0), є опуклою.

5. Нехай V- множина всіх точок х = ( ^ ,  \2, ..., Е,п)
t2 t2 t2

простору R", ЩО задовольняють умову -НІ_ + _=2_ + .
а ?  сс| а 2„

Довести опуклість цієї множини.
6. Показати, що коли of -  лінійний оператор простору R", 

то образ o?(F) опуклої множини V -оп укла множина.
7. Нехай V -  підмножина евклідового простору R", яка має

такі властивості: якщо х0,х! є  V, то х = ^-х0 +-^х| є  V . До

вести, що коли V— замкнена множина, то вона -  опукла.
Навести приклад, який свідчив би, що такий висновок, вза

галі кажучи, невірний.

Операції' над опуклими множинами

І. Сума опуклих множин. Нехай V, і V2 -  опуклі 
множини. їх  сума V = V] + V2 -  опукла множина.

Дійсно, оберемо v, w є  V\ + V2 . Тоді v = х, + х2 , де х, є  Vt, 
х2 є V2 І W = У\ + у2 , де у] Є V),у 2 є V2 . Утворимо лінійну 
комбінацію и = (1 -A.)v + Aw ,0  < А< 1. Тоді

и = (1-ХХх, +х2) + Х(>'| + у2) = ((1-А.)х, + Ху,) +

+((1 -  Х)х2 +Ху2).

За умовою (1 -  А.)х, + Ху, є  V] і (1 -  А)х2 + А,у2 є  V, . Тому 
и є V, + V2 і, отже, Vx +V2 -  множина опукла.

II. Пряма сума опуклих множин. Сума V = Vt + V2 опук
лих множин Fj і V2 називається прямою, якщо із подання точки 
v g V} +V2 у вигляді v = x, +х2 =у\ + у2 , де хх,ух є  V,, 
х2,Уі є  V2 випливає х, = .У|,х2 = у2 .
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I I I .  М ноження на скаляр. Якщо V -  опукла множина і X -  
дійсне число, то за означенням XV = { y e  R" : у  = Х х , х є  V) -  
опукла множина.

IV . Перетин сім ’ї  опуклих множин. Нехай дано сім ’ю 
Va , со є  £2 опуклих множин. їх  перетин V = n  Vm -  або

порожня, або опукла множина.
Припустимо, що F * 0  і х0,х, є V . Тоді *0,х, є  V(0 для 

будь-якого соє Q . На підставі опуклості Vm відрізок 
[х0,х{] с  . А тому [х0,х ,] с  V . Отже, множина V -  опукла.

Зокрема, переріз скінченної сім’ї  півпросторів Рк ={х є В!1: 

(ак,х)< ) , к = 1 , т ,  тобто множина всіх розв’язків системи
лінійних нерівностей

-  множина опукла (якщо система сумісна).
Така множина Р = Рх n  Р2 п  ... п  Рт називається багато

гранною множиною.
Багатогранні множини можуть бути обмеженими і необ

меженими. Наприклад, у просторі R3 множина розв’язків 
системи нерівностей

обмежена багатогранна множина. Це -  тетраедр ОАВС (рис. 6), 
обмежений площинами: 1) x  + y  + z  = 1, 2) х = 0, 3) у  = 0,

{ак , х ) < $ к , к  = \,т

X + у  +Z < 1,

-х <0,

-У  ^ 0 , 
- z  < 0

V. Теоретико-множинне зами
кання. Замикання V опуклої мно
жини V -множина опукла.

4) z = 0, де А (І, 0, 0), В (0, 1 ,0), С (0 ,
0, 1). Обмежену багатогранну множи
ну називатимемо опуклим бага
тогранником.
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Замикання V одержується з множини V приєднанням усіх 
ї ї  граничних точок. Якщо х0,х, є V і х0,х, € V (або хоч би 
одна з точок х0,хі не належить V), то існують нескінченні 
послідовності точок {ат } і {Ьт } із V, що збігаються відпо

відно до х0 і х , :

ат —» х0 при т  —> ,
Ьт —» х, при т  —> оо .

Якщо х = (1-Х )х 0 + Ах,, 0<А.<1, тоді розглянемо по
слідовність точок ст = (\-Х)ат + ХЬт є  V, ст —> х = 
= (1 -А )х0 +Ах, при т  — Точка х -  гранична для по

слідовності {ст } і, отже, х є  V . Множина V -опукла.

VI. Якщо V -  опукла множина і ї ї  внутрішня область Vа 
непорожня, то Vа -  опукла множина.

Якщо х0,х, є  Vа, тоді існують відкриті кулі

5| = S(x0, є) = {х є  Л":||х-х0||< є} ,

S2 =  5 (х ,, є) = {х є  ||х -  х, І < є}

достатньо малого радіуса є такі, що 5, с  V , S2 с  V . Нехай 
х = (1 -  А.)х0 + Xx,, 0 < А < 1 і S  = S(x, є) -  є-окіл точки х. 
Оберемо довільну точку w є  S . Для неї ||w -  х|| < є .

Точка w0 =x0 + (w -x )  належить S]t оскільки ||w0 - x 0|| = 

= ||w — х|| < є ; точка w, = x | + (w -x ) належить S2, оскільки 

IK -  Х| I = ||w -  x|| < в . При цьому (1 -X)w0 + Xwt = (l-X )x0 + 

+Ax, + (w -x )  = x+ (w -x )  = w .
На підставі опуклості множини V маємо включення 

w e  V .
Отже, довільна точка із w є S  належить V , тобто S  с  V .
Таким чином, х є  Vа => [х0,х ,] с  Vа . Vа -  опукла мно

жина.



Означення. Непорожня підмножина К евклідо- 
вого простору називається конусом, якщо для неї викону
ються умови:

1. х,у G К х + у є  К .
2. х є К ,Х > 0 = > Х х є К .
Ці умови еквівалентні одній умові 
7> .х ,уеК  А,>0, |і>0 => Алг + цує К .
Звідси випливає, що конус К -  опукла множина. Її назива

ємо опуклим конусом.
Якщо х\,х2, —,хт  належать конусу К  і X, > 0 Д 2 > 0 ,..., 

Хт >0, то Л|Х| + Х2х2 + ... +Хт хт є К : будь-яка невід’ємна 
лінійна комбінація векторів із цього конуса належить цьому ж 
конусу. Конус містить нульовий вектор 9 .

Приклади опуклих конусів

1. Множина Л" ={* = (£„£2, є  Д":£, >0, £2 >0,

> 0} називається невід 'ємним ортантом простору R". Це -

опуклий конус.
2. Будь-який лінійний підпростір простору R" є конус.
3. Нехай П = {д:: (а,х) = 0} -  деяка гіперплощина, що

проходить через нульову точку 0. Півпростори 
Р = {х : (а ,х )< 0 } , Q = {x :(a ,x )>  0} , визначені цією гіпер-

площиною, є опуклі конуси.
4. Розглянемо систему лінійних однорідних нерівностей

Г а , ,^ ,  + а 12^ 2 +  ... + а Іл^ (І < 0 ,

І а 2^ і + а 22̂ 2 + - + а 2„ ^ < 0 ,

[а т1^1 + а ш2̂ 2 + -  + а тп%>п -  °,
або у векторному запису (at,x )< 0 , (а2,х)< 0 , ..., (ат ,х)<  0 ,  

де ak = (а И,а к2, . . . ,а к„), ж = ( § „ § 2, ••.,£„)> к = \ ,т . 
Множина К  всіх ї ї  розв’язків збігається з перетином 

Рх п Р 2 п . . .п Р т

§ 9.2. Конус
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р к  =  { х  '■ ( а к , х ) < 0 } , к  =  \,т.

Ця множина є опуклий конус.
У просторі R" виділимо скінченну систему векторів 

аи а2,...,ат  і через Ь+(аі,а 2, . . . ,ат ) позначимо множину 
всіх тих векторів, які можна подати у вигляді невід’ємних 
лінійних комбінацій цих векторів:

L (#], а2 ■> ***і )

= {х = Л,а, + г\2 а 2 + ... + Лтат : Лі -  0, Лг -  0 ,..., Цт > 0}.

Якщо через А = (а, |а2|...|ат ) позначити матрицю, стовп

ці якої складені з координат заданих векторів ак, а 

у  — (ЛііЛ2»•••> Л тУ _ невід’ємний вектор-стовпець роз
мірності т  (Лі ^ 0 , Лг ^ 0 , .. .,л т ^ 0 ) ,  то цю множину можна 
записати так:

L+ (аь а2, ...,а т ) = {х є  /Ґ:х = А у,у>  0}.

Покажемо, що ця множина є конус. Нехай х,х, є  L+ (а{, ...,ат ) 

і А, ц > 0 . Тоді х  = Ау і х, =Ау,, де у  = (Лі> Лг» - ’ Лт )Г . 

У\ = (Уі>Уг> —> Ут)Т - 9  -  Деякі невід’ємні вектор-стовпці. 
Невід’ємна лінійна комбінація w = Ax + |ix, дорівнює 

А(Ху + ЦУ|) ,  де Ху + \лу] також невід’ємний вектор-стовпець. 
Тому W = AX + )XXI належить множині L+ (а,,а2, ..., ат ) .

Конус Ь+ (ах,а2, ...,ат ) називається багатогранним кону
сом, породженим векторами ах,а2, ..., ат .

Зауважимо, що будь-який лінійний підпростір М  прос
тору R" -  багатогранний конус. Подамо цей підпростір у виг
ляді лінійної оболонки деякого набору векторів: М = 
= Х (а ,,а 2, . . . , а т ).Т о д і

М = Ґ ( а и а2,...,а т , - а и - а 2,..., - а т ).

півпросторів



Нехай S -  довільна підмножина із простору R". Позначи
мо через L+(S) множину всіх векторів х є R", які можна по
дати у вигляді невід’ємних лінійних комбінацій різних 
скінченних підмножин із S:

L+(S) = U Ґ { а ь а2,...,ат ).

Ця множина -  опуклий конус.

Означення. Конус К називається загостреним, якщо він не 
містить лінійних підпросторів, відмінних від нульового під- 
простору {0}.

Загострений конус К  характеризується властивістю: якщо 
а ,-а  є К , тоді а = 0.

Прикладом загостреного конуса у просторі R" є невід’єм
ний ортант R .

Теорема 1. Будь-який конус К  простору R" розкладається у 
пряму суму

K = M @ V , (1)

де М -  лінійний підпростір {лінійна частина конуса)', V -  за
гострений конус (загострена частина).

Підпростір М визначається конусом К однозначно. Якщо 
К — багатогранний конус, тоді його загострена частина V — 
також  багатогранний конус.

Д о вед ен н я . Позначимо через М  лінійний підпростір, 
який міститься у конусі К  і має найбільшу розмірність. Якщо 
М' -  також лінійний підпростір, що міститься в К, то М  + М' -  
підпростір, що міститься в К і М + М' з  М . Але розмірність 
М -  найбільша. Тому М + М" - М і ,  отже, М' с  М .

Таким чином, М -  об’єднання всіх лінійних підпросторів, 
що містяться в конусі К. Воно визначається однозначно.

Якщо М 1 -  ортогональне доповнення М, то R" = М  © М 1 . 
Нехай V = К п М 1  (замість М 1 можна взяти будь-який ін
ший лінійний підпростір L, для якого мала місце рівність 
Rn = M @ L).
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Множина V -  перетин двох конусів і, отже, є конус. Він за
гострений, оскільки не містить нетривіальних лінійних 
підпросторів. Сума М + V -  пряма і К ^ М  ®V .

Якщо w e К , то w = x + y ,  де х е  М ,у  є М 1 . Але

у  = w + (—\)х е К і тому y e M L i^K = V . Звідси дістаємо 
K ^ M @ V .

Отже, К = М ©V .
Припустимо тепер, що К -  багатогранний конус: К = 

= С  (ах,а2, ..., ат ) . Тоді ак = хк + ук, к = \ ,т , де хк е М ,  
ук є V . Якщо v є V , тоді

т т т т

V = 'EĴ kak =£̂ к(хк + Ук)=̂ и̂ кхк + '̂ І̂ кУк ’ к=\ к=1 к=\ к=1
т т

де всі Хк > 0 . При цьому X = ^ Х кхк е М  , у = ^ Х кук е V .
к=1 к=1

Маємо рівності v = 6 + v = x + y .  Але сума M ® V  -  пряма.
т

Тому Q—x, v = y  = ^ Х кук . Це означає, що V = L' (у,,у2, ...,ут ). 
к=і

Лема. Якщ о  х, ,х2,... , хт  -  ненульові вектори загостреного
т

конуса К, т о  з рівності ^ГХкхк= в ,  де А, > 0,Х2 > 0 ,...,
к—\

Хт > 0 , випливає А., = Х2 = ... = Хт = 0 .
Д о вед ен н я . Якщо т  = 1, то лема очевидна. Нехай т  > 1.

( X X ^
Якщо А, > 0 , то х, = — ~~х2 + ... -І— —хт = -w , w Ф Є,

І Л  '

w е К і —w е К . Це неможливо для загостреного конуса.
Отже, А, = 0 . Таким же чином А2 = ... = Хт  = 0 .

Теорема 2. Нехай К -  багатогранний загострений конус, 
породжений ненульовими векторами х, ,х 2, ..., хт , то б то
К = L (х|,х2, ...,хш) . Тоді у  ньому знайдуться вектори
у 1,у2,...,ур з такими властивостями:
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а)K  = L+(yuy2,...,y p) ;

б) yk £L+(yx,...,yk_u yk+i,...,yp) длявсіх k = \,p.

Підмножина векторів з властивостями а) і б) єдина з 
точністю до порядку розміщення цих векторів і додатних 
скалярних множників.

Набір векторів із конуса К  з властивостями а) і б) назива
ється кістяком конуса. Півпрямі {промені), що виходять із 
нульової точки 0 і які м істять  вектори кістяка, називаються 
його ребрами.

Д о вед ен н я . Якщо жоден з векторів хихг, . . . ,хт не може 
бути поданим у вигляді невід’ємної лінійної комбінації 
решти, тоді векторами ук з умови теореми будуть вектори 
х ,,х 2, ...,хт , причому р = т .  Припустимо, що який-небудь з 
них, наприклад х , , -  невід’ємна лінійна комбінація решти, 
тобто х, е Ґ ( х 2, ...,хт ). Тоді Ґ ( х 2, ...,хт ) = К . Якщо жоден з 
векторів х2, —,хт не подається у вигляді невід’ємної лінійної 
комбінації, то векторами ук обираємо х2,...,хт і тоді 
р = т - 1. Продовжуючи цю процедуру, дістанемо потрібну 
нам систему векторів У\,У2, —,УР, яка належатиме заданій 

системі Х|,Х2, —,хт  векторів.
А тепер д о ве д е м о  єд и н іс ть . Нехай інший набір векторів 

w,, w2, ..., wq із І +(Х|, ...,хт ) має властивості а) і б). Тоді

я  ____  Р  ----

У] = Z a /w/’ a / * 0 ( j  = l ,q ) ;  w/ = 2 ,P  / ,Уі ’ $ц -  0 (у = 1, q) ■ 
./=і ' ' ' ,=і

Тому

у\ = S Za./P/> у< = Ич>У' ’ У' = ІХР/' -0 •
'=і ч./=і / ,=| /=і

Тут Yi > 0 , оскільки y t 2 Ґ ( у 2, ...,ур) .

Якщо Yi <1. то^і = Уг + -  + , ' Ур» Щ° неможливо. Y 2
1 - Y i ~  1 — Yi

з того ж приводу. Якщо у, > 1, то дістанемо рівність
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(Yi - l)^i +72^2 + ••• +УрУг = ®’ що неможливо на підставі 
леми.

Залишається можливість У| = 1. Тоді у2у2 + ••• + YРУР = 9 •

Із леми випливає у2 -  Уз = ■■■ = У Р = 0 •

Отже, одержано рівності

ч ч
Yi = Z a /P/i . Y, = Z a /P/' =0 п ри ?> 1.

./=1 ,/=і

Із останніх рівностей випливає, що

а / Р /2 =  0 , а /Р /3 =  0 , . . . ,  а 7р Jp  =  0  ,

причому серед є відмінні від нуля. Нехай а* * 0 .  Тоді 

Р *2 = — = Р ір  =0- Це означає, що wk = $и у и рл > 0 . Звідси 

У\ = 5,w4, 5, > 0 . Таким же чином у2 = b2wt і т. д.
Врешті-решт дістаємо нерівність р < q . З тих самих мірку

вань встановлюємо обернену нерівність q < р .
Теорему доведено.

Вправа
Нехай К  -  опуклий конус. Довести:
а) множина К - К = \w = x - у,х&  К ,у  є  АГ} -  мінімаль

ний лінійний підпростір, що містить конус К ;
б) множина К п (-К )~  максимальний лінійний підпрос

тір, що міститься в конусі К.

§ 9.3. Опукла оболонка

Означення. Точка х евклідового простору нази
вається опукло залежною від точок хи х2, ...,хт , якщо вона 
може бути подана у  вигляді суми

х = Х1х] +Х2*2 + -  + V » ,

де Я, > 0, А-2 > 0 ,..., Хт > 0, Л| + Х2 + ... + Хт = 1.
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Мова йтиме про те, що х -  опукла лінійна комбінація точок 
х ,,х 2, . . . ,х т .

Точках називається опукло залежною від множини S  точок 
простору, якщо існує такий набір точок хи х2, . . . ,хт є  S, що х 
опукло залежить від х, ,х 2, хт .

Лема. Якщо точка х опукло залежить від множини S, а 
кожна точка із S опукло залежить від множини Т, т о  х опук
ло залежить від Т.

m  m

Д о вед ен н я . Нехай x = ^ X kxk, Хк >0, ^ ^ = 1  і
к  =1 к  = 1

Р Р
х„х2,...,хт  є  S. За умовою хк = ^ к іУ /  > Де H# ^ 0 , Z ^ /  =1

./=1 7=1

m  (  р  А р

і У ] , У 2 , . . . , У Р є Т. Тоді х = 2 > *  Т,НіУ.і = Z Y />7 > де
к =і v . h 7=1

р  m

У .і= Ц ХкР-кі- При цьому у j  > 0 і 5 Д / = £
к- 1 7=1 /=І ч^=1 У

ґ п Л я? р  m

= 1  a* 2 > *  = 2 > *  = і-
І=1 /̂=1 J  £=1

Теорема 1. Якщ о V -  опукла множина і точка х є F? опук
ло залежить від V, тоді х належить цій множині V.

т  т

Д о вед ен н я . Нехай x = ^ X kxk,X k >0, '
і =1 k =I

x1,x 2, . . . ,x m є  V .

Якщо m = 1 і m = 2, тоді твердження теореми вірне. 
Припустимо, що має місце теорема, коли точка х опукло за
лежить від т  -1  точок із V. Доведемо теорему для точки х, 
яка опукло залежить від точок х, ,х 2, ..., хт із V.

Якщо Хт  = 0 , то х = Х,х, + ... +Ят _,хт _! і за припущенням 
індукції х є V. Якщо Хт — 1, то х = хт  є  V .
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Залишається розглянути випадок, коли 0<Хт <1. Позна
чимо X = X) + ... + ХтЧ . Тоді X + Хт =1, 0 < X < 1. Матимемо 
рівність

і за припущенням індукції належить V. Тоді х = Ху + 
+ктхт є  V на підставі опуклості V.

Означення. Нехай S -  довільна множина точок простору 
R". Перетин класу Q всіх опуклих множин, що м істять S , на
зивається його опуклою оболонкою.

Позначення опуклої оболонки -  сопу( £ ) =  п  V . Інакше

кажучи, conv(5) -  найменша опукла множина точок прос
тору, що містить множину S.

Теорема 2. Нехай S -  множина точок, що належать 
простору R". Його опукла оболонка збігається з множиною 
всіх тих точок простору, які опукло залежать від S.

Д о вед ен н я . Позначимо через V множину всіх тих точок 
х є  Rn, які опукло залежать від S. Оскільки co n v (5 )-  множина 
опукла, то за теоремою 1 маємо включення V с  conv(S’) .

Тепер доведемо обернене включення conv(S) с  V . Для 
цього переконаємось, що V-  опукла множина.

Нехай х, у  є  V. Це означає, що існує такий набір точок 
хх,х2, —,хт є  S, для яких

х = \ х { + ... + Xm_|Xm_] +Хт хт'т-\х т-\

т т

т т

k=1 k=\
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Якщо w = (1 -  Х)х + A y , 0 < А < 1 , т о  w = ( l -A . )

+х 2 Х * *  = £ [(1 -Х Я * + Х ц * ]* *  • ПРИ цьому (1->.)Х* +
U=І У к=1

+ Х ЇХ
U=l У

+ х ^ > о  і 2 [ ( i - x ) x * +>jit ] = ( i - x )  2> *
*=| U=1 У

= (1-А.) + А, = 1 . Це означає, що w e  V , атом у [х,у] <zV . Мно
жина Vопукла і V = co n v (5 ).

Наведемо деякі властивості опуклих оболонок.
I. conv(conv(5')) = co n v (S ).

II. Якщо X Є COnv(iS) , тоді conv(x,S) = co n v (S ).
Ці властивості випливають із леми.
III. Якщо S -  відкрита множина, тоді conv(S) також 

відкрита множина.
Д о вед ен н я . Оскільки conv(S)z>S, то co n v (5 )3

2 (co n v (S ,) ) 0 ;2iS' на підставі того, що S -  відкрита множина. 

Але (c o n v (5 ))° -  опукла множина. Тому з означення conv ма

тимемо включення (conv(S))°2conv(A>). Отже, conv(S) = 

= (conv(5’) ) ° . Останнє й доводить, що co n v (S )-  відкрита 
множина.

Подібне висловлювання для замкнених множин не вірне: 
існують замкнені множини, опуклі оболонки яких незамкнені.

П риклад 1. Нехай L -  пряма лінія на пло
щині F? \ р  -  точка на тій же площині, яка не 
належить прямій L (рис. 7). Тоді опукла обо
лонка замкненої множини L u  {р} складаєть
ся з усіх точок, що належать усім відрізкам \р, 
q], де точка q пробігає пряму L. Ця множи- С
на V = Kj[p,q] не замкнена. Замикання V

qtL Рис. 7

одержується приєднанням точок прямоїL ', паралельної до L 
і яка проходить через точку р .



Зауважимо, що побудова опуклої оболонки даної множини S -  
задача досить складна Найчастіше вирішують її в два етапи.

1. Обирають опуклу множину V, що містить S, і яка може 
бути допустимою у ролі conv(iS).

2. Перевіряють, чи буде довільна точка х е  V опукло за
лежною від S .

П риклад 2. Нехай Sn-  множина всіх точок виду 

а = (є ,, є2,. . . ,  є „ ) , zk -  ±1 простору F". Покажемо, що 
con\(Sn) = Kn -  и-вимірний куб (множина всіх точок 

х = (5„£ 2> •••»£„) таких, що |£*|<1, к = \,п).
Р о зв ’ язан н я . Почнемо з випадку п = 2. Тоді S2 склада

ється з 4 точок:

а, = (1 ,1 ), а 2 = (1, - 1), а3 = ( - 1, 1), = ( - 1, - 1).

К2 -  квадрат з вершинами ах,а 2 ,а г , а 4 -  множина опукла 
і містить ці точки. Для встановлення рівності К2 = 
= соп \(аи а2,а 3,а 4) потрібно по- ^
казати, що будь-яка точка °3\ Г - Т0'
x0 =(tf,Z,2) Є К2 — опукла лінійна х
комбінація точок а , , а2 , а3, а4 . ----------ц--------------

У прямокутній системі координат
(рис. 8) перетнемо квадрат aJi____________\0г

Ьг
К2 прямою, що проходить через

Рис. 8
точку х паралельно осі 0£ 2 . Ма

тимемо 6, = (4?, 1), Ь2 =(£?, -1 )  • Для деякого А. є [0,1] 
маємо і, = (1 -  Х)а} + Хаг і Ь2 = (1 -  Х)а2 + Ха4 . Крім того, 

подамо х° у вигляді х° =(1 -ц )6 , + ЦІ>2 • При цьому ц є [0 ,1 ],

1— Р° 1 — 5°
X = — ц = — Тоді  х° = (1-|д.)[(1-Я.)а, + Ал3] +

+ ц[(1 -  Х)а2 + Ха4 ] = (1 -ц )  (1 -A)q + (1 -  ц)Ла3 + (х(1 -  + цЛя4
і (1 — м-ХІ — X) -+- (1 — + ц(1 -  X) + цА = 1 .
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Далі використаємо індукцію за розмірністю простору. 
Припустимо, що має місце рівність convC ^.,) = К„_}.

Куб Кп -  опукла множина, що містить усі точки виду

а = (є1,є2,. . . ,єл) ,  є* =  ± \  , к  =  \ , 2 , ..., 2".

Потрібно показати, що будь-яка точка 

х = ( ^ ,^ 2> •••> є  Кп опукло залежить від а ,,а 2 , ...,аг  .

Запишемо будь-яку точку х  =  ( ^ і , % 2 , £ „ )  У  вигляді

х = (х,Е,„), де х = (£ ,,£2, - ,4 „ - і ) -  Тоді х ° = ( х ° , £ ° ) ,  де 

х °  є  Кп_{ ,  а к  = ( а к , є „ ) ,  де а к  є  S „ _ , . Перетнемо Кп гіпер- 

площиною Перерізом буде множина всіх точок виду

х  =  ( х , £ , ° „ ) ,  де х е  К„_{.
За припущенням індукції х° = (^°,^2, ..., £°_t) опукло за

лежить від 5„_, :

X = А,| й| + A,2^2 + ..., Хк ^ 0, Я.| + Х2 + ... = 1.

Тому (х°, 1) = А,] (а ,,  1) + Х2(а2, 1) + ..., (х°,-1)=А,|(а1,-1 ) +

+Я.2(а 2, - 1 ) + ...;  (х°, 1) і (х ° ,-1 ) опукло залежать від5„.
1 _ е °

Але х° = (1 - А , ) ( х ° ,  1) + А ( х ° , - 1 ) ,  де X - —^ -^ -є [0 ,1 ] .  На 

підставі леми х °  опукло залежить від Sn.

Вправи
Знайти conv(S) множини S :

1. 5  = {x0,x ,,x 2,. . . ,x „ ,. . .} c / ?2, де х0 = (1, 0) , х„ = 0 , -
V П ;

п = 1, 2 ,...

2 . S -  множина всіх точок кола + т̂ 2 = у (у >0) площи
ни і?2 .

3. S  -  множина всіх точок параболи з рівнянням Г|2 = 2pt, 
(р >0) площини R2.
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4 .5  -  множина всіх точок параболоїда £ = а%2 + 

+|3г|2 ( а  > 0, Р > 0) простору R3.
5. S = {х = (£,, %2, ..., %п) є  ВГ\ $+ % 1 + ... + £2 = 1} -  сфера з 

радіусом 1 у просторі R" .
6. V, W -  опуклі множини простору R". Знайти 

conv(F u W ) .

Опуклі багатогранники

Нехай х ] , х 2 ,  . . . , х т  -  скінченна підмножина точок 
простору і?". Опукла оболонка М = conv(x,,x2, —>хт ) назива
ється о п у к л и м  б а г а т о г р а н н и к о м ,  натягнутим на ці точки.

Теорема 3 .  І с н у є  є д и н а  м н о ж и н а  т о ч о к  у\  , у 2 , —, у р  о п у к 

л о г о  б а г а т о г р а н н и к а  conv(X|,x2, —, х т )  з  т а к и м и  в л а с т и в о с 

т я м и :

а )  c o n v ( _ y | , у 2 , . . . , у р )  =  c o n v ( x , , х 2 , . . . , х т ) ;

б) y k e c o n v O ,,..., ук-\,ук+х..., ур) д л я  в с і х  к = \ , р .

Такими точками у 1, у 2 , . . . , у р  будуть деякі точки множини

х ,, х2, ...,хт  . Вони називаються в е р ш и н а м и  багатогранника.
Д о вед ен н я . Якщо жодна з точок х ,,х 2, . . . ,х т не являє со

бою опуклу лінійну комбінацію решти точок, тоді точками 
У\,У2, —,УР з властивостями а) і б) обираємо задані точки

Х | , Х 2 , ...,хт . Припустимо, що деяка з точок Х | , Х 2 , —,хт опук
ло залежить від решти точок, наприклад точка х,, тобто 
х, є  conv(x2, ■■;Хт ) . За властивістю II опуклих оболонок ма
тимемо рівність М = conv(x2, ...,xm) . Якщо жодна з точок 
х2,х 3, ...,хт  не є опуклою лінійною комбінацією решти, то 
шуканими точками у\,у2, —,ур з властивостями а) і б) обира

ємо точки х2,х3, хт і тоді р  = т - \ .  Продовжуючи далі ці 
міркування, ми, нарешті, знайдемо деякий набір точок 
у ] = Хкх,у 2 = хкі, ...,ур = хк̂  з потрібними властивостями.



А тепер д о ве д е м о  єд и н іс ть . Нехай точки м\,щ,...,wq е М  

мають властивості а) і б). Тоді

ч ч
.v i= Z a /w/’ а / - 0’ Е а /=1’

7=1 ./=1

wj = Z P / ^ ’ P// - ° ’ £ р / '=| 
(=1

р
І

! = \

Тому

У,уі = Z a / Z M  = £  Х а /Р/
/=і (̂=і ,/ /=і v./=i

-  опукла лінійна комбінація точок у\,у2, —,УР '•

Р Р ч

Уі = £ у ,у ,  і £  Y, = 1, де У, = 2 > ,Р / , • 
>=1 /=1 7=1

Припустимо, що у, < 1. Тоді у, = —̂ —у2 + ... + 'р у р -Ь__
l - Y , "  1- y/ P

також опукла лінійна комбінація, тобто у, є  convO^, - :,у р) , 

що неможливо. Тому Yi = 1, Y2 = Y3 = -  = УР = 0 • Одержано
ч ч

рівності Х а /Р/і = 1’ £ а /Р/' = 0 ПРИ г - 2 - Звідси
7=1 ' ./=1

ч
1 = Х а /Р/і -  max Р/і - 1 • Т°МУ max Руї = 1» тобто Р*, = 1 для

7=1

деякого к, 1 < k< q  і Рй = 0 для всіх t Ф 1. Отже, у } = wk для 
деякого номера k ,\ < k< q .

Аналогічно доводиться у2 = wt для деякого номера І, 
1 < l< q  і т. д. Таким чином, множина у\,у2, —,у р виявилась 

підмножиною набору точок w,, vv2......wq.

Якщо в наведених вище міркуваннях поміняти ролями 
набір точок уьу2,...,ур на wl,w2,...,w4, дістанемо: v^,w,..... wq -
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підмножина набору точок уиу2, ...,уг ■ Отже, обидва набори

точок збігаються.
Теорему доведено.
Означення. Опуклий багатогранник M  = conv(x0,x ,, ...,хр) 

називається р-симплексом, якщо вектори х , - х 0, х2 - х 0, ..., 

хр -  jc0 лінійно незалежні.

У цьому означенні роль точки х0 може виконувати будь-яка 

інша точка з х0,хх, ...,хр , наприклад х , . Доведемо лінійну 

незалежність векторів х0 -  хх, х2 -  Х | , . . . ,  хр -  х , . Нехай

а ,(х 0 - х , )  + а 2(х2 - х , )+  ... + а р(хр - х , )  = Є.

Тоді з цієї рівності матимемо

(а , + а 2 + ... + а Д х 0 - х , )  +

+ а2(х2 - х 0)+ ... + а р(хр - х 0) = в .

Звідси оц + а 2 + ... + а р = 0, а 2 = 0, а 3 = 0 ,.. . , а р = 0 => 

а ,  = 0 .

Теорема 4. Всякийр-симплекс M  = conv(x0,x,, —,хр) -  опук

лий багатогранник з вершинами х0,х ,, ...,хр . Будь-яка його

точка єдиним чином подається у  вигляді опуклої лінійної ком
бінації його вершин.

Д о вед ен н я . Доведемо, що в симплексі М  точки х0,
Х | , . . . , Х р будуть вершинами, тобто xk g conv(x0,x ,, . . . , ХІ _ | ,  

...,хр) . Припустимо

Ч  = Z  V ./ ’ Е Л/ =1’ Х/ -  ° -  
j * k  /*к

Звідси дістаємо рівність ^ Г Я Д х ,- х * )  = 0 . Але вектори
j * k

х0 - х к, ..., хк_х - х к, хк+х - х к , ..., хр - х к лінійно незалежні. 

Прийшли до суперечності.



Нехай х є М  і x = 'Ŷ 'kkxk = 'Yj \ikxk, Хк >0, ц*> 0,
*=0 к=0 

Р Р
= Т°Д' Оскільки

к=о
•А р
2_ХКк — М-лг)-*Ь =9 ’ т0 Дістаємо рівність ^ (Х к -\ік\хк -  хп ) = 0.
к=0 £=0
Але вектори х̂  - х 0,х 2 - х 0, ...,хр — Xq лінійно незалежні. Ма

ємо рівності Хк =  \ і к , к  =  \,р , а тому А0 = ц0 .
Теорема 5. Усякий п-сгшплекс евклідового простору R1,1 має 

внутрішні точки.
Д о вед ен н я . Нехай М  -  и-симплекс з вершинами х0, 

х,,...,х„. Визначимо відображення f : R n -^R" за таким пра
вилом:

w  = ( X u X2 , . . . , X n ) 1 - І Х *
V к=\ )

X q  + А. ] Х| + ... + X, Х „ .

Позначимо через L множину всіх точок w = (А, Д 2, ..., Хп) 
таких, що Х ,> 0, Х2 >0, ...,Х„ >0, X, +Х2 + ... +Х„ <1. 
Тоді відображення/буде гомеоморфізмом L на М: воно взаєм
но однозначне і взаємно неперервне в обох напрямках.

Покажемо, що точка wQ = 1 1 1
и+1 п+\ п + 1

-  внут

рішня в множині L.
Нехай К -  множина всіх точок м> = (А ,,Д2, . . .Д „ ) , коорди-

1
нати яких задовольняють нерівності

1

X , - < є ,

Х-) —
п + 1

< є , . . . ,
п + 1

< є , де є = -

п + 1 

■ Це -  від-
п(п + І)

критий куб, який містить точку w0 , тобто К -  окіл цієї точки. 

Координати Х],Х2,...,Х„ точок weK додатні і 
їїА, + Х-, + ... +Хп <----ьпг = \. Це означає, що куб К пов-

п +1
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ністю міститься у множині L. Образ ДАТ) міститься у  множині

Теорему доведено.

П риклад 3. Довести, що вершинами и-вимірного куба 
К„, породженого всіма точками виду ак = (е] (є2, ..., є „ ) , де

є, = ±1, і = 1, п , будуть усі ці 2" точок.
Р о зв ’ язан н я . Для доведення використаємо індукцію за 

розмірністю п простору. Для « = 1 ,2  твердження геометрич
но очевидне.

Припустимо, що воно має місце для куба Кп_, 
розмірності п - 1. Для Кп доводимо методом від супротив
ного. Припустимо, що будь-яка з точок ах,а 2, ...,а2„ виду 

(Є|,Є2, ..., є „ ) , є, =±1 опукло залежить від решти. Нехай,

наприклад, ах = (1,1,..., 1) = ~̂ _Хкак ,Хк > 0, ^ Хк = 1. Якщо
4=2 к=2

ак подати у вигляді ( а к, г п) , де ак -  вершина кубаА^„_|, то

Праворуч у рівності вершина а, зустрічається лише 1 раз 
(вважатимемо, що а{ в сумі займає перше місце), а решта 
вершин ак входить у суму двічі (вважатимемо, що вони 

розміщені поруч). Тоді а ,  = А , + А2а 2 + ... + Л 2„ _ і а 2»-і , де 

Лі = Х2 < 1, а решта коефіцієнтів Л2 = Х3 + Х4 , А3 = Х5 + Х6 і

Отже, вершина a t куба Kn_t опукло залежить від решти 
вершин. Прийшли до суперечності.

Теорему доведено.

М і є околом точки х0 = f(w 0). Отже, х0 є  М° .

2і

2"
матимемо рівність <з, = У^Хкак .

к =2

2"~'
т. д. При цьому X  А к = 1. Звідси знаходимо 

к=\
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Вправи

1. Довести, що опуклий багатогранник -  компактна мно
жина (тобто множина обмежена і замкнена).

2. Довести, що образ опуклого багатогранника при лінійному 
перетворенні <Л простору FC є опуклий багатогранник, і що, коли 
лінійне перетворення Л  оборотне, вершини багатогранника при 
цьому перетворенні переходять у вершини образу.

§ 9.4. Внутрішні та граничні точки 
опуклої множини

Лема. Нехай а — внутрішня точка опуклої мно
жини V , точка b належить замиканню V цієї множини. 
Тоді кожна точка відрізка [а, Ь], за виключенням, можливо, 
точки Ь, є внутрішня для множини V.

Д о вед ен н я . Для достатньо малого числа є> 0  відкрита 
куля S(a,e) міститься у множині V. Оберемо будь-яку точку

= (1 -  Х)а + ХЬ за умови 0 < X < 1. Покажемо, що вона є 
внутрішньою для V.

Розглянемо кулю fV = S(cK, (1-Х)е) і доведемо, що W с  V .
Оберемо будь-яку точку we IV. Для неї ||w — t7xІ < (1 -Х)е .

Для будь-якої точки v e V  маємо ||w-[(1  - Х)а + Av]| =

= ||(w-cx ) + >.(6-v)||<||w-cx|| + X||ft-v||. Відшукаємо точку v

із множини V настільки близьку до точки Ь, щоб виконувалась 
нерівність

||w -  І +х||г> -  v|| < (ї -  А.)є.

Це можливо, оскільки різниця (1-А)є-||м>-сх || додатна. От
же, можна підібрати таку точку v e V ,  для якої 

||w -  [(1 -  Х)а + Av]| < (1 -  Х)г .

Звідси дістанемо нерівність



Отже, точка х = — - (w - A v )e  S(a, є); w = (1 -А.)х+ Xve V . 
1 л

Але точку w обрано в ^довільно. Тому W = S(cx, (1 -А )є ) 

міститься в V. Точка сх -  внутрішня точка множини V.
Нагадаємо означення граничної точки множини V просто

ру R” .
Точка g e  Rn називається граничною для V, якщо будь-який 

її  є-окіл S(g,e) містить точки із V, а також точки з доповнен

ня Rn \ V .
Твердження 1. Нехай V — опукла відкрита множина про

стору R". Кожна точка g e  V W  є гранична для замикання
V множини V.

Д о вед ен н я  проведемо методом від супротивного. При
пустимо, що існує є-окіл S(g,e) (є > 0 ) , що міститься в V . 
Оскільки S(g ,e)riV  Ф 0 , то оберемо деяку точку

a e S (g ,e )n V .  Тоді b = g + (g -a )e  S(g,e) . Отже, g=)^a+^b,

де a e V  = V° і bе V . Із леми випливає, що точка g належить 
множині V = У °. Це суперечить умові твердження.

Твердження 2. Будь-яка гранична точка опуклої множини
V є граничною і для її замикання V .

Д о вед ен н я . Нехай g -  гранична точка множини V. При
пустимо, що існує є-окіл S(g,e) (є > 0 ) , який не містить то

чок доповнення Rn W  , тобто містився б у V . Це означає, що 
множина V о  S(g,E) всюди щільна в S(g,e) . Тому існує п+ 1 
таких точок х0, хх, ..., x „ e V  r\S(g,e) , що їх опукла оболонка 
conv(x0, х , , ..., х„) буде «-симплексом. Він міститься у мно

жині V і має внутрішні точки. Отже, внутрішня область V0 
множини V непорожня.

Як і при доведенні твердження 1 існують такі точки

a e V 0 nS(g ,e)  і be S(g,E) с  V , що g = ^ а  +—b . На підставі 

леми встановлюємо g e  Vе . Це суперечить умові твердження.



Отже, будь-який є-окіл S(g ,є) точки g містить точки мно

жини Rn \ V . Вона -  гранична для множини V .
Твердження 3. Якщо внутрішня область V0 опуклої 

множини Vнепорожня, т о  V = V0 .
Д о вед ен н я . Із включення V° с  V випливає Vе с  V .

Нехай a e V °  і be V . За лемою всі точки відрізка [а , 6], за ви
нятком, можливо, точки Ь, є внутрішні для множини V. Тому в 
будь-якому околі точки b розміщуватимуться точки внут
рішньої області V0 . Отже, b e V ° . Доведено обернене вклю
чення Г с К ° , а  разом з тим і рівність V = Vе .

Твердження 4. На кожному промені, що виходить з внут
рішньої точки опуклої множини (якщо такі існують), є не 
більше однієї граничної точки цієї множини.

Д о вед ен н я . Нехай V - опукла множина, V0 Ф 0  і a e V ° .  
Припустимо, що промінь /, який виходить із а, має дві різні 
граничні точки Ь, с множини V. Нехай при цьому се  [а, b] .  За 
лемою точка с -  внутрішня для V. Дістали суперечність.

Твердження 5. Якщо опукла множина V не містить внут
рішніх точок, т о  вона міститься в деякій гіперплощині

П = { х є  Rn :(а, х) = (3}, а * В .

Д о вед ен н я . Оберемо деяку точку x0 e V  і розглянемо 
опуклу множину W = -х 0 + V . Вона містить нульову точку 0 і 
її лінійна оболонка М = L(W) є лінійним підпростором прос

тору R".
Нехай розмірність підпростору М  дорівнює р і у }, 

у 2, ..., ур -  деякий його базис. Доведемо, що р <п . Для цьо

го припустимо, що р - п .  Тоді опукла оболонка conv(0, у ,, 
у2, ..., у„) є «-симплексом з вершинами 0, у ,, у2, ..., у„, що 

містяться у множині W. Тому точки х0, х0 + ук = хк (к = 1, гі) 
породжують «-симплекс conv(x0, х,, х2, ..., х„ ), що міститься
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в опуклій множині V. Але оскільки «-симплекси містять внут
рішні точки, то й множина V  матиме внутрішні точки. Це су
перечить припущенню про V.

Із нерівності р  < п  згідно з теорією про лінійні багатовиди

випливає, що багатовид L  =  x 0 + M  складається з усіх роз
в’язків відповідної системи з п -  р  лінійних рівнянь (§ 4.4),

Стосовно нашого випадку це означає, що опукла множина
V належить перетину п -  р  гіперплощин ( п  -  р  >  1) .

§ 9.5. Віддільність опуклих множин

Означення. Н е х а й  V  -  о п у к л а  з а м к н е н а  м н о ж и н а  

т о ч о к  п р о с т о р у  Rn і  g e R n . Т о ч к а  v e  V н а з и в а є т ь с я  п р о е к 

ц і є ю  g  н а  м н о ж и н у ,  я к щ о

Інакше кажучи, проекція v точки g  -  це точка найменшого 
відхилення точок х є  V  від точки g .

Теорема 1 (про оптимізацію). О п у к л а  з а м к н е н а  м н о ж и н а  

W п р о с т о р у  R n м і с т и т ь  є д и н у  т о ч к у  з  м і н і м а л ь н о ю  н о р м о ю .

Д о вед ен н я . Нехай 5=inf||x||. Оберемо таку послідов

ність {х т } точок із W , що lim ||xJ| = 5 .
т—>о°

Скористаємось законом паралелограма:

Поклавши x  = — x k і у  = — х т , матимемо



частина нерівності прямує до нуля. Отже, || хк - х т ||-»0 при

£, те—»°° . Послідовність {хт } фундаментальна. За теоремою

Коші вона збігається до деякої точки w. За умовою множина 
W -  замкнена, а тому w eW . Маємо || w ||< || w - || + 1| дст ||.

Перейшовши до границі, дістанемо Ц w || < 5 , а звідси || w || = 8 .

Отже, точка w має мінімальну норму.
Тепер доведемо єдиність існування точки з мінімальною 

нормою. Нехай w, w'e W і ||м| = 8 , ||w'|| = 5 . За законом пара

лелограма маємо

Тому І w -  w' І = 0 ,  і, отже, w = w '.

Теорема 2. Якщ о V  -  опукла замкнена множина і g e  / ? " , 
т о  у  множині V знайдеться проекція v точки g, причому ця 
проекція єдина.

Д о вед ен н я . Розглянемо опуклу множину W = -g + V. Вона 
замкнена. За теоремою 1 знайдеться єдиний елемент w = 
= - g  + v e W  з мінімальною нормою. Точка v -  проекція g на V.

Теорема 3. Нехай V -  опукла замкнена множина точок 
простору R". Для того щоб точка v e  V була проекцією 
точки g є  Rn, необхідно і достатньо, щоб виконувалась нерів
ність

( g - v , x - v ) < 0  (1)

для всіх точок х є V .
Д о вед ен н я . Необхідність. Нехай v -  проекція точки g на 

множину V. Якщо хе V, то z(X) = (l-X )v  + Axe V для будь-яких

Я .є [0 ,1]. Розглянемо функцію F(k) = ! z(X) -  g  ||2 = AX2 +

+2BX + C. Її коефіцієнти A = || x -  v ||2 , В = (v -  g , x -  v ) ,

C=|v-g||2 . Оскільки ||z(A)-g||2 >||v-g||2 , то AX2 +2BX>0 і 
при Л>0 матимемо АХ + 2 В > 0 . Ця нерівність правиль

384



на для достатньо малих значень А > 0 . Тому Я > 0 , 
(v -  g, х -  v) > 0 і, отже, (g  -  v, х -  v) < 0 .

Достатність. Нехай нерівність (1) виконується для будь- 

яких x e V .  Тоді ||x-g||2 = ||(x-v) + (v -g)||2 = І jc — v ||2 +

+2(х -  v, v -  g) +1 v -  g ! '  > І v -  g  ||‘ . Точка v -  проекція g на V.

Означення. Гіперплощина П у  просторі R” відокремлює 
непорожні множини А і В точок, якщо А міститься в одному 
із замкнених півпросторів, що визначаються гіперплощиною 
П, а В - в  іншому півпросторі.

Гіперплощина П строго відокремлює А і В, якщо А міс
титься в одному з відкритих півпросторів, визначених гіпер
площиною П, а В - в  іншому.

Означення. Нехай А -  деяка множина точок із R” . Гіпер
площина П = {хє Rn : (а, х) = p j , а Ф 9 , називається опорною

для А, якщо виконуються умови:
а) множина А міститься в одному із замкнених півпрос

торів, що визначаються гіперплощиною П;
б) гіперплощина П має хоч би одну спільну точку з множи

ною А.
Теорема 4 (теорема віддільності). Нехай V -  опукла і зам

кнена множина. Якщо точка g Є Rn не належить V, т о  існує

така опорна гіперплощина П = |хє Rn :(а, х) = р| для V, що

(а, х) < Р для будь-яких х е  V і (a, g) > Р .
Д о вед ен н я . Нехай v -  проекція точки g на множину V. 

Тоді (g -  v, х -  v) < 0 для всіх х є  V . Вектор а = g -  v Ф 0 . Гі

перплощина П = |х є  Rn : (а, х -  v) = oj є опорна для V.

Позначимо Р=(а, v ). Тоді П=|хє R" :(а, х) = р| і (я, х )< З  

для всіх х є  V, (а , g )  > (a, v) = 3 .
Наслідок. Для опуклої т а  замкненої множини V і точки 

g e V  існує гіперплощина ГТ = |х є  R" : (а , х) = у| , що прохо

дить через g, і така, що (а , х) < у для будь-яких х є V .
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Такою гіперплощиною є П' = {х : [ а ,  х - g) = 0} , де a - g - v .  
Якщо хєУ , матимемо (a, x -g )  = (a, x -v + (v -g ))  = (a, x -v )  + 
+ ( а ,  v - g )  = (a, x - v ) - ( a ,  а ) <  0 .  Позначимо y  =  (a ,g ) . Тоді 

П' = { х :(а , х) = у} і g e  П ', (а, х )< у для будь-яких хе  V .

Теорема 5 (про опорну гіперплощину). Через граничну 
точку v е V опуклої множини V проходить опорна гіперпло- 
щина цієї множини: існує вектор а Фв і скаляр у такі, що

гіперплощина П = {хє R" :(а, х) = у} має властивості (a, v)=y 

і (а, х) < у , х е У .
Д о вед ен н я . Гранична точка v опуклої множини V є од

ночасно і граничною точкою для замикання V (див. § 9.3, 
теорема 1). Нехай {vm} -  послідовність точок, що не нале

жить V і збігається до точки v. За попередньою теоремою та 
ї ї  наслідком для кожної точки vm послідовності існує гіпер
площина

Пт ={хє/г" : ( a ffl,x )  = y m}

з властивостями: уm=(am,v m) і (ат ,х )< у т для будь-яких
х є  V.

Можна вважати, що всі вектори ат нормовані: ||ат || = 1 . 

Вони подаються точками сфери одиничного радіуса. Сфера -  
компактна множина. Тому із послідовності {ат } можна виді

лити збіжну підпослідовність. Вважатимемо, що сама послі
довність {ат } збігається: ат —>а при т — і ||а|| = 1.

Якщо в рівняннях гіперплощин
(ат ,х )  = у т

перейдемо до границі, то дістанемо рівняння гіперплощини П:
(а, х) = у ,

де
у=  lim Ym = lim (ат> Vm) = (a’ V)'

m—>°° tn—>°°

При цьому (a, x) < у для всіх хе  V .
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Теорема 6. Якщо V -  опукла відкрита множина і g є  V , 
т о  існує гіперплощина

П = {хє R" :(а, х) = у| ,

що проходить через точку g, і така, що (а , х) < у для всіх 
х є  V .

Д о вед ен н я . Якщо g e V ,  тоді твердження теореми ви

пливає з наслідку теореми 4. Якщо g e  V \ V , тоді на підставі 

теореми 5 існує гіперплощина П = {хє Rn : (а, х) = у| , яка 

проходить через точку g, і така, що (а, х) < у для будь-яких 

х є  V . Але V -  відкрита множина. Тому (а , х )< у  для будь- 
яких х є  V .

Теорема 7 (про відокремлюючу гіперплощину). Нехай U і
V -  опуклі множини, внутрішня область U0 непорожня 
iU° n V  = 0  . Існує гіперплощина, яка поділяє U і V.

Д о вед ен н я . Алгебрична різниця W = U °-V  = U° + (-l)F  -  
відкрита опукла множина, яка не містить нульову точку 0. 
Тоді існує гіперплощина П = {х : {а, х) = 0}, що проходить

через точку 0, і така, що (а , х) < 0 для всіх точок х є  U° -  V .

Звідси знаходимо, що для будь-яких u eU °  і v e  V викону
ється нерівність (а , и) < {a, v ) . Тому sup (а , и) < inf (а, v ) .

utU" І'є,/
Оберемо число (3 таким, щоб виконувались нерівності

sup (а, и) < (3 < inf (а, v ) .
«€(/" V€V

Гіперплощина П = |хє Rn :(а, х) = р| відділяє множини

U0 і V. Оскільки U0 з  U , то

(а, х) < 3 для всіх х є U ,
(а, х) > 3 Для всіх х є  V .

Гіперплощина П відділяє множини U\ V.
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Теореми віддільності опуклих множин застосовуються при 
доведенні важливих тверджень у лінійній алгебрі, математич
ному програмуванні, теорії опуклих множин тощо.

Теорема Фаркаша про нерівності-наслідки

Означення. Нехай задано систему лінійних одно
рідних нерівностей

а ,і£ і + а 12£2 +» + а \Лп -  0,

«21^1 + «22^2 +■,. + а 2„ ^ < 0 ,
(1)

а« і£ і + “ «2^2 + ■■ + а тЛп - 0 -

Нерівність
Рі^і + Р2^2 + ••■ + РДи -  0 (2)

називається наслідком системи (1), якщо будь-який розв’язок 
цієї системи задовольняє нерівність (2).

Це означення дамо у більш стислій формі. Позначимо че

рез А = (а ік) матрицю системи (1). Нехай х = (£,, —* £л)? >

й = (Р,, (32, ..., Р„)? • Тоді систему (1) можна подати як

Ах < 0 ,
а нерівність -

(іЬ, х) = b'x < 0.

Останнє є наслідком системи (1), якщо

Ах < 0 => (Ь, х) < 0, ЬФІЇ.

Теорема Фаркаша. Для того щоб

Ах < 0 => (Ь, х) < 0, ЬФ 0.

необхідно і достатньо, щоб система лінійних рівнянь

А1 у  = Ь (3)

мала невід’ємний розв’язок у  (тобто існував би вектор 

у  є  Rm і у  >Q).
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Д о вед ен н я . Необхідність. Нехай із Ax<Q випливає 
(Ь, х )< 0 . Множина

К = {х е R" : х = А1 у, у  > б|

-багатогранний конус, породжений рядками матриціЛ.
Якщо вектор be R" міститься в конусі К, тоді твердження 

теореми вірне.
Припустимо, що be К . Конус К опуклий і замкнений. За

стосуємо до точки b і конуса К теорему віддільності (теоре
му 4). Тоді існує гіперплощина П = {х : (а, х) = Р} така, що
(а, Ь) > 3 і (а, х) < Р для всіх точок х е  К .

Інакше кажучи, існує такий вектор а * В ,  що
(b, а) > Р > (а, х) для всіх х е  К .

Оскільки конус К  містить нульовий вектор, то

(Ь, а)>  0 . (4)

Якщо замість вектора jc із АГ покласти Ах, де X > 0 , то ма
тимемо нерівність (b, а) > (а , Хх) і, отже,

]-{Ь, а)>(а, х).
А

При X —> оо дістаємо

(а, х)< 0  для всіх х е  К . (5)

З другого боку, маємо (а, х) = а' -х = а' ■ А1 у  = (Аа)' ■ у  = 
= (Аа, у) < 0 , де у  > 0 . Звідси

Аа < 0 . (6)

Із останньої нерівності за умовою має бути (Ь, а ) < 0 , що
суперечить нерівності (4). Інша можливість виключена.

Достатність. Нехай існує такий вектор у > 0 ,  що

Ь = А7 у .  Якщо xeR "  і Ах < 0 , то (b, х) = Ьг ■х = (АТу)Т ■х =
= у 1 ■ Ах = (у, Ах) < 0 .

Отже, Ах < 0 => (Ь, х) < 0.
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Означення. Точка v опуклої множини V назива
ється крайньою (кутовою), якщо вона не є внутрішньою точ
кою відрізка з кінцями із множини V.

Це означення можна подати у такому вигляді: точка v 
множини V -  крайня, якщо із v = (1 - Х)х + Ху, 0<Х<1, 
х, у  є V , випливає х = у  = v .

П риклад. Показати, що крайніми точками опуклого ба
гатогранника будуть його вершини і що інших крайніх точок 
він не має.

Р о зв ’ я зан н я . Нехай вершинами опуклого багатогранника 
М будуть точки хи х2, ..., хт . Тоді М  = conv(x,, х2, ..., хт ) і

хк є  co n v (x ,,..., хк_и хк+{, ..., х„), к = \ ,т .

Спочатку покажемо, що кожна вершина, наприклад, Х\-

крайня точка багатогранника М. Припустимо, що ^ =(1-Х)х+
т т

+Ху, 0<Х<1 ,х, у е М  . Тодіх = £ Х * * * , Хк > 0 , =1;
к=і к=\

т т
у = ^ \ ікхк , £ ц * = 1 .Т о м у  x,=Yi*i + У2Х2 + -  +

к=1 к=\

т
+утхт , де Y* = 0  -  W k  + > Z  Y* = 1 ■

к=І

Y 2 Y тПрипустимо, що Yi <1 • Тоді хх = -——х2 + ... + -——хт -

опукла лінійна комбінація точок х2, х3, ..., хт . Для вершин 
багатогранника М  це неможливо. Звідси випливає, що Yi = 1, 
у2 =... = ут = 0 . Із рівності (1-Х)Х* + Хц* =0 дістанемо 

Хк = цк = 0 , к = 2, т  . Тому X, = ц, = 1 і, отже, х = у  = хх.
т

Нехай v -  крайня точка багатогранника М  і v = ^ X kxk,
к=\

т
X*. > 0 ,  X X , = 1 • Припустимо, що 0 < X, < 1. Тоді 

*=і

Крайні точки
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А — А2 + .. .  +  Х т  >0, А, + А = 1, v = Л |Х | + Ах,
Х-) Ат

де х = - р х 2 + ... + -г -х т є  М .
А А

Це неможливо для крайньої точки v, оскільки х, Ф х . Тому 
або А, = 0 , або А і =1. Такий самий висновок є вірним для 
будь-якого к о е ф іц іє н т а . Це означає, що точка v збігається 
З  О Д Н ІЄ Ю  3 ВерШИН Х |, х2, ...,хт  .

Теорема 8. Опукла компактна (тобто обмежена і замкне
на) множина V простору R" має крайні точки. Вона збіга
ється з опуклою оболонкою всіх своїх крайніх точок.

Д о вед ен н я  проведемо методом математичної індукції за 
розмірністю п евклідового простору R" .

Якщо п = 1, тоді множина V - відрізок [а, Ь] і теорема оче
видна.

Припустимо, що теорема має місце для опуклих компакт
них множин простору Rn~] . Нехай множина V a R ” . Якщо 
множина V не містить внутрішніх точок, то вона буде під- 
множиною деякої гіперплощини

П = |х є Rn : (а, х) = p j , а Ф 0 .

Але будь-яка гіперплощина буде евклідовим простором роз
мірності п - 1. Тому твердження теореми матиме силу за при
пущенням індукції.

Нехай множина V має внутрішні точки. Оберемо довільну 
точку x 0 g V  . Окремо розглянемо два випадки.

Випадок 1. Обрана точка х0 -  гранична точка множини V. 
Існує для V опорна гіперплощина

П = |х є  Rn :(а, х) = 0 J ,

що проходить через х0 (теорема 5). При цьому ( а ,  х0) = Р і 

(а, х) < Р для будь-яких х є  V .

Множина V0 = V n  П -  опукла, компактна і належить евк- 
лідовому простору П розмірності п — 1. За припущенням ін
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дукції множина V0 має крайні точки і збігається з опуклою
т

оболонкою всіх ї ї  крайніх точок. Зокрема, х0 = ^ Х кхк,
к =І

т
Хк > 0 ,  ]Г  А* = 1 і JC|, х2, ..., хт -  крайні точки цієї множини.

к =І

Покажемо, що будь-яка крайня точка v множини V0 одно

часно є і крайньою точкою множини V.
Нехай v = (1 — А .)л:Х у , деО < А < 1 ,х ,,у є  V . Маємо

Р = (a, v) = (а, (1 -  А)х + Ау) =
= (1 -  А)(а, х) + А(а, у )  < (1 -  А)Р + ЯР = Р,

оскільки (а,х)< Р  і (а ,у )< р . Тому має місце рівність

( 1 - А ) ( а , х )  +  А ( а , . у )  =  Р -

Це можливо лише у випадку, коли (а ,х ) = Р, (а,у) = Р , тобто 
коли х ,у е  F n F I  = F0 . Але v -  крайня точка множини V0 , то
м у  х =  у  =  v . Отже, точка х0 опукло залежить від крайніх то

чок X,, х2, ..., хт множини V.
Випадок 2. Обрана точка х0 -  внутрішня точка для V. Че

рез цю точку проведемо пряму лінію. Вона перетне границю 
множини V у  двох точках у х і у 2 . При цьому х0 = (1 -  а )у , + 

+ау2 , 0 < а  < 1. Але точки >>,, у2 опукло залежать від край
ніх точок множини V. Тому і х0 опукло залежить від крайніх 

точок множини V.

Вправи
1. Показати, що множина всіх крайніх точок кулі 

5(0, г) = |х є /?” : І х І < r j 

збігається зі сферою

С = |х є  Rn : І х І = r J .
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2. Знайти множину всіх крайніх точок оп укло ї множини

§ 9.6. Замкнені конуси

Опуклому конусу К  поставимо у відповідність 

множину К* = |я;є R" : ( w , jc ) < 0  для всіх w e  .

Ця множина К* є конус. Якщо х, у е  К * , X > 0 , ц > 0 , то 
(w,Xx + lly) = \(w,x) + H(w,y)< 0 для будь-якого w e К . Це 

означає, що he + цу е  К *, тобто К* -  конус.

Означення. Конус К* називається спряженим для конуса К.
Спряжений конус К* -  замкнена множина, оскільки він 

збігається з перетином усіх півпросторів Pw = { ;t:(w ,x )< 0} ,
де w пробігає конус К.

Покажемо, що у випадку, коли конус К є лінійним підпрос- 
тором, спряжений конус К* дорівнює ортогональному допо
вненню к 1 .

Нехай у є К *. Тоді (х ,у ) < 0 для всіх х е  К . Але - х е  К і 
тому (-х ,у ) = ~(х,у) < 0 . Звідси дістанемо (х,у) = 0 і, отже, у  

належить ортогональному доповненню К 1 лінійного підпрос- 
тору К. Отже, К* с  К 1 . Із означення множини К* випливає 

включення К1  с  К *. Таким чином, К* = К 1 .
Теорема 1. Для будь-якого конуса К виконується включен

ня К** 2  К . Конус К замкнений тоді і лише тоді, коли 

К ** = К (відношення двоїстості).
Д о вед ен н я . Справедливість включення K**Z)K випли

ває з означення спряженого конуса. Якщо К** -  К , то К -  

замкнена множина, оскільки — конус замкнений.
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Припустимо, що К -  замкнений конус. Потрібно встанови
ти включення К** с  К , тобто довести, що g e  К** => g e  К . 
За законом логіки це зводиться до доведення висновку 
g£ К=> g e  К**.

За теоремою віддільності (§ 9.5, теорема 5) для точки g  та 
опуклої, замкненої множини К існує гіперплощина 
П = { х : (а, х) = Р} така, що (a, g )  > Р і (а, у )  < Р для всіх

у е К .  Для у е К  і А > 0 маємо Аує А н а т о м у  (a ,A ,y)< p .

Звідси (а,у)<—. Збільшуємо X необмежено і дістаємо 
X

(а,у)< 0 . Оскільки це вірно для всіх у  е  АГ, то а  є  АГ*, а з того, 
що бєАТ, знаходимо 0 < р . Тому (a ,g )> p > 0  і, отже,

- TS-**g e  К .
Теорема 2. Для того щоб замкнений конус К був загостре

ним, необхідно і достатньо, щоб спряжений йому конус К* 
мав внутрішні точки.

Д о вед ен н я . Необхідність. Припустимо, що конус К за
гострений, але К* не має внутрішніх точок. Тоді К* містить
ся у деякій гіперплощині П ={х: (а, х) = 0} . Оскільки

(а,х) = (-а,х) = 0 для всіх х е  К*, то а , - а е  К** = К . Для 
загостреного конуса таке включення неможливе.

Достатність. Припустимо, що К* має внутрішні точки і, 
разом з тим, існує a*Q  і а , - а е К .  Якщо х е К * ,  тоді 

(а,х)<  0 і ( - а ,х )< 0 .  Отже, (a,jc) = 0 для всіх хе  К*, тобто 

К* міститься в гіперплощині з рівнянням (a ,x ) = 0 . Знову
виникає суперечність.

Теорема 3. Якщо конус К замкнений і загострений, т о  для 
нього існує вектор а *  0 такий, що (а,х) < 0 для будь-яких
х е  К  , х Ф 0.

Д о вед ен н я . Оберемо яку-небудь внутрішню точку а із 
спряженого конуса К *. При достатньо малому є > 0 відкрита 
куля S(a,E) міститься в К *. Якщо х е  К і хФв,  то
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У = а + ̂ іі—іїх є ^ (а >є)- Отже, ( у ,х )< 0 ,  тобто
2 ІМ І

(а ,х ) + |||х||<0 і(а,х)< -|||х||< 0.

Наслідок. Для замкненого загостреного конуса К існує 
а *  В, що (а,х) >0 для всіх х е  К  , х Ф 0 .

Означення. Промінь І с  К , що виходить із нульової точки
0, називається крайнім для конуса К, якщо має місце вклю
чення: із w e l  і w = (l-A .)x  + A.y, де 0 < Я < 1, х ,у е  К , виши
ває, що х ,у е  І . Інакше кажучи, промінь І с  К -  крайній, як
що будь-який відрізок з кінцями із К, і який має внутрішню 
точку, що належить І, цілком належить І.

Теорема 4. Нехай К -  замкнений загострений конус, що 
м істить ненульові точки. Тоді він матиме крайні промені. 
Оберемо на кожному крайньому промені один який-небудь 
його напрямний вектор і через S позначимо множину всіх т а 
ких векторів. Конус, породжений цією множиною, є 
K = L+(S).

Д о вед ен н я . Для конуса К оберемо такий вектор a*Q ,  
що (а ,х )> 0  для всіх х є  К  , х * 0 .

Розглянемо гіперплощину

П = |х є  Л" : (а, х) = і) .

Кожний промінь / конуса К  (тобто промінь, що виходить із 0 і 
міститься в К) перетинає П лише в одній точці. Дійсно, якщо

we І і w * 0 , t o  (a,w) > 0 . Тоді х = — —̂ w належить проме-
(a,w)

ню І. Разом з тим (а, х) = 1, тобто х є  П . Отже, х є  / п  П . 
Якщо у е і п  П , то y  = aw  і

(a,jO = (a,aw) = a(<a,w) = l, a = —-—,
(a , w)

8

тобто
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1

Множина V = К п П  опукла і замкнена. Нами встановлено 
взаємно однозначну відповідність між всіма променями / ко
нуса К і точками множини F:/<->x = / n П . При цьому

х = — -— н'.якщ о we І і w ? t0 .
(a, w)

На тій же підставі встановлюється взаємно однозначна 
відповідність між крайніми точками множини V і крайніми 
променями конуса К.

Нехай х -  крайня точка множини Vi І -  промінь конуса К, 
який відповідає цій точці, тобто такий, що х = / п П . Пока
жемо, що / -  крайній промінь конуса К. Оберемо спочатку на / 
точку х і припустимо, що x = ( 1 - A ) h + Av , де 0 < Л < 1;

u,ve К . Якщо и = 0 ,  то зрозуміло, що u,ve І . Те ж саме, як
що V = 0 .

Нехай и Ф 0 і v Ф 0 . Тоді у  = —-— и і z = — —̂ v -  точки
(а,и) (a,v)

перетину відповідних променів з напрямними векторами и і v 
з гіперплощиною П. Маємо рівності

х = (1 -  А)(а, и)—]- —и + А(а, v )—Ц - v =
(,а,и) (a,v)

= (1 -  А)(а, и)у + Х(а, v)z,

де y ,z e  V .
При цьому

(1 -  Х)(а, и) + \(а, v) = (а, (1 -  Х)и + X v) = (а, х) = 1,

(1 -  Х)(а, и) > 0 , Х(а, v) > 0 .

Оскільки х -  крайня точка множини V, то y - z - x .  Отже, 

1 1х =------- и = ------- v , атом у u , v e l .
(а,и) (a ,v )
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1
----------- и +  Х

1
----------- V

( a , w ) _ ( a , w )
и, v є К => х = — -—  w = (1 -  X)

(a,w)
де

и =— !— и е К ,  v = —!— ve К .
(a, w) (а , w)

Звідси робимо висновок, що и ,V е  І , а тому u , v e l .
Припустимо, що / -  крайній промінь конуса АГ і х є / л П .  

Якщо x = (1-A,)m + Xv,  u , v e V ,  0< А ,< 1,то  u , v e l \  м ,у є П . 
Тому х = и = v , тобто х -  крайня точка множини V.

Для завершення доведення теореми достатньо показати, 
що множина V = КглТІ компактна, а потім зіслатися на тео
рему про крайні точки.

Нехай Q -  перетин конуса К зі сферою одиничного радіуса 
з центром у нульовій точці 8: Q = {хє К : || х || = і] . Множина

Q компактна в просторі Rn .
Побудуємо відображення/ : Q -^ V  за законом

f (x)  = — —̂ х для х е  Q .
(<я,х)

Це -  взаємно однозначне відображення на всю множину V. 
Воно неперервне. Множина V, яка є неперервним образом 
компактної множини -  компактна [14].

Як множину S, що породжує конус К  і відповідає умовам 
теореми, можна обрати множину всіх крайніх точок множини

V = K n  П .
Теорема 5. Ребра загостреного багатогранного конуса К є 

його крайніми променями. Інших крайніх променів конус К не 
має.

Ця теорема є наслідком попередньої теореми і властивос
тей опуклих багатогранників, якщо врахувати, що багато
гранний конус — замкнена множина. Однак, доведемо цю тео
рему, виходячи з інших міркувань.

Нехай у\,у2,—,у р -  кістяк багатогранного конуса К такий,

Нехай тепер we I ,  w ^ x  і w = (\-\ )u  + \ v , 0 < Л, < 1,

що
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К = Ґ ( у 1, у 2 , . . . , у р ) , (а)

Укє ?{Уі>->Ук-иУк+и-’Ур)> к = 1’Р (б)

(див. § 9.2). Позначимо через Ік ребро конуса з напрямним 

вектором ук . Доведемо, що кожне з них -  крайній промінь. 
Наприклад, здійснимо це для ребра/,. Оберемо на /, який- 
небудь вектор, зокрема, вектору,. Нехай у, = (1 -  Х)х + Ху , 

0 < Х < \ , х , у е К .  Якщо х = а , у ,+ а 2У2 + — + а /)>'/)> а і - 0 ,  

У = $\Уі + $ 2 У 2 + -  + $рУр> Р * ^ ° .  ^  У\ =Yl>’l+ Y 2>'2 + -  + 

+Yру р , де у* = (1 -  А)а* + АРі , к = \,р. Якщо у, < 1, тоді діс-

Y Y
танемо у, = — —  у2 +...-\------— y D, ЩО неможливо. Якщо ж

1 -у ,  1 - у ,
у, > 1, ТО  (у, — і)у , + У2У2 +••• +YрУр = 0 , Щ О  неможливо для 

загострених конусів. Отже, у, = 1 і у2у 2 + — + УрУр = 0 • Але 

тоді у2 = Уз =... = у р = 0 на підставі леми про загострені кону

си (див. § 9.2). Із рівності ук = (1 -  Х)ак + АР* = 0 і умови 

0<А<1 випливає, що а 2 =Р2 = . . . - а р =Рр = 0. Тому х = а , у , , 

у = Р,у, і х,у  є  /,. Отже, /, -  крайній промінь конуса.
Доведемо обернене твердження. Для цього покажемо, що 

будь-який крайній промінь / конуса збігається з одним із ре
бер конуса.

Нехай х є / ,  х * 0  і х = А.,у, + Х2у2 + ...+Хру р, Хк > 0 . 

Припустимо, що в останній рівності X, Ф 0 . Тоді матимемо

*  = ^ ( 2V i )  + ^ ( 2 A 2y2  + -  + 2 Ь РУР ) .

Точка х -  опукла лінійна комбінація точок із конуса К. 
Оскільки / -  крайній промінь цього конуса, то 2А.,у, є  /, а то

му у, є  /. Це означає, що / = /, .
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Теорема 6. Замкнений конус К може бути поданий у ви
гляді прямої суми

K = M ® V

лінійного підпростору М і замкненого загостреного конуса V. 

Доданок М  визначається конусом К однозначно і включає всі 
лінійні підпростори, які містяться в К.

Теорема безпосередньо випливає з теореми 1, доведеної в 
§ 9.2. Доданок V може бути одержаним у вигляді перетину
V = КглЬ,  де L -  будь-який лінійний підпростір, для якого
Rn = М ® Ь .  Зокрема, можна покласти L = М1 .Тому V -  замк
нена множина.



Розділ 10. СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ
ДІОФАНТОВИХ РІВНЯНЬ*

§ 10.1. Умови сумісності. 
Алгоритм Ерміта

Системою лінійних діофантових рівнянь назива
ється система лінійних рівнянь з цілочисловими коефіцієнта
ми і вільними членами. Як розв’язок цієї системи розуміють 
цілочисловий.

Теорема 1. Лінійне діофантове рівняння
а ,х , + а 2х2 + ... + а пх„ = Р , (1)

де коефіцієнти а ,,ао , ...,0^ одночасно не обертаються на нуль, 
маєрозв ’язок тоді і лише тоді, коли НСД (ccj, а 2,..., а „ ) | Р . 

Д о вед ен н я . Необхідність. Нехай 8 = Н С Д (аі,а2, . . . ,а „ ) .

Тоді 5|a,x|,5|a2x2,...,8|a„x„ для будь-яких х} є Z, j  = \,п,
П

де Z -  кільце ВСІХ ЦІЛИХ чисел. Отже, 51 X а /*/- Якщо
7=1

п
[х* ,Х*2 , . . . , Х*п j -  розв’язок рівняння, ТО Х а /-*7=Р’

7=1
п

6 1 сх / х* і, отже, 5 1 (3.
7=1

Достатність. Припустимо, що 8 1Р. Покладемо 

J  = |хе Z : х = Х а /:с/; х і є І  = l’wj  •

Ця множина має такі властивості:
1. х ,у е  J  => X ± у  є J  .
2.X&J,  ZG Z => X-ZG J  .
Будь-яка підмножина з кільця Z з цими двома властивос

тями називається ідеалом. У  нашому випадку множина J  є

* Цей розділ написаний І. В. Протасовим -  проф. Київського 
національного університету імені Тараса Ш евченка.
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ідеал, породжений числами а і , а 2, . . . , а п, і позначається через 
У = ( а , , а 2, . . . , а „ ) .

Кожний ідеал кільця Z є головним, оскільки він породже
ний одним цілим числом. Тому J  = (оС|,а2, . . . ,а „ )  = (5) і

5 = НСД ( а , , а 2, . . . ,а „ )  (§ 1.4, теорема 3).

Існують такі цілі числа у\,у2,■■■,у„ , що

'Z a jy j  = 5 .
7=1

За умовою 6 1Р і, отже, Р = 5 • т  , де т  є  Z . Якщо х[ = т у х,
П

х2 = т у 2, х *  = т у п, тоді Х а /х / = Р> Щ° й доводить
7=1

розв’язність рівняння (1).
Теорему доведено.
Тепер зупинимось на знаходженні розв’язків систем діофан- 

тових рівнянь. Якщо така система сумісна, то для знаходження її 
розв’язків достатньо залишити в цій системі лише базисні рів
няння. У новій системі число рівнянь дорівнюватиме рангу мат
риці цієї системи (див. § 4.1). Тому вважатимемо, що ранг мат
риці наведеної нижче системи дорівнює числу ї ї  рівнянь.

Теорема 2 (Штейніца). Система лінійних діофантових 
рівнянь

а мл:| 4- СХ|2-̂ 2 +.. . + а ]пх„ = Р і .

ОС2 j Xj + а 22х2 + •.. + а 2пх„ == Р 2

“ m l * + а т2х2 +... + а тпх„ =  Р

де ранг матриці А = [о.ік ) цієї системи дорівнює числу т  рів
нянь, розв ’язна тоді й лише тоді, коли НСД мінорів матриці 
А т-го порядку збігається з НСД мінорів т-го порядку розши
реної матриці цієї системи (А \ Ь).

Перш ніж доводити теорему, наведемо декілька необхід
них тверджень. Зокрема, будемо називати елементарними пе
ретвореннями стовпців (рядків) цілочислової матриці такі:

І. Множення всіх елементів стовпців н а -1 .

401



II. Додавання до стовпця (рядка) іншого, помноженого на 
ціле число.

III. Перестановка стовпців (рядків).
Лема 1. Кожне елементарне перетворення т цілочислової 

матриці А = ( а ік) розмірності т х п  рівносильне множенню

цієї матриці з правого боку на матрицю Т = [уік ) розмірнос
т і  пхп,  яка одержується з одиничної матриці порядку п 
тим самим елементарним перетворенням т.

Д о вед ен н я . Доведемо лему для елементарних перетво
рень II. Нехай елементарне перетворення т полягає у додаванні 
до к-го стовпця матриці /-го стовпця, помноженого на ціле число 
у. Застосуємо елементарне перетворення х відповідно до матриці 
А та одиничної матриці порядку п. Дістанемо матриці

/а,,а12 ...сх,, ...аи +уа|( ...а,„ 

а 21а 22 ••• С*2і к + У ^2/^2и

в = а,іа ,2 ... ай ...аЛ +уаи ...а,л <-і>

\Р‘т\^т2 •" ®/яі "• ®-тк ®-тп)

'\ 0 .. . о ... 0 ... 0 N 
0 1 ... о ... о ... о

Т =
0 0 ... 1 ... у ... о

1̂ 0 0 ... 0 ... 0 .. . 1

З іншого боку,
/ап ...а,, ... аи ...а,„ V  і ... 0 ... 0 ... 0N

«21  - а 2, -  а 2к ■■■ а 2п 0  . . .  0  . . .  0  . . .  0

АТ = а,і ... а и ...а,* ...а,„ 0 ... 1 ... у ... 0

с̂сті ... ост; ... ост _̂... cxmny v0 ... 0 ... 0 ... 1/
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ап ...а„ ... аи +уа1( ... а,„ ' 

«21 - « 2, - « 2к +  У « 2, « 2«

«/1 •••«,, - а , к +Y«„  •••«,„

v«m ] "•  «/77/ ••• «/?!* "У«/?7/ ••• «/77/7 у

Отже, АТ=В і лему доведено.
Наведемо тепер алгоритм Ерміта, який дає змогу пере

творити довільну цілочислову матрицю А = (а ік ) розмірності

т х п  і рангу т  за допомогою деякої послідовності елемен
тарних перетворень до матриці виду

" « 1 1 0 0 . .  0 . .  o N

«2 1 « 2 2 0 0 . .  0

ЄIS

« m 2 « m 3  • « m m . .  0 ,

де а /( >0, / = 1, /я.

Матриця Н називається ермітовою формою матриці А.
Оскільки ранг матриці А дорівнює числу рядків, то серед 

елементів а ц ,а | 2, . . . , а 1п існують відмінні від нуля. Переста
новкою стовпців досягаємо того, щоб елемент а , , був відмін

ним від нуля і найменшим за модулем у першому рядку. Мож
на вважати, що otj ( > 0 (при необхідності множимо перший
стовпець н а —1). Далі кожний елемент <хік подаємо у вигляді 
« и  = «п ^ /t + гк > Де hk, rk є  Z, 0 < гк < а п . Віднімемо від А>го 
(к > 2) стовпця елементи першого стовпця, помножені на чис
ло hk . У результаті всіх таких операцій елементи першого 
рядка будуть цілими числами від нуля до ос,, .

Повторивши цю процедуру скінченне число разів, мати
мемо матрицю
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О О
а 21 °22 °23

О N

2̂ п
А, =

\а т 1 ®т2 йтЗ ... Ь,т п  /

Оскільки елементарні перетворення не змінюють ранг 
матриці, то серед елементів by1,b2-i , - ,b 2n будуть такі, що від

мінні від нуля.
Застосовуємо аналогічні обчислення до матриці

де а,| > 0 .

%  2 ^23 ■ Ь2п

Ь уі ь 33 .. ь 3п

\Ьт  2 •• К п

У результаті побудовано матрицю Я  потрібного вигляду. 

П риклад 1. Знайти матрицю Я  для матриці

(4  1 2
А =

[О -1 -1  5,

Р о зв ’ я зан н я .

"4 1 2 3" '  1 4 2 3N ґ 1 0 0 0"
А - ~ ~

1 8,,0  -1  -1 5, 0 -1 <-1 4

'  1 0 0 0^ '  1 0 0 0 N

, - 1  1 4 «У - 1 1 0  0 ,
= Я  .

Квадратна цілочислова матриця V називається унімоду- 
лярною, якщо ї ї  визначник det V = ±1.

Лема 2. Нехай А = (а ік) -  цілочислова матриця розмір
ності т х п  і рангу т . Для неї існує така унімодулярна м а т 
риця V = {уік ) порядку п, що матриця А ■ V матиме вигляд
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'а,, О О

а 2І а 22 О

О ... О
О ... О

vOCml (Xm2 ctm3 ... сtmm . .. Оу

де а н >0, і - \ , т  .
Д о вед ен н я . За допомогою деякої послідовності елемен

тарних перетворень T|,x2,...,T v (алгоритм Ерміта) матриця А 
набуває ермітової форми Я  на підставі леми І. Кожне елемен
тарне перетворення х: можна замінити множенням з правого 
боку на матрицю 7], яка одержується з одиничної матриці 
порядку Е таким самим елементарним перетворенням т, над 
відповідними стовпцями.

Тому Н = АТ\Т2...ТХ. Покладемо V = T]T2...TS. Оскільки 
det 7] = ±1, то det V = ±1.

Лему доведено.
Д о вед ен н я  теор ем и  Ш тей н іц а. Систему лінійних 

діофантових рівнянь запишемо у матричному вигляді

де Ь -  стовпець чисел, складений із правих частин системи.
Покажемо, що ця система рівнянь розв’язна тоді й лише 

тоді, коли розв’язна система лінійних діофантових рівнянь

де Я  -  ермітова форма матриці А.
На підставі леми 2 існує така унімодулярна матриця V, 

що H = A- V.  Нехай X* -  розв’язок системи (2). Тоді 

A[VV ' j  X* =b і тому h [v ~' X* j = b . Оскільки V -  матриця

цілочислова й унімодулярна, то матриця V~x також цілочис
лова. Отже, вектор Y*=V~]X* — цілочисловий розв’язок 
системи (3).

(2)

Н Y = Ь, Г = (У],у 2,...,уп)Т, (3)
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X* = VY* -  розв’язок системи (2).
На підставі елементарних перетворень легко можна до

вести, що ці перетворення не змінюють НСД мінорів будь- 
якого порядку. Тому теорему достатньо довести для системи 
HY = Ь . Отже, слід довести розв’язність такої системи діо- 
фантових рівнянь:

а , ,у ,  =Рі,
й 2,у і+ а 22у 2 =Р2,

Р-т\У\ "• « ттУт ~ Pm-

Скористаємось формулами Крамера

У, =~г (/= 1,/я),
А

де А — визначник системи, а  А, -  визначники, в яких і-й стов

пець замінено стовпцем (Р ,,Р 2 ,.. .,Р т )7 .
Отже, система лінійних діофантових рівнянь розв’язна

тоді й лише тоді, коли —— (і = 1 ,т )  — цілі числа, тобто коли
А

д|д,,д|д2,...,д|дт .
Необхідно зауважити, що А — НСД мінорів т-го  порядку 

матриці Я , а А, Д ,,Д 2,...,Д т  -  мінори т-го  порядку розшире
ної матриці (Я  ІЬ) , причому решта мінорів т-го  порядку цієї
матриці дорівнює нулю.

Теорему доведено.

Загальний розв’язок системи 
лінійних діофантових рівнянь

Розглянемо систему лінійних діофантових рів
нянь (2), знайдемо ермітову форму Я  матриці А і перейдемо

до системи (4). З першого рівняння системи знайдемо у* = ,
«п

Нехай Y* -  розв’язок системи (3). Тоді A^VY*' j  = b  і
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з другого — у 2 і т. д. Якщо серед у* (j  = 1 , т )  знайдеться хоч

би одне не ціле число, то система (3), а з нею і (2), не має не
обхідних розв’язків. Якщо всі ці числа цілі, то послідовність 
( У \  > У 2 ’ - ’ У т ’ У т + \ > - ’ У п ) ’ д е  У т + \ > - ’ У п  ~  ДОВІЛЬНІ ЦІЛІ ЧИ С Л а ,  

буде загальним розв’язком системи (3). Враховуючи, що спів
відношення X  = V ■ Y визначає загальний розв’язок початко
вої системи рівнянь, загальний розв’язок X = (х, ,х 2,...,х „ )' 
можна подати у вигляді

т п  
х і  =  Z Ч к У І  +  X  у ік У к  > і = ь п >

к=1 к=т+\

Де v,k -  елементи матриці V; ут+1,...,у„-дов ільн і цілі числа.
Приклад 2. Знайти загальний розв’язок системи діофан

тових рівнянь

4х, -  4х2 + Зх3 = З,
5х, -  7х2 + 6х3 = 4.

Р о зв ’ я зан н я . Із леми 2 випливає, що послідовність 
елементарних перетворень стовпців, яка зводить матрицю А 
до ермітової Я, одночасно зводить одиничну матрицю Е (тут -
порядку 3) в матрицю V. Тому обчислювати матриці Я  і V
доцільно одночасно, застосовуючи серію елементарних пе
ретворень стовпців розширеної матриці

/4 -4  Зл
5 -7  6

0
1
0

Матимемо

ґз -4 4^ ґз -1 1 > ( 1 -1 3 s
6 -7 5 6 -1 -1 -1 -1 6
0 0 1 - 0 0 1 - 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0

,1 0 0, 1 -К -1 1 К
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'1 0 0 4 '  1 0 0 ' ( 1 0 0 '

-1 -2 9 -1 -2 1 -1 1 0

1 1 -3 ~ 1 1 1 ~ 1 1 3

0 1 0 0 1 4 0 4 9

-1 0 4 , "І 0 4, -1 4 8,

Отже,

( 1
' 1 1 3'

"4 -4 3' 0 0 'А = , н = , v = 0 4 9
,5 -7 6, V-1 1 0, 4 8,

Розглянемо систему HY = b :

|>, + 0 - у 2 + 0 'У з =3, * ,
< => у, = 3, у 2 = ' > Л _ довільне ціле
І-Уі + Л  + 0 ' Уз = 4 

число.
Загальний розв’язок системи:

(  х Л  х \
(  »>  
У\ '  1 1 3N'  3 ' "10 +  З у з '

х2 = v *
У2 = 0 4 9 7 = 28 + 9у3

Уз\ -1 4 8, ,25 + 8у3у

§ 10.2. Системи лінійних 
однорідних діофантових рівнянь

Розглянемо систему лінійних однорідних діофан
тових рівнянь

А - X  = Q, X  = (х],х2,...,х„)7 ,

де А = (а ік) -  цілочислова матриця розмірності т  х  п і рангу

т\ 0 -  нульовий вектор.
Така система розв’язна, оскільки ї ї  задовольняє цілочис

ловий вектор 0 = (0 ,0 ,..., 0 ) . Якщо т  = п , тоді на підставі тео
реми Крамера ця система не матиме нетривіальні розв’язки.
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Якщо т < п ,  то, як випливає із попереднього параграфа, сис
тема матиме нетривіальні розв’язки.

Теорема Зігеля. Якщо т < п  і | a lk | < С , С = const, тоді
однорідна система лінійних діофантових рівнянь має 
нетривіальні цілочисловірозв'язки х],х2,...,хп такі, що

Хі< 2(пС)"~ і = \,п.

Д о вед ен н я . Визначимо лінійне перетворення A:R’ -^R" 
дійсного векторного простору R” у векторний простір R'” (R -  
поле дійсних чисел) за допомогою матриці А даної системи:

У =

а , і

^21
^12
« 2 2

а,1/7
а 2 п

а„ а„
х,

кт2 ■ ■ • "vтп У

де х = (£ ,,£2, . . . , ^ ) 7 є Rn ; у  = (іім Л г.-м Л »,)7

Позначимо Z ” і Zm — множини всіх точок з цілочисло
вими координатами відповідно у просторах Rn і Rm . Далі по
значимо для додатних цілих чисел s і t множини

7 V ( 5 ) = { x 6 Z ” : | ^ | < 5 ,  і  =  Щ ,

M(t) = [y e  Zm : I Л/t I — k = Vjn).

Зауважимо, якщо xe N (s ) ,  то у = Axe M(nCs). Число 

елементів множини N(s) дорівнює (2s +1)", а число елемен

тів множини M(nCs) дорівнює (2nCs + l)m .
З’ясуємо, за яких умов виконуватиметься нерівність

(2s + 1)” > (2nCs + l)m.

Зрозуміло, що



Оскільки (2s + 1)" = (2.9 + l)m (2s + 1)” m, то д л я  потрібної 
рівності ми повинні мати

(2.v + і Г т > (лС)т .

Остання нерівність виконується, коли

Отже, при такому

( « С У

виборі знайдуться

x ,xeN  І (пСУ що х Ф х і Ах = Ах'. Тоді вектор х -
шуканий цілочисловий розв язок системи рівнянь.
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