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Передмова

Останнім часом дослідженню нелокальннх крайових задач для 

диференціальних рівнянь із частинними похідними приділяється ве

лика увага. Це зумовлено багатьма причинами: побудовою загаль

ної теорії крайових задач, необхідністю використання нелокальних 

умов при описуванні всіх коректних задач для конкретного операто

ра, а також тим, що багато задач практики моделюється крайови

ми задачами для рівнянь із частинними похідними з нелокальними 

(в тому числі періодичними) умовами (теорія фізики плазми, воло- 

гопереносу, коливання різних систем, поширення електромагнітних 

хвиль у прямокутних хвилеводах, зворотні задачі для рівняння теп
лопровідності тощо).

За останні 40 років нелокальні задачі для рівнянь із частинни

ми похідними вивчали в різних аспектах багато вчених (О.О. Дезін, 

А.М. Нахушев, В.М. Борок, М.И. Юрчук, В.К. Романко, А.В. Біца- 

дзе, О.А. Самарський, О.Л. Скубачевський, М.І. Матійчук та ін.), 

виділяючи переважно випадки коректно поставлених задач.

Однак задачі з нелокальними умовами взагалі є умовно корект

ними, а їх розв’язність у багатьох випадках пов’язана з проблемою 

малих знаменників. Саме таким задачам у монографії приділена го

ловна увага. Одне з центральних місць тут займають оцінки знизу 

малих знаменників, які базуються на метричному підході: оцінки 

знаменників, що мають часто складну нелінійну структуру, вста

новлюються не для всіх, а для майже всіх (стосовно міри Лебега) 

векторів, які складені з коефіцієнтів задачі чи параметрів області.

Монографія складається з п’яти розділів, які розбиті на '23 пара

графи. Нумерація формул, теорем, лем у межах одного параграфа 

одинарна, а при посиланні на інші параграфи - подвійна, наприклад, 

теорема 3.7 - це теорема 7 з параграфа 3.

Перший розділ має допоміжний характер. У ньому наведені 

означення функціональних просторів, а також відомості з теорії 

звичайних диференціальних рівнянь, функціонального аналізу та 

метричної теорії діофантових наближень, які використовуються в 
книзі.

Другий розділ присвячений вивченню задач з періодичними умо

вами за часовою змінною для лінійних гіперболічних рівнянь і систем 

рівнянь довільного скінченного порядку зі сталими та змінними за 

часом коефіцієнтами.

У третьому розділі вивчаються задачі з нелокальними (двоточ- 

ковими, багатоточковими та інтегральними) умовами для широких
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класів рівнянь і систем рівнянь із частинними похідними. Тут роз

глядаються лінійні та слабконелінійні гіперболічні рівняння і систе

ми диференціальних та інтегро-диференціальних рівнянь, парабо

лічні за Шиловим і за Ііетровським рівняння та системи рівнянь зі 

сталими і змінними коефіцієнтами, рівняння, не розв’язані відносно 
старшої похідної за часом, безтипні рівняння та системи рівнянь із 

сталими і змінними коефіцієнтами, рівняння зі сталими коефіцієн

тами, що належать деякому алгебричному многовиду.

Четвертий розділ містить дослідження нелокальннх крайових 

задач для рівнянь із псевдодиференціальними коефіцієнтами, рів

нянь нескінченного порядку, диференціально-операторних рівнянь. 

У цьому розділі розглядається також задача з формальними почат

ковими умовами, що узагальнюють нелокальні та деякі інші умови, 

та досліджується коректність нелокальної двоточкової задачі за до

помогою методу мінімізації в соболєвських просторах.

У п’ятому розділі вивчаються методом характеристик целокаль- 

ні задачі для квазілініиних гіперболічних рівнянь і систем першого 
порядку з двома незалежними змінними. Розглядаються класичні 

та узагальнені розв'язки, досліджуються питання локальної та гло

бальної розв’язності. Метод характеристик дав можливість вказати 

умови, за яких проблема малих знаменників відсутня, тобто виділи

ти регулярні випадки задач.

В кінці монографії наведено короткий огляд літературних дже

рел із розглядуваних питань, які, однак, не претендують на повноту. 

Тому автори приносять свої вибачення всім авторам, чиї праці, які 

стосуються розглядуваної тематики, не згадані в цій книзі.

Особливістю даної книги, яка відрізняє її від аналогічних ви

дань, є те, що в ній не тільки аксіоматично накладаються умови 

на. малі знаменники, які забезпечують існування розв’язку задачі, 

але іі доводяться теореми метричного характеру про оцінки знизу 

малих знаменників, з яких випливає однозначна розв’язність задач 

для майже всіх векторів, компоненти яких виражаються через пара

метри області, коефіцієнти рівнянь і коефіцієнти граничних умов. 

Систематичному викладу вказаної концепції автори завдячують ба

гаторічній науковій співпраці зі школою з теорії чисел, започатко

ваною В.Г. Спрннджуком, яку тепер очолює В.І. Бернік (м. Мінськ, 

Білорусь).

Основні результати, викладені в монографії, отримані авторами 

впродовж останніх 15-20 років. Вони систематично доповідались 

на міжнародних конференціях і семінарах. Частина з них входила 

в спецкурси, які читались у Львівському національному універси
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теті ім. Івана Франка та Прикарпатському університеті ім. Василя 
С’тефаника.

У розробці наукових питань книги та підготовці їх до друку 

брали участь П.І. Штабалюк (п. 8.4), Н.М. Задорожна (§ 10), Л.І. Ко

марницька (§ 11), Т.П. Гой (§ 13, п. 14.3), яким автори висловлюють 

щиру подяку.

Основні позначення

С - множина всіх комплексних чисел

N - множина всіх цілих додатних чисел

Ζ - множина всіх цілих чисел

Ζ+ - множина всіх цілих невід’ємних чисел

<Q> - множина всіх раціональних чисел

К - множина всіх дійсних чисел

К+ - множина всіх невід’ємних дійсних чисел

Кр - р-вимірний дійсний евклідів простір

- множина точок Кр з невід’ємними координатами 

1 Р множина точок ®ір з цілими координатами 

‘Σρ+ - множина точок Мр з цілими невід’ємними координатами 

Мр - множина точок Мр з цілими додатними координатами 

{у Є Υ : Р(у)} ~ підмножина елементів У з властивістю Р(у)

[«, b] - сегмент {/ Є ІЙ : a. < t < Ь)

(я, Ь) - інтервал {<£й: а < 1 < Ь)

[а, Ь), (а, 6] - нанівсегменти
х — (а,-1, . . . ,  хр), х = (х0, ї ї , . . . , х·,,) - довільні точки з просторів Мр

та Rp+1 відповідно

(t,x) = (t,x i , . . . ,  хр), де t Є Ж, х Є Жр

dx = dx\... dxp·, dx = dxodxi.. .dxp·, · · ·. q ~ )

s =  (si , . . . , Up) € |s| = |*'i| + ■ · · + \spI

s = («o, «i,..., sp ) Є Z + +1; |sl = |*'o| + |«i| + · ■ · + |βρ|
k = ( k 1, . . . ,k p )e  ΊΡ\ |fc| = |*i| + ... + |*P| 

к - (λ-ц, А-ι, . . . ,  кр) є  Zp+1; \}\ = IM  + |λ·, | + . . .  + \крІ

icj ”  fcjXj -f ... +  fop$p) (  ̂> *̂*) — ’̂ο̂ 'ο +  Λ, i ж i “H . . . “j- kpSp

11*11 =  y/kf + · · · + кр; \\к\\ =  + kj + ... + k~

w =  (u>i,. . . ,Wp) Є K+\ { 0 }; ω  =  (ωο,ωι,... ,uip) Є Ж++ \ { 0 }

\\k\\u = \J(2ккі/иі)~ + · · ■ + (2nkp/u)py

||ί||ς =  yj(2nk0/u>0)~ + (2πΑτι/ωι)2 + -- h (2жкр/шр)2

f f  = { i 6 Жр : 0 < xr < π, r =  1, . . . ,  p}

Q” =  [0, Γ] x ГР 

B p -  [0.7’] x Mp
Ωρ - //-вимірний тор, утворений шляхом ототожнення протилежних 

граней паралелепіпеда {х Є Кр : 0 < xr < u>r , r — 1,.. ,,р)

Ωνπ - тор Ωρ при ujr = 2π, r — 1,___p
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(р+ ^-вимірний тор, одержаний при ототожненні протилеж

них граней паралелепіпеда { і Є 1К,,+ 1 : 0 < хг < ω,· /- = 0 1  ю\ 
№  = [0, 7’] χ Ω ς  ■ ’

G С Шр обмежена одноан’язна область 
Q =  (0, T) x G

Кт = {(<, т) Є Ш'І : 0 < t < Т, 0 < r < Т} 

mes М . \М\ - міра множини М

Sjr - символ Кронекера: 6ir =  і ■*. = r’
І  0 , J  ф

( 1, г > 0,
sgn z = < 0, с = 0, : е і

І - 1, г < 0,
С ш — п- л»» _  η!

m!(n — m)! ’ " ~ (n - m)!
[а] - ціла частина числа а Є ffi

:= ~ дорівнює за означенням

r

Розділ І

Допоміжні відомості

§ 1. Функціональні простори

Наведемо означення деяких функціональних просторів, що вико

ристовуються в книзі.

L>2,ioc(G) - множина вимірних в G функцій, модулі квадратів 

яких інтегровні в будь-якій внутрішній підобласті G' області G.

H ,U G ) - множина функцій із L'>i0C(G), всі узагальнені похідні 

яких до порядку k, k > 1, включно належать Li,i0c(G).

Hk(G) - підмножнна Hf0C(G), елементи якої разом із своїми 

узагальненими похідними до порядку k включно належать L->(G).

# 9(Ω£.+1), q Є S, - гільбер' гів простір комплекснозначних функ- 

цій ν(ϊ), періодичних за всіма змінними xq,x\, . . . , хр з вектором 

періодів ω:

«(*) = Σ (,гехр0Σ r̂krXr)'
|аГ|>о г=(і

зі скалярним добутком, що індукує норму

ΙΙϋΙΙ//,(ηί.+ι) = '' ’ωρ Σ ̂  + P l№ h
Ι*Ι>ο

Якщо функції ν не залежать від аг0, то відповідний гільбертів 

простір періодичних функцій ν(χι, . . . , Х р) з вектором періодів ω  

будемо позначати //,,(Ω£); при цьому

ІИІаяі(пЕ)= « . - - - ^ [ 1 + « ] , Ь І а· W 
1*1 >0

Η4(Ωζπ) - простір Hq(Qp,) при ωι = · ■ ■ = ωΡ = 2π.
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Hq(Q^+i) (q = (qi,- -,qm), q Є Z m+1) - гільбертів простір век-

тор-функцій у(ж) =  (у і(ж )........ym(x)) таких, ЩО yj(x) є  Н Ч] (Ω£+1),

qj Є Z, j  = l ,. . . ,?n;

[/4(пі+і) - Σ 11%'Ия,.
.7 = 1

(ni+1 (3)

/7,(Ω£+1) - простір/У, (Ωί.+1) при (/і = ■ ■ ■ = qp = q.

#,,(ΩΡ) - гільбертів простір вектор-функцій ;(/(ж) = (ί/1, . . . , 2/m),

Ae Vj = </jU') Є # ?(Ω£), j  = i -- - >»; норма в просторі Я , (Ω£)

визначається подібно до норми в#,(Ω£+1).

Hq(DP)< Ί Є 2 , « Є гільбертів простір функцій u(t.x)
таких, що функція dru(t, x)/dtr, r = 0,1.......n, для кожного t Є

Є [0, 7і] належить простору //?_,.(Ω!>π) та є неперервною за / в нормі 

^ ,- γ(Ω5,);
т

2
dt. (4)

H ’ql(Dt’), η = (пь .. • · »m), '/ Є S, - гільбертів простір вектор- 

функцій м(г,ж) = («і(і,ж),. ж)), де «,(<,ж) Є Hq}(Dr ), j  =
= l , . . . ,m ;

wj /· nj .л/ о m

Η ^ )  = Σ / Σ | | ^ 1 , . ι(ηί , Λ ^ Σ ί Μ ί ν ^ )  
j _ l  0 /—0 j -1

(5)

C r(P) - банахів простір функцій о(ж) Ξ  ν(χι,. . . ,х ч), неперерв

них із усіма похідними до порядку r включно в компактній області 
Р  Є Шр, з нормою

міс-(р) = Σ шлх■■ r
M<r

с)Нф.)

дж, 1 · ·

C (,, ,')(Q) банахів простір функцій u(t,x) з нормою

5^и(<, ж)
місі.-·») = Σ "іах-

|7lt, (ί.*)€β 5<а°9жі‘ · · •джр1’

(6)

(7)

»0<</

_  Відповідні банахові простори вектор-функцій позначимо C  (Р),

С"([0,Τ],Η„(Ωρπ)), η Є Ζ+, q Є Z, - банахів простір функцій 

u(t,x) таких, що для кожного t Є [0,Т] функції dru(t, x)/dtr , r =

§2. Диференціальні рівняння 13

= 0, 1, . . . , η, належать простору # 9(Ωζπ) та є неперервними за t в 

нормі Η4(Ώ,?2π);

ІМІС"([0,ПЯ,(П'„» = Ση™Χτ F f l ,| η;,)' (8)' 0<(<7’ г = П --

C-ΐ·ν - клас визначених в області G функцій, j-i похідні яких 

задовольняють в G умову Гельдера з показником ν, 0 < v < 1.

AJ’U - клас замкнених областей, для яких функції, що задають у 

локальних координатах рівняння межових поверхонь цих областей, 

належать класу С3,и.

Сц(Ер) - простір q раз неперервно диференційовних за всіма 

змінними функцій і’(жі, . . . ,  Жр), майже періодичних за Бором.

С і т  - простір q раз неперервно диференційовних за сукуп

ністю змінних функцій u(t,ж), які за змінними жі , . . . ,жр є майже 

періодичними за Бором.

Із теореми Соболева, про вкладення просторів [170] випливає, що

#η+ι+[(ρ+1)/2](Ω!~+1) С 6’"(Ω£.+1), (9)

Я " +і+[р/2](£»,>) с  С<п'т '(ІУ ). (10)

§ 2. Диференціальні рівняння

2.1. Крайові задачі

2.1.1. Задача Коші для нормальної системи рівнянь першого поряд

ку. Розглянемо задачу

Е  = /<*,»). (і)

?/(ж0) = Уо- (2)

Теорема 1 ([61, с.18]). Нехай функція f[x,y):

а) с неперервною за змінними ж, у в області R = {(х,у) :

|ж — ж0| < а, \у — уо І < Ь), де а і Ь - відомі додатні константи

(очевидно, що тоді існує константа М  > 0 : |/| < М в R);

б) в області R задовольняє умову Ліпшиця за змінною у з кон

стантою L.

Тоді на інтервалі І =  {|ж — ж0| < /)}, де h =  min {α, b/M }, існує 

єдиний класичний розв’язок задачі (1), (2).
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Зазначимо, що задача (1), (2) рівносильна інтегральному рівнян
ню

у(х) = Уо + J  f(£,y(£))d£, (3)

Хо

якщо функція f(x,y) є неперервною в області R.

Розглянемо постановку задачі Коші в ширшому розумінні. Не

хай /(.е, у) - дійсна (не обов’язково неперервна) функція, визначена 

в деякій області G C К". Задача полягає в тому, щоб знайти дійсний 

інтервал / та абсолютно неперервну, визначену на І  фукцію <р(х), 

яка задовольняє рівняння (1) для всіх х Є І (за винятком множини 

точок лебегової міри нуль) та умову (2), і (χ,φ(χ)) Є G, х Є /. 

Наступні теореми Ічаратеодорі дають умови існування та єдиності 
розв’язку цієї задачі.

_  Теорема 2 ([61, с.194]). Нехай в кожному прямокутнику 
R  C G,

R = {« < х < 6, [у — θ\ < r (»· > 0)}

f(x,y) с вимірною функцією х при фіксованому у і неперервною 

функцією у при кожному фіксованому х. Нехай, крім цього, іс

нує така сумовна функція М(х), задана на [а,Ь], що \f(x,y)\ <

< М(х). Тоді через кожну точку (хо,уо) Є G проходить хоча 

б один розв’язок інтегрального рівняння (3), який і при х > х0, і 

при х < хо підходить до межі G, або проходить від однієї межі до 
другої.

Теорема 3 ([61, с.198]). Нехай виконуються умови теореми 2 

і, крім цього, функція f(x,y) задовольняє умову Ліпшиця в такій 

формі: для всіх точок (х,у) із деякого околу точки (хо,Уо) існує 
така сумовна функція N(x), що

!/(■«. У) - f(x ,y )І < N(x)\y - у\.

Тоді в деякому оком точки х0 існує єдиний розв’язок рівнянння (3).

2.1.2. Двоточкова задача для рівнянь високих порядків. Розгляне
мо лінійну крайову задачу [175]

l(y) = yW + Pl (x)y^n~l) + · · · + Pn_ Y(x)y' + Рп(х)у = f(x ), (4)

Ul,(y )=0 , j/ = Ι , . , . ,η ,  (5)

де функції Р і(х ) , . . . ,  Р„(х), f(x) неперервні на відрізку [а, Ь], а.

η — 1

Uv(y) = Σ  К » (я (а) + %УиЧЬ)), O jJ ij Є С. 
j  = 0

§2. Диференціальні рівняння 15

Означення 1. Функцією Гріна. задачі (4), (5) називається функція 

G'(x,£), яка визначена в квадраті Κ = {α < χ, ξ < 6} і задовольняє 

такі умови:

1) у квадраті К функція Ο(χ,ξ) є неперервною і має неперервні 

похідні за змінною х до порядку (п — 2) включно;

2) для довільного ξ Є («, Ь) функція G(x,£) має неперервні похідні 

(н — 1)-го та п-го порядків за змінною х в кожному з інтервалів [α, £) 

і (£,6], причому похідна порядку (?? — 1) має при χ = ξ стрибок, що 

дорівнює одиниці:

Яп-1 дп~1
^ ( ί  + ο , ί ) - ^ - θ , ξ )  = ΐ;

3) в кожному з інтервалів [а,£) і (ξ, 6] функція G{x,(.) як функція 

змінної а· є розв’язком для однорідного рівняння

І(у) =  0; (4')

4) G (* ,0  як функція змінної х задовольняє умови (5).

Позначимо через уі(х), ■ ■ ■ ,уп(х) фундаментальну систему роз

в’язків рівняння (4').

Теорема 4. Якщо А = det, ||{//(j/r)||",r=i Φ 0, то існує єдина 

функція Гріна 0(χ ,ξ) задачі (4і), (5), за допомогою якої розв’язок 

задачі (\), (5) зображується формулою

ь

у[х) = J  G(x,Of(t)dd·

а

У квадраті К (за винятком сторін ξ = α, ξ = b) функція ίί(χ,ζ) 

визначається формулою

sgn (з; - О  

2 W W

«/і (-<0 ··· Уп (х )
U i ( y i )  ■■■ I h  (Уп)

U n ( yі) ··· и „ ( у п )

Уі(0 У п ( 0

У і(ί) · · у'иіО

У(Г 2)Ю ··· ψ - 2)(0
У і ( х ) Уп (х )

функцій ν ι ( ξ ) , ■ ·,?/η(0·

(6)

(7)
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2.1.3. Багатоточкова задача. Для рівняння (4) з неперервними на 

відрізку [а,/;] коефіцієнтами розглянемо задачу про знаходження 

розв’язку, що проходить через η заданих точок з координатами 

(х'і, -4і),. . . ,  (x·,j, Л„), тобто розв’язку, що задовольняє умови

у(хі) = Аі , і =  Ι , . , . ,η .  (8)

Нехай Lj = max |Р,(а;)|, j  = Ι , . , . ,η ,  a lio - додатний корінь
а< х< Ь

рівняння

г hn r hn~l r h
Ln —r + Ln-1--- — + ... + L\ — — 1 = 0.

η! n — 1! 1!

Теорема 5 (Валле-Пуссен, [238]). Для довільних точок 
(а;і,Лі), . . . , (жп,Л„) таких, що а < х і < х2 < ... < хп < Ь, 

хп — хі = h < ho, існує один і лише один розв’язок задачі (/,), (8).

2.2. Принципи нерухомих точок

2.2.1. Принцип Каччопполі-Банаха. Нехай Ω - замкнена множина у 

повному метричному просторі X  з метрикою р(х, у), a. відображення 

Р  переводить Ω саму в себе.

Означення 2. Відображення Р  називається оператором стиску, 
якщо існує число а  < 1 таке, що

р(Р(х),Р(х')) < αρ(χ,χ') (9)

для всіх X, x' є Ω.

Теорема 6 ([99, є.605]). Якщо Р є оператором стиску, т о в 

Ω існує єдиний розв ’язок х* рівняння х = Р(х). При цьому х" можна 

отримати як границю послідовності де

хп+і = Р(хп). п = 0,1,2,. . . ,

а хо - довільний елемент із Ω. Швидкість збіжності послідовності 

{х,г} до розв'язку х* визначається нерівністю

а п
р(хп,х*) < у-—  р(хі, ж0).

Поряд з простором X  розглянемо ще один метричний простір Υ 

та замкнену підмножину У0 C Υ ■ Припустимо, що кожному у Є У0 

відповідає оператор Ру, що відображає Ω C X  саму в себе.

Теорема 7 ([99, с.608]). Якщо при кожному у Є Yq відобра

ження Ру задовольняє умову (9) з о. що не залежить від у, і якщо 

в точці уо Є У о відображення Ру є неперервним за у, т о  при у = уо 

розв’язок рівняння х =  Ру(х) неперервно залежить від у.

§3. Метрична теорія чисел 17

2.2.2. Принцип Шаудера. Нехай X  - повний метричний простір.

Теорема 8 ([99, с.620]). Неперервне відображення Р, що пе

реводить замкнену випуклу множину Ω С А в компактну множину 

Δ  С Ω, має нерухому точку.

§ 3. Метрична теорія чисел

Наведемо ряд результатів метричної теорії діофантових набли

жень, які використовуються при дослідженні оцінок малих знамен

ників, що виникають у розглядуваних задачах.

Лема 1 (Бореля-Кантеллд, [245]). Нехай Ач, q = 1,2,..., - 

послідовність вимірних множин із Мп, причому

ОО

У " mes Aq < оо.

9=1

Тоді міра Лебега множини точок із Мп, що потрапляють у нескін

ченну кількість множин Ач, дорівнює нулю.

Теорема 1 ([266]). Нехай f(x) - додатна неперервна функція 

додатного аргументе х, причому xf(x) - функція незростаюча. 

Тоді нерівність

< М  (1)
'1 ч

має для майже всіх а  нескінченну множину розв ’язків у цілих числах 

p і q, q > 0, якщо при деякому с > 0 інтеграл
ОО

/ f(x)dx (2)

розбігається; навпаки, нерівність (1) має для майже всіх а  не 

більше, ніж скінченну кількість розв ’язків у цілих числах p і q, 

q > 0, якщо інтеграл (2) збігається.

Теорема 2 ([46]). Нехай m, п - додатні цілі числа, f(x) - 

додатна неперервна функція, визначена при x > c, xn~l f m(x) - 

монотонно спадна функція , причому

xnf m(x) —* 0.
' г-+оо

Тоді для майже всіх точок ω = (u>j,.), j  = l , . . . ,m ,  r = Ι , . , . ,η ,  

тп-вимірного евкл0 $ Щ Щ т Ш № Щ Ш т Ш Щ Щ Ш е Г

И і « і  + · ■ ■ +« Ц - * ; І <  = 1........

НАУКОВА б іб л іо т е к а

і Інв. № ^  ~ 6 3 4 З
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має нескінченну кількість розв ’язків у цілих числах αχ, . . . , а„ , Ьх, 
Ьт , якщо інтеграл

! '
х п~ 1Г ( х ) с І х  ' (4)

є розбіжним; навпаки, система нерівностей (3) має для майже 

всіх ω не більше, ніж скінченну кількість розв ’язків у цілих числах 

а\,... ,ап, Ьт , якщо інтеграл (J,) збігається.

Нехай Bm:d - клас многочленів степеня d > 2 від то > 1 змінних 

з дійсними коефіцієнтами без вільного члена:

V  =  V ( x x, . . . , x m ) =  Σ  «r,..ги*ї‘ •••а-т"··
ri+... + rm<dt
('!...гт )*0

На множині вводиться міра, яка визначається як міра Лебега 

в просторі Ж7 коефіцієнтів « п , ц и х  многочленів, де 7 - число 

розв’язків у цілих числах > 0, . . . ,  гт > 0 нерівності гх + . . .  + гт <
< d, (rb . . . , r m) φ (0).

Теорема 3 ([245]). Нехай то > 1, d > 2 - натуральні числа, 

Ή<?ι, · · · ,qm) ~ невід’ємна дійсна (функція, визначена на цілих точках 

Мт , яка набуває значень, що не перевищують 1. Тоді для майже 

всіх (стосовно міри Лебега) многочленів "Р є Bm,d існує нескінченна 
кількість розв ’язків нерівності

{V{qu . . . ,q m)} < X (q i,...,qm)

б цілих числах q і , . . . ,  qm, якщо ряд Σ  Ц ч і і · · · )  Я т )  Є розбіжним,

Яі, -,Ят

і лише скінченна кількість розв ’язків, якщо цей ряд збігається 

({а}- дробова частина числа а: {а} = а — [а]).

Теорема 4 ([15]). Для майже всіх (стосовно міри Лебега в ®п) 
векторів а = (а0, а і , . . . , α„_ι) £ Κη, <ч0 ф 0, нерівності

П— і

|^α,.(ίΑ,(Α·)|μ·||)Γ >  Λ /μ ·Γ (ί,+£), q =  ι , . , . , η ,  (5)
r =0

де величини Ач(к) £ R, q = Ι , . , . ,η ,  обмежені зверху рівномірно за 
к £ 7LP, виконуються для всіх k £ Zp, |fc| > К(а).

Д о в е д е н н я .  Позначимо через А множину тих векторів а 

із деякого η-вимірного паралелепіпеда Рп = [α0, βο] х Р„_ь для яких 
нерівність

η — 1

I Σ  вг(іАд(*)Ц*||)г < \k\-lr+'), 0 <  ε <  1, (6)
r=0
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має нескінченну кількість розв’язків k £  Zp.
Зафіксуємо вектор к і коефіцієнти αχ, . . . , α„_ι· Тоді для множи

ни Ак(а і , . . . , а„_і) тих а0 Є [»о, βο], Для яких справджується нерів

ність (6), виконується оцінка

mes Лк(«і ,. . . , α„_ι) < 2|fc|_(p+c). (7)

Інтегруючи (7) по паралелепіпеду Рп- і, отримуємо, що для міри 

множини А(к) тих векторів а £  Рп, Для яких виконується нерівність

(6) при фіксованому к, справджується оцінка

mes А(к) < 2C|*|-(p+f),

де С  - об’єм паралелепіпеда Ρ„-ι· Оскільки ряд 5Z 2С'|А;|-(р+б) є
|fc|>o

збіжним, то з леми 1 випливає, що mes А =  0, тобто для майже 

всіх а Є Рп нерівність (5) виконується для всіх (крім скінченного 

числа) векторів к. Доведення теореми випливає з того, що простір 

К" можна покрити зліченним числом паралелепіпедів Рп. ·

Розглянемо поліном

Σ 4гА’*П(щ )"
151—

з дійсними сталими коефіцієнтами Ας, Л„,ο,.,.,ο Ф 0, і припустимо, 

що для всіх к £ Ζρ\{0} він має лише дійсні і різні корені А;(к), 

І =  Ι , . , . ,η .  Легко бачити, що Хі(к), І = Ι , . , . ,η ,  є обмеженими 

зверху рівномірно за к £  Ζρ\{0}. Позначимо через у — (уі, ■ ■ ■ ,Uy) 

вектор, складений з усіх коефіцієнтів полінома Т{\), де 7 -

кількість розв’язків s =  (δο,δΐ-- , Sp) £  рівняння |s| = η .

Теорема 5 ([15]). Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Е 7) 

векторів у при |λ·| > К(у) виконуються нерівності

Д  |А,(Л) - A,(Jfc)| > C|A.-|-p(n_1)/2"f, о < ί < 1; ?=!,. .,η,
ι =  ι.
А*</

де С  - додатна стала, що не залежить від к.

Лема 2 ([205]). Нехай Ф(к) = Ф (кх.......кр) - обмежена послі

довність дійсних чисел. Тоді нерівність

Ф(к) -
І а

° < е < 1 ' < , > ϋ ’

для майже всіх (стосовно міри Лебега в М) чисел а > 0 має не 

більше, ніж скінченне число розв'язків у цілих числах к\, . .., кр, І, 

/ ф 0, \к\ ф 0.
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|ад - < ТТьТПГ- 0 < ε < 1,

Лема 3 ([201]). Нехай Ф(к) =  Ф(к\,... ,  кр) - обмежена ПОСЛІ- 
довність дійсних чисел. Тоді нерівність

к о

*οΐι*ιι„ "  ЩЇ+Ї+7

для майже всіх (стосовно міри Лебега в IRP+1) векторів ω = (ω0, 

Wli - )WP) має не більше, ніж скінченне число розв’язків у цілих 
числах к0, ки . .., кр, к0 φ О, |Λ·| ф 0.

Лема 4 ([15]). Нехай функція f(x) є (п + 1) раз неперервно ди

ференційовна на відрізку [а, 6] і нехай для всіх х Є [a, b] виконується 
нерівність

І/(П)ИІ > Сі > о.
Тоді міра Лебега множини тих х Є [а, 6], для яких

\f(x)\ < є  <С\,

не перевищує С і χ/ε/C i, де Со - С 2(п).

Лема 5 ([87]). Нехай f(y) — f ( y i , . .. ,уі) - дійсна функція, 

неперервна і досить гладка в обмеженій однозв ’язній області G С 
C R', і нехай похідні.

9м f  (У) , , .
--- М < <7,
дуї ...д у ї1'

як функції однієї змінної ут , 1 < m < І (при решті фіксованих 

змінних), мають в області G скінченну кількість нулів. Якщо в G

9Ч(У)

дуЇ ■ ■ ■ dyf'
j  = 1

то міра Лебега в K' множини тих у Є G, для яких |/(у)| < е, не 
перевищує величину Сч( С ) У ф .

Розділ II

Періодичні задачі для лінійних 
гіперболічних рівнянь і систем 
рівнянь

Досліджується коректна розв’язність задач з періодичними кра

йовими умовами для лінійних рівнянь із сталими та змінними кое

фіцієнтами, а також для систем рівнянь із сталими коефіцієнтами, 

гіперболічних за Петровськнм та гіперболічних за Гордінгом.

Встановлено умови класичної коректності розглядуваних задач 

для майже всіх векторів, складених із коефіцієнтів рівнянь та пара

метрів областей.

§ 4. Рівняння зі сталими коефіцієнтами

Розглядаються строго та нестрого гіперболічні рівняння, одно

рідні за порядком диференціювання та з молодшими членами, ви

падки однієї та багатьох просторових змінних.

4.1. Рівняння, однорідні за порядком 

диференціювання

4-1.1. Випадок однієї просторової змінної. В області Q 1 розглянемо 

задачу [202]

, r i _ r  d~nu(t,x)
j—  = f(t,x ), (1)

j=o

dr u dru

1=0 dtr t=T
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ї11и\ д-' и І

дх21 L=o дх-11
= 0, / = 0, Ι , . , . ,η  - 1, (3)

де a.j Є 1 , j  = 0, 1, . . . ,  н, функція /(/, х) неперервна за аргументом t, 

достатньо гладка за змінною х і при ж = 0 та χ = π перетворюється 

в нуль разом з усіма похідними парного порядку. Припустимо, що 

оператор L строго гіперболічний, тобто що всі корені А рівняння

Х > А 2<"-·” = 0 (4)
j =о

є дійсними та різними і αο ф 0. Не обмежуючи загальності, будемо 

вважати, що αο = 1.

Розв’язок задачі (1)—(3) шукаємо у вигляді ряду

ОО

u(t,x) = 'Σ  uk(t) sin kx, (5)

*=i

кожен член якого задовольняє умови (3). При цьому кожна з функцій 

uk(t) буде розв’язком задачі

Lk M s £ a i m V ^ 2 M = M ,), (6)
і =0

druk(t)\ druk(t)

dtr lt=o dtr

. , . 2
де

t.=r
2 [π

fk (t) =  — / /(<, ж) sin А-ж с/ж, A: = 1,2,... 
Jo

Однорідне рівняння

«■)

має таку фундаментальну систему розв’язків:

ukj(t) = expikXjt, uk,n+j(t) =  exp(-ikXjt), j =  Ι , . , . ,η ,  (8)

де Xj, j  = Ι , . , . ,η ,  - додатні корені рівняння (4). Тому розв’язок 

задачі (6'), (7) зображується формулою

П

uk(t) =  yitCfcj ехр 'A-Aj/. + Cfc,„+j ехр(—гΑτλ̂ ί)], (9)

j= i

де коефіцієнти Cuj, j  — 1, .. . , ‘2п, визначаються з системи рівнянь
п

Σ > , ( 1  - ехр ikXjT) + (~ l)rCkin+j(l - exp(-ikXjT))] x

j = i

x(ikXj)r = 0, r = 0 , . . . , 2n — 1, (10)
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детермінант Δ(Α,·) якої має вигляд

А(к) = (—і )'*(,1+1 )/2 2η{/Α·)η(2’,-1) J J  (λ2 - λ,2)2 χ

1 < І < r < η

η

χ Π  Xj exp(—ikXjT)(l - exp ikXjT f .  (11)

j =i

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (І)-(З) з простору 

C2n(Q l ) необхідно і достатньо, щоб усі числа XjT/‘2n, j  = 1,.. ,,η, 

були ірраціональними.

Д о в е д е н н я .  Н е о б х і д н і  c т ь. Якщо хоча б одне число 

λ„Τ/2π, 1 < f  < η, є раціональним, тобто Χ^Τ/ϊπ = p/q, то існують 

нетривіальні розв’язки задачі з умовами (2), (3) для однорідного 

рівняння

rr i д~пи(і, х)
Μ = Σ  йІ gt2(n-j)Qx2j = °> ( )

j =0

які зображуються у вигляді

u(t,x) ~ ехр(» 2nmpt/T) sin mqx, т  Є 2Д0.

Д о с т а т н і с т ь .  Припустимо, що існують два розв’язки 

иі(І.,х) та it-j(i,.r) задачі (1)—(3) з простору C'ln (Qx). Тоді функція 

i;(i, x) = ui(t, х) — (/·_>(£, ж) буде розв’язком однорідної задачі (1'), (2), 

(3). Продовжимо функцію v(t,x) непарним періодичним способом в 

область В 1. Тоді v Є С'-'1 (ΖΪ1) і разом з функціями L[v] та Mr[v], r = 

= 0,1,. . . ,  2« — 1, розвивається в ряди Фур’є вигляду (5). ГІрн цьому 

ряди для функцій L[v] та Μ,· [υ], r =  0,1, . . . , 2η — 1, тотожні з рядами, 

одержаними внаслідок формального застосування операторів L та 

Мг, r = 0, 1, . . . , 2п — 1, до ряду для функції «(/,ж). З рівностей 

Парсеваля для L[v\ і Mr[v], випливає, що кожний із коефіцієнтів 

vk(t) функції v(t, ж) є розв’язком задачі (6'), (7). Якщо всі числа 

XjT/Ίπ, j  = 1,.. . ,  /і, ірраціональні, то визначник Δ(Α·) системи (10) 

для всіх k Є N не дорівнює нулю. Тоді задача ((5'), (7) має лише 

тривіальні розв’язки для всіх k Є Μ, тобто vk(t) =  0, k E N. 

З рівності Парсеваля для v(t.x) випливає, що v(t,x) =  0, тобто 

ιΐι(ί,χ) = и?(і, ж). Теорему доведено. ■

При дослідженні існування розв’язку задачі (1)-(3) будемо вва

жати, що всі числа XjT/Ίπ. j  = 1 , є ірраціональними. Тоді для 

кожного натурального k існує єдина функція Гріна С к(і,т) задачі 

(6'), (7), за допомогою якої розв’язок неоднорідної задачі (6), (7)
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записується у вигляді

ик

1

(<) = / Gk(t,T)fk(T) άτ. (12)

При цьому розв’язок задачі (1)—(3) формально зображується рядом

тоо ..

u(t,x) = / Gfc(<,r)/fc(r) dr sin kx. (13)

У квадраті Л'у, крім сторін τ = U і г = Т, функція Gk(t,r) 

визначається формулою

Сі(і.г) = 5,(1,Г) + £  f ;  (-|>гЦ.+іЬ.(І,г)1 х

1=1 2( « Г  п  (А? - А··) 
j = 1 
j  &

4 п-і-г ехрДОУ) + ехр (ifcAj(T - <))

λ, (1 — ехр ікХіТ) ' ( ’

де

sgn(< —r) ехр ( — ікХг(1—т)) — ехр (ікХг(і — т))

4(1*0

/· \ V-''  с •Ч-’ \ ІКЛГ\1 І ) )  ел р  уіЛ,Лг уі T )J / 1С\

^ (ί· Γ )- 4 ( ^ ρ * - * ^ -------- ;..“д — г  . о ,-------- ’ (15)
Λ,. Π  (λ? - х]) 

.1 =  1 
Іфг

Vr+ Μ ί ,τ ) )  = W +1~2" £  а; +1 П (Аг - а 2)- 1 X

і=і j=i

x { ехр(-гАгА;г) + ехр (ікХі(Т - г)) +

+(-1)’+1 [ехр(ікХіг) + ехр ( - ікХі(Т - г))] }, (16)

Sm‘* та sin ^ - суми ВСІХ МОЖЛИВИХ добутків чисел {Αχ , . . . , А(_ 1 , А(+1, 
. . . ,  А„, — А і , . . . ,  — λ,,} та {λ], . . . , А„, — λχ, . . . .  — Aj-χ, — λ(+χ , ,  — λ,,} 

відповідно, взятих у кількості m. На сторонах т — 0 (r = Т) 

квадрата Κγ функцію Gk(t, r) доозначуємо за неперервністю справа 
(зліва).

На основі формул (12), (14)—(16) одержуємо оцінки

і < « — *■ Ж х , і л « ) і ( і + Σ | , _ ^ · | ) .  о т
1 = 1
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> МАГ7-\ 0 < ε < 1, І =  Ι , . , . ,η ,  (19)

де κ  = 0, 1, .. .,η, C  - додатна константа, яка не залежить від k. 

Зауважимо, що

| 1 - е х р ( іО Д | > * | ^ - ^ | ,  / = Ι , . , . ,η ,  (18)

де m; 6 Ζ+ таке, що \кХіТ/‘2п — пц | < 1/2. Тому питання про 

збіжність ряду (13) пов’язане з наближенням ірраціональних чисел 

ХіТ/2п, / =  Ι , . , . ,η ,  раціональними.

Зауваження 1. Якщо функція f(i,x ) стосовно змінної х є триго-
N

нометричним многочленом вигляду f(t,X ) = Σ  fk (t) sin kx, то в
k=-N

припущенні, що всі числа XjT/2n, j  = Ι , . , . ,η ,  ірраціональні, задача 

(1)-(3) завжди має розв’язок.

У загальному випадку справедлива така теорема.

Теорема 2. Нехай усі числа ΧιΤ/ 2π, j  = Ι , . , . ,η ,  є ірраціональ

ними. Якщо для деякої сталої М > 0 і деякого 7 Є N нерівності

ХіТ m 

2π k

виконуються для всіх (крім скінченної кількості) пар натуральних 
чисел k i m, a f  £  (7(°.*»+-)(Q|) j разом з парними похідними за 

змінною х до порядку 2[(-γ + 1)/2] включно перетворюється в нуль 

при х = 0 та χ = π, то існує розв'язок задачі (1)-(3) з простору 

який неперервно залежить від f  (і, х).

Д о в е д е н н я . Якщо f(t, х) задовольняє умови теореми, то 

коефіцієнти f k{t) розвинення її в ряд Фур’є за системою функцій 

{sin&a:, k £  N} задовольняють оцінки

т » т ) \ < М г к  1 2||/||с<о.т'+з) (qi ), к Є N.

Тоді на основі формули (5) та оцінок (17)—(19) приходимо до 
нерівності

IM Io ^ Q 1) - ^ 2 ||/||c <o,t-+3)(QI),

з якої випливає доведення теореми. ■

Зауваження 2. З теореми 3.1 випливає, що нерівності (19) при

7 > 2 справджуються для майже всіх (стосовно міри Лебега в М) 
чисел XjT/2n, j  = 1 , . . . , η.

4-1.2. Випадок багатьох просторових змінних. Викладені вище ре

зультати перенесено на випадок нестрого гіперболічного рівняння 

з багатьма просторовими змінними [199].
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В області Qp для рівняння

d2nu(t,x)

п  VI - « д х і ’ 1 . . . Ь * р
|s| =  n.

розглядається задача з умовами (2) та умовами 

d2lu(t, х

Σ  «---- u ...p± ± L = f(t,x ) (20)
P  sdt2>°dx\s' ...д х2;>  ’

dxf
= 0, / = 0, Ι , . , . , η -  1, j  = Ι , . , . , ρ ,  (21)

.r  , = 0 , ; Γ , = 7Γ

де ας £ Μ, «η,ο,.,.,ο φ 0.

Припустимо, що рівняння (20) нестрого гіперболічне і що для 

всіх к £  №’ корені рівняння

і»)
|j|=n

не дорівнюють нулю. Нехай Αχ (Аг), · ■ ·> λ„,(Α·), т  < п, - різні додатні 

корені рівняння кратностей пц, . . . ,  п,„ відповідно, пі + ■ ■ ■ + пт = п. 

Зауважимо, що Aj(k), j  = 1, . . . ,m ,  рівномірно обмежені для всіх 

к Є №’■

Розв’язок задачі (20), (2), (21) шукаємо у вигляді ряду

ОО ОО

u(t,x) = . .. Σ^ uk{t) sin к\Х\... sin крХр. (23)

к,=і к„ = 1

Теорема 3. Для єдиності розв’язку задачі (20), (2), (21) у 

просторі C 2u(Qp) необхідно і достатньо, щоб жодне з рівнянь

\](k)(k2 + ■■■ + % ) - (2π/Τ)2χν2 =  0, j  =  1 , . . . , »71, (24)

не мало нетривіальних розв ’язків у цілих числах k χ,. . . ,  kp, w.

Теорема 4. Нехай виконуються умови єдиності розв ’язку за

дачі (20), (2), (21) і нехай існують такі додатні сталі М\, Μ',, Мз 

і натуральні числа η\, 72, 73, що нерівності

2 π и>

Т„
ІА”>(А·)І > , j  =  1, , m, (26)

λ# )  - —  ЇЇ7ІЇ > З Д Г 7і~г, j  =  1, · · . ,m, (25)

П  |А*(Л)-А?(Л)Г > Л/з|ЛГ»-*,г= (27)
u=1 
ифг

де і] < ε <  l/(n . + 2), справджуються для всіх (крім скінченного 

числа) векторів (A·, w) Є №’+1 та векторів к £  №’ відповідно. Тоді,
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якщо f  належить C^°'N\QP), N  = 71 max {η,·} + 72 + 7з + P + 1, *
1 < j  < m

задовольняє умови

g ir/

дхТ
= 0, j  = ι , . , . , ρ ,  r = 0, '1,..., [(N — 1) / 2],

то існує розв'язок задачі (20), (2), (21) в просторі C2n(Qp).

Доведення теорем 3 та 4 проводяться аналогічно до доведень 
теорем 1 та 2.

Вияснимо можливість виконання оцінок (25)—(27).

Теорема 5. Для майже всіх (стосовно міри Лебега) чисел π/Τ  

нерівності (25) при 71 > р+  1 справджуються для всіх k £ Г!р, 

\к\>І<(п/Т).

Д о в е д е н н я . Твердження теореми випливає з леми 3.2. ■

Позначимо через = (j/‘1), . .. , у(в\]) та у = (і/'2), . . . ,  t/<2)) 

вектори, складені з коефіцієнтів а0„, та ας відповідно, де θχ - кіль

кість невід’ємних ЦІЛОЧИСЛОВИХ розв’язків 8 — ( e i , . . . , S p )  рівнян
ня ІА’І = II. а Θ·, - кількість невід’ємних цілочислових розв’язків 

S =  («о, -s І , - - -, sf.) рівняння |s| = п.

Теорема 6 . Для майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів у1·1'1 нерівності (26) виконуються при 72 > р для всіх 

k £ЩР, \k\> К(уМ).

Д о в е д е н н я .  Оскільки Aj(k) ф 0, j  = 1,...,??/, то вільний 

член F(k ,a0„) рівняння (22) не дорівнює нулю. При цьому

F (M o ,s) = Σ  « ο Λ Μ Η !-1)3' 1 ■ · · (М І * Г 1)2*Р Ξ 
і * І=п

= ао.п... о (Ari ||А-|| г) 4- F\(k, ао,3), (28)

де / ’і (А-, «(,.,) не містить «0,„_______о і \F(k, «о,.<)| < c\n-’ (k), j  = 1 , . . ,,m,

де с додатна, стала, що не залежить від к.

Для доведення теореми досить показати, що міра множини тих 

векторів у/1), для яких нерівність

И М о ,» ) І  < \к\-р~£, 0 < е < 1, (29)

має нескінченну множину розв’язків у цілих додатних числах

к\,.. .  ,кр, дорівнює нулю.

Для цього скористаємося схемою доведення теореми 3.4.

Позначимо через А множину тих векторів у^\ що належать де

якому 0і-вимірному паралелепіпеду Ρβι = [а0,/̂ о] х Ρ»λ-1 С Р.#1, 
для яких нерівність (29) справджується для нескінченного числа 

векторів к Є №\ Зафіксуємо вектор к і всі компоненти αο,,,
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|s| = n, s ф (η,Ο,.,.,Ο). Нехай к\ =  тах кг і у\ = а0,„,о,...,о, що,
1<г<р

звичайно, не обмежує загальності. Тоді для міри множини Ак(а) тих 

«ο,ιι,ο,....о Є [ао,/?о], Для яких виконується нерівність (29), справедли
ва оцінка

mes Ак(а) < 2рп\к\-р~с. (ЗО)

Інтегруючи оцінку (ЗО) по паралелепіпеду Ρβ,-i, одержуємо, що 

міра множини А(к) тих векторів у і Є Ρ» , , для яких виконується 

нерівність (29) при фіксованому к, задовольняє нерівність

mes А(к) < 2Vpn\k\-p~\

де V - об’єм паралелепіпеда Р»1-\. Оскільки ряд

Σ  2Vpn\k\~p~c

є збіжним, то з леми 3.1 випливає, що mes А = 0. Враховуючи, що 

простір JRtfl можна покрити зліченною кількістю паралелепіпедів Рц, , 

отримуємо доведення теореми. ■

При пустимо, що для кожного к Є ГІус і  корені А рівняння (22) є 

простими. Тоді справедливе таке твердження.

Теорема 7. Д ля майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів у<2) при 7з > р(п — 1)/2 нерівності (27), де т  =  η, ην — 1, 

виконуються для всіх k € |А'| > Л'(у(2*).

Д о в е д е н н я . Позначимо р(к) = А 2(к). Тоді (див. (22))

Q(A2,к) = Q(p, к) = Σ  ар і· ' Д  (кг\\к\\~1)2,г = 0. (31)

М=» Г=1

Для многочлена Q(p, к) справедливою є теорема 3.5. Звідси і з 

того, що pj(k) = Aj(k), j  = Ι , . , . ,η ,  де μ , (k) - корені многочлена 

(31), a Aj(Аг) - корені рівняння (22), випливає доведення теореми. ■

4.2. Рівняння з молодшими членами

4-2.1. Строго гіперболічне рівняння. Нехай в області Qp задано рів

няння [204]
П лО

Ц  (д ії - « jA  + c j) «(<,*) =/(<,*) ,  (32)
І = 1

Р

де U j , Cj Є IR+\{0}, j  = Ι , . , . ,η ,  a j  φ а,. при j  φ r; Δ  =  Σ  д2/дх2\
r = 1

функція f(t, x) неперервна за змінною t і достатньо гладка за х. Для
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рівняння (32) розглянемо крайову задачу з умовами (2) та умовами 

0^11
— ψ  j = 0, І — 0, 1, . . . , п — 1, (33)

де пр - нормаль до границі Г області Пр.

Дослідження задачі проводиться за схемою п. 4.1. При цьому 

одержані такі результати.

Теорема 8 . Для єдиності розв'язку задачі (32), (2), (33) у 

просторі C 2n(Qp) необхідно і достатньо, щоб жодне з рівнянь

aj (kі + · · · + kp) - (2k/T)~w2 + c2 = 0, j  = Ι , . , . ,η ,

не мало нетривіальних розв ’язків у цілих числах к%,. . . ,  кр, w.

Теорема 9. Нехай виконуються умови теореми 8 і нехай іс
нують стала М  > 0 і число у Є N, що для всіх (крім скінченного 

числа) векторів (k,w) Є №’+1 справджуються нерівності

\/«] + с?/||*||2~ щ у  >М\ кГ~‘ , і =  1.......(34)

де 0 < ε < 1. Я кщо f  Є C {U’'I+P̂ (QP) і на границі Г обертається в 

нуль разом з усіма похідними парного порядку, то задача (32), (2), 

(33) має розв ’язок, що належить простору C 2n(Qp).

Теорема 10. Для майже всіх (стосовно міри Лебега) чисел 

π/Τ  при 7 > р — 1 нерівності (34) справджуються для всіх k Є Np, 

1*1 >  К (* /Т ) .

Д о в е д е н н я . Оскільки кожна послідовність

а) + СІІІ*ІГ2. І = 1, . . . , η,

є обмеженою, то на підставі леми 3.2 отримуємо доведення теоре
ми. ■

4-2.2. Нестрого гіперболічне рівняння. Розглянемо в області Dp за
дачу [194, 200]

т д р д '*
Ξ  Π  ~ Σ  A’j foT “  6і )  3u(t,x) = f(t,x ), (35)

j = 1 r =l  r

r , dr~̂  u(t, x) i dr~l u(l, x) i

= r = 1......”■ <36>
Де Arj, bj E E, r = Ι , . , . ,ρ ,  j  = 1, .. .,  m, ni + · · · + nm =  n. 
Вважатимемо, що для довільного k Є Zp виконуються умови

, Р ·>
( ~ К у Ж ) + (bj - Ь,,)2 Ф о, j ,v  — 1, .. .,  m, j  ф і/. (37)

r = 1
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Розв’язок задачі шукаємо у вигляді ряду

u(t,x) = щ (і)ехрі(І!,х). (38)

|fc|>0

Тоді кожна з функцій «*,(/) буде розв’язком задачі

т  . р

П  i j t - +ьі ))П]м і ) = т ,  (39)
j  = l r=1

Мк,г[ик] =  4 Г_1)(0) - и[:-1](Т) = 0, 7 = 1 ..п, (40)

Де fk{t) ~ коефіцієнти Фур’є функції f(t,x).

Зауваження 3. Легко бачити, що якщо bj ф 0, j  = 1 ,...,пг,

то для вектора к - 0 задача (39), (40) має єдиний розв’язок «о (і)·

Якщо ж деякі з чисел bj, j  = 1, .. .,  m, дорівнюють нулю, то розв’язок 

вказаної задачі існує тоді і тільки тоді, коли

j  f(t,x) dxdt — 0, (41)

D<-

і визначається з точністю до адитивної сталої.

Для кожного цілочислового вектора к ф 0 однорідне рівняння

m  , р

П {dt ~ (*Σ ArJfcr + ьл) 'ufĉ )= 0 ί39')
j  = l r = l

має таку фундаментальну систему розв’язків:

р

Uk,ji(t) =  t‘~l ехр (( і A rjkr + b j)t) , 1 = 1 , . . . ,  iij,j =  1---  m,
г=1

(42)

а розв’язок задачі (39'), (40) зображується у вигляді

m n j

«π <) = Σ Σ ^ · ^ ^ ( <)· (43>
:>=1 (=1

Коефіцієнти Ckji визначаються з системи рівнянь

ТП

Σ  Σ  CkjiMk, ,·Κ  „,·((<)] = 0, r = 1, . . . , η , (44)
j = 11=1

детермінант А(к) якої має вигляд

гп р пз

М к) =  П  { ( і  - е х р ( ,т £  Arjкг + bjT)T) П ( /  - і)!}  *
.7 = 1 >~1 1 = 2
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x J"J ( і )  "(Аг(7 — Arv)kr + (̂ <т — (45)
1 < і' < σ < m r = 1

Отже, для кожного вектора k Є 27’\{0} розв’язок задачі (39), (40) є 

єдиним тоді і тільки тоді, коли А(к) ф 0.

Теорема 11. Якщо в рівнянні (35) всі числа bj, j  = 1, . . . ,  m, не 

дорівнюють нулю, то задача (35), (36) не може мати двох різних 

розв'язків із простору Я  “ (Dp).

Д о в е д е н н я . Припустимо, що існують два розв’язки 

иі[і,х) та и-2(і, х) задачі (35), (3(3) з простору H "(D P). Тоді функція 

U (І, х) = мі (/, x )- и2(і, х) також належить простору //” (Dp) і майже 

всюди задовольняє однорідне рівняння

І  [її] = 0 (35')

та умови (36). З рівностей Парсеваля для функцій L[U(t,x)], 

Mr[U(<,£)]> г — 1> ■ · · > п> випливає, що кожний із коефіцієнтів Ф ур’є 
Uk(t) функції U(t,x) є розв’язком відповідної задачі (39'), (40). Далі, 

якщо всі числа bj, j  = 1 ,.,.,ιη , не дорівнюють нулю, то А(к) ф 0 

для всіх векторів к Є {()}. Це випливає з умови (37) та оцінок

ν

|1 - ехр (і У  У ; k,- + bj)T І > |1 - ехр bjT\ >0 , j  = 1,. . ., m. (46)
r= 1

Звідси, враховуючи зауваження 3, одержуємо, що Uk(t) Ξ  0 для всіх 

к Є ТР. Отже, Ц і/і — ili 1 (Dp) — 0. Теорему доведено. ■

Теорема 12. Нехай деякі з чисел bj, j  = 1, . . .  , m, дорівнюють 

нулю: Ь,- = 0, і· = (Ji,. .. ,<Ц, І < </і, ■.., qi < т . Для того щоб два 

розв’язки задачі (35), (36) з простору Я  " (Dp) відрізнялися лише на 

адитивну сталу, необхідно і достатньо, щоб рівняння

27Г
2 _  x'Jkr - Y w = °· j  = (/ь · · ·, qi, (47)
r = l

не мали нетривіальних розв’язків у цілих числах к\,. . . ,  кр, w.

Д о в е д е н н  я. Якщо яке-небудь із рівнянь (47) має нетри

віальний розв’язок у цілих числах k°l} .. ,,kp,w°, то Δ (А:0) = 0. Тоді 

задача (39'), (40) при к = к° має нетривіальні розв’язки

m nj р

йко (о = Σ  Σ  Ск°-і‘ t‘~i єхр ((* Σ  Хгзкг + ьі )1) . 
j = 1 1 = 1 1-І



32 Розділ II. Періодичні задачі

де C/cOjt, І = 1, .. .,  i i j , j  = 1 ,.,.,τη , - розв’язок системи (43) при 

к = к°, а функції

т  ч , р

И0(<, ») = Σ  Σ  Ск°’І‘ І‘~ї ЄХР ((* Σ  λ,·̂ ·>° + Ьі )1 + І(к° 'Х)) >
j = l 1-І r = 1

є розв’язками задачі (35'), (36).

Доведення достатності проводиться аналогічно доведенню тео

реми 11. При цьому враховується, що за умов теореми 12 розв’язком 

задачі (39'), (40) при к = О с довільна стала і А(к) ф 0 для всіх 

к Є W  \ {0), якщо жодне з рівнянь (47) не має нетривіальних 

розв’язків у цілих числах Α,-χ, . . . ,  кр, w. я

Зауваження За умов теореми 12 задача (35), (36) не може 

мати двох різних розв’язків із H ” (DP), які задовольняють рівність

J  u(t,x) dxdt = 0. (48)

D p

Дослідимо питання про існування розв’язку задачі (35), (36).

Припустимо, що А(к) ф 0 для всіх к Є Zp\ {0}. Тоді для кожного 

такого к існує функція Гріна Gk(t, r) задачі (39'), (40), за допомогою 

якої розв’язок задачі (39), (40) визначається формулою вигляду (12). 

При цьому формальний розв’язок задачі (35), (36) зображується 
рядом

Т

ц.(/,х) = u0(t) + f  Gk(t, r)fk(r)dTехр і(к, х). (49)

І*І>о о

У квадраті Л>, крім сторін т = 0 і т =  Т, функція Гріна Gk(t, r), 

к Є 27 \ {0}, визначається формулою

1 /n n j  — — l/ l/

с»«,г) = » ( і ,η  + ^ Σ Σ Σ  Σ  Σ ^ " " " 11»
j  — 1 / = 1 U=0 σ=0 ξ=\

ti- 1 r » rn ^ - , - . exp ( ( . £  X jkr + bj)(t _  

x ---------------------------- L = ± _ _ ----- -----------  x

„] (n j - l - v - c r)! (1 -  exp(»T £  A rjkr + bjT))*
r=1

(_ 1Г +-+П„+»МІ-1) exp (i ( i  £  xrjkr + bj)T)

x __________________________________________ пн і___________________ v
m p X

П (*' Σ (br* - Arj)kr + (bH - bj)r~+°
x = l  r = l
*Фз
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1 + с і

1 + ехр ((і Σ λrjkr + bj)T)
r = l

1 - exp ((i Σ  Kjkr + bj)T)
r=l

(50)

Де

sgn(t - t)
m n j  — 1 tij — i '— 1

Σ Σ Σ u _ σ _ i)!
j  = 1 ι/=0 σ=0 ' J '

■ 1 )"+1/+ι exp ((i £  A,.jA:,. + bj)(t - t))
r — 1

Π (* !C (̂>·κ — Arj)kr + (ί»κ — bj))
x —1 r = l
хфз

σ+ ηΜ
(51)

Zj - алгебрична сума всіх можливих добутків виразів (6Х — bj) +
р

+* Σ  (Агж— Arj)A:r, X, j  = 1, . . . , ?77-, лг j ,  узятих по /і співмножників
г = 1

у кожному добутку; CfjV, C ljV, ί =  1, .. . ,/Л v = 0, 1, . . . ,  nj - І, 
І = Ι , . , . ,η  j, j  =  l , . . . ,m ,  - дійсні сталі, що залежать лише від 

ш ,щ , .

Для значень r = 0, r = Г  функція Гріна Gk(t,r) довизначається 

за неперервністю справа і зліва, відповідно.

Із формул (12), (50) та (51) одержуємо оцінки

j m  ’ Л < | t r « ”-w*-·) J IAWI» χ
О n j = l

|l - ехр (ί Σ  *rjkr + bj)TІ
Г= 1

-2 nj

Π ΗΣ^-λ^μν + ̂ - Μ
κ — 1 г= 1

, / =  0 ,1 , . . . , η, (52)

де додатні сталі Cj, j  = 1,.. .,  їм, не залежать від &.

Позначимо й = max {пг}.
1 < г < т

Теорема 13. Нехай у рівнянні (35) всі числа bj, j  =  Ι, . , . ,ιη,  

попарно різні і не дорівнюють нулю. Якщо f  Є H ^(D P), де N  =  q+ 

+ (т — 2)(п — 1), q > п, то існує розв’язок задачі (35), (36) з про

стору Hq (Dp), q > n, який неперервно залежить від функції f(t,x ).
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Д о в е д е н н я , із формул (49) та оцінок (52), (46), враховуючи,
що

р

|гУ^(АГ>. - Arj)kr + (b* - bj) > |6κ - bj\ > 0, κ  φ j, (53)
r = 1

одержуємо

ΙΙΜΙΙί/"(£>") < с||/ІІя“ (Dr)<

де стала С  > 0 залежить лише від η, Т та bj, j  = 1, .. . ,  m. Звідси 

випливає твердження теореми. ■

Якщо 6;0 = 0, 6;, = для деяких/о, /і, /2, 1 < lo ,h ,h  < m, тове-

I р і і р
ЛИЧИНИ |1 —ЄХр(гТ Σ  А,.(0М | , І Σ  (Arit -Α Γ;2)λν|, будучи відмінними

г=1 г= 1

від нуля, можуть ставати як завгодно малими для нескінченної мно- 

жини векторів к Є TLP■ У цих випадках існування розв’язку задачі 

(35), (36) пов’язане з проблемою малих знаменників.

Теорема 14. Нехай задача (35), (36) має єдиний розв’язок і 
нехай усі числа bj, j  = 1, . .. ,m, попарно різні, a bi0 — 0 для деякого 

Ιο, 1 < /q < m, і нехай для всіх (крім скінченного числа) векторів 

(k,w ) Є Zp+1, |А:| ф 0, виконується нерівність 

р

Σ  Кі0k,- - ψ  w > M\k\
r = 1

T
(54)

de M  - додатна стала, 7 Є N, 0 < S < 1 /m0. Якщо функція f  

належить H°N(DP), де N = q + 7щ0 + (m - 2)(n - 1) + 1, q > n, 

і задовольняє умову (41), то існує розв’язок задачі (35), (36) з 

простору Hg(Dp), який, за умови (48), неперервно залежить від 

функції

Д о в е д е н н я . Враховуючи зауваження 3, 4, оцінки (46), (52), 
(53) та оцінку

р ̂  ύ  , р ̂  27г
1 — ехр ЇГ  ̂   ̂Ar/0 кг > —— ^   ̂Ан0 kr ^7^·

»·=1 r =  1

де (lk - ціле число, що задовольняє нерівність

2π Σ  Ario kr dk
г = 1

4
доведення теореми проводимо за схемою доведення теореми 13. ■ 

За тією ж схемою доведено таке твердження.

Теорема 15. Нехай виконані умови єдиності розв ’язку задачі 

(35), (36) і нехай усі числа bj, j  — 1 , . . . , т ,  не дорівнюють нулю,
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при цьому 6;t = bi2, 1\ φ Ь; / i, /г = σι, · · · , ο’χ, 1 < <τι,. . . ,σ κ < m, ι 

нехай для всіх (крім скінченного числа) векторів k Є V  справедливі 

нерівності

р
У ,(Αι·ίι ~ Α,·/2)Α:γ > Μ|λ;| Ί ^, Іι , /з = σ ι, · · · ,σχ> 1\фІ2і (55)
r = l

де Μ  - додатна стала, η Є Ν, 0 < 6 < 1/((х — 1)(2п — 1)). Якщо 

функція f  належить Н ^(О р), де N = q + 1 + (т  — 2)(п — 1)+ 

+7 ( x _ l ) (2i?- l), q > п, і задовольняє умову (41), то існує розв ’язок 

задачі (35), (36) з простору Я '*(Dp). За умови (48) цей розв’язок 

неперервно залежить від

Зауваження 5. Для довільних чисел bj, j  = 1 , . . . ,m ,  питання 

про існування розв’язку задачі (35), (36) вирішується поєднанням 

теорем 14 і 15.

Для оцінок (35) та (36) справедливі твердження, які випливають 

із теореми 3.2.

Теорема 16. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів Λ = (ТХиа/'2п,.. ,,Τ\Ρι0/2π) нерівність (54) при η > р 

виконується для всіх k Є 71?, |&| > Іі (Λ).

Теорема 17. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в МР,І 

векторів Л/ь(2 = (Aj;, — Ахі2, .. .,АР(, — Ар;,), 1 < l\,h < m, І\ ф U, 

нерівності (55) справедливі при 7 > р для всіх k Є 7LP, \k\ >

> ^(A /,,i3).

У випадку, коли р = 1, iij = 1, j  — Ι , . , . , η , задача (35), (36) 

досліджена в праці

§ 5. Рівняння зі змінними 
коефіцієнтами

У даному параграфі результати п. 4.2.2 перенесені на випадок, 

коли A,.j і bj у рівнянні (4.35) є функціями змінної t [195].

Розглянемо в області Dp задачу з умовами (4.36) для рівняння

т  ̂ p п п

П  іді ~ Σ λ’··'(, ) ^ “ -^(О) ’ u(t,x) = (1)
j  = l r = 1 C'1''
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де п\ + ■ ■ -+пт = η; Arj{t), bj(t) - дійсні достатньо гладкі на відрізку 
[0, Т] функції, що задовольняють умови

Σ  ( K j ( t )  -  X r i ( t ) )  +  ( b j ( t )  -  b i ( t ) ) ~  φ  0 , j , l  =  1 , . .  . , m ,  j  φ  /,
r = l

A';*(0) =  A%\T), u =  0 , 1 , . . n j + · · · + Uj -  1, 

bjl)(°) = bj }(T)’ / =  0, Ι , . , . ,η.

Розв’язок задачі (1), (4.36) шукаємо у вигляді ряду (4.38); тоді 

кожна з функцій uk(t), к Є  Ζρ, є розв’язком відповідної задачі з 

умовами (4.40) для рівняння

m d р п
П  { j t - (*'Σ кгХгі ^ +w o) }в,«*м = /ut), (2)
j =1 r=l

де fk(t) - коефіцієнти Фур’є функції /(/, x).

Введемо такі позначення:

r P

4/j(t)=e\p [ iJ 2 k--Kj(y) +bj(y))dy, j  = 1, . . . ,  m,

n >-=1

(3)

Iqj - nq + nq_ 1H--- hnm-j+2, 4 = m - j + 2, . . . ,  m, j  = 2, . . . ,  m. (4)

Однорідне рівняння

m ^  p ^

Ш л  “ ( * X fcrArj(i) + 6j(0)}"J«fc(i) =0 (2')
j =1 f= l

для довільного k є 7LP має таку фундаментальну систему розв’язків:

«*,ι„(ί) = < " '1Φη,(ί)! i / = l , . . . , n m, 
t f ,

«λ,2„(t) = 9 m( t ) f  f  . . . / < r I5 m_ 1(<1)i/<i...rf/nm,
0 0 0

^ 1» · · · ) Wm — 1*
ί (2+>т-1.і

UkJu(t) =  %„(t) f  f  ... /

(5)

Де

x  f  " 1 * 1  B m - j + i { t \ )  d t i  . .  - d t l m  .,
0 0

v  — 1 , 2 , . . . ,  , j  =  3, . . . , 777.,

£,(/) = Φ|(/)/Φ,+ ι(<), 1 = 1....... m — 1. (6)
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Для характеристичного визначника Δ(λ·) задачі (2), (4.40) отри

муємо формулу

m

Δ(Λ) = Π ΐ ! 2 !···Κ ·- 1)! (1-Φ,·(Τ)Γ· (7)
j =1

Зауваження 1. Для = 0 задача (2), (4.40) має єдиний розв’язок,

коли / 0 6j(<) dt φ 0, j  — 1, . . . ,  »7i; якщо ж для деяких jo, 1 < j o  < m,

справджується рівняння Jq bj0(t) dt = 0, то розв’язок цієї задачі 

існує тоді і тільки тоді, коли

/ uo(t)f(t, x) dtdx = 0, (8)

DP

де «о (t) - розв’язок відповідної однорідної спряженої задачі. У цьому 

випадку розв’язок щ(і) задачі (2), (4.40) визначається з точністю 

до доданка Сщ(і), де С - довільна стала, а щ(і) - нетривіальний 

розв’язок задачі (2'), (4.40), який належить лінійному одновимірному 

многовиду.

На основі зауваження 1 отримуємо три теореми, доведення яких 

аналогічні доведенням теорем 4.11, 4.12 та 4.13 відповідно.

Теорема 1. Якщо bj(t.) dt φ 0, j  = l , . . . ,m ,  то задача (І), 

(4-36) не може мати двох різних розв’язків у просторі НЦ(І)Р).

Теорема 2. Якщо виконуються рівності 

τ

bj(t)dt = Q, j  = l i , . . . , l u, 1 < / i , . . .  ,/„ < m, (9)

І

/
то для єдиності розв’язку задачі (І), (4-36) у просторі Н]]([)р) 

з точністю до доданка С«о(<) (див. зауваження І) необхідно і 

достатньо, щоб рівняння 

Т
Р г

/ A,.j(<) dt - 2πιυ = 0, j  = /i, 1 < l i , . . . ,  /», < m, (10)

r=i o

не мали нетривіальних розв ’язків у цілих числах k і , . . . ,  kp, w.

Теорема 3. Нехай fg bj(t) dt φ 0, j  — l , . . . ,m .  Якщо /  

належить Hq(Dp), q > n. то існує розв’язок задачі (1), (4-36) з 

простору H”(DP), який неперервно залежить від f(t,x ).

Для задачі (1), (4.36) справедливе зауваження, аналогічне заува

женню 4.4.
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Припустимо тепер, що виконані умови (9) і що рівняння (10) не 

мають нетривіальних розв’язків у цілих числах к\,. . . ,  кр, w. Тоді 

для кожного к Є W  \ {0} існує функція Гріна Gk(t,r) задачі (2'), 

(4.40), яка в квадраті Κγ (крім сторін т = 0 і т = Т) визначається 
формулою

J m Пщ-j + l Mrn-J + 1

Gk(t, t ) = gk(t, t ) -  -  ( Σ  Σ  Σ  « *> (0  Щ (к , r )  x
j ,/=1 ι/ = 1 ξ = 1

m n „ - 1 ,

x Φ% Μ )  Π  ( Π  κ!) ~(φ° ( τ )Γ ηΊ  1 - 9 σ(Τ))~η', ( 11)

σ =  1 н — 1

Д е

r) =
Sgll(/  -  r )

111 n m-j+l

j  = l ^=1

»71 n „ - l  _ j

Π  ( П  (* .W )-“·; (12)
< 7 = 1  X = 1

r ) _ алгебричне доповнення елемента u[n,v^(r) у визнач

нику Вронського системи функцій (5); Фf u(k), ξ = 1, .. . ,  η„,_(+1, 

V = 1, ■ · ■, nm-j+1, l , j  = 1,.. . , m, — визначник, одержаний шляхом 

заміни col{u[jv(0) - w[rjv (T), r = 0, Ι , . , . , η  - 1} на <;ο1{<4’̂ (0)+ 

+«[’;ξ(Τ'), r = 0, 1, . . . , η — 1} у визначнику

Δ  (А:) = det, <ί,(0) - 4 rj„(T) г = 0,1.......n-1
j/ = l,...,nm_j+i,j = l,...,m

Із формул (4.12), (11), (12) одержуємо

dlUk(t)

dt1

1

С\к\* j  |Λ(ί)|2dt

dt < 1 = 0, 1,.

Π |ι-Ψ,·(7’) Ρ  
j =1

(13)

де додатна стала С  не залежить від А·.

На основі оцінок (13) отримуємо таку теорему, доведення якої 

аналогічне доведенню теореми 4.13.

Теорема 4. Нехай виконуються умови (9) і нехай існують 

сталі М  > 0 і 7 Є N такі, що для всіх (крім скінченного числа)
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векторів (k, w) Є Zp+1 виконуються нерівності 

т р

^ j j 2 k' Xrj (t)-w\>M\k\-^-s, j  =  (14)

о Г=1

де 0 < ό < 1 /(n/! -І--- h n; J .  Якщо функція f  задовольняє умови (6)

і належить простору H°N(DP), де N = </+1+7(7»/! +· · ■ + «;„), q > τι, 

то існує розв’язок задачі (1), (4-36) з простору # ’*(DP); якщо цей 

розв’язок задовольняє умову (4-\8), то огн неперервно залежить 

від f(t,x).

Для нерівностей (14) справедливе таке твердження, яке випливає 

з теореми 3.2.

Теорема 5. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

Кр  ̂векторів Ασ = {(27г)~1 f j  А,·/„(<) dt, »· = 1,.. .,р}, <т = 1,.. .,ν , 

нерівності (14) виконуються при η > р для всіх k Є 7ϋ’, |А,'| > Ά(Λα).

§ 6. Системи рівнянь із сталими 
коефіцієнтами

Досліджено існування та єдиність періодичних за всіма змінними 

розв’язків систем рівнянь зі сталими коефіцієнтами, гіперболічних 

за Петровським [201] та гіперболічних за Гордінгом [198].

6.1. Системи рівнянь, однорідні за порядком 

диференціювання

В області Ω'~+1 розглянемо задачу про відшукання періодичного за
W  . . XV

всіма змінними з вектором періодів ω = (ωο,ωχ,... ,ωρ) розв’язку 

системи диференціальних рівнянь

|»| = »

де и(х) та F(x) - m-вимірні вектори; .4' - m х m-матриці зі сталими 

дійсними елементами. Припустимо, що система (1) є .і:п-гіперболіч

ною, тобто що для довільного дійсного вектора ξ ф 0 рівняння

det{ Σ  А7У 4 1 ' . . .& } =  0 (2)

|s|=n

має лише дійсні корені А,.(£), r = 1, . . . ,  тп, і що det Л„,о,...,о Ф 0.
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Розв’язок системи (1) шукаємо в просторі Hq(Ω~+1), q > п, у 

вигляді векторного ряду

«(ί) = Σ  u~ exp (г Σ  kr ̂ * r )  ■ (3)

|fc|>0 Г=0

Для визначення сталих векторів ti~ одержуємо систему алгебрич
них рівнянь

де F? - коефіцієнти розвинення вектор-функції F(x) в ряд вигляду

(3). Для кожного к Є Zp+1 \ {0} визначник А(к\і2) системи (4) 

обчислюється за формулою

т п  η

Д(*;2) = і""ЧеіЛ„.0...о П (* о — - b j( b m i) ,  (5)
, ' ulo /

J = l

де Aj(k), j  =  1, . . . ,  mn, - корені рівняння (2) при ξτ = 2ккг 

r = Ι , . , . ,ρ .  Надалі вважатимемо, що для кожного вектора к Є 

Є Ζρ+1 \ {0} виконується така умова: Xj(k) ф 0, j  = 1, .. .,  тп.

Поряд із системами (1) та (4) будемо розглядати відповідні їм 

однорідні системи рівнянь

![«(*)] = 0, (1')

М(к)[и~і = 0. (4')

Очевидно, що розв’язок розглядуваної задачі визначається не

однозначно, бо довільний сталий вектор «о = («ю , . . . ,  umo) є 
розв’язком системи рівнянь (]/).

Теорема 1. Для того щоб ω -періодичні розв’язки системи 
(1) з простору Hn({}!L+l) відрізнялися між собою лише сталими 

доданками, необхідно і достатньо, щоб жодне з рівнянь

г_х &  -(^)' = 0’ і =.1>·■·."»». (6)

не мало нетривіальних розв ’язків у цілих числах к0, к і, . . . ,  кр.

Д о в е д е н н я .  Якщо яке-небудь із рівнянь (6) має нетри

віальний розв’язок к° = (/$, к^,:.. ,кр) Є Ζρ+ι, то А(к°;и>) =  0, а
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однорідна система рівнянь (Ґ) має розв’язки вигляду 

и°(х) = щ о) + и~0 ехр (і Σ  *Р° £ « Г) ,
г= 0

де М(0) - довільний сталий вектор, а М£0 - розв’язок системи рівнянь 

(4') при k = іt°.

Нехай існують два розв’язки ^(л?) та и2(х) системи рівнянь (1) 

з простору Нп (Ω£.+1). Тоді вектор-функція и(х) = «'(ж) — и2(х) є
U>

розв’язком системи (1') І зображується рядом (3), де вектори «£

визначаються з системи рівнянь (4'). При k = 0 розв’язком системи 

(4') є довільний сталий вектор «(0). Якщо рівняння (6) не мають 

нетривіальних розв’язків у цілих числах ко, кі, · · ·, кр, то для всіх 

к Є Zp+1 \ {0} система (4') не має нетривіальних розв’язків. Звідси 

випливає, що и(х) = «(о). Теорему доведено. ■

Зауваження 1. Якщо шуканий розв’язок підпорядкувати умові

i  u(x) dx = 0, (7)

пі+|

то за умов теореми 1 система рівнянь (1) не може мати двох різних 

розв’язків із простору #„(Ω~+1).
U>

Розв’язок системи (1) з простору //^(Ω~"^), q > п, існує, якщо

для всіх к Є Zp+1 система рівнянь (4) є розв’язною і якщо вектор- 

функція, зображувана рядом (3), належить простору# ς(Ω£.+ 1).
Ш

Зауваження 2. Для к = 0 розв’язок системи (4) існує тоді і 
тільки тоді, коли

FW = i  F(x) dx = 0; (8)

a i+1

цим розв’язком є довільний сталий вектор Uo = («ю, . . . , Umo).

Припустимо, що для всіх векторів к є Ζρ+1 \ {0} виконується

умова A(k;Q) ф 0. Тоді для кожного к ф 0 система (4) має єдиний

розв’язок, який зображується формулою

ц«.* = Fi k' * =  1. ···."», k e z p+1\{0}, (9)
/ =1 A(k;u})
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Де

Δ(,κ

15 І = :  П ( П7 — 1 ) σ  *

Р
,Лз)

6Г ,и  =  Σ  Σ  det « r /  r , j= i  - |β| =  η ;

9 = 0 "> Гф1,іфх

Σ
j = l

a£.J , r = 1,.. . ,  ?7i, r ф І, - елементи j -го стовпця будь-якої з матриць 

/1- |s| = n; <4 J* ~ Ί~'Λ компонента вектора s, який відповідає цій 

матриці. Очевидно, що

Δι,χ(Λ;ω) <С |*Г (т-1>, і , х = 1 , . . . , т ,  (10)

де С  - додатна стала, що не залежить від к.

Компоненти шуканого розв’язку и(х) (формально зображуються 

рядами

( 11)

|fc|>0, =  1 ’ г- °

х  =  1 , . . . ,  т .

Визначник (5), який не дорівнює нулю, може як завгодно близько 

наближатись до нуля для нескінченної множини векторів к Є Ζρ+1.

Теорема 2. Нехай Δ(£;ω) ф 0 для всіхк Є 2?’+1 і нехай існують 

сталі Л/ > 0 і 7 Є Н такі, що для всіх (крім скінченного числа) 

векторів k Є 2 Р+1 виконується нерівність

|Δ(ϊ;ώ)| > M 0 < ε < 1, (12)

і нехай вектор-функція F задовольняє умову (8) т а належить 

простору Hq+ i+„(m_ 1)+7(0£-+1), q > п. Тоді існує ω -періодичний

розв’язок системи (1) з простору# 9(ΩΡ+1), який зображується ря

дом ( I I)  і за умови (7) неперервно залежить від F(x).

Д о в е д е н н я . З формули (11), оцінок (10), (12) та умови (7) 

одержуємо, що

ІНІЯ„(П£+І) - І І ,+1+„(„,_1)+ύ(Ω£.+1)’

де Со = Со(т, п, р) > 0, звідки й випливає доведення теореми. ■
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Вияснимо умови виконання оцінки (12). Для визначника A(k;u>) 

системи (4) справедливе таке зображення:

Δ (ί;0 ) = ,·"" £  » , [ ] ( = ) " ,  (13)

|r|=mn σ=0 σ

ДЄ Г =  (»·ο, 7-і, ■■■,/>); |7'| =  7-0 +  »Ί + ---h 7'ρ ;

Br =  Σ  Σ  det Ι Κ  L ·=1 > 4ω  - (9ο?)’ </ι')> ■■■, 9ρ?})< 
ν=0 ’·>

Σ
i=i

{afj }('” 1 - j -й стовпчик будь-якої з матриць Ας, |s| = η ; ql^ - 

ν-та компонента вектора s, що відповідає цій матриці; причому 

Вщп,ο,.,.,ο — cletv4n 0( о ф- 0.
Позначимо через 6 = (Ь і,. .. ,ba) вектор, складений з усіх кое

фіцієнтів 5 Го,Гі... Гр (2π/ωο)’° (2π/ωι)’ 1 ■ ■ -(2π/ωρΥΡ (відносно змін

них ha, k і , . . . ,  kp), де ο  - кількість розв’язків із Ζί|.+1 рівняння

7’0 +  7’ 1 + --- h Гр =  7)177 .

Теорема 3. Якщо 7 > тпр, то для майже всіх (стосовно 

міри Лебега в Ш1'+1) векторів w = (ц>о, ω ι , ,  ωρ) нерівність (12) 

виконується для всіх k Є 2У+І таких, що кц ф 0, |&| > Λ’(ω).

Д о в е д е н н я .  Твердження теореми випливає з формули (5), 

леми 3.2 і з рівномірної обмеженості величин \j(k), j  =  1,. .., тп. ·

Теорема 4. Нехай тп  > 2. Якщо 7 > р, то для майже всіх 

(стосовно міри Лебега в 15;°̂  векторів b = (61, . . . ,  6a) нерівність 

(12) виконується для всіх k Є 2 Р+1. А*о ф 0, |Α·| > K(b). 

Д о в е д е н н я .  Нехай bi = Bm,h0 о (2π/ω0)’"". Тоді

|Δ(ϊ;ω)| = |Α·οΓ” |6Х + ./(£; 62, . . . ,  6„)|. (14)

Для доведення теореми достатньо показати, що для майже всіх 

векторів І) нерівність

|6і + J (k ;b ,,. .. ,b a)\ < μ·ο|-",η/ί-ρ-£, 0 < ε < 1, (15)

де h = тах |λ·,·|, має лише скінченну кількість розв’язків у цілих
о< і < р

числах ко, к \ , , кР, ко ф 0.

Позначимо через В  множину тих векторів Ь, що належать а- 

вимірному паралелепіпеду Qa = [оі,/?і] х Qa-1, Для яких нерівність

(15) справджується для нескінченної кількості векторів к Є 2,р+і, 

ко ф 0. Зафіксуємо вектор к (к0 ф 0) і bn,...,bQ. Тоді міра
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множини тих b і Є [с*і,/?і], для яких виконується нерівність (15), не 

перевищує 2\ka\~mnh~p~c. Зафіксувавши /», позначимо через Z j(h ), 

j  - 0 ,1 , . . . , р, сукупність векторів А· (ко Ф 0), в яких \kj\ = h і 

\кі\ < h , І = 0,1, .. .,  р. Тоді для множини Bj(h), j  = Ι , . , . , ρ ,  тих 

b j б [с*і,/?і], Для яких нерівність (15) виконується хоча б для одного 

вектора k є Zj(li), отримуємо

mes Bj(h) < С\ Σ V " '  Σ h~p~‘ < Cnh-1-*, (16)

оскільки число векторів А· Є Zp, що задовольняють умови |A-j| = h. 

1 < j  < Р< і К'/| £  Λ, Z = 1,.. .,p, дорівнює ('2/і + 1)р_1 < Зр-1/»р-1. 

Для випадку А'о = h аналогічно одержуємо

mesBo(/))<C3/ r mn-£. (17)

Підсумовуючи оцінки (16), (17) за j  (j = 0,1,.. .,р) та інтегру

ючи по паралелепіпеду Qa_i, а потім підсумовуючи за h (h Є Н ), 

одержуємо

в <Σ  »<«<>. («)
/>=1̂ -, Л=1Vo-1

Твердження теореми випливає зі збіжності ряду (18) та леми 3.1. ■

Розглянемо тепер оцінку знизу виразу |Δ(Α·;ΰ>)| для тих векторів 

А· Є Ζρ+1, в яких ко =  0. Позначимо через d =  (d i,. . .  ,d$) вектор,

складений із коефіцієнтів So,.·,,.,.,гр (2π/ω1)Γι ■ ■ ■ (2п/и>р)Гр, π  + ...

. . . -І- гр = тп  (див. формулу (13)), де Θ - кількість розв’язків із 

7LP рівняння »“! + ... + гр = тп. Із (13) і теореми 3.3 випливає таке 

твердження.

Теорема 5. Нехай тп < 2. Для майже всіх (стосовно міри

Лебега в векторів d =  (f/t, . .. ,  c/#) нерівність (12) виконується 

при ί  > р для всіх векторів k Є 2Р+1 таких, що ко =  0, |А-| > K(d).

Якщо тп  = 1, то система (1) зводиться до одного рівняння 
першого порядку

J=0 ■>

Де a j, j  = Ι , . , . , ρ ,  — дійсні числа, ао ф 0. У цьому випадку

, /С Λ. 2тг 2π
Δ  (А:; ω ) = «о —  А'о + в і —  Аг і ·-·-+- а,, —  к„.

ω0 ωι шр

Із теореми 3.2 (див. також теорему 3.3) випливає така теорема.
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Теорема 6 . Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Е р) 

векторів ώ = (бо а i /u; і , . . . ,  Ьоар/шр), де бо = —■̂о/ао, нерівність

2π,  2π,  2π , „
ао —  А·о + « і— А-і + ···-(- а„ —  А·,, > А· р , 0 < ε < 1, 

ω0 и)і ωρ

виконується для всіх к ζ  27+1, |Α·| > Κ(ώ).

6.2. Системи рівнянь з молодшими членами

Результати н. 6.1 узагальнимо на випадок системи диференціальних 

рівнянь із частинними похідними вигляду

d n ’ Uj s h  п  { & д  д  \ .

................... m ’

де ;»і + ■ ■ · + пт =  η, х Є Ω|~+1, Pjr(X, ξι , · · · , ζΡ) ~ поліноми зі 

сталими коефіцієнтами степеня не вище К за сукупністю змінних 

£ι,··· ,£ρ та степеня не вище пГ — 1 за змінною Л. Припустимо, 

що система рівнянь (19) є гіперболічною за Гордінгом у напрямку 

вектора (1, 0, . . . ,  0), тобто що корені λ̂ ·(ξ), j  = Ι , . , . ,η ,  рівняння

det \\Pjr (X, ifc,. . . , ΐξρ) - \n>Sjr \\™=l = 0 (20)

для довільного вектора ξ Є С р задовольняють умови

Re АЖ ) < сі kl + с2, j =  Ι , . , . ,η ,  (21)

а для довільного дійсного вектора ξ = і] £Ш Р - умови

R-e ^j(v) < c, j  = 1,.. .,п, (22)

де с і , с->, с - деякі дійсні сталі.

Позначимо 7j = 2тп/и>,·, j  = 0 ,1 , . . . , р. Будемо шукати ώ-пе

ріодичні розв’язки системи рівнянь (19) із простору Ηα(Ω~+1), q =
ω

= (</!. · · . Чт), 4j > I< + llj, j  = 1, .. .,  m, у вигляді векторного ряду 
(3). Тоді для визначення кожного сталого вектора и~ одержуємо 

систему алгебричних рівнянь
т

(іокоГ’ и-  = F.^ + ^ P jr b o k o m k i , . .., і Ркр)и~, j  = 1 , . . . , т ,  (23)
г = 1

де F к Є Zp+1, - коефіцієнти розвинення в ряд вигляду (3) функції 

Fj(x), j  = 1, . . . ,  т . Визначник системи (23) має вигляд

m

А(к;ш) =  det (70A-0)n^ ‘jr - ^ > (70*0,71*1. · · ·>7ρΜ · (24)
j,r=  1

Зауваження 3. ІІрн А; = 0 система рівнянь (23) має єдиний
розв’язок, коли
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Δ(0;2) =  det ||Pjr (0,0,. . . .0 )||” =1 φ 0. (25)

У протилежному випадку відповідна однорідна система має (га - р)

лінійно незалежних розв’язків, де p = rang ||Pjr(0,0 , . . . , 0)||̂. r=1, а 

розв’язок tt(o) системи (23) існує тоді і тільки тоді, коли

= rang

rang ||Pjr(0,0, ...,0 )||jr= 1  =

Pn (0, Ο,.,.,Ο) ... Plm(0, Ο,.,.,Ο) F i(0)

Pml(0, Ο,.,.,Ο) ... Pmm(0, Ο,.,.,Ο) Fm( ο.

(26)

Справедливе твердження, доведення якого аналогічне доведенню 

теореми 1.

Теорема 7. Для того щоб два розв'язки системи рівнянь (19) 

з просторуΗ,-,( 1). q = (Л' + щ , . . . ,К  + пт ), відрізнялися лише 

адитивним сталим вектором, необхідно і достатньо, щоб рівняння

det (70&о) Pjr(7o^'o, 71^-ь · · ·>7ρ^ρ) = 0 (27)

не мало нетривіальних розв’язків в цілих числах ко, &і, · · ·, кр. Як

що, крім цього, виконується умова (25), т о має місце єдиність 

розв ’язку розглядуваної задачі.

Зауваження 1,. Якщо Δ(0;ω) = 0, то за умови (7) та умов 

теореми 7 розглядувана задача не може мати двох різних розв’язків.

Надалі будемо припускати, що для всіх k Є Zr+i \ {0} виконуєть

ся умова А(к;ш) ф 0. Тоді для кожного к ф 0 система рівнянь (23) 

має єдиний розв’язок, який зображується формулами вигляду (9), де

Δ/χ(/?;ύί) =  det. (70̂ 0) ’fijr Pj r (70̂-0»7i^11 · · · tУркр)

Очевидно, що

|Δ,χ(ί;ω)| < C|fc|A'('»-1)+»-»-, / ,x  = l , . . . ,m , (29)

де стала C  > 0 не залежить від к.
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Стосовно розв’язності розглядуваної задачі справедливі такі 
твердження.

Теорема 8. Hexaft A(k\Q) ф 0 для всіх k Є Zp+1 і нехай існують 

М  > 0 і 7 Є N такі, що для всіх (крім скінченного числа) векторів 

k виконується нерівність

|Δ(ί;ω)| > Μ\%\~Ί~ε, 0 < ε < 1. (ЗО)

Якщо F(x) Є #/ν(Ω£+1), де N = п + К (т  — 1) + <7 + 7 + 1, q =
U>

= max (qj — пЛ > К, то існує розв’язок системи рівнянь (19) із
1 <j <т

просторуHq(Q'~+1), Q = (q i,.. .,q m), Ц2 > K + iij, j  = 1 ,.,.,η ι , 

який неперервно залежить від вектор-функції F(x).

Теорема 9. Нехай А(к;иі) ф 0, к Є Ζρ+1\{0}, α Δ(0;u)) =  0, і 

нехай справджується рівність (26). Тоді за умов теореми 8 іс

нує розв’язок системи рівнянь (19) з простору Нп(№-+І), Q =
ω

— (9ΐι · · ·ιЯ<п), qj > K + nj, j  = l , . . . ,m ,  який за умови (7) непе
рервно залежить від F(x).

Доведення теорем 8 та 9 аналогічні доведенню теореми 2. 

Дослідимо оцінку (ЗО). Для цього визначник А(к;и5) зобразимо 

у вигляді

з=і

де Xj{k), j  = 1, . . . , η, - корені рівняння (20) при ξ,. = 2пкг/шг, r = 

= Ι , . , . , ρ .  Надалі будемо вважати, що для кожного к Є 7LF \ {0}

λ#) Ф І = 1, · ■ ·,η.

Теорема 10. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Шр+1) 

векторів ω нерівність (ЗО) виконується при 7 > пр для всіх векто

рів k Є Zp+1, для яких ко ф 0, \к\ > Κ\(ω).

Д о в в д е н н я. Очевидно, що

|Δ(ϊ;ΰ)Ι>«Π
3 =  1

Im Aj (Аг) 2і 7г А> q

m i IIMU
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Величини Іт  А,-(Аг) /1|/г1, j  = Ι , . , . ,η ,  є обмеженими зверху рівно

мірно за к (див. [34], с. 83). Тому доведення теореми випливає з 

леми 3.3. ■

Позначимо через η = (ηι,. . . , η4) вектор, складений з усіх коефі

цієнтів полінома

2π 2тп
Δ((0, λ·);ώ) = det ІPjr (θ, ik\ — , . . . , ікр— )

І V Ldi UJp / j>r= 1

як полінома змінних кь . . . ,  кр.

Теорема 11. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

Шч) векторів η при η > р нерівність (ЗО) виконується для всіх 

к £  2У’+1 таких, що ко = ϋ г |Α·| > Кз(»/)-

Д о в е д е н н я . Я кщо виконується умова (25), то доведення 

теореми проводиться за схемою доведення теореми 3.4, а в проти

лежному випадку твердження теореми випливає з теореми 3.3. ■

Розділ III

Задачі з нелокальними умовами 
для диференціальних рівнянь і 
систем рівнянь з частинними 
похідними

Досліджуються питання коректності та побудови розв’язків за

дач з нелокальними двоточковими та багатоточковими умовами, а 

також з інтегральними умовами за змінною t для гіперболічних, 

параболічних і безтнпинх рівнянь та систем рівнянь зі сталими 

і змінними коефіцієнтами. Крім лінійних, розглядаються слабко- 

нелінійні рівняння, а також системи рівнянь, збурені нелінійними 

інтегро-диференціальнимн доданками.

§ 7. Гіперболічні рівняння

Досліджено задачі з нелокальними (що узагальнюють умови пе

ріодичності) умовами за часовою координатою та різними варіанта

ми крайових умов за просторовими змінними для лінійних рівнянь зі 

змінними коефіцієнтами та для слабконелінійних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами в головній частині, а також задачі з інтегральними 

умовами за часовою змінною для рівнянь зі сталими коефіцієнтами.
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7.1. Рівняння з факторизованим оператором  

зі змінними за t коефіцієнтами

Тут узагальнено результати §5 на випадок нелокальннх крайових 

умов за змінною і [197]. В області Dp розглядаємо задачу

W с\ Р .Л

£[«] = П  іо і }u(t,x) = f(t,x), (1)
j = l r= 1 r

A/,[u] = r  .4- ■■а'.*--Ц7г—iJ ls dfudx'...xD|,|<»
— 1

t=0

-c Σ  * є і £ ьЗ І ? і ч  . .......»· И
|s|<n

t=T

де Пі + · · + «m = л; /?j(0- r =  1 >···,Ρ. j  =  1 . · · · , ” »> -
дійснозначні функції, які τ»ι + · · · + «j — 1 та η разів відповідно 

неперервно диференційовні на відрізку [0,Т] і задовольняють умови

Qrj)(0) = α1γ (τ ),

u = 0, 1, . . . ,  ni + -- (- nj — 1, j  = 1, . . . ,  m, r = 1, . . .  ,p,

/? f)(0) = ^ , (T), i/ =  0,1, .. .,  n; j =  1............m,

μ (μ φ 0; 1) та Л(~, / = 1,.. . , n, |s| < η, So < η— 1, - комплексні числа. 

Вважатимемо, що виділені множники в (1) є попарно різними.

Розв’язок задачі (1), (2) будемо шукати в просторі H "(D P), 

q > п, припускаючи, що /(<,.с) Є H'^i (Dp) і φι(χ) Є Ялга(П?„), 

/ = Ι , . , . ,η ,  де jVi та /V2 - досить великі натуральні числа. До

слідження задачі (1), (2) проведемо за схемою, розглянутою в §5. 

Розв’язок задачі (1). (2) шукаємо у вигляді ряду

«(<,*)= Σ  uk(i)e\p(ik,x). (3)

|*|>о

Тоді кожна з функцій uk(t), k Є Ί}\ є розв’язком відповідного 

рівняння (5.2), який задовольняє умови

= Σ  Лі7(ікі)-» . .. (ікРГ ”и[га)(0) -
І s І < п 

8 о <  п  — 1

-μ Σ  Atfikt У' ... (ікру»и[’о)(Т) = ¥>,*,/= 1, . . . ,  л, (4)
|j|<n

5 О <  Я  — 1
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де <рік, к Є Zp, - коефіцієнти Фур’є функції <рі(х).

Однорідне рівняння (5.2') має фундаментальну систему розв’язків 

(5.5), а розв’язок рівняння (5.2'), який задовольняє умови

MkJ[uk] = 0, (4')

зображується у вигляді

m »m-J+1

Mfc(<) = Σ  Σ  CkjvUkjAt)· (5)
j = 1 </ = 1

Коефіцієнти Ch.jv визначаються з системи лінійних алгебричних 

рівнянь

Ш ^m-j+1

Σ, Σ  Ck,jVMk,i [«*.·>(<)] = 0, / = І,. · ·, η, 
j = 1 t/=l

детермінант А(к) якої має вигляд

Ш  ̂ р

А(к) = А(к) P J Bj ^1 - /«exp І (< £ 4 v a rj(y) + 0j(y))dyj ’ , (6)

j = i ί -·=ι

де Bj - 1! 2! ■ · · (n.j — 1)!;

А(к) =  det J Σ  Л,;„ДаЧ р . . . ( і * РН | ,=, .„ (7)

З формул (3), (5)—(7) та з теореми про єдиність розвинення в

ряд Ф ур ’є періодичної функції випливає таке твердження.

Теорема 1. Для єдиності розв'язку задачі (1), (2) в просторі 
Н " ([)р) необхідно і достатньо, щоб рівняння

L р

\ — μ exp І (і Σ  кга г,(і) + J,(/)) dt = 0, j  = 1, . . . ,  m, (8) 

ο r=1

A(k) = 0 (9)

не мали розв ’язків у цілих числах к і,. . . ,  кр.

Розв’язок задачі (5.2), (4) зображується у вигляді суми

ик(і) = Uk(t) + Vk(t), (Ю)

де Uk(l) - розв’язок задачі (5.2), (4'), а Vk(t) - розв’язок задачі 

(5.2'). (4). Надалі вважатимемо, що рівняння (8) та (9) не мають 

розв’язків у цілих числах А· і , . . . ,  к,,. Тоді для кожного к Є 7LP існує
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єдина функція Гріна Gk(t,r) задачі (5.2'), (4'), за допомогою якої 

розв’язок неоднорідної задачі зображується у вигляді

U k ( i )0 = J  Gk(i, т)/к(т) (ІТ. ( П )

Функція Gk(t,r) у квадраті I\j, крім сторін r = 0 і т =  Т, 

визначається формулами вигляду (5.11), (5.12), в яких вирази

т  Р

1 — ехр /( '- Σ  kyOLro (у) + Ат(*/)) dy

треоа замінити на

/ Р
1 - μ ехр / (і ^  кго го(у) + /?σ(ί/)) dy,

о '·='

а під ф'^, ξ = 1.......»,„—/+1, v = 1---,nm_ j+i, j , l  =  1, ---m, треба

розуміти визначник, одержаний з визначника

det (о

шляхом заміни со1{м^]^(0) - μιι^]ι/(Τ)},·=οιιι. .ιη-\ на со1{ ц ^ ( 0)-  

- р « | . д ( Т ) } г= о,1 ,...,„-1  π ρ ί ΐ ξ  < 7m/ — 7mj +t/, ЯКЩО ξ > 7 m /“ Τ'm j + «Λ ΤΟ 

= 0 (7«· визначені формулами (5.4)). При цьому справджуються 
оцінки

|г /  ̂ ί̂,τ)Μτ)άτ\<0^\1 j  ІMr)\dr :

m T , p v ,-„J
X Π l- / iexp  f  [i Σ  krarj(y) + lJj(y)) dy\ , / = 0,1, . . . ,  n, (12)

j =1 0 4 r=\ '  I

де стала Сі > 0 не залежить від к.

Розв’язок задачі (5.2'), (4) визначається формулою

m n»-j>і . . η

'4 (0  = Σ  Σ  !Τ7ΤΓ Σ  (- ΐ)"+ν ^ ^ ( λ · )  χ

x det.

А{к)
./ = 1 І = 1 ' '

M i - i i ( 0 )  -  ^ Ц ? ( Л | |  Γ =  0 , 1 , . . . , η - 1 , Γ ^ · - 1

ξ = 1....,ιι,η_ ί+ι .b = lt...,m ,hb#h ,

(13)
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де Н(у = 7,σ + І, σ = 1,..»77, / = 1 , . . . , »?,„,_σ+1; A xl/( k )  -  визначник, 

одержаний із визначника (7) шляхом викреслення х-го рядка і т̂ -го 

стовпця. На основі формул (13) і (6) одержуємо такі оцінки:

с,|<-Г+,+......1  Іи„|(-'1(Ц ) · '

ΙΚ ί '> « ) Ι< --------- —  -— , (14)

Π  1 - μ exp f  (І Σ  к ,· ех,-j (у) + pj(y)) dy
j =1 0 4 r=l '

/■ = 0,1, .. .,  77 ,

де стала Cn > 0 не залежить від к.

Розв’язок задачі (1), (2) формально зображується рядом

■и(і,х) = Σ  (Uk(t) + Vk(t)) ехр(ік,х), (15)

|fc|>0

який, взагалі, є розбіжним, оскільки знаменники у виразах для (4(0  

та 14 (0  можуть набувати як завгодно близьких до нуля значень для 

нескінченної множини векторів к Є 2?’.

Теорема 2. Нехай виконані умови єдииості розв'язку .задачі 

(І), (2) і нехай існують додатні сталі Μ \, Мп та числа ~/χ, 72 Є 

Є N такі, що для всіх (крім скінченного числа) векторів к Є 7/7 

справджуються нерівності 

} р
1 -/<ехр / ( i j > a rJ(,) + /^(j/))<v| > Мі\кр1~‘п-П), (16)

о '=>
j  = 1, - , m,

\А(к)\> М-,\к\̂~е'\ 0 < ε < 1. (17)

Якщо f(t,x ) Є H^+,n i + l (DP), <рі(х) Є # 4+η(η+1)/2+;,7ι+72(Ω2π), ί = 
= Ι , . , . ,η ,  то існує розв’язок задачі (і), (2) з простору Я  " (Пр), 

q > п, який неперервно залежить від функцій f(t,x ) та <рі(х), 

І = І , . . .  , п .

Д о в е д е н н я . На основі формул (11), (13), (15) та оцінок 

(12), (14), (16), (17) одержуємо

П

іім)іі?/»(ор) < СзІІ/ІІно (ОР) + с л Σ  ll^/ll//N3(n jj ·  (!8)

.7 = 1

де N\ = q + 7771 + 1, .Vo = q + 71 (77 + 1)/2 -f 7771 + 72, а Сз та СА ~ 

додатні сталі, що залежать від п, /»/, З нерівності (18) випливає 

доведення теореми. ■
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Дослідимо умови виконання оцінок (16) та (17). Введемо позна
чення

7' т

arj = J  a rj (у) dy, bj = J  pj (у) dy, r =  Ι , . , . ,ρ ,  j  = 1, . . . , m.

o

Легко показати, що

p ^ p

1 - p exp (i ̂  kr»rj + bj) > |~ (^  + Σ  ^'·αο )  ~ dj(k) H  exp bj,
r = 1 r = 1

j  = 1.......m,

де V’ = arctg(Im p /Re /<), а (//(А,-) Є 2 задовольняє нерівність

- ( φ + r  - dj ( k)
Г= 1

З одержаних нерівностей та з теореми 3.2 випливає таке твер

дження.

Теорема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Р.р+1̂  

векторів Uj = (ф, arj\ г = Ι , . , . ,ρ) ,  j  = 1 ,.,.,η ι , нерівності

(16) виконуються при 71 > р + 1 для всіх (крім скінченного числа) 
векторів k Є ТУ.

Визначник (7) є поліномом степеня п(п + 1)/2 щодо змінних 

к і , , kr\ його можна подати у вигляді

A ( k ) =  Σ  B j ' 4 [ ' - - k ’p-,

И<г>(» + 1)/2

Де

Вг — /  j det І |.4j ^,(1/) 11/=і ,,.,,η і
</ = 0,1...„п-1

... г
и = 0

s = ( s ^ ,  ■ · ■, «р^) - мультніндекс такий, що |ŝ *| < п — і у .

Позначимо через /?(1) = (/?{Х\ . . . , β ^ )  і β(2) = (β[2\ . . . , β ^ )  
вектори, компоненти яких є дійсними та уявними частинами відпо

відно коефіцієнтів /Ί'Ί Вг; її - число цих коефіцієнтів, тобто кількість 

розв’язків із нерівності »*! + · · · + гр < п(п + 1)/2.

Теорема 4. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів β1·1'1 і для всіх β1·2'* (або для майже всіх векторів β№ і 

для всіх β ^ ) оцінка (17) справджується при 72 > р для всіх (крім 

скінченного числа) векторів k € 1? .
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Д о в е д е н н я .  Якщо В,) ф 0, то доведення теореми проводимо 

за схемою доведення теореми 3.4. Якщо ж До = 0, то доведення 

випливає з теореми 3.3. ■

7.2. Рівняння зі змінними за х коефіцієнтами

В області Q розглядаємо задачу [38]

Ри =  = Я*,*). (19)
. 7 = 0  С

г-л , , ісРи(/,, х) (Ри(і, х) і \ ,
м ,и =  Σ  Ь,м-Ь) ( - Щ -  t=0- ^ - w ~ L T) = M x )' (20)

j+ 2»<2n  

j<  2n

/ = 1, ...,2η,

Lru(t,x )Ізо = 0, r = 0,1, ...,η-  1, (21)

де aj Є P, j  = 0,1.....η, α„ φ 0, αο φ 0, 6;,·, Є C, / = 1,...,2η,

j  -I- 2« < 2/7, j  < '2n, ρ Є C \ {0}, L - диференціальний оператор, 

еліптичний в області G C P f\ з дійснозначними достатньо гладкими 

в G коефіцієнтами Pij(x), i , j  = 1, ,  р, та q(x) > 0. Оператор L має 

вигляд

L = Σ  -«(*)·
i.j = 1

Припустимо, що в області Q рівняння (20) є строго гіперболіч

ним за ГІетровським; тоді всі 7/-корені рівняння

ТІ

Σ  аз r J - 0 (22)
j=0

є дісні та різні.

Нехай G Є A-"·1', Pij(x) Є б*2’*-1·*', i , j  = Ι , . , . ,ρ ,  і/(х) Є б'2" ' 2'"; 

тоді задача на власні значення

LX(x) — —Α.Υ(χ), Α » | βσ = 0 (23)

має повну ортогональну (вважатимемо, що вона є ортонормована) в 

просторі L2(G) систему класичних власних функцій {Xk(x), k £  І !}, 

а відповідні їм власні числа А*, Аг Є РІ, множину яких позначимо

через Λ, є різні та додатні; при цьому Ак(х) Є C 2n(G), к Є N, і

справедливі такі оцінки [70, 170]:

с0к2/р <  Хк < Сік2/р, 0 < с 0 < с ь к є П ,  (24)
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тах
d'°'Xk(x)

dz\'...dx'P’ ~ C2̂ /4+IsI/2’ 02 = C2̂ ’ 1*1 = ° ' - · 2η· (25)

Якщо f(t,x ) Є C([0,T\,L2(G)), φι(χ) Є Ln(G), l =  l,...,2n, то спра

ведливі розвинення

оо оо

/(/,χ·) = Y '  fk(t)Xk{x), ψι(x) = ipikXk(x), І =  1, ···, 2n, (26)
λ·=ί λ· =  1

де

Λ (0 J  f(t,x)Xk(x)dx . 9/λ· = J  <pi(x)Xk(x)dx, I = 1,...,2 η. (27)

6’ G

Розв’язок задачі (19)—(21) шукаємо у вигляді ряду

ОО

«(/,*) = «*..(<)** (ж). (28)

Α · =  1

Якщо ряд (28) і ряди, отримані з нього почленним диференцію

ванням за змінними_хь ...,хр до порядку ‘2п включно, є рівномірно 

збіжними в області^, то функція u(t,x), визначена формулою (28), 

задовольняє крайові умови (21). Підставивши ряди (26) і (28) у 

рівняння (19) та умови (20), бачимо, що кожназ функцій uk(t),k Є N, 
є розв’язком такої задачі:

£ a ; (- A 0 " - J4 2j)(*) = /*(<). (29)
j =о

Σ  ЬУ»А*(«*-)(0 ) - μ $ )(Τ ) )= φ » ,  / =  1.....2«. (ЗО)
,7+2«<2п 

j  < 2п

Цей розв’язок зображується у вигляді суми

uk(t) = Uk(t) + Vk(t), (31)

Де i !k(t) - розв’язок рівняння (29), що задовольняє однорідні умови

Σ  ^ ,Κ { η ^ )(0) - μ ^ )(Τ ) )= 0, 1 = 1......2 η, (ЗО')
j + 2i<2» 

j < 2»

a Va,- (<) - розв’язок задачі з умовами (ЗО) для однорідного рівняння

η

£ « Д - А ,0 " - Ч У)(<) = 0. (29')
j =0

Позначимо η4, q =  1, ...,η, - додатні корені рівняння (22), 

σ4 =  ΐ]η, σ,ι+4 = -η4, q =  Ι,.,.,η.
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Для кожного А*.. Є Λ рівняння (29') має таку фундаментальну 
систему розв’язків:

Ukq(t) = ехр (i\/\k<Tqt), 7 = 1, ...,2п, (32)

а розв’язок задачі (29'), (ЗО) зображується у вигляді

2 η

Vk{t) = Σ  єхр (* > / W )  · (зз)
v=l

Коефіцієнти et,, q = 1, ...,2», у формулі (33) визначаються із систе

ми лінійних алгебричних рівнянь

Σ Σ (-iy/2ck4bljs\sk+j/2<ri χ
9=1 j+2»<2n 

j< 2n

x (1 - μ exp (i\ZhaqT)) = <pik, / = 1,..., 2n, (34)

визначник A(\k) якої обчислюємо за формулою

A(Afc) = (- l )3'*2/2.2-.A" (2’- 1)/2£»(Afe) Π  «  ~ °ϊ)
l < « m < n

Π σί Π ( ι ”  t1 exp ( iV h a qT) ) , (35)
j = l </=1ν '

X
3

де
[(2n + l- j) /2 )

£>(A*)=det ^  b‘,i-h>K
2 η

s=0

При дослідженні питання про єдиність розв’язку задачі (19)—(21) 

розглядатимемо також відповідну однорідну задачу

Ри = 0, (19')

Мій — 0, / = 1, ...,2п, (20')

з умовами (21) за просторовими змінними. Задача (19)—(21) не може 

мати двох різних розв’язків тоді і тільки тоді, коли задача (19'), 

(20'), (21) має лише тривіальний розв’язок [175].

Теорема 5. Для єдииості розв ’язку задачі (19)-(21) у просторі 

C-n(Q) необхідно і досить, щоб для всіх А* Є Λ виконувались умови

1 - μ ехр (ΐ\/%σ4Τ) ф 0, 7 = 1, ···, 2п, (36)

D(\k) Ф 0. (37)

Д о в е д е н н я . Н е о б х і д н і с т ь . Припустимо, 
що для деякого А̂. хоча б одна з умов (36), (37) не виконується. 

Тоді Α(λ^.) - 0 та існують нетривіальні розв’язки и-к(ї) задачі (29'),
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(ЗО') , які зображуються формулами вигляду (33), де коефіцієнти 

cj. q, q — l , . . . ,2n, визначаються з однорідної системи рівнянь, що 

відповідає системі (34) при А/,. = \к. Тому задача (19'), (20'), (21) 

має нетривіальні розв’язки вигляду

u(t,x) = uk(l)Xk(x),

а розв’язок задачі (19)—(21), якщо він існує, не буде єдиним.

Д о с т а т н і с т ь . Припустимо, що існують два розв’язки 

ui(t,x) і U2(t,x) задачі (19)-(21) з простору C2n(Q). Тоді функція

u(t, х) = U n(t, х) — «і(<, х)

є розв’язком задачі (19'), (20'), (21) з простору C2n(Q) і разом з 

функціями Ри і Мій, / = 1, ...,2г», розвивається в ряд Ф ур’є вигляду 

(28) за системою функцій {Л\.(л·), к £  І!}· Очевидно, що ряди Ф ур ’є 

для функцій Ри і Мій, І = 1,...,2/», є такі ж, як ряди, одержані 

формальним застосуванням операторів Р  і Μι, І = 1,...,2г», до ряду 

(28). Із рівностей Парсеваля для функцій Ри і Мій, І =  1,..., 2п, 

випливає, що кожний з коефіцієнтів Ф ур’є «.*■(/) функції u(t,x) є 

розв’язком задачі (29'), (ЗО'). Якщо для всіх А*, Є Λ виконуються 

умови (36) та (37), то Δ(Αα·) ф 0 і всі коефіцієнти Фур’є «*.(<), к £ ΓΊ, 

тотожно дорівнюють нулю. Тоді з рівності Парсеваля для функції 

u(t,x) випливає, що и(1,х) ξ  0, тобто Ui(t,x) =  un(t,x). Теорему 

доведено. ■

Зауваження 1. Якщо |/»| ф 1. то кожна з нерівностей (36) 

справджується для всіх А*, Є А; це випливає з оцінок

|1 - μβχρ (ί^/χ^σόΤ)\> |1 - |//.||, j  = 1, ...,2η. (38)

Зауваження 2. Якщо |μ| = 1, то

|l - //.exp (i\fXkffjT) І = 2 sin ^ ^ (argμ + \/ХкЩТ)} |, (39)

в цьому випадку для виконання нерівностей (36) необхідно і достат
ньо, щоб

VAfc £  Λ, Vm £ 7L arg// + \/ХцачТ ф 2тгт, j  = 1, ..., п.

Розглянемо питання про існування розв’язку задачі (19)—(21). 

Надалі вважатимемо, що для всіх А*. Є А виконуються умови (36) 

і (37). Тоді для кожного Хк Є А:

1) система рівнянь (34) має єдиний розв’язок, який зображується 
формулами

2 η,
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де Aiq(Xk)— алгебричне доповнення у визначнику Δ(λк) елемента, 
що стоїть на перетині 1-го рядка і q-го стовпця;

2) існує єдина функція Гріна Gk{t,r) задачі (29'), (ЗО').

У квадраті Ііт, крім сторін т = 0 і т = Т, функції Gk(t, r), k £  N, 

визначаються формулами [175]

^  и -ч М /Л ~п+1/2 ^  гг exp (iVXHaq(t - г))
Gk(t, т) =  ---- ----- ^  11 --- ТТа2 - а 2)--- Х

9=1 1<г<п σ4\σ4 σν)
гфч, r?q-n

(  1 + //. exp (і\/Хка„Т) \
x egn (t-r) + -— -— Ц -гт= , к Є Μ. (40)

\ 1 - /<ехр (іу/ХкачГ) )

На сторонах т = 0 і τ = Т квадрата Ііт кожна з функцій Gk(t, r), k £ 

£  І'!, довнзначуєтьєя за неперервністю справа і зліва, відповідно.

Для кожного Ак £ А розв’язки задач (29), (ЗО') і (29'), (ЗО) 

виражаються формулами

т

Uk(t) = J  Gk(t,r)fk(T)dT, (41)

о

W )  = -2-1 Σ Σ Σ  Di,.(Xk)S!,n_q(-Xk)<1-r» 2 X
Ч = 1 1=1 1-І

x (<Tg(l — μβ\ρ(ί\/Χ^σ4Τ))D(Xk))~l exp [i\/Xk(rqt)(pik, (42)

де Di, (Xk) - визначник, отриманий з визначника D(Xk) викреслю

ванням 1-го рядка і r-го єтовиця; ,S'(" - сума всіх можливих добутків

чисел σΊ , q = 1.....2n, q Ф о, взятих у кількості β (,5'q ξ  1).

На основі формул (28) і (31) розв’язок задачі (19)—(21) формаль

но зображується рядом

ОО

u(t,x) = Σ  (Uk\t) + Vk(t))Xk(x). (43)
к =  \

У загальному випадку ряд (43) є розбіжним, бо відмінні від нуля 

вирази

1 - μ exp (i\f\^aqT). q = 1, ...,2η,

що входять знаменниками у формули (40) і (42), можуть бути як 

завгодно малими за модулем для нескінченної множини значень Ад. £ 

£ А. Тому питання про існування розв’язку задачі (19)—(21), взагалі, 

пов’язане з проблемою малих знаменників.
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Якщо

N N

ψι(χ) = ^2 <ршХк^ ’ 1 ~ ι ’ ···’2η> f ( t ’x) = Y ^ ^ k^ Xk^ ' N  < 00’ 
fc = l fc = l

то за умов (36), (37) завжди існує єдиний розв’язок задачі (19)-(21). 

У загальному випадку справедливі такі твердження.

Теорема 6 . Нехай для всіх Хк Є А справджується умова 

(37) і нехай \μ\ ф 1. Якщо функції f(t,x) та φι(χ), І = 1,..., 2п, 

задовольняють умови

/  є  c (°'ho){Q), Lr°f(t,x)\9G = 0 ,ro = 0,l,...,[ho/2], (44)

ψι Є Gh‘ (G), Lr'w(x)\dG = 0, r, = 0,1, ...,[ht/ 2], / = 1, ...,2η, (45) 

де ho = [Зр/2] + 2, hi = [Зр/2] + / + 1, / = 1,..., 2n, т о для довіль

них чисел T, a j, j  = 0,1, ...,n, 6у4, І = 1, ...,2η, j  + 2s < 2n, j  < 2η,

існує єдиний розв’язок задачі (19)-(21), який належить до про

стору C 2n(Q) і неперервно залежить від функцій f(t,x ) і <рі(х), 

І = 1,..., 2п.

Д о в е д е н н я . Для визначника D( А*) та його мінорів 

справедливі такі оцінки:

\D(Xk)\>c3x f ,  (46)

|Dw(Afc)|<c4A"2-t(2n+1-i)/2], r , l=  l,...,2n. (47)

Із формул (40)—(42) та оцінок (46), (47) одержуємо

2 п .(l-2n+g)/2 Т.

К 9)(*)| <  с 5 Σ  η ---— ( . π -  T v, /  Ι Λ ( ί ) | Λ .  (4 8 )
o<t<r' ^  μ  - μ exp (i\/XkajT)\J

0

2η 2 η \<?/2 —Г(2п + 1 —/)/2]i ,

max |vis> « ) | < < , V V A ------, '№ „
ι<ί<Τ 11 - μ exp (iyAk^jT) І

(49)

де q =  0,1,..., 2п, сталі С5 і cg не залежать від А*,. Якщо функції f(t, х) 

і ψι(χ),1 = 1,..., 2n, задовольняють умови (44), (45), то з формул (27) 

випливає, що

max,|/fc( i)| < C7A-/lo/2||/||c(0,)>o)(Q), (50)

\m\< /*'/2H^llc'*i(G), i - l , -,2η. (51)

На основі формули (43) та оцінок (24), (25), (38), (48)—(51) одержу

ємо таку оцінку для норми розв’язку розглядуваної задачі:
ОО

iMic-  ̂< <*іі/нС(о.Ьо)(я Σ *1/2+(1-м/р+
/.·=1
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+ c io E i iw iU ( G ) E fcl/i+(1'
-М/Р 

1 = 1 k = 1

де cg, сю ~ додатні сталі, що не залежать від k. Зі збіжності рядів у 

правій частині останньої нерівності випливає доведення теореми. ■

Теорема 7. Нехай |μ| = 1, для всіх Хк Є Λ справджуються 

умови (36), (37) і нехай існують додатні сталі М  та  7 такі, 

що для всіх (крім скінченного числа) значень Хк € Λ виконуються

нерівності

|1 - μ ехр ( i^ h a jT )  \ > M A"7, j  = 1.....2п. (52)

Якщо функції f(t, x) і <рі(х), І = 1, ·.·, 2п, задовольняють умови (44),
(45), де ho =  [Зр/2] + 2(7 + 1), Іц = [Зр/2] + 27 + І + 1, І =  

= 1,...,2п, то для довільних bij3, І =  1,..., 2 n, j  + 2s < 2 n ,J  < 2 η, 

існує єдиний розв’язок задачі (19)-(21) з простору C 2n(Q), який 

неперервно залежить від функцій f(t,x ) г φι(χ), І =  1, ...,2п.

Д о в е д е н н я . На основі формул (41)—(43) та оцінок (24), (25),

(46)—(52), використовуючи схему доведення теореми 6, отримуємо 

нерівність

2 п

I M I c 2"(Q ) — с П ІІ / І ІС (0.*о)(0) +  С12 Σ  IN I c * i ( f f ) >

1 = 1

з якої випливає доведення теореми, ш

Вияснимо, наскільки “багата” множиназадач (19)—(21), для яких 

виконуються нерівності (52). Скористаємося таким твердженням, 

доведення якого проводиться за схемою доведення леми 3.2 із вра

хуванням оцінок (24).

Лема 1. Нехай Ф(А^) - обмежена послідовність дійсних чисел. 

Тоді нерівність

|ф (а* )-
Td

K
< -p/T+r+s ’ 0 < J < 1, /i,p Є N, А* Є Л, (53)

для майже всіх (стосовно міри Лебега в E j чисел Т > 0 справджу

ється для всіх (крім скінченного числа) пар (Ak,d) : Xk £  A, d Є Z.

Теорема 8 . Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Ш) чисел 

Т > 0 та довільних фіксованих μ, |μ| = 1, і a j , j  =  0, l,...,n , 

нерівності (52) виконуються при 7 > р/2 для всіх ( крім скінченного 

числа) значень Хк Є А.
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Д о в е д е н н я . На основі рівності (39), використовуючи 
елементарну нерівність

Vi; Є [0, π /2] sin ж > 2х/ж ,

одержуємо, що при І//j = 1 справджуються оцінки

хЛ^г

де j  = 1, ...,2n, dj(Afc) - ціле число, для якого 

arg μ + σ,

(54)

-dj(X  ,) <  1/ 2 -
Із (54) на основі леми 1 випливає, що для всіх (крім скінченного 

числа) А*,. Є Л і для майже всіх чисел Т > 0 справджуються оцінки

|1 - μβχρ (iy/b*jT)\  > 2TAJp/2_i, j  = 1, ...,2n, J > 0. 

Теорему доведено. ■

7.3. Слабконелінійні гіперболічні рівняння

7.3.1. Рівняння з однорідною за порядком диференціювання ліній

ною частиною. В області D 1 розглядаємо задачу [39, 40]

diu(t, ж)

dv

j =о

dj u(t, ж)

t=о dV

=  s f ( t ,x ,u ( t ,  ж)),

= 0, j  = 0,1 .......η — 1,
ι=τ

(55)

(56)

(55')

де aj Є R, j  — 0 ,1, . . . , η, α„ = 1, ε, μ Є С, μ φ 0; 1. Рівняння

Ри =  0

є строго гіперболічним за Петровськнм; функція /(<, ж, z) визначена, 

неперервна за всіма змінними і досить гладка за х і ; в області

В =  {(/,ж,г): ( t .x )e D 1, |r|<r<oo}.

Вигляд області D 1 пакладас умови 27г-періодичності за змінною 

х на функції u{t, ж) і /(<, ж, u(t, ж)).

Розв’язок задачі шукаємо у вигляді ряду

u (t, х) = Σ  (<) ехр( гі-ж). (57)

І*І>о

Підставивши ряд (57) у рівняння (55) та умови (56), для визначен

ня коефіцієнтів «fc(<), k Є Z, одержуємо таку крайову задачу для
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нескінченної системи звичайних диференціальних рівнянь:

П

y~'j aj(ik)n~j ιι^\ί) = ε/k (<,{«,„(<)}), k,m  Є Z, (58)

j=o

Mj ttfc Ξ «'j ) (0) - ,ш[л (T) = 0, J = 0,1......... n - l , i € Z ,  (59)

2tt

fk (/,{«.»(<)}) =  /  /(*.* ,  Σ  »rn(<) exp(ffltg)) ^  · (60)

o M>°

Покажемо, що задача (55), (56) еквівалентна деякому нелінійно

му інтегральному рівнянню.

Для кожного k Є 2 розглянемо задачу з умовами (59) для ліній

ного рівняння
П

£ a JW * - i t # )(0 = 0. (58')

j=o

Згідно з припущенням про строгу гіперболічність рівняння (55') 

корені рівняння
П

Σ > α' = °,

j=o

які позначимо Aj, j  = 1,... ,п, є дійсними та різними. Тому рівняння 

(58') має таку фундаментальну систему розв’язків:

.*«>={?*“>*·>■ 111}іа]· ......

а характеристичний визначник А (А·) задачі (58'), (59) обчислюється 

за формулою

.... ί (i*)"("-|,/2 П (А,-АР) П ( 1-/*ехр(»-А^Т)),
Δ(λ,·)= < і<р<ч<п j =i

[ (1 - μ ) Βΐ!2! . ..(π - 1)!, fc = 0, Α·6 Ζ\{0}.

Зауваження 3. З формули (61) випливає, що визначник А(к) не 

дорівнює нулю для всіх к Є Ζ тоді і тільки тоді, коли виконується 

хоча б одна з умов:

1) Η  Φ І;
2) Vr/ Є E, VA· Є 2, \ {0} Xj кТ + arg μ ф 2щ, j  - Ι , . , . ,η .

Надалі вважатимемо, що Δ(Α·) ^  0 для всіх к Є Ζ. Тоді задача 

(55'), (56) не може мати двох різних розв’язків (див. [205]), і для
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кожного k £ 7L існує єдина функція Гріна G'fc(<,r) задачі (58'), (59). 

У квадраті І\т, крім сторін т = 0 і r = Т, функції Gk(t,r),k  Є 

визначаються формулами

Gk(t,r) = 2 1 (гА:)1 ” Σ  exp(iXjk(t - r)) f j  (А̂  - Xq) 1:

(1 - μ Τ 1 

■(п-2)!
n j  Tn - J  I , ι ( τ  _  ψ \ η-ί .

■ £ g - · ^  b - , > !  ·

G0(i,r) = (2(71 — 1)!) ^ s g n ^ - r j^ - r ) "  1 + ^  . (^—2)! X

(62)

(63)

j = i P=i ( n- j ) !

де Δ j p, p = 1,.. . ,  j  , j  = Ι , . , . ,η ,-  алгебричне доповнення у визнач

нику det, II M j_ i /7’“ 11 i=i елемента, що стоїть на перетині j-ro рядка 

і р-го стовпця. На стороні т = 0 (r = Т) квадрата А'у кожна з функ

цій Gk(t, т),к Є Z, доозначується за неперервністю справа (зліва).

За допомогою системи функцій G*(/, т),к Є Z, задачу (58), (59) 

зводимо до еквівалентної їй нескінченної системи нелінійних інте- 

гральннх рівнянь

Т

uk(t) = ε J  Gk{t,r)fk(T,um(T))dT, k ,m € Z . (64) 

o

Припустимо, що ряд

(27г)-1 Σ  Gfc(<,r)ехр(»*(*-ξ))  (65)
|fc|>0

рівномірно збігається в області D 1xD1, і позначимо через K (t , х, т, ξ) 

його суму. Тоді задача (55), (56) еквівалентна такому нелінійному 

інтегральному рівнянню:

u(t,x) =  e j  Κ (ί,χ ,τ ,ξ)/(τ ,ξ,η (τ ,ξ))άτάξ. (66)

D 1

Збіжність ряду (65) пов’язана взагалі з проблемою малих знамен

ників, бо відмінні від нуля вирази

1 — μ ехр (iXjkT), j  = 1 , . . . , η,

що входять знаменниками у формулу (62), можуть набувати як 

завгодно малих за модулем значень для нескінченного числа цілих k.

§7. Гіперболічні рівняння 65

Зауважимо, що при \μ\ ф \ малі знаменники відсутні; це випливає 
зі справедливості таких оцінок:

VfcGZ\{ 0} |1 — μexp(iXjkT)\ > |1 — |μ||, j = = l , . . . , n .

ιορι 
т

/■

Отже, із формул (62), (63) одержуємо такі оцінки: 
т

дс> . „  . , ,
Стах 

о <t<T діч
Gk(t, τ)άτ

<

2T\k\l - n + q Σ лі9)11 — μ ехр(*А_7-ЛГ)І 1 + Snq, \μ\ =  1,
з = i

(1 + І μ І) 11 - |μ||-1Τ|*|1-η+« Σ л}?) + δη4, |μ| φ 1,
3 =  1

тах
0<t<T

τ)άτ < с0Т-*,

(67)

(68)

Д е

k£Z\{ 0}, Λ)9' =  |Aj|'' Д  \Xj - Am|_1, q = 0, Ι , . , . ,η ,
n = l

Μ·»-ρ|1-μ| 

2( p- l ) !

p-j-l
) ; M = maxfl, |μ|}.

j = l /i = l

Якщо |μ| = L, το збіжність ряду (65) пов’язана з проблемою 

малих знаменників; однак покажемо, що в цьому випадку для майже 

всіх (стосовно міри Лебега в Е) чисел pj = XjT/(2n), j  = Ι , . , . ,η ,  

малі знаменники лише незначною мірою погіршують збіжність цього 

ряду.

Лема 2. Якщо |μ| = 1, то для майже кожного (стосовно міри 

Лебега в RJ числа β = ХТ/(2л·), А Є К, ряд

5 =  Σ  І*Г <?І1 -μβχρίίΑΑτΓ)!-1 (69)

|fc|>0

збігається, якщо q > 1.

Д о в е д е н н я . Д л я  довільного д ій с н о г о  А і |μ| = 1 справедлива 
оцінка (див. теорему 8)

|1-μβχρ(*ΑΑ;Τ)| = 2 sin (*·( — — —  -</(&)))[ > (70ι

> Іfik + argμ /(2π) - d(k)\,
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де k Є Z \ {0}, a d(k) - ціле число, для якого

\pk + arg/^/(2тг) — d(k)\ < 1/ 2.

Враховуючи (69), (70), одержуємо

S < Σ  W~4№k + "8 ^ /(2 » ) - d(k)]-1 =  Si + S,, (71)

l*l>o

Де
ОО

Sj =53fe-«|/?fc-(-l)i(argAi/(2 jr)-dj ( * ) ) r 1. j  =  2- (72)
fc =  l

rfi(ifc) =  d(k), d-,(k) =  d(-k).

Для доведення збіжності рядів (72) скористаємось ідеєю доведен

ня леми 2 з [9]. Розглянемо ряд Si і побудуємо ряди ,S'[P' такого ж 

вигляду, як і S\:

5 ίΡ) =  Σ  ( λ'<Ρ ))  4 К Р) +  a rS / * / ( 27Г) -  Ф , (Р)) Г 1- Р  Є  N, (73) 

fe,(p)enp

де Ωρ C N - множина тнх λ·|ρ\ / = 1,2,.. . ,  к/̂ \ > к[РІ, для яких 

справджується нерівність

2_р_1 < |/?fc,(p) + arg μ/('2π) - d(k\p)) | < 2“p, рЄ  N. (74)

Очевидно, що
ОО

Р= 1

а тому для доведення збіжності ряду 5і досить показати, що

со

Σ  < °°·
ρ=1

З оцінок (74) знаходимо, що

И */+1 - kiP>) - - Ф / (Р))) І < 2"р- Р Є N. (75)

Згідно з теоремою 3.1 (див. також [9]), для майже кожного числа β 

існує стала сх = сі (/?) > 0 така, що нерівність

х (76)
У с ^ - к ^ у 1-6, 0 < δ < 1,

справджується для кожного к\р  ̂Є Ωρ.
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З оцінок (75), (76) випливає, що для майже кожного числа β

rnp =  rnin (klP+\ - Jk;(p)) > (2pCl)1/(1+i), р Є N. (77)
Ω ρ

Очевидно, що для кожного к{р  ̂ Є Ωρ справедлива оцінка

к\р  ̂> (І — l)mp + klP\ (78)

Із леми 3.2 одержуємо, що для майже кожного (стосовно міри Лебега 

в Ші)числа β  існує стала с·, = αη (β ) > 0, для якої нерівність

Ірк\р) + argμ/(2π) - d{kip])\> c2(fc((p))“ 1_", 0 < σ < 1, (79)

справджується для всіх Є Ωρ. Тому з оцінок (74) і (79) маємо, 

що для майже всіх чисел β

klp) > (2рс2)1/(1+<7), к\р) Є Ωρ. (80)

Не обмежуючи загальності, покладемо в (80) σ = δ. Тоді з оцінок 

(77), (78) і (80) отримуємо

кір) > ( l - l )  (2рСі)1/(1+й) + (2pc2)1/(1+<S) >

> 2рМ+»)сі, кір) є Ωρ, (81)

Де

C  = (n1in{ci,c2})l/(1+i).

Ha. основі формули (73), враховуючи оцінки (74) і (81), одержу

ємо, що для майже кожного (стосовно міри Лебега в Ші) числа β  

справедлива оцінка

ОО ОО ОО

Si = σ s i < 2c~4 j 2 2P{1+s~4)/(1+i)J 2 l~4 =
p = l ρ=1 /=1

ОО

_  2(2+2ί-ν)/(1+<5)^7-4(ΐ — 2(1+iS'"5')/(1+<5))-1 Σ,Ι 4 <  °° ·

(=1

Збіжність ряду S'> доводиться аналогічно. Лему доведено. ■

Із формул (62), (63) і леми 2 випливає, що для довільного μ Є 

Є  С \ {0; 1} і для майже всіх (стосовно міри Лебега в К) чисел /?j = 

= XjT/(2π), j  = Ι , . , . ,η ,  при η > 3 ряд (65) рівномірно збігається в 

області D 1 x D 1.

Розглянемо тепер питання про існування розв’язку інтегрально

го рівняння (66) з простору C n(D l ). Введемо такі позначення:

di+‘ f(t,x ,z)
f — max max 

0< j+ a< 4  B dx·* dzs
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S(r) = {?< Є Cn(D 1) : |Η|ο(β>) < r < 00} ;

pj = Σ  ]*Ґ2|1 -/iexpiiA^-T)!-1, j =  ι , . , . ,η ;
I Α; J > Ο

Ει = Σ  ^ ]Pj, А  = E  лу\ / = 0,1 .........
j  = 1 j' = l

де Λ*0 - ті ж самі, що в оцінках (67);

7 = с0(1 - Тп) (1 - T-1) ; х , =  Е  1*1-’ . 9 >2,3;
І*І>о

*і(у) = {У3[2Г (  Е (п  + 1 - 1)Е, + х3) + 7]}/; 
ч;=о 7

ф2̂> = 'k  (^ІЧИІ^2 І > +1 -/)д + "3) + ?}'■

Теорема 9. Нєхий п > 3, о (функція f(t,x ,z) неперервна за 
і і має обмежені похідні за змінними χ,ζ до четвертого порядку 

включно в області В. Тоді, якщо |μ| = 1, то для майже кожного 

(стосовно міри Лебега в Щ.) числа 0j =  λ/Γ/(2π), j  =  Ι , . , . ,η ,  

ι для всіх ε, |ε| < ει, а якщо |μ| ф 1, то для довільних Т > 0 

та aj, j  = 0, Ι , . , . ,η ,  і для всіх ε, |ε| < εο, існує єдиний розв'язок 

рівняння (66), який належить замкненій кулі S(r) C C "(D l ), де

Д о в е д е н н я . Скористаємось принципом стискуючих ві

дображень. Розглянемо випадок |//| = 1. Запишемо рівняння (66) у 
вигляді

« = Аи,

де ,4 - нелінійний інтегральний оператор

Αη = ε j  Ι\ (ί,χ,τ,ξ)/(τ,ξ,η(τ,ξ))(ΐΓ(Ιξ, (82)

D■

визначений у кулі S'(r). Покажемо, що оператор А переводить кулю 

5(г) в себе. Якщо функція u(t, х), яка зображується рядом вигляду 

(57), належить кулі S(r), то на підставі формули (60) одержуємо

daf(t,x ,u(t,x ))

дха 

а  =  0,1,2,3.

(83)
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Користуючись правилом диференціювання складної функції, знахо

димо, що

daf(l,x ,u (t,x ))
max
D ' дха

< / ( 1  + ΙΜ Ιο (β ·)Γ  < ( l + ’-)w/, (84)

α = 0,1,2,3.

Тепер, використовуючи оцінки (67), (68), (83) та (84), з формули 

(82)знаходимо

II . m . kl & + S
ІИ»||с’'(/)ч < «- L  L ·  n^ x2 π ' d 1

|fc|>0j+i<n
OlJ dx

r x

f  f  (τ,ξ,η(τ,ξ))βχρ(ίΙ{(χ - ξ)) drd£\ < |f| x

x E  Σ
|fc|>0j+»<n O'

9 3 + ·

dvdx

I

—J  Gk(t, r)fk (r, {«m(r)}) dr exp(ilcx) | <

< 2Ϊ'(1 + r)3|c|/ E  Σ  Σ  ЛУ11A‘I -|1-//exp(tA,A.T)| J +
;+.< <n IA*J>0 /= 1

+ И(1 + г)3/  Σ  |t|-3 + / c o E 7 ’- ' '< H « i ( l  + r) =
|fe|>o 4-0

— /  ̂ (1 + r )3 (2Y1 ̂  Σ (»  + l — l)) Ei + u>3j  + uij  < v. (85)

Покажемо тепер, що оператор .4 є оператором стиску. Нехай функ

ції u\(t,x), 112(1, х) належать кулі S(r). Позначимо

F (t ,x )  : /  (t, x , uy(t,x )) -  f  (t,x , u2(t, x ) ) ,

ii (t , x) ξ  0u\(t, x) + (1 — 6)112(1, x), 0 < Θ < 1.

Із формули (82), враховуючи лему 2, оцінки (67), (68), (85) та 

формулу Лагранжа про скінченні прирости, одержуємо, що для 

майже кожного числа 3j, j  = 1.......η, справджується оцінка

IIА«2 - -4tii||c»(o>) <

C n(D x)
- /  Σ  Gk(t,r)F(T,t)exp(ik(x-ξ))άτ(Ιξ

о  і

< /k|(2 + *·)3||«2 - «i||c"(D1)x
η

(2τ ( ^ ( η + 1- 0 £’ί + χ3) + 7) = |е|Фі(2 + г)||«2 -«i||c*(Z>‘
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Таким чином, якщо |μ| = 1, а |ε|Ψι(2 + r) < 1, то оператор А, 

визначений формулою (82), є оператором стиску для майже всіх 

(стосовно міри Лебега) чисел flj, j  = 1 , . . . , η.

Згідно з теоремою 2.6 інтегральне рівняння (66), а отже, і задача 

(55), (56), має єдиний розв’язок. У випадку, коли \μ\ ф 1, доведення 

теореми проводиться за тією ж схемою. Теорему доведено. ■

Зауваження Розв’язок задачі (55), (56) можна шукати як 

границю послідовності ·{«,($, ж)}, де u\(t,x) - довільна функція з 

кулі 5(7’) і а
us+i(t,x) = Aus(t, x), s £ N, 

де А - інтегральний оператор, визначений формулою (66).

7.3.2. Рівняння з молодшими членами в лінійній частині. В області 

D 1 розглядаємо задачу [37]

П Λ л

Р\ « Ξ  П ( — - a j—  - &,·)«(<, x) = cf(t,x , u(t,x)), (86)

j  = i J

Σ *j-(
j<n

/ =  1 , . . . , 7 7 ,

де ε, μ Є C \ {0}, a.j Є E, j  = Ι , . , . ,η ,  dtjs £  C, / = 1,.. . ,  n, j  + s < n, 

j  < n, bj £  C, Rebj φ Rebi, j , l  = 1, j  ф /; у рівнянні (86) деякі з 

чисел aj можуть збігатися . Позначимо: nj - кратність коефіцієнта 

« , ; ω =  max{ ιιΊ}.
j

Вигляд області D 1 накладає умови 27г-періодичноєті за змінною 

х на функції и(і, л) і /(/, х, «(/, х)). Припустимо, що функція f(t, х, с) 

визначена, неперервна за і і досить гладка за змінними x і ζ в області 

В  = {(<, x, z) : (t, x) £ D 1, |г| < r < оо}.

Розглянемо спочатку лінійну задачу з умовами (87) для рівняння

Рій = 0. (86')

Її розв’язок зображується у вигляді ряду

U°(t,x)=  Σ  uk(t) exp(ikx).

|fc|>0

Кожна з функцій «£(<)> k £ Ж, є розв’язком такої задачі:

П j

n ( ^ - 7 j (A)) « fc(0 = ° ’ (88)
j=1

д \ * /д-'и{1, х)

д х ) V дР ( =  0
μ ~

dj u (t , х]

сШ І t=T
) = 0. (87)
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Σ , ^ ],(^Υ (η [η (0)- μν[η ( Τ ) )= 0, 1 = Ι , . , . ,η ,  (89)
j+s<n 
.і < 'I

д е

7j (k) = Re bj + i(a.jk + Im bj), j  =  1, .. .,  n. (90)

Враховуючи (90), отримуємо такі оцінки:

Г Г і ПА /ι.ί|-1 j  C Fj~ 'l j\k\-n+n’ , кф  0,
]__[ b j ( k )  7»(^ ')І p i - n  д. _  g   ̂̂

j  =  Ι , . , . ,η ,

Д е

Fj = min \bj — 6,|, j  = 1,.. . ,  n, C = C(lm bj,aj,n.j).
9 =  1 , . . . ,  П

Рівняння (88) має таку фундаментальну систему розв’язків:

ukj(t) = ехр(тj(k)t), j  = 1 , . . . , 77, (92)

а характеристичний визначник А(к) задачі (88), (89) знаходиться за

формулою

П

Д ( * )  =  В Д Д ( 1 - р е хр(7 .j ( k ) T ) )  Π  ( 7 , ( * ) - 7 ρ ( * ) ) ,  (93 )

j —1

Д е

n + l-j

D(k) = det. II V  d , j . lit(ik)·
11 ТҐа 1 ‘J'=1

Із формул (90), (93) випливає, що А(к) ф 0 для всіх к £  Z тоді і 

тільки тоді, коли виконуються умови

Vfc Є Z 1 - ^exp(7j(i:)T) ^  0, j  =  1 , . . . , η; £)(&) φ 0. (94)

Позначимо через W  оператор, породжений задачею (86'), (87). 

Надалі вважатимемо, що умови (94) справджуються. Тоді (див. 

п.7.3.1) існує обернений до W  оператор W~l , який визначається 

формулою

Т 2π

W~'v = Σ  f  Gk(t,T)( fv (T ,O eM - iM )d t)dT .M ikx ), 

π l*l>0 0 ο

де v(t, x) - довільна 2^періодична функція з простору Cn(D l ), а 

Gk(t,r), к Є Z, - функція Гріна відповідної задачі (88), (89). При-
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пустимо, що ряд

(ЗтгГ1 Σ  Gk{l,r)exp(ik(x - ζ)) (95)

|fc|>0

рівномірно збігається в області D1 x D 1 (його суму позначимо 
K(t. χ, Γ,ξ)). Тоді

~xv = J  Κ(ί,χ,τ,ζ)ν(τ,ζ)(1τάξ,w-

D»

а задача (86), (87) еквівалентна нелінійному інтегральному рівнянню 

α(ί,χ) = ξ  J  Κ (1,χ,τ,ξ)/(τ,ζ,ιι(τ,ξ))άτάξ. (96)

D1

У квадраті Кт, крім сторін т = U і т = Т, функції Gk(t, т),к Є 7L, 

визначаються формулами

. П /і

J=1 07) 

X ехрb m  - r » ( s g„(t - r) + Μ Μ Ώ ).» e Z.

На стороні r = 0,(r = T) квадрата Л'т кожна з функцій Gk(t,r), 

А; Є довизначується за неперервністю справа (зліва).
Якщо

1п |μ| + Re6j7’ φ 0, j  = Ι , . , . ,η ,  (98)

то в ряді (95) малі знаменники відсутні, бо для всіх к Є 7L

|1— /iexp(7j(fc)T)| > 11 — |/fІ ехр(НеbjT)\ = Cj > 0, j  = 1 , . . . , η. (99)

Якщо ж для деякого іо, 1 < jo < 11,

ln |μ| + R ebj0T = 0, (100)

то збіжність ряду (95) пов’язана з проблемою малих знаменників. 

На основі формул (97), (94) та оцінок (99) одержимо

і дч [ і 
іах / Gk(t,T)dT\ <
t<T \діч J  К ’ І “

тах
о<

<

Ні(1 + \к\) + 6nq, ln |μ| + RebjT φ 0, j = l , . . . , n ,

(1 + |Α'Ι)( ( Яз + ΤΊ----- ΤΤ~Ί~Ι~\— ΓΤτΤ ϊ) + (101)v 11 - exp('/(o.jo;· + lmbj0)T)І /

1π \μ\ + Rebj0T =  0,
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де </ = 0, 1, . . . , η;

11

Η  ι = T J2V U )C ~ 1{1 - |μ| exp(Re bjT)) ;

.7 =  1

η

Η 2 = τ Σ  m e i 1 (1 - \μ\exp(R ebjT) ) ; Я 3 =  2 TVUoY,

З - 1
j# j  о

η

V(q) =  a,exp(|Re6?|T) J }  І7.(*) ~ 7<?(*0Г1, q = Ι , . , . ,η ;
5 =  1

aq = тах (|6<,|2,a2, |a,Ini bq\), q = Ι , . , . ,η .

Для дослідження збіжності ряду (95) за умови (100) буде потріб

не твердження, яке доводиться за схемою доведення леми 2.

Лема 3. Нехай виконується умова (95). Тоді для майже кож

ного (стосовно міри Лебега в Р.) числа aj0, 1 < jo < η, ряд

Ι*··|"~ω Iі - pexp(i(ajok + lmbjo)T)\

збігається, якщо η —ω >  2.

Розглянемо тепер питання про існування розв’язку в просторі 

C n(D x) інтегрального рівняння (96). Справедлива така теорема.

Теорема 10. Нехай η — ω > 2, а функція f(t,x ,z) неперервна за 

І і мас обмежені похідні за змінними x, z до порядку ω + 3 включно 

в області В. Якщо викопується умова (100), т о для майже всіх 

(стосовно міри Лебега в Ш) чисел α,η та для довільних фіксованих 

Im 6j 0, aj, bj, j  φ jo, і для всіх ε, |ε| < ε\ < 1, а якщо виконуються 

нерівності (98), т о для довільних Im bj, « , , j  — 1 , . . . , п, і для всіх ε, 

|ε| < ε·>, існує єдиний розв'язок рівняння (96), який належить кулі 

5(г), де S(r) визначена в п, 7,3,1,

l ' = "Н щ Т Т 7 у Ф ^ + Т )} ·  £г = тЧ іЛ Г Ї 7 ) 'Ф ^ Г Г ) } ·

Фі (?/) = 2П/Тр(п + 2)(η + 1)(1 + |μ| βχρ(σΤ))(1 + у)ш+я х 

х ( і + ехр(оТ) Σ  cyjFj-n(\Sm(lm bjoT)\-' + F ’l~n’ )) ,

Ф2(з,) = 2,1_ 1/Τ(η + 2)(η + 1)(1 + |μ| βχρ(σΤ))(1 + у)ш+2 χ

χ (2 + εχρ(σΤ) £  a jCTl F}-n(l + CF?~n’ )), 
j = 1
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σ =  max |Re6;|, р =  max (1, C- 1)
j = i  n j- l,...,n, J

ІФІо

Д о в е д е н н я . Розглянемо випадок, коли виконується умова 

(100). Покажемо, що оператор

Au = є J  Κ (1,χ ,τ,ξ)/(τ,ξ,ιι(τ,ξ))άτάζ, (102)

D1

визначений у кулі 5(г), переводить цю кулю в себе. Використовую

чи оцінки (91), (101) та оцінки (83), (84) (в яких а  = 0 ,1 , . . . ,и> + 2), 

з (102) одержуємо

||Лм||с«(о») < |ε|Φι(1 + г) < г.

Далі, використовуючи схему доведення теореми 9, одержуємо оцінку

IIАи2 -  Ли1||Сп(0 . ) < |ε|Φι(2 + г)||м2 -  «і||с»(/)‘ )>

з якої випливає, що при |ε|Φι(2 + »') < 1 оператор .4, визначений 

формулою (102), є оператором стиску для майже всіх (стосовно міри 

Лебега) чисел aj0.

Згідно з теоремою 2.6 інтегральне рівняння (96), а отже, і задача 

(86), (87), має єдиний розв’язок u(t,x) Є S{r). У випадку, коли вико

нуються нерівності (98), доведення теореми проводиться аналогічно. 

Теорему доведено. ■

Зауваження 5. Розв’язок задачі (86), (87) можна шукати як 

границю послідовності {«,(<, я)}, де ui(t,x) - довільна функція з 

кулі 5(г),

us+i(t,x) = ,4u,(M ‘), s Є Μ,

А - інтегральний оператор, визначений формулою (102).

7.4. Задача з інтегральними умовами 

для гіперболічних рівнянь 

зі сталими коефіцієнтами

В області Вр розглянемо задачу

έ  Σ  a’ dtn-adx[l ...dxp” ~ ° ’
α=0|«| =  α 1 f

T

J  u(t,x)tj dt = tfij(x), j  =  0, 1, . . . ,  n - 1. (104)
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Рівняння (103) вважаємо строго гіперболічним за Петровськнм, тоб

то «о = 1 і характеристичне рівняння

П

Σ Σ α'Ίη~αηϊ··-її' = ° (105)
α=0 |s|=q

має різні дійсні корені 7і (»?),·■·, 7п(»?) для всіх η Є Мр\{0}. Нехай 
функції ipj(x), j  = 0, 1, є майже періодичними зі спектром

{Рк = (μk,, ■ ■ ■, μkμ)}kζΈ,̂ ' =  Мр і допускають розвинення в ряди
Ф ур ’є вигляду

ψΛχ) = Σ ехр (w.*). μ-̂ = -/'*,
k̂ Hjf

причому існують додатні константи d i, d2, σ такі, що

di\W  > ІКЦ > d2\\k\f, (106)

де \Ш\2 = μ Ι +  . . .  + < ■

Майже періодичний за х зі спектром Мр розв’язок u(t,x) задачі

(103), (104) шукаємо у вигляді ряду

ιι{ί,χ) = Σ “*■(<) ехр («>*.·, J·'), (107)
к£ІР

коефіцієнти гц. (/.), к Є Z?>, якого визначаються як розв’язки задач

Σ Σ  « · № « ■ ) ' ' =  <"»>
«=0|j| = c> г= 1

J  uk{t)tj dt =  ifijk, j  = Ο, .-. ,η- 1, k £ Z p\{ 0},

dnu0(t)

(109)

dt'*

τ

= 0, (108')

j  u0(l)lj dt = <Pj,{o)· (109')

Задача (108'), (109') має єдиний розв’язок uo(t), який є многочленом 

(п — 1)-го степеня.

Загальний розв’язок рівняння (108) має вигляд

П

ик (о = Σ °rk ехр ('7r ) ’ (110)
г = 1
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Де 7r ( p k )  =  7rfc) r — 1 , · · ■ , η ,  - корені рівняння

n  p

E E a" I l ^ r  =  0’ * є 2Л { о ь
а = П |,| = 0

Підставивши функцію (L10) в умови (109), отримаємо таку сис
тему лінійних алгебричних рівнянь для знаходження коефіцієнтів 

Crk , ?* — 1, · · · j П :

А  / ехр (ilrkT)Tj j  ехр (нгкТЇТІ-1 j ( j  - 1)7·'- 

^ С’ к \ і~1гк ( Н г к ) 2 ( Н г к ) 3

X

r = 1

x (- l)J (exp (ιη/гкТ) - 1)) = ifjk, j  = 0,.. . , η -  1; 0! = 0. (111)

Головний визначник системи (111) має вигляд 

А (р к,п) =
ехр (»7 U. Г) - 1 

Пік
ех-РІНікТ) _  е х р (п ік Т )  -  1 

П ік  (П ік )2

ехр(пікТ) | ^  t ехр(»7и Г) - 1

П ік  ( н ік )п

ехР(Нпк-Т)Т -  1 

ІУпк
ехр (П пкТ )Т  _  ехр (HnkT) - 1 

Н и к  ( Н п к ) “

ЄХР (П пкТ )Т п 1 , 1)Г Ї 1 Ιγι 1 )!ЄХР ^~ІпкТ) ~ 1

*7«fc ІП пк)п

Справедливе твердження, яке доводиться за схемою доведення 

теореми 4.1.

Теорема 11. Для того щоб задача (103), (104) мала не більше 

одного майже періодичного за х зі спектром Мр розв ’язку у прос

торі Cg(Bp), необхідно і достатньо, щоб визначник А (рк,п) не 

дорівнював нулю для всіх рк Є Мр\{0}.

Вважаючи, що А(рк,п) ф 0, з системи (111) знаходимо

' - і ......
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де Δ ij(pk,n) - визначник, отриманий з А(рк,п) викреслюванням 

1-го рядка і j-ro стовпчика. Тоді на підставі формул (107), (110) 

отримуємо розв’язок «(χ,ί) задачі (103), (104) у вигляді формально
го ряду

u(x.t) = «о(0+

+ Σ  Σ  (~] )J+' \T.) Π *  exP ( » +  (Pk,x)))· (112)
||fc||>o/J = i “ U k ' >

Визначник A (p k, n ), будучи відмінним від нуля, може прямувати 

ДО нуля ДЛЯ деякої ПІДПОСЛІДОВНОСТІ векторів Рк Є Мр, що може 

перешкоджати збіжності ряду (112).

Теорема 12. Нехай має місце єдиність розв’язку задачі (103),

(104), нехай існують стала С\ > 0 і η Є N такі, що для всіх 

Рк Є Мр\{0} виконується нерівність

|Д(/і*,п)|>Сг|М -\  (113)

і нехай ipj Є C7g+̂P̂ <,̂ (KP), j  = 0, . . . ,η  —1. Тоді існує розв’язок 

и Є (·β(Βρ) задачі (103), (104).

Д о в е д е н н я . Безпосередньою перевіркою встановлюємо 

належність ряду (112) до простору С^(ВР). При цьому використо

вуємо (106) і очевидні нерівності

|Aji(/U-,«)l < Ci\[Pk\\~\ C-і > 0, j, І = Ι , . , . ,η .  ■

Зауваження 6. Розв’язок задачі (103), (104), що зображується 

у вигляді ряду (112), природним чином продовжується на ®р+1, а 

у випадку, коли tpj0 = 0, j  =  0, 1, . . . , η - 1, є майже періодичним 
також за змінною t.

Вияснимо, коли ж виконується нерівність (113). Позначимо 

Δι (pk ,n ) =  A (p k,n ) П  (H rk )" =
r  =  l

ІНік)n — 1 exp (i7ifcT) - (*7ifc)n-1 

(Hik)n~lT exp (нікТ) - (н ік )п~2 exp (г'7и.Т) + (»7u )n~2 . ..

E i (- l) j+1g ^ ( * 7u-7,)n _ iexp (i7i*T) + (—l)” (n - 1)! ...

(*7nfc)"-1 exp (HnkT) - (nnk)n~l
■ ■ ■ (Hnk)n~lT exp ( n „ k ) - (hnk)n~2 exp (HnkT) + ( н пк)п~2

■ ■ ■ E ( - l ) j+1{ ^ ( n „ / J T - J exp (HnkT) + (—l)"(n  - 1)!
j =i ’
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Визначник Δι(μ*,η) можна записати у вигляді 

Δι(μ*,η) = P0(7fc)+

+ Σ ( Σ exp ( . τ Σ τ ϊ . * ) ) ^ ... .ф ь > П
j = l 4 / | , ... >·} * = 1 '

l r r ?

де 7^ =  (7ife,...,7nfe).

—(*7u·)"- 1

Pohk)
( h  ik)n~2 

(_l)"+ i(n  - 1)!

— (*7»fc)”  1 

(»7nfc)n _ 2

(—l) "+1(i» — 1)!

Ph,...,ij(7k,T) — поліноми від 7u-,. . . , 7„fc, T, причому степінь поліно

ма Pi u i,(7fc,T) відносно Г дорівнює (2 n - j- l) j/2 , j  =  Ι , . , . ,η -  І. 

Побудуємо функції j  = 0 ,1 , . . . , 2" - 3:

Уо(Т) =  ^ Μ μ , , η ) ,

ia(T)

0ιΟΠ = ^  (ехр (-*7u-T)</0(T)) 

d"

d,Tn

dn

(exp (-i(72fc - lik)T)gi(T)),

9з(Т) = (exp (-*(73* - rik)T)<MT)).

Далі продовжимо цей процес так: кожну наступну функцію </,+і 

отримуємо З попередньої Qi винесенням за дужки однієї з експонент, 

що міститься в (/,·, а функцію, що залишається в дужках, диферен

ціюємо (су + 1) раз за змінною Т, де «  - степінь полінома за Т, що 

був коефіцієнтом біля цієї експоненти. Таким чином, функція gi+ι 

містить доданків-експонент рівно на один менше, НІ Ж </;. 

Безпосереднім підрахунком отримуємо

02»-4 (Т) =  Qi (7k, т) exp(i(73fc - 72k )T) + Q2 (7fc, Л  exp(*(73A: - 7lfcЮ .

де Q j(jk ,T ), j  =  1,2, - поліном степеня (η — l)n/2 за змінною T, 

exp(i(73fc — 72fc)T) - експонента, отримана після всіх перетворень

в Δι(μ*, n), exp(-»(73fc - 7ik)T) — відповідно зз ехр ( . • e V )  
4 і= 1 7

J*2
n — 1

ехр ( і Σ  ХікТ) в Δι(μ*, п);
4 і  =  2  7
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j(n3-n+2)/2 .

<72"-з(Г) = (Qi(7fc>T)+

+ Q2(7fc. Л  exp(*'(72fe -7и-)Г)) = 0 3(7fc,3,)exp(i(72fc-7ifc)r)· (114) 

Позначимо «2 = {2, 3 , . . . , η}. При цьому

g 3(7*,T) = Tn^ / 2f l ( i ljk )n-i j ^ l r k  x

j  = l r=2
n

x (* Σ _ 7u) П ('(""!'>· + ■ ■ · + 7/„-2fc))n x
9 = 2 (/i ..,/„_2)€»2

x П (*(7i,fe + · · ■ + 7i„-3fc - 7U·))2"-1 x 

X П (*(7/|fc + · · · + 7/„_3fc))2" -1 x
(/1 , . . . , і ц - з ) € » 2

x П (*(7i 1 fe + · · · + 7i„_3fc — 7ife))3"-3 x · · ·
( / l  ι - · · > ί η - 3  ) 6 « 2

x Π (*'(7i* - 7u-))(n3_’,+2)/2 + Q4(7fcΓ),
/бпо

де степінь полінома С)л(ік,Р) за змінною Т менший, ніж п(»г — 1)/2;

f/n(n-1)/2

»2--2(Г) = г/;/-.,;(„_1)/1,С?з(7а· ·'/)·

Зафіксуємо довільний інтервал [<і,<г] зміни Т. Припустимо, що при 

деякому а„ > 0 нерівність

|02·-2(7*,Τ)|>||μ*|Γ“· (115)

виконується для всіх (крім, можливо, скінченного числа) векторів

μ/c є м р .

Зафіксуємо вектор μ^ Є Мр такий, що виконується оцінка (115), і 

позначимо через {Т} множину тих Т Є [<ь<г], для яких виконується 

умова |Q3(7*.r)l = Ь - з Г Л І  < ||μΛ||-0·||Λ||-(η(η-1)»’/2-*>“-». Тоді 
згідно з лемою 3.5 матимемо

m es { Т }  <  |μ·||-Ρ-2* 3«-3/(η (η - ΐ ))

або, іншими словами, існує підмножина Do С [<ь <з] з мірою mes Do >
> is — ίι —||fe||—Р—2ез"—а/С̂ С»»—і)) така, що для всіх T £ Do виконується 

нерівність

\д2п-з(Т)\ < ||μ*|Γβ·ρ | Γ '- 2*»--»/Η»-ΐ)).
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Згідно з останньою нерівністю множина Dq С [<і , <г] розбивається на 

підмножини .4з"-з, В 2п_3 (Do = Л2п_ 3 U В 2п_3) такі, що нерівності

|Re<,2»_3(T)| > -^||/і*||-а-||Л|Гп(п“ 1)р/2“ а"-ї , Т е А 2п_з,

\lmg2n_3(T)\ > Т є  Я2„_3,

виконуються при ТИХ же /Д. є  Мр , що і нерівності (115).

Враховуючи формулу (114), на кожному з інтервалів Л2„_3 мно

жини Л2п_з згідно з лемою 3.5 отримуємо, що для множини {TJ} 

тих Т Є -4·ί„_.), для яких справджується нерівність

|Re (Qi (-у*, Τ') + Q 2(lk,T)exp(i(~/2k ~ 7u-)T))| <

виконується оцінка

mes {Τ’ } < С і,2»_з|К|Г1р >|Гр_2£2,‘-з/(’і:г" '1+2)+2£2П-з/(п(п-1)).

Оскільки множина Do складається не більше, ніж з (п— 1)п/2 + 2 

інтервалів, і

R-e (Q i(lk,T ) + Q2(~jk,T) ехр (~i(y2k - 71 k)T)) =
= Re Q { (7, ,  T) + Re Q2(lk , T) cos ((72fc - ylk)T)~

— bii Q2hk,T)sm  ((72k - 7 ik)T),

то на основі теореми 2.5 можна показати, що кількість інтервалів 

Ж--з оцінюється зверху величиною С2,2п—з||/̂ /с||·

Таким чином, отримаємо оцінку 

mes {Т 6 ^ 2"-з :

|Яе (Q ihk ,T ) + Q2(~/k,T)exp(i(i2k -7 і*0Л) і  <

< ||̂ ||-Ρ-2ί3η_3/(η3-η+2)+2£:ιη_;!/(η(η-1))} <

< С і,2»-зС2,2->-'з||*|ГР_2С2"-з/(п2_"+2,+2£2П-:'/(" (" " 1)). (116)

Аналогічно на основі леми 3.5 на кожному з інтервалів 

й2„_з С В 2"—з маємо 

mes {7’ Є ВІ,п_ з :

|Irn(Q2(7a-,Г)ехр(/(72А. -~fik)T) + Q i(fk,T))\ <

< ||μΑ.||-α»-(,,3-'*+2)/2|μ.||-(’>2-'· + 2)/2-(η(η-1)ρ/2-ί3»_3| <

< С,з,2'--з||//л||-1||А-||-р-2і '̂*-̂ /('і2-'1+2)+2с='*---/(«(»-1)).
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Оскільки

Im(Qi(7fc,r) + Q2(7fc.7,)exp(*(72fe - 7ik)T)) =

= ImQ i(7fc,T) + ImQ2(7fc,r)cos((72fc - ~fik)T) + 

+ReQ2(yk,T) sin((72fc - 7i*)T),

то на основі тієї ж теореми 2.5 кількість інтервалів В^„_3 можна 

ОЦІНИТИ зверху величиною С4.2™ —ЗІІМЛ· II І ТОДІ 

mes {Т Є В 2"-з ■

|lm (Q2(~ik, T) exp(*(72fc - 7  ik)T) +Qi(7fc,T’))l <

<  ||μλ.||-“ '.- (” 2-'» + 2 ) / 2|μ,||-(η:!-ιι+2 ) /2- η (η - 1)ρ /2- £3η _3 | <

< С^,2-._зС4і2»-з||А:|ГР" 2£:!"-з/(п2_п+2)+2£:,"-2/(,!(п-1)). (117)

На основі нерівностей (116) і (117), враховуючи, що

|у2п_4(Т)| = \Qi(-ik,T) + Q2(‘fk,T)exp(i(y2k ~ 1ік)Т)\,

отримуємо оцінку 

Іаг2._ 4(Т)| > ||μ,.||-“"-("3-'ι+2)/2|μ·||-ί^ ±2ί>-Μ-.-ΐ)ί'/2-ε3η-3 (118) 

для всіх Т Є D і С [<і,<2] , причому

mes D\ > t2 — t\ — (Ci,2»_3C2i2»_3 + С3і2п_зС4і2--з)х

x||fc||-p-2ca. _ , / ( n * - n +2) + 2. !l. _ a/ ( n (n - 1))_

Виходячи з оцінки (118), цілком аналогічними міркуваннями 

отримуємо, що для у2«-ь(Т) справедлива оцінка

Ь » - 5(Г)І > ||^|Г°'п-(п:і~п+2)/2||і|Г(,,3_п+2)р/2-п(" _1)р/2-гзп-‘

для всіх Т Є D2 С [<і,<г]і причому 
mes D2 > t2 — t\ —

— (С'і,2’‘-зС'2і2»-3 + С 3і2»_зС4,2»-з)||Л||_Р-2Га”-3/,(” _,> + 2) —

- (С 1і2. _ 4С\з--4 + Г з і2"-4С4|2»-4)||^|ҐР~2(£;,П-," г:",-з)/(п3~П + 2). 

Продовжуючи такий перехід від gj+i(T) до gj(T), j  =  2" - 5 , . . . , 

і, нарешті, від уо(Т) до Δι(μ*,η), отримуємо, що для всіх Т Є D С 

С [<і,<г] справджується оцінка

|Δι(/ι*,η)| > ||μ*||-α"-/,«||*|Γ/,"-, °, (119)

причому

2*-3

mes D > <2 - ί! - Σ  (Ci,jC2j  + C3jCAj)\\k\\~p~6>,

3 =  0
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де А  =  Σ  С І ( -  ’  ‘ j  + і)р ; СІ =
j =1 V 2 ) j ! (n _ j ) !

Додатні числа £j, j  =  0.1, .. .,  2n—3, виберемо так, щоб величини
<Jj також були додатними. Тоді ряд

2 П —З

Σ Σ to .Λ- + Ом^ІК-ІГ^
||fc||>0 .;=0

буде збіжним. Отже, виконуються умови леми 3.1. Звідси отримує

мо, що нерівність (119) виконується для майже всіх (стосовно міри 

Лебега в Ж) чисел Т Є [/і,/з]. А оскільки проміжок [/1, <■_.] вибраний 

довільно, то нерівність (119) виконується для майже всіх Т > 0 .

Вияснимо тепер, коли ж виконується нерівність (115). Для цього 

функцію запишемо у вигляді

</2"-з(7А.-,Л = (п(п — 1)/2)! Σ  <7rfc(i{E Iqk — 7ifc}) x
r - 2  4 <7=2 7

x П (*7jfc)n_I Π  (*(7hk + ■■■ + 7/n-2 k))n X
J —1 (^1і---^п-з)ЄП2

x П (*(7<ifc +  · · ■ +Hn-2k -  7u-))2" _1x
( / l  , . . . , / п _ 2 ) Є « 2

x Π  (*(7ίχfe + · · ■ + 7in-3fc))2n_1 x
(<1 >·· > ^ п - з )Є « 2

x П (*(7i!fc + ··· + 7<„-3* -7ifc))3"_3x
( / l  , -.,/п - з ) Є П 2

x П (*'(7i,fe + ... + 7i„-4fc))3” _3x
( / l  , . . . , / n - 4 ) € ^ 2

x П  (*'(7<i* + · · · + Ίι,,-tk — 7i,fe))4" -6 x · · ■
(*1 >· ■ · >^n —4 ) Є ^ 2

•X П (W * a-n)/2 П (*'(7i* - 7ifc))(n2-n+2)/2.
І Є П 2 l €  H 2

Оцінимо спочатку групу співмножників

Гг,1 = П + · ■ . + 7/„-rA:))U(n+’- 2)(,'-1)/2.
( / l  )·· ι ^η-Γ ) Є » 2

Позначимо через Λ,.д поліном степеня С”,!* від 7*; вигляду 

Аг,і = П  (''(71, А- + · ■ ■ + Ίΐη-rk))·

Домножимо Л'г,і на добуток всіх можливих сум + ...  + 7/„_г*), 

де індекси I i , . . .  J n-r не збігаються та один із них lj дорівнює 1. В 

результаті отримуємо поліном степеня С ’п від 7*

М’Л = іС" П  (7iifc + · · · + 7;„_rfe),
(h , ...,(»_г)Є{1 ,-.·,»»}
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симетричний ВІДНОСНО величин 7 /,/;, . . -,7infe. Враховуючи те, що 

числа 7 i,/t,.. . , 7 ink є коренями рівняння (105), отримуємо, що Мг,і
Р

є поліномом від величин a* П ( / г̂ г),Г, tv =  1, · · ·,« · Доданки
|а| = а  г=1

полінома і ·· М , -1 мають вигляд

( Σ  a' i [ ( ^ r Y r) ,
α=1 |s| = o г = 1

де β — деяка константа, Є Ζ+, а  =  1 , . . . , п, і αι/« =
а=1

Не обмежуючи загальності, припускаємо, що

l/U·, І =  max{|/ifcj|, j  = 1 , . .  . ,ρ}.

Знайдемо

(Г‘+л'"(і-С"М гЛ)
= /»ІЬ!П » с  =

^ й(1,0..............0 ) · · · ^ α (»,0.0) j  = l

j = і V » j= 1

Застосовуючи тепер лему 3.5, отримуємо

mes {(«(].,о о), ■ ··,«(»,ο,.,.,ο)) : |Л/г,і| < ||/*к||СЧі*:ІГР(і',+-+«'n)-t} <

< const ||Jfc||-P-«/(*'i+-+‘'-)) є > 0 ,

Де (α(1,ο....о), · · ·>«(»,о,..,о)) € A i C  R " ,  Л, - деякий паралелепіпед.
Інтегруючи цю оцінку в деякому паралелепіпеді А? змінних 

«(,,... ,„), |s| = 1.......η, «і ф |s|, отримуємо

mes {а, Є А : \Μ,,ι\< ||̂ ||С'-||Л|Г"(‘'І+-+*'“,-‘ } <

< const +-»).

Тут параленіпеди А\ і Л2 вибрані таким чином, що А = Ai х А·,

належить області .4*, яка визначає строго гіперболічні рівняння.

Враховуючи збіжність ряду Σ  ||fc||-f,_e^*/1+'"+t/n) ізастосову-
Н*||>о

ючи лему 3.1 отримуємо, що для майже всіх (за Лебегом) векторів 

а, Є А нерівність

IAfr.il > Ц/ік||с : ІІ*ІГр(,,,+·"+Ι/η)“ ε, ε > 0, (120)

виконується для всіх, крім, можливо, скінченного числа, векторів
η η

fik Є МР. Оскільки Σ  аІ'<* = С ’п, то тах иа < С ’п і, отже, з
α = 1  ΐ 'ι , · · · ,ΐ 'η  а  =  і
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нерівності (120) випливає така нерівність:

|л*г,і| > ііа**ііс -Ц*|ГрС-"є, f > 0.

Враховуючи, що \~jjk \ < const ||μλ·||, j  = Ι , . , . ,ρ ,  легко отримуємо 

оцінку полінома А’,·,і, а саме: для майже всіх (за Лебегом) а, Є А 

нерівність

|А'г,і| > І М С": ‘ ||*ІГРС:·*, ε > 0  

виконується для всіх (крім скінченного числа) векторів Є М„.
п  ■ r .(2n-r+2)(r-l)/2 „
искільки Л гд = І г1, то з останньої оцінки випливає, що

для майже всіх аа Є А при всіх (крім скінченної кількості) μк £ Мр 

виконується нерівність

ІГг.іІ > ||/ік||(с і =ї - ' с,-)2ат ±2(г-1)-л, S > 0. (121)

Оцінимо тепер групу співмножників

^Г,2 =  ( ‘ Ьіук  + · · ■ + 71„-,к -  71 fc) ) (J'1_r+2^'/2 .

( і , г ) Є п 2

Позначимо

Кг,2 -  Д  (*(7i,fc + · · · + Ίΐη-rk ~ 7u·))· 

(<ь-Л-г)€п3

Поряд із поліномом AV.2, я к и й  має CrnZ.\ співмножників, розглянемо
поліном

п

мг,2 = П  П  + ... + 7Іп-гк - 7jk)),
j  = 1 ( 'l .....'„-r)€"2

f-Q

що має uCrn~_ 1 співмножників.

Очевидно, ЩО ПОЛІНОМ М,- 2 є симетричним відносно своїх змін

них 7/1]к.......7і„-г,кі а отже, його можна зобразити у вигляді полі-
Р

нома від величин П (*/Ur )’ г·
|»|=а Г=1

Аналогічними міркуваннями (як для ГГ|і ) одержуємо таке твер

дження: для майже всіх (стосовно міри Лебега) векторів аа Є А

нерівність

|Гг,2І > ||/ifc||ic- l- “ c:: i)5(2"-r+2)-t (122)

ВИКОНУЄТЬСЯ ДЛЯ ВСІХ (к рІМ  СКІНЧеННОГО ЧИСЛа) /ifc Є  М р .

Так само отримуємо оцінки і для інших співмножників, а саме: 
для майже всіх « ,  Є  .4 нерівності

П

|Е*/.,.А-|>іі/ч.|і(1-'т/<7)-£, (123)
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І Σ Ι ('»·.* - 7i.fc) > Ι Μ (1-ρη/σ)~', ε > 0, (124)

виконуються для всіх (крім скінченного числа) μι- Є Мр.

Очевидно, що всі викладки, проведені для Δι(μ*,η), аналогічно 

проводяться і для Δ (μλ., η), тобто, якщо при деякому показнику а і„  

нерівність
Р

92»-2(-rk,T)Y[(iijk )-n > ||/ifc|rain (125)
r = l

виконується для всіх (крім скінченного числа) векторів μк 6 Мр, то 

для майже всіх Т (стосовно міри Лебега в Р.) нерівність

|Δ(μ,.,Γ)|> ||μΛ|Γαι--^||Λ|Γ^-*«, ε0 > 0, (126)

виконується для всіх (крім скінченної кількості) μ^ Є Мр; тут /?„ - 

те саме, що іі у формулі (119).

З нерівності
Р

І П('-7і*)" ^ collst llwir3
r = l

і оцінок (121)—(124) отримуємо, що при

^ "ν'* Г (Р  г'Г г<г-1 \ 2п ~ г + 2 , 
а і " > г? 2 1 ( σ ' η ~ С" - Ч . 2 (г “  1)+

4- (^с;г_\ -  с:-\)2,1 ~2г +  2 г} + ~ - - +  υ  ^  ” 2-І--------- 1- η — η - І
а

оцінка (125) виконується для майже всіх а, Є -4, а отже, і для 

всіх а, Є .4*, оскільки .4* можна покрити зчисленною кількістю 

паралелепіпедів. З урахуванням оцінок (126) та (106), отримуємо 
таку теорему.

Теорема 13. При η > ^  С3„ Р ~ ^-  ( — у --“ І + і)  +

j = і

х )  + — ■■̂+ ■) + П2 - п - ί

оцінка (ІІ'З) виконується для майже всіх векторів {Т,а,} Є 
Є]0, оо[х.4’ , |*| = α, а  = Ι , . , . ,ρ .

У випадку однієї просторової змінної оцінка для показника 7 

покращується. Знайдемо її. При р - 1, очевидно, -yrk =  7rpk, 7,. Є K, 

r = Ι , . , . ,η .  Тоді визначник Δι (μ/.·, n) можна записати у вигляді
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Δι (μ^,η) =

(*7іЯ*Г-1 ехр (*7іМ/.-Т) - (ί7ι̂ Α·)η-1 
(ΐ'ϊιμ̂ η~1Τехр (i'71/ifc) + (*7i/ifc)”-2(l - exp (171 μ*T))

Е ( - 1)',+1^гт|т(*7і^7’)"_-7ехр (πχμ^Τ) + (- l)"(n  - 1)! . . .

і  = 1

(*7ημ*)"-1 exp (»7„μ*Τ) - (ί~γημι1)η-1 
(ήημ^η~1Τexp (»7n/ifc) + (»7n/<fc)n-2(l - exp {ΐ'Ίημί'Τ))

■■■ t  (-l)i+1 g ^ (n n ^ fcr)n-j exp (*7„μ*Γ) + (—l)"(n - 1)! 
i  = l

Побудуємо функції

^"Δι (//fc, гг)
Gi (μ*, η) = ехр(-»7n/U·)/** '

Gs^fc.n) = /**' ---^г-^гг
■ („-D η)

07»*'

Припустимо, що для функції С?2(μ>ί,η), яка дорівнює Αχ(μ^, п — 1)х 

χ (ϊΤ)2η-1(ϊμι1)η~1, виконується оцінка

|6’2(μ,,η)| > КІ-С— +η-1|Α·Γ(η-1)ϊ-ί , ί > 0, (127)

для всіх (крім, можливо, скінченного числа) значень μ*, Є Μχ. За

фіксуємо таке ///,·, що виконується нерівність (127). Тоді, внаслідок 

леми 3.5 міра тих 7„ Є [Ln,Q n], для яких

G i(μχ,η) < |//а-Гс”-*+2("-і)|Аг|-(,1-і )2-(”-і)-й1, (128)

не перевищує D\ |fc|_ 1_ ('5i_<5)/(n_1), або, іншими словами, множина 

К* тих 7„ Є [in.Qu], для яких виконується нерівність, протилежна 

нерівності (128), має міру, що оцінюється знизу величиною

mes K* > Qn — Ln — jOj. |Ar| — 1 _<їз,

де 0% = (й] — di) / (п — 1). Множину К* зобразимо у вигляді К* = 

= A (J В, де підмножини А та В такі, що

V7„ Є А 

У~Іп Є В

Я е а“Л і(« · "

Іт

д~іп У2

duAx(pk,n

> -1,^|-ί»->+3"-2μ·|-η(’,-1)-ίι, (129)

л/2
> 4=l/i*l-c*-1+3n“2|fc|“n(n" 1)" i l . (130)
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На кожному з інтервалів підмножини А, застосовуючи лему 3.5, 

отримуємо, що міра тих 7„, для яких виконується нерівність

І Re Αι(μΐι, η) І < |^|-С-і+2(п-1)|Л|-(п-1)а-2я + 1-іа) (131)

не перевищує От |/LtA· |—1 |Л*|—1 — (̂ 2— )/” , β 2 > о. Оскільки число інтер

валів, де виконується нерівність (129), не більше, ніж £>з|μλ.|, D3 > 0, 

то загальна міра тих 7,, Є .4, для яких виконується нерівність (131), 

не більша, ніж DoDa\k\~l~e-, ε·> = (rf2 — δ\)/η). Аналогічно для иід- 

множини В, враховуючи (130), отримуємо, що міра тих 7„, для яких 

виконується нері'Ш ІСТЬ

|1т Δ] (μΐ;, η)І < |/*fcГ с—ι+2(τ,“ 1,|*Γ"Я“Лз, (132)

не перевищує /^4 |Аг|— 1—С2.

Отже, враховуючи оцінки (128), (131), (132), знаходимо, що

mes {7„ Є [Ln,Q n] : |Δι(μ^,η)| < <

< DilA-l"1-*· + (D2D3 + DA)\k\~1-̂.
Інтегруючи останню оцінку за змінними 71, . . . , 7„_ι в паралелепіпе-

η — 1

ді ТТ [Lj, Qj}, отримуємо аналогічну оцінку 

І =1

mes {7 Є Р„ : \ А^к,п)\ < |μ*|-^-.+2(«-ΐ)|Λ|-η*-ί3} <

< D5(\k\-l~£' + μ-|_1-ε2),
η

де 7 = ( ї ї , ■ · · - Ίη), Ρη =  Π [Аi - Qj] c  Β:” · 
j = 1

Виборемо тепер di = 26, ί2 = 20'i . Тоді ряд Σ  D5(|fc|-1-ei +

+ |Α·|_1_£2) буде збіжним. Застосовуючи лему 3.1 та враховуючи, що 

простір Ж" можна покрити зчисленною множиною паралелепіпедів 

Рп, отримуємо, що для майже всіх (стосовно міри Лебега в R") 

векторів (7і , . . . ,  7„) виконується оцінка

| Δ ι (μ * .  »)| >  | А Г "а~ > * Г с *, С» =  Cn- ι -  2 ( п -  і )  ( і з з )

для всіх (крім скінченного числа) μ* Є М]. Оскільки при η = 1 для 

майже всіх 7 Є Е нерівність

І ехр (ΐμ^Τ ) - 1| > μ ·Γ 1_£

виконується для всіх (крім скінченного числа) μk Є Мр , тобто ζι =0 , 
знаходимо, що ζη =  —η2 + η.
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Враховуючи, що А(рк,п) = Δ ι(μλ·, η)/ Д(г'7,·μ*)", та оцінки

j=i
(106) і (133), отримуємо таку теорему.

Теорема 14. Для майже всіх векторів (71,.. · ,7η) Є IRn нерів
ність

|A(/U-,n)| > Ulk\~n~^~~c, є > 0, 

виконується для всіх (крім скінченного числа) рк Є М\.

§ 8. Системи гіперболічних рівнянь

Встановлено умови існування та єдиності розв’язків нелокаль- 

них крайових задач (п. 8.1) для лінійних гіперболічних за Гордінгом 

систем рівнянь із сталими коефіцієнтами, які розглянуті в §6. Ре

зультати перенесено (п. 8.2) на випадок таких же систем, збурених 

нелінійним інтегро-диференціальним оператором [208].

8.1. Лінійні системи зі сталими коефіцієнтами

В області Dp розглядаємо задачу [196] 

dn’ iij(t,x ) Д  / 9
... діп,---- = Fj{t,x), j =  ι ,. ,. ,η», (1)

r = l

Y' b{ll  ^  (̂f) <9^t<j(<,x)

IsI<a' js dV°dx\' ... Xpp t=0 L ?  j7dt3°dxl' . .. Xpp

= fji(x), l = 1, .. j  =  1, .. , ,m, (2)

де Pjr(\,£i,.. . , ξ ρ )  - многочлен із сталими коефіцієнтами, степінь 

якого за сукупністю змінних , . . . .  ξρ не перевищує К , а за змінною 
А - не перевищує rij - І; K > тах {»,}. щ + ... + пт  = її;

І <j<m

Ь{‘ї ,  μ Є С, μ ф 0;1. Вважається, що система (1) гіперболічна за 

Гордінгом (див. п. 6.2).

Будемо розглядати розв’язки задачі (І), (2) з просторуЩ [Dp), 

ή = ( η пт ), q > К, припускаючи, що Fj Є H°Ni(Dp) та є 

Є #Λτ2(Ωζπ), 1 = 1 , . .  , , i i j , j  = 1,.. ,,m, де Ni i N2 - досить великі 
натуральні числа.

Розв’язок задачі (1), (2) шукаємо у вигляді векторного ряду

u(t,x )=  У " uk(t)expi(k,x), (3)

|fc|>0

f=T
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де u(t,x) =  col{tn(<, x) , . .. ,  wm(<, ж)}, Uk(t) = сої {ukl(t),...,Ukm(t)}· 

Тоді вектор-функція iik(t) буде розв’язком відповідної задачі

— ^ 7—  - Y ^ pj r ( ^ , i k ) u kr(t) = Fkj(t), j  =  1, . . . ,  m, (4)
r = l

Mk,ji[ukj} =  Σ  Ь̂ У ' " ( ікрУР { ^ \ ^ - Р ^ 7 \ Т ) )  =

Μ<Α· 
s0<rij- 1

= l = 1 , . . . , n j , j  =  Ι ,. ,. ,η»,  (5)

де Fkj(t) i fk ji - коефіцієнти розвинення функцій Fj{t,x) i fji(x), І = 

= 1, · · ·, rij, j  =  1, .. .,  τη, в ряди Фур’є.

Припустимо, що для всіх векторів k Є ~2Т корені Aj(k), j  = 

= Ι , . , . ,η ,  рівняння (6.20), де —  kr, r = 1,.. ., p, є попарно різними 

і не дорівнюють нулю. Тоді однорідна система рівнянь

d^UkjlJ)

dtn>
r=l

має таку фундаментальну матрицю розв’язків:

^  — U Yru II r=l,...,m > Yr„ — Ч>Г ехр X J ,
ι/=1,.. ,η

(4')

(6)

Де

‘PmW  = det ||Ρ,·ι(λ,»*) - = Σ  Am}U(k)λ»-»--*', (7)

η — η r — 1

^.(λ) = Д.(А) = Σ  A,,„(k)\n-"r~l-l/, r =  1, . . . , ι η - 1. (8)
ι/=0

Тут

Dr(X) = det
Λ ι (Λ , · · * ) -Α “* ... P1>P_,(A,ifc) Pi,m(A,t)fe)

Pm— l,l(A , ί λ ) . . . — Ι,ι— ΐ(λ, ϊ&) Ρη  —l,m(A, ik )

A ,r  + l(A ,i* ) ·· · Pl,m — 1 (λ, ΐ7ί)

Ρ„,_ιιΓ+ι(λ, *1·) ... Pm-i,m-i(A, ifc) -  Α"™-1

Для системи рівнянь (4') задача з умовами

Mk.ji[«fcj] = 0, / = 1, . . . ,  i i j , j  = 1, . . . , η», (5'
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має нетривіальний розв’язок тоді і тільки тоді, коли визначник Δ(Α')

матриці H М ,„,·,[>>] І /=і ....n, j= i ....т дорівнює нулю. Цей визначник
і/= 1

обчислюється за формулою 
Δ(Α·) =

п т

= П ( і- / 'е х р ( А j(k)T)) J J  [λ,(Ατ) - А,.(А·)] П  / ^ ( ^ ) ^ ( ^ ), (9)
j  — 1 1 < r < / < η ν —\

Де

i w  =  det і  σ  С о , П

\,\<κ г =  1

; = і , - V=l,...,m ·, (10)
«о=0,1,. — 1

B(k) =

0- 0  ^1 ,q\ ......................... ЛідЛі оО
ni — 1

Л 1 ,<?і .................. .......... Α ιΛ Α 1}ο 0 ^ 0

Пі

Р - ̂  ' Q A m - 1,7,„_ ι . . . Λ η - 1 ,0  0

n m_ ι — 1

^ m - l , ? TO.|  ............

]}©
_11

0 ^ Л )  АтЛя . . . .

Π m — 1

. ......Am,2 Α,η ι .4,„ ο

П m — 1

( H )

Am,qm ............. -4 ,1,2 -4m 1 Am o p .  p.

q,. =  n  -  n,- — 1 , » · =  1 , . . . ,  m — 1; qm =  n  -  n m .

Вирази Ai(k) — Ar(k), r,l = 1 , . . . , η, r ф /, не дорівнюють нулю 

для всіх k Є 2Р, бо Aj(fc), j  = 1, . . . , п, є попарно різними. Визначник

В(к) також не обертається в нуль, бо він входить множником у вираз

вронскіана фундаментальної системи розв’язків (6). Справедлива 

теорема, яка доводиться за схемою доведення теореми 4.1.

_  Теорема 1 . Д л я  єдиностпі розв’язку задачі ( І ) ,  (2) у просторі 
Η χ(Ορ ) необхідно і достатньо, щоб рівняння

1 — μ ехр (Xj(k)T) = 0, j =  Ι , . , . ,η ,  (12)

f)„(k) = 0, i' = 1, . . . ,  m, (13)

не мали розв ’язків у цілих числах k і , . . . ,  кр.
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Розв’язок задачі (4), (5) можна зобразити у вигляді суми

«*(<) = Uk(t) + \ /*(*).

де £/*(<) - розв’язок задачі (4), (5'); 14(ί) - розв’язок задачі (4'), (5). 

Припустимо, що має місце єдиність розв’язку задачі (1), (2). Тоді 

компоненти векторів Uis(і) та Vk(t) визначаються за формулами

т

Ukj

ΐ  m

(t) = Σ 0'-k,jr(t,T)Fkr(r ) d T, j  (14)

ί >· = !

fi m

Vkj(t)= Σ  Σ  £ ( - l ) ' _ 1exp(A,(/00 Uh(k)U
l ,v — 1 (5 = 1 κ,σ-\

'PAMk))fkMBi„MAk)Sln. l/
, j = l , . . . , m ,  (15)

(l-^expA,(fc)T)/fc(Jfc)B(fc) Π  (MA·) - АДА·))
α=1  
аф і

де Gk,jr(t, г) - елементи матриці Гріна задачі (4'), (5'), які в квадраті 

Л’т (крім сторін r = 0, т =  Т) визначаються формулами

а \ _  1 ν '  Bllrl/(k)Sln_„
OkjAt.r) - 2-

ехр(А/(А-)г) П  (Aa(fc) - A/(A·))
α= l 
a^l

X | ( - l ) / l,+l l sg i i ( /  - r) -Pj(\ i(k)) exp ( X i ( k ) t )  +

n m ns

+ Σ Σ  Σ  (-1)Α" +Λ<+1· 4 ' ,,_,(*) ^(λ,(Α·)) ^-(λ( (Λ)) X

ς,/>=1 6 = 1 χ, σ, λ ο = 1

(/^(^))^бЛ̂ (В Д - Д і + ^ехр(А((А-)Т))| . 1
χ-—-— —--------------------------------------------—--->, j, r =  1, . . . ,  m, (Ιο)

Π  (λα(Α·) — Α,;(Α·))(1 — μ exp (λ|(Α·)Τ)) J
α = 1

де hj„ = нi + ■ · + м7-і + /Л ΰ/,·(Α·), (/ΛΛΑ·))(ι. - визначники, які одер

жуються при викреєлеині /-го рядка та г--го стовпця у визначниках 

В(А·) та /І„(А·) відповідно; 5? - сума всіх можливих добутків по j  

елементів сукупності {А,-(А-), т = 1,.. ., n, r ф 7}. Тоді компоненти
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розв’язку задачі (1), (2) формально зображуються рядами

Uj(t,x) = Σ  (Vkj(t) + Vkj(t)) ехр /(Аг, x), j =  1.......η». (17)
μ і>о

Вирази |і - μβχρ\j(k)T\, f[ |ΑΓ(Α·) - Α,(Α)|, |ОД|, |/?„(*)|, бу-
r=l,r^i

дучи відмінними від нуля, можуть ставати як завгодно малими для 

нескінченної множини векторів Іс Є Zp; тому збіжність рядів (17) 

пов’язана з проблемою малих знаменників.

Із формул (14)—(16) випливають оцінки

n m n s

іО<)і  ̂ Σ Σ Σ iAr+3(,*-I)-nj+(n(m-1)+n*-1)#f іл,і„іх
1 =  1 <5 =  1 <7 =  1

X {|Я(*)І \1- μ ехр Х,(к)Т\ Π  |А/(Л)-АХ(Л)| |/?«(*)|} \ (18) 

ν = 0 ,1, . . . ,  rij, j  - Ι,. , . ,η»,

Τ
C* IM̂ +C _ η _ m /* ґ

|ί7̂ ,(<)| - Σ Σ / ІЗДІ <4ΐ/Μ*)|χ
/,<7 =  1 7’ , (S =  1 q '

χ |1-μβχρλσ(Α)Τ| Π  |Αβ(Λ)-Α,(*)| Π  |λ*(Α)-Ασ(Α)| 1 ,(19)

ι/ = 0 ,1 , . . . , /tj,;' = Ι,. ,. ,η»,

Де C = 4(η — 1) + 2n(m — 1)Λ' + /\ max η* — 2 min »ιΓ, а додатні
1 <*<m l<r<m

сталі С'і, Со не залежать від к.

На основі формул (3), (14)-(17) та оцінок (18), (19) отримуємо 

твердження, яке доводиться за схемою доведення теореми 7.2.

Теорема 2 . Нехай має місце єдиність розв’язку задачі (1), (2) 

і нехай існують додатні ста.,ή М\, А/2, М3, М4 і числа 7Ь у,, уА,

74 Є N такі, що для всіх (крім скінченного числа) векторів k Є Zp
виконуються нерівності

|1 -pexp\j(k)T\ > М1\Іс\-уі~с' 4, j =  Ι , . , . ,η ,  (20)
П

П і М А ) - А л-(Л)|>Л/2|*Г*-«/8, j =  Ι , . , . ,η ,  (21)
r=l

ІВДІ  > Ma\kГ ^ - £/8, (22)

|/M*)I > Μ4|Α·|-7<-£/4, v =  Ι,-.-,η», (23)
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де 0 < ε < 1. Якщо F  Є H {̂(D>}), є Hn,(W „), т о  іс

нує розв’язок задачі (І), (2) з простору H*(DP), q > К, який 

неперервно залежить від вектор-функцій F(t,x), f(x), де r - 

= \,. . .  , r i j ,  j  = Ι,. , . ,η», F(1.,x) = (F i( t ,x ) ,.. .,F m(t,x)), N0 = 

= q -f- 4n + 2n(m — 1)A' + /v' max n„ — 2 min nr + 71 + 74 +
1 < i/ < m  1 < r < m

+2(72 + 73) - 3, Nj = q + 2n + n(m - 1)A' + K(rij - 1) - min nr +
l<r<m

+7i + 72 + 73 + 74 -  1 · j  =  1 , · · ·, П».

Дослідимо можливість виконання оцінок (20)-(23).

Теорема 3. Нехай існує така стала а > 0, не залежна від к, 

що для всіх (крім скінченного числа) векторів k Є 22р справджу

ються нерівності

Re A j(k) > —а  1п |А|, j  = Ι , . , . ,η .  (24)

Тоді для майже всіх (стосовно міри Лебега в Ш'1) векторів 

(φ/π,Τ /π), де ψ = arct,g(Imμ /Reμ), нерівності (20) виконуються 

при 7 і > р + аТ  для всіх векторів k Є W , |А| > ^Κ (φ /π , Τ/π).

Д о в е д е н н я .  Легко бачити, що 

|1 - pexp\j(k)T\ > |μ| ехр (TRe Aj(Ar))|sin(V> + T Im  А,(А))| >

> \μ\1*1— ocT ψ + T Im A j (k)

де d(k) належить Z і задовольняє нерівність

- m

φ + T Im Xj{k) _  d^k} 1
< - .

7Г - 2

Далі доведення проводиться аналогічно до доведення теореми 3.4. ■

Позначимо через А = (Л і , . . , , Aq) вектор, компонентами якого 

є коефіцієнти рівняння (6.20), де q - кількість усіх коефіцієнтів.

Справедлива теорема, яка доводиться за схемою доведення тео

реми 4.7.

Теорема 4. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів А при 72 > (р + η — 4)п/2 + 1 оцінки (21) виконуються 

для всіх k Є ІУ , \к\ > І\(А).

Розглянемо нерівність (22). Безпосереднім підрахунком переко

нуємося в тому, що визначник (11) є поліномом з комплексними кое

фіцієнтами степеня К" = /\'(п» — 1)(п — т/2) щодо змінних к\,.. . ,  кр

В(к) = Σ  (bW+.ibW)k[l . . .k tp’ = B1(k) + iB2(k).

\>\<κ-
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Позначимо через (і̂ 1* і М2* вектори розміру її з компонентами б!,1* і 

bl~\ |s| < Λ’*, відповідно, де Л - кількість розв’язків із Z+ нерівності 

s і + ■ · ■ + Sp < А *.

Теорема 5. Якщо 73 > р, т о для майже всіх (стосовно міри 

Лебега в МЛ) векторів і для довільних фіксованих (або для 

майже всіх векторів і для довільних фіксованих б*1)) оцінка (22) 

справджується для всіх (крім скінченного числа) векторів k (E 7LP.

Д о в е д е н н я . Використовуємо той факт, що  

|β(λ·)| > max{|i?i(fc)j, \B2(k)\) > 0, к Є ΊΤ,

і далі проводимо доведення за схемою доведення теорем 3.3 та 3.4. ■

Переходячи до нерівностей (23), зауважимо (див. формули (10)), 

що визначники f3u(k), и — 1,.. .,  т , зображуються в такому вигляді:

А,(к )=  aurk [ '...кр”, и = 1, . . . , т ,

\ г \<Пі/К

де

= V] E  det ΙΙ6̂ !τβ(θΙΙί=ι....l , . . . ,m ,  |r| < nuK,
7 3  „  ' < 7 = o , i , . . . , n „ - i7 = 1 »*/ ’ » ’ "

E * i )=ri

c = 0, 1, . . . ,  nv — 1, - елементи 1-го стовпця визначника 

/?„(&), узяті з однаковими мультиіндексами s = s^K

Позначимо через Л ^  і л[Я вектори розміру г„ з компонентами 

Re αυτ та Im aur, |r| < η„Κ, відповідно, де ζυ - кількість розв’язків 

із 7L\ нерівності Гі + --- (- Гр < пиК .

Теорема 6 . Для майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів ЛІ1» і для довільних фіксованих (або для майже всіх 

векторів і для довільних фіксованих а [}') при 74 > р оцінки (23) 

виконуються для всіх (крім скінченного числа) векторів k Є Zp.

Д о в е д е н н я .  Очевидно, що 

|Д,(*)І > max{|Re Σ  ai't k{' ... kpp , Im ^  · · Κ>Ρ\}'
\r\<nuK |r| АГ

де u = 1,... ,m. Далі доведення проводиться за схемою доведення 

теореми 3.4 з використанням теореми 3.3 (якщо многочлени Reβμ(k) 

чи Im/?„(fc) не містять вільних членів). ■
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8.2. Системи лінійних рівнянь, 

збурені нелінійним

інтегро-диференціальним оператором

В області Dp для системи рівнянь

d"’Ui(t,x) „ (д  д\ .

г= 1

/
тп

E  x, y)Vr(t, у, її) dy, j  = 1,..., m, (25)

η;„ '·=1

де й =  {d®Uj(t,y)/(dt>0dy\l . . -дурр); |β| < I\,s0 < n j , j  = l , . . . , m j ,  

шукаємо розв’язок, що задовольняє нелокальні умови

г 4 1 ^  , (r)  C ^ ^ W  j ( ^ , . t ’ )
M jr[u(t,x = > b(’J - -- ·~ · ·· ,

• i* f)1sοβτ3' заг αχ і . . .χρ
• Ο < П ι ~ I

-II V "  /j<’·) ж)

\s\<K ° 1 " Xp
so<nj — 1

i=0

= 0, (26)
f=r

r = 1, . . . ,  11 j , j  = 1, . .., /», 

де 6*.-, /i Є C, μ■ φ 0; 1. Зауважимо, що при а  = 0 система (25)
J s

збігається із системою рівнянь (1).

Будемо шукати розв’язок задачі (25), (26) з банахового просто

ру С ("’л)(£>р), й = ( « і , .. .,пт ), вектор-функцій u(t,x) =  (ui(t,x), 

.. . , u,n(t,x)), які в області Dp є К разів неперервно диференційовні 

за сукупністю змінних х, а за змінною і компонента Uj(t,x) є п, 

разів неперервно диференційовна, j  = l , . . . ,m .  Норма в просторі 
Г'(П'А > (І)р) визначається формулою

n n ν'* <9^Uij(/, ж)
IMIc(*.k)(dp) ~ Σ  Σ  η̂ χ dt’°dvSl χ77 ’

j  = i И < к  m  α χ ι · Χρ
8о<Пу

Розв’язок и° Є H™(DP) нєзбуреної задачі (25), (26) (при а  = 0) 

знайдений в п. 8.1; якщо q = К + [р/2] + 1. то н° Є C l'n',<\Dp).

Розглянемо задачу (25), (26) при α ψ 0. Припустимо, що функції 

K jr(t,x, у) і Vr(t, у, й) визначені і неперервні відповідно в областях 

D\ = Dp χ ί^π та F>2 = {(ί,χ,ϊι.) : (t,x) Є Dp, й Є U}, де U =
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=  {іім — u°llc(ft'K>(Op) - ^ 0} C C l'n,K^(Dp), и° = u°(t,x) - розв’язок 

незбуреної задачі.

Задача (25), (26) еквівалентна системі інтегро-диференціальних 
рівнянь

Uj(t, χ) =  U?(t, ж)+

У т

Σ  Σ  Gk,ji(t,r)KkJr(T,y)exp(ik,x)Vr(T,y,u)dydT, (28)

D P  і . г = і  μ · | > ο

j  - 1, . . . ,  m,

Де I<k,ir(τ, у) - коефіцієнти Фур’є функції 1<іг(т, х,у), 1,г =  1, .. . ,  m; 

Gkji(t, τ )  - елементи матриці Гріна задачі (4'), (5'), які визначені 
формулами (16).

Теорема 7. Нехай функцп Уг(1, у. й), r = 1, . . . , τη, в області D-, 

є обмеженими константою М :

\Vr{t,y,u)\ < M, (t, у, й) Є £>2, r = 1,.. . ,  m, (29)

« задовольняють умову Ліпшиця зі сталою L щодо всіх компонент 
вектора й:

\ V r { t , y ,  Й 1) -  V , . ( t , y ,  м2)| <

у  | _______ gHf f i , * )

J = i |s|<A' 1 ·· P c C1 • ■•CP
3o<nj

Нехай функції KJr(t, y), j , r  -- 1, . . . ,  m, такі, що виконуються 
нерівності

|tffcjr(<,0) | < c 3|*| λ:6Ζρ \{0}, (t,y) £  Dp j , r  = 1 ,... ,m, (31)

<?e V’ = 4n+p + 2n(m - 1)A'+ Л'( max {n„} + 1) -  mi n {її..} + 7,+
1 <u<m 1 <v < m

+74+2(72+73)—2. Нехай, крім того, виконуються умови теореми 2 

при q > К + [р/2] + 1. Тоді для всіх о Є [—Qo, с*о], де

■ ί Мо і 1
“ 0 < т , " І Ж ’ ^ Г  (32)

г =  С ! С 3т ! пТ (2»)І’ (3 + 2р)>'Г, (33)

С2, Сз - сталі з оцінок (19) та (31), Υ  - кількість розв 'язків із

Ζ+ нерівності «і + · · · + sp < Λ", існує єдиний розв’язок задачі (25),

(26), який належить замкненій кулі U C C {fi'K'>{Dp) і неперервно 
залежить від вектор-функції F(t,x).
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Д о в е д е н н я . Запишемо систему рівнянь (28) у вигляді 

операторного рівняння

u(t,x) = Au(t,x).

На основі оцінок (29)-(31) та (19) одержуємо, іцо

\\Au - «0||c(«.K)(DP) < \a\Mz, (34)

ЦЛа1 — А і с  Н си .ю ф р ) ^  І «І Z/ c 11 f/1 — ,к )(ОР)· (35)

З нерівностей (32), (34), (35) випливає, що оператор А відображає 

кулю U в себе і є оператором стиску. Тоді з теореми 2.6 випливає, 

що існує єдиний розв’язок «(<, х) Є U C C^n,K\Dp) системи інте

гральних рівнянь (28), а. отже, і задачі (25), (26). На основі теореми

2 і теореми 2.7 одержуємо, що цей розв’язок неперервно залежить 

від функції Fj{t,x), j  = 1, . . . ,  m. ■

Якщо не вимагати єдиності шуканого розв’язку, то можна посла

бити обмеження на параметр а  та функції V,-(t . у, й), r =  1, . . . ,  m, 

за яких існує розв’язок розглядуваної задачі.

Теорема 8. Нехай виконуються умови теореми 2 при q >

> К + [р/2] + 1 і нехай функції V, (i,y, й) та K jr(t,y), r =  1, .. .,  rn, 

такі, що справджуються нерівності (29) і (31). Тоді для всіх 

а  Є [—а * ,» * ] , де

а* < Mq/ (M z), (36)

а число z визначено формулою (33), існує принаймі один розв 'язок 

задачі (25). (26), який належить кулі V C C^n'K'i(Dp).

Д о в е д е н її н. Згідно з принципом Шаудера (теорема 2.8), 

для доведення теореми достатньо показати, що оператор /1 с непе

рервним і переводить замкнену опуклу множину U в її компактну 

частину.

Неперервність оператора А та опуклість множини U очевидні. З 

нерівностей (34) та (36) випливає, що AU C U. Залишається довести 

компактність множини AU, тобто показати, що AU - множина 

рівномірно обмежених та одностайно неперервних функцій.

Рівномірна обмеженість множини функцій AU випливає з того, 

що AU C U, a U - обмежена множина.

Одностайна неперервність множини функцій AU випливає з рів- 

ностей (28) і неперервності за змінними t та а; функцій Gk,ji(t,r), 

j, І = 1,. ■ ·, ш, і exp(i'fc, х) відповідно. ■
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§ 9. Параболічні рівняння і системи

Даний параграф присвячений дослідженню розв’язності крайо

вої задачі з нелокальними двоточковими умовами за часовою змін

ною для параболічних за Шнловим рівнянь і систем рівнянь зі ста

лими коефіцієнтами [67, 68] та для рівнянь зі змінними за ж коефі

цієнтами, гіперболічних за Петровським [69, 206].

9.1. Параболічні за Шиловим рівняння 

зі сталими коефіцієнтами

В області Dp розглянемо задачу

0 д\ 0” v -' f d\ Saτ(ΰ ΰ\ _ϋ" ν- (ΟΥ0 <J"U _ tu * /іч
L \cΗ ’ d x ) U - d t » U+ Σ  a °o ,°(d t )  9χ.ι 9χ’ „ *>*)> ί1)

Μ<9
Si І < η

r)l’ l / ds°u
\rT ( V -  r  ( I  ̂ -

v = S0'S dx,' .. .dxp” \dts° t=ο μ dt*° lt=T/
| s | < ( j
s0<n

=  <p,.(x), Г = 1 ,.. ,,n , (2)

Де aSo,,« Є K, brSo , £ C, μ € C\ {0}; q, n £  N, q > n; вважаємо, що

рівняння ( 1 ) параболічне за ІІІиловим, тобто для довільного η £  Мр

корені Aj (77), j  — Ι , . , . , η ,  характеристичного рівняння

£ (λ ,ίη) =  0 (3)

задовольняють нерівність

tnax Re\j(i]) < -С'і|»/|л + С2, С\, (.'■>, h > 0. (4)
1 < j<n

Вигляд області І)1' накладає умови 27г-періодичності за змінними 

хР на функції φ,·(χ), v =  1 , . . . , η, f ( l , χ) та « (ί ,χ). Нехай

<pr(x) =  Σ  V rk ex P ( i k ' *)>  »* =

μ · | > ο  '

φ ,-k =  I  <pr{x)exp(-ik,x)dx, r =  Ι , . , . ,η ,

ω2„

/ (Μ )  = Σ  fk{t)exp(ik,x), 
μ · | > ο

/fc(<) = J  /(*'*) exp(~ik,x)dx.
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Розв’язок задачі (1), (2) шукаємо у вигляді ряду

u.(t,x)= Ш-(0 ехр(й·, ж), (5)

І fc І > о

де кожна з функцій «/,·(/) визначається як розв’язок задачі

L [ j t ,ik )u k(t) = fk(t), (6)

Λ/,τ (ik)uk(t) = iprk, r =  Ι , . , . ,η .  (7)

Введемо в розгляд однорідну задачу

L ^ , i k j u k(t) = О, (6')

M j (ik)uk(i) = 0, r = І , . . . , η, (Τ)

і зауважимо, що розв’язок задачі (6), (7) можна зобразити у вигляді 

суми

«fc (t) =  wk(t) + vk(t), (8)

де iuk(t) - розв’язок задачі (6'), (7); vk(i) - розв’язок задачі (6), (7').
Припустимо спочатку, що для кожного вектора η = k £ 7ZJ 

корені λj(k), j  = Ι , . , . ,η ,  рівняння (3) є простими. Тоді рівняння 

(6') має таку фундаментальну систему розв’язків:

wki(l) = ехр(Аt(k)t), І = Ι , . , . ,η ,

а розв’язок задачі (6'), (7) зображується формулою

ТІ

Wk(t) = Y  ci(k)exp(\i(k)t). (9)

(=1

При цьому коефіцієнти c; Ξ  сі(к), І = Ι , . , . ,η ,  визначаються із 

системи лінійних алгебричних рівнянь

П

Σ Σ </>(«>W 0,A,0( i-μβχρ(λ,(£)T))a = frk, 1· = ι,.,.,η, (ίο)
i = 1 |s|<g

ίο<η

де Α, ξ  Хі(к), Φ(β, k) =  *Ί·*Ι/tj1 . . .  кр".

Визначник системи (10) обчислюється за формулою

П

А(к) = В (к )1 [ (1 - и.ехр(Хя(к)Т)) Π  (λ̂ (Ατ) - λ,(Λ)), (11)

3 = 1 1<ί <j<n

В(к) = det, Σ 6«o-l>M')
Μ<9

(12)
і, «ο = 1
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Знайдемо алгебричні доповнення A mti(k), rn, І = Ι , . , . ,η ,  елементів 

визначника А(к):
11 П

Ат,,(к) =  ( - l )m+1 J ]  f 1 -  ^ е х Р ( А , (k)T))J2 B™,r(k) х
sz=.\,s^l r — 1

xS‘n-r(k) П (K(k)-Xp(k)) ,  (13)
1 <β<οι<η ,α ,βφ Ι

Де Sln_ r(k) - сума, всіх можливих добутків чисел А,(Аг), і =  1, .. . ,  п,

і Φ І, взятих у кількості п —  / · ;  В,ПіГ(к) -  визначник, який одержуємо

з 5(А·) шляхом викреслювання τη-го рядка та r-го стовпця.

Із (11) і теореми про єдиність розвинення періодичної функції в 

ряд Ф ур ’е випливає твердження, яке доводиться за схемою доведен

ня теореми 4.1.

Теорема 1. Для єдиності розв'язку задачі (1), (2) в просторі 

G'(n,q}(Dp) необхідно і достатньо, щоб рівняння

1 - pexp(Xs(k)T) = 0, s =  Ι , . , . ,η ,  B(k) = 0 (14)

не малі розв’язків у цілих числах k і .......кр.

Зауваження 1. Вираз 1 — μβχρ(λs{k)T) не дорівнює нулю для

всіх k G Ί?  тоді і тільки тоді, коли виконується хоча б одна з умов:

а) 1п |μ| + Re\s(k)T φ 0, k e W ;

б) arg μ + Im X,{k)T + 2 тип φ 0, k £ F ,  m Є Z.

Проаналізуємо умову а). Вона буде виконуватися, зокрема, для 

множини тих векторів к Є  ΊΙ,  які задовольняють нерівність

ReXs(k)T < (—C\\k\h + Сп)Т < — 1π|μ|,

або

\k\h > С '^ІСо  + Т_ 11п |μ|).

Звідси легко бачити, що умова а) виконується для всіх векторів 

к Є 71?, коли 0 < |μ| < ехр(—С':>Т), і для тих векторів к Є 1? , для 

яких \к\ > К і, А'і = ( С ї1(С,2 + Т~11 η |μ |))1 ̂ , коли |μ| > ехр(—СпТ).

Дослідимо умови існування розв’язку задачі (1), (2) у припущен

ні, що має місце його єдиність. У цьому випадку для кожного k Є 7L? 

існує розв’язок задачі ((3'), (7), який на основі формул (9), (11)—(13) 

записується у вигляді

П

wk(t) = Σ  ( —l)"~mBm r(k) <pmk S'n_,.(k) exp(Xjt) x

l ,m, r= 1
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п —1 
:{B(k) (\-рехр(Х,(к)Т)) Д (А /- А „ ) }  , (15)

0  =  1

а також існує функція Гріна Gk[t,r) задачі (6'), (7'), за допомогою 

якої (див. п. 2.1.2) розв’язок задачі (6), (7') визначається за форму

лою
т

Vk(t) = J  Gk(t,T)fk(r)dr. (16)

0

У квадраті Л>, крім сторін т =  0, т = Т , функція Gk(t,r) 

знаходиться у вигляді

β=ι,βΦί

На основі формул (5), (8), (15)—(17) одержуємо формальне зо

браження розв’язку задачі (1), (2) у вигляді ряду, який, взагалі, є 

розбіжним, бо величини |В(А’)|, \Xj(k)-Xp(k)\, будучи відмінними від 

нуля, можуть набувати як завгодно малих значень для нескінченного 

числа векторів к Є 7L?. Тому питання про існування розв’язку задачі 

(1), (2) пов’язане з проблемою малих знаменників.

Оцінимо знизу величини |1 — μβχρ(λ;(Α·)Τ)|, j  = Ι , . , . ,η .  На 

основі (4) маємо

11 — μ ехр(Aj(А-)Т)І > |1 - \р\ехр(КеХ̂ (к)Т)\ >

> |l-Hexp((-Ci|fc|ft + C2)T)|. (18)

Із (18) випливає, що при \к\ > Κ·>, де

К2 =  ( C i1[C2 + T-1\n\p\-T-l \n(l-a)])1,h , (19)

виконуються оцінки

|1 - pexp(Xj(k)T)\ > α, j  = 1 , . . . , п, 0 < а < 1. (20)

Враховуючи структуру рівняння (3), отримуємо

|Aj(A-)| < х\к\ч, к Є 1? \  {0}, κ  > 0. (21)

Для дослідження розв’язності задачі (1), (2) введемо такі функ

ціональні простори: .4^, s > 0, β > 0. - простір 2тг-гіеріодичних 

за всіма аргументами функцій <р(х) = ‘Рк ехр(гА·, х), для яких
І*І>о

скінченна норма ||у?||«і;з = E  l f̂elexp(s|A:|̂ ) (аналогічні простори
|fc|>0

при β = 1 розглядаються в [225]); С"([0, Т], Af) - простір функцій
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v(t,x) таких, що для кожного t Є [0, Т] (Vv/dP Є А%, j  =  0 ,1 , . . . , η, 
і неперервна за t в нормі А%, j  = 0, 1, . . . , п,

П

ініс»([о,т],л?) = Е ж " аР" 
р = 0 1 ' 1 дір

Теорема 2. Нехай виконуються умови єдииості розв'язку за

дачі (1), (2) і нехай існують додатні сталі 0\, 0·>, С'з, СА такі, що 

для всіх векторів k Є 7J’ , |А:| > Л'з, справджуються нерівності
П

П  |А,(Л) --А„(Дг)| > СзІІЬГ**, / =  Ι , . , . ,η ,  (22)
«=1  ,α ^ Ι

|ВД| > С4|*Г**. (23)

Якщо φ,η Є 6 '7(Ω2π), 7 > ί/(3η - 1) + p + θχ + 02, m =. 1, . . . , n,

/  Є C([0, Т], Aj), s > κΤ, то в просторі C^14\d p) існує розв ’язок

задачі (1), (2), який неперервно залежить бід функцій f(t,x ) і

<р т ( х ) ,  Ш =  Ι , . , . ,η .

Д о в е д е н н я .  Якщо <рт Є (^(ζΙηπ), το для коефіцієнтів 
Ф ур’є <рт к  виконуються оцінки

bmfcl < C5||̂ m||c-r(n2»)K-l_7, т  = Ι , . , . ,η ,  k £  Ζρ \0, (24)

де стала Сь не залежить від к. На основі формул (5), (8)—(16), (17), 

оцінок (4), (20)—(24) та нерівностей

|Д»,г(*)| < С6|*|?(п-1>, ке!Р\  0,

|1 + //ехр(А і(к)Т)\ < 1 + |μ| ехр(СуГ), і = п,

одержуємо

ll«llc(".«)(DP) < С’7( Σ  ( Σ  l^mfc|+ max ІД(01)+
А- < /\ гп = 1 <е[0,т] )

+ Σ  ( Σ  lv>mfc| \к\п + шах |/*(<)| \к\пі е х р И ^ Т ) ) )  <
к > К  m =  1 te[0,T] > >

< C s (  Σ  lbm||c"-(n2,) + тах |/fc(<)|exp(s|A· )̂) =
4 ί7ΐ = 1 ί€[0,Τ] /

— С&[ Σ  ІІ<г>т||с-т(П2,) + ІІ/ІІС([0,Т],Л’ )).
4 m = l /

де η = q(3n - 1) + θχ + Θ·,, і]х = θχ + q(n + 1), K  =  тах{/\2, Л'з}, 

s > усТ . Теорему доведено. ■

Зауваження 2. Якщо φγη Є Aj, s > κΤ, m = Ι , . , . ,η ,  το

при виконанні всіх інших умов теореми 2 розв’язок задачі (1), (2)

належить простору С ’1([0,Т], Aj), 0 < є < s - κΤ.
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Проаналізуємо можливість виконання нерівностей (22), (23). За

пишемо визначник (12) у вигляді

В(к) =  Σ  iH Brk [ ' . . . f y .

І''!<</"

Нехай /?(1) = (/ί,(1), . . . ,  β ^ ) ,  = (β[~\ ■ ■ ■, β ^ )  - вектори, скла
дені відповідно з дійсних і уявних частин коефіцієнтів г'1'Ί В ,-, де її - 

кількість розв’язків із 7LP нерівності |)-| < qn, зокрема = ReBo, 

β\’] = lm B0.

Теорема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів β*** та для довільних фіксованих β^  (або для довільних 

фіксованих β(1̂ та майже всіх ) нерівність (23) виконується 

при 0-> > р для всіх (крім скінченного числа) векторів k € Ί Ι .

Д о в е д е н н я .  Оскільки \B(k)\ > max{|Re β(Α·)|, |ImB(k)|}, 

то досить довести, наприклад, виконання нерівності |ReZ?(&)| >

>  с А\к\-»>.
Позначимо через D множину тнх векторів β'1’ , які належать 

деякому /ι-вимірному паралелепіпеду Р/, = [пі, βχ] х Ри-\, для яких 

нерівність

|ReS(Jt)| < \к\-$я (25)

має нескінченне число розв’язків к - (кх,... ,к р) Є 7LP. Зафіксуємо

к і β^\ j  = 2,3,...,/). 'Годі для ■ ■ ■, β ^ )  - множини тих

№  Є [οιχ,βχ], для яких виконується нерівність (25), справджується 

оцінка

|Dfc( 4 1), .. . , /? i1))|<2|fcr·», (26)

де І А/1 - міра множини М. Інтегруючи (26) по паралелепіпеду Pk-\, 

одержуємо, іцо для міри множини D(k) тих векторів β ^  Є Р/,, для 

яких виконується нерівність (25) прн фіксованому к, справджується 

оцінка |/)а | < '2('\.к\~н-. де ( ' - об’єм Рі,-\. Оскільки ряд Σ  l^fcl
1*1 >0

збігається нри 0> > /<■ то на основі леми 3.1 одержуємо, що |£)| = 0. 

Отже, для майже всіх векторів ,J(l* Є Рі, виконується нерівність, 

протилежна до (25) для всіх (крім скінченного числа) векторів к Є 

Є Z f>. З того, що простір ЕЛ можна покрити зліченною кількістю 

паралелепіпедів Р/,, випливає твердження теореми. ■

Позначимо через у = (ух, . . . ,  у7) вектор, складений з коефіцієн

тів рівняння (1), де 7 - число всіх коефіцієнтів.

Теорема 4. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів у нерівності (22) виконуються при θχ > (п — 1)(р + q(n—

—3))/2 для всіх (крім скінченного числа) векторів k Є ΈΡ■
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Д о в е д е н н я .  Для дискримінанта W (L ) полінома

η —1

ЦХ,ік) =  Α "  + Σ  a,0J ’ 'k[' .. ,к'р'Х'° = Хп +  Σ  WAp(ik,aS0,s 
И<<?
so<n

справедливі два таких зображення:

W(L) = Π (A,(*) -A i(k))2,

l<l<q< n

= (- l)n
η-1)/2χ

1 4n-i An-2 ■ A\ •4o 0 0

0 1 An- 1 ■ A 2 Ai Ao 0

0 0 A\ Ao
n (n- l)An-\ • Ai 0 0 0

0 n . 2.4 2 Ai 0 0

0 0 2 A2 Λι

= Ap(ik P = 0, 1, . . . , n — 1.

(27)

(28)

Доведемо, що для майже всіх векторів у, які належать деякому 

паралелепіпеду Р-, = [оц, /?о] х Ρη-ι C К7, справджується оцінка

Ι^(Ι)|>|Α·Γβι. fii = (p-i)(n-l) + i, f>0, (29)

при досить великих \к\. Позначимо через Y множину тих векторів 

у, для яких протилежна нерівність

\W(L)\ < (ЗО)

виконується для нескінченної кількості векторів к Є а через

У*: - множину векторів у, для яких нерівність (ЗО) правильна при

фіксованому к Є 7LV. Не порушуючи загальності, вважатимемо, що

І І  = тах |Λ,·|, α = а о „ 0 0. Враховуючи, що (див. формулу (28))
1 < І< р

W(L) = ( —1)'ι(,,-1)/27ϊ” Л"- 1 + А,

де А містить степені Ло, менші за п — і, і те, що Ло лінійно залежить 

від а, знайдемо

dn~l W(L)
Q a n -  1

= пп(п — 1)! μ-ιΙ^"-1).

Згідно з лемою 3.4 одержуємо, що для міри множини тих зна

чень a Є [αο,βο], які задовольняють (ЗО) (коли решта коефіцієнтів
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рівняння (1) фіксована), справджується оцінка

І*'*11 < с 9|а-г 9-йі/(п-1).

Інтегруючи останню оцінку по паралелепіпеду ΡΊ-ι, отримуємо

| П | < С ’ю | * Г , - * і/ (п - 1).

Оскільки ряд Σ  1% І збігається, то згідно з лемою 3.1 міра множи- 
|fc|>0

ніі У дорівнює нулеві. Отже, для майже всіх (стосовно міри Лебега 

в 1К7) векторів у виконується нерівність (29) для всіх (крім скінчен

ного числа) векторів к Є 2 ?>. Враховуючи (27), одержуємо оцінку

Ц  |А,(*) - А,(*)| > Сц|Л|1?-р,(п-1)/2-*/2, 0 < ε < 1, (31)

1 <l<q<n

яка справедлива для всіх (крім скінченного числа) векторів к Є 7J'.

З рівності

Π |λ| —А„|= П \Хч-Х‘\{ П (-32)
α  =  1 ,αφ ΐ l< l< q < n  1 < l< q < n

αφί,βφΐ

та оцінок (21), (31) випливає твердження теореми. ■

Якщо для всіх к Є рівняння (3) (при η = к) має корені Aj(k), 

j  = 1, . . . ,  m, m < n, з кратностями r ij відповідно, ηχ + ... + rim  = n, 

то рівняння (б') має таку фундаментальну систему розв’язків:

= <'_1 exp(Xj(k)t), І = 1, , rij, j  = (33)

У цьому випадку для визначника А(к) задачі (6), (7) отримуємо

m rij — 1
Δ(*) = Ц (1  - ^ ехр(XjT))n jB(k) Π  Η Π  (λ< - ^ Γ " ' ·  (34)

j  = 1 r=l 1 <q<l<m

Знайдемо алгебричні доповнення Δρ* 7, (k), p = Ι , . , . ,η ,  hji = 

= «! + ■■■ + rij_ i + /, l = 1, . . . ,  rij, j  = 1, . . . ,  m, елементів визначника 

А(к):

m n 8 — 1

Δ ρΛ„ (k) = (-l)H-** Π ( Π f'! C1 - Я ехр(А,Г))"' x 
, = 1-1

x(Xj - AJ)("J-1)(">-1)+'-1) [ J  H ( i - ^ T ) n , - 1 χ

7· = 1,Γτί/
n

xJ^BpAk) Sn- i(X u ...,X m) П  (А«-А/зГ“"в. (35)
i = l l<0<a<m
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де 5„_ί(Αι,. . . ,  Am) - сума всіх можливих добутків чисел K(k), r =  

= 1, . . . ,  т , взятих у кількості η —І.

Єдиність розв’язку задачі (6'), (7) має місце тоді і тільки тоді, 

коли А(к) ф 0, k Є 7LV. Тому теорема сдиності розв’язку задачі (1),

(2) у досліджуваному випадку формулюється і доводиться подібно 

до теореми 1.

Надалі вважатимемо, що А(к) ф 0, к Є 7ZJ. При цьому для 

кожного к Є Zp існує розв’язок задачі (6'), (7), який за допомогою 

формул (33)-(35) зображується у вигляді

ТП П j

wk(t) = Σ Σ  Σ  (-1 )"’,+,п-р+іВРАЬ) Vpk Sn-r(Ai , . . . ,Am) x

j  = 1 /= 1 p,r = 1

/ m 4-1 fl- 1
x ((ΐ-μβχρ(Α,·Γ))Β(Λ) Π  (A i-A . )"^ " ·-1)  — — eA' ‘ ,(36)

а. також існує єдина функція Гріна Gk(t, г) задачі (6'), (7'), за до

помогою якої розв’язок задачі (6), (7') визначається за формулою 

(16). Для розглядуваного випадку в квадраті А'т, крім сторін г = 0 

і r = Т, функція Gk(t, т) визначається формулою

i m /1-1 
Gx(t,r) =  χ

j  =  l  /  =  1 ^

x +ї ! : д а · <37»

На основі формул (5), (8), (16), (36), (37) отримуємо твердження, 

доведення якого аналогічне доведенню теореми 2.

Теорема 5. Нехай має місце єдиність розв’язку задачі (1), (2) 

і нехай існують додатні сталі $3, С\п такі, що для всіх векторів 

k Є Z'\ І Аг І > К.\. виконується нерівність (23) і

т

П ІДІ - А>Г+"*_1 > Cn\k\-'\ І = 1. . . . ,  rij, j =  1, . . . ,  m.
s = l,s^j

Я кщо φ,η Є (''"'‘ (Ωζ^), ηχ > </(3η - 1) + ρ + θο + 03, m = 1.......η,

/  Є С([0, Τ], ,4^), a > κΤ, то в просторі існує розв ’язок

задачі (1), (2), який неперервно залежить від функцій f(t,x ) і 

φ,η(χ), т =  Ι , . , . ,η .
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9.2. Параболічні за Петровським рівняння 

зі змінними за х коефіцієнтами

В області Qp розглядаємо задачу

{ fft 'L x ,- " 'Lp )u =W(

Ξ Σ -4«ο. a ( ^ y ° L ax' ■■■L;pu(t,x) = 0, (38)

6tto + |<*|=6n

Mj
d

·, bx

'da°u i da°u

( ^ , L t , . . . , L pJu  = £  d ioaL ^ - - L ^ x

6αο+|α|<6η,αο<η

(=T) = ¥>,·(*). J =  1.......n, (39)
V d lao Ii=o d ta<>

L'ru\rr=o = L™u\Xr=lt = 0, r = Ι , . , . ,ρ ,  m = 0,1, .. ., bn — 1, (40)

Де Lr = -d/dxr(ar(xr)d/dxr) + </rUv); а,. Є C 2bn-1[0, π], </r Є 

Є C’2im~J[0. π] - дійснозначні функції; a,.(xr) > 0, qr (■>:,) > 0, r =

= 1.......P, -4au,a Є K, Л„,о = 1,1/Є C\ {0}, </Іо>в Є C, 6 Є И.

Припустимо, що рівняння (38) рівномірно параболічне за Пет

ровським в області Qr , тобто що ξ-корені рівняння

Σ = 0  (41)
6 α ο + | α | = 6 η  г — 1

для довільного η Є Шр і для довільного x G Пр задовольняють 
нерівності

R-e£.(»;) < -% |2Ь, S > 0, s = 1, .. .,  п. (42)

Позначимо через {.Yfcr(a,·,.)} і U = {Afc,.}, kr Є N, ортонормовану 

систему власних функцій та множину власних значень задачі

LrX (xr) = \Х(хг), А’(0) — А"(7г) = 0, г =  Ι , . , . , ρ .  (43)

Відомо, що власні функції задачі (43) утворюють ортогональну 

систему, яка є повною в просторі І 2[0, я·]; при цьому для всіх kr Є N 
виконуються оцінки

Cokf. < Afcr < C\k;, r = 1, .. ,,ρ, (44)

l*<J> r)| < P jK P · j  = 0.1.......2 bn, r =  ι , . , . , ρ ,  (45)

де Co, C\, pj, j  = 0,1, .. .,  26», - додатні константи. Очевидно,

що функції Xk{x) = X kl(xx )...X kp(xp), k =  (kx ,...,kp) є Np,
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які утворюють повну ортонормовану систему в просторі L2 (Пр), є 

власними функціями задачі

Lu = L\ ... Lpu = Л«, «|θπρ = 0,

що відповідають власним значенням Л* = А*,., .. .Акр.

Розв’язок задачі (38)—(40) шукаємо у вигляді ряду

м(t,x) = ^  «fc(<)A'k l(x i) .. ,X kp{xp). (46)

feeNP

Якщо ряд (46) є рівномірно збіжним разом з усіма похідними за 

просторовими змінними до порядку ‘2(bn — 1) включно, то функція 

u(t,x) задовольняє умови (40); щоб функція (46) задовольняла рів

няння (38) та умови (39), кожна з функцій uk(t) має бути розв’язком 

такої задачі:

d
W

М

(іГ'А*, і · · ■ І Afcp) uk(t) = 0,
'  (47)

d
h ( ^ ’ λΑ·,.......Afcp) M *) = 'Pjk, j  =  1, · · ·, n,

де v0j k = /  ipj(x)Xk(x)dx. 
πχ

Припустимо, що для довільного Хк =  (А*,, . . . ,  Акр) Є Up всі 

корені // j (А/с) ΞΞ μΊ . j  = 1, . . . , η, рівняння

\ ν(μΛ^.......λ,.„)=0 (48)

є простими; тоді розв’язок задачі (47) має вигляд

ик'··(<) = XZ exp(/“*(Aik)*). (49)
s = l

де коефіцієнти с$(\к) = с, визначаються із системи рівнянь

п

Σ Σ <.«Α?ί · ■ ·■Afc>?°(l - ^хр(р ,Г ))с ., = (50)
5 = 1 6ао+|о;|<6т» 

αο < Λ

j  =  Ι , . , . ,η .

Визначник Δ(λ/;) системи (50) обчислюється за формулою

П

А(Хк) = D(\k) J | ( l  - i/exp(psT)) (μ ^- μή , (51)
ί = 1 1 <t <j <η

ДЄ
D(Xk) = det Σ  <-ι .αλ ϊ ί · · ·Α? ;  " · (52)

*— 7, αο=1 
6(«ο-1) + |α|<(>π
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Теорема 6 . Для cdunocmi розв ’язку задачі (38)-(40) в просторі 

С <”’2bn\Qp) необхідно і достатньо, щоб для всіх векторів Хк Є Up 

виконувалися умови

1 - v ехр(р$(\к)Т) ф 0, s = l -- - n, і D(Xk) ф 0. (53)

Д о в е д е н н я . Н е о б х і д н і с т ь . Нехай хоча б одна з умов 

(53) не виконується для деякого вектора Хк = (Хкі, . . . ,  Хкр). Тоді 

однорідна задача, яка відповідає задачі (38)—(40), має нетривіальні 

розв’язки вигляду

u(t,x) = uk(t)Xkl(x i) . . .Х кр(хр),

де «fc(<) - розв’язок однорідної задачі, яка відповідає задачі (47) при 

\к = Xj.. Тому розв’язок задачі (38)—(40), якщо він існує, не буде 

єдиним.

Д о с т а т н і с т  ь. Припустимо, що існують два розв’язки

і ип задачі (38)—(40) з простору C{'n'lbn\Qp). Тоді функція 

и = «і -и-> Є C <’n'-tm\Qp) буде розв’язком однорідної задачі, яка від

повідає задачі (38)-(40) і разом з функціями Wu і Mju, j  = Ι , . , . ,η ,  

розвивається в ряд Ф ур’є вигляду (46) за системою функцій {Х к(./.*)}; 

при цьому ряди для функцій Wu і MjU, j  = Ι , . , . ,η ,  збігають

ся з рядами, які одержані формальним застосуванням операторів 

W {d/dt,Lx, . . . ,L P) і M j(d /d t ,L i,. . . ,L p), j  = Ι , . , . ,η ,  до ряду для 

функції и(і,х). З рівностей Парсеваля для функцій Wu і Mju, 

j  = 1.......її. випливає, що кожний з коефіцієнтів Ф ур’є uk(t) функ

ції и(1,х) є розв'язком однорідної задачі, яка відповідає задачі (47). 

Якщо виконуються умови (53), то Δ(Α/,·) ф 0 для всіх векторів Хк 

І ВСІ коефіцієнти Ufi(l) тотожно дорівнюють нулю. Тоді з рівнос

тей Парсеваля для функції u(t,x) випливає, що u(t.,x) =  0, тобто 

Ul(i,x) = U o (t , x). Теорему доведено. ■

Зауваження 3. Якщо \ν\ > 1, то перші п умов (53) виконуються 

для всіх векторів Хк Є Up; коли ж \ν\ < 1, то ці умови викону-
р

ються для таких Хк Є Up. що Ад. > (ό'αοΤ)_1| 1η |і/||, де αο =
r=l

= ( max { max ar(xr) })
1<г<р 1 0<xr<n '

Зауваження .{. Якщо в рівнянні (38) qr(xr) > 0 і для кожного г, 

r = Ι , . , . , ρ ,  число нуль є власним значенням задачі (43), то вектору 

А/,.іі = (0,. ..,()), к{) Є відповідатиме такий розв’язок задачі (47)

11

η ,» (1 )= Σ °Λ ^ )1 *- \  (54)
5 = 1
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де коефіцієнти cs(A/;o) визначаються із системи лінійних алгебрич

них рівнянь, яку одержуємо після підстановки розв’язку (54) у кра

йові умови задачі (47) при А/,· = А̂ .о. У розглядуваному випадку для 

єдиності розв’язку задачі (38)-(40) необхідно і достатньо, щоб для 

всіх А* Є Up \ {0} виконувалися умови (53) та умова

det.

Ло—0

r p s - l - Ο ίο  

(s  -  1 -  с*о)!
Φ ο.

Нехай має місце єдиність розв’язку задачі (38)—(40). Тоді для 

кожного вектора А* Є Up система рівнянь (50) теж має єдиний 

розв’язок, який визначається за формулами Крамера, а розв’язок 

задачі (38)—(40) на основі формул (46), (49)-(52) зображується фор
мально у вигляді ряду

оо п

u (t,x )=  Σ  £  ( — l)n~mXkl (x i) .. .Xkp(xp) x

Dm,r (^k)(pm,kSn — r(^k) ЄХР
(55)

(i - ^expi^T )) Π  (n  - μ*)£>(λ*)
» = 1 ,s?j

Де -Om,r(Afc) - визначник, який одержуємо з D(\k) викреслюванням 

m-го рядка і r-го стовпця; S^_r(А^) - сума всіх можливих добутків 

елементів μ„(λfc), s = 1, .. .,  n, s φ j,  взятих у кількості п — г.

Ряд (55) взагалі є розбіжним, бо величини |//j(Afc) - μ,(Α*)| і 

|jD(Afc)|, будучи відмінними від нуля, можуть набувати як завгодно 

малих значень для нескінченного числа векторів Afc. Тому питання 

про існування розв’язку задачі пов’язане з проблемою малих знамен
ників.

Враховуючи структуру рівнянь (41) та (48), а також оцінки (42), 
знаходимо

М М І  < *|Afc|b, j  = 1, — , η, κ > 0 ,  (56)

ρ

Re μΊ (λΑ.) < -δα0 Σ Χ1 ·  І = 1-- , , (57)
7' — 1

де |Afc| = Ад., -f · · · + Afcp.

Оцінимо знизу вирази |l - vexp(p,(\k)T)\, s = Ι , . , . ,η ,  викорис

товуючи нерівності (57). Очевидно, що 

|l -  vexр(/«,Т)| >

р
> |l - \и\ exp(Re^,r)| > |і - \у\ ехр ( - δαηΤ ■ (58)

r=1
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Знайдемо множину тих векторів А* Є Up, для яких виконується 

оцінка
р

\і/\ ехр  ̂— ScioT ̂  Xhkr ĵ < 1 - а ,  0 < а. < 1. (59)

г=1

Очевидно, що нерівність (59) справджується для тих А/. Є Up, які 

задовольняють умову 

р

Σ Χ  > (<5«(,Т)-Чп(|„|/(1-а)). (60)
ι· = 1

Із оцінок (58), (59) випливає

|l — (/exp(//,(Afc)7’)| > «, 0 < а < 1, s = 1 , . . . , п. (61)

На основі (60) одержуємо, що нерівності (61) справджуються для 

всіх Afc Є Up, коли |t/| < 1  — а, і принаймні для тих Afc Є Up, в яких 

|А’| > Л’і , коли |і/| > 1 — а, де

Кі = ( ф а 0Т)_11п(И/(1-а) ) .  (62)

Теорема 7. Нехай має місце єдиність розв’язку задачі (38)- 

(40) і нехай існують додатні сталі s\, s2, С\, ('-> такі, що для всіх 

векторів Afc Є Up, |λ·| > Ко, виконуються нерівності

П

П  |//j(Afc) - (Afc) І > С'і |Afc Г я 1, j  = ι,.,.,η, (63)

|0(Afc)| > C'2|Afc|-̂ . (64)

Якщо функції (pj належать С 9(ПР), j  = 1 , . . . , n, q > 6(η2 + Τη — 4)+ 

+ρ + 2(si + so), і задовольняють умови вигляду (40), де т  = 

= 0,1, . . . ,  [?/2], то в просторі C^n,~bn\Qp) існує розв’язок задачі

(38)-(40), який неперервно залежить від функцій φ^{χ), j  = Ι , . , . ,η .

Д о в е д е н н  я. За умов теореми для коефіцієнтів Ф ур’є tpjk 

функції <Pj(x) справджуються оцінки

М  < Сз|АкГ //2|МІе«(п,), j  = 1,. . . , І», Afc Є ир \ {0}, (65)

де стала С:і не залежить від Afc. З допомогою формули (55), оцінок

(45). (56), (57), (61)—(65) та нерівностей

Afc > Cl\\k\/(pC\), |A„,,.(Afc)| < C4|Afc|6("("-1>/2+’- 1), (66)

де А/,· Є Up \ {0}, m, r = 1, .. .,  », одержуємо

Σ 1̂ ·!+ Σ Iа* Гм ) <
\к\<і< \к\ж '

І u | l c ( n ' 2 b n ) ( Q > ’ ) <  Сь Σ 
j = i
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< СбУдІУ^ІІС^ПР); 

j  =1

де К = тах{Л'ь Л'2), η = Ь(п2 + 7n - 4)/2 + si + s2. Теорему дове

дено. ■

Проаналізуємо можливість виконання нерівностей (63), (64). За

пишемо визначник (52) у вигляді

D(Xk) = J 2  ° 'Κ \ ···* ΪΡ·
| r | < 6 n ( n  +  l)/2

Позначимо через β ^  = (β{1}, . . . , β[1)), /?(2) = (β[2\ . . . , β[2)) векто

ри, складені відповідно з дійсних і уявних частин коефіцієнтів Dr, 

де її - кількість розв’язків із 7LP+ нерівності |г| < Ьп(п+ ] )/2, зокрема

/?[г) = Re D0, βj2) = Im £>o, а через у = (yu --1/7) вектор, складений

з коефіцієнтів -4αο α рівняння (38), де 7 - число всіх коефіцієнтів.

Справедливі твердження, які доводяться за схемами доведень 

теорем 3 і 4 відповідно.

Теорема 8. Для майже всіх (стосовно міри Лебега) векторів
β(1) та для довільних (фіксованих (або для довільних фіксованих 

β ^  та майже всіх β ^ ) нерівність (64) виконується при s2 > р/ 2 

для всіх (крім скінченного числа) векторів Хк.

Теорема 9. Для майже всіх (стосовно міри Лебега) векторів 

у нерівності (63) виконуються при s 1 > (п — 1)(р/4 — 6) для всіх 

(крім скінченного числа) векторів Хк Є Up.

Викладені вище результати досліджень перенесені на випадок 

крайової задачі для неоднорідного рівняння

w [ ^ , L u ...,LP)u(t,x) = f(t,x),  (67)

з однорідними умовами (39). (40), де <Pj(x) = 0, j  =  1,.. .  ,η.

За умов (53) для всіх Є Up існує єдина функція Гріна G\k(t, τ) 

задачі (47), яка в квадраті Κ γ , крім сторін r = 0, т = Т, визнача

ється формулою

' = 1 Π  (/*/-/*«)
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а розв’язок задачі (67), (39), (40), де <Pj(x) =  0, j  =  1, .. .,  η, запису

ється формально рядом 

Т

u(t,x) = Σ  /  GXk(t,T)fk(r)d rX k^ χ ι ) .. .X kp(xp).

Гіри дослідженні розв’язності задачі введені такі функціональні 
простори:

В? = L  Є L2(№) : φ(χ) = Σ  'РкХкЛ'Хі) ■ · Χκ,(χΡ),
 ̂ ке Νρ

IMk/J = Σ  l^ lexP(sAfc) c 00k s > 0, /? > 0;

C"([0 ,r],5f) - простір таких функцій v, що для кожного і Є 

Є [0,Т] d^v/dP Є i?f, j  = 0,1, .. .,  n, і неперервна за t в нормі В%, 
j  =  0,1, .. . ,η.

Встановлено таке твердження.

Теорема 10. Я кщо має місце єдиність розв ’язку задачі (3S)- 

(40) і якщо для всіх (крім скінченного числа) векторів Хк Є [Jp 

виконується умова (63) і /  Є С([0, Т], Bbs), s > х (рс\/сі;г г , то  

в просторі C {n'Ibn\Qp) існує розв’язок задачі (67), (39), (40), де 

>pj(x) ~ 0, j  = Ι , . , . ,η ,  який неперервно залежить від функції

/ М ) ·

Зауваження 5. За умов теореми 10 розв’язок розглядуваної 

задачі належить простору С([0, Т], Вь), 0 < ε < s - и(рС і /СР0)ЬТ .

Зауваження 6. Легко показати, що S f C U(A), s > 0, β > 1, 

де U(A) - простір аналітичних векторів оператора А, породженого 

диференціальним виразом Lu та умовою u|sn„ — 0 [42].

9.3. Системи параболічних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами

В області Dp розглянемо задачу
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= fj,i(x). І = h -  ■ · ,n j, j  = 1,.. , ,m, (69)

де Pjr(X^) - поліном з дійсними коефіцієнтами, степінь якого за 

сукупністю змінних ξ ι ,. . . ,ξ ρ  не перевищує числа q, а за змінною 

Л не перевищує n j — 1, q > max{)i;}, l/~ E С, μ Є С \ {0}, 

пі -І- ... + п,„ = η.

Припустимо, що система рівнянь (68) параболічна за Шило- 

вим, тобто що для довільного дійсного вектора η корені А,(»]), і = 

= 1, .. .,  п, рівняння

det Р (Α, η) =  det ||Pjr(A, ίηι,. . . , ίηρ) + λ’ι^,.||”ι,.=1 = 0 (70)

задовольняють нерівність (4).

Розв’язок задачі (68), (69) шукаємо у вигляді векторного ряду

u(t,x )=  Ύ  uk(t)exp(ik,x),

|fc|>0

де u(t,x) = col(ui (t, x ).. .., um(t, а·)), а вектор-функція uk(t) = 

= col(ufci(<),. . . ,  ukm(t)) є розв’язком відповідної задачі

А? ( ^ .  »'*>■)«*(<) = 0- І = 1, - - -, гп, (71)

Mj,i(ik)ukj(t) = 1 = 1 , . . . ,  n j , j  = І , . . . ,  rn, (72)

де k Є Zp, - коефіцієнти Фур’є функції fj,i(x).

Припустимо, що для всіх η = k Є 7LV корені λj(k) Ξ  Aj, j  = 

=  1, . . . ,  n, рівняння (70) попарно різні і не дорівнюють нулю. Тоді 

система диференціальних рівнянь (71) має таку фундаментальну 

матрицю розв’язків:

y*(i) = Н і - ...Υτν = > ( ^ ) εχρ(λ^ ) · (73)
v  =  1 , . . . ,  п

Коефіцієнти 7г (А„), r = 1,.. . , т , визначаються із системи лінійних 

алгебричних рівнянь
т

Х )(Л т (^ ,* * )  + А ЇЧ>) 7. = 0, j  = l , . . . ,m ,  (74)
г =  1

визначником якої є det Р(А„ Д·). Оскільки всі корені A„(&), v = 

=  1, . . .,п, є простими, то rangP(\„(k)) = m — 1, ι> =  Ι , . , . ,η ,  

тобто один із мінорів (т  — 1)-го порядку визначника det. ^Ρ(Λ,̂ , Аг) 

не дорівнює нулю. Не обмежуючи загальності, припустимо, що 

det IIPjr{K, ik) + WSjrW’?- ^  = Dm(K ) ф о. Тоді

П — Пт

7m(A„) = Д„(А„) = E  Am,i[k)A"-nm"',
1=0
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n — n r— 1

7r,(λ„) = Dr(K ) =  Σ  ArAk)K~nm~,-\ r =  l , . . . , m -  1,
1—0

Де

Д. (A£/)=det

P\i(X^,ik)+X"' ... P i r^i(Xi/,ik)

Pm—l,l{Xv,ik) ... Рт —і іГ—і(Хі/,І.к) 

Pl.m{Xv і Ік) P\:r-\-l (Χμ, ik) ... Pl,m—l{Xv, ik)

Pm— l,m( A(/, ik) Pm-l,r+l(A|/, ik) . .. Pm—l,m — l(Xi>i ik) + Xiym

Однорідна крайова задача, яка відповідає задачі (71), (72), має 

нетривіальні розв’язки тоді і тільки тоді, коли визначник А(к) ма

триці ||-Mj,i(Vjv)||ί=ι,...,»,,j=i,...,m дорівнює нулеві. Провівши відпо-

ВІДНІ обчислення, одержимо

ti — ti j — 1

ΜΜν)= Σ №№)κ° Σ Aj,r(k)x"~nj~r~1
Μ<4

«0<»ί,
r = 0

x (1 — μ exp(A,,(A:)T)), j  = 1,. . . , m — 1; i/ = 1 , . . . , η; I = I , . . .  ,nj,

м т ,/ ( > ' „ , „ ) =  Σ ь‘т ? ^ к Ж °  Σ Л п ,г (А - )А Г П т “ г X

\s\<q Г=0
St) <11,η

x(l- /texp(A „(k)T)), //= 1-- ,n, 1 = 1 -- ,nm.

Тоді

Δ (Ar) = B(k) J J  (l — /*ехр(А,Г)) Ц  (λα - λ7) J J  0v(k), (75)
1 < 7 < α < η9 =  1 u = 1

P„(k) = det // = 1, .. .,  rn, (76)
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В(к) =

0 ■ · ·0, ^і.оі .............................A iti Аі'О О

Пі — 1

Al,qi ........... ...............A iti A ito 0 .̂ · 0
Πχ

0^_0 л т _! ,Ят-1 · * · A m—1,1 Αγγι—χο 0
Тї τη — 1 1

1ε1 -- -Am-1,1 ^m-1,0

Q — · 0 Am,qm

nm_i
............. Am,2 Amyi Am>o

n m -1

Arn,qm .................................... А т -> А т ,1  Ат ,0 0 -̂ -0

ТІ m  1

Де qr = п - пг - 1, r = 1, .. .,  т  - 1, qm =  п - пт .

Зауваження 7. Для кожного к Є Z?' визначник В(к) не дорівнює 

нулю, бо він входить співмножником у вираз для вронскіана W(k) 

фундаментальної системи розв’язків (73), який має вигляд

W(k) =  (~\)ш В(к) (λα(&) — Xf(k)) ехр (t ^  λα (/τ)  ̂,
1 <7<α<» α=1

1 m-2

Де ω =  2 С ΣΖ -  ,lr+2)(«r + l + «Γ+2 -  1) + ^ " г К  ~ 1) +
r = l

+(m - l)(nm - 1)η„Λ.

r=l

Позначимо через C^n,4'>{Dp) банахів простір вектор-функцій 

u(t, χ) =  (η·ι(<, ж), . . . , «,„(/, χ·)) з нормою

j = l

Справедливе твердження, яке доводиться за схемою доведення 
теореми 1.

Теорема 11. Для єдиності розв’язку задачі (68), (69) у прос

торі С 'п'чЦі) р) необхідно і достатньо, щоб рівняння

1 — рехр(Х,(к)Т) =  0, 0s(k) =  0, σ,δ =  Ι , . , . ,η ,

не мали розв ’язків у цілих числах к\,... ,кр.
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Знайдемо алгебричні доповнення елементів визначника А(к):

П

Ал«„ДЛ) = (- l) ,u"+' Π  (Ι-μβχρ(λ,(Λ)Τ)) х
s =  l,spbl

n m  n  s τη

*Σ Σ Σ  Σ h(im)a,xBhsxAi<)Sln-v(i<) x
u =  1 <5 — 1 χ = 1 j  = l

X Π  (М/О-А-Д*)), (77)

1 < 7 < α  < η 
а,75tl

де hso = «і + -- H ij-1 +σ, Bi r(k), {0s{k))t,,· - визначники, які одер
жуємо з визначників В(к), 0s(k) шляхом викреслювання 1-го рядка 

і r-го стовпця; .$'{,_„(*) - сума всіх можливих добутків елементів 

Aj(k), j  = І .......n, j  ф /, взятих у кількості n — u.

Дослідимо питання про існування розв’язку задачі (68), (69) у 

припущенні, що він єдиний. Для довільного к 6 "і? існує розв’язок 

задачі (71), (72), який на основі формул (73)—(77) визначається у 

вигляді

ш  ( і )  _  у  У '  У '  ( рп - /іл „  ίΐι,δ,σ e x p (X it )

“‘ ί(<)· , . £ ι  £  x , L ( } 1 — /іехр(Л(Т)

x ''/j(^l)Bhlx,v(k) {0б(к))о1\ . _   ̂ ^

0i(k)B(k) Π  (A|(*) - A„(A))
a=l
a^l

Компоненти розв’язку задачі (68), (69) формально зображують

ся рядами

Uj(t,x) = Σ  ехр(**. ж), j  = 1, · ■ ·, m, (79)

|fc|>0

які, взагалі, є розбіжними, бо вирази |λі(к) — λα(&)|, |.B(fc)|, |/?i(fc)|, 

будучи в ід м ін н и м и  від нуля, можуть набувати як завгодно малих 

значень для нескінченного числа векторів к € Ί}'. Тому питання про 
існування розв’язку задачі пов’язане з проблемою малих знаменни

ків.

Легко бачити, що для довільного a Є (0,1) при |Α·| > Л’і, де 

K  і = (С2 + ln(|/t|/(l - α))/τγ^" /С\, виконуються оцінки

|1 — /<ехр(А/(А:)Т)| > a, / =  Ι , . , . ,η .  (80)

Із структури рівняння (70) випливає, що

\Х3{к)\ < х\к\ч, х >  ОД· Є Zp \ {0},j=  Ι , . , . ,η .
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Теорема 12. Нехай має місце єдиність розв’язку задачі (68), 

(69) і нехай існують додатні сталі sь s2, s3, С3, С'4, С5 такі, що 

для всіз: векторів k Є 7LV, |fc| > К2, виконуються нерівності

П

П  ІМ * )- А а (*)|>Сз|*Г‘\ 1 = 1 , (81)
а= 1  ,осфІ

\B(k)\ > C4\k\-\ (82)

Шк)\ > <?5|*Γ'8, v = 1,.. . , m. (83)

Якщо Д ст Є С''1'(Озтг), 7 > q(2n + т(2п — т  — 1)/2) + p + «і +
+s2 + s3, S = 1,.. . ,  m. σ =  1,.. . ,  ni, т о  е просторі C <-n,'1,(Dp) існує 

розв’язок задачі (68), (69), який неперервно залежить від fs.a(x), 
δ , т,  σ = 1,.. ,,щ .

Д о в е д е н н я .  Зауважимо, що при k Є Ί Ι  \ {0} виконуються 
оцінки

|£*,Х1Л*)І < Cs\k\q{m-x)(n-x-ml2\ (84)

1(/%(*))σ,χ| < C7|fc|,(n*-1), δ = 1  , . . . ,ш .  (85)

Із формул (78), (79) та оцінок (24), (80)—(85) одержуємо
m

іі«іЬ(...)(оя) < ^ Σ Σ (  Σ  і/м ,»і + σ  ι* ι ί /μ .*ι) <
«5=1 σ =  1 |*|</Є І А; І > /\

m η*

-  6^ Σ Σ  нд»іісппа.).
<5 = 1 σ =  1

де Л' = max{К\, Л'г}, η = r/(2n + rn(2n — m — 1)/2) + «χ + s2 + s3. 

Теорему доведено. ■

Дослідимо, коли виконуються оцінки (81)—(83). Позначимо через 

у = ( . ι / ι вектор, складений з коефіцієнтів рівняння (70), де 

7 - число всіх коефіцієнтів.

Справедлива теорема, яку доведено за схемою доведення теоре
ми 4.

Теорема 13. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в IR7) 

векторів у нерівності (81) виконуються при «і > (п — 1)(р — q+ 

+q(n — 2))/2 для всіх (крім скінченного числа) векторів k Є НР. 

Розглянемо нерівність (82). Запишемо визначник В(к) у вигляді

В(к )=  Σ  Bsk { '. . . ψ

l)(n — m/2)

і позначимо через b ^  = ( 6 . . . ,  b^]), b<2> = (b[2), . . . ,  b\’2)) вектори,

складені відповідно з дійсних і уявних частин коефіцієнтів Bs, де
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/). - кількість розв’язків із 2+ нерівності |s| < q(m — 1)(п — пі/2). 

Зокрема, b[^ = ReBo, b[J> = Im В0.

Теорема 14. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Шп) век

торів б*1) і для довільних фіксованих векторів b̂  (або для довіль

них фіксованих 6(1' та майже всіх ) нерівність (82) виконується 

при s2 > р для всіх (крім скінченного числа) векторів к Є ΈΡ.

Переходячи до нерівностей (83), відзначимо, що значення виз

начників р„(к), v = 1 , . , . ,π ι  (див. (76)), зображуються у вигляді

βι/ (к) =   ̂ a^gk  ̂ . .. крр, и = 1 , . . . ,т .

|s|  < qnu

Позначимо через і вектори з компонентами Re аи, і 

Im a„„ |s| < qnt/, віповідно, а через z„ - число розв’язків із 7/+ 

нерівності |s| < qn„.

Теорема 15. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в ) 

векторів ЛІЯ і для довільних фіксованих АІ'^ (або для майже всіх 

векторів Л<2) і для довільних фіксованих а \}̂) оцінки (83) викону

ються при s3 > р для всіх (крім скінченного числа) векторів к Є Zp.

Доведення теорем 14 і 15 проводяться за схемою доведення тео

реми 3 із врахуванням того, що | (А:)| > max{|ReВ(&)|, |ImS(/s)|} і 

Шк)\ > max{|Re/?„(fc)|, |Ιηΐ/£?„(λ·)|}, "  = 1 ,·· · ,m.

§ 10. Рівняння, не розв’язані відносно 
старшої похідної за часом

Досліджена розв’язність нелокальної задачі для лінійного опера

тора. зі сталими коефіцієнтами, що є добутком операторів другого 

порядку за результати перенесено на випадок, коли цей оператор 

збурено нелінійним інтегро-диференціальним доданком. Розгляну

то також рівняння довільного порядку зі сталими коефіцієнтами з 

еліптичним оператором при старшій похідній за часом та рівняння

з коефіцієнтами, що залежать від просторових змінних.

10.1. Факторизований оператор 

зі сталими коефіцієнтами

В області D  = {{t, х, у) : 0 < і < Т, 0 < χ < π, 0 < у < ω} розглянемо 

задачу [125]

" гд2 . . о. .о д2
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+ ε J  f  K(t,x, у, ξ,η)Ρ[ί,ξ, η, υ.(ί,ξ,η))άξ(1η, (1)
Ο ο

2η — 1
т/г і — 'С'' V " ι* cH'^ (dSau
’’ (“] = Σ Σ *o,r ar2,tf

(Ct’0u ι d°°u ι \

νδί*» L=o L=T/ ’ ^

r = 1,.. .,2n,

#0 =  0 j 5 | < n

d2qu

' dx2tldy2s-

дх2ч
= 0 , ^

# =  0,.Т =  7Г y=0,y=w
0, q = 0, . . n - 1, (3)

0“ d'2
де Uj, 6j·, Л ;0іГ, ε Є в:, μ Є C \ {0}, Δ  = s = (sb *2);

f β>α+2\>\η -j

( І , ;-’|) = І с ) і - а Є ' а ^  :s° - il t · ! '1 - η) ;

функція Ι\(ί,χ,ρ,ξ,η) визначена в області D\ = {(ί, аг, t/,ξ, η) : 

(t,x,y) Є D, 0 < ^ < τγ,Ο < η < ω}, неперервна за змінними 

t, ξ, η і достатньо гладка за χ, у; функція F(t, ξ, η, й)визначена

і неперервна за t, ξ, η, v, в області Д> = {(<,£,?;,«) : (ί,ζ,η)(Ε 

€ΰ,ιι(ί,ζ,η) Є 5(и0(<,аг,г/),г)},де5(«0(і,а;,2/),г) =  {г< Є C (2n'2n)(D) : 

IIм — ио||с'(=".2»)(£)) < «° ~ розв’язок задачі (1)-(3) при ε = 0, при
чому \F(t, ζ, η, ϋ)| < Μ і справджує умову Ліпшиця відносно гс

s0<2n
|#|<п

5'° + 2|»Ι«1 -̂«0 + 2)«|.(ί2

δ(.Όθζ~·'ι βη~$ι dt!° δξ2* 'δη2*2

Розглянемо спочатку незбурену задачу, коли ε = 0. Нехай функція 

f(t,x ,y) зображується рядом

f(t,x, У) = Σ Σ Лр(*) sin*x‘ sin—2/’ 
*=lp=l W

(4)

Де
7г ω

4 f f  7Г/>
fkp(t) =  —  / / f(t,x ,y) smkx sin— 2/ dxdy. 

πω J  J  u
0 0

Розв’язок задачі з C*2" ’2n'(i)) шукаємо у вигляді ряду

«°(ί,«,») = Σ Σ  “SU*)sinA·* sin— 2/1 
fc = lp = l ω

(5)
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який, у випадку збіжності, задовольняє умови (3). Для визначення 

кожної з функцій u°.p(t) отримуємо таку крайову задачу:

3 =  1

2 2 і2 
7Г р  оч СІ~

2 n  — 1

/ g "«ipl 
V

) = 0 , г =  1.......2«. (7)
(=T/t=o dtSo

Введемо такі позначення: А; = ivj(k,p), An+j = —ii/j(k,p),

B ,0,r(k,p) = Σ  (-1)|8|Л;;о rk2f'(xpu ifs\ s0 = 0 , . . . , 2 n-  1, r =
\s\<n

bjU)k
j  = 1,.. .,11.= 1, . . . ,2 n, is j(k ,p )= —=------------

^ 2А·2 + π2ρ2 + α?ω-'

Для простоти викладок припустимо, що для довільних (к ,р ) Є Ν2 

i/j(k,p), j  =  1, .. .,  n, попарно різні. Розв’язок однорідного рівняння

П  (^ 2  + ,' j ( k’P))ukp(t) = О- (8)

.7 = 1

який задовольняє умови (7), визначається формулою

икР(і) = Σ r;jехр *v>
./' = 1

де сталі C j J  = Ι , . , . ,η ,  знаходимо із системи лінійних алгебричних 

рівнянь

27?· 2 м — 1

£  Cj Σ  Β*οχ>γ (1 - /' exp (AjT)) =  0 , r =  1, . . . , 2n, (9)

j = l *o = 0

визначник А(к,р) якої має вигляд

2 n — 1

А(к,р) = В(к,р) J J  (1 - μ ехр (AjT)) Д  (Aj - Afc),

«о=0 2n>j>k>l

де

В(к,р) = det ||Д?0,г|| »о = 0,...,2п-1 ·
7' =  1,...,2п

При ε = 0 задача (1)—(3) не може мати двох різних розв’язків 

тоді і тільки годі, коли рівняння

п «] =  0 (10
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має лише тривіальний розв’язок, який задовольняє умови (2), (3).

Теорема 1. Д л я  єдиності розв’язку задачі (І)-(З) при є = 0 в 

просторі C 2n,2n(D) необхідно і достатньо, щоб рівняння

B(k,p) =  0, (10)

2 η п

(1 - р е к р у т ) )  =  Π  (μ2 - '2 μ cos (Vj{k,p)T) + 1) =  0 (11)

j =1 j =1

не мали розв’язків у натуральних числах к,р.

Д о в е д е н н я . Н е о б х і д н і с т ь . Якщо хоча б одне 

з рівнянь (10), (11) має розв’язок (λ,'ο,Ρο) Є І!2, то Δ(Α'ο,ρο) = 0 і 

однорідна задача (1'), (2), (3) має нетривіальні розв’язки вигляду

«2,(0 = Σ  (С° J ^ (ko'Pu)l + sin к0х sin ^ у ,
j=  i W

де Со.і, · · · , Со,2« - розв’язок системи рівнянь (9) при к = ко, р = Ро- 

Тому розв’язок задачі (1)—(3) при ε = 0 (якщо він існує) не буде 

єдиним.

Д о с т а т н і с т ь . Припустимо, що існують два розв’язки 

«J та w® розглядуваної задачі з простору C2n,2n(D). Тоді функція 

й° = и° — Uo Є C2n,2n(D) є розв’язком однорідної задачі (1'), (2),

(3) і до неї можна застосувати оператори V і Vr, r =  l , . . . ,2n .  

З рівностей Парсеваля випливає, що кожний із коефіцієнтів Ф ур ’є 

и°кр[і) функції u°(t,x,y) є розв’язком однорідної задачі (8), (7), і 

за умов (10), (11) отримуємо, що v l P(t) =  0, (к,р) Є М2. Тому 

Ui(t,X, y) = u°(t, х, у). Теорему доведено. ■

2 _|_ і

Зауваження 1. Якщо Im —---  ф 0 або
*2μ

> 1, то
2μ

рівняння (11) не має розв'язків у натуральних числах к, р. В інших 

випадках рівняння (11) не має розв’язків у натуральних числах к, р 

тоді і тільки тоді, коли жодне з рівнянь

bjuiTk

yju>’-k‘- + π-μ- +
=  ia rc co sa  + 2τπ?ι, j  = 1,

де α =  ΙΙβμ, не має розв ’язків (к,р, т), (к,р) Є N2, m  Є Ζ .

Розглянемо питання про існування розв’язку незбуреної задачі 

(1)-(3). Припустимо, що рівняння (10), (11) не мають розв’язків у 

натуральних числах к, р. Тоді для кожного вектора (к,р) існує єдина
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функція Гріна Gkp(t,r) задачі (8), (7), за допомогою якої розв’язок 
задачі (6), (7) зображується у вигляді

Т

MfcP(<) =  j  GkP(t,T)fkp(r)dT. (12)

о

У квадраті K j ■ за винятком сторін т = 0 і τ = Т, кожна з функцій 

Gkp(t, г) визначається формулою

J 2 η 2η— 1

'  ’ ν 1 '  m ,a .r , l  =  l »о =  0

х(-1 )mBm,r(k,p) λ °̂ (l + μ ехр(АстТ)) (1 — μ exp(A;T))-1 χ

2 η 2 η

Χά2ιι-ι·[Α/] Π  (Α, — Αα ) *, Ρ[ (Aj — λ;) ! , (13)
1=1 j= l

де B„l r (k,p) - визначник, отриманий з визначника В(к,р) викрес

люванням ni-го рядка і )--го стовпця; 52ті-г[А|] - сума всіх можливих 

добутків чисел Аі, .. ,,А(_і,Аі+і , .. . ,λ2„, взятих у кількості 2 ті — г, 

5о[А,] =  1 , / =  1-- ,2»;

!lkP(t,r) = - Sgn^ — — j^ e x P  (λ«(* “  г)) П  “  λ« )_1·
α=1 j= l

На сторонах r = 0 i r = T квадрата Kj- функції Gkp(t, r) доозначу- 

ються за неперервністю відповідно справа і зліва.

Розв’язок задачі (1)—(3) при ε = 0 формально зображується у 

вигляді ряду

оо сю ^

u°(t,x,y) = Σ Σ  ( /  Gkp[t,T)fkp(T)drJ sinkx sin — y, (14)

fc=lp=l { ω

який, взагалі, є розбіжним, бо величини |і — μ ехр(А/Xі) |, |β(Α·,ρ)|,
2п
Π  І λ? - λα|, будучи відмінними від нуля, можуть набувати як 
j -1

завгодно малих значень для нескінченної множини векторів (к,р). 

Тому питання існування розв’язку розглядуваної задачі пов’язане з 

проблемою малих знаменників.

Теорема 2. Нехай виконуються умови єдиності розв’язку не- 

збуреної задачі ( І)-(3), нехай існують додатні сталі С і , ц , і =
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=  1,2,3, такі, що для всіх (крім скінченного числа) векторів 

(k, р) Є №  справджуються нерівності

|Я(А,Р)І>Сі(* + Р ) '71. (15)

|1 - рехр(А,Т)| > C2(k + ρ)~Ί2, 1 = 1 ,...,2η, (16)

2 η

Π \ bj-K\>C3(k + p)-^, α = 1 ,...,2η , (17)

j  = l ,j? a

і нехай функція f  £ C^°'m\D), m > 71 + 72 + 273 + 4n2 + 2n 4- 2, 

задовольняє умови

d~jf I _ dVf\ _ n , _ n i Г 777 — 1 1
я *)-i — ί 0? — 0, j  — 0,1, .. .,  ^
Ο Χ “ 3  І;Г =  0,ДГ =  7Г 1у =  0 ,у = а >  L z j

ї ’осіг при ε =  0 існує розв’язок задачі (1)-(3), який належить прос

тору С {2п’2п>( D) і неперервно залежить від f(t,x ,y).

Д о в е д е н н я .  Якщо функція f(t,x ,y ) задовольняє умови 

теореми, то

Мі
max |/*p(f)|< (fe+^ mH/(<,g,y)||c(°.-)(D)· (18)

З формул (12), (13) випливають такі оцінки: 

і*„о ц\ 2п 2,1

< М2 о'П(ахт І/,„(01 Σ  Π  Ιλ' - λ«Ι_1 хdt>
α=1 j s l tj^a  

- 2 η 2 η/ ι \4u ”

x(1+ imi Μ Σΐ1- ^ ^ ! - 1 Π lAJ-A'l_1). (19)v |β(Λ,ρ)Ι ^  J=| ^ ( >

де κ  = 0 ,1 ,. . . , 2n, Μη = Mn(T, η). Тоді на основі формул (13), (14) 

і оцінок (15)—(19) отримуємо

||г<0||С(2»,2П)(О) < Л/з||/||С(0,т)(о), (20)

де М3 - додатна стала, яка не залежить від к,р. Із (20) випливає 

твердження теореми. ■

З ’ясуємо, коли виконуються оцінки (15)—(17).

Визначник В(к,р) є поліномом від змінних k, р степеня, не ви

щого, ніж 4п*, а саме

В(к, р) =  ] Г  ВгкГір’ = , (21)

|г|<4»*3

де кожний з коефіцієнтів Вг є сумою добутків, складених з коефіці

єнтів А\о г в умовах (2). Позначимо через 0  число всіх коефіцієнтів 

У (21), тобто ЧИСЛО ВСІХ РОЗВ’ЯЗКІВ ІЗ 1?+ НерІВНОСТІ ?’і + Гп <  4п2.
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Теорема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в 

векторів {В,- : |я*| < 4п2} нерівність (15) виконується при 71 > 2 

для всіх (крім скінченного числа) векторів (к,р) Є N2.

Д о в е д е н н я . Розрізняємо два випадки: вільний член 

полінома (21) £?о,о Ф 0 і Во,о = 0. У першому випадку доведення 

аналогічне доведенню теореми 3.4, у другому - доведення випливає 

з теореми 3.3. ■

Розглянемо нерівності (16). Оцінюючи спочатку ліві частини 

перших η із цих нерівностей (1 < j  < п), одержуємо

|1 — μ ехр А,Т| = |і — ехр(1п μ + AjT)| = |і — ехр(1п |μ| + іф + XjT)\ = 

=  |l - |p|cos(<̂ > + Uj(k,p)T) - *|/i|sin(</> + Uj(k,p)T)\, j  =  Ι , . , . ,η ,  

де φ = argμ . Якщо |μ| φ 1, το

|l — pexp(AjT)| > |ΐ - |μ|| >0 , j  =  1.......η.

Якщо \μ\ =  1, то враховуючи нерівність sinar > 2χ/π (0 < χ < тг/2), 

отримуємо

|l-pexp(AjT)| > |sin(<£ + Vj(k,p)T)\ =

=  | sin (Φ + Vj(k,p)T - т крк)\ > 2\(ф + Vj(k,p)T)/n - т кр\ =

Ф/Т + Vj(k,p)

>
2 T(k + p) φ/Τ + ν ,μ ,ρ )  mkpn/T 

\ /РТ ^2 v /^+ P 2

де mkp € 7L задовольняє нерівність

mkpn/T

у Ф Л ?  

j  =  1, · · (22 )

φ + uj(k,p)T
mkp

1

< 2 ·

Аналогічні оцінки отримуємо для випадків, коли η + 1 < j  < 2η. Із 

отриманих оцінок і леми 3.2 випливає таке твердження.

Теорема 4. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в ffi) чисел 

π/Τ  нерівність (16) виконується при ~/п > 2 для всіх (крім скінчен

ного числа) векторів (к,р) Є Ν2.

При дослідженні нерівностей (17) використовуємо лему, яка до

водиться за схемою доведення теореми 3.

Лема 1. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі ІК3) 

векторів ζ =  (.4, В, С) нерівність

ІАк2 + Вр2 + С\> К(к + р)~2~6, 0 < δ < 1, К > 0,

виконується при 7г > 2 для всіх (крім скінченного числа) векторів 

(к,р) Є Ν2.
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Теорема 5. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 
m3n(n~i)/2j вєкторів g _  {gja  . j  a  -  n, j  φ  σ} , de gjt(T =  ((6?-

—62)ω2, {bj— 62)тг, (ί>2α2 — α262)ω2), нерівності (17) виконуються при 

7з > Ατι — 1 для всіх (крім скінченного числа) векторів (к,р) Є I I2. 

Д о в е д е н н я . Л іві частини нерівностей (17) мають вигляд

2 η η

Π Ιλ) - Λ«Ι = 2М&,р)| Д kJ(A;,p) - і/;(й,р)|,

J = 1 ,j#o j-lj*<r

де α =  .4 або α  =  η + 3, σ = 1,. . . , η.

ΙΜ

тоді

Зауважимо, що \isa(k,n)\ < —
С„(к + р)

, де С'ст = max{w, π, ασω}·

j= i

π
3 =  1

u ,2* 2^ . ?  -  62 )ω 2* 2 +  (δ2 -  62 ) t t V  +  (62α 2 -  α 262 )ω 2 ) 

+  ΤΓ2Ρ 2 +  α ] ω η ( ω 4 · 2  +  ττ2ρ 2 +  α 2α ,2 )
>

>
С'2(А- + р)2 у

,2 Ті η — 1

д  |(fej-62)^2A.·2 + (bj б2)7г2р2 + (6ja2- a j6g)cj2|

|ω2λ·2 + тг2р2 + а р і
>

> ω 2Κ ”~ιβ· + p)-H+a)(»-i)-2(Ci . . . Cii)-2, σ=1<  ,,

причому останні оцінки виконуються для майже всіх векторів g, що 

випливає з леми 1. Покладаючи d < 1 / (п — 1), з наведених оцінок 

отримуємо доведення теореми. ■

Розглянемо збурену задачу (1) (3). При ε ф 0 розв’язок задачі 
шукаємо у вигляді ряду

u.(t,x,y) = T  Ukp(t) sin кх sin— у,
UJк,р = 1

де функції Ukp{t), к,р Є N, визначаються як розв’язки крайової 

задачі для нескінченної системи іитегро-диференціальних рівнянь

bj к~
j = 1

2п —  І

Ukp(t) = fkp(t) + 

+ε f  f  Kkp(t,ξ, η)Ρ(ί,ξ, η, й) (Ιξάη,
0 0 

А*о),
Σ  в>оЛк,р)(Чр(0) - К ^ГЛ ) =  о, г = 1, . . . ,  2η,

«о=0

(23)
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7Г W

в якій /\к„(і, ξ, η) = —  І І K (ί, х, у, ξ, η) sin kx sin — у dxdy, а вира- 
7rui J  J  ω

0 0
зи BSar{k,p) означені вище.

Задача (23) еквівалентна системі інтегро-диференціальних рів

нянь

т

Ukp = j  GkP(t, т)/кр(т)іІт+є J  G’fcp(<,r)/u,p(r,£,i7)F(7-,£,r;, «)cΙξάηάτ,

де Gkp(t,r) - функція Гріна задачі (8), (7). Тому для визначення 

розв’язку и(І.,х, у) задачі (1)—(3) отримуємо рівняння

7TJJ
и(і, х, у) = u°(t. x, у) + ε Σ  sin kx sin — ух

k,p=1 ω
x f  GkP(i, т)Ккр(т, ξ,η)Ρ(τ,ξ,η , й) (Ι.ξάηάτ. 

b

Припускаючи, що в області D x D ряд

ОО

Σ  GkP[t, т)Ккр(т,(., η) (24)
к ,р= 1 І -

рівномірно збігається до деякої функції Q(t, х, у, τ, £,»/), отримуємо, 

що задача (1)—(3) еквівалентна інтегро-диференціальному рівнянню

u{t,x,y) = u°(t,x,y) + ε j  Q{t,x, у, τ,ξ, η)Ρ(τ,ξ,η, й) (Ιξάηάτ. (25) 

υ

Теорема 6 . Нехай виконуються умови теореми 2 і нехай функ

ція К(і, х, у ,(, η) в області D\ неперервна за ί,ξ, η і т  раз неперерв

но диференційовна за у. т  > 71 + 72 + 273 + 4п" + 2п + 2, а функція 

F{t,£, v,j«) задовольняє умови, вказані при постановці задачі (1)- 

(3). Тоді, для всіх ε Є [—ίο,^ο] існує єдиний розв’язок задачі (1)- 

(3), який належить замкнутій кулі §{u°(t,x,y),r) C C (2" ,2n)(D) 

1 неперервно залежить від f(t,x ,y), де εο < mm{r/ ВМ,\/BL}, 

В  = пиМзМі/Ми М і, Мз - константи з оцінок (18) і· (20) від

повідно, а М4 - константа з нерівності

max \Kkp{t,£, η)\ < M4{k + р)~т , k ,p€  Γ1 (26)
(ί,ξ,η)€ΰ

Д ο в ε д ε  η η я. Якщо функція K (ί, x, у. ξ, η) задовольняє умови 

теореми, то справджуються оцінки (26), з яких та з обмеженості 

функції F(i,£,»7,jm) випливає рівномірна, збіжність ряду (24).
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ГІри доведенні теореми використовуємо принцип стискуючих ві

дображень. Запишемо рівняння (25) у вигляді

u(t.,x,y) = Pno[u(t,x,y)], u° = u°(t,x,y),

де Pv - визначений у кулі S(u°(t,x,y),r) інтегро-диференціальний 
оператор, такий, іцо 

Pv[u(t, х, у)] =

= v(i,x, у) + С /  Q(t, χ, у, г, ξ, η) F(t, £, η, ϊι) άξ(Ιηάτ. ^7)

Позначимо через У сукупність функцій v Є C^2n’2n\D), для яких 

По - mu||C(2u,2„)(0 ) < a  = r-  \ε\ΒΜ.

При кожному v Є У оператор Р, переводить кулю S(u°(t,x , у), 7·) 

в себе. Дійсно, враховуючи (13), (15)-(17), (26), на основі формули 

(27) отримуємо

IU M »]  -  ί<0ΙΙο·ΐ3·>'-’ ")(θ ) <  И  IIі ’ -  и ° І Іс (2».а» ) ( о ) χ 

x II J Q(·. ·. ·. τ.ξ, η)Ρ{·.ξ. η. ») άξώμίτ < α + \ε\ΒΜ.
II υ  C(2»,a»)(£))

Покажемо, що коли |ε| < г0, то Р,, оператор стиску. Нехай 

«ь  «з Є S{u (t,x,y),r), v Є У. Тоді, враховуючи умови, накладені 

на функцію F, отримуємо

||Р,Диі) - Ρν(«2)||σ(2»·2η)(θ) < \e\L\\ux - “гіісі2»·3» )^ )х 

ΙΟ (·,· ,;τ ,ξ ,η )ά ξώ ιά τ  < |£|LS||«1-ti2||c( .̂2„,(/, ).

Неперервність оператора Pv за υ очевидна. Згідно з теорема

ми 2.6 і 2.7 рівняння (25), а значить, і задача (1)—(3), має єдиний 

розв’язок, що неперервно залежить від f(t,x ,y). Теорему доведе
но. ■

Застосуємо до рівняння (25) принцип Шаудера, на основі якого 

зможемо довести існування розв’язку задачі (1)—(3), не вимагаючи 

від функції F(/,£, і], її) виконання умови Ліпшиця.

Теорема 7. Нехай виконуються всі умови теореми 6, крім 

умови Ліпшиця, накладеної на (функцію F . Тоді для всіх ε Є [—£*,£*], 

де ε* = r/В М , існус розв’язок задачі (І)-(З), який належить кулі 
S(u°(t, х, у), г).

Д о в е д е  н іі я . Покладемо Р = Р„о . Для кожного ε Є [—ε”, ε*] 

оператор переводить опуклу замкнену множину Ω = S(u0(t,x ,y),r) 
в себе (див. доведення теореми 6).

Покажемо, що Р - неперервний оператор. Нехай при т  —> оо 

11«»» - «°ІІс<2".-">(£>) -»■ 0, ит Є Ω, Z,„ = Р(ит ), т  = 1,2.........г° —
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= Р{и°). З неперервності функції Ρ(ί,ξ,η ,ύ) В /?2 випливає, що для 
довільного ε і > 0 при достатньо великих значеннях m, rn > πΐο(ει), 

виконується нерівність \F(I,ζ,η,ϊι.,,,) — F(t,£,,ij,v°)\ < ε\. Тому при 

m > »η0(ει) ||;m - -ο||ο<2·*·2")(θ) < \ε\Βει, звідки випливає, що

||Р(«.,і) - Р («0)Цг'(.'п.2„)(О) -> 0 при m —» оо.

Встановимо відносну компактність множини Ρ(Ω). Для цього 

потрібно показати, що функції кожної з множин

W*
d4nz 

. ді2пдх^п-‘Юу21

рівномірно обмежені та одностайно неперервні. Перше випливає з 

того, що Ρ(Ω) С Ω. Покажемо одностайну неперервність функцій 

множини \V\. їх можна записати у вигляді

0А" :(( , х, у) д~" ( d~nu°(t, х, у)jt,x ,y )  __ д-п / ( H V U f j l  ІУ‘- /  У  Γ

ді-пдх~" <9/> 1 дх2,1 ( J  ^  ’

c Kkp(t,£, і))кг" sin lix sin — y F(t. ξ, η, u) Λξάηάτ).
L0 /

Ряд

Σ  ’Щїїі f  ( / /  (j’kp(t·, т)Ккр(т,£, η)k2n sin lex sin  ̂
k,p~1 " ·' 0

x F(r, ξ, η, ϊι) άξάη^ (Іт

πρ
ух

о о о

із врахуванням оцінок (15)—(17), (26) і формули (13) мажорується 

збіжним числовим рядом

1
Мь Σ  ТГТТйт ' Ші = ,?1 “  > + 72 + 'з  + 4??2 + 2п) > 2- 

k,p—l (

і тому абсолютно і рівномірно збігається в D  x D до деякої непе

рервної функції Ф(/, x, t/, r, ξ, η). Тоді для довільної функції 2 Є /■’(Ω) 

отримуємо

34nz(t,x,y) d*"z(t\x',y') І ^ d4nu°(t,x,y) dAnv°{t',x',y')

dt-ndx-n dt2ndx'in 1 “ dt2ndx2n dt2ndx2n

+ε |Ф(<, χ, у, т, ξ, η) - Φ(ί', χ', у1, г, ξ, >/) I.

З останньої нерівності випливає одностайна неперервність функ

цій множини И\. Аналогічно доводиться одностайна неперервність
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функцій множин W->, Ну. З теореми 2.8 випливає розв’язність рів

няння (25), а значить, і розв’язність задачі (1)~(3). ■

10.2. Рівняння зі сталими коефіцієнтами

з еліптичним оператором  при старшій 

похідній за часом

В області Т>р розглядаємо задачу

'  -м =(я ) 'Ч е )·-
'Iz,1 / d \Р ( ν—» \

м<2/

V  Τ '  is dU
L ·  L ·  A0 ra r ’ i . .
/3=0|*|<2/ 1

d^u

~ μ дії3 t=0 171 t= r)

r =  1, ·

o, (29)

Де
/ d \ <9lsl

L \fa) Ξ  L·, b’ gx4  ...Q xs" ~ еліптичний оператор; μ Є С\ {0}; 
1*1 = 2/ 1 хр

Ь*’ а0’Л0,г Є к , а°п_ 1 ф 0.
Вигляд області Dp накладає умови періодичності за змінними 

ж і , . . ., Хр на функції «(<, x), f(t, ж).

Розв’язок задачі шукаємо в просторі (7"([0, Т], Hq(ilp)), <] Є Z. 

Якщо q > [р/2] + 21 1, то згідно з теоремою Соболева про вкладення

просторів він буде класичним. Зобразимо розв’язок задачі (28), (29) 

у вигляді ряду

ll(t,x) =  Uk(t)ex.p(ik,x).

W>o

Тоді кожна функція іц-(<), k Є 7/, буде розв’язком задачі

(-1)' Σ  b‘ k[' ...k*/U [n)(t)+

|*| =  2 /
η —1

+Σ (Σ «Μ*'*ιΓ · · ■(*'*Р),р)«і/5)(о = л(<),
/3 = 0 |*| <2/

(30)

Σ Σ · · · (ikPY’ (ιι[β)(0) - μΐ'Ιβ}(Τ)) = 0, (31)
/3=0 1*1 <2/

r =  Ι , . , . ,η ,
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f k(t) = (2π)_,) J  f(t,x)exp(-ik,x)dx. 

η»

Зауваження 2. Для к = 0 задача (ЗО)—(31) набуде вигляду

η — 1

= (°0 - Ч· <32>
/3=0 f ·'

7г — 1

Σ  4 ,.· («ΓίΟ ) - μη{οβ)(Τ)) = 0, г =  Ι , . , . ,η .  (33)

/3 = 0

Загальний розв’язок рівняння (32) має вигляд

Ч " і-1

«о (t) = Σ  Σ  ехр + F ^ ) ’ 
j = l >!·,=0

П — 1
де λ j, J = І, . .. ,  q, — корені рівняння Σ  (І0

/3=0

Ч Т
Hj, відповідно; Σ  11і  =  11 ~ 1> ^ (0  = f  9o(t, τ)/ο{τ)άτ, ffo(t,r)

j  = 1 ' o
 ̂ nj —ln j—i/—1

λ, , j  = — корені рівняння а/з°'А/3 = 0 кратностей

8gn (/ ТІ Σ  Σ  (- Ι)”^  ґ  τη’-υ-σ-1 ехр (Aj(< - т))х
j  = l і>=0 <7=0

Z j{4~2) (i/\(nj - u - σ - 1)! Π  (λχ - A;)""+tT) , Zj1 - сума всіх
' >r = 1 '

можливих добутків по /і. величин (А* — Aj), X = l ,. .. ,f/ ,  х  ф j, 

причому допускається повторюваність співмножників. Підставивши 

Uo(t) в умови (33), отримаємо для визначення невідомих констант 

C /,χ перевизначеиу систему алгебричних рівнянь

ч " j- 1

Σ Σ ’■ = 1 - · · ·, П, (34)

j  = 1 -*j=°

де

= Σ  Α ν  [1 -//exp (λ/Л ]-
/3=0 v

-μ  "E  ехр (X jT )),
> ff = 0

V'r = - ,£ ^ ( ^ )( o ) - ^ (/3)m ) ·
/3=0
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Нехай Ла - ||0;||г = 1,...,п;г,£а, « = 1,.. .,П, ДЄ (Г Ξ  х ., j  =
7 = 1 - ,η— 1 J

J-l
— 1> · · ·, Я, Xj — 0, 1, . . . ,  77.j — 1, 7 = J2 na + Xj + 1, A - розширена

матриця системи (34). Легко бачити, що задача (32), (33) не може 

мати двох різних розв’язків тоді і тільки тоді, коли існує таке а, 
1 < а  < п, що

det Ла ф 0. (35)

Розв язок задачі (32), (33) існує, якщо виконується умова

det, А = 0. (36)

З еліптичності оператора L(d/dx) випливає, що для будь-якого 
k Є Z*\{0}

Щ ) = Σ  b>kV ·ΚΡ φ °· (37)
1*1=2/

тому характеристичне рівняння

Р (А) = (- l) ‘L(*)An + Σ (  Σ  Г  · ■·№ΡΥ')\β = 0, (38)
/3=0 |s|<2/

яке відповідає рівнянню (ЗО), має п комплексних коренів Xj(k), j  = 

= Ι , . , . ,η .  Для простоти викладу припустимо, що для всіх цілочис

лових векторів k ф 0 корені \j(k), j  = Ι , . , . ,η ,  попарно різні і не 
дорівнюють нулю.

Для довільного вектора ξ £ ®р\{0} поліном L(£) однорідний. 

Тому з того, що в цього полінома немає на сфері ||£|| = 1 нулів, 
випливає, що

L(0 > СоІКН2' > р-'|£|2', С0 =  inf |L(OI>0. (39)
llf ΙΙ=ι v ;

На основі (37), (39) отримуємо оцінки

WiW\<C, j =  Ι , . , . ,η ,  keZP\{ 0),

де стала С  не залежить від k.

Для кожного вектора k ф 0 однорідне рівняння

(-1 )'L(k)u{’l]( t)+ Σ  ( Σ  αβ№ ι)$ι =  0 (40)
/3=0 I.«I < 2/

має таку фундаментальну систему розв’язків:

ukj(t) — ехр (Xj(k) t), j  = Ι , . , . ,η .
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Розв’язок задачі (40), (31) має вигляд
ТІ

uk(t) = Х > „ е х р  (Aj(k) t),

J = 1

де коефіцієнти Ckj, j  — 1, ,  n, визначаються із системи лінійних 

алгебричних рівнянь

η П — 1 p

ΣCV/ Σ Σ Π W ’ - ^exp (χΛ^)τ)) = ο, (4ΐ)
j  = 1 /J=0|j|<2/ </=ι

r = 1 , . . . , η,

визначник якої має вигляд

A(k) = A (k )Y [ { l- ftexp(\j(k)T)) Π  (Μ *)-λ ,·(*)),
j  =  1 r» > t > j  > 1

A(k) = det II Σ  Ak  Λ ) " · · ·  ( * m 4 L i  n
|s|<2/ /3=0,l,...,n —1

Задача (28), (29) не може мати двох різних розв’язків тоді і 
тільки тоді, коли рівняння

М[и] =  0 (42)

має лише тривіальний розв’язок, який задовольняє умови (29).

Теорема 8. Для єдиності розв ’язку задачі (28), (29) у просторі 

С п([0, Τ], # 2( (Ω ρ )) необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова

(35) та умови

А(к) ф 0, *Є 2»\ {0}, (43)

1 — /і ехр (Xj(k)T) ф 0, j  = Ι , . , . ,η ,  к Є ZP\{0}. (44)

Д о в е д е н н я . Н е о б х і д н і с т ь . Я кщо при 

деякому к = к0 ф 0 А(ко) = 0 або існує j 0, 1 < jo < п, таке, 

що 1 — /iexp(Aj„(fco)T) = 0, то задача (42), (29) має нетривіальні 

розв ’язки вигляду

Ί

u°(t,x) = Σ  CkoJ ехР (\i(kn)t + (іко,х)), 

і=і

де (Ск0,і, · · · ,Ск„,п) “ нетривіальний розв’язок системи рівнянь (41) 

при к = ко- Аналогічно, якщо при к = 0 для довільного а, 1 < а  <

< n, det Аа = 0, то відповідна до (32), (33) однорідна задача має

нетривіальні розв’язки вигляду

ч η)~* q

« 8 W  =  Σ  Σ  e x p (A j< ) , пі  =  я  -  1,

.7 = 1 *= 1  j  =  1
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Де (Сод, ■ · ■,Со,п-\) ~ нетривіальний розв’язок однорідної системи 

рівнянь, яка відповідає системі (34). Тому розв’язок задачі (28), 

(29) (якщо він існує) не буде єдиним.

Д о с т а т н і с т ь .  Припустимо, що існують два розв’язки «і та 

«2 задачі (28), (29) з простору С” ([0, Т], # 2;(ΩΡ)). Тоді функція и\ — 

-по = й є С п([0,Т],Н21(іїр)) є розв’язком однорідної задачі (42), 

(29) і до неї можна застосувати оператори М  і Мг. З рівностей 

Парсеваля для функцій М [й] і Мг[й], r =  Ι , . , . ,η ,  випливає, що кож

ний із коефіцієнтів Ф ур’є iik(t), к ф 0, функції її{t,x) є розв’язком 

однорідної задачі (40), (31), а й0(і) - розв’язком відповідної до (32), 

(33) однорідної задачі, і внаслідок умов (35), (43), (44) отримуємо, 

що «/..(ί) =  0, к Є 2,р. А тому « і(і, x) = х). Теорему доведено. ■

Зауваження 3. Нехай μ = хо + » Aj(Аг) = « j (k) + ibj(k),

j  = 1 , . . . , η, φ = argp. Оскільки

1 - μ.βχρ(Αj(k)T) =

= 1 — exp (aj(k)T)(xocos (bj(k)T) — yo sili (bj(k)T)) —

—i exp (aj (k)T) (yo cos (bj(k)T) + x0 sili (bj(k)T)) = 

= J - |μ| exp (aj(k)T) cos (bj(k)T + φ)~

- i |μ.| exp (aj(k)T) sin (bj(k)T + φ), 

то умови (44) справджуються тоді і тільки тоді, коли для кожного 

j ,  j  = 1 , . . . , η, виконується хоча б одна з умов

1п \μ\ + aj(k)T ф 0, k £ Z p\{ 0}, (45)

bj(k)T + φ + 2πάφ0, d e  Z, k £ 7/\{0}. (46)

Так, у випадку, коли всі корені рівняння (38) є чисто уявними, 

умови (44) виконуються для всіх комплексних μ, крім значень μj = 

= exp(—ibj(k)T), j  = Ι , . , . ,η ,  які знаходяться на одиничному колі

Н  = !·
Якщо ж усі корені λj(k) дійсні, то умови (44) не виконуються для 

дійсних додатних значень //j = ехр(-aj(k)T), aj(k) > 0, j  =  1 , . . . , η, 

які розміщені на інтервалі (ехр(—СТ), 1), де C  = тах |А,(Аг)|.
і <j<n

Розглянемо питання про існування розв’язку задачі (28), (29) із 

простору С,п([0, Т], Hq(Clp)). Припустимо, що розв’язок цієї задачі 

єдиний. Тоді для кожного вектора. А· Є Zp \ {0} існує функція Гріна 

Gfc(<,r) задачі (40), (31), за допомогою якої розв’язок задачі (ЗО)— 

(31) зображується у вигляді

т

Mk ( t )  = j  G k ( t , r ) f k ( r ) d T .  (47)

ο
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У квадраті Кт. крім сторін т = 0, т =  Т, функції Ga(/,t) 
визначаються формулами 

С к ( І , г) =  <]к(І. г)+

^с-'їмт έ  Σ Σ '-іг+г Пій,)·· χ
m .a ,ι·,σ = 1 β=0 |s|<2/ q- 1

χ Αβ,ηι Ag(*) АтЛЬ) Sn-r[Xo(k)] exp(\„(k)t - \a(k)r) x

x l - » e x p W j T  f t ^ ^ ) - A a ( f e ) ) - 1 n ^ W - A ^ f c ) ) - 1. (48) 
j  = 1 ./' = 1

.7 9**

де k Є Zp \ {0}, A(k)mtr - визначник, отриманий з визначника А(к) 

викреслюванням т-го рядка та г-го стовпця; 5η_,·[Ασ(Α·)] - сума всіх 

можливих добутків коренів Аі(Аг),,. .,Лсг_і(А·), λσ+ι (Аг),. . . , λσ(Α·), взя

тих у кількості η — r, ά'ο[Λ(τ(Α·)] = 1;

*»(«. r) = і - ч - у - г і  £  .*·'*»-'· π «»<*> - Μ *»- ’.
« = 1 j = l

j? a

На стороні 7" = 0 (7" — Τ’) квадрата Ι\γ функції Gk(t,r) довизначу- 

ються за неперервністю справа (зліва).

Теорема 9. Нехай задача (2S). (29) мас єдиний розв ’язок, нехай 

виконується умова (36) і нехай існують додатні сталі Mj і у 

j  = 1,2,3, такі, що для всіх (крім скінченного числа) векторів k Є 

Є ТИ і довільного фіксованого ε, 0 < є < 1, виконуються нерівності

|1 - μβχρ(λσ(Α:)ϊ')| > Λ/ι|Α·|_7,_ε/4, η = Ι , . , . ,η ,  (49)

11

(Aj(A-) - ΑQ(Α·)) > А/2|*Г1а-г/4, α = 1 , . . ,,η, (50)
j  = l,j? a

1.4(Α·)І > M2\k\-̂ -e'\ (51)

Якщо f  Є С п([0,Т], Ηψ(Ωρ)), + 2п/+7і+272 +7з+1, '»o існує
розв’язок задачі (28), (29) із простору С п([0,7’], Η4(ΩΡ)), який не

перервно залежить від функції f(x, і).

Д о в е д е н н я . Розв’язок задачі (28), (29) формально 
зображується рядом

Т

u(x,t) = u0{t) + У :  j  Gk(t,T)fk(r)dre\p(ik,x). (52)

І >0 g
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З формул (47), (48) для гп = 0 ,1 , . . . , п випливають оцінки 

dmuk(t)

dtm
< А/о max |/,(/)| £  Ц  \\j(k) - λα (Α:)|_1

0< f<T
α = 1 j - 1 

j*o,

(  \ k \ 2nl  n  n \  
x i 1 + Щ Щ  Σ Iі - p e x p fA ^ ^ T r 1 Π  \xj ( k) - M * ) ! ' 1)» (53)

J*<*

в яких стала Mq > 0 не залежить від k.

На основі (47), (52), (53) отримуємо, що

ІМІС"([о,т],я „(Лр)) < А/||/||с»([о,т],я̂ (ги>)), (54)

де Μ  = Μ(Μυ,Τ,η,ρ) > 0. З нерівності (54) випливає доведення 
теореми. ■

Дослідимо можливість виконання нерівностей (49)—(51). Позна

чимо через у = (</!.......уі) вектор, компонентами якого є коефіці

єнти a.g рівняння (28), 6 - число цих коефіцієнтів, тобто кількість 

розв’язків s Є 2+ нерівності |*| < 21.

Теорема 10. Для майже всіх (стосовно мгри Лебега в прос

торі векторів (1п |/і|, T, g) або для майже всіх векторів

(φ/π,Τ /n.g), де φ = arg μ, нерівності (49) при 71 > р + '21 вико

нуються для всіх векторів k Є |А;| > K, К = Κ(φ, T, In |μ|, а ’,).

Д о в е д е н н я . 1. Припустимо, що виконується умова (45). 

Враховуючи, що |a| > |Rer*| для довільних а Є С , отримуємо

|1 - цехр(Ха (к)Т)\ = |1 - \n\exp(a„(k)T)cos (ір + Ьа (к)Т- 

і \μ\βχρ(ασ(к)Г)*іп (φ + b„(k)T)\ > С, 11η |μ| + а„(к)Т\.

Використавши схему доведення теореми 3.4, покажемо, що у ви

падку Іп І μ І ф 0 для майже всіх векторів (Ιη |μ| , Т) Є К2 виконується 
нерівність

|ΐη|μ| + ασ(λ·)Γ| > 0 < є < 1, (55)

для всіх векторів к, |Аг| > А’і(1п |//|,Т). Позначимо через А множину 

тих векторів (1η|μ|,Τ), що належать деякому прямокутнику П2 = 

= [«!,&] X [θ2,/?2]. ДЛЯ яких нерівність

11 n І А* І + аа(к)І'\ < \к\-р-‘ (56)

має нескінченну множину розв’язків к Є Ζρ. Зафіксуємо k і Т. Тоді 

для Ак(Т) - множини тих значень Іп |μ| з відрізка [<*і,/?і], для яких 

виконується нерівність (56), справедлива оцінка

mes Ак(Т) < 2|к\-р~с.
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Інтегруючи цю оцінку за змінною Т на відрізку [о'2, /̂ г], отри

муємо, що міра множини Ак тих векторів (1η|μ|,Τ) Є П2, для яких 

виконується нерівність (56) при фіксованому к, задовольняє нерів

ність

mesАк(Т) < 2(βο - ао)\к\-р~£.

Оскільки ряд Σ  |λ·|_ί’_ε збіжний, то з леми 3.1 випливає, що 
|fc|>0

mes А = 0, тобто для майже всіх векторів (1η|μ|,Τ) Є По викону

ється нерівність (55) для всіх (крім скінченного числа) векторів к. 

Враховуючи те, що площину можна покрити зліченним числом пря

мокутників II2, отримуємо доведення теореми для випадку Іп |μ| ф 0.

Якщо Ιη |μ| = 0, то |і -μ6χρ(λσ(Α,·)Τ)| > С\Т\аа(к)Т\. Покажемо, 

що для майже всіх векторів у Є Ж** виконується нерівність

\К(к)\>\к\-р-2'-‘ , 0 < ε < 1, (57)

для всіх к, |λ·| > K',(g). Оскільки λ„(к) ф 0, σ = 1 , . . . , η, то вільний 

член Ро полінома Р(А) (див. (38)) не дорівнює нулю. Враховуючи,

\L(k)\ < С7\к\2\ А-Є2Р, (58)

і що всі корені рівняння (38) рівномірно обмежені зверху за к, на 

основі теореми Вієта отримуємо оцінку

max{|ReP0|,|ImP0|} < |Ро| < С3\\(к)\\к\2‘,

де \(к) - будь-який із коренів рівняння (38). Для встановлення 

оцінки (57) досить показати, що міра множини тих векторів g Є Ві*5, 

для яких нерівність

max{ | Re Ро |, | Іт  Ро |} < |&ГР-£

має нескінченну множину розв’язків у цілих числах к\,...,кр (к ф 

Ф 0), дорівнює нулю. Якщо а§ ф 0, то доведення останнього 

твердження проводимо за схемою доведення теореми 3.4; якщо ж 

«о = 0, то доведення випливає з теореми 3.3.

Оскільки для майже всіх векторів у виконується нерівність (57), 

то для майже всіх векторів у виконується нерівність

\аа(к)\ > С4\к\-р~2‘-‘ . (59)

Отже, ми довели, що за умови (45) нерівність (49) виконується 

для майже всіх (стосовно міри Лебега в Ж2+|5) векторів (Іп |μ|,Τ,g) 

при σι > ρ+ 21 для всіх к ζ  Ζρ, \к\ > тах(А’і , А'2).

2. Розглянемо тепер випадок, коли виконується умова (46). Вра

ховуючи, що |о| > |Іта| для довільного а Є С і що sin χ > 2χ/π для
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φ + ba(k)T
- mk

всіх значень х € [0,7г/2] , отримуємо оцінку

11 - μ е\р(Хa (k)T)\ > |//.| ехр(аст(А')Г)| sili (φ + b0(k)T)\ >

> 2 \(φ + b„ (k)T)/n - mk | ехр(—СТ),

де пік Є 2  задовольняє нерівність

< 1 .
π ~ 2

Якщо ψ ф 0 або π, то далі доведення проводиться аналогічно до

веденню оцінки (55). Якщо ψ = 0 чи 7Г, то доведення аналогічне 

доведенню оцінки (59). Теорему доведено. ■

Розглянемо нерівність (.51), Визначник А(к) є поліномом степеня 

2пі відносно змінних кі .......А·,,, який можна зобразити у вигляді

А(к) = Σ  Вгі^к\1 ■ ■ ■ кр" =
|г|<2п/

тії пі (60)

=  Σ  Σ  « Д ' і 1 · · ^>р +  * Σ  Σ  W  · · А " ,
J=0|r|=2j j  = 0|r| = 2j-l

де а.,. = (-1)3Br, |r| = 2j, j  = 0 , . 6 , .  = (-l)-,+1Br, |r| = 2j - 1, 

j  = 1 , . . . ,n l .  Позначимо через a Є і 6 Є К® вектори, складені 
відповідно з коефіцієнтів а,- і 6,. полінома (60).

Теорема 11. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Ψ*) 

векторів а і для довільних фіксованих векторів Ь (або для майже 

всіхЬ і для довільних фіксованих а) нерівність (51) виконується при 

7з > р для всіх (крім скінченного числа) векторів k Є

Д о в е д е н н я . Зауважимо, що

\А(к)\ > max{|RcЛ(А;)|, |ІтЛ(А-)|} >0 , k £  7LV.

Якщо вільний член полінома Re А(к) не дорівнює нулю, то доведення 

проводиться аналогічно доведенню теореми 3.4. В протилежному 

випадку доведення випливає з теореми 3.3. ■

Розглянемо питання про можливість виконання нерівностей (50). 

Позначимо через h вектор з компонентами lij = afi1, де \j =

= (0 , . . . , 0,21,0 , . . . , 0), j  = 1, а через у - вектор, складений з

і

решти коефіцієнтів рівняння (28).

Для дискримінанта D(Q) полінома 

Q( А) = (- l) ‘P(\)/L(k) =

=Л” + Σ Σ w w  ■ ■ ■ №,>Υρχβ = χη + Σ
/9=0 ’ І я І < 2/ β=0
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справедливі такі два зображення [132]:

D (Q )=  П  (Af(Ar) - Л̂ (Аг))2 (61)
n>i>j > 1

D(Q) = (—1)("-1),г/2 х

1 Qn-l Qn — 2 Qo 0 . 0
0 1 Qn- 1 Q\ Qo . .  0

0 0 • · Qo
11 (η -  1 ΚΛ,-ι (h 0 0 . . .  0
0 η 2Qi Q\ 0 . .. 0

0 0 .. Qx

(62)

Використавши схему доведення теореми 3.5, покажемо, що для 

майже всіх (стосовно міри Лебега в Р.р) векторів /і, які належать 

деякому паралелепіпеду, виконується нерівність

І Ile D(Q)\ > 6'1μ·|“,,(η“ 1)-£ (63)

при досить великих |А|. Позначимо через W множину тих векторів 

її, для яких протилежна нерівність

|Ш*0«г)|<Г.|А-Г',(п_1)_г (64)

мас нескінченне число розв’язків к Є 27, а через \\\. - множину

векторів її, для яких нерівність (64) справедлива при фіксованому

к. Не обмежуючи загальності, припустимо, що |Α,ί| = max |Α·α| і
1 <α<ρ

/її ф 0. Із (62) видно, що D(Q) = ±nnQg~l (k) + F(Ar), a ReD(Q) = 

= ±η"(ReQofA·))"-1 + F\(k), де

Σ  Σ  i f c Q o W = (- |)'“ '
j=o |»|=2І

L(k)
ι ι.-'ρ. . . Aj ,

a F\(k) містить степені ReQ0(A·), менші, ніж η — 1. Враховуючи 

оцінку (58) і те, що Re Qo(k) лінійно залежить від h ;, отримуємо

дп-1

дії’!
—  ̂ Q (k ) >

ηη(ті — 1)! /|А-,|\2/(»-і)

С
<п— 1

( Щ  
У |А-| )

> с 3, Сз
-  П!1)!

(С2р

На основі леми 3.4 дістаємо, що міра множини И4(/ц) тих зна

чень її і Є [а,/?], які задовольняють нерівність (64) (при фіксованих 

/і2, · ■ ·, hp ), має оцінку

\wk(hі)| < с’4( » ) ( с 3 μ.|ρ<,,- 1)+ε) _Ι/(η_1).
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Інтегруючи цю оцінку за змінними h-j,. . . .  hp в паралелепіпеді П/1 _ і , 

отримуємо

|И'*|<с 5(п.р )|*Гр-*/(п-1).

Ряд Σ  І іі'а: І збігається, тому за лемою 3.1 mes W = 0. Оскільки
І А· І > 0

весь простір W' можна покрити зліченним числом паралелепіпедів 

Пр, то, враховуючи (61), (03) і те, що \D(Q)\ > |R,e 0(<5)|, отримуємо, 

що нерівності (50) при 7-> > (п — 1 )р/'2 виконуються для майже всіх 

векторів /і € iftf' і всіх (крім скінченного числа) векторів k Є 7/■ 

Отже, ми довели таке твердження.

Теорема 12. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в EPJ 

векторів h і для довільного фіксованого вектора у нерівності (50) 

виконуються при η·> > (η — 1 )р/2 для всіх k Є 7LV таких, що |А:| >

> К(Іг).

Зауваження 4- Отримані результати перенесено на випадок, 

коли корені рівняння (38) кратні.

10.3. Рівняння зі змінними за х коефіцієнтами

Розглянемо в області <3‘ = [0, Τ) χ ГІ1, П1 = [0, π], задачу [124]

<9П j J  Q0

β[«]ξ QfL‘iu + Σ Σ αv*w L’u- (65)
β=о «=0

її-1 I

д-м = Σ Σ Ae>L’(§Д _0-μ̂ 1=τ) = °,Γ=1,···’"’ (66)
/3=0 9=0

Liu l=o  = Li “ l,= , = ° ’ J = 0 , 1 , . . . , / - 1, (67)

де ар, , Arfu Є Е, «Оі Ф 0, Lx =  _ ;|“ (?(*) + Ч(х)’ Li u =  u>

L\u = Li(L\~l u), функції ρ(χ) > 0, q(x) > 0 - достатньо гладкі на 

[0, π], μ Є С \ {0}, п > 2, І Є Н.

Розв’язок задачі шукатимемо в просторі C (" '^ (Q 1) у вигляді 

Р Я Д У
ОО

«(<> а;) = Σ uk(t)Xk(x), (68)
k = 1

де X k(x) - нормовані власні функції задачі Штурма-Ліувілля

—^ ( ρ(χ)χ , (χ)) + ч(х) = -Щ *), (б9)

А’(0) = Л’(тг) = 0.

дІ} и
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Очевидно, що функція (68) задовольняє умови (67).

Зауважимо, що згідно з лемою п. 21.4 [29] А = 0 не є власним 
значенням оператора Іц .

Відомо [190], що всі власні значення \к задачі (69) дійсні, різ

ні і невід’ємні, а власні функції {A'*(a·)} утворюють ортогональну 

систему, яка є повною в просторі Хз[0,7г], причому справджуються 
оцінки

dik2 < \k < dl k2, k Є N, (70)

о*™* Κ ϋ , (*>1 < І = 0,1, .. .,  2/, k Є N, (71)

де d.\, do, Cj - додатні сталі.

Кожна з функцій uk(t), k Є N, визначається як розв’язок задачі

λ*“ί")(<) + Σ Σ β̂ Α**ι*,)(<) = Д(<). (72)
β=0s=0

η — 1 І

Σ Σ ^ ^ ^ ' Ι Ο ) - ^ 1̂ ) ) ^ ,  r = l , . . . , n ,  (73)
β=0s=0

де
тс

fk(i) = J  f(t,x )X k(x) dx.

0

Припустимо, що корені Uj(Xk), j  = Ι , . , . ,η ,  характеристичного 
рівняння

η —1 /

ρ(ν) = νη + Σ Σ , αβ·κ~ι̂  = θ'
β=03=0

що відповідає рівнянню (72), мають кратність, яка дорівнює одини

ці, і не дорівнюють нулю. Очевидно, що | (̂Afc)| < C, j  -  Ι , . , . ,η ,  
де стала С  не залежить від А̂ ..

Для кожного А; Є N розв’язок однорідного рівняння

λ1«1η,(<) + Σ Σ ^ ' Λ )  = 0. (74)
β=0 J=0

який задовольняє умови (73), має вигляд

П

Uk(t) = Ckj e\p(i/j(Xk)t), 

j =i
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де сталі Ckj, k Є N, j  =  1 , . . . , п, визначаємо із системи алгебричних 

рівнянь

τι п — 1 І

Σ  Скі Σ  Σ  ли х>з  (Afc) (і - pexp(i/j(Afc)T)) = 0 , г =  Ι , . , . ,η ,  
j =і /3=о >=о

визначник якої А(Хк) обчислюється за формулою

П

A(Afc) = A(Afc) Д ( 1 - AiexP(^(Afc)r)) Д  (^(Afc) - "j(Afc)),
j =1 n>i>j>1

-4(Afe) — ciet. II ^

5=0
r=l,...,n 
/3=0....η — 1

Теорема 13. Для єдиності розв’язку задачі (65)~(67) у прос

торі C^n 'll\Ql ) необхідно і достатньо, щоб виконувались умови

Д(Ад.) ф 0, і; Є N. (75)

Д о в е д е н н я . Н е о б х і д н і с т ь . Я кщо A (A feo) =  0 

для деякого Afc0, то однорідна задача, що відповідає задачі (б5)-(67), 

має нетривіальні розв’язки вигляду й(1, ж) = i/fc0(<)Xk0(x), де Uk0(t) ~ 

розв’язок однорідної задачі (74), (73) при Afc = Аа-0. Тому розв’язок 

задачі (65)—(67), якщо він існує, не буде єдиним.

Д о с т а т н і с т ь . Припустимо, що існують два розв’язки 

« і та «2 задачі (65)-(67) з простору C (n'2l)(Ql ). Тоді функція 

и = « і — «2 Є C^n’2î (Ql ) буде розв’язком відповідної до (65)-(67) 

однорідної задачі і її разом з функціями R[u] та Rr [м], r =  1 , . . . , п, 

можна розвинути в ряд Фур’є вигляду (68) за системою функцій 

{A'fc(a;)}; при цьому ряди для функцій й[и], /?.,·[«], r = Ι , . , . ,η ,  збі

гаються з рядами, отриманими формальним застосуванням опера

торів R, Rr , r =  Ι , . , . ,η , до ряду для функції u(t,x). З рівностей 

Парсеваля для функцій R[u] та Rr[м], r = Ι , . , . ,η ,  випливає, що 

кожний з коефіцієнтів Фур’є М|,.(і) функції и(і,х) є розв’язком одно

рідної задачі, що відповідає задачі (65)-(67). Якщо Д(Ад.) ф 0 для 

всіх Afc, то всі коефіцієнти Uk(t) тотожно дорівнюють нулю. Тоді 

з рівності Парсеваля для функції u(t,x) випливає, що u(t,x) =  0, 

тобто ιΐχ(ί,χ) = u2(t, х). Теорему доведено. ■

Розглянемо питання про існування розв’язку задачі (65)-(67) із 

простору Нехай умови (75) виконуються. Тоді для

кожного k Є N існує функція Гріна Gfc(/,r) задачі (74), (73), за
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допомогою якої розв’язок задачі (72), (73) зображується у вигляді

u k (t)

1

J  G k ( t ,T ) f k (T ) d .T .  (76)

У квадраті Кт . за винятком сторін г = 0 і т = Т, кожна з функцій 

Gk(t,r) визначається формулою

Gk(t,r) = gk{t,r) + {2(n- l).4(Afc)}_1 x

n ті— І І

х Σ E D - 1)ra+r̂ *Aii/f(Afc)5n-m[i/1(Afc)]x
r , a , m , 7  =  l  β = 0  * = 0

(1 - /<exp(/^(Afc)T))
Π  Η

X Π  (O-(Afc)-^(Afc))-1 Π (^i(Afc)-^(Afc))-1, (77)
.7 = 1 j  = 1 ,j ̂ 7

де Ar jn (Afc) - визначник, отриманий з визначника Λ (Afc·) викреслю

ванням п і-γ ο  рядка і г-го стовпця; 5„_m[//7(Afc)] - сума всіх можли

вих добутків чисел ^i(Afe),. .. , j/7_i(Afc),j/7+1(Afe),. . . ,  i/„(A/j), взятих 
у кількості (n - m), 50[//7(Afc)] = 1;

9k(t,r) =

— sgn (/ r )- --- ][%xp(i/0(Afc)(f-r)) Д  (^(Afc)-i/0(Afc))-1.

0=1 j = Ι,,ί'^α

На сторонах r = 0 i r = T квадрата I\T функції Gk{t, r) довизначу- 

ються за неперервністю відповідно справа і зліва.

Розв’язок задачі (65) (67) формально зображується у вигляді 

РЯДУ

η(ί,χ) = Σ  /  Gk(t,r)fk(r)dT Xk(x), (78)

* = 1 ο

який, взагалі, є розбіжним, бо величини |l-/«exp(i/7(Afc)T)|, |Л(А*)|, 
«
П  |"./(Afc) - (Afc)І можуть ставати як завгодно малими для

І=
нескінченної множини значень Afc.

Теорема 14. Нехай існують спгалі. Мі > 0, γ,· Є ВІ, і = 1,2,3,

такі, що для всі.v (крім скінченного числа) значень Afc і довільного

ε, 0 < ε < 1, виконуються нерівності

|.4(Afc)| > Μ 1λ~Ίι,2- '/*, (79)
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|l - /i.exp(i/7(Afc)T')| > A/2Afc'y-/2 ε/8, 7 = Ι , . , . ,η ,  (80)

11

Π Μ )̂-"α(λ*)Γ' > Л/3АГз/2_£/8, « = 1 .......П. (81)
.» = 1 ,.ίφα

Якщо ρ Ε С 2̂ -1[0, 7г], </ € С 2̂ -"[0, тг], α функція f  належить npor- 

mopy C^a,2̂ ( Q l ) і задовольняє умови

4 / | « о  = 4 4 «  =  °. «· =  ο , . . . , 0 - ι ,

de 2ір > 2(Z(n + 1) + 7з 4-1) +7! +72, то існує розв’язок задачі (65)- 

(67). який належить простору С ^ ’̂ ЦС)1) і неперервно залежить 
від f ( t , χ·).

Д о в е д е н н я . Я кщо функція f(t,x) задовольняє умови 

теореми, то

7Г

?/■
М П  = 4г І Ljf(1,x).Xk(x)dx, к е П ,

l k u

звідки, враховуючи нерівність (71), отримуємо

тах |А-(#)| < ^  ||/||c(o.w)(Q.)· (82)
—  ~fk

З формул (7(5), (77) маємо 

d(uk(t)
тах

0< t< T
< Мь\гк пі ах ІД (<) І, і  = 0 , . . . , п, (83)

dtt І _  о<г<г

де z = пі + (71 +72 + 273 + £)/2. На основі оцінок (70), (71), (79)-(83) 

і формули (78) одержуємо

І І Н ( ^  x ) l l c < ” ' 2 , ) ( Q 1 ) <  А / б | | / ( < ,  ж ) | | с ( о . 2 № ) ( ( 5 і ) ,

де М6 = Me(di, dn, C j, Μ ί, Μ 2, Λ/3, Μ4, Ah)· 3 останньої нерівності 

випливає доведення теореми. ■

З ’ясуємо, коли виконуються оцінки (79)—(81).

Розглянемо нерівність (79). Визначник /l(Afc), який є поліномом 

відносно А/,, степеня, не вищого пі, можна зобразити у вигляді

пі

Л(А*) = £ .4 ,А І ,  (84)

і —о

де кожний із коефіцієнтів Aj є сумою добутків, складених з коефі

цієнтів Αβ3 в умовах ((>6).
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Теорема 15. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в P.ni+1 J 

векторів (Ао, А і,А ,и )н ер ів н іст ь  (79) виконується при довіль

ному 7і Є N для всіх (крім скінченного числа) значень \к.

Д о в е д е н н я .  Будемо розрізняти два випадки: Αο ф 0 

та Ао = А\ = . ..  = Ар = 0, 0 < р < пі — 1, Ар+1 ф 0. У першому 

випадку доведення проводиться за схемою доведення теореми 3.4, а 

в другому - випливай з теореми 3.3. ■

Позначимо через а вектор, компонентами якого є коефіцієнти 

ао* рівняння (65), тобто а = (ао.о, ао.ь · · ·, ао,/)· Справедливе твер
дження, яке доводиться за схемою доведення теореми 10.

Теорема 16. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

К,+3; векторів (Іп |μ|, Т, а) або для майже всіх векторів (φ/π,Τ/π, 

а), де φ = arg μ, нерівності (80) виконуються при 72 > 1 + 2/ для 

всіх значень Afc, Ад. > А’, А" = К(<р, Іп |μ|, Τ’, а).

Розглянемо нерівності (81). Для дискримінанта D(P) характе

ристичного многочлена

η-l і

Ρ(ν) =  νη + Σ Σ , Ρ0( A fc ,^ , ) ^
0 = 0 s=0

справедливі такі два зображення [132): через корені многочлена Р(и)

D (P )=  Π Ν Α * ) - « 0·(Α*))3 (85)
η > ί > j  > 1

та через його коефіцієнти (див. (62))

D{P) = ±nnP£~l + F, (86)

де Ро лінійно залежить від коефіцієнтів а0,г, a F  містить степені Ро, 

менші, ніж п —1.

З  формул (86) маємо

0і»-1 Dtp)
1 1 =  пп(п - 1)! > 1. (87)

^0 ,7 ’

З нерівності (87) і лем 3.4 та 3.1 випливає, що для майже всіх 

(стосовно міри Лебега в Р.) чисел «о,/ справедлива оцінка

І D(P)\>Cl k-(n-^~c, 0 < е < 1, (88)

для всіх (крім скінченного числа) значень k.

З формул (85), оцінки (88) і нерівностей

|"tt(Afc) - ί/̂ (λ/.·)| < Со, α, β = 1 , . . . , η, а  ф β,

випливає таке твердження.
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Теорема 17. Для майже всіх (стосовно міри Лебега eKJ чисел 

«о,; і для довільних фіксованих решти коефіцієнтів рівняння (65) 

нерівності (81) виконуються при 73 > (п — 1)/2 для всіх (крім 

скінченного числа) значень А*.

Наведені вище результати дослідження задачі (65)—(67) перене

сено на випадок багатьох просторових змінних. В області D  = 

= [0, Т] x G, де G - область із Мр з досить гладкою границею dG, 
розглянемо задачу

дп j * qP

n L‘U + L’ u = /(*>*)·' (89)dtn ' СП0
/3=0 3=0

- i  ' &3U

Σ Σ - ^ iw  L - ^ I J        »
' c)!i u

0=0 » = 0

L'u\dG = 0, i = 0 , . . . , / — 1, (91)

де коефіцієнти ap,,A^s Є R, α0./ φ 0, та параметр μ Є C \ {0} - ті ж
р

самі, що і в задачі (65)—(67); L  =  -  Σ  d / d x i ( b i j ( x ) d / d x j )  + 6(а;) -
■ ,.і=і

самоспряжений диференціальний оператор еліптичного типу, тобто

6у(*) = * Є G , £  bij(x)ξiξj > θ ± α ,  (6 , . . . , ξ ρ )  є №/,
і ,j = 1 і=1

i? = const > 0; відносно коефіцієнтів оператора L припустимо, що 

bij Є С 2,-1(G'), 6 Є C2q~2(G), q > /, і що 6(ж) > 0 всюди в області G; 

= u, L\u = Li(L\~lu).

Відомо [70, 170], що за умов, накладених на коефіцієнти опера

тора L і область G ,задача

LX = ХХ’ (92)
x \dG =  0 ( )

має повну ортонормовану систему власних функцій { ^ ( j t ) } ,  k Є N, 

в Lo(G), а всі власні значення Xk, k Є N , є додатними числами; при 

цьому справедливі оцінки

C0k2/p < Afc < C0k2/P, k > λ·ο, 0 < Co < G0, (93)

l ^ j}| < GiA^/4+j/2, j  = 0 .1 , . . . . 2/. (94)

Нехай функція f(t,x) зображується рядом

СЮ

/(«.*) = Σ / * (№ ( * ) .  (95)
fc = l
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Де

Д (0 = J  f(t,x)Xk(x) dx.
G

Розв’язок задачі (89)—(91) шукаємо у вигляді ряду

ОО

и(і,х) = Σ  uk(>)x k{x), (96)
fc = l

де Xk(x) - власні функції задачі (92), і який, у випадку збіжності, 

задовольняє умови (91). Підставляючи ряди (95), (96) в рівняння 

(89) та умови (90), для визначення кожної з функцій Uk(t) отримуємо 

задачу вигляду (72), (73), яку розв’язуємо аналогічно, як у випадку 

р =  1.

Теорема єдиності розв’язку задачі (89)—(91) формулюється і до

водиться подібно до теореми 13.

Як і у випадку р =  1, якщо умова єдиності розв’язку задачі (89)- 
(91) виконана, то розв’язок розглядуваної задачі формально зобра

жується у вигляді ряду (78), в якому А* і Л\.(х) - власні значення та 

власні функції задачі (92).

Теорема 18. Нехай розв'язок задачі (89)-(91) єдиний і нехай 

виконуються нерівності вигляду ( 79)-(81). Якщо bij Є C 2a~l (G),

i , j  = Ι , . , . ,ρ ,  b Є C la~ J (G ), а функція f  € Ca,2°(D) задовольняє 

умов u

Lif\dd = °- * = 0, . . . , / — 1,

de 2«r > 71 +72 +27з+2/(»+1)+р--|-2р, то існує розв ’язок задачі (89)- 
(91) з простору С^п’21ЦО), який неперервно залежить від функції 
f(t,x ).

Д о в е д е н і ) я . Враховуючи оцінки (93), (94), доведення 

проводимо за схемою доведення теореми 14. ■

Метричні оцінки малих знаменників у розглядуваному випадку 

залежать від розмірності області G. Так, нерівність

|Λ(λ*)| > Μι\;Ίι/2~ί/Ά, 0 < є < 1,

де Л(А^) зображується формулою (84), в якій А* - власні значення 

задачі (92), виконується нри ~/і > р2 для майже всіх (стосовно міри 

Лебега в просторі К"і+1) векторів (Л0, Лі, · · ·, А„і) і для всіх (крім 
скінченного числа) значень А .̂
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§11. Безтипні рівняння зі сталими 
коефіцієнтами

У даному параграфі вивчаються крайові задачі з нелокальними 

двоточковими умовами для диференціальних рівнянь, однорідних 

за порядком диференціювання, з молодшими членами і з правими 
частинами.

11.1. Однорідні за порядком диференціювання 

рівняння

В області Dp розглянемо за дачу [84]

r _  т( d d\ ^  d’lu(t,x)

11 =  (а< ’ ^ ) м=  Σ  a?dr°dx[i ...d x ,p'  ’ (1)
|j|=n

B ,(p\ u=  V  Αί дЙи{І'Х
<дх! ^  >dt>°дх3, ' .. .дх’/

І а І < η — 1 '
1 =0

'dv»dx\' ...dxp"
|a|<n — 1

де α-, Ας, μ - дійсні числа; μ φ 0, α„,ο,...,ο = 1.

Під роз’язком нелокальної двоточкової задачі (1), (2) будемо ро

зуміти функцію u Є H "(D P), q Є Ж, що задовольняє умови

\\̂и\\н°_п(Ор) ~ №  (д/дх) u — <Рі\\нч_п+ї(іірш) = 0, І = І , . . .  ,п.

Будемо припускати, що характеристичне рівняння

^ • іи ) = ? ^ ( Й іГ · ,3>|»|=»

для всіх векторів k Є 27\{0) має прості Л-корені, які позначатимемо 
через λj(k), j  =  Ι , . , . ,η .

Розв’язок задачі (1), (2) шукаємо у вигляді ряду

ОО

u(t,x )=  Σ  (4)

ll*ll=o

тоді Uk(t) є розв’язком задачі

Hd/dt, ik)uk(t) = 0, (5)

Bi(i.k)uk(t) = iptk, 1= Ι , . , . ,η ,  (6)
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Де <plk, к Є коефіцієнти Фур’є функції <рі(х)

Очевидно, що питання єдиності розв’язку задачі (1), (2) в прос

торі H "(D P) є еквівалентним питанню єдиності розв’язків задач (5), 

((3) для всіх к Є 7J'.

Загальний розв’язок рівняння (5) має вигляд

Uk(t) = '

Σ, C b je iM W 1, к ф о, 
.) = 1

Y^Cojt1 \
3 =  1

0.
(7)

Підставляючи функції (7) в умови (6), для визначення констант 

C'kj, j  = 1,.. . , η, при кожному k £ 7LP одержуємо систему лінійних 

алгебричних рівнянь, визначник якої

А ( к )  =  d e t  В ( к ) х

П (i-/ie,-iifciiA>(fc)T) П і\\к\\[ха(к)-\р{к)],кфо,
j  = 1 η><χ>β>1

( і-/0" П ( " - і ) !· 
j - 1

де В(к) =

к=0,

. Отже,ΣΖ A ‘j J i k i ) “ . . . ( i k p )
l> l< n - j- l

для кожного к Є Ί Ι  задача (5), (6) має єдиний розв’язок тоді і тільки 

тоді, коли А(к) ф 0.

Таким чином, справедливе таке твердження.

Теорема 1. Нехай μ ф 1. Тоді для єдиності розв’язку задачі 

(1), (2) в просторі /У’1 (1)р), </ Є 2, необхідно і достатньо, щоб 
виконувались умови

1 μί·

АеіВ (к)ф0, к є% р, (8)

E-ll*l|Aj(fc)7· ф 0 j  _  1____ п; к є Ζρ у |0J ((j)

Зауваження /. Якщо μ = 1, то при умовах (8), (9) має місце 

єдиність розв’язку задачі (J), (2) з точністю до адитивної константи; 

при цьому для існування розв’язку задачі (1), (2) необхідно виконан

ня умови

/
Ω Ϊ .

nj < Pj ( x ) dx  =  0,

J = 1

(10)

де (Ь„і, . . . , όη„) - η-й рядок матриці (.0(0)) 1.

Розглянемо питання про існування розв’язку задачі (1), (2). Не

хай виконані умови (8), (9). Тоді для кожного вектора к Є 7LP \{0}
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існує єдиний розв’язок задачі (5), (6), який зображається формулою

«*(() = £
m,j,a= 1

x - ________

( і  їд а )  п  і| И Р Д Ч - - М Ч ]
1=1,W

де ftamj det B(k) - елементи матриці (B(k))~l ; Sq[Aj(fc)] - сума всіх 

можливих добутків чисел Лі(Аг) , . . . ,  Aj_i(A·); Aj+x(A:),. . . ,  Xn(k), узя

тих у кількості q штук, 5'o[Aj(A·)] = 1. Із формули (11) маємо оцінки 

для функцій u.k(t) на проміжку 0 < t < Т:

..... .................... -!,,"- Ι , / ! . έ  і і г щ ї *

e-||*||ImAy(fc)t

П (1 2 )
|ΐ_^Ι|Λ||λ^)τ| Ц І Aj (А*) - λ/(Α·)| 

i=U*j

ІІри k = 0 розв’язком задачі (5), (6) є многочлен степеня η — 1 

(див. формулу (7)), який при μ ф 1 однозначно визначається для 

довільних функцій j  = 1 , . . . ,п ,  а прн μ =  1 - з точністю

до довільної адитивної константи, для тих <Pj(x), j  = 1, .. .,п,  іцо 

задовольняють умову (10).

Теорема 2. Нехай μ φ 1 і нехай для всіх (крім скінченного 

числа) векторів k Є W  виконуються нерівності

1 _  μεί\Μ^)Τ > Cilfcl-'1-', j  =  Ι , . , . ,η ,  (13)

при
1η |μ| — ln 2 ,, ln |//.| + ln 2

— p j i r -  s  lmA' (t) £  ЇМ ?  -1 = .......” ·

та нерівності

η

Π |Ai(fc)-A,(fc)|>C3|fc|-,a-t, (14)
i=U*j

I det B(k)\ > C з | A· |— s 3 “ε, (15)

де ϋ < e < 1/3; Cj, - додатні константи, sj Є 2+, j  =  1,2,3. Якщо 

Ψί Є Ηφ(Ωζπ), j  = Ι , . , . ,η .  де-ф = 9 + (n-2)(n-l )/2  + si + .S2 + S3+l,
то існує єдиний розв'язок задачі (І), (2) з простору H ’̂ (D P), який

неперервно залежить від функцій <pj(x), j  — 1, · · ·,η.
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Д о в е д е н н я .  На основі оцінок (Г2)-( 15) одержуємо, що при 

1п \μ\ - 1п2 Іп |//| + Іп 2 .

ІЦ-ЦГ s  llnAJ , t )  s ... м г  1 J =  1.........” ·

п

|«*(*)| < с||*||<п-2)("—1,/3+'»+'’ +'»+3* Σ  М ,  (16)

т=1

T X /,ч ІП |/(| - 1112 1п|/«| + 1п2
а при ImAj(fc) < — —  або ImAj(fc) > — —

|м*(<)| < C ||A.||(--i)(-i)/2+,3+.«3+2f J -  \Vmk\. (17)

m=l

Із формули (4) та оцінок (16) і (17) одержуємо нерівність

пг= 1

з якої й випливає необхідне твердження, я

Зауваження 2. Якщо μ = 1, виконуються всі умови теореми 2 

(за винятком μ ф 1), а також умова (10), то розв’язок задачі (1), (2) 

існує та визначається з точністю до адитивної константи.

Дослідимо можливість виконання нерівностей (13)—(15), розгля

даючи їхні ліві частини як функції змінних ας, .4І., μ, T.

З теореми 3.5 випливає, що для майже всіх (стосовно міри Лебега 

в просторі W ) векторів у = {«о__о,» .о__о : j  = 1, - - -, }, усіх

І
(за винятком скінченного числа) векторів k Є Zp і > (п — 1)р/2 

виконується нерівність (14).

Визначник det, B(k) є поліномом щодо змінних kt, . . . .  kp степеня 

не вище (п — 1)п/2, а саме

det B (k )=  Σ  Вгкї  ■ ■ ■ крр, (18)
И < ( ц - 1) п /2

де кожний з коефіцієнтів Вг є сумою добутків, складених з коефіці

єнтів AL умов (2). Позначимо через β число всіх коефіцієнтів Вг в

(18), тобто число всіх розв’язків нерівності /ί H--- f гр < (п— 1)п/2

із 7L\.

Теорема 3. Д л я  майже всіх (стосовно .міри Лебега в просторі 

Р / ) векторів {В,- : |г| < п(п — 1)/2}, усіх (за винятком скінченної 

кількості) векторів k Є Хр, а також  «з > р виконується нерів

ність (15).
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Д о в е д е н і ї  я . Зауважимо, іцо

І det B(k)\ > |lle det B(k)\ > {|Re det B{k)\),

де {«} - дробова, частина числа a. Будемо розрізняти два випадки:

вільний член полінома (18) Bq... о ф 0 та Βο,.,.,ο = 0. У першому

випадку доведення аналогічне доведенню теореми 3.4. У другому 

прн п = 2 доведення випливає з теореми 3.2, а при п > 3 - з теореми 

3.3. ■

Розглянемо нерівність (13). Оцінюючи ліву частину цієї нерів
ності, одержуємо

|1 - ^ 'ΊΗ ΙΜ Ό η  > |̂ |e_ llfcHTImAj(fc)| sin(||A-||TR.eAj(A))| >

|sin(IIA:||T’ReAj(Α·) - т*тг)| > ^  ReAj(k) - ^  ,(19)
2 π ||*||і

де пік Є S задовольняє нерівність 11|А.ЦТ’Ре Xj(k)/n — m*| < 1/2.

Теорема 4. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

К ) чисел Т, усіх (за винятком скінченної кількості) векторів 

k Є ΈΡ, а також s і > р виконується нерівність (13).

Доведення теореми випливає з (19) і леми 3.2.

Приклад. Розглянемо в області D~ задачу

(д  с) \(д д \

І , 'ди с)и\ ( , с)и Ои\ і . .

\βττ,+ w  ,=« ~ ’Ψ ογ, + w) L  = ν,Μ·
ди  д и '

/ ди ди\ / Ои с/к\| , ,

+ t= o~ , l\d^ + ~0ϊ)\ι=Τ~φ2^ '

де α, β  - ірраціональні додатні числа; μ ф 1, |μ| = 1 - комплексне 

число, x = (xj, χ·2).

Формальний розв'язок цієї задачі визначається формулою

\ _ ί *з(1 + РУН- ~ (*кп + β k ι )φ 2 k  iak,t .

“  ^ A i ( ^  - - ш  - p e ^ T )

—(к2 + гак

i(k-j — а

i n k j )<р1к +  к і( /?  +  іа )< р 2к ік А  і(к ,х) 

к х № 1 - к 2)( 1 - p e W )  f

Множники, іцо містяться в знаменниках, дійсно малі, оскільки не

рівності Ι ^ - ο Ι ί Ι  < 11 А; 11_ 1, \βk̂ -k■̂\ < ||А||-\ |і - ре,акіТ\ < | Аг 11— 1, 

|l — ре^ т І < |Л,*21~1 для всіх розглядуваних о, β, μ, Т виконуються 

нескінченне число разів. Проте вони оцінюються знизу величинами 

C||fc||_1_£, ε > 0, для майже всіх чисел α, β, μ , Т. Отже, якщо
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функції ·Ρί(χ). j  = 1.2, достатньо гладкі, то існує розв’язок задачі з 

простору Л ” (£)2>.

Зауваження 3. Результати даного пункту поширюються на 

випадок більш загальних нелокальннх умов, а саме:

0</.о+■'>+·+·' V u(t,x)

Σ 4
І s І < η — 1

dt4eodx\l . . .  дхрр t=o

дч.о +*<+ +sPU( t , x )
-φι(χ), 1=1, ■■■, n,( 20)

t=Tdt4‘ndx\Iі .. .dxlp

де цілі числа qj задовольняють нерівності 0 < q\ < ... < q„, qn > r>- 

Наступна лема дає можливість ефективно обчислювати визнач

ники типу Вандермонда, що виникають при дослідженні задачі (1), 

(20).

Лема 1. Нехай у\,...,уі - комплексні числа; тоді, позначаючи 

через Srn суму всіх можливих добутків чисел у і,. . . ,у і, узятих в 

кількості т  штук, для кожного цілого числа а  > / одержимо 

і

у ° =  E ( - 1>m+1S » » T n· j  = !> . · . , І. (21)
Т71= 1

Через 5/(qi, . . . ,«() ,  де 0 < αχ < . . . <  ai і ai > І - цілі числа, 

позначимо визначник матриці, утвореної з матриці

(S t S,- , . . .  Si 1 \

S, Si-1 1

\ Si Si-i . . .  5i  1 /

розміру (at — l + 1) x (aj + 1) викреслюванням стовпців з номерами 

с*і + 1,. . . , αι + 1. Тоді справедлива рівність

уГ vV · ■ ■ УГ 1 1 1

yV У?  . ■ ■ уГ- =  5 ·/(αι,. · ,α ;)
У\ У- У І

O/ /-1 1-1 1-1
Ух У 2 ■·· У і У і 2/2 ■■ У,

Лема доводиться безпосередніми підрахунками з допомогою під

становки (21) в ліву частину останньої рівності (див. 15.4).

Звідси для коефіцієнтів Фур’є розв’язку задачі (1), (20) одержи

мо формули

SJ„-x(qi,.. ■ ,qa-i,qa+i, ■ ■ ■ ,qn)
uk( 0= E

βα

Sn(qi , · ■ · 19n)
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Фтк

( # | Г  ( ΐ - μ ^ Μ * ; * )  П  (А. _ А/з)
0 = 1,/9*1

де вирази 5((а ь ■ · ■ ’ визначені в лемі 1, причому в S„(qь . . . ,  qn) 
вважаємо, що у0 =  Л/?(λτ), β = 1, .. .,  »; і ур = A^fc), β =  1, .. .,  j  - 1, 

Ρβ = Ajer+i(A*), β = j. · · ·, »-1,У виразі . ·,</«_!, g0+i , ?„.)·

Теорема 5. Для єдиності (з точністю до полінома п — 1-го 

степеня за змінною ί) розв 'язку задачі (1), (20) необхідно і достат

ньо, щоб виконувались умови теореми 1 і нерівність Sn(qi, ф

ф 0 для всіх k Є Έρ \ {()}.

Теорема 6. Нехай для всіх (за винятком, скінченного числа) 

векторів k Є ΈΡ виконуються нерівності (13)-(15) і нерівність

\SnUh......9П)|>С4||*Г*«. (22)

Якщоуі Є Нф(Сі‘·?π), де ф = fjf + (n- l)(n-2)/2-9i+ si+ s2+S3+«4 + l, 
і сумісна система п лінійних алгебричних рівнянь

daP(t) і Д_1

α=0
dta =0

daP(t)

α = 0
dta t=T

= ψι ο

щодо коефіцієнтів полінома (п — 1-го степеня) P(t), т о  існує 

розв’язок, задачі (І), (20) з простору H™(DP).

Теореми 5 і 6 доводяться аналогічно до теорем 1 і 2. 

Враховуючи, що S„(qi, . . . ,  qn) - поліном змінних ας, |s| = n, і 

виконується нерівність

dwS„(qlt . . . ,q n)

да-і ... да-
> const. І n (п - 1)/2 - Чі,

1=1

де w < </„ — п + 1, то згідно з лемами 3.5 та 3.1 одержимо, що для 

майже всіх (стосовно міри Лебега) векторів {ας : |s| = η} виконуєть

ся нерівність (22) при .s4 > pw + r для всіх (крім скінченного числа) 

векторів k Є 2У’.

11.2. Рівняння з молодшими членами

Розглянемо в області D1' задачу [71]

(д  д \ _  ^Ι'Ί«(ί,.ι·) _

\dt' d x )U = ^  ^ dt^dxV . ..дхрр ~ '
\s\<n

(23)

В І
i d l '  da.')u(M ,)L o  C (d t' ~ φ{χ)' (24)

д д
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Де

R ( 1  І Л -  у  /
\ді ' дх) J - *  « dt*«dxV. . . дх/ ’

І * І < « -1

г (0-  - V  дй
V d t ' дх ) ^  °7 дР'°дх\1 ... дхУ '

М < П - 1

6~ = сої(6і , .. .,6"); ος =  сої (с і , .. ,,с ’Л); φ(χ) = col(^i(x) ,.. .,у>„(ж));
 ̂ g 8 s 9 S

A'-, bl-, сі~ - комплексні числа.
9 S S

Розв’язок задачі (23), (24) шукаємо у вигляді ряду (4). При 

цьому кожна з функцій ?/*·(<), k Є 27, є розв’язком такої задачі:

А (± ,ік )щ (і)  =  0, (25)

де -■ коефіцієнти Ф ур’є вектор-функції ν?(α·)·

Нехай А і (А,-), . . . ,  \4(k)(k) - корені рівняння

.4(А, ik) = 0 (27)

кратностей А/1 (Аг), . . . ,  Mq̂ (k )  відповідно, M\(k)+.. .+Mq(k)(k) = η,

В ^ ( \ т(к),гк) =  (d/d.X)aB(X,ik) U = A m ( f c ) .

C ‘“>(Am(*),tA·) = (d/«ZA)“C(A,ifc)|A=Am(fc)l

тоді справедливе твердження.

Теорема 7. Для єдиності розв’язку задачі (23), (24) в прос

торі Η™(ΌΡ), q Є % } необхідно і достатньо, щоб для всіх k Є 

виконувалась умова

d e i  А(к) = а е і { і З ( х “ ) ( А І „ ( і к ) , * * ) - с А " ( к ) Т 5 ^ С 7 2 я Г х » - а  х

а—0

X СІаЦХт (к),ік)} ф 0, (28)

де т. = 1, .. .,  у(А-), кт = 0,1.......Мт (к) - 1, С\ - біноміальні

коефіцієнти.

Д о в е д е н і ї  я. Для єдиності розв’язку задачі (23), (24) у 

просторі Hq(Dp) необхідно і достатньо, щоб для кожного к Є 7LP 

задача (25), (26) мала тільки тривіальний розв’язок при <рк = 0.
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Загальний розв’язок рівняння (25) має вигляд 

я(к) Мт (к)-1

Uk(t) = Σ  Σ  “k."', xm<>imeAm(fc)'. (29)
m=1 >cw =0

Підставляючи (29) в умови (26) (при <рь = 0), одержуємо однорідну 

систему ЛІНІЙНИХ алгебричних рівнянь ЩОДО коефіцієнтів Uк ,т ,хт у 

яка має єдиний (тривіальний) розв’язок тоді і тільки тоді, коли 

її матриця А(к) неособлива. Отже, умови (28) є необхідними і 

достатніми для того, щоб ||«(i, x)\\h™(dp) = 0. Де u(t,x) - розв’язок 

задачі (23), (24) при φ(χ) = 0. Теорему доведено. ■

Розглянемо питання про існування розв’язку задачі (23), (24). 

Нехай для всіх к Є  7LF виконується умова (28). Тоді для кожного 

к Є 7/ існує єдиний розв’язок задачі (25), (26), що зображається 

формулою

Я(к) М„,(к) . . ,. .

-І') = Σ Σ ^ .... .. (ЗО)
т  =  1 = 1 ν '

де det, A m<itm(k) - матриця, яка одержана з матриці А(к) заміною
m — 1

стовпця з номером Ма (к) + κ,η на стовпець φ^·
а — \

Зауважимо, що ряд (4), де функції Uk(t) визначаються форму

лами (ЗО), взагалі кажучи, розбігається, оскільки вираз | det Δ(Α·)|, 

будучи відмінним від нуля, може набувати як завгодно малих зна

чень для нескінченної множини векторів к Є 71. Крім того, ви

рази |еА>"<А)'| можуть набувати нескінченно великих значень, якщо

ReAm(&) не є рівномірно обмеженими зверху.

Припустимо, що для всіх (крім скінченного числа) векторів к Є 

Є 71 виконуються нерівності

ReXm(k) < n  ln |А:|, т =  1---,q(k), (31)

або нерівності

Re λт(к) > —г\ ln |Аг|, т  =  1.......q(k), (32)

де - додатна, константа. Тоді справедливе таке твердження.

Теорема 8. Нехай існують такі дійсні числа гп, /*з, С\ > 0, 

С'> > 0. що для всіх (крім скінченного числа) вектори, k Є 7J’ 
виконується умова

І det Δ  (А·) І > С\\к\-Гз, (33)

§ 11. Безтипні рівняння зі сталими коефіцієнтами 157

коли справджуються нерівності (31). і умова

<?(*■·)

de tA ( fc )exp (-T]£A / ra(fc)Am(*))| > C 2|fc|-r3, (34)

m= 1

коли справджуються нерівності (32). Якщо <рт Є Η ρ ( ί ϊ m = 

= 1 , . . . , η, де β = q + (η — 1)η + 1 + [r\Tт а χ(Μ', Μ") + тах(гг, гз)],

[Q] _ ціла частина числа Q € K, M ' = Σ  Mm(k), М "  =
ReAra(fe)>0

— п — M ', то, за виконання умов єдиності, розв’язок задачі (23), 

(24) з простору H ” (DP) існує і неперервно залежить від правої 

частини крайових умов <р(х).

Д о в е д е н н я . На основі формул (4), (ЗО), нерівностей (31)-(34) 

та оцінок ІАт (Аг)| = 0(||Аг||), т  = 1, .. .,  q(k), і

я(к)

|detAm>Xm(fc)| = О^ехр ( τ  Σ Ma(k)ReXa(k)^jx

α = 1,α;άιη
η

Σ l^afcl), rn = 1 , .. .,q (k ) ,x m =  1,. . . ,M m(k),
α=1

при ||λ·|| -¥ оо, одержуємо таку оцінку норми шуканого розв’язку 

u(t,x) задачі (23), (24):

П

IM<>*)lltf"(D*>) < Сз Σ ,  ІІ¥>«ІЦ(П;„). Сз > °>
а  =  1

звідки випливає твердження теореми. ■

Дослідимо (не втрачаючи загальності) можливість виконання 

нерівностей (33), (34) у випадку, коли для кожного k Є 71 всі корені 

рівняння (27) прості, тобто коли для всіх k Є 2Р q(k) = п.

Нехай а — (ві, ■ · *, ̂ р(2«—і)+з)т де aj — Re^4o,...,o,n,o,...,o,

З

anp+ 1 =  Refc„_i,o....ο, ap(2n- l)+2 =  Cn-1 ,0,...,0’

ap+(n-l)(j-l)+g =  Re6’ _ l )0....0,n —g,0, ...,0>

j
anp+l+(n-l)(j-l)+9 =  ї^ес9-1,0,..,0,п-д,0,...,0'

І
і при j  = 1,.. . ,  p, q = 1 , . . . , n - 1

σι j  — d / c?c*j,+(« — i )(j — i )+i · · ■ dap+(n_i)jc)anp+i,

<T‘jJ  = $ " / ^ anp+(n-i)(j-i)+2 · · •^αηί,+(„_1)?·+15α(2η_ 1)ρ+2.
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Тоді добуток D(k) = [Αα(Α·) — Â fA·)]2 є поліномом щодо
п >«>/?> 1

змінних « і , . . . , а р; причому для кожного k Є 2Р, |k j| > | | , а  = 

= 1-- , р,
d"~lD(k)

d a ] '1
> |*|η(η~1). (35)

Із нерівності (35) і лем 3.5 та 3.1 випливає, що для майже всіх (сто

совно міри Лебега в просторі Шр) векторів (αι , . . . ,αρ) справедлива 

оцінка

\D(k)\ > 0 < ε < 1. (36)

За умов (31) справедливі нерівності

|<rijdetA(A:)| > C6|fe|n(’‘_1)/2, (37)

а за умов (3‘2) - нерівності

П

\a2 JdetA(k)\ > С7|іГ(,*“ 1)/2ехр (г  ]Г  ReAm(fc)) (38)
m = 1

для всіх k € 7LP, таких, що \kj\ > |Α:α|, о  = Ι , . , . ,ρ .  На основі 

нерівностей (36)-(38) і лем 3.5 та 3.1 одержуємо твердження.

Теорема 9. Для майже всіх (у сенсі міри Лебега в прос

торі Ш;(2,‘-1),’+2/) векторів а нерівності (33), (34) виконуються при 
7*2, ?*з > (Зп — 1)р/2 — п(п — 1) для всіх (крім скінченного числа) 

векторів k Є 'Lp.

11.3. Рівняння з правою частиною

11.3.1. Побудова і дослідження розв 'язку з використанням методу 

власних функцій. Розглядається задача знаходження в області Dp 

розв’язку рівняння [72]

Т(д  д\ <?!*!«(<, ж) ,. ,

Σ  ^dfodx*,1 . ..дх’/  (39)3 ді*°дхг,1 .. .дх'/
|s|<iV,j0<n

який задовольняє умови

(Р II

і.=о dV
= 0, j  =  0, ι , . , . ,η  -1, (40)

t = T

dJ u 

dV

де o.|̂ j, μ, μ φ 0 - комплексні числа.

Розглянемо спочатку задачу на власні значення для оператора., 

породженого диференціальним виразом L(d/dt,d/dx ) і крайовими 

умовами (40). Маємо рівняння

(д  д\
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Розв’язком задачі на власні значення називаємо функцію и Є 

€ Hq(Dp), r > n, u φ 0, яка задовольняє умови

д_ д_

 ̂dt ’ дх ■4 ΐ · έ ) “-Α" 7-Ν'

д-Ηι сР и

dt' і =о ^  ді >

= 0,

= 0, j  = 0, Ι , . , . , η  - 1.

Через Rk,,m (k, τη) Є Έρ+1, позначимо множину всіх розв’язків у 
цілих числах rn ', k' = (k’ , , А,·*) рівняння

L(r(m*), ik*) = L(r(m), ik) ,

де т(гп) — —(ln μ)/T + Ϊ2πιη/Τ, ln μ - головне значення логарифма.

Теорема 10. 1. Власні значення задачі (41), (40) - числа

Ak,m = L(r(m), ik), (k, m) Є Zp+1. (42)

2. Власні функції, що відповідають власному значенню А*. г„, суть

щ .,т . = )»+·■***, (Г ,т * )  Є Як,т. (43)

3. Множина функцій (k,m) Є Жр+1, утворює базу Рісса

в просторі Ln{Dp).

Д о в е д е н н я .  Д о c t a t h i c t ь тверджень 1 і 2 очевидна - 

перевіряється безпосередньою підстановкою.

Η е о б х гд н ї с т ь .  1. Припустимо, що А - власне значення 

задачі (40), (41), що не збігається з жодним із Ак,т (формула (42)), 

її - власна функція, що відповідає цьому значенню. Загальний 

розв’язок рівняння (41) при А = А зображається формулою 

Ч ( к ) М , ( к ) - \

« Μ )  = Σ Σ  Σ  (44)
k£Q j = 1 Xj=0

де yj(k , A), j  = 1,. .., q(k), - корені рівняння

L(y, ik) = A (45)

кратностей Mj(k) відповідно; Q = {А· Є "£p : n(k) > 1}, n(Ar) - степінь 

полінома L(y, ik) за змінною у. Для визначення невідомих констант 

uk,j,>tj підставимо (44) в умови (40). Для кожного вектора к Є Q 

одержимо систему п лінійних однорідних алгебричних рівнянь щодо 

п(к) невідомих Ufc.j.xj, яка має тривіальний розв’язок тоді і тільки 

тоді, коли ранг її матриці 6(к) дорівнює п(к).

Ранг матриці 6(к) дорівнює п(к) тоді і тільки тоді, коли

Ι - μ , ρ Μ Τ φ  Q, j  ζζ 1, . . ., q(k), (46)
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оскільки кожний мінор порядку п(к) матриці S(k) є добутком 

і= і

де сг(к) ф 0 хоча б для одного мінора.

Покажемо, що умови (46) виконуються для всіх к Є Q- Дійсно, 

припустивши, що 1 = цеу'і к̂ ,А)Г для деякого вектора к° Є Q і 

цілого 7 , 1 < γ < </(А'°), одержимо, що існує ціле число т °, таке, 

що у-у(к°,\) = r(m°). Оскільки Ут(к°,Х) - корінь рівняння (45) при 

к = к(\ то А = Хко mu - L(r(mu), ік°). що суперечить припущенню 

щодо А.

Отже, для кожного к Є Q константи j  =  1, . .  ,,q(k), xj =

= 0,1, . . . ,  Mj(k) - 1, що відповідають розв’язку u(t, ж), дорівнюють 

нулю; тоді згідно з формулою (44) u(t,x) =  0, тобто А не є власним 

значенням задачі (40), (41), що і треба було довести.

2. Нехай А = \к,т, тоді рівняння (45) при k = к* має ко

рені yj(k*, А) = r(mj), j  =  1 , . . . , l ( k m), 1 < /(Аг*) < п(к*), де 

(k ",m j) Є Rk.m, j  = 1, · · .,/(A:*). Отже, стовпці матриці 6(кт), 

що відповідають невідомим uk-jt0. будуть нульовими. Таким чи

ном, система алгебричних рівнянь для визначення констант «* j,x  · з 

(44) у даному випадку зводиться до системи п лінійних однорідних 

алгебричних рівнянь щодо п(к’ ) - /(А·*) змінних xj φ 0,

ранг якої дорівнює п(к') — 1(к"). Ця система має лише тривіальний 

розв’язок. Тому довільний розв’язок задачі (40), (41) при А =  Хк,т 

зображається у вигляді

« =  Σ  Cfc.j er(m>)t+<fc*r ,

де Cfc-j - довільні константи.

Твердження 3 теореми випливає з того, що функції ег(т )*+·(*.*) 
ВІДРІЗНЯЮТЬСЯ ВІД періодичних функцій e,2 ’rm t/ 7’+, (fc.* ) i щ о  утворю

ють базу Рісса в £/з(Ор), обмеженим (зверху і знизу) множником. 

Теорему доведено. ■

Зауваження 4- Якщо вектор к Є 27, такий, що п(к) = 0, то 

власне значення А*. 0 має нескінченну (зліченну) кратність; цьому 

власному значенню відповідає множина функцій ; П»Є2 }.

Повернемось до вихідної задачі (39), (40), розв’язок якої будемо 

шукати в гільбертовому просторі Hqr(Dp), </, r Є Ж, функцій

h(t,x) = Σ  hk,meT(m)t+i(k-x) (47)

(*.-,m)eSK+‘
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зі скалярним добутком, який індукує норму

тії-,,<«> = Σ Σ (і + и5)’"' χ
ji+ja=n (fc,m)eZi’+l

x (1 + m2)r+-b |/ifc,m|2 < оо.

Теорема 11. Для єдиності розв’язку задачі (39), (40) в 

просторі H4tr(Dp) необхідно і достатньо, щоб для всіх векторів 

(k, т )  Є Zp+1 виконувалася умова

Цт(т), ік) ф 0. (48)

Доведення теореми випливає з того, що кожний член ряду (47) 

задовольняє умови (40).

Нехай виконуються умови (48), а функція /  належить # ?1,r, (Dp), 

причому

f ( t ,x )=  Σ  h ,meT(m)t+,(k^ .

(fc,m)€Zi>+1

Тоді розв’язок задачі (39), (40) формально зображається у ви

гляді ряду

«(«,*)= ]Г f b ? L e r (m) t+i (k , r ) (49)

(fc,m)€ZP+' к 'т

Для доведення існування розв’язку задачі (39), (40) достатньо 

показати збіжність ряду (49) у нормі простору Hq r(Dp). Для цього 

необхідно оцінити знизу вирази |А*іт|, які, будучи відмінними від 

нуля, можуть як завгодно близько наближатися до нього.

Теорема 12. Нехай виконуються умови єдиності розв’язку 

(48) та існують дійсні числа С > 0, α, β, такі, що для всіх (крім 

скінченного числа) векторів (к ,т) Є Zp+1 виконується нерівність

|А*,т| > С'(1 + |μ·||2)“ (1 + т 2)^. (50)

Якщо f  Є Η4-2(χ.ν-·2β(Ορ), т о існує, розв’язок задачі (39), (40) з 

простору Hqr(Dp), який зображається рядом (49) і неперервно 

залежить від функції f(t, х).

Д о в е д е н н  я. Дійсно, використовуючи формулу (49) і 

нерівність (50), одержуємо оцінку

IM I//,.r(D<>) < CiWfWn^^ Γ_2β(θΡ),

з якої випливає сформульоване твердження. ■

Зауваження 5. Якщо для деякого вектора (к ,т ) Є Ζρ+1 спра

ведлива рівність L(r(m),ik) - 0, то для існування розв’язку задачі
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(39), (40) необхідно, щоб /*■·,,„· = 0, де (к* ,т *) £ Rk,m- У цьому ви

падку розв’язок задачі (39), (40) визначається з точністю до лінійної 

оболонки розв’язків задачі (39), (40) (прн f(i,x ) =  0).

Дослідимо можливість виконання оцінки (50). Позначимо через 

у число Reao,...,o і будемо розглядати λ як функцію аргументе, у.

Теорема 13. Для майже всіх (стосовно міри Лєбєга) чисел у 

нерівність (50) виконується при а < —р/'2, β < —1/2 для всіх (крім 

скінченного числа) векторів (к ,т) £  Жр+1.

Д о в е д е н н я .  Позначимо через А  множину тих чисел у, при 

яких виконується протилежна нерівність

|Afc,m| < ( l + P||2r ( l  + m Y  (51)

для нескінченної множини векторів (к ,т) £  Ζρ+1, а через Ак,т - 

множину чисел у, для яких нерівність (51) виконується при фіксова

ному векторі (к ,т ). Враховуючи, що \d\̂ nl/dy\ > 1 на основі леми 
3.4 одержуємо оцінку

mes.4/.· ,,, < С-,( 1 + ρ·||2Γ(1 + m - f . (52)

Із (52) випливає, що ряд ^  mes А^ т збігається при а  < —р / 2
(fc,m)eSP+*

і β < —1/2. Тоді за лемою 3.1 mes.4 = 0, що і треба було довести. ■

Оцінку знизу для |A/j m| можна покращити, розглядаючи А* ,,, 

як функцію багатьох змінних. Нехай Ь = (b\,...,bi) - вектор, 

складений з дійсних частин коефіцієнтів рівняння (39), де І - число 

всіх коефіцієнтів цього рівняння.

Теорема 14. Якщо виконуються умови ||Ar|| > |m|, а  < (N — 

—р)/2, β < —1/2 або умови ||fc|| < |m|, cv < (N —п—р)/2 , β < (η—1)/2, 

то для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі Р.1) векторів 

b справджується нерівність (50) для всіх (крім скінченного числа) 

векторів (к ,т ) £ Zp+1.

Доведення базуєтся на лемі 3.5 і проводиться за схемою доведен
ня теореми 13.

Дослідимо виконання оцінки (50) відносно параметрів μ і Т. 

Нехай рівняння (39) таке, що для всіх векторів к £ 7LP виконується 

нерівність

I Σ  апАікхУ' . ..  (**p)'"| > Сз(1 -І- ||*||а)“1,

|7|<jv

де С'з > 0 - константа, що не залежить від к. Тоді справедливі 

теореми, доведення яких аналогічні доведенню теореми 13.
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Теорема 15. Якщо виконуються умови a < « і — пр/2, β <
< —ті/2. то для майже всіх (стосовно міри Лебега) чисел \μ\ справ

джується нерівність (50) для всіх (крім скінченного числа) векто

рів (k, т ) £  Zp+1.

Теорема 16. Нехай μ ф 1 і виконуються нерівності п < а\ — 

—пр/2, β < 0. Тоді для майже всіх (стосовно міри Лебега) чисел 

Т справджується нерівність (50) для всіх (крім скінченного числа) 

векторів (k,m.) £ Zr+l.

11.3.2. Зображення розв’язку задачі з допомогою функцій Гріна. В 

області Dp розглянемо задачу (39), (40), припустивши, що N = п, /  - 

довільна функція з простору II® (Dp), а число q\ £ Е буде визначено

нижче. Розв’язок шукатимемо в просторі Я '1 (ІУ'), а значить, у
вигляді

и ( і ,х )  =  Σ  uk( t y < k °\ (53)

коефіцієнти iik(t) при цьому визначаються як розв’язки нелокальних 

двоточкових задач

L{^ i'ik) UkW = hW ' (54)

d-> iil· dJUi. і

17Т  -І'-ЇЇГІ ■ r = ° ’ j  = 0,1· ■·■,"— 1, 55>аР і=п dt·* \t=T

де fk(1) - коефіцієнти Фур’є функції /(/, х).

Функції Uk(l) зображаємо за допомогою функцій Гріна. С7*(/, г),

що мають вигляд, поданий (формулами (2.6) і (2.7).

Нехай А, = Aj*(Аг), j  = І , . . . , » ,  корені рівняння L(A,ik) = 0,

k £  Z p. Припускаємо, що всі вони різні, тобто для кожного k £  7LP

Aj(k ) φ  Xr,(k). Це обмеження не принципове (див. теорему 3.5).

Тоді формула (2.6) для задачі (54). (55) набуде вигляду

1 Д  u  иеХаТ еА“(,_т>
С , . ( ( .г )=и11. г )+ - ^  + ---------- , (56)

« =1  '  π  ( Κ - λ β )

І

9=1 ,βφα

Де

Sgll (/ — г) gAQ(( т)
r) = -2-І---->- Σ  — ----------■ (57)

X = i Π  ( λα  - λ /j)
β=1,βφα

Функція Гріна G*-(ί, τ) існує тоді і тільки тоді, коли для всіх k £ Zp 

чнсло 1 — р е М ^ т ф 0, а = 1,.. ., ті, або L(r(m),ik) ф 0, де т(тп) =
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= (— Іп μ + і'2жт)/Т. Припустимо, що останні умови виконуються; 
тоді

т

uk(t.) = J Gk(t,r)fk(r)dr. (58)

о

Для доведення існування розв’язку задачі (39), (40) достатньо

оцінити зверху функції d^Gk(t, т)/дР, j  = 0,1, . . . ,  п — 1. 

Перепишемо формулу (56) у вигляді

Gk(t τ) =  γ ^  ехР[(Л.?т Ч- lnА* — sgn(< - r)(\jT + \ημ))/2] ^

j=1 ( і - ^ т) п
0=1 ,β*ΐ

Із теорем 3.5 і 4 випливає, що для майже всіх (стосовно міри Jle- 

бега) векторів {α^,μ,Τ} і для достатньо великих ||&|| виконуються 

нерівності

daGk(t,r)
dta < const ||fc|r+“ ,

де σ > (ρ(η + 1) — 2(η — 1))/2, ο = 0 ,1 , . . . , η — 1.

Тоді

τ

|4α)(0| <c\\k\\°+a\j 0 = 0,Ι , . , . , η -  1. (60)
ϋ

Із рівняння (39) та оцінок ((50) одержимо

K " V ) |  <  const £  i i f e i r * - j ' | « f c  \ t ) \  +  \ ш \  <  

j = i

< const ||*||'+" +|/*(І)|. (61)
0

Теорема 17. Нехай існують функції Гріна Gk(t, τ) для всіх 

k Є ZP і /  Є Η°4+σ (£Р), σ > (р(п + 1) - 2(п - 1))/2. Тоді для 

майже всіх (стосовно міри Лебега) векторів {α^,μ,Τ  : |s| < η} існує 

розв’язок задачі (39), (40) з простору //,"(Dp), який неперервно 
залежить від функції f  (і, х).

Д о в е д е н н я . Із (60), (61) випливає оцінка 

\H\h’Mdp) < const ||Л|„о (DP),

що і доводить теорему. ■
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Використаємо тепер функцію Гріна для знаходження розв’язку 

рівняння (39), що задовольняє умови

д·1 u 

~дїї

dJ u

t=о ~ t-T
= 0, j  = 0,1,.. , ,η - 1, (62)

де pj - деякі комплексні числа, 

Зробивши заміну

u(t,x) = v(t,x) + У  Ла (х) (63)

переходимо до відшукання нової невідомої функції v(t,x), що задо

вольняє нелокальні умови

(P v 

дЇЇ

д·1 v

t =о ~ μ δϊΤ ι= т
= 0, j  = 0 ,1 , . . . , «  — 1, (64)

де μ - комплексне число. Відзначимо, що константи βα Є С, о  = 

= Ι , . , . ,η ,  вибираються таким чином, що визначник матриці

Α = (β {- ι ( 1 - μ^ τ ) )α .=ι... п

не дорівнює нулю.
η

При цьому Ла (х) = Σ (μ  — //j)AajV J-1)(T, ж), де Aaj - елементи 
j = i

матриці Δ -1. Для визначення v(t,x) одержуємо задачу (64),

(65)

де ψ(ί,χ) = - Σ  L(0a ,d/dx)Aa(x)eβ°ι + f(t,x). 
j= i

Рівняння (65) є навантаженим, оскільки його права частина 

містить значення шуканого розв’язку і його похідних у точці t = Т. 

Розв’язок задачі (65), (64) шукаємо у вигляді ряду

«(<,*) = Σ  vk(ty<k’*\

Для визначення функцій vk(t), k Є одержимо задачу 

Li l t ' ik) Vk̂  ~

(66)

dj vk

dV

v dt'
dj vk І 

— μ . ·■
t=0 d.p !f =гТ= 0, j  =  0,1,.. ,,η  - 1,
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Де

фк(1) = - £  Κβα, ik)Aake ^  + Ш ;
„J-1 (67)

4̂«*.· =  5Z (a* — flj ) ^ » j vlt ^(-0’
i -1

Д(<) - коефіцієнти Фур’є функції f(t, x). Із результатів попередньо

го пункту випливає рівність

т

v*(t) =  J  Єк(і,т)фк(т)(1т, (68)

о

диференціюючи яку за змінною <, одержимо 

Т

vkl)(t) = J  9 Gq i*’ Т^Фк(т) dr, 7 = 1 , . . . , η - 1. (69)

ο

Система функціонально-диференціальних рівнянь (68), (69) при 

t = Т перетворюється в систему п лінійних алгебричних рівнянь 

щодо п невідомих ν^\Τ), 7 = 1, . . . , «  — 1:

, , " Д7 le0oT _exjT\

ν ? ] ( Τ )  =  -  Σ  { μ - μ . ) Δ α Μ β α , * ) ; Λ _ . /■ _ ' χ γ\ x

x ■

(βα - λ>)(I -  μεχίτ )

ν{Γ 1)(Τ) , \ cPGk(t, r)

j,a,» = 1

Τ
’-ч ιτ\

vk + J CVĜ ' T)fk(T)dr, 7 =  0 , 1 , . . n — 1. (70)

Π (λ) ~ Μ o
Теорема 18. Нехай для всякого k Є Жр система (70) має 

розв ’язок v ^ (T ), 7 = 0, 1, . . . , η — 1, u(o задовольняє умови

τ

|4^(Г)| < const ||ft|r( J\Mt)\3d t)1,3t (71)

о

де σΊ , 7 = 0,1, . . . ,  η — 1, - деякі дійсні числа. Тоді для довільної 

функції /  Є Η®+σ+θ(Ορ), де Θ — g1}18·* j(n Ί" a число σ

визначене в теоремі 17. і. для майже всіх (стосовно міри Лебега) 

векторів {α~,μ,Τ : |s| < ?і} задача (39), (40) має розв’язок и Є

Є Я ”ф р)·

Д о в е д е н н я . Із (67) випливає оцінка

П

\Фк{*)\ < const^||fc||"|i;|.J-1)(T)| + \fk(t)\; 
j -1
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далі, використовуючи (71) і аналогічні нерівностям (60), (61) нерів

ності
т

l47)(0l < const ІНГ+І J  4’k(t) dt , j = 0,1,..., η - 1,
ο

τ

ΐ4η)(οι < const ιι*ιγ+"| J  Фк(і) + \ф ш

одержуємо оцінку

ІМ ІЯ’1(0 >>) ^  const І І / Ц +#(D<’)·

Теорему доведено. ■

Г, нарешті, дослідимо нелокальну крайову задачу (39), (40), в 

якій рівняння (39) збурено нелінійним інтегро-диференціальним опе

ратором.

В області Dp шукаємо розв’язок рівняння

u(1' *) - /(<-*) + ° J  K(t> *. y)V(t, J/i «) dy, (72) 

n;,

де й = ...дур1', |s| < n}, що задовольняє нелокальні

умови (40).

Задача (72), (40) при а = 0 вироджується в задачу (39), (40), 

розв’язність якої встановлена теоремою 17.

Розглянемо задачу (72), (40) при α ф 0. Припустимо, що функції 

K(t,x,y) і V(t, у, іі) визначені і неперервні в областях D\ — Dp χ Ωρπ 

i D·, = Dp x U, де U = {||« - ио||я»(£>") ^  M \} - куля радіуса Mi в 

просторі I I" (D P), u0 - розв’язок незбуреної задачі (39), (40).

Задача (72), (40) еквівалентна інтегро-диференціальному рівнян

ню

u(t,x) = u°(t,x) + a f  Gk(t, т)Кк(т,у)У(т,у,й) dydr, (73)

qp

де Кк(т, у) - коефіцієнти Ф ур’є функції К (г, х, у); Gk(t, т) - функція 

Гріна задачі (54), (55), що визначається формулою (56).

Позначимо через А оператор з областю визначення D(A) = 

= Hg (Dp), який задається правою частиною рівняння (73).

Теорема 19. Нехай функція V(r,y, й) в області D2 обмежена, 

тобто

\У(г,у,й)\< М2, (74)
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і задовольняє умову Ліпшиця щодо и

ІV{t, у, й1) -  V ( t . у, й2)| < М3\\их - u-\\„n(Dv). (75)

Нехай функція K(t, х , у) в кожній фіксованій точці (і, у) Є Dp нале
жить до простору I Iφ({ϊ'.,τ). ф > </+σ. Крім того, припускатимемо 

виконання умов теореми 17. Тоді для всіх а  Є [—ао><*о], де

(76)

.  = + І) C - j  ||Л'(г, dydr.

Dp

a C  - константа з оцінок (60), існує єдиний розв’язок задачі (72),

(40), який належить замкнутій кулі U С //" (ТУ' ) і неперервно 

залежить від функції f(t,x).

Д о в е д е н і ї  я. із оцінок (60), (74), (75) одержимо, що 

||.4и - «°||я»(др) < \a\Mnz,

ІИ ” 1 - ^4м"||я"(ОР) < j о ІЛ/3 r 1 1 - н2||я '»(Ор).

звідки, за умовою (76), одержимо, що оператор А відображає кулю U 

в себе і є оператором стиску. З принципу Каччопполі-Банаха (див. 

теорему 2.7) випливає, що існує єдина нерухома точка о оператора 

.4, неперервно залежна від и°. Із неперервної залежності «° від /  

(теорема 17) одержуємо, що и неперервно залежить від /. Теорему 

доведено. ■

Зауваження 6. Існування розв’язку (можливо не єдиного) за

дачі (72), (40) при більш слабких, ніж в теоремі 19, умовах можна 

одержати за допомогою принципу Шаудера (теорема 2.8).

§ 12. Безтипні рівняння зі змінними 
за х коефіцієнтами

Розглянемо безтипні лінійні рівняння довільного порядку із змін

ними за х коефіцієнтами, а також випадок, коли такі рівняння збуре

ні нелінійним інтегро-диференціальним доданком [35].
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12.1. Лінійні рівняння

В області Q розглядаємо задачу

} = 0 «ч=0

(і )

ν ' ν ' f І IV' ( ^ 1υ(1' χ) & и{1,х) І \
( - W - і=о~и~-дїт-1=т)-0' (2)

/=0 я = 0

І = Ι , . , . , η ,

Lru(t,x) |eG = 0, r =  0,1.......Λ — 1, (3)

де a.js, bij9 G C, j  = 0 ,1 , . . . , η 1, s — 0,1, .. . ,  h , / — 1,. . . ,  n , /i G 

Є C \ {0}; L — диференціальний оператор зі змінними за х\,...,хр 
коефіцієнтами, означений в п. 7.2, причому pij G C , i , j  = 

_  Ι,.,.,ρ, ч Є C2/‘~2’",G’ Є ■ На тин рівняння (1) обмежень не 

накладаємо.

Нехай А = { ,  Аг Є 11} і {Xk(x),k 6 й] - системи власних 

значень і власних (ортонормованих) функцій задачі (7.23), а /  Є 

€C([0.T\,L2(G)). Т о д і

00 Г
f(t,x) = ^2fk(t)Xk{x), fk (t)=  f{t,x)Xk(x)dx.

k=i JG

Розв’язок u°(t,x) задачі (1)—(3) шукаємо у вигляді ряду

ОО

11°(і, х) = Σ  u°k(t)Xk(x), (4)
fc = l

кожний член якого, очевидно, задовольняє крайові умови (3). Кожна 

з функцій (і), k Є N, є розв’язком відповідної задачі

^  + = (5)
j  = 0 5=0

.... -  «
j= 0 J=0

Припустимо, що для кожного λ k Є А всі корені ту (λ*), j  = 1,..., η, 

рівняння
η — 1 h

Ρ(ι/ ,ΑθΞ»ίη + Σ Σ αί·λ*^· = 0 (7)
j —05=0
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попарно різні та не дорівнюють нулю (результати можна перенести 

також на випадок кратних коренів рівняння (7)). Тоді однорідне 

рівняння

dnu°M) „ t fu g m  Л
— г ^ + >  > α, ,λΐ— ^  = 0 5'

j=0 .1=0

має таку фундаментальну систему розв’язків:

u°kj(t) =  exp(?/j(Afc)<), j  =  1 , . . п,

а характеристичний визначник Δ(Α^) задачі (5'), (б) обчислюється 

за формулою

П

Δ(λ ,) = ΰ (λ ,)  П о -  /iexp(r/j(Afc)T)) Д  (Vi(Afc)-Vm(Afc)), (8)
j = 1 1 < m < / < n

Де
h n. — 1

D(A/i)=de t  6/+i,j,*Afe
5 = 0 i,j=o

Теорема 1. /{ля єдииості розв’язку задачі (1)-(3) у просторі 

C'(n,2/,)(Q) необхідно і достатньо, щоб виконувались умови

VAfe Є Л 1 — /іехр (i]j(\k)T) ф 0, j  =  Ι , . , . ,η ;  D(Afc) ,έ 0. (9)

Д о в е д е н н я . Враховуючи формулу (8) та теорему про 

єдиність розвинення функції з простору L->(G) у ряд за повною в 

Lo(G) системою ортогональних функцій, доведення проводимо за 

схемою доведення теореми 7.5. ■

Розглянемо питання про існування розв’язку задачі (1)-(3). Не

хай справджуються умови (9). Тоді для кожного А* Є А існує єдина, 

функція Гріна Gk(t, τ') задачі (5'), (6), за допомогою якої розв’язок 

задачі (5), (6) записується у вигляді

т

u°k(t) = J  Gk(t,r)fk(r)dT. (10)
о

У квадраті Кт, крім сторін т = 0 і т = Т, функції 6\·(ί, r), k Є N, 

визначаються формулами

. П П

Gk(i, r) = - J2exp(i]j(Xk)(t - г)) Д  (i]j(Afc) - щ(Хfc))_1 x

J = 1 9=ι
4*3
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На стороні r = 0 (r = Т) квадрата А/ кожна з функцій Gk(t,r), 

λ* € N, довизначається за неперервністю справа (зліва).

Розв’язок задачі (1)-(3) формально зображається рядом

оо Т

ιι°(ί, χ) = Σ  Gk(~l ' r)fk(T)drXk(x), (12)
fe = l /

збіжність якого взагалі пов’язана з проблемою малих знаменників, 

бо відмінні від нуля вирази

П

1 — ехр( (А/t) T), fj(»/j(Afc) — Jj^Afc)), j  = Ι , . , . ,η ,
Ч = 1
Ί

що входять як знаменники у формули (11), можуть бути як завгодно 

малими за модулем для нескінченної множини значень \к Є А. 

Зауважимо, що з рівняння (7) випливають такі оцінки:

l»?j(Afc)| < αλ[!, j  = Ι , . , . ,η ,  Afc Є Λ, α > 0. (13)

Введемо функціональні простори, які будемо використовувати 

при дослідженні розв’язності задачі (1)—(3):

ОО

Є Lo(G) : φ = Y^<pkX k{x), 
k = 1

ОО

ІІИІ9.Ш = ^2\>Рк\еМчкш) < о о > 0;

fc = l

C"‘([0, T\,&%) - простір функцій v, визначених в області Q, таких, що 

(Pv/dP, j  = 0 ,1 , . . . , η, для кожного ί Є [0, Т] належить простору ,

оо η

IMIc-([0,ney) = ΣΣ,Κΐ®*'](і)\ ехр (д кш), 

fc=lj=0 L ’ J

Де

Vk

N
Якщо f ( t ,x ) = Σ  fk(t)Xk(x), n  < оо, то за умов (9) завжди 

k = 1
існує єдиний розв’язок задачі (1)—(3). У загальному випадку спра

ведливе таке твердження.

Теорема 2. Нехай справджуються умови (9), нехай існують 

додатні сталі іщ, тз, 71,72, такі, що для всіх (крім скінченного
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числа) Хк Є Л виконуються нерівності

|l — |iexp(ijj(Afe)T))| >
піл У.

exp (\Reiij(\k)\T)
, j =  Ι , . , . ,η ,  (14)

Π  Μ λ*) ~ Щ М І  > m2Xk12, j -  Ι , . , . ,η ,  (15)

9=1 ,Я&

і нехай f  Є С([0,Т], В2̂ р), де β > ZaTc^, а, С\ - сталі з оцінок 

(13) та (7.24) відповідно. Тоді для довільних μ ф 0 t bijs, j  =

— 0,1,...,?ι — 1, s = 0 ,1 , . . . , Λ, / = Ι , . , . ,η ,  існує єдиний розв ’язок 

задачі (І)-('З) з простору C^n'2h\Q), який неперервно залежить від 

функції f ( t , .в).

Д о в е д е н н я .  З формул (11), (12) та оцінок (7/24), (7.25), 

(13)—(15) одержуємо таку оцінку для норми розв’язку (12) задачі

(1)-(3):
д\я\

іИіс-.»»», =Σ Σ
Чо=° М<2Л

J  Gk(t,T)fk{r)dr\ < f Ι Σ  max J  ̂ ^ ’ r ) fk(r )dr

n fc —1 <jfo —0 n

X L max
x£G

M <2A

д|ч|а д )
< сз Σ  Λ **  ехр(ЗаТс?А.·2'*/'’), (16)

fc = l

С5Г
де Л  = max |/*(/)|, Ф = 1/ 2(Л + 7і + 72 + /т )2/р, с3 = — — гх 

«Є[0,Т] (ШіШі)

η 2Л_1

хс^/4+Л(шах{1, |я|} c?,+72n Σ ( αοιΥ  + т і т 2) Υ ]  (p + j)'-/(j + 1)!

r=0
Скориставшись елементарною нерівністю

da < с4 exp(pd), с4 = с4(а) > 0, (17)

яка при 0 < d < +оо справедлива для довільних σ > 0 і р > 0, та 

поклавши в ній р = β — ЗаТс\, з оцінки (16) одержимо

ОО

l«°llc(-.»)(Q) < c3^ f o ki+i(hin+1)+1'+l2)eMZ'xTch1k2h'p) < 
k = 1

оо

< с3с4 fk exp {[p + 3aTcf )k2h/p'j =  c3c4||/||c([0 τ ] (18)

A = 1

З оцінки (18) випливає доведення теореми.
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Зауваження 1. За умов теореми 2 розв’язок задачі (1)—(3) нале

жить простору С ” ([0, Τ’], Вр'/Р), де βι < β — Зо Тс1}.

Проаналізуємо можливість виконання оцінок (14), (15).

Теорема 3. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Ш) чисел 

Т > 0 і для довільних фіксованих μ, a js, j  =  0, Ι , . , . , η  — 1, s = 

=  0, 1, . . . ,  h, нерівності (14) виконуються при γι > p/ 2 для всіх 

(крім скінченного числа) значень \к Є Л.

Д о в е д е н н я .  На основі нерівності sin х > 2х/іг, 0 < χ < π/2, 

одержуємо

|l -  /<exp(ijj(Afc)T)| >  \p\exp(Re^(Xk)T) x 

x|sin(arg/z + Imi/j(Afc)T)| >  2|μ| exp(Re ηj(Xk)T) x 

χ\π~ l (arg μ + lm щ{\к)Т) - dj(Xk)\, j  = Ι , . , . ,η ,  (19)

де dj(\k) - ціле число, для якого

|7r_1(arg/i + Im»7j(Afc)r)-c/j(Afc)| < 1/2.

З леми 3.2 та оцінок (13), (19) випливає, що для всіх (крім скінчен

ного числа) Хк Є А і для майже всіх чисел Т справджуються оцінки

|l - //.exp(»?j(Afc)T)| > Η Τ _1λ£ exp(Re»jj(Afc)T)x 

Τπ~1 arg μ + T27r-1Im i]j (Xk) Tdj(Xk)

K K
>

> Ιμίτ- 'χ ;”12-6 exp(-\Renj(Xk)\T), j =  Ι , . , . ,η .

Теорему доведено. ■

Позначимо через w =  (w i,.. - ,w„), σ = 2n(h + 1), вектор, скла

дений з дійсних та уявних частин коефіцієнтів aj,, s = 0,1, . . . ,  Λ, 

j  = 0, 1, . . . , η — 1, рівняння (1).

Теорема 4. Для майже всіх (стосовно міри Лебега β Ρ.σ) 

векторів w при 72 > (п — 1)(р/2 + /і(п — 3))/2 нерівності (15) 

виконуються для всіх (крім скінченного числа) значень Хк Є Л.

Д о в е д е н н я . Для дискримінанта W(P) многочлена Ρ(η, Хк) 

справедливі такі два зображення:

Щ Р ) =  П  (4i(A*)-»»(Afc))2, (20)
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W(P) =  (-!)<

1 Αη-1 Лп_2
0 1 Л„-1

(n-l)n/2 0 0

n (n -1)ЛП_! (п — 2)Л„_2

0 η (η — 1)Л„_х

0 0

■ ■ A\ Ло 0 0

A 2 Лі Ло 0

An—2 Л,і-3 Ло
·· A\ 0 0 0

2Л2 Лі 0 0

(η - 1)Д,ι-l (п — 2)ЛП_2 ··· Лі

. (21)

де Aj =  Σ  ajs\‘k, j  =  0 ,1 , . . . , η -  1.
s=0

Доведемо спочатку, що для майже всіх (стосовно міри Лебега 

в IR17) векторів w, які належать до деякого паралелепіпеда ΥΙσ = 

= [й'о,/?о] х Пст_і С Κσ, нерівність

І Re (-P) І > λ£’~£, ε > 0, (22)

виконується для всіх (крім скінченного числа) значень А/,. Є Λ, де 

ω = (η — 1)(р/2 — /і). Позначимо через Υ множину тих векторів w, 

для яких протилежна до (22) нерівність

|Re W(P)\ < А£~г (23)

виконується для нескінченного числа А/; Є Λ, а через Yk - множину 

тих векторів ги, для яких ця нерівність справедлива для фіксованого 

Afc Є А.

Із формули (21) знаходимо, що W(P) = ±nnA^~l + F. де F 

містить степені До- менші, ніж її — 1; тому

ReW(P) = ±»n(Re Ло)"-1 + Fu

де F\ містить степені Re Ло, не вищі, ніж п — 2. Не порушуючи 

загальності, вважатимемо, що ξ = Reao,/i· Тоді

ReW(P) = ±η"ξη-1Α£(" -1), 

де Fn містить степені ξ, менші, ніж п — 1, а тому 

<9п- ^ е Щ Р )

e tη — 1 пп(п-  1)!А*(”-1>. (24)
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На основі (24) та леми 3.4 одержуємо, що міра множини Y/. тих 

чисел ξ Є [αο,βο], які задовольняють нерівність (23) (коли решта 

коефіцієнтів cijg рівняння (1) фіксована) при фіксованому Afc Є А, 

має таку оцінку:

ше*УА: < с1(»)А^(и’/(п-1)+/‘)~£/("~1). (25)

Інтегруючи оцінку (25) по паралелепіпеду Πσ_ι та враховуючи оцін

ки (7.24), одержуємо

mesП  < c2(n, V)A;u,/(”-1)-‘ -i/(n-1) <

< c3(n,/i, I/,c1)A“2(u,/("~1)+A)/p-2t/(f,(n-1)), 

де V - об’єм паралелепіпеда Π„_ι.
ОО

Оскільки ряд mesV/,. збігається, то, згідно з лемою 3.1, 
k = 1

mes У = 0. Отже, для майже всіх (стосовно міри Лебега в Μσ) век

торів w нерівність (22) справджується для всіх (крім скінченного 

числа) А/,· Є А.

Оскільки |И7(Р)| > |ReH'(P)|, то з формули (20) одержуємо, що 

для всіх (крім скінченного числа) А* Є Λ і для майже всіх векторів 

w Є справедлива оцінка

П l%(Afc)-r/t(Afc)|>A,:(n-1)(p-2,,)/4-£/2, 0 < ε < 1. (26)
1<*< j  <η

Із рівності П  Μ ·**) - >/;(Afc)| Π  l»b(Afc)- >//?(Afc)| 1 =
1 < i< j< n  1 < α < β < η

η
= Π  1'h(Xk) — »7;(Afc)| та оцінок (13), (26) знаходимо

4 = 1

4*3

η

Π  I V</(Afc) - '/i(Afc)| > („_!)(,,/·_, + Λ(„_3))/2-£/2 ’ j  ~ ! ’ ■··> n · c·! >  0.
„=i Лк
4*3

Теорему доведено. ■

12.2. Слабконелінійне інтегро-диференціальне 

рівняння

В області Q розглядаємо задачу з умовами (2), (3) для рівняння

Р(д/ді, —L)u = f ( l ,x ) + ε J  K(t, x, г/)F(t, y, -u(t, y)) dy, (27)

G
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де оператор P(d/dt, —L) визначений в (1), ε Є С \ {0};

-/ ч Г d^u(t,x ) , . Ί

δ(<·*>= 1 п іп ·1,1 s “ І ; 
функція F (t, у, її) визначена, і неперервна за всіма змінними в області

Qi = {(<.'/, й) : (t,y) eQ , u(t,y) €5 (u0,»·)}

та задовольняє в ній умову Ліпшиця відносно й :

\F(t, х, йо(t, ж)) — F(t, х, йі(t, χ·))| <

< η γ '  ν '  I dMu2(t,x)____________<91<?1 цг(<, α;)

~ —  “  I dt'i»dx\' . .. dxpp dti°dx\1 ... dxpp
qo<n\q\<2h 1 t i  г

ДЄ

S(u°, r) = {«(*,*) є c<n'3A>(Q) ■■ ||« - «°Hc<n.-)(<3) < r } ,

u° = u°(t,x) - розв’язок незбуреної задачі (2), (3), (27) (коли ε = 0), 

тобто задачі (1)-(3), заданий формулою (12). Умови на функцію 

K(t, х,у), яка. визначена в області

<?2 = {(t, х, у) ■ (t, x) e Q ,y e G } ,

будуть з ’ясовані нижче.

Розв’язок задачі (2), (3), (27) шукаємо у вигляді ряду

ОО

u(t,x) =  Y ^u k{t)Xk(x). (29)

k =  l

Припустимо, що функція I\(t,X,y) як функція змінної х (при 

довільних фіксованих значеннях решти змінних) належить простору 

Lo(G). Тоді сукупність коефіцієнтів uk(t), k є N, у формулі (29) 

визначається як розв’язок такої крайової задачі для нескінченної 

системи інтегро-диференціальних рівнянь:

п -1 її .

икП)(() + Σ Σ α·>,λ^ ^ )(^ = ^■(і ) + е /  Kk\t,y)F(t,y,u)dy,
І —0 s = 0 JG

η — 1 h

Σ Σ ьи»К (»і:л(0) - μη[η (Τ)) - 0, 1 =  ι , . , . ,η ,
j = 0  5 =  0

де

I<k(i,y) = I  K(t, х, у)Хк(х) dx,

(ЗО)
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“ (*'У) = { Σ > )< ?ι Х%  ■ ї о < п ,  M < 2 f t | .

За. допомогою функцій Гріна Gk(t, r), к Є N, визначених форму

лами (11), задачу (ЗО) зводимо до еквівалентної їй системи інтегро- 

дифереиціальних рівнянь

uk(t) =  u°k(t) + ε J  Gk(t, т)Кк(т, y)F (т, у, ϊι(r, у)) dydr, к Є N. (31) 

Q

Припустимо, що ряд
СО

Σ ; Gk(t, т)Кк(т, у)Хк(х) (32)
к = 1

рівномірно збігається в області Q x Q; його суму позначимо через 

Ф(t,x,T, y). Тоді задача (2), (3), (27) еквівалентна такому інтегро- 

диференціальному рівнянню:

u(t,x) = u°(t, x) 4-ε J  Φ (ί,χ, r, y)F (τ, у, й(т, у)) dydr. (33)

Q

Позначимо через C(Q, #") простір функцій z(t, х, у), визначених 

і неперервних в області Q x G, які для кожної точки (t,y ) Є Q 

належать простору В* ;

ОО

ll~llc([0,T],By) =  V  max b . ( i , J,)|exp(9* ta’),

Де

~k(t, у) = J  z(t,x,y)Xk(x)dx.

G

Теорема 5. Нехай виконані умови теореми 2 і нехай К Є

Є G(Q, В2̂ р), де β > ооТсу, а функція F(t, у, її) в області Q\

неперервна і задовольняє умову (2S). Тоді для майже всіх (стосовно 

міри Лебега e K j чисел Т та для майже всіх (стосовно міри Лебега 

б Ц2»(А+1)  ̂ векторів w (див. п. 12.1) і для всіх ε, |ε| < εο, існує 

єдиний розв’язок задачі (2), (3), (27), який належить замкненій 

кулі S(u°, r) С C^n ’2h\Q) і неперервно залежить від функції f(t,x), 
де

Е -  c2c3mes С\\І<||с,^- ^ , F  = inax |F (t, х, й(і, аг)) |, 

а со, £'з, 0 сталі з нерівностей (7.25), (16), (28) відповідно.
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Д о в е д е н н я .  Запишемо рівняння (33) у вигляді 

и(1,х) = Iuoll(t, х), 

де /,, - інтегро-диференціальннй оператор

Ivu(t,x) = ν(Ι,χ) + ε J Φ(1,χ,τ, y ) F ( r .  у, й(т, y ) ) d r d y ,  (34) 

Q

що діє в кулі S(u°,r). Позначимо через V сукупність функцій v £ 

Є C^n'~h\Q), для яких

II" - w°llc(».3M(Q) < »·ο =  г -  |ε|E F ,

і покажемо, що для довільної функції v Є V оператор /„ переводить 

кулю S(u°,r) у себе. Дійсно, враховуючи формули (10), (33) та 

оцінки (7.24), (7.25), (13)—(15), (17), (28) одержуємо, що для майже 

всіх (стосовно міри Лебега в 1R;) чисел Т та для майже всіх (стосовно 

міри Лебега в )) векторів w справедлива оцінка

||/„Н — U ||C(„.2I.)(Q) < Ці’ — M°||(-;(n,2/.)(Q) +

II ί 00
+ kl|| / ■ , τ)h’к(т, у)F (т, у, й(г, у)) drdyXk{ )

n  fc = 1

^  ro ~f \ε\ΕF  — v.

Покажемо тепер, іцо ίν - оператор стиску. Нехай и\, «2Є5(и°, ?·), 

v Є V. Тоді

11/,«2 — Ιυ Ul !!(;■(»,2h)(Q) = |?|х

Х| J Т'У)(Р (Т' У' “2(Γ·Ϊ/)) - Е ( т, у , щ ( т ,  у))) drdy

Q

< |с і θ 11 «2 - «іііс(.,2л»(о·) J  ф(<. ·*·. r> y)dTdy\c(n <

<3

< |ε| 0£Ί|μ2 —

Очевидно, що оператор /„ є неперервним за υ. З принципу Кач- 

чопполі-Банаха (днв. теореми 2.6, 2.7) та теореми 2 випливає, що 

рівняння (33) має єдиний розв’язок, який неперервно залежить від 
функції f(t,x).

З формул (11), теорем 3, 4 про виконання оцінок (14), (15) та 

умови теореми на функцію K(t,x,y) випливає рівномірна збіжність 

ряду (22) в області^ xQ  для майже всіх (стосовно міри Лебега в К)
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чисел Т і для майже всіх (стосовно міри Лебега в Κ2η(Λ+1)) векторів 

w. Теорему доведено. ■

Зауваження 2. Розв’язок задачі (2), (3), (27) можна шукати як 

границю послідовності uq = uq(t,x), де «о = u°(t,x), uq+i = Iuoiiq, 

η ζ  II; Iuo - інтегральний оператор, визначений формулою (34).

Застосувавши до інтегро-диференціального рівняння (33) прин

цип Шаудера (днв. теорему 2.8), можна довести існування (без ви

моги єдииості) розв’язку задачі (2), (3), (27), не накладаючи умови 

Ліпшиця (28) на функцію F(t, x,u(t, х)).

Теорема 6. Нехай виконані умови теореми 5, крім умови (28). 

Тоді для .майже ваг (стосовно міри Лебега в Ж) чисел Т > 0, для 

майже всіх (стосовно міри Лебега в К2"(А+1)>) векторів w і для всіх 

ε, |ε| < r/EF , існує розв'язок задачі (2), (3), (27), який належить 

кулі S(u°, r), де E і F - сталі з теореми 5.

Д о в е д е н н я . Позначимо І = /„ о. Для всіх ε, |е| <

< r/E F , справедливе вкладення I(S(u°,r)) C 5(«°,г) (див. доведен

ня теореми 5). Покажемо тепер, що / - неперервний у кулі 5(«°,г) 

оператор. Нехай

ІК  — моІІс7<>· " ч ^  ‘С’ и̂ ' г ’̂ (І ^

Із неперервності функції F(t, x,u) в Q\ випливає, що для довільного 

і/ > 0 при досить великих </, <і > 4υ{ΐ'), виконується нерівність

ІF(t,x, «,(<,*)) - F(l,x , (iU(/,x'))| < "о =

Отже, при q > qo(v) та zq = Iuq маємо ||zq - 2o||C(n,2M(Q) < и, і тому

\\Iuq - /мо||с(„,2М((5) ,Ί+οο

Встановимо тепер відносну компактність множини I(S(u°,r)). 

Для цього потрібно показати, що функції кожної з множин

·*» =  · 'е 5 1 , 1  £  **· 

є рівномірно обмежені та одностайно неперервні. Перше випливає з 

того, що I(S(u°, »■)) С 5(к°,г). Покажемо одностайну неперервність 

функцій на прикладі множини J(o,2/i,a,...,o)· Кожну з функцій цієї 

множини можна подати у вигляді

d2hz(t,x) _  d~hu°(t,x) 

dx\h dx\h
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+ε J  У]Gk(t,r)Kk(r, y)F(T, y,u(r, dydr.

Q к=1 1

На основі оцінок (7.24), (7.25), (13)-(15), (17), (28) та формули (11)
ОО

отримуємо, іцо ряд Σ  Gk(t, т~)[\к(т, y)d2hХк(х)/ dx\h для майже всіх 
= 1

(стосовно міри Лебега в К) чисел Т > 0 та для майже всіх (стосовно 

міри Лебега в ®-η(Λ+ΐ)) векторів w мажорується збіжним числовим 
рядом

ОО

с2с3 max_V ' \Кк(т,у)\ехр(0к2І,/р), β > 2aTcf,

і, отже, абсолютно та рівномірно збігається в області Q x Q до 

деякої_неперервної функції Ф(/, х, т, у). Тоді для довільної функції

2 Є I(S (u°,r)) одержуємо

І d2hz(t",x") d2hz(t',x')

<

І dxf> Οχ2'1

< kl J  (Φ(Λ  x", r , у) - Φ(/', X і , τ , y))F(r, у, ΰ(τ, у)) dydr 

Q

< k|F J  |Ф(/",ї‘",г,»/) - y)\dydr.

Q

З останньої нерівності випливає одностайна неперервність функ

цій множини ./(о,2Л,о, ,о)· Аналогічно доводиться одностайна непе

рервність функцій всіх інших множин ,/q. Тоді з принципу Шаудера 

випливає розв’язність інтегро-диференціального рівняння (33), а от
же, і задачі (2), (3), (27) для майже всіх (стосовно міри Лебега в К) 

чисел 7' > 0 та для майже всіх (стосовно міри Лебега в 1Κ'-’"(Λ+1)) 

векторів w. Теорему доведено. ■

§ 13. Лінійні безтипні системи рівнянь 
із частинними похідними

Вивчаються задачі з нелокальними умовами для системи ди

ференціальних рівнянь із сталими коефіцієнтами в п. 13 1 [88], для 

нормальних анізотропних систем - у п. 13.2 [83], для системи із змін
ними за х коефіцієнтами - у и. 13.3 [41].

§13. Лінійні безтипні системи рівнянь 181

13.1. Системи рівнянь із сталими 

коефіцієнтами

Розглянемо систему диференціальних рівнянь з частинними похід

ними і сталими комплексними коефіцієнтами:

*(!■ £)«■ ■ ” ■ і · «■» 
м<»

де - квадратні матриці розміру m; АП}ο,.,.,ο = Λη ~ одинична 
матриця; u = u(t, ж) = сої um(t,x)) - вектор розміру ш;

n ,m >  1; (d/idxY = (d/idx i) ’ 1 ... (d/idxp)Sp.

Шукаємо розв’язок u £ H" (DP) системи (1), що задовольняє 

нелокальні умови

u
ІУ--г

9Р

д’и 

t=о ^ дР
t_r  = <Pj(x), j  = 0, і , . . . , η — і, (2)

де іу, μ  - комплексні числа, |ζ/| + |μ| φ  0, ψ/j - задані вектор-функції 

з шкали просторівΗ4(Ωρτ).

Введемо нсевдодиференціальні оператори (п.д.о.), які використо

вуються надалі (див. п. 15.1). Для цього розглянемо довільну по

слідовність комплексних чисел F(k), к £ ΈΡ. Вона породжує п.д.о. 

F(d/idx), що діє на функцію <р(х) = £  4’(к)е’(к'х) за формулою

кЄЯ>>

Коефіцієнти ф(к) розвинення ψ(χ) в ряд Ф ур’є породжують опера

тор ф(д/ідх). А тому кожній функції з Hq(Clpn) відповідає п.д.о. 

ф(д/ідх). При цьому у?(.с) = ф{д/ідх)6(х), де <ϊ(χ·) = e‘*fc’r )
fceZP

- дельта-функція Дірака [42]. Очевидно, що S(х ) £ Η(ι(ζί41τ) при 

q < - р /2.

Аналогічно, послідовність функцій F(t,k), t. £ [0,7’], породжує

оператор F(t,d/idx), функція v(t,x) = Σ  V(t, fc)el(fc,x) 6 Я ’‘(ЛР),
А-Єйр

q £  Μ - оператор-функцію V(t,d/idx). При цьому v(t,x) = 

= V (t,d/idx)S(x).

Нехай у = (уі, . . . ,  ур) - допоміжна дійсна змінна, оператор ди

ференціювання за цією змінною д/ду = (д/ду\,. . . ,  д/дур). Тоді 

справедливою є лема.
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Лема 1. Нехай φ Є //9(Ωρπ), g £  1 . Тоді для довільної функції 

F(y), аналітичної в точках у =  k Є Zp, справедлива рівність

F d ) r M = v (x + ^ ) F M L o ·  ,з)

Д о в е д е н н я .  Оскільки tkd/dyF(y) = F(y + k), де кд/ду =  

=  куд/дуі + -- крд/дур, то

Γ(4ϊ)φ(χ)= Σ m t i[k'*]F(k)= σ  m e ,(k'x)ekd/d«F(y)
A-eSP λ-ЄЕР

d

y = 0

= Σ  m e ik{g+a/i0v)F(y)\ = J x + ± - )F{y) .
iy=o v *=»

Лему доведено. ■

Очевидно, що у>(ж) = ό'(ϊ,' -І- д /іду)ф{у)\у—о. З леми випливає, що

V (t, д/ідх)<р(х) — φ(χ + d/idy)V(t, у)|у=о, де V’(<, у) є аналітичною в
точках у = к £ Ζ ρ, & φ Є Η4(Ωζπ), q є Κ.

Задача (1), (2) еквівалентна задачі з нелокальними умовами для 

системи диференціальних рівнянь з частинними похідними першого 

порядку за часовою змінною

дv(t,x) ( д \ ІЛ s 

— d t-  = L { i ^ ) vit’ xh (4)

νν(0, х) - μν(Τ, х) = <р(х), (5)

Де

v(t,x) = c o l ( и , ^ · ........% η - ι )  = εο1 (ν0, υ ι , . . . , υ „ _ ι ) ,

i i — ) = (  0 hn-l)m \

\ідх) ^ - Ln (д/ідх) — Ln_! (д/ідх) . .. - І !  (д/гдх) )  ’

LЛік) ^  An~j ’s( idx )  ’ j ~ 1.......
M<j

φ[χ) -  сої (φ0(χ), φι{χ), ■■■, φ„-ι{χ)).

Оскільки

υ{,·χ) - ν(ι’4ϊ)ίΜ-

- ....Μ έ ) ) · ^ ·  (6»
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φ Μ  s  =

■ соі(л Ш ' л Ш " " ж -‘ Ш ) а д ' <7)

то задача (4), (5) еквівалентна множині нелокальних крайових задач 

на проміжку [0,Т] для систем звичайних диференціальних рівнянь 

першого порядку зі сталими коефіцієнтами

^ l t l  = Hk)V{t,k), (8)

uV(0, k) - μΥ(Ί\ к) = ф{к), k Є Ζ”. (9)

Для формулювання умов існування та єднності розв’язку зада

чі (8), (9) введемо позначення, що пов’язують матрицю L(k), век

тор ф(к) і константи и, μ. Нехай Aj(k), j  = 1, . . . , 7(k), - коре
ні характеристичного рівняння det(A/„m — L(k))=0 кратностей Qj(k)

-i(fc)

відповідно, Σ  Oj(k) = піп, причому А,(А,·) при j  = 1 
.7 = 1

р(к) > 0, задовольняють рівність ν — а. при j  > ()(к) -

нерівність v ф /ieA,(A)J. Очевидно, що для деяких qj(k) Є 7L маємо

A j(k)T  = \і\(у/μ) + i'2irijj(k), j  = Р(к). Будемо вважати, що

Яі (к) > Ц2(к) > > <//?(а-)(А,·)·

Нехай 7j(A;) кількість жорданових кліток

/  Aj-(Jb) 1 \

Jj Лк) =
1

\ Xj ( k)

що відповідають кореню Aj(k) (з теорії елементарних дільників ви

пливає [268], що 7j(k) < m). Нехай ці клітки впорядковані за 

індексом s так, що їх розмір о,,(А:) не спадає, тобто aji(k) <

іЛк)
— а із(к) £  ■ ■ · £  aj,ij(k)(k)', ^2 aji(k) — Qj(A-).

s = 1

Нехай матриця Ejs(k) розміру nm x Qj,(k) побудована з влас

ного Ejs( 1, k) і приєднаних Ej,( 2, k ).. . . ,  Fjs(ajs(k), k) векторів, що 

відповідають жордановіи клітці J js(k); L(k)Ej,(k) = Ejs(k)Jjs(k). 

Нехай також E j(k) = (E ji(k).......Ejy^k^k)) - матриця розмі
ру m» x aj(k), Jj(k) — diag(Jji (k) , . . . ,  Jj 7j(a.)(A;)) - квадрат

на матриця розміру Qj(k), E(k) = (E ^k ) , . . . ,  El{k)(k)), J(k) = 

=  dia.g(.7j (Ar), ■ · ·, Jf(k)(k))·
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У наведених позначеннях матриця L(k) має таку форму Жорда-
на:

L(k) = E(k)J(k)E~l (k) = E(k)J(k)T*k), (10)

де T(k) — (E~1(k))*, а * позначає операцію ермітового спряження.

Розіб’ємо матрицю Т(к) на блоки відповідно до розбиття 

матриці Е(к), а саме: Т(к) = (Ті (k ),..., Т^к)(к)), Tj(k) =

= (Тл(к),...,ТШ к ) (к)), Tjs(k) = (Tj t (l, k) , . .. , Tjs(ajs (k), k)).

Якщо матриця L(k) має форму Жордана (10), то функція 

f(L(k)) визначається формулою [33]

f(L(k)) =  E(k)f(J(k))T-(k), (11)

де f(J(k )) = diag(/(J! (*)), · ■ ·, /(■/,(*}(*))).

f(Jj(k )) = diag(f(J j l (k)),. . . ,  f (J j.lAk)(k))),

f(Jjs(k)) - матриця розміру aj„(k) з елементами

f J  I (LA\ - I  (Af))/(* — «)! при 1 < a < b < ajs(k),
a JS I  0 при 1 < b < a < a js(k).

Отже, матриця f(L(k)) визначається за допомогою значень функції 

/(А) та її похідних до порядку Qji(k) - 1 в точках λ = λj(k), 

j  =  1,...,7(A:).

Введемо функції /(/, λ) i f(t, А), які в околі точки λj(k) задаються 

формулами

ГИ \\ - f βλ7 ( ^ - / ' ί λΤ) при р(к) < j <  7(к),
Л  1 0 при 1<  j< 0 (k ) ,

7(t /  0 при 0(к) < j <  у(к),
Л> ~ \ exp (Aj(k)t)(X - А,(*))'»'«0-і при і < j  < щ ку

Теорема 1. Для існування розв’язку задачі (8), (9) необхідно і 

достатньо, щоб

Tjs(aj*(k),k)ip(k) =  0, j = l , . . . , 0 ( k ) , s = l , . . . , 7 j(k). (12)

При цьому розв ’язок зображається формулою

V(t,k) = f(t, L(k))ij’(k) - Σ Σ  Ejs(k)eJ’ ’ ^ t-r  ̂ x
j=  1 s = l

* K r ‘ ( , , V  I) 2 ) ’ ’·«■·№№ (13)
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/3(fc)

ядро задачі (8), (9) мас розмірність ηj(k), його елементи мають
і =і

вигляд
/?(*) Ті(*)

V(t,fc) =  £  ^ ( l . f c )C j . ( l .* ) .  (14)
j = 1  ̂= 1

<9e C j, (1, A·) - довільні сталі; Φ(α) - квадратна матриця розміру а

з елементами Фаь(о) = 0 при 1 < b < а < а, Фаь(<х) = Ть~а+1/ (Ь—

—а + 1)! при 1 < а < b < а.

Д о в е д е н н я . Загальний розв’язок рівняння (8)

V(t,k) = eLM C (k ) = E(k)eJ{k)tT*(k)C(k),

де С(к) - довільний вектор з констант, підставимо в умови (9). 

Одержимо систему для визначення С(к):

Е(к) (t/ - peJ ^ T) Тш(к)С(к) = ф(к)

або

(i/ - Т’ (к)С(к) = Т'(к)ф(к).

Враховуючи блочну будову матриць J(k), Т(к), маємо

_ peJ> '^ T) т;,(к)С(к) = т;,(к)ф(к), j > р(к), s = і , .. . , 7# · ) ,

а при 0(к) > 0 і Qjs(k) > 1

( J u ) χ т;,(к)С(к) =

= Т',(к)ф(к), j < 0(к), * =  і ....... 7# ) ·

Якщо ж j  < Р(к), Ojs(k) = 1, то 0 · 7уз(Аг)С(Аг) = Т?8(к)ф(к). Звідси 

одержимо

т;г(к)с(к) = (v - μ ε ^ ν γ 1 т;лтк), І > m ,

(  TU2,k) \

О Д = -Ф -1( « І ,(* )-1 )

( т;,(і,к) \

\ TJs(ajs(k) — l, к) 

х Іе х№ ф (к ), j  < 0(к), aJt(k) > 1,

27,(1, к)С(к) = Cj,( 1, k), j  < 0{к), 8 = 1....... 7,·(*),

Tj,(aj>(k)> к)ф(к) = 0, j< 0(к), s=l,.. .tlj(k).
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Підставивши знайдені T*,(k)C’(k) у формулу загального розв’язку

7(*') 7>(*·)

V(t,k) = Σ Σ  EMb)eJ’Ak}tT*,(k)C(k),
j  =  1 5 = 1

одержуємо формули (12)—(14), що і треба було довести. ■

Наслідок 1. Щоб записати умови (12) у вигляді функції від 

матриці L(k), необхідно і достатньо, щоб

TjA (i- к)Ф(к) = 0, q = O ji(k ),. . . ,  ajs(k), j  < (3(к), s =  1, . . . ,  7j(k );

у цьому випадку умови (12) матимуть вигляд

/Щ к )Щ к ) =  / ( 0, Цк))ф(к) = 0. (15)

Наслідок 2. Щоб записати ядро (Ц ) задачі (8), (9) у вигляді 

функції від матриці L(k), необхідно і. достатньо, щоб

aji(k) = aj,~tj(k)(k), j  — 1, . . . ,  /?(Ar);

тоді елементи ядра зображаються формулою

V(t,k) =  f(t,L(k))C(k), (16)

де С(к) - довільний вектор.

Наслідок 3. Щоб записати частинний розв’язок (13) задачі 

(8), (9) у вигляді функції від матриці L(k), необхідно і достатньо, 

щоб

оц(к) = 1, ) =  !,...,/?(*)■

Цей розв’язок V(t,k) зображається формулою

V(t, k) = f(t, L(k))ip(k); (17)

формули (12) і (Ц), згідно з наслідками 1 і 2, мають вигляд (15) і 

(16) відповідно.

Наслідок 4. Розв ’язок задачі (8), (9) існує, єдиний і визначений 

для всіх правих частин ф(к) в умовах (9) тоді і тільки тоді, коли 
алгебричне рівняння

det ^  1п ^  + Ї2тп  ̂ - L(k)J = 0  (18)

не має q-коренів на множиш цілих чисел, тобто, коли 0{к) ■- 0; він 

зображається формулою (17), де f(t, А) = сХі (и — реХТ)~1.

Наслідки 1-4 випливають з доведення теореми 1.
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Користуючись означенням (11) функції від матриці, перепишемо 
вирази (15)—(17):

E(k)~f(J(k))T* (к)ф(к) = E(k)f(0,J(k))T*(k)il'(k) =  0, 

V(t,k) = E(k)f(l, J{k))T*(k)C{k), 

V(t,k) = E(k)f(t,J(k))T*(k)^(k).

Покажемо, що добуток довільної функції f(L(k)) на деякий век

тор С(к) можна записати виключно за допомогою власних чисел 

Aj(k) матриці L(k), не використовуючи при цьому її власних та 

приєднаних векторів. Нехай N(k) - степінь мінімального много

члена !/(Х,к) = (А — σι(λ·))Α|ΙΑ).. .(А — σκ(λ.)(λ,·))Λ'"(*)**·') вектора С{к) 

щодо матриці L(k) [33]. Очевидно, що множина коренів {сгу(А*)} є 

підмножиною множини коренів {Aj(k)}.

Для j  = 1,.. . ,  х(к), s = 1,.. .,  Nj(k), позначимо

( В Д ) с (*) = (c (k ),L (k )C (k ),...,L N^ ~ l (k)C(k)) , (19)

№ k ) ) C{k) = ( W W W ) .......( W W * ) ) c (fc)) - (2°)

m k ) ) c W = ( ( ^ 1  W )C{k) , · ·· ,  (WJiNjlk)(k))c{k)) , (21)

.......И , ‘ І“ , ) Ц №). w

(fW )c(k) = co1 ( ( / h l ^ O c w . - . i / K w W ) ) ^ . ) )  - (23)

(/(<M*)))c(fc) =то| {П ч  (*)). / V j W ) . . . . ,  ) , (24)

Матриця (W (&))c(fc) - це матриця Вандермонда., що побудована 

за. коренями полінома д(Х,к), (f(X))c(k) ~ вектор значень функції 

/(А) на коренях полінома //(А, к) [94].

Теорема 2. Для добутку функції від оператора L(k) і вектора 
С’(к) справедлива така формула:

f(L(k))C(k) = (R(k))c{k] {W(k))cJk) (f(X))c{k] , (25)

^  (W(k))-Jk] = ((ІV(k))c'{k)y  = ((W(k)fC{k)y\

Д о в е д е н н я .  Нехай t\,N(k),e?,N(k), ■ ■ - ,eN(k),N(k) ~ стовпці 
одиничної матриці розміру N(k). Тоді за формулою (19) отримаємо

Щ к )

=  Σ  eJ.N(k)X
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х (W(k))cjk) (/(A))c(fc) Lj ~x{k)C(k).

Врахувавши (10), перетворимо праву частину останньої рівності до 

вигляду

Щк)

Е(к){ Σ  eJN(k) (W(k))cJk) (f(\))C(k) J j ~l (k))T'(k)C(k). 

j  = i

Використовуючи позначення (20)-(24), приходимо до рівності 

E(k)f(J(k))T '(k)C(k) = f(L(k))C(k).

Теорему доведено. ■

Наслідок 5. Формула (25) справедлива, якщо в позначеннях

(19)-(24) як многочлен д(\, к) використовувати довільний анулюю

чий многочлен вектора С(к) щодо матриці L(k), зокрема мінімаль

ний чи характеристичний многочлен матриці L(k) [33].

Наслідок 6. Нехай матриця L(k) має мінімальний многочлен 

g(X,k)=(\ - λ,μ·))''·1̂  .. .(λ - A7(fc)(A,-))Q̂ M (fc\ 

степінь якого N(k) = a n (k) + · · · + £v7(a.-),i{k),

W(k) = (W i(k).......W ,w (k)) ,

Wj(k) - (W ji(k) , . . . ,  Wji(Xjl(k)(k)) , j  = l , . . . , 7(fc),

WJt(k) = r -^— ( ^ ) , “ 1co l(l,A ,...,A iV(fc)-1)(s -  1)! VdA/ a=aj(k)

/(A (*)) = οο1(Λ(Λ(^)),.. -, А (*,(А(Л))),

fj(X(k)) = coi (/(λ,·(*)),№ · ( * ) ) .......:т ~ 7 І Г ^ ї ї ^ )·v (ал (к )- іу . )
Тоді f(L(k)) зображається формулою 

N(k)

f(L(k)) = Σ  ^ N (k)W-T( m 4 k ) ) L j -l (k). (26)

j=i

За умов наслідку 4 розв’язок задачі (8), (9) записується у вигляді

V(t, к) = (Щк))ф{к) {W(k))-Jk] (,f ( t , Α))ψ(Λ, . (27)

Якщо /3(к) = 0 для всіх к Є И? (рівняння (18) не має розв’язку 

(</, к) Є 27+1), то існує єдиний формальний розв’язок задачі (4), (5),
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який згідно з (27) записується у вигляді

= Σ (28)
кет.*

Поклавши у формулі (26) /(А) = /(<, А) = (ve~xt - /ieA(T_t))_1, 

одержимо для розв’язку задачі (4), (5) ще один вираз

υ(<,ίτ)=/(<,ΐ(̂ ·))ν?(χ)= Σ  гІ>(к)е'̂ к'х) =
fcezp

N(k)

= Σ Σ  elN(k)W-T(k)f(t,\(k))L̂ i (k)i,(k)e^^ =
k£Zv j=l

= Σ Μ * +Ϊ ^ )  Σ  еІлг(у)1̂ _Т(г/)/(<ІА(г/))іі_1 (у )е ,,„ р ^ о, (29)

який випливає з рівностей (3) і φ(χ) = сої (< і̂(а:), . . . ,  ̂ пт(-і'))·

Згідно з  прийнятими позначеннями, формальний розв’язок 

u(t,x) задачі (1), (2) утворюють m перших компонент розв’язку 

υ(ί,χ) задачі (4), (5). Розглядуваний розв’язок при виконанні умов 

єдиності зображається формулою (29).

Встановимо умови існування розв’язку задачі (1), (2) у просторі 

H ” (DP), тобто умови, за яких справедлива нерівність ІМ|у„(£,Р) <

< оо. Оскільки

дпи _  Г ( д \ , ( д \ ди / д \дп~хи

dtn п V ідх) 1 п~1\ ідх) dt 1 V ідх) діп~х '

II ди Ц 2 1дп ^«ц2 \

II ді І1н„_,(п^)
· +

dt"~l І1й,(п£„)/

де Су - деяка константа. Отже,
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т  =

= ( С і  +  1 )  [  Σ  Σ \kn- j Vj (t,k)\4t =
О .7=0 

T

=(С'і + 1) І Σ \ZV(t,k)\2dt, (ЗО)

0 k£ZP

де А2 = 1 + ||А||2, Z =  diag (к'Чт , . . . , Р і т ,кІт ).

Нехай для довільного вектора £ =  (£,ξρ+ι) =  ( ξ ι , . . .  ,£р+і) Є

є Кр+\ ξ = (€і.......€р) є Кр, ш  = Σ  АпЧі, с & Г  - ° р -
м<?

однорідний многочлен степеня j  за ЗМІННИМИ 6 , · · ·  )£ί> +1,

0 І(п  — 1)т

-Ln(i) L i(0

Тоді ZL(k) = L(k/k , 1 /k)Zk.

Якщо Л; (ξ) - корінь рівняння det(A/„m — £(£)) =  0> то справ

джуються рівності Aj(k/k, 1 /к) =  А;(А)/А і збігаються розміри та 

кількість жордановнх кліток матриць L(k) та L(k/k , 1 / * ) ,  тобто

ajs(k) = aj,(k/k, 1 /k), -/(k) = 7(A/A, 1 /k), 7j(k) = ~ij{k/k, 1 /k). 

Позначимо: Za(k) =  diag(l, k ,. . . , Aa_1),

p(t, k) — col{pi (t-, A), . . . ,  p-y(k)[t) k)), pj(t, k) — Z(k){k) f j [ t ,  A(A’)),

p(t.,£) = сої (р і(і,І), . . . , ρ ^ ί , ξ ) ) ,  (-(£“+,) x

χ/,·(ί.ίρ·+ιλ(0)·

Матриця Вандермонда Η’(ξ) будується аналогічно матриці И'(А). 

Очевидно, що p(t, к/к , 1 / Аг) =  р(і.к), а для матриці

*(?) с\
= у еТ

' U  J',V(i) IHU)II

Де ||ρ(<,ξ)Ι|2 ” сума квадратів модулів компонент вектора ρ(ί,ξ), 
справедлива рівність

ZV(t, k) = Q(t, к/к, 1/к)\\р(і, к/к, l/k)\\Zip(k).

Оскільки функція ||ζ?(£,ξ)||2, де ||<3|| - норма матриці Q, задана і 

неперервна на компакті К = {(Ι,ξ) : І Є [0,Τ],|ξ| = 1,£ρ+ι >
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> 0}, то за теоремою Вейєрштрасса max||Q(<,ξ)||2 < Со, де С2 —

— G'v(.4~. //, іу, Т) - неперервна функція своїх аргументів; отже, для 

всіх k Є Ί.Ρ KQ(t,k/k, 1/А)||2 < С->, а значить,

η — 1

\\ZV(t,k)f < C2\\P(t, A)||3|ZV>(A)|3 = C2\\p(t,k)\\^\bn~j i ’j(l<)\2·
j= o

При цьому нерівність (ЗО) набуде вигляду

ІІ«#п(ОР) < (Сг + 1 )С2 Σ f  ІИ*. *)||2 dt Σ r  ~j 4’j(k )|2. (31)
fc€ j = 0

З означення вектора

Pr(t, k) = Col(/>,·,()(*> k),pr i(t, k),.. .,Pr,an(k)-l(t, k))

випливають рекурентні співвідношення:

Pr, 0 {t 1 k ) —

eX ,.(k)t

ІУ —  /< e A r ( fc)7 ’ ’

n.ty ’ (kT\a
Pr,s{t> A) — j Pi',0( ·̂ k) -(- РРг,θ(Τ, A) ^  ' j Pr 5 —α(^, A). 

s! a!a=l

Нехай Θ — 6(k) > 1 - обмежує зверху числа p,:o(t,k), r = 1, .. . ,  7 (A),

І Є [0,Т], тобто sup |/>,.,o(<, A)| < Θ. Методом математичної індук-
r,t

ції можна одержати оцінки зверху для решти компонент вектора
^ nm

pr(t,k), а саме оцінку \р,..s(/, А)| < (2\k)s0i+ l, де \ = ( І +//) Σ  Tj /(j\).
,і=і

Якщо s - максимальна кратність деякого кореня мінімального 

многочлена у{А, А) матриці L(k), яка досягається для нескінченної 

кількості векторів А, то 11p(t, А)|| < С3А Я~Ч)! , де Сз - константа, що 

не залежить від і і А. З нерівності (31) маємо, що

η — 1

IMIffjf^P) < (Сі + 1)С2СзТ Σ  Σ  l^ (^ )^n" j+7_10j(A)|2. (32)
fcgSP j=0

Для знаходження величини 0(А) використаємо метричний підхід. 

Розглянемо пару комплексних чисел і у , μ в кулі В4 С Ю4 одиничного 

(що не зменшує загальності) радіуса.

Лема 2. Для довільного ε > 0 існує така множина M  С В 4, що 

mesΜ  < ε і для всіх векторів (ν ,μ ) Є ВА\М та  А Є Ή? виконується 

оцінка

\іу-р.еХАк)ТІ > . /  f, 'm ax(l,eReA-(fc)T)A-(;,+£»)/2, (33)
1 ' ~  \J 4 n m C .4(61 )
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для довільних ε\ > 0 і »· = 1, . . .  ,7 (Аг), де С (̂є\) = £2 k~m~t l .
ke%p

Д о в е д е н н я .  Нехай М,(1г) - множина тих векторів (t/, μ) Є В4, 

для яких при даному k Є л’/  і r, 1 < r < ~/(k). виконується обернена 

до (33) нерівність І v — peAr(fc)r| < d. Тут буквою d позначена права 

частина нерівності (33).

Оскільки ι/-μεχ^ Ι{Ίτ =(Υι+ίΥ2)η, де »7=col(Rei/, Imi/, Rep, Ιηιμ),

Г, = ( l ,0 ,-Re(eA"(fc)7’) ,Im (eA'-(fc)T)) ,

У2 = (0 , l ,- Im(eA'«feiT) ,-Re (cAr<fc)7')) ,

το M,(k) C M'r[k), де M'r{k) - множина векторів (ι/,μ) Є В4, для 
яких І > j //І < d, j  = 1, 2.

Легко бачити, що множина M'r(k) - це множина точок (и, μ) Є 

Є В 4, які знаходяться між чотирма гіперплощинами Yjη =  ±d, 

j — 1,2. Оскільки = 0, Y f \\ = Y ?Υ·> — то ці пари

гіперплощнн перпендикулярні і міру множини М'(к) можна оцінити 
таким чином:

лг’п\^ 4d°~ ^  ek-m~s'mes М,.(к) < <
1 - | -  e 2R e A r (f c ) T  п т С 4 ( Є і )  

Просумувавши за і· і к, одержимо, що mes Μ < ε. Лему доведено. 

З нерівності (33) випливає, що

Отже, згідно з оцінкою (32)

І « І  , < 2( С \  +1 ) С Ч С 3Г х ^ Щ М P . - J + 7- і + , , 7/ 2+ £ і Г /2

j = 1

х\̂т2 = с\Я'̂ шщ „
* j  = 1 N-j + j-l+pj/2+£i»/2

Таким чином, справедлива така теорема.

Теорема 3. Нехай ipj g //(„j (Ω'οπ), / > n + s + ps/2, тоді для 
всіх векторів (v, μ) Є ВЛ \ /V/, <9е mes А/ < є, існує єдиний розв'язок 

и(і,х) задачі (І), (2) з простору НЦ(D!>), що неперервно залежить 

від правої частини <р(х) і зображається формулою (29). Для цього 
розв 'язку справедлива оцінка
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де С5 - деяка константа.

13.2. Системи нормальних анізотропних 

рівнянь

Вивчається нелокальна крайова задача для системи нормальних (за 

часовою змінною) анізотропних (за просторовими змінними) рів

нянь із частинними похідними [83].

В області D1' розглянемо нормальну систему диференціальних 

рівнянь з частинними похідними і сталими коефіцієнтами

L{d/0t,D )u(t,x) = Σ  A7D ’ {d/dl)’°u  = 0, (34)

\?\<N
5о<П

де А—  квадратні матриці розміру т  з комплексними елементами, 

u =  u(t,x) — col(«i(<, і·), . . . ,u m(t, х)) - вектор розміру m; N > п >

> 1, т >  1, Ds = D[x . ..Dpp, Dj = - id /dx j, j  — 1 ,. ,.,ρ .

Максимальні порядки похідних за змінними x j, що входять в сис

тему (34), можуть бути довільними, не залежать один від одного та 

від п, тобто система анізотропна стосовно порядків похідних ком

понент itj, j  = 1, . . . ,  m, вектор-функції а і є загальною нормальною 
(розв’язаною відносно старших похідних за часом dnUj/dtn) систе

мою зі сталими коефіцієнтами.

Запишемо оператор L(\, D) у вигляді полінома за змінною А, а 

саме

L(A, D) =  L0(D)Xn + + · ■ · + L„_i(£»)A + Ln(D), (35)

де Lj(D) = Σ  An-j,sD ’ , j  = 0 ,1 , . . . , n. Оскільки система (34)

нормальна, то Lo(D) =  /,„, де Іт - одинична матриця.

Ставимо задачу знаходження розв’язку u системи (34), що за

довольняє нелокальні крайові умови за часовою змінною t такого 

вигляду:

&> u і c)J и

"W\t=u ~ μ ~δϊΤ
І Т = <Pj(x), j  =  0 ,Ι , . , . ,η -  І, (36)

де ν, μ - комплексні числа, |t/| < 1, |μ| < 1, νμ ф 0, T > 0, pj(x) ~ 

задані вектор-функції розміру m.

Задача (34), (36) для ізотропної (N = п) системи (34) вивчалася 

в п. 13.1. За допомогою метричного підходу [205] встановлено умови 

існування та єдиності розв’язку цієї задачі в шкалах соболєвських 

просторів Hq для всіх (за винятком деякої множини малої міри) 

векторів (і/, μ).
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L(D) =

Будемо вивчати розв’язність анізотропної (N > п) задачі (34),

(36) у згаданих вище просторах, тобто праві частини умов (36) 

та шукані розв’язки задачі (34), (36) розглядаємо у шкалі просторів

Hq, q Є ffi.

Згідно з формулою (35), задача (34), (36) еквівалентна задачі 

з нелокальними умовами для системи диференціальних рівнянь з 

частинними похідними першого порядку за часовою змінною

dv(t,.v)/dt = L(D)v(t,x), (37)

uv(0, x) — μυ(Τ, x) = φ(χ), (38)

де v(t,x) - соІ(и, du/d i, . . . , d"~xu/dtn~l ) = α>1(ν0, оь . . . ,  v„m_i), 

^(ж)=со1(у0(а;),^і(ж),. . . , (ar)) =col(y?°(ar),^ ‘ (ί.·), · · (x)),

причому матриця L(D) —  (Lij(D))j . = 1  n m  має такий вигляд:

0 І(п  — 1)го \

-L „ (D ) -Ln-i(D) ... —L\(D) J '

Нехай Ιφ(λ, D) — Α"<β> -f- Ιφΐ (D)Xn Ιφη(θ)[^) ~ мінімаль

ний многочлен (п.д.о.) вектора ¥?(ж) щодо матриці L{D), тобто

lv (L{D),D)<p(x) = 0, і /„(A, D) =  ^ f f  ’ (А - Xj(D))a*AD), де корені
j= 1

Aj{D) є також коренями (можливо більшої кратності) характерис

тичного многочлена /(A, D) =  det (АІпт — L(D)) системи (37), отже,

1(D)

l(X,D) = Хпт + ll (D)Xnm~1 + ··· + /„,„(D )=  J ]  (A - X j(D ))aAD).

з =і

Нехай пі - степінь многочлена /,·(£)) =  53|,|<„. a,- SDS щодо змінної

D , riij - степінь елемента Lij(D) матриці L(D). Вважаємо, що 

для li(D) =  0 відповідне число п,- = —оо, аналогічно для чисел 

riij. Позначимо через щ приведений порядок системи (37) (матриці 
L(I))), а саме: щ = тах »»,■/·< > 0; він характеризує ріст коренів

η, > 0

Xj(k) характеристичного рівняння l(X,k) = 0 при k —> оо, а саме 

A j(k) = 0 (kni).

Виберемо дійсні числа d\, . . . ,  c/„m-i (dnm = 0) так, щоб вираз 

m ах (d,· — di + Щі ) прийняв мінімальне значення, яке позначимо
n,j> 0
пі. Якщо наборів rfj, таких чисел кілька, то вибираємо,

наприклад, довільний з тих, в яких сума d\ + - ■ ■ + d̂ lm_ l мінімальна.

Числа til, d\,.. . ,  rfnm-i характеризують ріст елементів Lij(D) 

матриці L(D), а саме Ljj(k) = 0(knL~d,+(lj) при k —> оо, тобто п.д.о.-
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матриця ZL(D )Z XD UL є обмеженим оператором:

\\ZL(D)Z-l b - nL\\ < С'о, (39)

де Z — diag(jDrfl, . . . ,  Ddnm) \ D - п.д.о. породжений послідовністю к\ 

Со > 0 - деяка константа; || · || - евклідова норма. Із (39) випливає, 
ЩО Пі < 11[, . Для ОДНОГО (У77- = 1) рівняння щ = Пі і dj — (η — i)n i,

і = 1, .. .,  ?)..

Дослідимо задачу (37), (38). Необхідною і достатньою умовою 

єдииості розв’язку задачі (37), (38) є нерозв’язність у цілих числах 

kfi, кі , . . . ,  кр алгебричного рівняння (див. п. 13.1)

det ((А + ір?ко)Inm — L{k)) = 0, (40)

де β\Τ — 1ιι(ι//μ), βηΤ = '2it, і = \/—'Γ· Умова (40) - це умова того, 

що число і/ не належить точковому спектру оператора \ його

спектр є зліченною множиною з точками скупчення, розташування 

яких в комплексній площині може бути довільним.

Отже, для всякого числа v із одиничного круга з вилученим точ

ковим спектром оператора μ ^ ° ^ τ задача (37), (38) має не більше 

одного розв’язку для всіх функцій φ(χ). Доведемо, що при вилучен

ні точок спектра з деякими їхніми околами існує єдиний розв’язок 

задачі (37), (38), який має певну гладкість (належить простору із 

шкали просторів IIч).

Теорема 4. Для існування розв'язку задачі (37), (38) в шкалі 

просторів Нч для довільного вектора ψ, компонента якого нале

жать шкалі просторів Hq, необхідно, щоб для деяких сталих К > 0

і L Є К для всіх векторів k Є 7LF виконувалась нерівність

\ v- peW T\>KkL, j = l ,  . . .n (k ) .  (41)

Д о в е д е н н  я. Нехай L Є К - довільне число і умова

(41) не виконується, тобто для деякого L < min(0, L) справедлива 
протилежна нерівність

\„-lieW)T\< М

для деякого j ,  1 < j  < ~y(k), і деякої нескінченної послідовності 

1/ векторів k Є 1Р. Звідси випливає, що ReXj(k) > ln \ν/2μ\/Τ і 

eReAj(fc)f > /~· = mi,1( i ) \ι//2μ\).

Якщо Ej(k) - власний одиничний вектор матриці L(k), який 

відповідає власному значенню Aj(k), то вектор-функція

еХ j(k )t+ i(k ,x )
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є розв’язком системи (37) і

φ(χ) =  1/5(0, х) - μν(Τ, χ ) = Σ  EA k)ei(k'x)-

k£V.P

Компоненти вектора φ є елементами простору Нч при довільному 

q < —р/'2, однак

nm  ̂ ~ „Re /Оїі'х __

Σ ім«~ = Σ —, > Ά )  у  k'·
^ 0 " UHL 4 ?  „ _ neM VTf - Ч и '  4 ?
α-υ . fcesp 1 p ■ I ί,-ez»

(L — L)

Оскільки останній ряд розбігається, то для кожного ί Є [0,Т] хоча, 

б одна компонента να £  Н~. Теорему доведено. ■

Побудуємо розв’язок задачі (37), (38), використавши такі позна

чення: Ял (/(λ)) - розділена різниця порядку s — 1 (s > 1) функції

/(А) для набору комплексних чисел А = ( Аі, . . . , Αχ, . . . , λ7, . . . , λ7 ) ,
' Ν---ν---' '------- Ί

<*1 Oly
s = αι 4- · ■ · + αΊ , яку можна подати у вигляді

ад™ = Σ і^тіт Ш°’~ ('<Л>П(А- w-)U =
3 1

=  п (» , і DI wr-C ^ - (Σ/(Λ') Пи» -  Л‘> " )  ■ W
зокрема, при 7 = s

Лл(/(А)) = Σ / ( λ^ ) Π ( λ^ - λ
-1

»; »
./ = 1

при 7 = 1 Яд(/(А)) = /*s_1'(Ai)/(s — 1)! Формула (42) справедлива 

для функції /(А), аналітичної в точках λχ, . . . ,λ7, а для функції 

/(А), яка аналітична в опуклій області, що містить точки Αχ,. . . , λ7, 

справедлива така інтегральна формула:

1 <1 Ц-2

Дл(/(А)) = / / · · ■ /  / ^ ( Σ * - 1* -*-!>)
0 0 0 ’ =  1

JL ї ї . , _  / 7 і Ла'_1
___г)> ___ /у ,и - ТТ 1 с'П \\і-1 ~Ч> н і. т т  і  σ

( « , - l ) !  1·· 7~ ' ~ П ( « ( -1)!<9АГ
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1 i| Ί 

x j  J  - J  f b -1)( y i ti-l (\i -\i_1])dt1 ...d ty-u  (43)

0 0 0 1=1

де /0 = 1, λο = ίΊ = 0. Еквівалентність формул (42) і (43) випливає

з їх еквівалентності при η = s [276].

Розділена різниця Rд(/(А)) для многочлена /(А) степеня s — 1 

згідно з формулою (43) дорівнює старшому коефіцієнтові цього мно

гочлена, а згідно з формулою (42) вона дорівнює нулю для /(А) = 

= (А — Аі)“ ' . . .  (А—А7)“‘К(/(А), де </(А) - аналітична в точках Αχ,. . . , λ7 

функція.

Розділені різниці різних порядків пов’язані між собою формулою

[2,в) а д іА ) )  =  М М , ДЛ * А „ ,  ,44,
А.і 1 ./2

де А = (Αχ,.,.,λ,); А 2 = (Αχ, . . . ,  Aj3_i, Aja+x,. . . , λ,); Αχ = 

= (Αχ,. . . , Aj,_x, Ajj+χ,... , А,). В лівій частині формули (44) - розді

лена різниця порядку s— 1, a. в правій - розділені різниці порядку s—2; 

набори комплексних чисел А2 і А) утворені з набору А вилученням 

чисел Aj 2 і Aj l відповідно. Якщо в наборі А число А зустрічається 

а  разів, то формула (42) дає (cv- l)R A(f{X)) = d% (/(λ ))/δλ , де в 

наборі А число А зустрічається а — 1 раз. Остання рівність і рівність 

(44) показують, що розділена різниця не залежить від впорядкуван

ня чисел Xj в наборі А: ці рівності можна використати для побудови 

розділених різниць високих порядків.

Позначимо через

Л(£>) = ( λχ(£>),-- Αχ(£>)........X1v{D)(D), . . . ,  X1v(D)(D) )
V'----- N..----- ' -------- v---------

α».(ΰ) »Vyv(D)(D)

набір n(D) коренів многочлена Ιψ(A, D ).

Теорема 5. Нехай виконується умова єдиності (40); тоді 

існус єдиний формальний розв'язок задачі (37), (38), що має такий 

вигляд:

і

v(t.x)= J C ’ ( ^ + ( l  — T)L(D).D) dTRK{m( - ^ ) < p ( x ) =

0
1

= Σ  ~T)L(k),k)dTRK(k)[ - ^ ) ( p { k y {k'x), (45)
λ-Є Ζι>η "

де <p(k) - коефіцієнти Ф ур’є вектор-функції <р(х).
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Д о в е д е н н я . Очевидно, що формулу (45) можна подати у 
вигляді розділеної різниці

ь(і,х) - RMD)( J  1^(тЛ+ (1 - r)L(D ),D ) άΤ---~— ψ^ φ(χ),

а отже,

і

ί/υ(0, x) - μν(Τ, x) - ЛЛ(/>)( J  1{Χ) (тХ + {1 - t)L(D), D) dr)ip(x).

o

Оскільки

n(D)-l

l^ (r\  + ( l- r )L (D ) ,D )  = Σ  l^\ L (D ),D )(X - L (D )Y ^ / j\ ,

з =n

1

/
0

Ιφ](τλ + (1 - t)L{D),D) dr = g  l ^ ( L ( D ) , D ) (X

є многочленом за змінною λ степеня η(Ο) - 1 з одиничним старшим 

коефіцієнтом, аотже, розділена різниця дорівнює одиничному п.д.о., 

що означає виконання умови (38).

Підставимо (45) в систему (37):

^ - а д . ( . , < . = ( ! - а д ) х

п{̂ 1 lij+i)(L(D),D) ( d п п )у п ( eAt ч

Σ  ( j+1)!  ( 7  Α(0)\^-μεχτ) φ(χ)~

Q ч ■, .At

= Ял(0)(АДА, D) - ^ 7 7  j  >'(J i — ^{L{D), D)<p(x).

Оскільки A(£>) - набір коренів многочлена(A, D), то розділена різ

ниця Ял(г>)(^(А, D)eM/{у — μελΤ)) = 0, а також l<p(L(D), D)ip(x) — 

= 0 за означенням мінімального многочлена вектора <р(х), тобто 

dv/di — L(D)v =  0. Теорему доведено. ■

Встановимо належність одержаного розв’язку (45) до шкали 

просторів Hq. Для цього оцінимо вектор-функцію (45), яка містить 

малі знаменники г/ — μελ> ^ τ та Лa(k) — Ац(к), a ф β, які можуть
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бути нескінченно малими. При цьому Ха (к) — Хр (к) завжди відмінні 

від нуля, a v — //,еА-і(Аг)т можуть перетворюватися в нуль, якщо не ви

конуються умови єдииості. Отже, маємо розв'язати проблему малих 

знаменників, причому для знаменників ν — μεχ̂ τ насправді треба 

розв’язувати проблему нульових знаменників. Для оцінки нульових 

знаменників використовуємо метричний підхід, а оцінювання малих 

знаменників Ха(к) - Χβ(к) проводимо разом із відповідними чисель

никами розділених різниць (4*2).

Попередньо проаналізуємо властивості наборів А(к) коренів міні

мального многочлена Ιφ(\. к). Позначимо через diamA максимальну

віддаль між елементами множини А, тобто diamA = max |n — 6|.
α,6€ Λ

Нехай А,-(Ο = Α^(ξ,ξρ+1), де ί = (fc, . . . , ξ Ρ) Є Κρ, ξΡ+1 Є Ш, 

ζρ+1 ^  0, корені рівняння

tim  ύ ( 0  ^

ιμ,ξ)=λ’"“+Σ Σ  «i.i’«S,rl'lAnn,-j=n(A-Aj(i))ai(0=0· (46)
3=1 l* l< » j J =1

Очевидно, що Xj(k) ~ kn‘Xj(k/k, 1 /k), j  - 1,.. . ,7(k), і кількість та 

кратність коренів λ ,(k) i Xj(k/k,l/k) збігаються. Виберемо число 

К і таким, щоб виконувались нерівності n (k) < b, min aj(k) >

> 61, max Oj(k) < b; при k > А’і, де &i = lim min rv,(k);
J = ___ k-*ooj = l '-'l(k)

b■>— lim max ctj(k), b = Jim  n(k).
k —f co 3 =  1 > ■ ■ ■ ’7(k ) k—too

Лема 3. Нехай функція Res(j;ξ)=  (ά·>ΐ(Χ,(ξ),ζ)/άΧ·ί)α’^  -
«=і

результант поліномів (за змінною X) /(λ, ξ) і d-4(X, ξ )/dX·1, j  — 

= 1 , . . . , пт, і нехай існують сталі К2 > К\, С\ > 0 такі, що

\Res{Nj\k/%, 1/Щ > С іV і’ ' i l  > К2, j  = 1...... Λ, (47)

де І)п < N і < Ν2 < ... < Nh < b, —pbi/2 — < βχ < β2 <

< ... < βι, < 0. 1. < Ιι < b — Ь\. Тоді для кожного k > Λ'2 вірне

твердження: у всякому наборі із Nj + 1-го кореня (враховуючи

кратність) многочлена 1(Х, к) існує пари коренів Xт(к) і, яка

задовольняє нерівність

|Α*(λ·) - A"(Jfc)| > C2kni+Î lb' > С'Л~Р/2, (48)

де С2 - константа, яка не залежить від k, j  = , h.
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Д о в е д е н н я .  Оскільки корені Λj ( £ )  рівняння (46) обмежені 

зверху константою, що не залежить від ξ ,  то із формули

т

d\J

7(Г)

(Μί).ί) = Σ П М О ) ! - (Α ,ίΟ - Α ,ίΟ ) )~Рі

\=и*. М О  -Рі)'

де сума поширюється на набори чисел (р і, .. . ,р»_і,р ,+ і, . .. ,ΡΊ^ ) ,

Ί(ΐ)
для яких ρσ < ασ(ζ) та J2 Ро = j  - «»(£)- отримуємо, що для

<7=1,<7 ;6 s

кожного s, 1 < s < γ(ξ), існує хоча б один набір чисел ρσ = р* , σ ф s, 

для якого виконуються нерівності

dN’ l ~ - і 
ІI4.es(jVj;^)і < С' _ ( Α , ( ζ ) , θ | <

7.(0

<Сз П |А.(0 -  Аі(0|
і = 1 ,іjis

Отже, із нерівності (47) для кожного s = 1, . . . ,  i(k /k , \/k) при 

ai(k/k, 1 /k) > p*, i φ s, k > K?, маємо |A,(k/k, 1 /k) - Ai(k/k, 1/£)| > 

> C\k^i!bl. Оскільки Σ  (aj(k/k ,l/k ) - p,·) = ~f(k/k,l/k) - Nj i

λ ,(A:) = kn‘Xs(k/k, 1 /Ar), то тільки в наборі із TVj коренів кожна пара 

може задовольняти нерівність, протилежну до (48). Лему доведе
но. ■

Зафіксуємо числа ε і г, для яких 0 < s/ε < 1п 2/(2κΤ), 2г + р < 0,

де κ  < І4Т 2пт Σ  >̂2’ ) ! позначимо через В  одиничний круг
4 V A-eZP ' 

в комплексній площині параметра u і нехай при |̂ (λ·)| < 2, де 

uj{k) = рехі ^ г , множина Bj(k), j  =  1,. . . ,7(k), позначає область

Є В : е-хі Т <
Vj(k)

< е arg
·/,·(*)

< κ\Τ, κχ = ι/εκ ίΓ|·.

Ця область є частиною кільця і має таку міру: mes Bj(k) =

= 2κ\Τ\ι/]{1·)\-8\\(2κ\Τ). Згідно з теоремою про середнє маємо оцін

ку mesBj(k) < 16κ(Τ~?2κ,Γ < 32κ^Τ2. Міра множини

я*= U U ад
fceZn |jA,(fc)|<2
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не перевищує 32Τ-ηηιεκ- ]Г k2r<e. Через B ji(k ), Bh i(k) С Bj(k),
k£Z>>

позначимо область

{ ,  <= В ,т  : . - * »  < | _ f_|  < . « .W  |„g _£__| £  щ т у

Тоді відстань кожного числа z\ Є Bjt\ (к) до всякого числа zo І  Bj(k) 
оцінюється знизу величиною

1*1 - ~21 > min {Wj(k)\(e~*'T/2 - e - lT),|^(*)|e-XlT/2 х

Іп( —х іГ /2)} > min = Ι^ (λ')Ι~ ~ · (49)X SH1

Оцінки знизу для виразів, що містять знаменники v — μβχ’ ^ τ , 

встановлює така лема.

Лема 4. Нехай и Є В\Ве, μ Є В і \ Є Bjti{k), de Bj^(k) - квад

рат з центром Xj(k) в комплексній площині змінної X зі сторонами 

довжини κι/2, паралельними до осей координат. Тоді функції

, V , І д ’ (

с аналітичними в області Bt ->(k) і

|р,(А,<)І < «,<Τ+1)(^/\/ε),+1, в = 0,1,2....... (50)

де θ = 3π/(χΓηιίη(|ι/|, |р|) ’̂’), t Є [0, Τ'].

Д о в е д е н н я . Розглянемо два можливі випадки: |ι̂ (λ.·)| < 2

> ІМ*)! > 2. У першому випадку и £ Bj(k) і функція р0(А,<) (а
значить, і всі функції р3(Х,і)) є аналітичною в області Bjn(k). 

Встановимо оцінку (50) ири s = 0, тобто оцінку

ІРо(А,/)| < θ/у/ї. (51)

Нехай ЕеА < 1п \ν/2μ\/Τ\ тоді \реХТ\ < \ν\/2, \и - μεχτ\ > \и\/2 і 

|еА(| ^  et іп |і//2/і|/Т П1ах(1, \ν/2μ\). Звідси отримуємо, що

|ро(А,<)| < т а х ( р | , р ) .  (52)

Нехай ReA > 1п |2/р|/Т, тоді \рехт\ > 2, \і/ — рехт\ > |peAT|/2 і
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Оскільки /іехт Є Вм(к) і v ^ Bj(k), то із нерівності (49) випливає,

що

k- / / e XT| > \v;(k)\—  > ^ ® e ReXT- ^ / 2 > ^ І М е ^ Т  
π  π  2 '  7Г

Нехай \п\і//'2μ\/Τ < Re А < In \2/μ\/Τ. Тоді

— 21/Чт г ^  2ί/4π ^ 21̂ 4π /2|μ|\(T-t)/T

’ “  κ χΤ\μ\β^χτ ~ κίΤ\μ\ε^τ -» < щТ^\\~Й)

або
,—  , .  2 1 / 4 τγ /  2  1 \ . . . .

U(A’i)!- ^ r  ,пах(й’й)· (54)
В другому випадку \рехт\ > \uj(k)\e~><lTl ‘1 > 23/4 > 3/2 або 

|г/ — μεχτ\ > \μέχτ\/Ζ i Re λ > ln(3/2)/T, тобто po(X,t) аналітична в 

області Bjn(k) і

\Po(\,t)\< p f ReI(‘" T) < Щ ·  (55)

На основі нерівностей (52)—(55) отримаємо оцінку (51).

Далі використовуємо метод математичної індукції по s. Дифе

ренціюючи тотожність (f — μεΧΊ')ρο(\<1) = eXt, отримуємо

V '  =  ( ί / - μεχτ)ρ ,(λ ,ί) -  μ εΧΤΣ  ΐγρ,-ι(\ ,ί). 

s ' 1 =  1

Розділимо цю тотожність на u — μεχτ і визначимо ps (λ, / ) через 

Po(A,i),/oi(A,<),. . . , ps_i(A,ί):

— t s — — g  ̂ τ ι —
ps(A,<) = ^ρο(λ,ί) + μρη(\ ,Τ )Σ  — ρ,-ι(Χ,ί).

1 = 1

Використовуючи (51), припускаючи виконання оцінки (50) для 

po(\,t), ρι(λ, / ) , . . . , />„_ι(λ, t) і враховуючи, що для всіх t £  [0, Τ’]

\p,(X,t)І < е'(т+1>(-^=)<1+1) < е(— ‘Н Г + і ) ^ ) ^  / = 0, 8 -  1,

маємо

М М І  ί ( -  + Η Σ ^ —

що і треба було довести. ■

Оцінимо тепер розділені різниці різних порядків для наборів 

коренів многочлена Ιφ(А, k).
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Лема 5. Нехай А(к) - деякий s-елементний набір коренів мно

гочлена /<̂ (А, Аг) ,· тоді

/* 1 *)

II і  1і̂ ( ТдІ + (1 “ r)Z*£ (*)Z* :1,λ·)ί/τ%(,)(ρο(Α,ί))|| <

<  C ,4^ " i ( " ( f c ) _ 1 ) _ s r , ( 56)

(9f Za- = diag(fcrfl, . . . ,  kd"m ) , C'4 не залеж ить від k.

Д о в u д ε н н η. Якщо diamA(A-) = |Αι(λ·) — Α2(Аг)| > χχ/2, το, 

згідно з рівностями (44), функцію

і

T7(k) =  J  l ^ ( r ^  + ( l- T )Z kL (k )Z ^ ,k )dT R j{k)(p0(\,t))

0

можна подати у вигляді U(k) =  (Аі (Аг) — \2(k))~1(U2(k) — U\(k))i де

і

Ui(k) = J  l ^ ( r ^  + ( l- T )Z kL(k)Z;\k)dTRJi{k)(po(\,t)),

о

А, (А·) - набір, одержаний із Λ(Α·) вилученням кореня А,(А·) або змен

шення його кратності на одиницю. Отже, 11ί/(Аг)11 < 2||{/ι(Α·)||/κι-(- 

+2||СТ2(А,·)І|/>сі. Продовжуючи вилучати корені із наборів Λ;(Α·), 

таких, що diam А, (А·) > д<і/2, одержимо оцінку

№ΙΙ<Σ(γ Γ > μ·(*)ΙΙ, (57)
1,8* 1

де ηβ· Є N , індекси і та $* пробігають скінченні підмножини множи

ни натуральних чисел,

1

V ,-,,.(*) = J  l^ { TJ t + (! - T)ZkL (k )Z ;l ,k )d T R ^ " (k](p0(\,t)),

о

А і„‘ (к) має s — ?/s* елементів (з набору А(А·)) і diam А, {к) < >с\/2. 

Очевидно, що вираз Uiit-{k) можна переписати у вигляді

U
,»<*> х-і

<.··(*) = /  Σ  77ТГТїї/¥;Х:> ((1 _  T)^hL{k)Zk 1, k)dr x 
і  х = 1 U

x % ,  . . (fc)(AX_1Po(A, i))
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і він допускає оцінку

n(k)

ΙΙ̂ Μ·(*)|| < а  ,.(Λ)(Α^-ν0(Α,ί))Ι- (58)
χ = ι

Використовуючи формулу (43), знаходимо оцінку зверху для розді

леної різниці |/?д ф (А, ̂ (Лх—1 ро (А, ί))|, а саме

Іл а,...(*)(ах_1рь(а .0 ) і < Се

m a x ( e - i ) , . , \ — 1

Σ

а - ”.- ·  (лх-‘л (А,!))

λ=λ,,,.(λ·)
<

< Ст
9=0 У'·

дц\х-м

дА» λ=λ,,,.(/ο
|ρ»-Ί»· - з-l (Ai,»· (&) j 0 |і

де А,.,·(£■) Є Bj ·_<(£) при деякому j, 1 < j  < n(k), або, використову

ючи нерівність (50), маємо

m a x ( i - f / f » ..v )  — 1

l%,..(fc)(AV-WV))|<C8 έ  k^-^~k-^--^<
9=0

< c,9i (x_1)n'_(s_’?*,)r.

Підставивши останню оцінку в (58), отримаємо

||Filf.(*)|| <

Тоді з оцінки (57) випливає ||t/(ft)|| < C-̂Ar”i-(n(fc)—*)—-'г7 щ0 і треба 

було довести. ■

Доведемо тепер теорему існування розв’язку задачі (34), (35). 

Теорема 6. Нехай

V < - р/2, X < (4Т\J'2umY ^k€ZJ ’2r) \ 2xTs/e < 1п2, ε > 0.

Тоді, якщо v Є В \ Bt і φ3 Є Hq·, т о існує єдиний розв'язок и 

задачі (34), (35), такий, що при виконанні умов леми 3 справедливі 

включення dJ u,/dtJ Є НЧі), q , j  = cljm+s — d, для кожного t Є [Ο,Γ],

де d — (b — l)nL + (Ni - Ь)щ -f (Nh - b)bh/bl + Σ (Ν 9 - Ng+l)0g/bi-
9=1

- N ir+  max (ds - qs-i).
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Д о в е д е н н я .  Оскільки и Є В\ Βε, то формальний розв’язок 
задачі (34), (35) існує і із формули (45) отримаємо

і

Ζν(ί,χ) = Σ  f  ll1](TTt + (1 ~ r )ZkL(k)Zk \k)dT х
k£%iP q

х RMk)(p0(X,t))Zkip(k)e^’xl  (59) 

Елементи набору \(к) є коренями многочлена lv (X,k), а отже, і 

многочлена 1(Х,к). Згідно з лемою 3, при к > Ко кожен набір із 

більш ніж Nf, коренів містить хоча б одну пару коренів, відстань 

між якими не менша ніж Cnkn,+^hlbl, кожен набір із більш ніж Nh-1 

коренів містить хоча б одну пару коренів, відстань між якими не 
менша ніж С-Д-П'+Л,-1/Ьі, і т.д., кожен набір із більш ніж N\ коренів 

містить хоча б одну пару коренів, відстань між якими не менша ніж 

C2kn,+I)ll b' . Використовуючи (44), звідси отримаємо нерівність

mn- 1 j />,

імм-)ік+1 <сп Σ ( Σ ‘+
k < K -j i=0

(JV* -fc)6b /6, +(7V, — 6)r»,+ 52 (JV9 -

+ c 12 σ  i

k>K2

1

Σ II/ l* ]( r §t + (1 ~ T)Z^L^ ) Z ; l ,k )d T R ^ k)[p0{\,t))\ x

J 0 
nm-1

i =  0

де розділені різниці R\-(k)(Po(X, t)) мають порядок, не вищий ніж

— 1 і їх кількість (для кожного k > К2) не більша ніж 2nm. Тоді 

за лемою 5

і

/  1Р ( тт  + (1 "  T)Z^L(k)Z;\k)dTRAAk)(p0(X,t)) <

< С4кп^ ь~1)- ^ г,

тобто

nm -1 j , 2

ii«j(<.*)ik+1 < сіз Σ Σ î wi8*2*) ·
/jeSP i=0
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Із останньої оцінки випливає нерівність

n m - 1

< c-м Σ  н Л
(V «,

di·1
і = 0

і доведення теореми. ■

13.3. Системи рівнянь зі змінними за х 

коефіцієнтами

В області Q розглянемо задачу

Pu{t,x) = Σ  Ajs [^ )\ -L Y u (t,x ) = f(t,x ),

j+ 2s<n

(60)

M u(t, x)=

-  Σ  ( ^ r>
j+ 2a<n  

j  < "

( =  0
- μ-

(P u(t , .e) 

~dd
TW ( * ) ,  (6i)

t-T>

(62)Lru(t,x)\dG = 0, r = 0 ,1 , . . . , [η/2] — 1,

де f(t,x ) =  coi(f i(t ,x ) .......f m(t,x)); <p(x) = co\(<fi(x),.. .,<pnm(x))\

u(t, x) =  coi (ui(t, x ) ,. . . ,  um(t, ж)); A,, = ||aj’j|| i Bjs =  ||6j"s'|| - матри

ці розмірів (m x m) i (nm x m) відповідно зі сталими комплексними 

елементами, det.4n0 ψ 0. μ Є С\ {0}; L - диференціальний оператор 

зі змінними за ї ї  , . . . ,  хр коефіцієнтами, означений в и. 7.2. Припус

тимо, що С е  pij Є C W - 1-1", і, j  = 1.......р. q Є

На тип системи рівнянь (60) обмежень не накладається.

Нехай /  Є C'([0,7’],L:>(G)), ψ £ L>(G). Тоді справедливі розви

нення

Д е

/(*,*) = ^ Λ ( ί № ( ϊ ) ,  /*(<) =C0l(/fcl(i),...,/fcm(<)).
k-l

о о

=  Σ ΐρ>! (ί ) Χ ,1 ( Χ ) ' φ k = c o l ( m ^ " . » > M m ) .  

fc = l

Л./(<) = J  f j i t ’ ■t‘)Xk{x)d.v, j  - 1, . . . ,  m,

J  ‘Pjit. x)Xk(x)dx, j  = 1, ■ · ·, nm,

{.Y/,.(x'), A' Є N} - система власних функцій задачі (7.23), які відпові

дають системі власних значень Λ = {λ*, k € ΓΊ}.
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Розв’язок задачі (60) (62) шукаємо у вигляді векторного ряду

ОО

υ(ί.χ) = Σ « * (0 Χ ΐ 'Η ' (63)
k =1

в якому кожна, вектор-функція м*(0 - * Є Н, є розв’язком такої 
задачі:

Σ  AJ>K ^k)(t) = fk(t), (64)
j  + 2s<n

Σ  BJ>K(n[j ) (0) - μη[η (Τ)) =<pk· (65)
j +:*»<» 

j<n

Розглянемо однорідну задачу, що відповідає задачі (64), (65):

Σ  -^А̂ Іл(о = о, (64')
j+2s  < »

Е в.^а«[л(о)-^4я (т)) = о. (65')
j+ 2s<n

j<n

Припустимо, що для всіх Аа- Є А корені щ = іц(Afc), j  = Ι , . , . ,ρ ,  
характеристичного рівняння

Λ/ ()/, Ад.) = det. = 0E
j + 2s<n

прості і не дорівнюють нулю. Тоді для кожного числа ηΊ

(66)

rang

j  +  2 s < n

m — і, q = 1, . . . , nm,

а тому хоча б один з мінорів (m — 1)-го порядку останньої матриці 

не дорівнює нулю (нехай це буде мінор одного із елементів рядка

з номером / = l(q)). Однорідна система диференціальних рівнянь 

(64') має таку фундаментальну систему розв’язків:

Ykj = сої (Ііп (?/,),..., him{i]j)) exp(>/,·<]), j  =  1, . . . ,  nm, (67) 

де Ιΐι,.(η4), r = 1, . . . , m, - мінори елементів рядка з номером / = /(</) 

матриці ]CJ+2S<n Aj> K rf(i > як‘ обчислюються за формулами

Л(г(»/Ч(А*.·)) = E  tjsKnli’ г = 1, · -, m, q = 1, · · ·, nm ,
j+ 2 s< n (m  — 1)
»<[n/2](m-l)

(68)
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f lv = 
о . ї і Σ

Σ  ш ,(р)=ч .;і=0;1  

/3=1
Цфг

det ΙΙα3ο(β)^ι(β) II 7.0 = 1,-."» (09)
Ί&,βΦ'·

r =  1 ,.,.,ιη ,

Ле αω0(β) "У ~ - елементи /3-го сповпця матриці A j , ,

j  = ω0(β), s - ujι(β).

Задача (64'), (65') має нетривіальні розв’язки тоді і лише тоді, 

коли її характеристичний визначник Δ(Α(,.) дорівнює нулю [175]. 

Визначник A(Afc) обчислюється за формулою 

Δ(λ*) = D(\k)E(\k)x

х Ц (1 - /<-exp(Vj(Ak)T)) (Чг(А*) - »?9(λ*)), (70)
j  =  1 l<qr<r<m

£>(A*)=det|| Σ  ^ λ:|| ,»m
s < { n - j) / 2 r= l,. . . ,m ; j= 0 , Ι ,.,.,η -1

β(λ*) =

Et, Е\ ■■· Е\_2 І Ї - і  ■■■
0 Eh ·· Е\_з Е 1п~ 2 ...

• 
О

0 0 Е І

tpm
^0 Εψ  .

rpm 
• · ^п-2

rpm
L n- 1

0
rpmь 0 rpm rpm

О 
·

0 0
rpmь 0

/7»1
n (m —1)

Z?1n(m — 1) — 1 E.in(m— 1)

I?1 /?1
n (m — 1)—n+1 n (m — 1) — n+2

E
Jn(rn— 1) 
ni
n(m — 1) — 1 E'n (m — J)

fpm pm
n (m — 1) — n + 1 n (m —1) —n+2

E.

0

0

n(m— 1)

E:

0

0

i
n(m— 1)

(71)

[(n(m-l)-j)/2]

λ*) = Σ  ijrfAf, j  =  0, 1, . . . , η - 1; г = 1, . . . , m, 

rf=0

a визначені формулами (69).
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Зауваження 1. Визначник Е(А/,) для всіх А* 6 Л не дорівнює 

нулю, бо він входить співмножником у вираз для вронскіана

l^(Afc) = det Yk(f ( t ) j = l,...,nm 
<7=0, Ι,.,.,η  — 1

який теж не дорівнює нулю;

W(Xk) = Е(Afc) Ц е х р  (ц,-(А*)0 Π  M A fc) - i;,(Afc)).
j  = l l<<y<r<nm

При дослідженні питання про єдиність розв’язку задачі (60)-(62) 

розглядатимемо також відповідну однорідну задачу

Ри(і,х) = 0, (60')

Ми(1,х) — 0 (61')

з умовами (62).

Теорема 7. Для єдиності розв’язку задачі (60)-(62) у просторі 

C n(Q) необхідно і достатньо, щоб виконувались умови

VAa- Є Л 1 - р.ехр(гц(Хк)Т) ф 0, j  - l , . . . , n m ;  (72)

VAfc Є A D (A ,.)/0 . (73)

Д о в е д е н н я . Н е о б х і д н і с т ь . Припустимо, 

що для деякого А̂. Є Л умова (73) або хоча б одна з умов (72)

не виконується. Тоді Δ(λ^.) = 0 і існують нетривіальні розв’язки

Uf.(t) задачі (64'), (65'). Тому однорідна задача (60'), (61')j (62) має 

нетривіальні розв’язки вигляду

u(t,x) = u-k(t)x-k(x),

а розв’язок задачі (60)—(62), якщо він існує, єдиним не буде.

Д о с т а т н і с т ь .  Припустимо, що існують два розв’язки иі 

і «2 задачі (60)—(62) з просторуC n(Q). Годі вектор-функція

и = (и-> - «і) Є С" (Q)

є розв’язком задачі (60'), (61'), (62) і разом з функціями Pu(t,x) і 

M и(і, х ), розвивається у векторний ряд Фур’є вигляду (63) за систе

мою функцій {А'*,(ж), к Є І !}. Очевидно, що ряди Фур’є для вектор- 

функцій Pu(t,x) і Mu(t,x) збігаються з рядами, одержаними фор

мальним застосуванням операторів P  і М до векторного ряду (63). 

Із рівностей Парсеваля для вектор-функцій Pu(t, x) і Mu(t, х) випли

ває, що кожний з коефіцієнтів Фур’є uk(t) вектор-функції u(t,x) є 

розв’язком задачі (64'), (65'). Якщо виконуються умови (72), (73), то 

А(Ад.) ф 0 і всі коефіцієнти Ф ур’є ик(і), к Є И , тотожно дорівнюють
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нулю. Тоді з рівності Парсеваля для вектор-функції u(x. t) випливає, 

що u(x,t.) =  0, тобто «і(<, ж) = u2(t, х).

Теорему доведено. ■

Розглянемо питання про існування розв’язку задачі (60)-(62). 

Нехай виконуються умови (72) та (73). Тоді для кожного Хк Є А 

існує єдиний розв’язок задачі (64), (65), який зображується у вигляді

«*(<) = Uk(t) + Vk(t), (74)

де Uk(t) =  сої (Ukl (<),..., Ukm(t)) і Vk(t) =  (Vkl(t) ,...,V km(t)) - 

розв’язки задач (64'), (65) і (64), (65') відповідно. Компоненти 

вектор-функцій Uk(t) і Vk(t) визначаються формулами

nm

Ukj(t) = Σ  Μ λ*)) Dlq(\k)Epa(Xk) х
q,l,a ,p=  1

nm _ j

x ^E(Xk)D(Xk) (1 - /iexp(j;,(Afc)T)) Д  (щ(Хк) - m{Xk)) ) x
1 = 1,

xSnm-ocfki exp (η4(λk)t) , j  =  1.......m, (75)

VkJ ~ / Σ , Gk,jr(t, r)fkr(r)dT, j  - 1 ,.. ., m, (76)/
IU

r, '■ =  !

де Д -j (Afc) i Eij( Afc) є визначниками, які отримані з визначників 

D(Afc) і Е(\к) викреслюванням г-го рядка та j-ro стовпця; S·* - 

сума всіх можливих добутків елементів (Afc), j  = 1, . . . ,  nm, j  φ q, 

взятих по 7 у кожному добутку; Gkj r(t, τ) - елементи матриці Гріна 

задачі (64'), (65'), які в квадраті Іі'т, крім сторін r = 0 і т = Т, 

визначаються формулами

n m  n m

Gk.jAl-τ) = (2D(Afc) ) "1 E  Д-(Аа.) П  (^ (A fc) - ^(Afc))-1 x
</,« = 1 /3 = 1

β*4

xSJm-й ( (- 1)"(9 1)+1sgn(i - r)/ij (?;9(Afc))exp(»?g(Afc)(< - r))

nm

+ Σ  Σ  (- 1){η~1)Ρ+4 Ϊ Κ ι< ( ^ Κ „ ι - Α ( η 4( Afc»
/ ,г , p =  1 « o + 2s i < n

Dip(Xk)Epi(Xk) ( l  + /./ exp(r)((Afc)T) j
X  / г j  ( ??/ ( Afc) )  e x p  ( Tlq ( Afc)  t) ------------------------  ---------------------------------Г —

D(Xk)E{Xk)[ 1 - ^ e x p ( ? y / ( A f c ) r ) j

+
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x J J  (»b(Afc) - ηΊ(Χι)) M , j , »·= l , . . . ,m .  (77)

a=i,a^t

На стороні т = 0 (т = Т) квадрата Κγ кожна з функцій G k jn

j , r  — 1.......m, довизначуєтьєя за неперервністю справа (зліва).

Розв’язок задачі (60)-(62) формально зображується рядом

СЮ

u(t, х) =  Σ  Ш і )  + Vk(t))Xk(x), (78)

k = l

де компоненти вектор-функцій Uk(t) і Vk(t) визначені формулами 

(75) і (76).
Зауважимо, що з рівняння (66) випливають такі асимптотичні 

при k -> оо оцінки:

MAfc)| < αλί/2, j  = l , . . . ,n m , α > 0. (79)

Т еор е м а  8. Нехай справджуються умови (72), (73) і нехай 

існують сталі ж , , ~/j, j  = 1,2, такі, що для всіх (крім скінченного 

числа) Afc Є Λ виконуються нерівності

|1 - pexp(iij(\k)T)\ > пцΧ~Ίι exp(-|Re»/,(Afc)|T), (80)

j  = 1, . . . ,  nm,

nm

Π  l»?j(Ak) - n4(bk)\ > m2Xk12, j  = 1, . . . ,  nm. (81)

<l*j

Якщо f r Є C([0,Т],в\Гі) ,г  m, <pj Є S$/a, j  =  1....... nm, de
q > aT, т о  в просторі C n(Q) існує єдиний розв’язок задачі (60)- 

(62), який неперервно залежить від вектор-функцій f(t, х) т а φ(χ).

Д о в е д е н н я .  З формул для D(Xk) і Е(Хк) випливають такі 

нерівності:

|£(Afc)|>c3A f', (82)

\D(Xk)\ > c4X*h , (83)

m —1

де Μι = т[п/2][(п + 1)/2]; Λ/2 =  "  Σ  Ν ™  ~ І)/2]·
j= i

Із формул (75)—(78) та оцінок (7.25), (79)-(83) одержуємо таку 

оцінку для норми розв’язку задачі (60) (62):

IM Ic »(q) -
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де σι = χ - (η + 3)/2, σ·} = χ + p/4, \ = пт  + m[n/2][(n.+ 1)/2]-
т-1

— [н/2] — [п(т — 1 )/2] + п ^  [»(m — j)/'2] +71 + 72· Використовуючи

j= i
нерівність (12.17), знаходимо

оо n m т

ім і с -w) ^  сб Σ (Σ + Σ і/*«-(оі) єхр (ч '/їк ) =
* =  1 j  = l г=1 ^  ’

п т  т

= ̂ Σ(ικ·ΐιβ̂  + Σ іі̂ )̂ііс([о,7'],вГ)) <°°·
з=1 І=1 '

Теорему доведено. ■

Проаналізуємо можливість виконання оцінок (80), (81). Спра

ведливе твердження, яке доводиться за схемою доведення теореми 

12.3.

Теорема 9. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Ж) чисел 

Т > 0 і для довільних фіксованих μ та aj^, j  + 2s < n, q,r = 

= 1, . . . , т , нерівності (80) виконуються при 71 > р/ 2 для всіх (крім 

скінченного числа) значень А* Є Л.

Позначимо через V' Є Κσ вектор, складений з дійсних та уявних 

частин коефіцієнтів aj’ , j  + 2s < n, q,r =  1, ,  m, системи (60), де

σ = ‘2т-{η + 1 + £ [ j / 2]).
./=1

Теорема 10. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в Ша) 

векторів У при 72 > (пт — 1 )(/> — 2 — 2т[п/2] + п т )/4 нерівності 

(81) виконуються для всіх (крім скінченного числа) Хк Є А.

Д о в е д е н н я .  Запишемо многочлен М(и,Хк) у вигляді
пт

М(ц,Хк) =  Hj(Xk)rf, де Ні = Hj(Xk) - многочлен відносно А/; 
і=о

степеня не вище [(шп — j )/2], коефіцієнти якого виражаються через 

елементи матриць /1,,-, j  + 2s < n, Нпт = det .4η ο·

Для дискримінанта W(M) многочлена Μ (η, λ/,.) справедливі зоб
раження

W (M) = Я ‘ *''т_1) П  (Чі(Хк) - ty(Xk))2, (85)
1 < і </< n m
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W(M)

я„„
о

о

Hnm— 1
Н  nm

0

nmH nm (nm - \)Hnm  — 1

0 nmHnm

0 0

н 0 0 0

Я , Яо 0

. . . 2 Я  ПІП — 3 . Я 0

0 0 0

н х 0 0

. . .  (nm — 1 )Япт_ і (пт  - 2)Я„т _2 · • Я !

(86)

Використовуючи схему доведення теореми б із [15], знаходимо, 

що для майже всіх (стосовно міри Лебега в Μσ) векторів У нерівність

|Re W(M)| > λ""-*, u = (nm - 1)р/2 - т[п/2], ε > 0, (87)

виконується для всіх (крім скінченного числа) Хк Є Λ. Оскільки 

\W(M)\ > І Re W (М)\. то з формули (85) одержуємо, що для всіх 

(крім скінченного числа) значень А*. Є Λ і для майже всіх векторів 

Υ Є справедлива оцінка

П I*7j(A* ) — V» (А*) І > AJ7
1 <i<j<nm

З рівності

- (n m - l) (p - 2m [n/2])/2-e /2
(88)

П lv<?(Afc)-»/j(Afc)| = П |%(Afc)-Vi(Afc)l П l,/«(A*‘-)-i7/3(Afc)| 1
1 < i< j< n m9=1 1 < a < ,3 < π τη

та. оцінок (79) випливає, що для майже всіх векторів Y Є 1R" нерів

ності
nm

П M A f c )  -  » ϋ ( Α Λ )|  >  Γ 7 Α Α: ( " ' η · 1 ) ( , , · 2 + η ' η " 2 ” , [ " / 2 ΐ ) / 4 _ ί / 2 ,

ч=і,чФз
j  =  1, . . . ,  nm, c7 > 0,

справджуються для всіх (крім скінченного числа) значень А̂  Є Λ. 

Теорему доведено. ■
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§ 14. Нелокальні багатоточкові задачі 
для безтипних рівнянь

Розв’язність багатоточкових задач у просторах Соболева дове

дено в п. 14.1 [75], продовження розв’язків за часовою змінною до

сліджується в п. 14.2 [80], рівняння з коефіцієнтами із алгебричного 

многовиду вивчається у п. 14.3 [77].

14.1. Р озв ’язність у просторах  Соболева

В області Dp розглядається задача

L
\т' дх) "  ~ Σ  ді!»дх['. . . дхр” 

І»І<»

в, ( έ ) “= Σ .... (2)
І 7\<n

де N, М  - натуральні числа, причому N > п — 1, М > 2; ας - дійсні

числа, ЬіГ' - комплексні числа; а,ьο,.,.,ο = 1, 0 = t\ < ... < t\i = T.

Під розв’язком задачі (1), (2) будемо розуміти функцію u Є
_ ггта х ( ΛΓ,ίΐ) \ - · ·
6 Нч (D1 ), для якої справджуються рівності

\\L(d/dt,d/dx)u\\ шах(лг-»,о) = 0,
q—n ' '

IIв т (д/дх)и - φ,η\\Ηη_Ν(η>„) = 0.

Для визначення коефіцієнтів «/.·(<), k Є ряду

a(t,x) = Σ  uk{t.)e,(-k’x'>, 

fceZP

що дає формальний розв’язок задачі (1), (2), одержуємо задачу

l ( ^ ,  ,·*)«*(*)= 0, (3)

Bm(ik)uk = (pmki m = 1 , . . . , η, (4)

де ipmk - коефіцієнти розвинення функції φ,η(χ) у ряд Ф ур’є.

Нехай Аа = Ха (к), Не Аі (А.·) > ... > Re А п(к), - різні корені 

алгебричного рівняння

L(\,ik) = Хп + L„_!( к)Хп~1 + ■ ■ ■ + Li(k)X + L0(k) = 0, (5)
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що відповідає диференціальному рівнянню (3). Тоді розв’язок задачі

(3), (4) зображається формулою

П

Uk(t) =  Z Cx°eXat’ (6)
α  =  1

де числа Cka, О = 1, · ■ ·, п, - розв’язок системи η лінійних алгебрич

них рівнянь, одержаної в результаті підстановки (6) в (4). Матриця 
цієї системи має вигляд

м

6к = ( Σ Σ Ь-ГХЦ'іікуУ' ... (ікР
4 — ; i  m ,or= l,....n

·' M<'v

Нехай Ак = ciet. 6к, к € 2У\ тоді для єдиності розв’язку задачі 

(1), (2) необхідно і достатньо, щоб

Afc ф 0 V к Є Ί?. (7)

Зауваження 1. Для майже всіх (стосовно міри Лебега) коефі

цієнтів рівняння (1) і для всіх (крім скінченної множини) векторів 

k g рівняння (5) мають прості корені (див. теорему 1).

Для доведення існування розв’язку задачі (1), (2) розглянемо спо

чатку частковий випадок умов (2), коли ненульовими коефіцієнтами 

будуть лише b j i l0  0 = uh  b p l>0...0 = -Mj, j = l , . . . ,  η, тобто

d>~lu
Vi

dV -1

d3 ii

t=T
= j  = 1. ···,«■ (8)

При цьому одержимо, що

(9)

де А(к) = deti(fc), А а (к) =  detSa(k),

v / a,r=l,...,n

&a (k) - матриця, що одержується з матриці &(к) за. допомогою 

заміни її стовпця з номером а  на стовпець сої (v?u·, ·. ·, y?nfc)· 

Оцінимо зверху функції Ufc(<), k £ Zp. Враховуючи, що

|Аа(*)| < Аі\к\, а =  Ι , . , . ,η ,  (10)

де .4] = -4і(«) (а - вектор, складений з коефіцієнтів рівняння (1)), 

для а  = Ι , . , . ,η  одержимо

П ТІ

|Aa(fc)|<const Д  max(l,eReAjT) ^  k?fc|(^i|fc|)"(n~1)/2+1~J . (11)

і = і ,і j =і
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Для оцінки знизу Δ(λ·) служить допоміжна теорема.

Теорема 1. Д ля майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

векторів (αο,η,ο,.,.,οι · · ·! оо,...,о,п)і Усгх (за винятком скінченної 
кількості) векторів k £ 7ZJ виконуються нерівності

\L0(k)\> А2\к\̂, ε3 < (η - ρ ) / 2, Α2 = Α2(ε7,α), (12)

\VV(k)\ > .43|λ·|ί3, сз < (η - ρ)(η - 1)/2, Л3 = Α3(ε3, α), (13)

de W(k) = f] (λ(> — Χβ), a Lo(k) ~ вільний член рівняння (5).
η > а > β > 1

Нерівність (12) доводиться аналогічно до доведення нерівності 

(11.50), а нерівність (13 ) доведено в п. 11.2.

Розіб’ємо множину цілочислових векторів 7D' на класи:

20 = \к Є W  : Re А, (А:) < ’ς  Aj(A)},
j=i

Ζα = {k£Zr\  a\J Zj :ReAa+1(i) < Σ  Λ ,(*)},
j =0 j=cr + l

Zn_ , = {k є  W  \ U Zj : Re λ n(k) < 0},
3=0

z n = :i \\j  Zj.
3=0

де o = 1, . . . ,  n - 2,

n (2 j +η-1)/2-ε2α-ε3

(14)

Λ,j ( k ) =  max (θ, ln \k\ 4-
1п[2Л4(буг- 1)]

) . (15)T ' T

A4 = A4(j) = 2n(n-1V2A,; (2j+n-1)/2A ;j A ;1.

Оцінимо знизу деяку похідну від А(к), свою в кожному із введе

них класів (14).

Із нерівності (13) випливає, що для майже всіх (стосовно міри 

Лебега) векторів (βο,η,ο,.. ,о, · · ·, «о,.. ,о,і>) і Для достатньо великих |λ·|, 
к Є 27’, виконуються нерівності

дпА(к)
det(K~l )s r=1... „ = |IV| > Л3|Л|*», (16)

<9Re v\ ... dRe vn 

якщо k Є Zo, i

()”A (k) _  det (As_1eArT) 1 =
0Re/li...0Re/i„ [ r  5,r = l,-,n |

n n

=  exp(T Σ  Re A/)|W | > Дз|^Г3е х р (Т ^ К еАі), 
i = l ( = 1

якщо k Є Z„.

(17)
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Якщо ж k Є Ζα , а  = 1 , . . . , η — 1, то розглянемо величину

dnA(k)

dRe μι . .. 3Re /i,v<9Re να+\ ...  3Re un 

(XreXrT)

de t' (А Г1) +1 '

Використовуючи теорему Лапласа, розкладаємо визначник за 

першими q рядками:

Σ φ *  ( λΓ 1ρλ,ΓΤ) ,  = 1 о, I |det (А’ ; ‘) . = 0 + 1,...,»,

Σ̂ βχρ(ΤΣλΛ) Π {Κ~Κ) Π (λη-λτ,)Πλ".
1=1 1 <9</<ο 1 < q < l< n  — a3J ( =  1

де сумування проводиться за всіма можливими наборами векторів

j= { j і .......J«), τ = (η , . . . , г„_а ) такими, що ( j i , .. , , j a , ru .. . ,r„_a) -

перестановка чисел 1, j i  < . . .  < j„ , rx < ... <  rn_a; i j  = ±1,
a

якщо число 53 (j/ + 1) c парним або непарним відповідно.
(=1

В сумі під знаком модуля виділимо головний член, а саме дода

нок, в якому і  — (1 ,..., а). Тоді

βχΡ(τΣλ«) π Π (λ'-λ<Λ Π λ“
/ = 1 [ < q < l < a  a+1 < q < l< n  /=a +1

ι+Σ^·

exp(T Σ хз,) Π (Aj,-Aj,) Π  (Ατ,-ArJ Π  Α“
/ = 1 1<с/</<с« 1<</</<η —α / = 1

j .T  exp(T Σ λ/) π (Α ί-λ ,) Π (Α (- λ ,) Π  λ,"
/=1 1<</</<α α +1 < q< /< n  / = α -f 1

Далі, враховуючи (12), (13), оцінюємо кожний доданок останньої 

суми зверху числом

*)п(п —1) /2 / 4 і/,| w»(2a-f υ —1)/2
2 НИМ) j  |Jt,.»(2a+n-l)/2-e3a-fS -TA„(fc)

|VF||L0|c<e7’A“(fc) S 4,1

Ця нерівність виконується для майже всіх (стосовно міри Лебега) 

векторів («ο,η,ο,.,.,ο. · · ·. «ο,.,.,ο,η) і достатньо великих |λ·|, к Є ΈΡ. 

Далі, враховуючи (15), одержимо, що

а

σ > |H/’||Lo|“2(“_n*0_1( Лі |Α·|)-"α ехр(Г Re λ;) >
1 = 1
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> Аф\ ^-п^ +ез exp iT j^ReX ,), (18) 
1 =  1

де Л5 = •2“(«-”)-1Л р ,а .

Нехай Q - множина векторів у= (Re //1, . . . ,  Re μη, Re ί/χ,. . . ,  Ile ) 

таких, що нерівність |Δ(Α:)| < i/k виконується для нескінченної мно

жини векторів k Є НУ. Тоді, використовуючи леми 3.5 і 3.1, із (16)- 

(18) маємо, що mesQ = 0 при

qk < const |fc|£3-np

1, k E. Zq,

exp (T Re A;), k 6 Z„ ,
(=1

μ,|(£2-η)α 6χρ(τ 52 Re λ/), k e z a 
l—l

тобто для майже всіх (стосовно міри Лебега) векторів γ і для всіх 

(крім скінченної множини V C U’) векторів k Є Ί /  виконується 

протилежна нерівність

\Mk)\>4k- (19)

Зауваження 2. Оскільки множина V складається з розв’язків 

рівняння (7), то для розв’язності задачі необхідно накладати умови 

ортогональності на праві частини умов (2). Ці умови мають вигляд

rankij(fc) = rank<)'(&), j  = 1, . . . , η, k Є V. (20)

Із (9), (11), (19) одержуємо нерівності

П

l«fc3>(*)l < const Σ  bj/kl · |*|/,+(" “ 1)”/3+”p+1+(~-*a)e-*e-J' X 

./ = 1
n — 1 n

x exp ((n - a)T J 2  Aj(fc)) < const Wjk\ ■ \kf+t>a~j , 

j = « + l  j  = 1

k Є Za , a — 0 ,1 , . . . , n — 1,

П

< const Σ  \<Pjk\ ■ \ k f + K -->, k e Z n , 

j =i

де θα — n(n — a — 1)[2 η2 + η(α — ε2 ~ 1) - ε2α - 2ε3]/2 + (η - ε2)α + θη,
θη = η(η - 1)/2 + ηρ - ε3 + 1.

Позначимо через

θ=  max θ■·, (21)
> = ο , ι , . , . , η  ■' '
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тоді для будь-яких <fij Є Hq+e-j^^,,), j  = Ι , . , . ,η ,  справедлива 

нерівність

П

ІІмІІЯ;(£)р) < - n s tΣ  Σ  (1 + \\k\?),1+e~3Wjk? =
j= 1Ic£Zp 

n

= const E lic ii» ,+#-,■(«;.) <°°
3 = 1

Таким чином, доведено таку теорему.

Теорема 2. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

Ш2п+Р) векторів

(αο,η,ο... о. ···, «u....о,», Re μι , · · · ,  Re /<„, Re νχ, . ,.,Rei/„),

усіх Є Hq+e-j(Qρπ), j  = Ι , . , . ,η ,  що задовольняють умови (20), 

де Θ визначається формулою (21), існує розв'язок задачі (1), (8) з 

простору H "(D P). Цей розв’язок єдиний, якщо виконується умова 

(7), тобто V = 0.

Аналогічно доводиться теорема про існування розв’язку задачі

(1), (2). Справді, оцінка (19) виконується і для Δ*.· (це випливає з 

того, що dn(A(k) — A k)/dRe μι . .. dRe padRe να+ι .. ,dRei>n — 0), а 

замість нерівності (11) виконується нерівність

П П

І Δα,· α І < const Ц  m ax(l,eReAjT)|A;|JV(n_1)E  \Vjk\-
j  = l ,зфос j  = і

У цьому випадку розв’язок існує (и £  #™ax̂ ’"^(Z)p)) для всіх 

правих частин умов (2) yj Є Ηφ(Ώΐ]π) при ψ > q + Θ — N — 1, 

що задовольняють, можливо, скінченне число умов ортогональності 

типу (20).

14.2. Дослідження області існування розв ’язку

У даному пункті вивчається можливість продовження розв’язку за

дачі (1), (2) із області Dp = Dj. в область Dp, де τ > Т, тобто до

сліджується розв’язність задачі (1), (2) в просторах H™axl'N’n\Dp).

У першій частині доводиться неможливість продовження роз

в’язку задачі (1), (2) для майже всіх векторів {а-, i>im} при деяких
9 3

умовах на корені характеристичного рівняння, у другій - при вико- 

нанні умови Адамара встановлюєтся гладкість правих частин, яка 

забезпечує існування шуканого продовження.
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Ц.2.1. Умови нєпродовжуваності розв’язку. При довільних Т\, Т  <

< т\ < т, і K  С 'SI для розв'язку задачі (1), (2) виконується оцінка

Т Т

кекί

де Uk(t) - розв’язок відповідної задачі (3), (4) для звичайного ди

ференціального рівняння.

Очевидно, що Ufc(i) достатньо розглядати при Гі < t < т і k Є А”, 

де гі і К виберемо в ході дослідження. Надалі в цьому пункті 

вважаємо, що ψ\ — ... — ^„_ і = 0.

Тоді ик(1) = (-1 )пА~1рірпк, де

Δ  = det. (Bm(»fc)cA,'f)m n, Aj = det (Bm(ik)eXat) m=i,...,n-i ,
a  =  l

Aj = Aj(A-) - корені рівняння (5), що перенумеровані в порядку 

спадання їхніх дійсних частин, тобто ReAi > ... > ReA„.

Припускається, що на множині К корені A j є простими, Δ  ф 0 і 

А\ ф 0.

Для отримання оцінки знизу величини |м&(/)| достатньо оцінити 

знизу \р\ і зверху |Δ|. Будемо використовувати нерівності (10), (12),

(13) при ε2 = (” —р — 1)/2 і £3 = (п - р - 1)(п - 1)/2.

Із нерівності (10) випливає, що

П

|Δ| < Л б П т а х ( і , а ^ ^ ) | А .Г ,  (22)

і= і

П

ІΔ , j < ,4 7 m ax(l,eReA,T)|Ar|Ar("- ]). (23)

Оцінимо знизу |Δ 11. Для цього розіб’ємо множину Έρ на п класів, 

які не перетинаються, а саме

' ІТо = {к 6 Zp : ReΛ2(λ·) < (η - 2)Λ},
α — 1

Za= { k £ Z p\ (J Zj : ReAa+2(A·) < (n—a —2)A}, a — 1 ,.. ., n—2,
' j = 0

z „ . l = z p \ "Q2 Z j,
3 = 0

l^max(N,n)(Di) >I
τ 1
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де Λ=Λ(λ·) = (1η Л8 + (n— l)(n+p) ln \к\)/Т, Л8 = 2n(n+1)/2/ ljn*" *^2х 

ХА0А3 1 т ах (1, і введемо оператори диференціювання х:

х„ =  θη~1/0μ і . ,.dpadva+l . ..dvn-i, о  = 1, . . . , η - 2,

κ 0 = d n ~ 1/du 1 . ..dun-u χ„_ι = 0η~χ/8μι . . .δμ„_ι,

Д е

vj =  Re6yy_j+ lj._ 10 0, pj — RebN _̂j+lj _ 10 0, j  =  Ι , . , . , η  — 1,

і IAriI = inax(IAiI, . . . , |A-p|) в K. Тоді з нерівностей (10), (13) маємо, 
що при k Є Z0

|χ0Δι| > (2Л1)1-”Л3|А-|(п-1)(Л,-(р+1,/2), (24)

при k Є Zn- 1

П

|χη_ιΔ,| > (2Л1)1-г*Л3|Л|("- 1)(Л,-(р+1)/2)е х р (Г ^К « А і ), (25)

j =2

при k Є Za

І χ,» _ χ Δ 11 > 22-2"Л}-,, п̂-1̂ тіп(1, Л2)п-2Л3 х

0  + 1
х |Α·|(”—1 )CjV—р— 1—»»/2) ехр(Т’ Σ  Re А,). (26)

1=2

Об’єднавши нерівності (24)—(26), одержимо нерівність з міні

мальною константою Лд:

о +  1

|χαΔι| > Л9|Аг|("-1)(л'-Р-1-п/2) е х р (Г ^ Л е А (),
1=2

1
де Σ  ReA; = 0 при а = 0.

1 = 2
Тоді згідно з лемами 3.5 і 3.1 справедлива оцінка

о + 1
|Δι| > Л10|&|(,,-1)(ЛГ-2,,-1-п/2)ехр(ТΣ ^ β λ ;) ,  k e Z a , (27)

/=і

для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі К2" -2) векторів

(̂ 1.... Vn- Ι , μ ΐ , -  · ·,μ„-ΐ).
Припустимо, що корінь Аі(Аг), k Є К, характеристичного рівнян

ня (5) задовольняє умову

^  Ді г І„Д, + (Вд + ^ ч )Іп Ц |  + mtx(Re ̂  m
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де В х = 2(п-  1)Л7Л"(п+т/Т)ЛГ0г; В2 =  N + (п - 1)2(п + р)(п + г/Г);

σ - довільне дійсне число.

Тоді для n  < і < т справедливі нерівності <
< 1/2(п - 1), j  = 2 з яких випливають нерівності |/?| >

> Δ ,β«*Α·*/2 і К (< )12 - \ρ/ δ \'-\ψ„μ\~ > ЛП (1 + ІМІ2Г Ь »* І2·

За допомогою оператора проектування Пд- на множину K  C ΈΡ

(який за визначенням елементові φ = 52 ставить у від-
fcgSP

повідність елемент ГІД-ψ - Σ  v,fce'(fc,r)) останню нерівність транс-
к£К

формуємо в шукану

ІМ І^т ах (Л Г ,» )(£)?) ^  ( г _  г і)-4 П І| П л ^п | Ія (Т(П ^ ) ·

Наведені міркування сформулюємо у вигляді теореми про не- 

існування продовження розв’язку в область D?, т > Т.

Теорема 3. Якщо П /^ „  £ ΙΙσ{Ωΐ]π), при k £ К виконуються 

умови (28), то для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

ffi>2n+p-2j  векторів

(Rea0,n,o...о, ■··, R.eao,...,o,n, v  і, . . . ,  νη - ι ,  β ι ,  ■■·, β η - 1 )

не існує розв’язку задачі (1), (2) в просторі Я™ах(ЛГ,п̂ (£>?).

Іншими словами, теорема стверджує, що за певних умов на ви

хідні дані задачі (1), (2) її розв’язок не може бути продовженим із 

простору Я ;"ах(ЛГ’,і)(І>5.) у простір Я™ах(ДГ,п)(І??), τ >  Т.

Із теореми 3 випливає, що існує множина рівнянь (1), для яких 

в просторах #™ax(N-n>(DPT), т > Т, не існує розв’язків задачі (1),

(2) при відповідному виборі (з На (Щп), σ - довільне дійсне число) 

правих частин в умовах (2).

Однією з підмножин цієї множини є множина рівнянь (1), що 

описується нерівностями: ReX[(k) > 0, |ImAj(Аг)| С Л і2|А;|" + const, 

j  = 1,2, де k =  (Ari, 0 , . . . ,0) Є 7LP, Α ί2 > 0 при а  < 1 (причому 

А\2 < тіп(|ао,„,о,...,о|-4}-п,Л 1з2'1(1-")/2(Л1)«(1-”)/2+1) при а  = 1), 

Ліз - модуль дискримінанта, який побудований для полінома Ап +

+  Σ  a n ~ j j , Ο,.,.,ολ’1-·'.

3 =  1

Дійсно, нехай k = (ki, 0 , . . . , 0). Тоді для досить великих \к\

І, І _  \Lo(k)\ Л14 [ Аг Іη _  Αχ 4 . .

Ш=-_. Ιλν Ι _  Шк\)”-' А Г 1
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де Л14 < |«0,η,0,.,.,о|· Звідси

^Ιβο,η,ο, ...ОрЛ2--" — Л 22 при а  = 1,

Л нЛ 1 “ |А:| при а < 1.
(29)

й , - л , і= —-------т а -------- >

П І λ» - -М П l̂ j_ -M
j =  з n > j> l>  2

> Л15|Аг|п(п-1)/2(2Л1|іі-|)’*(1-")/2+1 = Л15(2Л1)"(1-")/2+1|Л|,

де Л15 < Ліз; отже,

ґ \/Л23(2Лі)п(1_п)+2 - 4Л?2 μ·| при а = 1,
Re (λι — λ2) > < , ЗО)

І  Л і5(2Л1)"(1-")/2+1|Аг| при а < 1 .

Із (29), (ЗО) випливає, що умови (28) виконуються нескінченне 
число разів для довільних q, σ , т.

Наприклад, розв’язок задачі

сРи '  f)2

dt2 + ’ ~ Σ  дх2 '
j = 1 з

«|t=o - μ«| t-τ = 0, ~
ди

μΈ = Ψ
t=T

записується у вигляді ряду

/  c||fc||t е-ІІ*Н* \ фк ... .
u(t, х) = > --------------------І — f»(fc··1·)
1 ' V 1 - μ ^ Μ Τ  1 — рє~\\к\\т )  21 j Аг ІJ ’

причому, якщо φ £ Я д+р_ ι+ί(Ωξτ), ε > 0, то и £ Я 2(£)§.), проте, 

якщо Є ΗΦ(Ω^π) і ψ £ Ηψ+ε(άΐΐπ), ε > 0, το u £ h \{DP), t > T, 
для довільного значення q £ IR.

lJt.2.2. Умови продовжуєаності розв’язку. З теореми 3 випливає, 

що для довільних (але фіксованих) q, σ, r £ І ,  r > Т, рівняння (1) з 

логарифмічним ростом величин Re(Ai — λο) і ReAi (що виділяються 

нерівністю (28)) не має розв’язків з простору Я™ах(ЛГ’">(І)Р), які 

задовольняють умови (2) при φη $ ΗΠ{Ωζπ).

Виявляється, що умови (28) близькі до необхідних, оскільки 
при таких же логарифмічних умовах обмеження росту дійсних час

тин коренів (умови Адамара [164]), справедлива обернена до тео

реми 3 теорема про можливість продовження розв’язків у простір

I I ахf v ")(Dp), τ > T. Сформулюємо і доведемо цю теорему.
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сГА

dvij . .. dvnj

Позначимо через v i j ,  j  = І , · · · , p, І =  1 , . . . , п , -  дійсну частину

коефіцієнта *ίν-ι+ι,ο..о,г-і,о..о·
 ̂ у ^

І

Теорема 4. Нехай існують такі сталі Θ > 0 і С  Є 1 , що для 

всіх k Є Zp виконуються умови Адамара

ReAi(jfc) < 01n \k\ + С, (31)

2 ip j € Нч+о{Щт,), σ = θ(τ + (η - 1 )Τ) - N + ηρ+ (η - 1)(ρ +1)/2. Тоді 
для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі p.(n+1)f’j  векторів 

а = (Reao,„,o,. ...о, · · ■, Rea0, ...,ο,», "π , ■ ■ ■, νηρ) існує розв’язок задачі

(1), (2) з простору Я  ™ах(Л̂ ’”'*(.Ор).

Д о в е д е н н я .  Згідно з (13) для майже всіх (стосовно міри 

Лебега в просторі Шр) векторів (Reao,„,o,...,o,. . . ,  Reαο,.,.,ο,η) і при 

досить великих 11 Аг 11 виконуються нерівності

<ι«ι((ϋ,)Α'-“+1λ;-,)„.ί=1...

де \kj\ .. max(|fcx|,. . |Α·Ρ|), j  = l , . . . ,p .  Це дає змогу отримати

оцінку

|Δ| > .417||А:||̂ -р)п-(п-1)(р+1)/2. (32)

Оцінка похідної dnA/dv\j ... dunj знизу дозволяє записати формаль

ний розв’язок задачі (1), (2) у такому вигляді:

«(< .*)=  Σ  uk{ t ) e ^ =  Σ  έ  (33)
fcê P fceΖρ а,0=1

де Α αβ = (Вт (ік)ех<‘ )тч=1...η.,ηφβ^ α .

Очевидно, що

|Δα/?| < Λ 18 П шах (і, eReAjT)||i;||Ar*n-1'.

j = l ,ίΦ<*

Враховуючи нерівності (31), (32), а також останню оцінку, приходи

мо до нерівності

dj u.k(t)

dP
< Λ 19( ΐ - Η Μ ¥ +σΣ Μ 2,

α = 1

яка виконується для всіх t Є [0, Т].
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Остаточно отримуємо
П

IMI' тах(ЛГ,п), р. < А20 Σ  ^ a^Hq+a (П'„) ’
П Ч KUt) α= ι

де А2о > 0 - деяка константа, що не залежить від к. Теорему 

доведено. ■

14.3. Рівняння з коефіцієнтами, що належать 

алгебричному многовиду

В області Dv дослідимо багатоточкову нелокальну задачу (1), (2) для 

рівнянь (1), вектор коефіцієнтів яких R — (/?і, . .., Re) = {ας- : |s| <

< n,S φ (/ί, ϋ , ...,())} належить деякому алгебричному многовиду, 

що задається рівністю

g(R) = Σ  lj <'R" = ° ’ (34)
|«|<г

де βα -  деякі комплексні числа, B j  =  βο,...,ο,Γ,ο,...,ο Φ 0, j  —  1, ■ · · , Ρ ·

j

Як і в π. 14.1, розв’язок шукаємо в просторі Я™ах(ЛГ,п̂ (£)р).

При Δ^Ο  розв’язок задачі (1), (2) зображається формулою (33), 

з якої (враховуючи (10)) випливає оцінка

K(<)|<const J 2  1щ1(Лі|*|)Л'(п_1) Σ  П  (l+eRe^ 3> ReA“‘ (35)
j  — І ' ' сх=1 jz z lj^ a

Для доведення існування розв’язку задачі (1), (2) залишається 

оцінити знизу |Δ|.

Доведемо спочатку, що оцінки, аналогічні оцінкам (12) і (13), 

мають місце і для випадку розглядуваної задачі.
і -1

Нехай К і = {к Є Ζρ : |Ац| = max \ка\], К, = {к Є 7LV \ N Кр :
а= і .....р 0= і

р-і
\kj\ = тах \ка\}, j= 2 , .. -,р— 1, KP=ZP\ (J Κβ; β={βα : \а\<г).

«=ι , , ρ  β=ι

Теорема 5. Для майже всіх чисел βο і для всіх (крім скінчен

ного числа) векторів к Є W  виконуються нерівності

|іо(Л)| > А2і\к\п~е\ εΛ > р/2, А31 = A2l (s4, R j ) ,  (36)

|IV(fe)| > .422ІЛ|,,(п-1,/2-*‘ , 55 > (п-1)р/2, А22 = A22(£b,R,0), (37) 

Д о в е д е н н я . Позначимо через ResA(^i,ff2) результант [25] 

поліномів σ\ і σ2 за змінною А. Тоді

W 2(k) = (- l)n^ - l)/2Resx(L(X,ik),dL(X,ik)/d\),
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як і Lo(k), є поліномом за змінною R, що заданий на многовиді 

g(R) =  0. Проведемо оцінки цих поліномів знизу.

Для k Є Kj, j  =  Ι , . , . ,ρ ,  зобразимо функції Lo(k) і W 2(k) 

поліномами ξj і i]j змінної R j. Тоді

ί j  (R j)—(і kj )nRj+ ■■■, чі(л,-)=(-і)3в‘п-1)/2(.-л,-),,(п-1)ппд ;- 1+

де крапками позначені молодші члени щодо Rj, a Rj — α о, ,  о, r», о, ,  о,

j
j  - Ι , . , . ,ρ .

Нехай βο належить деякій обмеженій множині J  C С. Розгляне

мо поліноми змінної βο з одиничними старшими коефіцієнтами

1 (β0) = (ikj)-"’· R e s ^ . i , ) ,

»7/ (А ) = (-1)3”(" “ 11 / ' Ii~nr(ikj)nr{1~n) Res я і (% , <7) ·

Позначимо через Sі (Аг) і Λ  (А*) множини чисел βο Є J , таких, що 

відповідно

lijl < \k\~s\ ш  <|fc|-2fi· (38)

Крім того, нехай 5'і і - множини чисел /Зо Є ./, для яких нескін

ченне число разів виконуються відповідні нерівності (38).

Оскільки = βο +£j ((.j не залежить від βο), то Si(k) міститься 

в множині чисел βο, що задовольняють нерівність |Re/?o + Re£j| <

< І Λ; І—ε ·■ і нерівність |Іт/?о + Im£j| < |Α.·|_ε'1. Міра цієї множини 

становить 4|А-| —2£·*. Отже, mes ,S'i (k) < 41Аг|— 2|Γ·*.

Зафіксуємо lm βη. Тоді |d',_ 1i/j/<9(Re/?o)n_1| = (η - 1)! Вико

ристовуючи лему 3.5 та інтегруючи в межах області J  за змінною 

Іт/?о, одержимо mes52(fc) < const |Ar|-2e»/(n_1).

Оскільки ряди J2 mesSi(k) і mesSo(k) збігаються, то з
A.-6ZP λ-Є Ер

леми 3.1 випливає, що mesS'i = mes 5г = 0 . А це означає (оскільки 

1 < j  < Р і множина ./ - довільні), що для майже всіх β0 і для 

всіх (за винятком скінченної множини) векторів k Є Ί Ι  виконуються 
нерівності

Ю І> І * Г ‘ 4. \v.i\>\k\-2s>, k e K j .  (39)

Використовуючи розклади результантів на множники [25], маємо

V

R e s = (-1 Y'Bj Д  j  = 1, · · ·,ρ,
«7—1

r

Reŝ (»?j,g) = (-ΐγ^Β"-1 щ(у„), І = ι,.,.,ρ,
σζζΐ
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де ус - Я^-корені рівняння (34), і для довільного κ, І < κ  < г,

ь (у«) = (- 1)г(ікі)пгь т в г '  П  (Ь (Уо))

σ — Χ,σφχ

-1

ιϋ(»χ)=(-ΐ)(η-1)(3η+2,Γ/2»»ηΓ(̂ ·)ηΓ(η-1)4,·(Α))β]·η П МиОГ1·
<7=1

З того, що |ij(j/<,)| і |»/.,(»/<т)| ростуть не швидше \k\n і |Α·|’*(η_1), 

та з нерівності (39) випливає доведення теореми. ■

Теорема G. Нехай функції φ,η Є Η4+κ(Ώ}]π), κ  > (З))3— 

—5n ' + Sii — 2)р/4 — N , задовольняють умову (20). Тоді для май

же всіх векторів (μ,ν,βο) існус розв’язок задачі (І), (2) з прос

тору H™ax{N'n)(Dp), де μ. = {μ-і : j  = 1 , . . . , ρ ; α  = Ι , . , . ,η } , 

v = {„{ ■. j  = Ι ,. , . ,ρ · ,а  = Ι ,. , . ,η } , v i = Rgfrg- ю  ο,λγ—«+1,ο,.,.,ο,

/ ‘ а  — ^α-αΐ,0 ....,0 ,Ν -« + 1,Ι), . ,0-

J

Д о в е д е  η η я. Розіб’ємо множину цілочислових векторів I I  

на класи Z ; згідно з (14), де

Αα = Λα(Α·) = Τ-1Ιη(.423μ·|α£<+£6),

.423 — 2(',+1*’*̂ 2,4(1' “+ п - · Відзначимо, що \а(к) > () для 

великих |λ·|.

У кожній із множин Za , CV = 0 ,.. . ,  п, оцінимо знизу похідну від 

Δ . Нехай к Є Ζα П Kj, tv = 1 , . . . , η — 1, j  — 1 ,... ,ρ. Тоді оцінюємо 

похідну

σα=  --r-----, =|det(ay ). . , \k \Nn-n(n-i)/2
Θ μ{...δμ1δνί+1 . . . 0ύ  I ... » 1 Jl

α-ij — \'~lex,T, i = 1___ _ a, α-ij — A’·-1, і. = a + 1 ,..., n.

За теоремою Лапласа зобразимо визначник сумою добутків мі- 

норів порядку а  та їх алгебричних доповнень, тобто 

σ„ = |jfc;.|JVn-«(»-i)/2 х
(x  n  — a

x IŜ expiTĵ Aj.) Π (Aj.-AjJ Π (^Λ )Π λ4
j.T І = 1 \<q<l<at l < q < l < n  — a /=1

де сумування проводиться за всіма можливими наборами векторів 

j- U i· ■ ■ ■. )<*), r= (rb . . . ,  г„_„) таких, що ( j i , . ■., j a , П , ... ,τη-α) -
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перестановка чисел 1, . . . , ni і j i  < ... < j a , т\ < . . .  < ту,_а , — ±1 

залежно від парності чи непарності перестановки. В сумі виділимо 

доданок з індексом j  =  (1, . . . , а) і позначимо його абсолютну вели

чину через
а ті

7 = |ехр (Т ^А ,) Ц  (Α ,-λ ,) П  (А ,-А,) Ц  Af|.

/ =  1 α+1<ςτ</<η /= а  + 1

З урахуванням цього позначення σα перепишеться у вигляді

+ Σ /7 βχρ(ΓΣ ΑΑ ) Π ^ - 4 )  Π (Ατι-Ατ,) Π  λ“ |,
j , T  1=1  1 < q < l < a  1 < q < l < n  — cx 1 =  1

де Σ ' означає, що в сумі немає доданка з індексом j  = (1, . . . .  а).

Далі, враховуючи (36), (37), (14), для великих \к\ кожний член 

останньої суми оцінюємо зверху числом

2»(»-1)/2( 4ιμ.|)η(2α+η—1)/2 < А232~"\k\a € > Є~ = 2~П,

звідки одержуємо

а

«та > |*j|jV"-”f”-1)/ab|/2 > , l24|Afv"- ^- '- '^ex p (r^R eA (),

/ = 1

де .424 = 2“<“-n)-1p"(n-I)/'-~JV" ·4Γ,,α^ 2ΐ-422· При цьому справедливі 
нерівності

0пА

ди\. . . ді4г 

І дпА

=  1 >/2|iv(fc)І > A22p’,(n-1)/2-Nn\k\Nn-"·,

І дц\ . . . Ομί
=  |fcj|Ar"-n("-1)/2|lV(fc)| е х р (Т ^  Re А/) >

1=1

> 422?/,('ί· 1)/2· ΛΓ"μ*|ΛΓη~ε6βχρ(τΣ Κ ·6Α()
1=1

для всіх к Є I(j з великим |λ·|.

Тоді з лем 3.5 і 3.1 маємо, що для майже всіх векторів [μ,ν,βο) 

виконуються нерівності

«

|Δ| > const\k\Qia)exp(TY2l\e\i). k e Z a , а  = 0 ,1 ,..., η, (40)

1=1

де <3(а) = (Ν - р)п - с5 + (η[α/η] - α)ε4.

Позначивши через П^. оператор проектування, що відповідає 

множині Ζα , з (35), (14), (40), (20) одержимо при q  = 0 ,1 ,. . . ,»

§ 14. Нелокальні багатоточкові задачі для безтипних рівнянь 229

оцінки
П

llnZ„"||̂max(JV,n)(DP)  ̂COnSt Σ НПг° («J J ’

де κ α - (n — a)(η — a — 1 )(ε5 +ε4(n+a)/2)+(a — n[a/η])ε4 +ε^+ηρ—Ν, 

Sa > 0 - довільні числа. Звідси, враховуючи, що ε4 > р/2, Єц >

> (n — 1);>/2 і тах інГ κα — (Зн3 — 5іг + 8н — 2)р/4 — Ν, випливає
а  £.|,£ї,

твердження теореми. ■

Аналогічно досліджуються задачі (1), (2) на алгебричному мно- 

говиді, що задається рівностями gj(R) = 0, j  = 1 ,... , j i ,  j i  > 2, де 

gj - поліноми, або на многовиді hj(R') - 0, де R! = (Яь . . . ,  Rp), 

hj, j  =  1 , . . . , j 2, j 2 > 1 - поліноми, коефіцієнти яких є деякими 

функціями змінних R" = (/?,„+],..., Re).



Розділ IV

Нелокальні задачі для рівнянь 
нескінченного порядку та 
диференціально-операторних 
рівнянь

Досліджуються питання постановки, коректної розв’язності та 

побудови розв’язків (наближених розв’язків) задач з нелокаль

ними умовами для рівнянь із псевдодиференціальними коефіці

єнтами, рівнянь із частинними похідними нескінченного поряд

ку, диференціально-операторних рівнянь. Також вивчаються за

дачі з формальними початковими умовами для диференціально- 

операторних рівнянь та задача знаходження розв’язків нелокаль- 

них задач для диференціальних рівнянь із частинними похідними 

за допомогою методу мінімізації відповідних функціоналів у собо- 

лєвських просторах.

§ 15. Рівняння 
з псевдодиференціальними 
операторами

Вивчаються постановка і розв’язність нелокальннх багатоточко- 

вих задач для диференціальних рівнянь із псевдодиференціальними 

коефіцієнтами в просторах, що породжені коефіцієнтами диференці

ального рівняння, у циліндричній області (п. 15.1 [78]) і в безмежному 

шарі (п. 15.2 [86, 85]).
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15.1. Випадок циліндричної області

Нехай Н - простір, одержаний поповненням множини тригономет

ричних поліномів u = з періодом 2π за всіма змінними

х і , . . .  ,хр щодо норми ||«||“ = (2π)ρ JZ lltfc|2· Розглядатимемо лі-
k£Zi>

нійиі псевдодиференціальні оператори (п.д.о.) зі сталими коефіці

єнтами F  = F(D), D  =  (D\, . . . ,  DP), Dj = d/idxj, j  = 1 ,... ,p, які 

ототожнюються з відповідними послідовностями комплексних чисел 

{F(fc)}fcgsr, за допомогою рівності F ег̂к'^  = F(k)e'^k,x\ Далі в цьо

му пункті будемо розглядати тільки такі п.д.о.

Операції над п.д.о. визначаються таким чином: F\ = Fn ек

вівалентне l-\(k) = Fi(k), к Є 2'’; F\ ф 0 - Ft{k) ф 0, к Є 

Ft + /;2 - F, (k) -f- F>(k), к Є 27; аналогічно визначаються й інші 

арифметичні операції ( —, х ,/). При діленні припускаємо, що F? ф 0. 

Операцію порівняння F\ > F» визначаємо за допомогою нерівностей 

ІF  і (А:) І > \F2(k)\, к Є 2''. Аналогічно через |F(fc)| визначаються й 

інші нерівності.

Природно, що з нерівностей F\ > Fi і F-i > F\ не випливає 

рівність Fi =  F>.

Очевидно, що розглядувані п.д.о. комутують щодо операцій 

додавання і множення.

Нехай Іір , F ф 0, позначає простір, одержаний внаслідок по

повнення множини тригонометричних поліномів за нормою ||«||f =

= ї м ·
Позначимо через С'(([0, Т]; Нр) простір таких функцій «, що 

d^u/dP, j  = 0 ,1 ,. . . , /, для кожного t, 0 < ί < Т, належить простору 

Нp і які неперервні за змінною t у цьому просторі. Норма в просторі 

С 1 ([ΰ,Τ]\ Яр) задається формулою

Нр  - декартовий добуток кількох просторів ///.·, тобто простір Я;? 

складається з векторів u = ( « і . . . . , «,}), елементи яких «, Є Нр. 

Норма в цьому просторі визначається формулою

β

\\Π\\? =  Σ Μ 2ρ .

,;=ι

Будемо використовувати оператори проектування P  = P U,(D) 

на деяку множину ω С 27, що визначаються рівностями Р̂ ,(Аг) — 1 

для к Є иі та Р и.(А:) = 0 для решти к Є Ί Ι . Очевидно, що одиничний 

оператор 1 = P%p(D), нульовий 0 = P q,(D)\ P  = P J . Якщо Р і =
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= PUl(D), P, = Pu,3(D). то Р\Р? = Р шіпш,(0); Р і Р 2  = 0 тоді 

і тільки тоді, коли ω ι Π ω 2  =  0 ;  Р і  +  Р 2  =  PWluU2(D) +  Р 1 Р 2  =

з ^ Р ^  +  Р ^ І  —  Р 2 )  +  Р г ( 1  —  р , ) .

Розмірністю проектора Р  = Р ш(£)) називаємо число елементів

множини ш. Оператор .4 будемо називати скінченновимірним, якщо

існує такий скінченновимірний проектор Р, що А = АР\ у цьому

випадку говоримо також, що А відповідає Р.

Позначимо через όі = ^  е‘(к·*) дельта-функцію, а через Е -
fcezp

фіксований допоміжний п.д.о., що визначається умовами 1 > Е > 0, 
Е6 Є Н .

Вихідна для дослідження задача матиме вигляд

r ( d гЛ , <Pu(t)

j=o

Mju = <pj, j  = Ι , . , . ,η ,  (2)

де Mj : C'"'([0, T]; Hp-Fj) — > Hp - неперервні оператори; F - 

довільний п.д.о.; Aj, Fj - деякі (задані) п.д.о.

Будемо досліджувати множину збурених задач

L^ — ,D^u + au = 0, (3)

, , _  cP~lu і f/J“ 1 и

" =  Л/)"  + L  + А ■' i H t=T = ^ ^  = 1.......Β· Η)

які одержуються із задачі (1), (2) при фіксованих значеннях вектора 

параметрів (μ, і/, а) Є G C ffi2n+2, де а = аг + ία2 Є С, μ =

=  (μ ι , · · · ,μ « )  Є C * , t/ =  (/λ ---,ί/„) Є С * .

Розв’язком задачі (3), (4) для кожної точки (μ, і/,а) Є G в прос

торі С"([0, Т]; Нр) називаємо таку функцію u(t) = ιι(ί,μ, и, а) з цього 

простору, для якої існують п.д.о. Ф і U (І) = (Ul (І) ,.. ., U„(t)), що 
задовольняють умови

u(t) =  υ ( ί )ψ ,  (5)

U (t) =  argm i n (J (a rgm i n 11 j (Μ  V (t ) -  1 )<̂>Ι I Ιφ) V̂||f ̂  Є #Φ , (6)

де φ = col(^i-- ,φη), Μ = col(il/{,. . . , Μ '), argmin„€S/(t() - мно

жина таких елементів u' Є S, що /(« ') = min/(»); внутрішній мі-
и Є S

німум в ((5) шукається на множині всіх можливих розв’язків V(t) = 

= (Vі(t) , . . . ,  Vn(t)) операторного рівняння

L { j t ,D )v (t ,D ) = ( Ο,.,.,Ο), (7)
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а. зовнішній - на множині тих розв’язків V(t), які забезпечують 

внутрішній мінімум.

Іншими словами, під розв’язком задачі (3), (4) розуміємо міні

мальний за нормою в просторі С (([0,Т]; Hf ) розв’язок рівняння (3), 

який мінімізує нев’язку Μν — ψ, а саме задовольняє умову min |||Μυ—
V

~Иііф = IIIМи — <у2|||ф при деякому п.д.о. Ф. Із наведеного вище 
означення випливає, що п.д.о. Ф і U (І) залежать від параметрів μ, и, 

а. Далі доведемо, що в деякій гіідобласті області параметрів G, як 

завгодно близькій до неї за мірою, існує розв’язок задачі (3), (4) для 

Ф, що не залежить від //, и, а. Попередньо одержуємо формальний 

розв’язок задачі (3), (4) і доводимо його єдиність.

Побудуємо розв’язок задачі (3), (4), припускаючи, що він існує. 

Нехай И’(/, k) - фундаментальна система, що утворена розв’язками 

рівняння L(d/dt, k)v + αν = 0. Тоді

V(t) = W(t)C  (8)

є загальним розв’язком рівняння (7), де С ~ квадратна матриця 

розміру п, елементами якої є довільні н.д.о.

Нехай w,- = [k Є Z» : rank M(k)W(t,k) =  i}, P, = PUl(D). Тоді 

існують матричні унітарні н.д.о. Q і R., Q -1 = Q*, Я-1 = R*, такі, 

що справедливий такий сингулярний розклад для матриці M W  [31]:

M W  = QQR ,

де Ω - діагональна матриця н.д.о., пов’язана з введеними проекто

рами Р,· таким чином:

[Ρ 0]Ω = 0, [Ρ„]Ω  = [Ρ „]Ω „, [Ρ,·]Ω = [P,] (  jj )  , i = 1 , . . . , n -  1.

Тут ili, i =  1> · · ·. n, - діагональні невироджені матриці п.д.о. розмі

ру *\ [P,] = diag (Р , . . . . , Р,·) - матриця порядку п.
П

Очевидно, що P j  = 1, P j P 4 = 0 при j  ф s.
j  = 0

Використовуючи (8) і сингулярний розклад матриці M W , обчис

ляємо вираз у внутрішніх дужках умови (6):

П

£ [р ,- ]д д е я с  -  Q·) = [P „](QilRC  - 1 ) -  [Ро] +
1 = 0

'^ ,1 /  Ω,· Ri [Рі]С - Q* [Р,·] \

h \  -Q:*[p ·] J ’

де Ri і Qi - матриці п.д.о. розміру і x n: R\ і Q' - матриці п.д.о. 

розміру (» — ■<) x η, що утворюють блочне розбиття матриць R і Q,

MV - 1 =

+
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тобто для кожного і — 1 , — 1

я=(я ! ) '  « - ( « )
Рівності для MV  — 1 справедливі при довільних операторах 

[Ро]С, які позначимо через Со і С,·. Обчислимо внутрішній

мінімум в (6). Одержимо

тіпПКМ Г- 1М1ІІ = тт|||(МП'С- 1)̂ |||» =

= ІІІ[РоИН* + Σ  |||Qi*[Pi]v>lll*. 
і=1

причому остання рівність виконується при

QiRi[Pi]C = QJ[P.·]. [P n)M\VC = [Р„].

Звідси одержуємо

Я[Р,-]С = [Р,] (  )  , [Р„]С = {Pn](MW)~l .

Домноживши ліве рівняння на R~l =  /і*, маємо

[р і\с = [р да-’д* + [p iWG,
[Pn]C=[Pn](MW)-\ 

тобто значення прп якому досягається внутрішній мінімум в

(6), визначається формулою 

»1-1

Стт = Со + £[Р ,] (Я '*С , + R{U~lQ i) + [Ρ„](Λί ИО"1. (9)
і =  1

Звідси одержуємо, що

Vmin = argmin|||(MK - ΙΜΙΙφ = ^ C min, (10)

||1/„„η||;> = HPoV^Cosillff + Σ  {\\ îWR'CCM\iF +
ί  =  1

+ ||P, WRj Q~1 Q ' <?||2^ ) + \\PnW(MW)-'v\\lF . (11)

Останній вираз досягає свого мінімуму при

\\PoWCov\\,.F = 0 і \\Pt\VR';Ĉ \\LF = 0.

Оскільки W - фундаментальна система, то Соφ = 0 і Щ*Сі<р = 0. 

Оскільки φ - довільна, а матриця R'" повного рангу, то Со — 0, 

С і — 0, » = 1 , . . . , η — 1. Звідси і з (10), (11) одержуємо, що

η — 1

U(t) = Y ^P iW R - Q ^Q ’ + P n\V(MW)-1. (12)

ι=1
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Тому розв’язок задачі (3), (4) визначається однозначно за формулою 

(5), причому

М І Р  = Σ  \\PiWR;Q-lQ*v\\lF + \\PnW(MW)-^\\lF .
i = 1

Підсумуємо наведені міркування у вигляді теореми.

Теорема 1. Якщо розв’язок задачі (3). (\і) існує, то він єдиний 

і визначається (формулами (5) і ( 12).

Виникає питання існування розв’язку, тобто питання вибору 

п.д.о. Ф, для якого розв’язок належить С ‘([0, Т\\Hf ), або, навпаки, 

вибору п.д.о. F за фіксованим п.д.о. Ф.

Для розв’язку задачі (3), (4) можна одержати оцінку

м іг  = т(ах {\wm\i + ll^ M L ) < 2ііин*

при

Φ =F ιиax  max (t/,(<), — 7-7-̂ ·) 
f ι = ι n \ di. >

або

Із останніх двох рівностей важко що-небудь сказати про глад

кість розв’язку і правих частин, оскільки Ui складним чином зале

жать від вихідних операторів. Крім того, співвідношення між Ф і 

F залежать від точки області G, тобто для кожної задачі (3), (4) 

доводиться будувати свій простір.

Нижче покажемо, що будь-яка задача (3), (4) при (μ, іу , а) Є G\G, 

де міра C може бути зроблена як завгодно малою, має розв’язок в 

просторі С 1([0,Т]; Нр), якщо φ Є Нр  ф, і Ф] поліноміально залежить 

від вихідних операторів .4,. F, та допоміжного оператора Е\ Фі 

залежить від області С. але не залежить від точок області G.

Виведемо деякі допоміжні оцінки. Нехай Vj, j  = 1,.. .,2η + 2, - 

розміри деякого паралелепіпеда, що містить область G, причому 

Vj, j  = Ι , . , . ,η ,  відповідає параметру uj, Vj, j  - η + 1, ,  2 η, - 

параметру μ V->n+1, Von+2 відповідають параметрам ах і α·_), V = 

= \\·...· V2n+2.

Будемо використовувати такі твердження.

Лема 1. Нехай </і > 0, ..· ,(/»>  0 - цім числа, Ω - область в 

Р/, функція f(b) комплекснозначна і неперервна в Ω і є поліномом 

степеня pj за змінною bj, причому щ > 0, Pj — qj > 0; нехай в
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області Ωι С Ω

І д]чЧ  І 
Іdbf' йї!г І “ <т>0' ^  = 71 ^—  + 9s

(σ не залежить від І>). Позначимо через Ωτ множину таких b £  Ωχ, 

для яких 1/1 < <τσ[ .̂ Тоді

mes Ω-j < 4>/2|#1- ^ 1( П . г (^  + 1 )!и ) 1/М<
\А=, ІРі ~ Ь  + l Y '

< 2V2\q\e1~<'^\ ( max(2p .  _  q.) + 3)σι>
Яі >0

де = Π  θ] β. - розміри паралелепіпеда, що містить
j =i

область Ω.

Доведення леми 1 аналогічне доведенню леми 3.5. 

Використовуючи лему 1, доведемо таку лему.

Лема 2. Нехай f  = f(b, D) - п.д.о., що залежить від парамет

рів b £  Ω С К*, і нехай для qj > 0 п.д.о. /  є поліномом степеня pj, 

Pj > 4j, від параметра bj, в області Ωι С Ω,

0І«І/
дЬ\1 ...дЬЇ’

> P ff(D) >0 , \q\ = qi + · · · + q,,

де P - деякий проектор. Тоді для довільного проектора Q в об

ласті Ωί \ Ω2, mesΩ2 < 2s/2\q\ UPQjEJiH2̂ 1-<?/!«!( max(2Pj - qj) + 3),
Яз >0

биконуеться оцінка /P Q  > PQ«r£'“l, l > 0, de E  > 0 - введений 
раніше допоміжний п.д.о.

Д о в е д е н н я .  Нехай P = P ^(D), Q = P~(D), Ω2(Α·) = {b £

£  Ω : |/(6, А.-)І < |(т(А.-)£7(j }. Оскільки

дМдь,к)

dbf . . . dbV 

то на основі леми 1 маємо

ηκ»Ω 2(Λ) < 2%/2|7І̂ 1-,/І,І|£(Аг)|2(тах(2р,· — є/,·) + 3).
4j>  о

Тоді нерівність \f(b,k)\ > |<т(А-)і̂ (А-)2І̂ І|̂  виконується на мно

жині Ωι \ Ω2(Α:), а нерівність /P Q  > P QaE~\q\ - на множині 

Π(Ωι\Ω2(*)) =  Ω Λ Ω 2, Ω2 = (J«a(*) (операції перетину і об'єднання
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множин беруться за векторами к з множини w U w). Міра мно
жний Ω2 оцінюється за мірою множини Ω2(Α·) нерівністю mesΩ2 <

< Σ  mesili(k). Доведення завершено. ■

k £ u ’ Utc»

Лема 3. Нехай 6 Є Ω C P/. /  = f(D ) - n.d.o., mesΩl < πθ\ ■.. 

05_ 2||Р£УЦ2 (O j визначені в лемі 1). Тоді для довільного проектора 

Р  в області Ω \ Ωι виконується нерівність (6 ,_ і + ib, + / )Р  > РЕ .

Д о в е д е н н я .  Нехай P = P W(D), Ωι (k) = {b £ Ω : |6,_ι 4-/6»+

+/(*·')! < Ι·£( )̂|}> k Є w'· Т0Д> ιηββΩι(k) < θ\ ■ ... ■ θ,-η mesQ[(k), де
Ωχ (k) - площа круга радіуса | £7 (Аг) | з центром f(k). Враховуючи

це, те&Л'і(&) = 7г І Е(к)\2 і ιηββΩ^Α·) < πθ\ · ... · 0S_21£7( Аг) |2. Отже,

нерівність (6,_і + ib, + / )Р  > P Е виконується на множині Ω\Ωι, де

Ω] = U Ωι(Ατ). Міра множини Ωι не перевищує величини 
/f

πθχ ■... ■ в,-, Σ  ІЕ(к)\~ = тг(? ,· ...·  <9а_ 2||Р£70'||2.

Лему доведено. ■

Виведемо більш зручну оцінку для норми розв’язку задачі (3),

(4) в підобласті області G. Для цього розглянемо спочатку ряд 

допоміжних нерівностей.

Нехай А(А-) - корінь рівняння L(А, к) + а = 0. Тоді

4-І

А"(*) = - Y ,A j(k )V (k )- a .
j=o

Якщо ІА (А-) І > 1, то |λ(Α·)| < |Л,(А-)| + |а|. Отже, λ = A (D) <
j=o

А, де А = max (1, У] ИЛАг)! + |а|). Позначимо через Res(jD) 
(/»,i/,o)€G V j = о /

дискримінант [25] многочлена L(λ, D) + а. Тоді Res (D) - поліном

змінної αχ степеня п — 1, причому

I^ R e e iD J /d a ? - 1! = (η - 1)!

На основі леми 2 одержуємо, що для довільного проектора Р

PRes(D) > (?t - 1)!Р£’2"-2 > 0 (13)

в області G \ G, де mesG’ < 2\/2(» — 1)(п 4- 2)V’K2” !(.j||Pi?i||2. На

основі леми З

І а + .·4ο j = |«і + ia2 + Лц| ^  P Е  (14)
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в області G\G, де mesG' < ^V'l/2„!j.1l/2n!j.2||PZ?($||2. Отже, в області 

G \ (G U G ) виконуються одночасно нерівності (13), (14) і

mes (G'U(5) < 2(уД(п- 1)(»> + 2) + j t V ^ j V̂ +n)V\\PES\\2. (15)

Враховуючи нерівність (13) і зв’язок дискримінанта полінома з

його коренями [25], одержуємо, що в області G \ (G U G) корені 

A j — A j{D), j  =  Ι , . , . ,η ,  рівняння P(L(X,D) + a) = 0 є різними. 

А тому будемо вважати, що РІУ = P(eAli, . . . ,  eAnt). Надалі корені 

нумеруємо так, щоб ReAi(A·) > . .. > ReA„(k).

Оцінимо знизу величину det МИЛ Для цього позначимо через 

Q j, j  = 0 ,1 , . . . , η, проектори P z,(D), Де

Z0 = {k Є V  ■ йеАі(Лг)<П̂ А ,(Л )} . Zn =  ΊΡ\"\) Zj, 
1 j =1 J j =0

=  {А· Є  7 \ у / ( : R e A e+ 1(fc) <  ”  * Λ , (A ·)) ,

*■ j=o j =i J

Zn. i  = {ke7J\  U 'Z j  : ReA,,(Ar) < θ)
*■ j=o J

η — 1

(16)

(оператори Aj - Aj(D ) > 0, j  = Ι , . , . ,η  — 1, виберемо нижче).
η

Очевидно, що Σ  Qj = QjQ» = 0 nPH j  Φ s- Вираз 
j=o

P det M W =  P det (MjC °' + VjXJ(~1 + /i,A't

є поліномом першого степеня щодо змінних ι>ι,. . .  ,ип, μ і , . . . , μη. 

Тоді, враховуючи (13), маємо, що в області G \ (G U G) 

f)n det, MW

lPQ« s ^ ^ l = PQ» N A· ь , - , ...1=
= PQo|Res(D)l1' 2 > y/(n- l)\Pq0En~l > 0.

Тому з леми 2 випливає

PQodet M W  > у/{n-  lJIPQ oF ' - 1 (17)

у вужчій області G \(GUGU G'c), де

mesGu < sV2n{V\ ... К,)-1/иУЦРСІо£й||3. (18)

Аналогічно для оператора Q„ одержимо 

с)" (  det M W
P Q ot

δμ-ι . . . θμη
'exp( Σ  λ>Τ

5 =  1

= P Q 0|Res(D)|1/2 >
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> s/(n - 1)! P Q U/V”-1 > 0

в області G \ (G U G). Тому за лемою 2

11

PQ  „ det M W  exp ( - Σ  Α,Γ) > > /(»-  lJiPQnjE"-1 (19)
8 =  1

в області G \ (G U G U G n), де

mes G η < 8 V2n(Vn+i ... lA„)-1/nV'HPQnM||2. (20)

Для решти операторів Q j, j  = І , . . . ,  η — 1. оцінку визначника 

det МИ/’ розбиваємо на два етапи: на першому оцінюємо похідну

Va — PQa
dn

δμι ... θμαΘνα+1 . .. dvn

det M W

êxp(E X»T)' 
8 =  1

а на другому - визначник P Q a det MW. 

Похідну ra можна записати у вигляді

ra = P Q C det
d i dз
f/3 ί/,,

Де

d d'> = (X{ 1eA’T) j =i,...,a ,
s= a+ l,...,n■ = « - v . ......

ds =  l e-A ,/) j= a +l,...,n , d4 =  (A i-1) .... .
« = l,...,a 1 » i

Розкладемо визначник за першими q стрічками:

ra =
p q «E ^> |  =

j ,T j,T

де сумування ведеться за. наборами j  = ( j i , , j a ), r =  (τϊ , , r„_«) 

такими, що j i  < ... < j a , τι < ... < τη-α i { j i , . . . ,  j a , n , . . . ,  r„_a} = 

= { l , . . . ,n } ,  ξ = ξ ( ΐ , . Крі м того,

Σ(>+3.) α
(-1)·=* exp ( Σ  (Xj, - λ.,)Τ) Υ Ι  λ“

5 =  1

Π ( V -λ,Ο Π (ΑΤΓ-Α Τ<).
a>r> i> l η —a>r>s > 1
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Вираз для ζ))Τ із точністю до знаку можна переписати у вигляді

α П (а*· — а.,) п А“

0 ,= е х р  (Σ (λ Λ - Α .)Τ ’) - ? ? ' " 1u f t — νΛ ід

S=1 Π  Π  (λ> -A r.) Π  xl
r=l 5 = 1 r=l

При j  = ( 1 , . . . , α), τ = (ο + Ι ,. , . ,η )  одержимо, що

P Q .K I = P Q - . . ' n ? (0)|l/^ t ° ^  >
Π  Π  |Αι· _  А, I [| |λΓ|“
r = l5=α+1 r=l

>  P Q βΝ/ ( »  -  ] y : 2 ^ QA-n° Ea+n-1

в області (7\ (G U G). Оцінка зверху при довільних j  і т записується 

в такому виляді:

PQakj.rl < 2n(n-1)/2-e(n-“)PQa^ n("-1)/2e-A“:r.

Виберемо ел“т так, щоб останній вираз дорівнював P Q a2-n. Тоді

[  On(n-fl)
ЄЛ“Т = J- ----  Αη(η-1)/2+ηαΕ 1-α-η >χ  q, =  1, , η — 1,

V (μ - I)!

Σ ' ΐ ί - ^ Ι  - 2-’̂ P Q q < P Q q/2,

r  j , T

P Q » ( i + £ ' i - i ^ .r )  > PQ«/2

тобто

JJ

l

ra > P Q aV(n - ι)!2(“-η)“-1.4-ηα£ α+”-1 > 0

в області G\ (GUG). Перший етап завершений.

На другому етапі використовуємо лему 2. Тоді

-£х .т
PQ „ det MWe *=' > P Q aN/(n- l)! 2('α~η)α~ιA~naE3n+a~l (21)

в області G \ (G U G U Gn). де

mesGa < SV2n(Va+1 ...V n+a)-l/nV\\PQaE6\\\ (22)

Нехай Gn+i — U Ga U G \ (G U G) i Von+3 = min f} ^s+ai
o=0 a=0,l,...,ni = 1

тоді з нерівностей (13), (14), (18), (20), (22) маємо, що в області
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G\ G„+1 виконуються нерівності (17), (19), (21), з яких випливає, 

що rankMW  = п, тобто РР„ = Р  в області G\ Gn+\ або Р Р , = 0, 

і =  0 ,1 , . . . , η — 1. При цьому

mesGn+i < *K||P£<>'||2, (23)

_  π ^  2\/2(п — 1)(п + 2) 8\/2η

И?п + 1 Vbn + 2 l^n + l ^2η+3

Теорема 2. Нехай с, - норма оператора Μ ,,

В = max тах (2c,An’ \F,\ + (|і/,| + |//а|)Л5_І)
.1 = 1,...,» (ν,μ,α)€(ϊ

і 1 — Р  - скінченновимірний оператор. Тоді в області G'\G'„+i ηριι 

ψ Є Нф, Ф = F А1+п* В п~1 Е~4" ' , існує розв’язок задачі (3), (4) із 

простору С ‘([0,Т];Нр), причому

ІМ ІІ> < 2 (сР  + ν/(„ηΐ 1),2η4)]ΙΗΙΙΙ·

Міра області Gn+i (23) може бути зроблена як завгодно малою. 

Д о в е д е н и  я. Нехай M W  = detM I^ · (M W )_1; тоді

M W = ((-і)‘«Х(-іГ П
( j )  S =  i , S ? l

де сумування ведеться за всіма перестановками чисел ( l , . . . , j — 1, 

j  + Ι ,. , . ,η ) ;  σ — 0, якщо перестановка парна, і σ = 1, якщо 

перестановка непарна..

Із формули (12) отримуємо

PU(t) = P W (M W )-1 = P(det MW)~l W M W .

Далі

PUi(l) = (detMW)-1P £  (- l) i+J Ε (-1 )σ Π  M,eXj·1 eXjt <
j  =  1 ( j )  .1 =  1 , s ? i

< P(detMVK)_1n!jBn-1 Π  m ax(l,eA*T), i =  Ι , . , . ,η .
5 = 1

Використовуючи (16), (17), (19), (21) маємо для кожного з про

екторів Q j оцінки в області G \ Gn+i

η — 1

PQoUi(t) < LQp exp (n У "  AjT ) ,

j =i
η —α —1

P Q aUi(t) < LQa^ n- ^ a~lAnaE-a exp((n-a) £  AjT),

З-1
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PQ  n-xUiit) < i Q n. 12n.4,1( '- 1l £ 1-n)

P Q n U i ( t )  < LQ,„ L =  - = 2 L = P B n-lE 1-3n.
V (n -  1)!

Підставляючи в останні нерівності значення еЛ"т , приходимо до не
рівності

Р (/,(/) < — 2= = · 2ηΛνΑ η*Βη-χΕ~Λη\
- У(7Г=Т)Т

Враховуючи, що

P max тах ((/,·(<). ί Ι -Ш .) < — ^ = 2 η''ΡΑι+η< Β η~ι Ε~4η\
1 = 1....» ( V w  dt’ J ~ ^ ( η -  1)!

одержуємо

. < 2III(1 - P) . max max (U;(t), d'Uj(t)/dt‘ ) y?|||> +
t = 1,..., n t

+ —̂ = = = 2 " 4+1 |||Ρν?|||φ.
v ( H —!)!

Оскільки I — P скіпченновиміриші оператор, то перший доданок 

оцінюється величиною СрІІИ іЦ . Отже, в області G \ Gn+\

||«||3F < 2 (C p  + -7i= 2 ^ ) | | M | | ? I>.
v('*-- i)‘ '

Виберемо тепер оператори Е : 1 > Е > 0, ES Є Н  і Р  = Ρ ω[ϋ) 

(1 — Р - скінченновимірний оператор). Покладемо ω = {£· Є Z p : 

|fc|2 > l /ει, Єї > 0} і замість Е - оператор ЄпЕ (що не змінює 

простору Ф). Тоді inesG'fl+i можна зробити як завгодно малою при 

Є] —> 0 і/або£2 —> 0. У цьому випадку mesG„+i < e^xV Σ  Е2(к)
ε,μ·ρ>1

і |Μ|·> < 2(с,-, + Π!/ΝΛΪΓ3Ϊ)Τ(2Α-2)"<)|||̂ ||||.

Теорему доведено. ■

Таким чином, задача (3), (4) розв’язна в нідобласті параметрів, 

міра якої як завгодно близька до міри області G в просторах, які 

породжені операторами, що одержуються з операторів, що поро

джують простір правих частин умов (4), множенням на поліном від 

операторів, що входять у рівняння (3) і умови (4).

Звідси випливає, що якщо всі оператори задачі (3), (4) диферен

ціальні, то вона розв’язна у відповідних шкалах просторів Соболева.

Зауваження 1. Аналогічні результати можна одержати, збурю

ючи рівняння (1) операторами вигляду аА'^Р/dP , j  = 0, 1 , .. . ,« . і 

припускаючи при цьому існування операторів (A'j)~l при j  = Ι ,.,.,η .

і .4,7 1.
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15.2. Випадок необмеженої області

В області Q — {t ,х : —оо < a < t < b < +ос, х Є розглянемо 

задачу

«  0  + Σ > < ι » 5 Γ  ■ Λ Μ ) ,  (24) 
fc=0

Я »1 Ofc ,. ν

Mm(D)u = Σ Σ  l{’M D )C 1 Г  = ¥>"·(*), m = 1.......η, (25)
./ = 1 к=0

де α < 11 < t·, < . . . < * , <  b, D - (d /idx i,.. .,d /idxp), Ak(D) i 

B"k(D) ~ п.д.о., Α^(ξ,) i Β ”1(ξ) - аналітичні функції в деякій області 

Ω С Р-£. Ця задача, взагалі кажучи, є некоректною в розумінні 

Адамара. Іі частинні випадки, коли 4^(ξ) і Β”1(ξ) - поліноми, 

вивчались при умовах періодичності за х в розділах II і III, де 

умови коректності розглядуваних задач сформульовані в термінах 

діофантових властивостей коефіцієнтів рівнянь і граничних умов.

У даному пункті використовуються результати роботи Ю.А. Ду- 

бінського [59] щодо техніки диференціальних операторів нескінчен

ного порядку, яка дозволяє розглянути з нових позицій багато задач, 

у тому числі й задачі вигляду (24), (25).

Розв’язок задачі (24), (25) шукається в деяких просторах (основ

них і узагальнених) функцій, які введені, вивчені і використані до 

ряду задач для рівнянь з частинними похідними (задача. Коші, зада

ча в цілому просторі, крайові задачі) в праці [59]. В цих просторах 

задача (24), (25) має однозначну розв’язність.

Наведемо деякі відомості з [59], що використовуються нижче. 

Вкажемо опис простору H°^(G) всіх основних функцій і дію на них 

п.д.о. A(D) з аналітичним в області G С Ж? символом 4(£) (в тер

мінах перетворення Фур’є):

#°°(G) - простір функцій ч Є L:-(Ef’), перетворення Ф ур’є яких 

ΐι(ζ) є фінітним в області G;

A(D)u(x) = ( 2 π ) ~ ρ f  Л(Ои(Ое''*« άξ, п Є Я°°(С). (26)

Нехай [//co(G)]’ - простір узагальнених функцій над H°°(G) і 

u Є [//°°(G)]’ . Тоді для довільної функції φ Є H°°(G)

(A(D)u(x),<p{x)) W  (u{x),A(-D)ip(x)). (27)

Простір И ((_ΐ) є інваріантним відносно оператора 4(D), простір 

[Я^б')]* - відносно оператора A( — D). Позначимо H +co(G) = 

= tf~(G), tf~“ (G) = [Я+~(-С)]*. де -G  = {£ : —ξ Є G). В цих
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позначеннях для довільної аналітичної в області G функції Л(£) відо
браження A(D) : H ±00(G) — ► H ±CXJ(G) є неперервними і утворюють 

неформальну алгебру п.д.о., що ізоморфна алгебрі аналітичних в G 

функцій. Як звичайно, знакові + відповідає знак + і знакові — від
повідає знак —.

Довільний функціонал и Є #~°°(G') зображається у вигляді

и(х) = A0(D)u0(x), (28)

де Л0(£) - аналітична в G функція і и0 Є Lo(W) така, що 

suppw0(O C G.

Позначимо через Ск ([а, 6], Я ±СС(С)) простір функцій и, які для 

кожного t Є [а, 6] є функціями з простору H ±co(G) і неперервно 

залежать від ί разом із похідними до порядку к.

Нехай в задачі (24). (25) N = max{n, » і }. Із результатів, наведе

них вище, випливає, що для довільної області G С Ω неперервними 

є відображення

l ( ^ d ) :C N ([a,b},H±̂ (G )) CN~n([a,b],Hioo(G)),

Mm(D) : C N ([α, 6], t f±00(C)) — ► H ioo(G), m =  1 ,..., n.

У даному пункті буде показано, що справедливе також обернене 

твердження.

В задачі (24), (25) покладемо формально ξ D, де ξ Є Ω C 

C Κξ· Для простоти викладу припустимо, що ξ Є G\ = Ω \ Г, де 

Г =  {ξ Є Ω : Ял(/.(А,0,і'л(А,0) = 0} ; тут R\(aі, στ) - результант
поліномів σι і <τ·_, за змінною А [25]. Тоді в області G \ корені λα (£),

α = Ι , . , . ,η ,  рівняння £(А,£) = 0 суть аналітичні функції параметра 

ξ , а. фундаментальний розв’язок ν(Ι,τ,ξ) однорідного рівняння, що 

відповідає рівнянню

ΐ(̂ ,ξ)«(ί,0='Μ<). (29)
зображається у вигляді [175]

1 "  eA i( i) ( f- r )

9,1, г,0  =  ? 5 „ (1- г)^ ї ж ш у , (30,

де а < і.,т < b. При цьому частинний розв’язок рівняння (29) 
зображається формулою

ь

η(ί.ξ) = J  (/(ί,τ,ξ)Ιι(τ)(Ιτ. (31)
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Функція y(t, τ,ζ) у кожному з трикутників a < t < T < b \ a < T <

< t < b має похідні всіх порядків за 1 і г, які аналітичні за змінною 

ξ в області G і , причому

9ίΙ^,τ,ξ) _  дд(і,т^)

dt дт 1 J

Зауваження 2. Якщо у формулі (31) функція h(t) N — η разів не

перервно диференційована, то ιι(ί,ξ) є N разів неперервно диферен

ційованим по t розв’язком рівняння (29).

Дійсно, в силу (31), (32) похідні по і функції ιι(ί,ξ) зображаються 

у вигляді

ш — І

« Г ( М )  = Σ  k (o)(<.«.€)A(m" 1" n)(a )- i{ n)(<,6,€)fc(m-1-“)(6)] +
α =  0 
b

+ J  </(<, τ,ξ)Ι)(',η)(τ) dr, m = Ι , . , . ,Ν  -η ,

α

де кожний доданок має неперервні похідні по t до порядку ті включ

но. Отже, υ(ί,ζ) є N разів неперервно диференційованою по t. 

Розглянемо функцію

Δ (0  = det Μ(ξ) = det (M m(Oe‘A“(i))
' /  m , a  =  1,..., n

яка є аналітичною в області 0\, і позначимо (!■> = G'i \ Г і, де 

Гі = {ξ Є G і : Δ(ξ) = U}. Справедливе таке твердження.

Теорема 3. Нехай функція /E C N~n([a,b],H±co(G3)) і функції

ψ,η Є H (G ,), m = Ι , . , . ,η . Ί 'оді існує єдиний розв'язок задачі

(24), (25) із простору CN([а,Ь], Н ±С"(С 2))■

Д о в е д е н н я .  Функції у(1,т, ξ) поставимо у відповідність 

п.д.о.-функцію g(t, т, D), дія якого визначається формулою (26), де 

G — б'ч. Враховуючи зауваження 2, легко бачити, що формула

ь

v(t,x)~  j  y(t,T,D)f(r,x)dT  (33)

а

визначає розв’язок рівняння (24) із простору CN ([а, Ь], H ±0°(G2)) ■ 

Розв’язок задачі (24), (25) будемо шукати у вигляді суми

u(t, x) — v(t, x) + w(t, а,·), (34)
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де v(t,x) визначена формулою (3-3). Тоді функція ιυ(ί,χ) повинна 

бути розв’язком задачі
Л

L ^— ,D ) w(t,x) = 0, (35)

Mm(D)w(t.,x) = <рт (х) - Mm(D)v(t,x), 771= Ι , . , . ,η ,  (36)

де праві частини умов (36) належать простору # ±ίχ>((?2).

Щоб розв’язати задачу (35), (36), розглянемо множину задач

/ ' ( ~ ’ί )  " ;,)(^0  = 0, Μ ,,, (ζ)ιυ:ί( ί ,ξ )  = Sjm , j ,  m  - 1-- ,n , (37)

де 6j m - символ Кронекера; ξ £ G■>, t £  [α, Λ].

Розв’язками задач (37) є функції

W j ( t ,  i)  = (e'A,(f), . . . ,  e^-W jA f-^Ocolto i, . · .,tf#„), J = l, · · · , П, (38)

які для всіх / Є [а, 6] є аналітичними за ζ в області G-> разом з усіма 

похідними d'1W j(t^)/dt1, -γ = 1,2,...

Кожній функції Wj ( t ,ξ) поставимо у відповідність п.д.о. Wj(t,  D), 

який діє неперервно в просторі Н ±00(Сз). Враховуючи (26), безпо

середньою перевіркою переконуємося в тому, що функція

η

w(t,x) = Σ  wm(t,x)[<pm(x) - Mm(D)v(t,x)] (39)
m= 1

є розв’язком задачі (35), (36) із простору C N ([α, 6], H ±cu(G->)). Ф ор

мули (33), (34), (39) визначають розв’язок u(t,x) задачі (24), (25), 

який належить простору С,ЛГ([а,6], H±00(G2)).

Доведемо єдиність цього розв’язку. Для цього відзначимо, що у 

випадку, коли розв’язок « належить простору C N ([я, Ь], Я +fX) (G2)) , 

Його ж-перетворення Фур’є ΰ(ί,ξ), ξ Є Мр, є розв’язком такої задачі:

= /(<,£), (40)

Μ,η(ξ)ΐι(ί,ξ) = (рт (£), 777 = Ι , . , . ,η .  (41)

За умов теореми задача (40), (41) має єдиний розв’язок для 

довільного ξ £ G , . Якщо ξ £ IRf’ \ G’2, то ΰ(ί,ξ) =  0. Звідси випливає 

єдиність розв’язку задачі (24), (25) в просторі C N ([a,b], H +0°(G2))· 

Якщо розв’язок задачі (24), (25) и £ CN ([а, 6], t f_co(G2)) , то, 

згідно з формулою (28), маємо зображення u(t, x) = Aq(1., D)uo(t, x), 

де функції d’ Ao(t, ξ)/ dt*, s = 0 ,1 , . . . , N , неперервні за t £  [«, 6] і ана

літичні за ξ в області G2, а функція «о Є C N ([я, 6], І 2(®р)) і є такою, 

що її ж-перетворення Фур’є для кожного t £  [а, 6] фінітне в Gn- Отже, 

для кожного t £ [а, 6] перетворення Ф ур’є u(t,£) = Αο(ί,ξ)ΐί0(ί,ξ) є
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звичайною функцією, локально інтегровною з квадратом в області 

G,- Оскільки ιι(Ι,ζ) є розв’язком задачі (40), (41), то із сказаного ви

ще випливає єдиність розв’язку задачі (24), (25) в просторі CfjV ([я, 6], 

H~t>0(G2))* Теорему доведено. ■

У наведених нижче прикладах будуються явно відповідні області

GV

Приклад 1. Розглянемо задачу (24), (25) з локальними п-точко- 

вими умовами, коли

Mm(D)u(t,x) = u(i,n,x), і,„ = 11 + (7/7 -  1 )<о, to > 0, 771. = Ι , . , . , η .
Характеристичний визначник задачі

Δ (0  = J J  jeinAt(«> - ε'”λ>(ί) —i( f ) « iξ є

7i > k > / > 1

дорівнює нулю ТІЛЬКИ ТОДІ, КОЛИ ef°At(£> = efoAj(i)i тобто коли ξ 

належить множині

7« = {£ e G i  : Rx(U\,t),H\ + 2iva/t0,t)) = 0} , а £ T,. 

Остаточно одержимо G-> = G\ \ U Ία-
<*€Ζ

Приклад 2. Дослідимо для рівняння (24) задачу з умовами (25), 

де крайові оператори М„,, m = Ι , . , . ,η ,  записуються у вигляді 

Mm(D)u(t, x) = t/jm_1)(<i, з·) — н}т-1 (̂<2, x), m = Ι , . , . ,η .  У цьому 

випадку визначник має вигляд

Δ(0= П (Ак«)-Аі(0)П(е,іАі(£)-е‘аМ{))·
n > k > l >  1 j  =  1

Позначимо 7а = {£ Є G\ : L(2ina/(t2 - *ι),£) = 0}, а  £ 7L. Тоді 

G-i = G\ \ (J j a .

Приклад 3. Розглянемо більш загальні, ніж у прикладі 2, нело

кальні умови, покладаючи

Mm(D)u(i,x) = B i(D )-- — ----- B ,(D )---— --- , ιη=  Ι , . , . ,η ,
αια,η otam

де 0 < «1 < . . . < α„ = η 1. 771 > 77 — 1. Тоді

П

Δ (0  = Π (Я і(О е ',АЖ) - В2(І)е1*х’Ю) W (al t . ..,<*„),

J = 1

де ^ ( a 1, . . . ,a „ )  = det(A“‘ (0 ) jfc=1 „·

Далі покажемо, що визначник lV (a i,.. .,α„) факторизується.
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Введемо позначення S,(£) = (-1 F (ob . . . , α·„) (0 <

< «ί < . . .  < αη, αη > η - цілі числа) - визначник матриці, 

одержаний із матриці

/ 5„(0  Sn-ito ... 3\(ξ) 1 \
Sn(0 S„_i(fl ... 5'і(0 1

\ 5„(0 5 „_ !(0  ... 5 і(0  1 /

розміру (а„ + 1) х (о„ — η. + 1) внкресленням стовпців із номерами 

а і + 1 , . . . , а„ + 1 ·

Легко бачити, що для довільного « Є Z, а  > п, виконуються 
рівності

П

λ?(0 = E ( - 1)i+1'S'i(i)Ar i (0. ί Є Gi, k = Ι , . , . ,η .  (42)
3 = 1

Лема 4. Для визначника IV (сч , . . . , а„) справедливе зобра
ження

Щ * і .......а<») = F ( » i , ---а п)ІУ(0, Ι , . , . , η -  1). (43)

Д о в е д е н н я .  Використовуємо метод математичної індукції 

з параметром о„. Якщо а„ = п, то з означення F(cvi,. . . , α„) і 

рівностей (42) безпосередньо випливає (43).

Нехай лема справедлива при «„ < а — 1 (а > п + 1). Доведемо 

її справедливість при а п — а. Позначаючи через rj(j) кількість 

чисел а т , т  = 1,.. . ,  п, що задовольняють нерівність а т > а  — j , і 

розкриваючи F(q\......... а„) за останньою стрічкою, маємо

X =  F (ab . . . ,  an)W( 0, Ι , . , . , η -  1) = Σ ' (- lY + ^W S jfc )  x

x F  (q i , . . . ,  ocn cv j ', orn _ j)) , . . . ,  on _ i) W  (0 ,1 , . . . , n 1),

де Σ ' означає сумування за j  = 1___, n, j  φ а -  а т , m = 1, . . . , η - 1.

Далі, використовуючи припущення індукції і рівність (42), одер
жуємо

Σ  (-ΐΥ+ι~η{3)5)(ξ)\ν(αі , .. . , orl_ i j , a n_„(i), . . , ,α„_! )  =

= ^ ' ( - іИ  + ̂ Ж т Ч а ь  . . . ,  а „_ь  Q - j)  =

П

=  y ( ~ l )j+1S j(O W (a i ...........α „ _ ι , α  -  j ) =  W (a i , . ■ ■, a „ )  =  x .

J = i

Лему доведено. ■
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Оскільки П'(0,1 , . . . , η - 1) ф 0 в G \, то Gi = (G\ \ 7) \ (J 7j \ χ,
je z

де ", = {£ є G і : Βι(ξ) = Β·2[ξ) = 0}; 7j, j  Є Z, - множина 

точок ξ Є Є G\ : Β\ (θ) φ 0, Βη(θ) φ 0}, що задовольняють 

рівняння /.((ln /Ji(£) - ln Β·,(ξ) + 2inj)/(t2 - <ι),ξ) = 0; χ - {ξ Є G'i :
F (о 1, . . . , υ η) = ϋ).

Приклад \. Розглянемо в області Q. де а = 0, 6 = Т, задачу 

д „\ д-"и ; 02ки

к- о

= 0, </ =  0,1____η — 1. (45)

L' ( я ·  D) “ = м *  + Σ  -4*<D > 5 5 i = /«■*). ( « )

д2г,и
дГ-ч

д'2чи

t=o д>·24 t=T

Тут оператори Ak(D), к =  0 ,1 , . . . , η — 1, ті самі, що і в рівнянні (24); 

f e C ° ( [ 0 , T \ , H ± o o ( G 2 ) ) .

Для цієї задачі визначник Δ(ξ) має вигляд

Λ(ί)= П i ^ ) - Xr^)]fl(e-XAi)T -ЄХ̂ )Т),
n > р >  г > 1 j  = 1

де ±А/(£), / = 1.......п, - корені рівняння Li(A,^) = 0. Нехай

Gi = Ω\Γ,  де Г = {ξ є Ω : Rx(Ll (X ^),dL l (X^)/d\) = 0}. 

Позначимо 7о = {( £ б'і : Іі(Ї7τα/Τ,ξ) = 0}, а Є Ζ. Тоді G-і — 

= G 1 \ (J 7«.
«Єй

Для випадку задачі (44), (45), коли /> = 1, а оператор

L\(d/dt, D) = L-2(d/dt,d/dx) є однорідним за порядком диферен

ціювання і строго гіперболічним, область G-> одержуємо вилучен

ням із прямої Р.| зліченної множини точок : ζ = πα/(λ,Τ), І =

= Ι , . , . ,η ,  cv Є Z j , де А/, І = 1.......η, - додатні корені рівняння

L2(A, 1) = 0.

Зауваження 3. Результати даного пункту переносяться на ви

падки систем рівнянь вигляду (24) [85] і рівняння (24) із змінними 

за і коефіцієнтами A j , j  = 0 ,1 , . . . , η — 1.

§ 16. Рівняння нескінченного 
порядку в декартовому добутку 
відрізка і тора

Побудовано та досліджено простори Соболева нескінченного по

рядку і вивчено розв’язність нелокальної крайової задачі для ди
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ференціальних рівнянь із частинними похідними нескінченного по
рядку [76].

При розгляді диференціальних рівнянь нескінченного порядку 

природно виникають простори Соболева нескінченного порядку. 

Уперше такі простори введені Ю.А. Дубінським [57, 59] при вивчен

ні задачі Діріхле та задачі з періодичними умовами для нелінійних 

еліптичних рівнянь нескінченного порядку.

Наведемо деякі відомості про згадані простори [57].

Нехай G С Άρ - область скінченної міри, границю якої позначимо 

через Г; Cq°(G) - простір нескінченно диференційованих функцій 

и(х), що задовольняють на Г умови

( д \ а* / 3 \ ар
& т ) - і а г )  І  =  о . Н  = о . і , . . .  (1)

Вважаємо, що функції «(*) Є Cq°(G) продовжені тотожно нулем 
зовні області G. Такі функції називаємо фінітними. Нехай аа > 0, 

Ра > 1, >'q > 1 - довільні числові послідовності (випадок га =  +оо 
також допускається). Розглянемо простір

ОО

W°°{aa,Pa} =  {« Є Cq0(G) ■. р(и) = Σ  aa||D“u||P; < оо},

|«І=о

Де II · ІІГс - норма в просторі Лебега Lra(G). Простір W °°{aa,pa} 
відповідає задачі Діріхле з умовами вигляду (1) для нелінійного 

еліптичного рівняння нескінченного порядку
оо

Σ  (-1)W £>“ .4„(*, D^U) = h(x). (2)
Н=0

Якщо серед чисел аа є нескінченно багато відмінних від нуля, то
О

виникає питання про нетривіальність простору W°° {аа , ра} ■
О

Означення 1. Простір W 00{а„ ,ра } називається нетривіальним, 

якщо існує функція и = и.(х) ф 0: и Є C ^ iG ), р(и) < оо.
тт . о
Питання про нетривіальність просторів W °°{αα, тісно по

в’язане з класичною теорією квазіаналітичних класів Адамара. Вве

демо в розгляд послідовність A/jv додатних чисел, визначаючи 

Мдг (N = 0,1,...) як розв’язок рівняння

У !  аоЛ/дг“ = 1. (3)
Η=Λί

При цьому покладаємо А/дг = -І-оо, якщо всі аа — 0 при |«| =  N . 

Очевидно, що співвідношення (3) однозначно визначають числа Д/л/.
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Т еорем а 1. Простір W°°{aa, ра } нетривіальний тоді і тільки 

тоді, коли послідовність {Μк } визначає неквазіаналітичний клас 

функцій однієї дійсної змінної.

При дослідженні періодичних розв’язків рівняння (2) виникають 

простори Соболева нескінченного порядку на торі Ωξ*. Нехай, як і 

раніше, а,, > 0, ра > І. г,, > 1 довільні послідовності. Розглянемо 

простір

ОО

W°°{aa ipa} =  {«. Є 6'~(Ω'’π) : р(и) =  £  aa\\Dau\\̂ < оо}

М=о

нескінченно диференційованих функцій и(х), періодичних з періо

дом 2 π.

Як і в попередній задачі, виникає питання нетривіальності прос

тору ра ], тобто питання про існування хоча б однієї функції

и(х) ф const, що має скінченний інтеграл р(и). Цікавими є тільки ті 

простори И/со{«в,Ро}, як> є нескінчеиновимірними, тобто містять 

нескінченну множину лінійно незалежних функцій и Є И/00{аа ,ра }·

Т еорем а 2. Простір Η'-00{αα ,рп} є нетривіальним і нескінчкн- 

новимірним тоді і тільки тоді, коли існує послідовність різних не

від’ємних мультиіндексів </„ =  (Ч\и, ■ ■ ■, Чри), /' =  0, 1,. .. ,  така, що

ОО

£  ааЯ? ° Р * Г ° / ' °  < оо. (4)

|а|=0

Насл ідок 1. Якщо послідовність ра > І обмежена, то простір 

W 00 {аа , Ра} є нетривіальним тоді і тільки тоді, коли функція

ОО

* (г )=  Σ  αηζ ΐ ' . . .= ϊ '  (5)

|«| = 0

є цілою функцією комплексної змінної Ζ  =  ( с і ............ Ζ ρ ) .

Зауваження І. Умова (4) не виключає той випадок, коли простір 

И/0° {аа , Ра] складається лише із функцій меншого числа змінних. 

Щоб вилучити цей вироджений випадок, достатньо вимагати, на

приклад, щоб простір W°° {αα,ρα} був щільним в Ι 2(Ωξ,).

Твердження 1. Для того щоб простір W°° {аа ,ра } був щіль

ним в необхідно і достатньо, щоб умова виконувалась

для послідовності qv, такої, що min{</i„,. .., qpl/} —> ос> при v —> оо.

Перейдемо до вивчення нелокальної крайової задачі для рівнянь

з частинними похідними нескінченного порядку.
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Розглянемо в області ІУ  таку задачу:

9 9\ д^^и(і.х)т ! 0 0 \ V -> θ'Ήι(1.,χ) ,, ,

Ч а с  а ї Г  = ^  = /(<·«)

= 0, о = 0,1,... ,
<9"«

М=о

<9" и

1=0
μ

9 ta t=T

(6)

(7)

де ας і μ - комплексні числа.

Опишемо клас функцій, в якому є розв’язною задача (б), (7). Для 

цього в області Dp дослідимо задачу на власні значення скінченного 
порядку:

Α ( ' · ^  = Α, ■ (8)Σ » ;
І»І=о

9lSu9xl' ... дх'/

0° и 

ІН« 1 = 0

(ГЛ и 

μ dt« t = T
— 0, ο =  0.1, . . . , η — 1, (9)

що відповідає· задачі (6), (7). Розв’язок задачі (8), (9) шукаємо в 

просторі функцій //" (ІУ ). Тоді власними функціями є

T ( m ) t + i ( k , x ) / ч 1пμ ,Ίπηι ,, , ,
τ[ιη) = — —  + 'ι-ψ~, (*·'> т ) Є SJ +

(див. теорему 11.10), де ln μ розуміється як головне значення. Ос

кільки функції eT<ra>f обмежені зверху та знизу для всіх т  Є 7L, і 

і Є [0,Г]. то власні функції задачі (8), (9) утворюють базу Рісса в 
L-ADV).

Для задачі (6), (7) скінченного порядку природно розглядати 

простори Соболева скінченного порядку Wq(Dp), q Є Е, що є попов

ненням скінченних сум вигляду

и(і,х) = £  uk<meT̂ t+i^

(k,m)

за нормою

||ί((/,χ·)||“ = (2π)''Τ £  (1 + ma + ||A-||2)9|«*.m|2-

(Ai,m)€Z "+1

Для визначення відповідних просторів у випадку рівняння нескін
ченного порядку введемо позначення:

Ω = Ζρ+ι \Ω0, Ωο = {(Л.т) Є £ ,>+1 : L(r(m),ik) = 0}, (10)

1 , {k, m) € Ω0,

\L(r(m),ik)\ , ( і ,ш) 6 Ω.

Якщо для деякого вектора (Аг, пі.) Є 2,р+1 ряд L(r(m),ik) розбіжний, 

то відповідне значення А^,п = оо.

(11)
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Простором Соболева, нескінченного порядку для задачі (б), (7) 
називаємо простір

\ν°°{ας} = { « =  J 2  «t,mCT(m)t+i(‘ ,l) :

(fc,m)€Z»+1

ІІм ІІсо =  'У '  ^fc,m|wfc,m| <  o o j. 

(fc,m)eZ*+‘

Зауваження 2. Якщо L(r(m),ik), (k,m) є Zf>+1, - дійсні додатні 

числа, то норма || · є енерге тичною, тобто ||«||2о — (Lu,u)0.

Розглянемо питання про нетривіальність просторів W°° {а-}· 

Простір W°°{а-} називається нетривіальним, якщо він нескінчен- 
новнмірннй.

Теорема 3. Простір tV00{α-~} нетривіальний тоді і тільки то

ді, коли існує послідовність векторів (k j ,n i j )  Є Zp+1, j  = 1,2,..., 

така, що Хк,,т, < оо.

Д о в е д е н н я . Достатність очевидна, тому що функції

Uj(t,x) =  j  _  ,

належать простору оскільки Ци/11̂ , — A*iim. < оо.

Доведемо необхідність теореми. Нехай {«-} - нетривіальний 

простір і для всіх векторів (А·, т) Є Ζρ+1, ||Α·|| + |>η| > Ν{, виконується 

рівність Xkj.m, — оо. Тоді для кожної функції

Σ «М.«Г,т"+''(МІ = « є W™{a7)
(*r,m)6ZP+‘

справедлива формула

}  " ^fc,m|wfc,m| + ^  " ^fc,m|wA;,mP =  ||u |loo ^  ОО.

||fc||+|m|<JV, ІІ*ІІ+М>ЛГі

Для виконання останньої нерівності необхідно, щоб м*>т = 0 при 

||А*|| + І r?» І > Дг|, тобто щоб функція u(t, ж) мала, вигляд

и(і,х) = ]Г  и*іПІет<га)‘+і<*'*>.

llfcll + lml^N!

Оскільки и Є 14/со{а.~} - довільна функція, то простір W°°{a~} є 

скінченновимірним. Одержана суперечність доводить теорему. ■

Щоб уникнути виродженого випадку, коли функції и(і.,х) зале

жать від меншого, ніж р + 1 числа аргументів, будемо розглядати 

лише ті нетривіальні простори які щільні в W °(DP).
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Теорема 4. Простір H ' {(';) щільний β \Y"(DV) modi і тільки 

modi, коли для всіх векторів (k, пі) Є Ξ ,,+1 А* га < оо.

Д о в е д е н н я .  Д о с т а т н і с т ь .  Нехай А^т < оо, 

(к,іп) Є Ζρ+1. Тоді функції

vk,m(t,x) = е-('” )<+>(*,-0 (к> т )  є Zp+it (12)

належать простору И/со{а~}, оскільки ||vfc,m(i> *)||» = A^m < оо.
Простір W"* {а~} містить також всі лінійні комбінації функцій (12), 

множина яких щільна в W°(DP).

Н е о б х і д н і с т ь .  Припустимо протилежне, тобто 

що \кгЬ = ус для деякого вектора (к, її і) Є Ζρ+ί. Тоді функція 

cr(m)«+»fc* ^ \\/П(/)Р) це належить простору 14/0° {«-} і

|ет(Л)Г + і Ь _ и (<t Л.)||2 _  |f r (m )f+, b _  «fcim eT(,n,t+ ifi* 2 =

( k  , m ) p t ( k , m )

= (2π)ρτ ( ΐ  + Σ  K .m l2) > (2π)ρΤ

( к  , т ) ^ ( к  , т )

для довільної функції і/ Є И/0о{«~}. Із останньої нерівності випливає, 
що простір l/l/OJ{«~} не щільний в W°(DP). Теорему доведено. ■

Зауваження 3. Умови нетривіальності просторів W°(DP) ана

логічні умовам нетривіальності просторів (V'°° { « }  (f ^ ), проте 

умови щільності 14'м {а~} в W°(DP) не випливають із умов, анало

гічних умовам щільності Η^°°{αα,ρ0}(Ω?π) в Ζ,2(Ωί,’π) (див. теорему
2 і твердження 1).

Наприклад, при μ = 1 для рівняння

r / d d \ ̂  /сУ' и / Т \ а 0пи\

Η®·βϊ)”3“+Σ(βϊ«-Κ2ϊ) w )
cv = l J

умови твердження 1 виконуються

...=.+t< - (tw *- K ^ )’ (^)*)-··« = 1  j = 1

у той час як відповідний простір Η·'οώ{α~} не щільний в W °(DP). Це 
випливає з того, що

т \а / ;і-їїк\и\
і\к + і )у- -ру

а=1 j = l

оо оо

1 + Σ  р ((к + 1)а - к“ ) > 1 + гп 1 = .30, к = 0,1,.. .
с» = 1 «=1
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Твердження 2. Простір И'’°°{а~} є щільним в И ° (Пр), якщо 

функція комплексних змінних Го, -Ь · ■ · < Ср

ОО

φ (:)=  Σ α 7ζ^

М=о

належить класу цілих функцій.

Доведення випливає з теореми 4, оскільки Аа· ,,, = 1 при (k , гп) Є 

Є Ωο, і

А к,т -  М г ( т ) ,  ікі , . . . ,  ікр)  j <  о о

при (к, т) Є Ω.

Розглянемо простір, спряжений з простором 11- {а-}, а саме

W - ~ { a 7 }  =  { / =  Σ h , m e T l m ) t + i { k 'x )  ■

(k,m)£%P+l

ІІЛІ-CV = Σ  АМ.ІЛ.т|2 < оо}.
(А-,т)Є 2я+·

Очевидно, що L(d/dt,d/dx) : ІК^Іа-} — > ІУ-0о{«^}.

Тут W -00 {«-} - простір антилінінннх неперервних функціоналів, 

що визначені на просторі функцій И/’°°{а-~}. Значення функціоналу 

/  Є Η/_ού{α~} на. функції и Є ІУ°°{а~} задається формулою

f(u) = (/. м)0.

Встановимо співвідношення між введеними просторами И̂ °°{а-~} 

і И/_см {а~} та просторами W4(DP). q Є Ш.

Нехай M C 1P-CV' - множина нескінченновимірнпх векторів

А = {Не ας. Im ας : |.s| = 0,1....},

кожний з яких визначає щільний в W°(DP) простір W 00 {«'}, і нехай 

Μ,, (М„ С ІР:-,>+-') - проекція множини М на нідпростір векторів

.4,, =  {Н еа~ , Іпш ~  : .? =  ( 0 , . . . ,  0, ?і, 0 , . . . ,  0), j  =  0 , 1 , . . . ,  р} .

.і

Т еорем а 5. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

векторів ,4„ є  Мп справедливе включення

И'-~ {ας} C Wa (Dp, о· < (2η - p - 1 )/4, (13)

причому ||«||„ < ( '||»;i-4.· de C  =  C({«-}) > 0.
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Д о в е д е н н я .  Нехай Αη = (θχ,. . . ,  0 ■,,,+■■) Є М„\ тоді

р

L(r(m),ik) = αηο ια(τ(ιη))η + У ]  «o,...,o,n,o,...,o(*fcj)n +

k) — L\ (m, k) + k).

При цьому
2P + 2

Re Li(m, k) — 0jtpj(k,m), 

j= i 

2p + 2

lm L\(m, A:) = ^  6j tpj(k,m). 

i =i

Оцінимо міру множини векторів 4 П Є М„, для яких при

фіксованому [к,т) Є Z?,+1 виконується нерівність

|L(r(m),»ifc)| < (1.+ ||Л||2 + т 2)“ . (14)

Очевидно, що И4,т С Hfe т , де И-^т - множина векторів Ап Є Мп, 

для яких при фіксованому векторі (к, т ) виконуються нерівності

\КеЦт(т),ік)\ < ( і  +  ||Α·||2  +  т 2 ) а

\lm L(r(m), ik)\ < (і + ||jfc||a + т 2)“ .

Легко бачити, що множина W'k т - це множина точок Ап Є Мп, які
містяться між гшерплощинами 

2р + 2

У " 0j<pj{k, m) =  R,e L;(m, k) ± (l + ЦА.-Ц2 + т 2)с

з=і

2р + 2

X )  m) = Im Lo(m, k) ± (l + ||A'||2 + m2)a.

j =i

Можна одержати таку оцінку:

n>esHlm < d>S,

де сі. - діаметр мінімальної кулі, що містить множину Мп, а число S 
визначається формулою

 ̂2аII І І _і_ II /.11“ _І_ »4(1 + 11АІJ2 + т зу

Σ]=і “ <Pj(k, m) E i= t2 m)
1/5 1/5
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де 0 - кут між гшерплощинами

2р +  2  2 р  +  2

9jipj(k, т ) = 0 і 6j 4’j(k, т )  = 0.

j= l j=l

Легко показати, що

^ 4(ρ+ΐ)(ι + ιμ·|ΐ2 + >η2)2α 

(P||2 + m3)2n

Тоді

У~] mes ^  mes 14/. m < C ^  (l + ||A;||2 + m2)

(fc,m)€ZP+1 (fc,m)eSP+· (fc,m)€SP+‘

де Qi = 2α - n < — (p + 1)/2. . Із збіжності ряду

£  (і + Р||2 + т 2Г
(fc,m)6ZP+1

і леми 3.1 випливає, що міра множини векторів Ап Є Мп, для 

яких нескінченно часто виконується нерівність (14), дорівнює нулю. 

Отже, для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі Μ2ί’+2) 

векторів Ап Є Мп виконується протилежна нерівність

\Цт(т),ік)\ > (і + ||fc||2 + га2)"

для всіх (за винятком скінченної кількості) векторів (к ,т ) Є Zp+1. 

Із останньої нерівності із  (11) випливає доведення теореми. ■

Наслідок 2. W a(Dp) C II '~ ^{а-} при cv > —(27), — р — 1)/4

для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі ffi2p+2j  векторів 

Ап Є М„.

Зауваження Для кожного а Є ® існує послідовність {а“ , |sj = 

= 0,1,...}, така, що W°°{aS} \ W a{Dp) ф 0.

Наведемо приклади “поганих” просторів И/'°°{а~}. Спочатку 

доведемо таку формулу:

~ ( - І ^ Г  _  1
Ρβ — 2 а 0/? ’ 0, 1, . . . (15)

«=о Π (2ί - *) 
j=0

Д о в е д е н н я .  Перевіримо справедливість формули при β = 0, 

тобто що

*  = £  . (~1Г =1- (16) 
“=° П (2J -1)

і=о
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Спочатку доведемо, що для частинної суми Fq ряду виконується 
рівність

ч  =  £ _ М > 2 ^ , 1 + _г М Ї _ і Г  = о1, . . . .  ,17,

«=о f] (2J+1 - і) f] (2·'+1 - l)
j=o j =η

Дійсно, при r = 0 F$ = 2 = 1 + ( —1)°/(20+1 — І). Припустимо, що

(17) виконується для довільного числа r є N. Тоді

f n̂  = i + -, . (- 1)r + (" 1)Г+І2Г+2

п  (2? + ‘ - 1) ’п  (2І+1 - 1)
./=0 j = 0

_  1 1 (-1)'·+* ( - 2'·+-' + 1 + 2'·+-’) _  1 _ (_1)Г+1
+ г + 1 - І + Г+1

П (2J+1 - 1) П (2J+1 - 1)
j=o j=o

Звідси за методом математичної індукції маємо правильність рів

ності (17) для довільного ?· є N і, переходячи до границі при r —*■ оо, 
одержуємо (16).

Припустимо тепер, що (15) виконується для довільного числа 

β СП . Тоді

_  ~ (-1)«(2^+і)и ~ (_1 )«2 ^(2 “ - і)
ьβ+ι = — -------- = 2 ^  — «--------- ~  +

«=<> Π  (2ї - і)  «=о П  (2j - І)
3=0 } = о

1 ~ (-1)“ (2^)а А  М ) “ ( 2 Т  1
2 “  . . , , +  а - 1 +  О/і+1 _

“=° П (2J - І) “=1 П (2·7 - k)
3=0 3=0

=  1 _  -2у V  + _ J _  -  і  _  2'3—  + - і -  -  - І —

ά ί , П (2·/ - і )  2/5+1 ^  2̂ +1 -2/»+»·

j=o

Рівність (15) доведено. ■

Зауважимо, що аналогічно доводиться більш загальна рівність, 

а саме: для довільного комплексного числа σ (|σ| > 1)

оо а

Σ ~ σ̂ α П (aJ ~ = σ~β' /? = 0 ,1 , . .; (18)
а= 0  j=0

Очевидно, що рівність (15) - це рівність (18) при σ = 2.
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Нехай тепер μ — 1 і

Ί.Τ V 0 π  / і\ -і

Г д ^- їГ· ··=·.'.... («>α»ο,ο,...,ο , 2к
3 = 0

решта ας - довільні. Тоді будь-яка функція

ОО

u(t, х ) = и(1) — ^  и<} ехр(ї2ж2'31/Т) 

ц=о

із W°{D>’ ) належить простору U'r,J {α~}, проте елемент з I V'00 {ας}

ОО

v(t,x\ = v ( t )  = Σ  2βΙ-(\ + β γ '2&χρ{ϊ2π24/Τ)

0 = 0

при ε < — 1 не належить простору ]V°(DP).

Дійсно, враховуючи (15), маємо

έ ( έ ( £ Η ^ · π (* - Η Μ ’=

0=0 Ч„=о Π  (2J - ^) 7 β=ο ζ Κ/ίπ) 1
3=0

Аналогічно

Проте

моїй. = Σ = D 1+«·<“■ 
0=0 0=0

ΙΜΟΙΙυ = (2π)’ηΤ  Σ, 2/3(1 + βΥ = οο.
0 = 0

Зауваження 5. Коефіцієнти (J9) розміщені в комплексній пло

щині в точках перетину з осями координат деякої спіралі, що закру

чується проти годинникової стрілки до початку координат.

Використовуючи рівність (18), можна побудувати нескінченний 

набір просторів ІУ ̂ {ας), що містять функції, які не належать прос
тору W°(DP).

Наприклад, нехай
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решта а° - довільні. Позначимо а(1) = |α?0,ο,...,о>  ̂ =

= 1,2,.. . Тоді простір И/те{а(/)} буде містити елементи вигляду
ОО

Е  U/з ехр(і2п21/3і/Т), які не належать W 0(DP)\ аналогічну власти
в о

Г
вість мають і простори 1'К°°{Е Cia[l)}, r = 1,2,..., Сі, / =  1, .. .,  г, -

1=1
ОО

довільні сталі, з елементами Ε  υβ ехр(г2тг2г̂ </Т).
/3=0

Ще “гірші” простори IFTO{a~) можна одержати такими двома 

способами:

1) використовувати формулу типу (15); наприклад

“=° П (·*' - Ь)
3 = 0

2) розрідити послідовність (19) нулями; наприклад, покласти

а  сх

2п) Й' і Т \ “ п / лі 1 \-1
α *ο,0,...,0 -  І 7Г-)

3=0

при s0 — 2а і а<0іо,...,о = 0 при s0 = 2а + 1, а  = 0,1, .. . У цьоМу
ОО

випадку елемент Е  2^(1 + β)ε ~̂ exp(i2n2/3t/T), ε < —1, з И^то{а~} 
/3=0

не належить Wl(Dp), І > — 1.

Якщо ж

(ίΤ\ α π  / , 1\-‘

»■·.·...·=  ε  П ( * - і )
'  з=о

при So = ra і а ,Оі0... о = 0 при s0 - ra+ j, j  = 1,.. -, r — 1; а  = 0,1,...;
со

r Є N, то елемент Е  2/?г/2(1 +/?)£/2 exp(i2n2/3t/T), ε < -1, належить
/3=0

W 00{ας) і не належить И//(І)р), / > —г/2.

Усі наведені вище побудови проводились на основі числа 2, про

те аналогічні побудови можна проробити на основі довільного на

турального числа, більшого 2. Для цих побудов характерна поява 

лакунарних рядів, що зображають елементи відповідних просторів і 

рівняння нескінченного порядку.

Тепер позначимо Р  = І — Ро, де І - одиничний оператор, Ро - 

оператор проектування, який елементові

<> = X  . Ifc,mcT(m)‘+,'(fc'*)

(* ,т )Є  ЗР+1
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ставить у відповідність елемент

Ρ ο υ =  J2  t)fc,meT(m)t+i(fc-x).

Функцію и Є И^°° {«-} будемо називати розв’язком задачі (6),

(7), якщо для будь-якої функції υ Є IV'сю {«-} виконується рівність

6 d

Теорема 6. Розв ’язок задачі (6), (1) із простору ІУ°°{а~} існує 

тоді і тільки тоді, коли /  Є Р о / = 0 і

||Р«||оо =  11Л І—оо - 

Цей розв’язок буде єдиним тоді і тільки тоді, коли Ро = 0.

Д о в е д е н н я .  Нехай u(t,x) - розв’язок задачі (6), (7); тоді 

для кожної функції v Є IV'00 {я;} одержуємо

(Р„/, «)о = ( р „ і ( у  ^ ) « . » ) 0 =  О.»)» =  0. 

тобто Ро./’ = 0. Далі

ik)

= Е  \.,!„|/-(г(»»).^-)Г“’І«А-,т|2 = Ε  V-nK-.ml2 = ||P«MSo
( k ,m ) £ f t  (k ,m)£Ci

Навпаки, якщо /  Є W~00{a-} i P 0/  = 0, το

\\Pu\\l = £  Afc, fk'

(k

= Σ  \",mlA,m|2 = HP/lP-oo =
(k , m ) €  Ω

Очевидно, ЩО P 0 =  0 ТОДІ І ТІЛЬКИ ТОДІ, коли

Ь(т(т),ік) φ 0 V (А·, т ) Є 1Р+І. (20)

Із умов (20) випливає єдиність розв’язку задачі (б), (7).

Теорему доведено. ■

Далі побудуємо оператор L ' , спряжений з оператором L (L -

оператор, породжений задачею (6), (7)) у просторі L2(DP).
„ , . , Ιπμ .2пт

Нехай r (m) = — — |- ι~ψ ■ Введемо простори



262 Розділ IV. Нелокальні задачі для рівнянь нескінченного порядку

І ±00 ,*
(k,m)EZP+

Σ  A*,i»Kml2<oo|.
е . т ) Є І Ї Р + 1 '

Розглянемо оператор L*, що породжений диференціальним ви
разом (21) і крайовими умовами (22):

1 (д ґ д х )  £ ( 1)И аЇді'одхі'’...дх'Р' '  (21)
Ι*Ι=υ 1 '

да и_ dav

μΊ№ t=о dt° t-τ
=  0, Q =  0,1,.. .  (22)

Покажемо, що L* - шуканий оператор. Очевидно, що він діє з 

простору W™{a~} в простір W,-co{a~}. Оскільки

Ц т(т ),ік ) = Σ  а7т(тУ°(ік іУ ' ■ ■ ■ (ікрУ” =

М=о
ОО

= Σ ( - 1)|,|ά7ТЧтУ °(ІІц У '...{ ік р)’ ’ = L* (τ*(ηι), ік), 

М=о

то

(Lu,i’) l3(dp) = {u, L 'v ) i2(Dp~) (23)

для всіх и £ И^°°{а~}, v £ {ας}. Дійсно, права і ліва частини в 
(23) існують тому, що

J  </_(,; (IDP = (2тг)рТ Σ  < coiistlli-ll-ooll^lloo,,,

Dp (fc,m)6 ZP+1

J  У+У-dD1 = (2 π ) ' τ  ^  y+k,m9-k,m — соп8МІ0+І|оо|І0І||-оо,.,
Dp (A;,m)6ZP+1

І

(Lu, v)l ,(Dp) = E  L(T(tn),ik)Uk,mVk,m =
(fc.m)€ZP+‘

= Σ  «*,m i(r(m ),tt)tt ,m = E  «fc1m i* (r '(m ) ,i l> tm  = 
(k,m)eZ»>-H (A:,m)eZP+*

= (m, L*v)i 3(DP)

для довільних елементів 5± Є W,'±00{a~}, £ ІУ,±со{а~}.

Звідси розв’язок задачі (6), (7) можна визначити як елемент 
и £ № сс {ας), такий, що для всіх v £ [ας] справедлива рівність

(.L u , v )l 2(Dp) =  ( / ,  υ)ζ,2( β Ρ),
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а необхідними умовами розв’язності задачі Lu — /  будуть такі 
умови: (/, і>)і̂ (г>р) = 0, де v - розв’язки задачі L*v = 0.

Зауваження 6. Результати даного параграфа можна узагальни

ти на випадок задачі з умовами (7.) для рівнянь вигляду

ОО .-ч,

Lu= Σ  «т ̂ Λϊ···Λ>ν) = /(<),
Й=о

де ,4j, j  = 1 , . . . , p, - лінійні оператори, що мають спільне спектраль

не зображення.

§ 17. Задача з формальними 
початковими умовами для рівняння 
із псевдодиференціальними 
коефіцієнтами

Вивчається задача з формальними початковими умовами для 

диференціально-операторних рівнянь, зокрема випадки задач із не

локальними і локальними умовами [81].

Розглядаємо функції змінних х = (х1}. . . ,  Хр) і змінних x і t. 

Вважаємо, що х належить р-вимірному тору Ωρ, тобто функції 2π- 

періодичні за просторовими змінними Xj \ змінна t належить деякому 

відрізку і функції неперервні за ί. Отже, φ[χ) = Σ  ф(к)е1̂к'х\ де
кЄТ,Р

Ф(к) £ С - коефіцієнти Ф ур’є функції <р(х), аналогічно u{t,x) = 

= Σ  U(t,k)e‘(k'*l

Через Н позначимо простір узагальнених періодичних функ

цій [42], які будемо зображати рядами Фур’є ір(х) = J2 rj>(k)e’ k̂'x\
к£7,Р

де {ір(к)} належить С°°. Тут С00 позначає множину всіх послі

довностей комплексних чисел. Відомо [42], що Я  - алгебра (щодо 

операції згортки) з одиницею, роль якої виконує J-функція Дірака 

δ(χ )=  Σ  еі(к'х\
к£2Р

Через С ‘ ([71,72]; Н), 7і < 72, 7і ,72 Є 1R, позначимо простір 
функцій u — u(t,x) таких, що похідні (d/dtyu , j  = 0,1, . . . , / ,  для 

кожного t £  [71,72] належать простору II і неперервні за і в цьому 

просторі [42, 205].
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Далі будемо позначати через Ат матрицю, транспоновану до 

матриці А, через А* - комплексно-спряжену матрицю, через Ан - 

транспоновану і комплексно-спряжену матрицю, Ан = (Ат) ' .

Лінійний псевдодиференціальний оператор (п.д.о.) зі стали

ми коефіцієнтами F = F (D ), D = (D\ ,...,Dp), Dj = d/(idx j), 

j  = p, ототожнюється з послідовністю комплексних чисел

{F(A,i)}fceZP, тобто з елементом множини С00, і, за означенням, 

F et(k,.v) _  ^(&)e‘(k.a:) Надалі будемо розглядати тільки такі п.д.о., 

позначаючи їх множину через Т . Операції над п.д.о. визначаються 

в п. 15.1.

Для кожної функції φ(χ) = Е  Ф(к)е,І'к,х> справедлива рівність
fceE'’·

<р(х) = tj'(D)S(.v). що встановлює біскцію між Н  і множиною введених 

п.д.о. Т (11 = Τδ(χ)), а також між Н і С°°.

Одиничний оператор позначаємо через /, нульовий -- через 0. 

Вживаємо також проектори Г1 -- це оператори, для яких ΓΙ(λ·) до

рівнюють нулю або одиниці згідно з деякою умовою чи правилом.

Розглянемо диференціальне рівняння п-го порядку

Lu ξ  L(d/dt, D)u =  0 (1)

і умови

lju\t=o =  lj{d/dt,D)u\t-o = <Pj(x), j  — 1 , . . . , η, (2)

де L(X, D) - поліном степеня η за змінною λ, тобто L(X,D) =

=  λ" + Лі(£))Ап_1 + ... + An(D ), з коефіцієнтами Aj(D) Є T, j  —
j  — l

= Ι , . , . ,η ;  оператори умов/, (λ, D) = (Mq(X, D)) P (X ,D ), причо

му Mq(X,D) Є T, P(X,D) Є J- для кожного А Є C і гладкі (не

скінченно диференційовані) за змінною А, праві частини умов (2) φ ,· 

належать простору Н .

Будемо вивчати розв’язність задачі (1), (2) і встановимо умови 

існування та. єдиності її розв’язку в просторі С"({7і, 72]; Н).

Умови (2) названі початковими, оскільки значення функції IjU 

в лівій частині умов береться в точці 1 = 0. Оператори /, з (2) 

породжують умови, які містять ряд відомих умов. Наведемо такі 

приклади, записавши вирази для операторів Mq(X,D) і P(X,D), що 

утворюють відповідні Іj .

В и п а д о к  1: M^(X,D) = А, Р(Х, D) = еХт. Одержимо 

оператори /j, що відповідають умовам Коші (власне початковим) в 

точці т:

(d/dty~l u\t=T = <pj(x).
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В и п а д о к 2: Λ/η (A, D) — A, P(X,D) = 1 — ехт. Одержимо 
періодичні умови

(d/dt)3~l u\t=0 - (d/dty~l u\t=T = 0, ipj(x) = 0.

В и и а д о к 3: M0(X,D) = А, Р(Х, D) =  1 - μεχτ, μ ф 0. 

Одержимо нелокальні умови

(d/dty 1 «|t=o ~ p(d/dty~1u\t=r  = <fj(x)

на відрізку [0, Т].

В и п а д о к  4: M0(X,D) = <?λΔ(, P(X,D) = еХт. Маємо 
багатоточкові умови в точках т, т + A t,. . ., r + (η — 1)Δ<:

Η |ί = τ + (,)-1)Δί =  Ψ ί (χ ) ·

Отже, умови (2) можу ть бути і періодичними, і нелокальними, і 

багатоточковими, а початковими є лише формально, тому називає
мо їх формальними початковими умовами.

Нехай Ai(D), . . . ,  Xp(d )(D) - корені рівняння L(A, D) =  0, так що

L(X, D) = (X - A 1(D))k^  . .. (А - Ap(D)(D))k̂ D\ (3)

де k i(D ) , . . . ,  kp(d )(D), λ·ι(D) + ... + kp(D)(D) = η - кратності відпо

відних коренів. Тоді в просторі С п ([7 і , 72 ]; Н) загальний розв’язок 
u. = u(t.,x) рівняння (1) має такий вигляд:

p(D)k,(D)

“ (* '*)= Σ Σ i a-l zX’ [D)tCja (x), (4)
j= 1 0=1

де Cjc = Cja(x) - довільні функції з простору Я . Формулу (4) 

перепишемо в диференціальному вигляді

P(D)kj (D)

«(<,*)= Σ Σ ((d/dX)a~1eXt)x=x.{D)Cja (x). (5)
7=1 α =  1

Позначимо через

/ = M (d/dt,D )P (d/d i, D), Μ = (І, М0, М02, . . . ,  М'01~1)т , (6)

вектор лівих частин умов (2). Тоді M(d/dt, D)P(d/dt, D) = M jPj 

для j  =  1,— p(D), де Mj - матриця розміру η χ kj(D) такого 
вигляду:

м , =  ( M w m .m . J L M W / u .D ) .......

вектор Pj = (P(d/dt, D), 0, . . . ,  0)T має розмір kj(D).
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C п р а ве д л 11 в а форму л а

D)Pj(X, D)eXt)/dX = Mj(X, D)(Fj + iI)Pj(X, D)eXt, (7)

де Fj — Fj(d/d\,D) - матричний оператор розміру kj(D) з 

елементами d/dX на головній діагоналі і елементами N(X,D) = 

= di\I0(X, D)/dX на піддіагоналі; решта елементів матриці Fj - 

нульові оператори. Це випливає з рівностей

dM , Рієм dM; А, , ,  dP, А, „  Af

— І73Г—  = 1 а ^ є + м ^ є + м*р>и  ·

(1М±р - d- M iNP  - <ik'(D)-l u  Λ  NP.
dX > ~ d.M01 “  ydMo dMg.......dMk0AD)~l ' J '  ’ ■

Формула (7) справедлива і для вищих похідних за змінною λ, що 

дає можливість за допомогою формул (5), (6) отримати рівність

lu(t, x) = M  (d/dt, D) P (d/dt, D) и(і,х) = 

p (D )  k j (D )

Σ  Σ  ((d/dX)a-l (M(X,D)P(X,D)eXt)) Cja (x) =
j =1 α=1 

p (D )k j(D )

= Σ  Σ  M jiX jW hD )  ( (F j + I I P j ( X , D ) ) x=x x
j = 1 a = l

’ \=\,(D)

xex̂ ' C ja (x)·

При t = 0 маємо

p(D ) k ,(D )

lu(t,x)\t=o= Σ ΜΛ ^ (Ω ) ,ΰ )  Σ  F “-'Pj(X,D)\x=Xj(D)Cja {x)
j =1 o=l

або

P(D)

lu(t, x)|t=0 = Σ  Mi W D )' D)R~1(kj(D))R(kj(D))Vj Cj (x), (8)

j =i

R(j) = diag(0!, 1!,..., (j — 1)!), j =  Ι , . , . ,η ,  (9)

Vj = (P j(X ,D ),F jP j(X ,D ).......FJ i{D)' lp i ^ O ) )  x=xad), (10)

Cj(x) =col(Cj l [x).......Cj,kjin)(x)), j  = 1 , . . . , P(D). (11)

Матриця Vj = Vj(D) є верхньою трикутною розміру kj(D) матрицею 

і має такий визначник:

det Vj = {P(Xj(D),D ))f'’{D){N (X j(D),D))kjiDnkAD)~1). (12)
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Якщо k j ( k )  = 1. то в (12) V j ( k )  = P ( X j ( k ) , k ) .

Перепишемо формулу (8) у матричному вигляді

l u ( 1. , x ) \t = 0 = W ( D ) V ( D ) C ( x ) ,  (13 )

де W ( D )  - узагальнена матриця Вандермонда розміру η  з твірними 
елементами M 0 ( X j ( D ) , D ) ,  j  =  І , . . . , p ( D ) ,  кратностей k j ( D ) :

W  ( D )  =  ( M 1( X l ( D ) , D ) R ~ l ( k 1( D ) ) } . . . ,

M p ( D ) ( X p ( D ) ( D ) ,  D ) R - 1{ kp { D ) ( D ) ) ) ,  (14)

матриця V ( D )  - блочно-діагональна матриця розміру η:

V ( D ) = d \ 4 ( R ( k l ( D ) ) V l , . . . , R ( k p [ D ) ( D ) ) V p { D ) ) ,  (15)

вектор довільних функцій С(х) має розмір п:

С(ж) = соІ(С'і(г·),. . . ,  Cp(D-)(x)). (16)

Зауважимо, що коли всі корені X j ( D )  полінома L ( X , D )  - прості, 
то права частина формули (13) має такий вигляд:

(  ! . .. 1 \ 

M 0 { X i ( D ) , D )  . . .  M 0 ( X p I D ) ( D ) , D )

V Μ Γ 1[ Χ ι { 0 ) , Ω )  . . .  M i r X( X P ( n ) ( D ) J ) )  j

/  P(Xi(D),D) .

° )
( C,(x) \

V о . P(Xp{D](D),D ) ) \ c P(D)(x) /

Підставивши загальний розв’язок (4) в умови (2), отримаємо,

врахувавши (3), таке співвідношення для знаходження невідомих
функцій:

W(D)V(D)C(x) = ф ) ,  (17)

де φ(χ) = сої (v?! (λ·) , . . . ,  <pn(x)) - вектор-функція правих частин умов

(2 ).

Теорем а 1. Для існування і сдиносіпі розв’язку задачі (1), (2) 

при довільних правих· частинах (χ·),.. . , φη(χ) умов (2) необхід

но і достатньо, щоб існував обернений оператор до оператора 

W(D)V(D), тобто щоб

det(VV(D)V(D))^0. (18)

Д о в е д е н н я . Н е о б х і д н і с т ь . Нехай умови
(18) не виконуються, тобто для деякого проектора П Є Т  оператор
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det(Hr(D)l''(D ))n = 0. Однорідна задача (1), (2) (поряд з тривіаль

ним) має розв’язок

p ( D ) f c j ( 0 )

«(<,*)= Σ  Σ  n a ja (x )£ o ,  
j =1 «=i

де C*(x) = {C*ja(aO} “ розв’язок системи W(D)V(D)C*(x) = 0, для 

якого ПС.(Л') φ 0, тобто розв’язок задачі (1), (2), якщо він існує, не 

є єдиним.

Д о с т а т н і с т ь . Я кщо виконується умова (18), то для 

довільного вектора <р(х) розв’язок рівняння (17) існує, єдиний і має 

такий вигляд: С(х) = (W(D)V(D))~l ip(x) = V~l (D)W~l (D)ip(x). 

Підставивши останній вираз в (4), отримаємо зображення розв’язку 

задачі (1), (2). Теорему доведено. ■

Переформулюємо умови теореми 1 η термінах вихідних опера

торів L, M  о і Р ■

Теорема 2. Для існування і єдиності розв’язку задачі (1), (2) 

при довільних правих частинах φ\(χ),.. .  ,φη(χ) умов (2) необхідно 

і достатньо, щоб:

1) \L{\(D), D )І + \P(X(D), D )\ φ ϋ для всіх \(D) Є Т;

2) \L(\(D),D)\+\L\(\,D)\x=x{d )\+\N(\(D), D )№  для ecix\{D)eT;

3) \L(\(D), D )І + \L(p(D),D)\+ \M0(\(D),D) - M0(p(D), D)\ φ 0 для 

всіх X(D),p(D) Є T , таких, що X(D) φ p(D).

Д о в е д е н н я . Н е о б х і д н і с т ь . Нехай умови те

ореми 2 не виконуються, тобто для деякого проектора. П Є Т  і 

оператора. А(£>) Є T L(\(D),D)n = 0 і P(X{D),D)U  = 0. Тоді 

λ (D) = A i(D) і Р( X i(D ),D )n  = 0. Визначник матриці W(D)V(D) 

обчислюється за. формулою det(W(D)V(D)) = det W(D)dei V(D) =
P ( D )  k  , ( D )  — 1

= det W(D) П n /! det Vj, тому з формули (12) випливає, що 
j=l /=0

det l^n  = 0 і det(lV(D)l/ (£)))H = 0. Аналогічно, коли для дея

кого проектора П Є Т  і оператора A (D) £ T L(X(D), D)Yl =  0, 

^(Α ,£»)|λ=λ(Ζ>)Π t= 0 і Я(А(£)),£>)П = 0, το N ^ D ) ^ ) Π = 0. 

Знову отримуємо det(l'7(D)l'(£)))n = 0. Третя можливість, коли 

не виконуються умови теореми 2, полягає в тому, що для деякого 

проектора П Є Т  і операторів А(£>), p(D) Є T , X(D) φ μ(Ο)), спра

ведливі рівності L(X(D), ΰ )Π  = 0, L(p(D), £>)П = 0, Mo(X(D), Ζ?)Π = 

= Mo(p(D), D)H. Тепер можна вважати, що A (D) = Xi(D), p(D) = 

= Ат (D) і Mo(Xi(D), D)H = Mq(X2(D), £))П. Оскільки твірні елемен

ти матриці Вандермонда IV(Z?)n збігаються, то detH/(D )n = 0, а
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отже, det(W[D)V(D))W = 0. В усіх трьох випадках не виконується 

умова теореми 1. Необхідність доведено.

Д о с  т а r н і с т ь. Якщо det(W (D)V (D)) φ 0, то P(Xj(D), D) φ 

φ 0, j  = l , . . . , P(D), N (Xj(D), D) φ 0, j  = l , . . . ,p (D ) , kj(D) > 

> 2, та M0(X j(D),D) - M0(X,(D), D) φ 0, j  = l , . . . ,p (D ) , j  φ l, 

p(D) > 2. Останнє означає виконання умов теореми 2, що і треба 

було довести. ■

Теореми 1 і 2 проілюструємо для рівняння першого і другого 

порядку та для вказаних вище випадків умов (2).

Для η = 1 (рівняння (1) першого порядку) умова (2) має та

кий вигляд: P(d/dt, D)u\t=o = <р\{х)· Тоді умова W(D)V(D) = 

=  P (—A1(D ),D ) φ 0 є умовою однозначної розв’язності задачі (1),
(2). Для рівняння другого порядку ( η = 2) умови (2) будуть такими:

P(d/0t, D)«|(=o = Mo(d/dt, D)P(d/dt, D)u\t=o = vA x)·
Введемо позначення: А = —А\/2, Аі 2 = А ± \/Х- — А2, де Лі = 

= AX(D), Л2 = A2(D\, P = P(X,D), N = N(X,D), P' = P'x(X,D), 

M0 = Μο(λ,ΰ); Рі = P(X,,D), Moi = M0(Xi,D), і = 1,2. Тоді 

матриця W(D)V(D) має вигляд

i w < o ) = ( j 01 д ) п + ц  ; ) χ

х (  о p n ) ^ - ^

де П - проектор, для якого П(/г) = 1 при 4А2(к) ф A\(k) і П(А·) = 

= 0, коли 4А‘>(к) = .-41 (А;);

det(W(D)V(D)) = (М02 - М01)Р\Р2П + Ρ'2Ν (Ι  -П).

Отже, для існування та єдиності розв’язку задачі (1), (2) для 

рівняння другого порядку необхідно і достатньо, щоб Pj ф 0,

і  = 1,2, М01П ф М02П, ;V(/ - Π) ф 0.

Задача Коші має єдиний розв’язок у просторі С"([7ь72]; Н), ос

кільки P ( X , D )  = єХт ф 0, N ( X , D )  — І ф 0, M o ( X , D )  — M q ( p , D )  = 

= А — μ φ 0 для довільних Α, μ Є Τ, X φ μ. У випад

ку 2 для періодичної задачі Р(X,  D )  = 1 — еА7 = 0 при А = 

= г2тгр/Т, р Є Z, N ( X , D )  = 1 ^ 0 ,  M 0 ( X , D )  - M 0( p , D )  = 

= А — μ φ 0, тому умова існування та єдиності розв’язку ма

тиме вигляд Ζ,(*2πρ/Τ, D) ф 0 для всіх р Є Ζ. У випадку З 

нелокальннх умов P ( X , D ) = 1 — рехт =  0 при А = І2пр/Т — 

1пμ/Τ, р Є Z, N ( X , D )  = 1 ф 0, M 0{ X , D )  - Μ0(μ ,ϋ )  =  λ- 

—μ φ 0, тому умова буде L(i‘2np/T — lnp/T ,D) φ 0 для всіх 

p € Z. І у випадку 4 багатоточкових умов P ( X , D )  = еХт ф 0,
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N(X, D) = А ієхаі ф 0, Л/о(А, D) - Л/0(//, D) = eXAt - e>‘At = 0 

при А = μ + і'їжр/Аі. тому умова матиме вигляд Res*(L(X, D), L(X+ 

+ί·2πρ/Αΐ, І))) φ 0 для всіх р Є 2, де Res*(/(A),g(X)) - результант 

[25, 86] поліномів /  і у змінної А.

Дослідимо розв’язність задачі (1), (2) у випадку невиконан

ня умов теореми 1. Тоді матриця W(D)V(D) - вироджена і для 

розв’язання системи (17) необхідно встановити ранг і розміщення 

рангових мінорів цієї матриці. Спочатку дослідимо матрицю V) (10).

Теорема 3. Нехай для похідних

Р (а)(A, D) = (d/dX)aP(X, £>), yv(ft)(A, D) = (d/dX)aN(X , D), 

що входять у матрицю Vj, виконуються умови:

P {s)(Xj(D), D )=0,.s-0,1,. ..,«,·(£>)-1, P{s’{n))(\j(D), 0)ф0, (19)

N ^(X j(D ), D)=0,/=0,1.......Ij(D )-  1, P {l’ {D»(Xj(D), D)#0, (20)

причому очевидно, що 0 < Sj(D) < k j(D ), 0< lj(D )<k j(D )—l. Тоді

Vj = ^ 0* )  * rall^^i = ra|1k^j,i = rj(D)t de матриця Vjj має

i’j(D ) рядків i

\kj(D) ~ Sj(D) + lj(D)
rj(D ) = (21)

lj(D) + 1

(тут квадратними дужками позначено цілу частину дійсного чи

сла); при цьому kj(D) — rj(D) останніх рядків і S j ( D )  перших 

стовпців матриці Vj є нульовими, а перший ненульовий елемент 

β-го рядка, β = 1,.. .,rj(D ), міститься в стовпці з номером. 

p(lj(D) + 1) — lj(D ) -f Sj(D) і матиме вигляд (з точністю до на
турального множника)

P is^ D))(Xj(D), D )(N {lJ{D))(Xj(D), D ) ) ^ 1.

Д о в е д е н н я . Позначимо елементи матриці, що стоїть у 

правій частині (10) через ud:m(X,D), тобто

(P j(А, D), F jP j(A, D ),... , l f {D)~l Pj(X, D)) =

= (w<i,m(A, D ))d m=11 kj(D)· (22)

Матриця (α-ν,,„(Α. D)) трикутна, а саме Wd,m = 0, t/ > m; перший 

її рядок мас вигляд u>i т (Х, D) = P('"~l (̂X, D), а головна діагональ 

Ud,d(X,D) =  P(X,D)(N (X ,D))d~l .

Доведемо тепер, що

Ud.m= Σ  Qlid)( d , m ) P ^ N ^  ■.... (23)

\~i{d)\ = m -d
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де - деякі натуральні числа; 7 (є/) = (71, - - -, 7rf), Іт(^)І =

= 7 і + -- Ь 7rf. 7<і > 0, 71 > > 7rf_i > 0.

Справді, при d = 1

w i ,m =  X] Ω 7 ι ( 1 , » * ) Ρ (7ι) = f i m _ i ( l , m ) p ( ”i - 1\
7i =m— 1

при d = m

= X  . . . . .  = Ω0...o(f/, ά )ΡΝ Λ~1.

h(d)|=o

Ці вирази збігаються з наведеними вище виразами для першого 

рядка і головної діагоналі при Ω„,_і (1, m) = Ω0...0(d,d) = 1. Нехай 

d φ І, d ф ні: тоді з (22) маємо, що u = dbO,i m_ ι/dX + Nu>d-i,m-i· 

Очевидно, що ω,/ ,,, із (23) задовольняють останню рівність, тобто 

формулу (23) доведено.

За умов (19), (20) ненульовнми в сумі (23) можуть бути лише до

данки, для яких 7rf_i  > lj(D), 7d > nj(D), а отже, Ud,m(Xj(D), І)) -

— 0 при m — d < S j(D)+ lj(D)(d— 1) або при m < (1(ΙΊ (/J) + 1) + .s·,· (D) — 

—lj(D ), а при m = d(lj(D) + 1) -f- Sj(D) — lj(D) елемент u>d,m визна
чається за формулою

Σ  n i{d ) (d ,m )P ^ (X j(D ) ,D )N ^ (X j(D ) ,D )  χ . . .  χ

|7(ίί)|=»ι-(ί

xN ^- 'H X j(D ),D )  = Ω,ι(β)... tJ(D),sJ(D)(d, m)P(a’(£>))(Aj(D), D) χ

x(yv('J(°))(A,(£>),^))d_1 φ 0.

Це означає, що в рядку з номером d перший ненульовий елемент 

стоїть у стовпці з номером d(lj(D) + 1) + sj(D) - lj(D). Оскільки 

кількість стовпців дорівнює kj(D ), то для ненульового рядка з но

мером d справедлива нерівність d(lj(D) + 1) + Sj (£))—/,· (D) < kj(D), 

з якої одержуємо d < (kj(D ) - sj(D) + /,·(D))/(lj (D) + 1). Тому ранг 
матриці Vj має вигляд (21). Вона має таку будову: в першому рядку 

є .Sj(D) нулів, далі - ненульовий елемент P ("’(/;^(Aj(D), D); в друго

му - l j (ІУ) + 1 + Sj(D) нулів, далі - ненульовий елемент (з точністю 

до натурального множника) P (S)(D))(Aj(D), D)N >'l^ D^(Xj(D), D); в 

третьому 2[lj(D) -f і) + s j(D) нулів, далі - ненульовий елемент

p (sAD))(Xj(D),D)(N<-l’<-D» (X j{D ),D )f  і т.д. до рядка з номером 

r j(D ) включно. Останні kj(D) — Vj(D) рядків є нульовими. На за

кінчення доведення теореми наведемо, для прикладу, матрицю Vj
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п’ятого порядку:

/ Р P' Р " ріп pIV  \

0 N P Ν 'Ρ  + 2 NP' N "P  + W P '  + 3 N P" ξι
0 0 Ν 2Ρ 3 Ν Ν 'Ρ  + 3 N 2P' І і

0 0 0 N 3P b
V 0 0 0 0 N 4P  /

де ξι = Ν "'Ρ  + 4 N "P ' + б Ν 'Ρ " + ΑΝ P '" , ζη = .3 {Ν')2Ρ  + 4 Ν Ν "Ρ+

+ 12Ν Ν 'Ρ ' + 6Ν 'Ρ " , ξ3 = 6Ν 2Ν 'Ρ  + 4Ν 2Ρ'. ·

Для подальшого дослідження матриці W(D)V(D) введемо про

ектори Πχ, П-2, Пз так, що Пі = 1, коли det(W(k)V(k)) φ 0 (тобто 
p(k )  p(k)

Σ  rj(k) — n), Пз = 1, коли V(k) = 0 (тобто Σ  rj(k) = 0), По = 1,
3=1 J=1

P(k)

коли 0 < rank(VV(fc)V’(fc)) < η (тобто 0 < 5Ζ гз (^ ) < п)· Очевид
н і

но, Пі + П2 + П3 = І. Тоді існує оператор (W(D)V(D))~1Ui = 

= V~l (D)W~i (D )Пі і W{D)V(D)U3 =  0.
Виключимо з матриці W[D)Xl2 лінійно залежні стовпці і стовпці, 

що домножуються на нульові елементи матриць Vj П·>. Для цього пе

ренумеруємо корені таким чином: зг рупуємо корені λj(D ), для яких 

rj(D) = 0, в групу з номером Pi(D) + 1, решту коренів згрупуємо в 

Рі(£)),*1 < pi(D) < p(D), груп так, що для довільних коренів А,·(£)) 

і Aj(D ) з групи Μο(λ,·(ΰ), ΰ )Π 2 = M0(Xj(D), І>)П2. Вважаємо, що 

в першу групу входять корені A i ( D ) , A 9l(£i)(D), в  другу - корені 

Xqi(D)+1(D), ..,Xq2(D){D), в третю -корені A q3(D)+1(D ) , . .. ,А q3(D)(D) 

і т.д. Всередині групи нумеруємо корені Aj(D ) так, щоб ранги від

повідних матриць Vj не зростали. Тоді матриця W(D) l'(/J)H2 має 

такий кістяковий [31] розклад

W{D)V(D)U2 = WV  П2, (24)

Де

W = (M 1(D)R-1(r1(D )) ,. . . ,M Pl(D)(D)R-1(rqpi_1+1(D))}, (25)

M\(D) - матриця розміру n x r i(D ), що утворена першими r\(D) 

стовпцями матриці M\(Xi(D), D), M2(D) - матриця розміру

n x rqi+i(D), що утворена першими rqi+i(D ) стовпцями матриці 

Mqi+i{Xqi+1(D ),D ) і т.д.,

V =  (diag(fl(r1(i?))i/1(Z )) ,.. .,JR K 1_1+1(D))V>Pl(£>)))0), (2&)

уш (0 )={уь+іл, ( 1/̂ 21) , . . 0 V 1) ) ,  І= ° . 1- · · - (2<)
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причому Vj(D) - матриця розміру rqj_l+i(D) х Σ  h{D) і рангу
l=4j-\ +і

г,,._1+і(£>) (вважаємо в (25) і далі, що qo(D) = 0).

З формул (25)—(27) випливає, що матриці WH2 і КП2 мають
P ,(D )

однакові ранги, які дорівнюють гчі і-и(^)> · існують матриці 

~  — І=1 
(W HW)-1n 2 та (VVH)-ln·,.

Розглянемо систему трьох рівнянь, яка еквівалентна рівнянню

(17), а саме

W(D)V(D)Ui C(x) = Πιν>(*), (28)

W(D)V{D)U,C(x) = WVU2C(x) = Π 2̂ (χ), (29)

W(D)V(D)H3C{x) =  0 =  Π3ν?(*). (ЗО )

Введемо ще один проектор Пи- = W(\VH\Ϋ)~λ W HXi2. Очевидно, що 

(П2 — Піу) - також проектор і (П2 — Hw)W = 0, (П2 — Пи^)Піу = 0. 

Зобразимо функцію Ϊ12φ(χ) у вигляді суми П2̂ (х) = Піу ̂ >(х) + (П2 — 

—Πνν̂ )v?(a·) і до отриманого з (29) рівняння WVX\2C(x) — П ц ^ х )  = 

=  (П2 — Пц/)у?(г·) застосуємо оператор П2 — Пуу ■ Отримаємо, що 

функція у?(л:) повинна задовольняти умову

(Π2- Π ^ Μ * )  = 0. (31)

Враховуючи (31), запишемо (29) у такому вигляді:

W V{n2C{x) - VH(VVH)-\WHW)-l W HY\Mx)) = 0. (32)

Оскільки матриця W  має повний стовпцевий ранг, то загальний 

розв’язок рівняння (32) запишеться у вигляді

П2С(х) = Vй (VV, i )-1(W HW)-l W Hn 2<p(x) + П2г»(*), (33)

де Γ12υ(χ·) - загальний розв’язок рівняння VH2v(x) = 0. Останнє 

рівняння згідно з формулами (26), (27) розкладається на рівняння

V j ( D ) n 2V j ( x )  =  0, j =  l , . . . ,Pl(D),
причому υ(χ·) = col(t>i(x),.. .,vPl+x(x)) і розміри векторів Vj(x) збі

гаються з відповідними розмірами матриць Vj(D).

Нехай матриця Vji(D), j  = І , . .. ,px(D), утворена зі стовпців 

матриці Vj(D) з номерами

+і(Ό) ~ lqj-i+ι (D) + d(lqj_ l+l(D) + 1), d = 1, .. .,  χ+x (D),

матриця Vjn(D) утворена з матриці Vj(D) викреслюванням цих 

стовпців; аналогічно вектор Vj,i(x) утворений з елементів вектора
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vj(x) із вказаними номерами, а вектор Vj,2(x) утворений їх викрес- 

ленням (позначення sj, lj і rj введені в теоремі 3).

Тоді розлядувані рівняння справджуються для всіх v jX і Vj^, які 

при j  = 1, . , . ,px(D) задовольняють умови

n 2Wj,2(*) Є Я , n 2t»j,і(х) = (VjA(D))~xVjt2(D)vjt2(x). (34)

Підсумуємо зроблене в цьому пункті у вигляді теореми.

Теорема 4. Нехай виконуються умови (19), (20). Для існуван

ня розв’язку в просторі С"([7 і , 7 2]; Я ) задачі (1), (2) необхідно і 

достатньо, щоб вектор правих частин умов (2) задовольняв умови

(ЗО) і (31). Розв 'язок зображається формулою (4), причому вектор 

С(а:), що складений за формулами (11) і (16), мас вигляд С(х) = 

=  ПіС(х-) + П 2С'(х·) + ГІзОД , де П іО Д  =  V-l (D)W~1(D)U1<p(x); 

ІІоС(ж) визначається формулою (33), в якій компоненти П 2 «^,2 (*) 

є довільними функціями з Я , а компоненти HnVj i(x) даються фор

мулою (34): ПзС7(ж) - довільні функції з Я .

При п =  1 визначимо проектор Πχ умовою P (—AX(D),D ) ф 0, 

тобто Пі(А;) =  1 для тих k, при яких P (—Ax(k),k) ф 0, і Πχ(λ·) =  0 

для інших k Є Z p. Тоді для рівняння першого порядку розв ’язок 

задачі ( 1 ), (2 ) існує при умові ( /  — Пі)<^і(дг) =  0  і дається формулою

u(t,x) = e-A^ t{p-\-Al (D ),D )nxv l (x) + ( I - n x)v{x)),

де v(x) - довільна функція з простору Я .

При п =  2 визначимо проектори П ц , П 2ц —П 2 і 4 , Щ] умовою 

A-j ф А2, а проектори П і2, П22Ь По22 , П32 - умовою А2 — А2. Крім 

того, Мої ф М 02 для П ц , П 2ц , П212 , П31 , а Л/0і =  М 02 для П 2 із, 

П 2м; для проектора Пц викопуються умови Рх φ 0, Ρ·> ф 0, для 

1112 - Р  Ф 0, N Ф 0, для П2 П - Рх ф 0, Р3 =  0, для П 2 і 2 - Рх =  0, 

Ро Ф 0, для П 213 - Рх ф 0, для П214 - Рх =  0, Яо ф 0, для П 221 - 

Р ф 0, N =  0, для П222 - р  =  о, P ’ Ф 0, для П3і - Рх =  Р, =  0, для 

П 32 - P =  P’ =  0 .

Тоді для рівняння другого порядку розв ’язок задачі (1), (2) існує, 

якщо праві частини (2) задовольняють умови (П2ц + П 2 і 2 + П 213+ 

+П214 + П 221 + По2о)<£>2 =  (П211 А/оі + П 212М 02 + П оізМ ої + ГІ214М 02 + 

-І-П221М 0 + П 222М ))у>іі П3 іу>] =  П з і^?2 =  Пз2у>і =  Пз2^>2 =  0 і має 

вигляд

П ц  / сХі* еХ2І \

u(t’х) = М^'-'Моі [~ρΓ(Μ°2φι ~ ^  + ~ Μ(ηφι)) +

+еАі(‘ ((■7 Г + і р і і ч і Я і2 ) 91+ (П212“  ̂ ^ +П214+Пз1) ■"0'+
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+еАз< ((~7^Г + 'іРЇІ^+іЛ і2) ^ 1 + Π213υι + (Пз11 + Пз1)Г2) +

, /  Г112 /  П о ' п Р *  \

+ ( ^ (^ - Д//о^ ) + (|Я|Ч|р 12 + -^г ) ^ 1+П22і "1+Пз2̂ )  +

\t ( П і2 П]2 Ґ>1, Ποοχ,Ρ

+е [-р-Г 1 + “радГ̂ 2 ~ 0V?l) + \ρψϊ\ρψψ1 +

+ (іІ222 + П33- 5 ^ ) « і ) ,  

де 01, «2 ~ довільні функції з Я .

§ 18. Диференціальні рівняння 
з операторними коефіцієнтами, 
що мають спільне спектральне 
зображення

Вивчається нелокальна задача для диференціально-операторних 

рівнянь у випадку існування спільного спектрального зображення 

операторів рівняння [73, 74].

Нехай X  - сепарабельний гільбертів простір із скалярним добут

ком (·,·); 4; : X  — у X, і — Ι , . , . ,ρ ,  - лінійні оператори, що мають 

спільне спектральне зображення, тобто існує повна ортонормована 

система елементів x k Є X , к 6 N, таких, що виконуються рівності

А{Хк - є*ікХк, і = Ι , . , . ,ρ ,  кеШ ,

для деяких комплексних чисел α,-fc.

Надалі використовуємо також такі позначення:

»fc = («ifc, ■ · - ,Qpk), Κ | 2 = |«κ·|2 + · ■ · + |»pfc|“- τ(ηι)=(2πΐπι — ln μ )/Τ ; 

Х ч, ч Є ®, - гільбертів простір елементів

сю

X =  ьк =  ( х ,х к)

к = 1
зі скалярним добутком, що індукує норму

о о

Ι Κ  = Σ ( 1 + Ι ° * Ι Τ Μ 2; 
к =  1

простір хч містить всі елементи X Є Pl D(A\' .. .Арр), де D(B) - об

ласть визначення оператора В, а перетин вибирається за наборами
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чисел <[j Є Z+, j  = 1,... ,р, таких, що q\ + · · · + qp < q; X q, q Є Μ, 

r Є Z +, - гільбертів простір функцій

ОО

Ф )  = Σ ^Pk̂ Xk,
fc = l

таких, що похідна 

dJ φ
гг :[0,Т\ ->Хч Ч , j  =  0,1.......r,

dP

неперервна за. t в нормі простору X q- j ,

т

ІІЛ; = Σ / |^Г
./ = 1

dt;
ч-з

(1)

λ'9ιΓ,σ (Ω), q, r, σ Є К, Ω C (N x S), - гільбертів простір функцій 

«(/., Ω) = X

(А*,т)бП

зі скалярним добутком, що індукує норму

ιι«(<,Ω)ΐ|2Γι<,;η = Γ Σ  Σ (і + кіТ+і1(1 + т2)г+ь χ
ji+32=n (fc,m)eii

x (l -j- *2) * K im|2f 

^g,r,<7 (N  X 2£) =  X q tr ta ’t и (і”і N  X 2£) =  ^ ( / ) ‘, || · ||g,r,i7;NxE =  || ' ||qr,r,<r· 

Очевидно, що якщо Ω = Ωι U Ωο і Ωι Π Ω2 = 0, το

Χ ,,Γ,σ(Ω) = Χ9,ησ(Ωι) © V I 0 »).

де 0  означає пряму суму; тоді для кожної функції u(t, Ω) € Χ 4ίΓ,σ (Ω) 

маємо, що

и(І, Ω) = «(<, Ωι) + «(<, Ω2),

де u(t,Q  1) Є Χ 9,Γισ(Ωι), Μ(ί,Ω2) Є Xq,r,a (Ωο) ·

Розглянемо задачу на власні значення:

'■{ί-4)“= _ Σ 1 ·■ Л'«<0 = ·»«<<),
|s|<N,5o<rc

|/(J)(0) - μ«ϋ )(7’) = 0, І = 0 ,1 , . . . , η - 1,

де α~, μ, μ φ 0, - комплексні числа.

Функцію и Є , r > n, яка задовольняє умови

Кй-л)в-Н

(2)

(3)

q - N

= 0,

§ 18. Диференціа.чьні рівняння з опернторнпмп коефіцієнтами 277

||и(Я(0) - μ»^Ητ)\\4_. = 0, j  =  0,1,.. ,,η  - 1,

називаємо розв’язком задачі (2), (3) із простору X'q.

Для фіксованого вектора {k, m) Є N x Z позначимо через Я*>т 

множину таких векторів (k", m ’ ) £ Μ χ Ζ, для якнх справедлива 

рівність

L(r(m*),Qfc.) = I( r (m ) ,a fc),

де 7"(?77·) = — Ιπμ/Τ + i2nm/T.

Тоді повний опис множини власних функцій і власних значень 

задачі (2), (3) забезпечує така теорема.

Теорема 1. Власними значеннями задачі (2), (3) є числа

Xk,m = L(t(777), α»,), (k, m) £  N x Z, (4)

а власними функціями, що відповідають власному значенню Afc 
є функції

Доведення теореми аналогічне доведенню теореми 11.10.

Для рівняння

L ( £ ’A) U = /(<). <Є(0,Г) , (5)

розглянемо задачу з нелокальними умовами (3), де L(d/dt, Л) - опе

ратор з рівняння (2), а /  Є Χ4.,·,σ [q, r, σ - деякі дійсні числа), 
причому

/(<) = Σ Л,тХ'КГ(га,(. (6)
(А-,т)ЄІЧх2

Під розв’язком задачі (5), (3) розуміємо функцію и Є Хч,г,о, яка 
задовольняє умову

= 0.
q- N ,r- n , 0

Розв язок задачі (5), (3) шукаємо у вигляді ряду (1) за власними 

функціями задачі (2), (3). в якому Ω = N x S. При цьому коефіцієнти 
визначаються рівностнмп

Ак ,т Щ ,т  =  {к.т) e N x Z ,  (7)

де Ак ,т  даються формулою (4).

Теорема 2. Длл існування розв'язку задачі (5), (3) необхідно, 
щоб виконувалась умова

/ ( * , « ) =  0, (8)
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де

ω = {(fc.ro) 6 N x Z : A * , m = 0}. (9)

Доведення випливає з рівностей (7).

Припустимо, що виконується умова (8). Тоді, враховуючи (7), 

одержуємо формальний розв’язок задачі (5), (3) у вигляді ряду

«(*)= Σ  Ья-  хьє'М* + R(t), (10)

(к ,т)£УІ

де Ω = (Ν χ Ζ) \ ω, a R(t) - лінійна оболонка множини функцій 

{жА.ег(т )‘ , (к ,т) Є ω }. Із формули (10) випливає таке твердження.

Теорема 3. Д ля єдиності розв’язку задачі (5), (3) необхідно і 

достатньо, щоб ω = 0.

Розглянемо питання нро існування розв’язку задачі (5), (3).

Теорема 4. Нехай існують такі числа α, β, γ, що для всіх (крім 

скінченного числа) векторів (к,т) Є N χ Ζ виконуються нерівності

|А„,т | > (1 + т 3)“ (і + І а А-12) ( 1  + k2)1. (11)

Якщо f(t) Є Χ 4-2β.ν-2α,-2η * задовольняє умову (8), т о існує єдиний 
(з точністю до лінійної оболонки R(t)) розв’язок задачі (5), (3) із 

простору Х ч,г,о. який зображається рядом (10).

Д о в е д е н н  я. На основі формули (10) і оцінок (11) одержуємо 

нерівність

jjw(/, Ω)|( ,̂г,0;П ^  C\\f\\q — 2j3,r — 2a] — 2y' 

звідки випливає доведення теореми. ■

Зауваження 1. Якщо ω = 0, то за умов теореми 4 розв’язок 

задачі (5), (3) неперерно залежить від /(<).

Дослідимо потужність множин коефіцієнтів рівняння (5), а та

кож параметрів μ і Т в умовах (3), для яких виконуються нерівності
(11). Введемо такі позначення: І - кількість коефіцієнтів ας у рівнян

ні (5), G - скінченна, область простору Ш’2(,

а =  (Re ας, lm ας: |s| < Ν, sq < η) = (θ\,. . . , θ2ι) Є G,

Пі = {(/:, го) Є П x 2 : |r(m)| < |α*|}, Ω2 = (Ν χ Ζ) \ Ωι.

Теорема 5. Для .майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

векторів а нерівність (11) виконується для всіх (крім скінчен

ного числа) векторів (к,т) Є N х Ти: при

1 N 1
а  < — 0 < — , 7 < — якщо (к ,т) Є Ωι, (12)

Ч. Ζ т:
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t при

а  <
2п — 1 N — n 1 ,, , „ , . ολ
— ^— - β < — 2— ’ Ί  ~4 ' якщо (^>то) е Ωο■ (ІЗ)

Д о в е д е н н я . Запишемо ліву частину нерівності ( II) у вигляді

' У '  α ς ( τ ( ι η ) ) :<0a'\'k . .  . a pk =  \k,m — R e A * im +  г 'Іт  \k,m ·

\?\<N
«0<n

Оскільки Ak,m лінійно залежить від параметрів 0j, то справедливі 

такі зображення:

2 / 2  (

ReAfci,„ =  X]fljv?j(fc,ra), ImAfc,ra =  m).

j = 1 j= 1

Оцінимо міру МНОЖИНИ Wk,m векторів a € G, для яких не викону

ється (11) прн даному векторі (fc,m). Очевидно, що Wk,m C Wkm, 

де Wk m - множина векторів a Є G, для яких при даному векторі 

(k, го) виконуються обидві нерівності:

|ReAfc,m| < (і + mJ) (і + К | 2)^(1 + А:")7,

|lmAfc](n| < (1 + »nJ)a(l + КіУ(1 + k2)"1.
Легко бачити, що Wk m - це множина точок а Є G, що містяться 

між гінерплощинами

X > j( * ,m )  = + + К І2) ^ 1 +
з=і

0 j ip j ( k , го) = ±(і + го2) (1 + |а<;|2)̂ (і + k ' ) 1 .

j =i

Тому справедлива оцінка

mes Wk rn < D2l~2S, 

де D - зовнішній діаметр області С, а

_  4(1 + го2)~а (і + К | 2)г<?(і + k2)21 

 ̂ [Ті 21
\ Σ ψ] Σ Ψ) sinil
y j  = l j  = 1 

Тут θ - кут між гіперплощинами

21 21
Σ  m) = ч > Σ  Μ ’# · , m) = °-
І =1 3=1
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21
Легко показати, що θ = π/2, оскільки Σ  <fij(k, m)i/<j(k, m) =  0, і

j =i

(M)

max
M<N, y,j</t

Враховуючи, що знаменник правої частини нерівності (14) не мен

шин, ніж |«*| нри (k-.ηι) Є Ωι, і не меншин, ніж |т(т)|"|а*| "

при (к ,т ) £ Ω2. одержуємо, що

Σ  mes 14,,„ < J 2  mes 14̂  т <

(λ·,ηι)£ΝχΖ (*г,т)Є NxE

< £  (l + i-=)-,/ !- ' ( l  + ...! )- l/ ,-‘ , <oo,

(/c, m) € N x S

де Єї > 0 i ε2 >0. Тоді згідно з лемою 3.1 міра множини тих векторів 

а Є G, для яких нескінченно часто не виконується нерівність (11), 
дорівнює нулю, що іі треба було довести. ■

Із теорем 4 і 5 випливає такий наслідок.

Наслідок 1. Нехай функція f(i) таксі, що f ( t ,uj) = 0 ι

/(/,Ω,) Є -\q-2/J)t ,r — 2α,,-2-»,;il1 i i = 1. 2,

de числа αχ, β], γι задовольняють умови (12). а числа а 2. lh , 72 - 
умови (13). Тоді для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

Ш21) векторів а існує розв'язок задачі (5), (3) із простору Х ч,г,о·

Теорема 5 дає оцінки (11) для знаменників А/,. нри довільному 

розташуванні спектра о к оператора ,4 = (.41, .. ., Аг). Проте для 

багатьох конкретних випадків розміщення спектра теорему 5 
можна уточнити.

Наприклад, нехай нескінченність буде єдиною точкою скупчення 

спектра од·, αΑ. ф 0, і нехай

К| = 0 ( ^ ‘ ), (15)

або

\αί!\ = θ(\ηβ4 ) .  (16)

Тоді справедлива така теорема.

Теорема 6. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в просторі 

векторів а £ G нерівність (11) справедлива для всіх (крім

скінченної множини) векторів (k, ιν) Є ΓΊ x Σ) у випадку виконання
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умови (15) при

q < —1/4, 2βιβ + γ < βιΝ — 1/2, якщо (k ,m )£Q i,

а < (2п — 1)/4, 2βιβ + 7 < βι(Ν — η) — 1/2, якщо (k, т ) £  Ω2;

а у випадку виконання умови (16) при

о < —1/4, β < (Ν — 1/β?)/2, 7 < — 1 /2, якщо (k,m ) £ Ωι,

q<('2)? —1)/4, β<(Ν -η-  1//І2)/2, 7< —1/2, якщо (k, m) £  Ω2.

Доведення теореми аналогічне доведенню теореми 5.

Зауваження 2. Використовуючи ідеї доведення теорем 5 і 6, 

можна дослідити питання про існування розв’язків задачі (5), (3) у 

відповідних просторах (типу Λ’4<τ,σ ) і У випадку довільного числа 

точок скупчення спектра а к·

Зауваження 3. Аналогічні результати для майже всіх (стосовно 
міри Лебега) чисел Іп |//| (або Т) можна одержати, розглядаючи Ад· ,,, 

як функції змінної р (відповідно Т) при фіксованих Т (або р) і ας, 

припускаючи, наприклад, виконання умови

І Σ ■ ■ -(Vplc| > СІа<с|̂3

для всіх k Є І! (днв. теореми 11.15 і 11.16 ).

Розглянемо тепер нелокальну задачу для системи днференціаль- 

но-операторних рівнянь, а саме

m ,s о

Σ Σ . . .Α ^ ι4 (1.) = Μ ί), i = l , . . . , r n ,  (17)

j  = l \?\<N 
so <n

«Jo)(0) - /*«50)(Л  = о, о = 0, 1, --» - 1, і = 1, ---m. (18)

Розв’язність задачі (17), (18) дослідимо в просторах Χη,ι,σ 

вектор-функцій V(t) - (l>l(t), . . . , v,„(t)) таких, ЩО Vj(t) £ Χ 4,1.σ, І

m

= ΣΐΙυ̂ #)ΙΙ,,/.σ·
І = 1

Тоді для визначення коефіцієнтів « j , / , · ,розвинення Uj(t), j  = 

= l , . . . ,m ,  в ряд за власними функціями задачі (2), (3) одержимо 

систему р лінійних алгебричних рівнянь

ГП __  ,

Σ ( Σ «7(гИР»и. · -п’л) «ІЛ.г=/.-Л,г, І=1....Ш, (k, r) є NxZ.
■»=’ |7|<̂

J о < »*
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Позначимо через Δ  (Аг, г) матрицю останньої системи і припусти
мо, що для всіх (k, ?·) £ N x '£ det A(k, r) φ 0; тоді справедлива така 

теорема.

Теорема 7. Якщо існують дійсні числа α, β, η такі, що для 

всіх (крім скінченної множини) векторів (k ,r ) £  N x S  елементи 

матриці (A (k .r)) задовольняють нерівності

І < (1 + · Τ (1 + М У ( 1  + к У . І . І  =  1.......т . (19)

Якщо f  £  Х ч-2/з,і-2а,-2і ,  т0  існує єдиний розв’язок задачі (17), (18) 

з простору Λ,,,.ο, який зображається рядом

u(t)=  J 2  Δ _1(*. O/*,rer(r)‘ *fc.
(fe.r)eNxZ

Доведення теореми аналогічне доведенню теореми 4.

Оскільки |Δι?·(Α·, r)і < const(1 + |«fc|”) Р при (k, r) £  Ωι, 

j Δ  і j (Аг, ?·)| < const (1 + ,.2)”<ρ-1)/“(ι μ ι- ^ - η Χ ρ - 1)/:* при є

Є Ω ί , т о  для одержання оцінок (19) достатньо мати оцінки знизу 

для виразів det A(k, »·), (k, r) Є Μ x Z.

Теорема 8. Нехай |α̂ .| > const > 0; тоді для майже всіх 

(стосовно міри Лебега) векторів

(Re a’J , Im «і?; |s| < N, s0 < n, i, j  = ] ,... ,p)

npu

o < —m/2,/? < Nm /2,7 < —m/2, якщо (k,r) £  Ωι,

і пр и

а  < т(п — 1)/2.β < (Ν — п )т /2,7 < —т / 2, якщо (А-,г) £  Ω2, 

виконується нерівність

J det Δ(Α·, »·)| > (l + r2)a (l + |afc|Y (l+ A ·2)7 

для всіх (крім скінченної множини) векторів (k ,r) £  N x Z. 

Доведення теореми 8 випливає із лем 3.5 та 3.1 і теореми 5.

§ 19. Дослідження нелокальннх задач 
методом мінімізації в соболєвських 
просторах

Вивчаються умови існування єдиності та неперервної залежності 

від правих частин наближеного розв’язку нелокальної двоточкової
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крайової задачі для диференціальних рівнянь із частинними похід

ними за допомогою методу мінімізації відповідних функціоналів у 

просторах Соболева періодичних функцій [82].

Існування та єдиність розв’язків нелокальннх крайових задач для 

рівнянь із частинними похідними залежить від коефіцієнтів рівняння 

та параметрів крайових умов. Ці задачі, як правило, є некоректними 

в розумінні Адамара.

За допомогою метричного підходу можна довести існування та 

єдиність розв’язку таких задач для всіх (за винятком множини як 

завгодно малої міри) векторів, що складені з коефіцієнтів рівняння 

та параметрів крайових умов (див. [205] та попередні розділи). При 

цьому праві частини рівняння та крайових умов повинні задоволь

няти певні умови гладкості.

А отже, має значний інтерес вивчення нелокальннх задач для 

будь-якого вектора, складеного з коефіцієнтів рівняння та парамет

рів кранових умов, без додаткових припущень щодо гладкості пра

вих частин.

В даному параграфі досліджується двоточкова нелокальна за

дача при умові, що її розв’язок належить деякій кулі заданого со- 

болєвського простору. Для побудови та вивчення розв’язку (псев- 

дорозв’язку) цієї задачі застосовується метод мінімізації в собо

лєвських просторах. Цей метод є різновидом методу регуляризації 

Тихонова [172, 210].

Нехай Нч, гуЄК, - соболєвський простір періодичних за змінною 

х = (х\,...,хр), р £ РІ, функцій — Σ  ф(к)е1(к'х) зі скалярним
keZ?

добутком вигляду

{ψ\,ψ2)q = (2тгγ  Σ  к2чфі{к)ф2(к),

де k — (кі, . . . , Α·ρ); (k, x) = kiXi + · · ■ + kpxp, k2 = 1 + A;2 + ■ ■ ■ -f kp.

Простори Hq, q£K, утворюють шкалу, в якій розглядаємо праві 

частини нелокальннх умов.

Нехай Т > 0 - довільне фіксоване число. Розв’язки u(t,x) нело

кальної задачі шукаємо в просторах Я ", q £  M, n £  N, отриманих 

поповненням множини нескінченно диференційованих за змінною 1.

скінченних сум v(t,x) = Y^i(t,k)e,l‘k,x'> за нормою, породженою ска-
к

лярним добутком [205]
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Простори Н "  також утворюють шкалу за нижнім індексом.

Нехай F(k) комплекснозначна функція над 7ίΡ, вектор-огіератор 

D  =  (D i , .. , ,D p) має компоненти Dj = -i(d/dxj), j  = Ι , . , . ,ρ .  Під 

F(D) розумітимемо псевдодиференціальний оператор, який діє за 
правилом

F{D)4>(x) = Σ  F(k)4>(ky(k’*\ 

fcezp

де φ(χ) =  £  ф(к)еі(к'х'> є Hq, дєм.

Операції над псевдодиференціальними операторами F(D) розу

міємо як операції над F(k) для k Є Έρ. Також говоримо про певну 

властивість F(D), якщо цю властивість мають відповідні F(k) для 
всіх k Є Zp.

Функції k поставимо у відповідність оператор D; очевидно, що 

ІМІ9 = (<Р><Р)д = Φ 24ψ,φ )0 і

« ,  = (» ,» )„  = і  ] ±  & . & ) *  
о J=°

Нехай q Є Ж, ε > 0 - задані числа, щ - деяка функція з простору 
Я ” . Розглянемо рівняння

■■ ^ ' “ =  0, (1)
ІІІ < п

нелокальні крайові умови

di и

3 dv

ді u

ί=ο + μ ~δϋ
t^ T =  <pj(x), j  =  0, Ι , . , . ,η  - 1 , (2)

де s = («ο, *ι, · · ·, Sp), |s| = «o + *i + · · ■ + Sp, a,, v , μ Є C, tpj Є Hq~j,
j  =  0 ,1 , . . . , n - 1, та додаткову умову

IIм "  “οΙΙ,,η < ε. (3)

Розв’язком задачі (1)-(3) називається функція ис £  Я ” , яка є роз

в’язком рівняння (1), задовольняє умову (3) та мінімізує на множині 

розв’язків рівняння (1), що задовольняють умову (3), функціонал
п— 1 0

1(и) =  Σ  \\hu - ¥ > j | | тобто 
j =0 4 J

/(W-) =  inf |/(іг)|« є Я ” , l ( ^ , d ) u =  0,

Нормальним розв’язком [210] задачі (1)—(3) називаємо її розв’язок

з мінімальною в просторі Я ” нормою і uo-нормальним розв’язком
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розв’язок задачі (1)—(3), для якого величина ||и - w0||<?,n є мінімаль

ною.
Окремий випадок задачі (1)-(3) при «0 =  0 досліджувався в [79]. 

Зауважимо, що функція щ є апріорною інформацією про розв’язок 

задачі (1)-(3), число ε характеризує допустиме відхилення шуканого 

розв’язку ие від функції uo, а число q означає гладкість розв’язку.

Дослідимо коректність задачі (1)—(3) та побудуємо (у випадку 

існування) іі розв’язок.

Нехай λι(k),...,Ap(fc)(ifc) - всі різні корені характеристичного 

рівняння L( А, k) = 0 кратностей пЛ(к),. . . ,  пр(к)(к), тобто

р(к)

ЦХ,к) = Ц  (А - λ,·(Λ·))" , к Є Ζρ;
і=1

оператор E (t,D ) визначається вектор-функцією

E(t,k) = . .. ,<п>(к)-1еА‘(*^,еАз(А!)‘ ,<еАз̂ )(, . . . ,

7̂»2(k) — 1̂ λ2(λ')ί gAp(Jr)(k)î  ̂ ^p(k)ik)t ̂ ' ' ' ^ Tlp(k)(k)—1

Тоді довільний розв’язок u(t,x) рівняння (1) і його похідні зобража

ються такою формулою:

dau(t,x)/dta = £<“>(<, D)C(x), a = 0, 1, . . . ,  η, (4)

де С(х) = со1(Сі(г·).......С„(аг)), С,(я), і = Ι , . , . ,η ,  - періодичні

функції. Позначимо тепер через 1{С} нев’язку /(«), а через U{C) 

квадрат норми ||м— для розв’язку (4). Тоді для цього розв’язку

l{C} = (B1(D )C ,C )0 -2Be(bl ,C ) 0 + l{Q}, (5)

U{C} = {B2(D )C ,C )o -2Re{b2,C )Q+U{0), (6)

η— 1

b ,(d )  = Σ £ > 2{4~α~ι)ιο·ΕΗ (·’ ° ) ι<*Ε (·’ ΰ Υ'
α=0  

'J' η

Bo(D) =  -  ί  Y ]  D2(4~a)Ε {α~>Η(τ, D)E<a\ r ,  D) dr ;

T J °  α = 0  

η — 1

^(χ ) = Σ ^ - α-1)ΙαΕΗ ( ; ° ) Μ ^
α= 0

Μ*) = ψ f  έ  
1 J 0 <* =0
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Re означав дійсну частину; Е н означає ермітово-спряжену матрицю

до матриці Е (Е и =  Ет = ('Е )т); /{0} = £  ||y>j||2_ j_ i; ^{0} =
j=o

=  ІК||2„; /«£(·, D) = „£<«>(0, D) + μ Ε ^ (Τ , D).

Квадратні, розміром /і, ермітові матриці B\(D) і B2(D) відпо

відно невід’ємно і додатно визначені, оскільки 

іі-l

(B1(D )C ,C )0 =  Σ  > 0, (B2(D )C ,C )q = ||U||*„ > о,

j= о

причому остання нерівність стає рівністю тільки при и — 0, тобто 

при С  — 0. Для матриць а( D) і b{D) введемо відношення порядку 

a(D) > b(D) та a(D ) > b(D), якщо матриця a(D) - b(D) відповідно 

невід’ємно або додатно визначена.

Отже, розв’язок задачі (1)—(3) має вигляд

«£ = E(t, D)Ct (x)y

де вектор-функція Сс - розв’язок задачі

l{Cc} = m {[l{C}\ E(t,D )CeH ^ U { C } < £ ).

Ця задача є задачею мінімізації в соболєвському просторі. Відо

мо, що вона опукла і при є > £о, де со визначається нижче, задоволь

няє умову Слейтера [210]. Запишемо для задачі функцію Лагранжа 

£-ш{С] = 1{С} + С } — ε), де ω > 0 - множник Лагранжа, і 

знайдемо сідлову точку цієї функції [210]:

СШ{С) = (Β(ω, D)C, C )Q - 2Re (6(ω, ) ,С )0 + /{0} +ω(ί/{0} - ε). (7)

Тут, згідно із рівностями (5) і (6),

B(lu.D) = В\ (D) + u)B->(D), b(ui,x) — Ьі(х) + шЬ2(х).

Умови, що визначають Се(х), дає теорема Ічуна-Такера [210]. 

Вони мають такий вигляд: знайти таку вектор-функцію С (х ) і 

дійсне число ω > 0, для яких

С { С }  ~ ilii n, E(t, 1))С Є Я " , ω > 0, (8)

ω ψ { € } - ε )  = 0 , И {С }< є . (9)

Розв’яжемо задачу (8).

Лема 1. Для ω > 0 функція Си, {С} досягає мінімального зна
чення

п-1

£<*МТ1ІП < llv^allq-a-l + w (llwo||̂ ,n — ε ) 
α=0
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при

С(х) = С(ш,х) =  Β~1(ω ,Ω ^(ω ,χ ). (10)

Д о в е д е н н я .  Мінімізуємо функцію Лагранжа CW{C}, зоб

разивши її у вигляді СШ{С) — Σ  Cwk{Ck} — шє, причому

Cuk{Ck) = Σ 1ϊ 2(,· α-1,||/α«(ί, k) - £α(*)||2 +
α=0

+ ω / Σ  l-{4-a)\\ u^t,k)-u{0a)(t,k)\l4t/T,
0 α =  0

де u(t,k) — E(t,k)Ck; u0(t,k), fia(k), Ck - коефіцієнти Ф ур’є век

тор-функцій u(t.,x), «о(<,я), φ«(χ), С(х) відповідно; || · || - евклідова. 

норма векторів. Використовуючи для ω > 0 формулу виділення 

повного квадрата

(В С .С )о - 2Re (b, С)о = (В(С  - В~1Ь ) ,С - Β~4)ο - (S “ ‘ 6,6)0,

із формули (7) для кожного k Є маємо

η — 1

Lk{Ck) = Σ Ρ ^ - α-"(\\la(u(i,k) - иш(1.к))\\2+ Ш к )\\2 -
a=0

ТГ "
- ||/««*М)ІІ2) + Ψ /  χ Ρ (9-β)( Ρ (α)(<,λ·)-ίϊ<Λ>«,Α·)ΙΙ2 +

ο «=°

+ \\rtf\t,k)\f-\\ula)(t,k)\\2)di,

де гіш(і, к) = Е(і,к)С(ш,к),

иш = иш(і,х) = «а.(<Д-)е’(/,-г') = E(t,D)C{u,x). (11)
k£Z>>

Функція Сшк{С'к) досягає мінімального значення

ті — 1

Cfc,min = Y^P{q-a-l)(\\(pam 2 -\\1аиш(і,к)\\2) +
α = 0

Τ

+ Ψ ί  Σ  %Ά"~α)(ΙΙ«οα)(^ ·̂)ΙΙ2 - ΙΙ«Ια)« , k)\\3)dt,
4  η, — Π

при ΐι(ί, k) = Ηω (t , к), тобто при Ск — С(иі, к), яке оцінюється зверху:
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Підсумуємо ці нерівності на множині W . Отримаємо, що функція
η — 1

£ W{C'} має мінімальне значення £u,,min = Σ  — ν?α||ς--α-ι +

η —і

+ ω (|Κ  - u0||2„ - є) < Σ  \W<*\\l-cc-i + ω(||«ο||®,„ - ε) < °° при
<*=0

и =  uw, тобто при С(х) = С(ω,χ).

Покажемо, що иш Є Я ” і ljUu, Є j  = 0 ,1 , . . . , η— 1. Дійсно,

оскільки

т

о «=°
т

< ψ  /  έ  *) - s<e>c<, *)||3 Η- ||«ο(ί, Л)ІІ3)Л  <

о “=0
т п

< ^Cfc.m,n + 1  / έ ϊϊί ,· β)ΙΙί4β,(ί.*)ΙΙ>)Λ ^
о а=0

т

a=0 α=0

то ряд ||ΐίω||2„ = Σ  f  Σ  '̂-{4~0,)\\û‘)(t, k)\\2dt/T мажорується су-
*ЄЙР0 «=0

мою двох збіжних рядів

та

j  Σ  Σ Ϊ2 (," “ " !)ΙΙ6«(*>ΙΙ2 = § Σ  11^11«-«-*
fcgZPa=0 α=0

ψ  Σ  /  Σ  λ2(?" α)ιι«ο“)(<д )іі2 л = 4ΐι«οΐι2,„·
fceE»o α=0

Отже, иш Є Η". Аналогічно

Л3(,_і_1)||/^(<д-)||2 < 2Ρ<’ -·'-1)(||0«ϋ,(ί,*) - ^-(fc)ll3 +

+ ll&WII3) < 2£wfe,ini„ + 2fc2<‘̂ -1>||£,(*)ll2 <
T

< 4 2  fe2(?-“-1)||̂ a(fc)||2 + ψ  [ Σ  ϊ 2(,_β)ΙΙδοβ)(<. *)ΙΙ2Λ.
— η 1 J _ πc*=0 η α=0
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тобто ряд IK/uJIij-j-i - Σ  ^2<f/ J 1)||̂йи,(<Д-)Ц2 мажорується су-
А.-бЗ'’

мою двох збіжних рядів

4 Σ  Σ  Ь2{Ч-а-1]Ш к )\\2 = 4 Σ  |К||2_ а_ ж
k gZ<'«=0 <»=0

та

2ω

Ύ Σ  / Σ * 3(," β)ΙΙδόβ)«.*)ΙΙ2Λ = 2w||«o||*„,

A-eZPfl “-°

а значить, lj ііш G i, j  = 0 ,1 , . . . , η — 1.

Лему доведено і задачу (8) розв’язано. ■

Виберемо тепер множник Лагранжа w > 0 таким, щоб справ

джувалися умови (9). Для цього дослідимо поведінку функції Uw = 

= W{G(w,x)} на півосі ω > 0.

Введемо позначення:

Ζ = diag(5*-\ 5«-2, . . . ,  £>ч~п), фа (х) = σ>-α-\φα(χ) - іа Рщ ), 

ф(х) = со1(^о(*),Ψι (χ ), ■ ..,ф„-і(х)), 

ψ(χ) = εο1(ν>ο(*),νΊ(*)ι· -■-У’п-іМ),
т

= ψ  ί  Σ  Е{і' 0 )І-К1(Г))К{'Л)И(Т, 0 )0*4-°' dT%
J —η

fa (D)=D4~a-4aE (; D )B ;l/2(D), F(u, D) = Σ  fZ (D ) fa (D) +
G = 0

+ u>/„ = F H(D )F (D )+ UIn,F(D)=co\(f0(D )1f l ( D ) , . . . , f n^ (D ) ) .

Лема 2. Функція Цш - невід’ємна на півосі ω > 0, строго 

монотонно спадає (за винятком випадку фа =  0, а  = 0,1, . . . ,  п — 1, 

коли 1(ш не залежить від ω) і задовольняє нерівності εο < Uw < Є\, 

де са > 0 і Єї < оо визначаються рівностями

с0 =  lim Ma)=W+oo = ||(/-P)uo||*n , (12)
U.’ —► -f-oo  ̂’

= lim Wa, =U+ o = ||ifo||2,„ +εο, (13)
û -4+0 ^

причому

<70 - D )S2“ 1/2(£>)i’+(D)^(a-·), (14)

F+(D) - псевдообернена матриця до матриці F(D) [31, 210].
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Д о в е д е н н я . Із формули (11) випливає, що для функції дш = 

= иш — Рио справедливе таке зображення:

дш = E(t, D )B ;1/-(D)F-'(ω, D )FH(Ω)φ(χ). (15)

Оператор Р  є проектором в просторі Н ” на підпростір розв’язків 

рівняння (1). Дійсно, Р~ — Р  і Ри є розв’язком рівняння (1), а також 

Р  - самоспряжений оператор, оскільки

т т

(u,Pv)q,n = (Pu, «),.» = ^ /  f  Σ
о о α,β-0

~ дац(*·*)., В - \ В )Е ^Н (Т,D )D 4*-n9β1(τ: д))
отр > о

х

dtdr.
dta

Отже, оператор І — Р  є проектором на ортогональне доповнення 

підпростору розв’язків рівняння (1), звідки маємо

иш =  ||г<ш  -  « о | | ^ „  =  І М І ; , η  +  | | ( /  -  =  І \ίΙω І \q,n +  ε ο ·  ( 1 6 )

При φα(χ) = laPu о, о = 0,1, .. .,  η - 1, тобто ψα = 0, функція 

{Juj — 0 для всіх ω > 0 і иω = Ри0 та Иш = ||(/ — Р)«о|||,„ = £о 

не залежать від и>. В протилежному випадку (ψα^0) із (15) та 

нерівності Ε~ι(ω·>, D) < F~l (u i,D ) при и>2 > випливає, що 

\\ЯиЖЧ,п < Ili/wJlq.n, або Ци,2 < иші. Монотонність функції иш 
доведено.

Функція </и -> 0 Іірн uj —> + і Х ,  бо 

>1-1

11^1 її,» <Ш 1 X] I Iv̂ a - laPu o||q_(l_l 0
α =  0

при ω —> +oc. Тепер із формули (16) отримуємо (12).

При ω —»■ +0, за означенням псевдооберненого оператора [210], 

маємо

F~ '(u ,D )FH(D) ->· F +(D),

тобто дш -> д0, ии, -4 д0 + Рм0, що дає формули (13), (14). При 

цьому ΙΙίοΙΙ,,η може бути скінченною або нескінченною залежно від 
функцій ν?α(·ϊ), О=0 ,1 , . . . , / І  — 1.

Лему доведено, а

Із лем 1 і 2 випливає, що не для всіх значень є > 0 і ио Є Я ” 

справджуються умови (9), тобто не завжди існує розв’язок задачі 

(1)-(3). Ці дані повинні бути пов’язані між собою залежністю, що 

забезпечує виконання умови Слейтера. Зокрема, при фіксованій 

функції («о Є Я ’’ розв’язок задачі (1)—(3) існує, а «о-нормальний 

розв’язок -- єдиний, тільки якщо число є вибрати не досить малим.

§ 19. Дослідження нелокальнпх задач методом мінімізації 291

Для формулюваня і доведення теореми існування та єдиноєті 

розв’язку задачі (1)—(3) запишемо формули

uSa = Pw0, ие = Ри0 + дш. , и‘ 1 = Рио +£о, (17)

І |« «o|L„. = εο, 11« «о 11; η — £о + і \ίίω€ llq,n 11« «о 11;, η Єї.
(18)

*(«*) = Σ  (ll^H^-j-1 - IIOu+ll?-j-i) +
.1=0

»-1 ( IIO“ lll?- j- l, коли ε =  £ο-

+ 52 i ̂ \\l:juu \\2cl_ j_ l , коли ε0 < ε < ε ι ,  (19)

j-° І, 0, коли ε = ει,

«+ = E ( i,D )B ;l/2(D )F+(D)Z<p(x), 

щ = E (t ,D )B ;l/-(D){B-l/-(D)b2(x) - F +(D)Z^(x)), 

uu  = E ( t ,D )B ;1/2(D )F-1(oJ^ D ) ( B ;1/2(D)b2(x) - F+(D)Z<p(x)).

Теорема 1. Якщо ε < εο, то задача (1)~(3) не мас розв’язку.

Якщо Єо < ε < Єї, т о розв’язок и! задачі (Ї)-(З) існує, єдиний і 

має вигляд (17), при цьому справедливі рівності (18), (19), де шс - 

розв’язок алгебричного рівняння Uu, =  ε.

Якщо ε > ει, то задача (1)-(3) має розв’язки

ис = «£і + υ, (20)

де ν (1М|д„ < є — ε\) - розв’язок однорідної задачі (1), (2), тобто  

задачі L(d/dt, D)v — 0, lav = 0, α = 0 ,1 , . . . , η — 1. Серед розв ’язків 

(20) існує єдиний щ-нормальний розв’язок ис = ис 1, 11αε — «o||g,„ = 

= εχ. Якщо оператор F(D) має обернений, то розв’язок ис задачі 

(1)-(3) - єдиний, є розв’язком задачі (1), (2) і має вигляд

и£ = E(t, D )B ;1/2(D )F-1(D)Zv>(x), Ції* - «о||*п = ει. (21)

Зауваження І. Розв’язки однорідної задачі (1), (2) мають вигляд 

« = E(t, D )E J1/2(D)(/ - F+(D)F(D))q(x), 

де 7(χ·) - довільні періодичні вектор-функції.

Д о в е д е н н я .  Нехай ε < εο = ||(/ - ·Ρ)«ο||,,„· Тоді жоден 

елемент із кулі ||и —«оІІ^п 5: ε не є розв’язком рівняння (1), оскільки 
оператор Р  є проектором в просторі Я," на підпростір розв’язків 

рівняння (1) і розмір кулі у/Е - менший, ніж відстань ||(/ - P)«o||9,» 

до цього простору елемента «о- Задача (1)-(3) розв’язків не має.
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Нехай £о < є < Єї; тоді рівняння = є має згідно з лемою 2 

єдиний розв’язок ω£, причому ωε =  0 при є = Єї, = +оо при є = Єо;

0 < w£ < +оо при Єо < є < Єї і ие =  P uq + дШі, де дш визначається 

формулою (15), дш —> 0 при ω —► +оо, дш -* до при ш —► +0. Звідси 

випливають формули (17).

Оскільки іг — «о = Уш. + (Р — /)«о і доданки ортогональні 
в просторі # ’*, то з формул (12), (13) отримаємо рівності (18). 

Безпосередньо перевіряється справедливість такої рівності:

η - 1 η — 1

Σ ΐ Μ - * * , · - ι  = Σ  (ΐΙ0(«-«+)ΙΙ^·-ι+ΙΙ^ΊΙ^·-ι-ΙΙ0·«+ΙΙ^·- ι)· 
;/■= 0 ;,= 0

Підставимо в цю рівність функцію м — и‘ . Отримаємо формулу

(19), оскільки гг° — и+ = щ, )г‘ — м+ = и;£міг і /j(u£l — н+) = 0,
1 = 0,1,. . .,7і - 1.

Нехай тепер Є > с і ; тоді рівняння Цш — є не має розв’язку. 

Умови (9) виконуються тільки при ω = 0, тобто треба розв’язати 

задачу мінімізації /(«.) в просторі #'*. Враховуючи, що

F(D )(I - F + (D)F(D)) = (/ - F (D )F+(D))F(D) = 0, 

отримуємо оцінку знизу функціонала 

1{С} = IIF(D)B\/2(D)C(x) - Ζφ(χ)\\1 = \\F(D)B]2/2(D)(C(x) -

- B ; 1/2(D)F+(D)Zv(x)) + (F(D)F+(D) - Ι)Ζφ(χ)\\1 =

= IIF(D )B l2/2(D)(C(x) - b ; 1/2(d)f+(D)Zv(x))\\i + 

+ II(F(D)F+(D) - Ι)Ζφ(χ)\\1 > II(F(D)F+(D) - Ι)Ζφ(χ)\\1 

та рівності

сої(/0f , hv, . . . , ,r) = Z~l F (D )(I - F +(D)F{D))q(x) = 0,

col(/o'/u + l0Pu0, l\go + l\ Puo.......ln-igo + ln-iPuo) =

= Z-1 F (D )F +(D)Zip(x) + Z~l (I - F (D )F+(D ))F (D )B ;1/2(D) x

T

X I  Σ  E ^ H( T , D ) D - ^ ~ dr = Z~lF (D )F +(D)Zip(x). 

o “=° T

Звідси маємо, що функції ιιε — gn + Ри0 + v мінімізують функціонал 

/(ii), оскільки 1(ιιε) досягає мінімального значення

l(u£) = ||Z(со1(/о^о + ІоРщиІудо + І\Рщ, . . . ,  /„ — і<7о + Іп-іРщ) +

+ co\(l0v ,h v ,.. .,/„-!»)) - v*(*)llo = ||(F(J3)F+(D) - /)Ζν>(*)||δ,
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І ІК  - «p|J|,n = IK ' - «0 + «|||,„ = / 1  + ІМІ,.»· При υ = 0
норма ||uf — мо||̂ „ досягає єдиного мінімуму Єї, а отже, и = м£| - 

єдиний uo-нормальннй розв’язок. При ||υ||̂ „ < є — Єї отримаємо, 

що ||и£ - «о||^„ < є.

Якщо є > Єї і існує обернена матриця F~1(D), то, очевидно, 

псевдообернена і обернена матриці до матриці F(D) збігаються, а 

отже, функції v в (20) дорівнюють нулеві. Значить, розв’язок и£ 

задачі (1)-(3) - єдиний, зображається формулою (21) і є звичайним 

розв’язком задачі (1), (2), оскільки 1[ис) = 0.

Теорему доведено. ■

Таким чином, розв’язок задачі (1)-(3) в кулі радіуса у/е простору 

Я "  з центром «о існує і єдиний, якщо Єо < є < Єї; «о-нормальний 

розв’язок існує і єдиний при Є > Єї-

Дослідимо тепер неперервну залежність розв’язку ηε від правих 

частин <ри (.г), о = 0 , 1 , -  1, умов (2).

Теорема 2. Нехай є Є (єо,Єі). Тоді розв 'язок и‘ задачі (І)-(З) 

неперервно залежить від правих частин умов (2).

Д о в е д е  іі іі я . Нехай іг . и{ - розв’язки задачі (1)—(3) з правими

частинами <ρα(χ) і 9 .« (х), а = 0,1...... η — 1, ше і ω»£ - відповідні

множники Лагранжа, ф.а (х) = Ζ)'/-" -1(^„α(χ·) - Іа Ри0)· Нехай 

д,ш визначається формулою (15), в якій функція фа (х) замінена на 

функцію ф.а (х) і

Κω = Ии· - д.ш = E (t,D )B ;l/2(D)F~1(u.’,D )F H(D)Z(tp(x) -φ .(χ)),

(22)

Де

ψ.(χ) =  col(v?.o(x')-^.i(J··).......^.n-i(a;))·

За тотожністю Гільберта для резольвент отримаємо

д.и. - У·*. = (u;. - u)gUiU>' , (23)

= E(t. D )B ;1/2(D )F- i (ui,D)F-l (u .,D )F H(D)il’t (x),

Ф-(х) = со\(Ч',и(х), ψ,ι(χ) , . . . , φ,η-ι(χ)).

Справедливі [210] такі оцінки:

η — 1

ΙΙ̂ ω||ς(η ^  ^  ^   ̂ IIψ& α—i ’ IΙί/ίι'.α',IΙς,ϊί. ^  ^  I|//*α',I|(/,η· (24)
α = 0

Нехай ω = ω ε +ω,ω_ = ωε— ω, 6 > 0 - довільне достатньо мале число,

ωε 6
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ТОДІ Є =  ||««- «ОІІ^п > с І е =  1 1 « ^ -  «о||ц „ <  5. Обчислимо норму 

||«»и. — «о І |(/п = |І̂ »ш||діП + ίο = ||ί/ω — %llq,„ + εο > (І |<7ω| І q, η —

π-l г,

— +сц> (̂у/ε  — с о — * 52 ІІУ«~У*о|І0-а-і)  ̂ ) + ζ0
с*=0

і норму

ІКй7 — Ι Ι^ ω Ι Ι^ ,η  ^0 —- {\\g&\\q,n "Ь 11̂ й7І|</,п) ~ “Ь Єо ^

<  (л /£  -  εο + ( ω _1 52 \\<ρα -  a - l ) 17"’ )  +  Єо-
α=0

Виберемо функції ^*α(·τ) так, щоб виконувалась нерівність

ті — 1

52 \\ψα ~ p.all^-c-i < min (w(v/e - ε0 - \/ε - εο)2,
α=0

\/ε — ίο — \/ε — εο)",ω£ό'·/4); (26)

тоді Цм.й - «o||g,„ < ε < 11«.  ̂- ио||^„, а розв’язок и\ при таких φ .α 

існує, єдиний і н* = Де ω < ω ,ε < w, тобто |w,f — о/г| < ω.

Використовуючи формули (16), (22)—(24), оцінюємо норму різ

ниці розв’язків іг і ні:

IIй· — w«||<j,n = Ili/θ'» — У**’., ||(/,» ^  ||να>, 11 qr, »1 + ||//*ш, — 9*u.,\\q,n <
η — 1

< (шс 'У * Ibo ~ 'frn |Iq-n- 1) + Ι^ε — <̂ε | ' l|i/»u’., ||</,n <
a = 0

< (-'Γ1 52 “ ̂ *«llg-«-i)1/J +ωω£_ν ε -  ε0.
a=0

Враховуючи (25), (26), одержуємо

■ с . І і І 1 U/ f 0 ” U/r 1 / ——— — - ,
І» - M.llq,» < -I--^==-u;£ \/ε - £o = ί·

Отже, для довільного числа J > 0 з того, що функції φα — φ+α 

задовольняють умову (26), випливає, що розв’язки ис і «» відповід

них задач відрізняються між собою в просторі # ’* не більше, ніж на 

<5, що і треба було довести. ■

Розділ V

Нелокальні задачі для 
гіперболічних систем рівнянь 
першого порядку

Методом характеристик досліджуються нелокальні як за часо

вою, так і за просторовою змінними задачі для майже лінійних і 

квазілінійних гіперболічних рівнянь і систем першого порядку з дво

ма незалежними змінними. Вивчаються класичні, класичні розривні 

та узагальнені розв’язки, а також питання локальної та глобальної 

розв’язності. Метод характеристик дозволив вказати умови, за яких 

проблема малих знаменників зникає.

§ -20. Коректна постановка задач 
із використанням 
методу характеристик

Аргументацією результатів подальших параграфів служити

муть такі приклади.

Приклад 1. В області П = {(М)|0 < х < 1,0 < t  < Т }  розглянемо 

рівняння

щ + и.х = Lu (1)

з нелокальними умовами

и(х, 0) = а(х)и(х, Т) + Н (ж), (2)

u(O,l) = 0(*)« (U) + MO. (3)
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де αφι:), β(ί), Н (х ), //(<) - відомі неперервно диференційовні функції; 

a (х) ф 0 для всіх х Є [0,/]; β(/) ^  0 для всіх / Є [0,Т]. Мова йтиме 

про існування та єдиність класичних розв’язків даної задачі. Умову 

погодження 0-го порядку між (2) і (3) запишемо у вигляді

rang .4 = rang А , (4)

де А - матриця, складена з коефіцієнтів системи

і/(0, 0) - о(0)и(0, Т) — Я(0),

»(/. 0)-«(/)«(/. Г) = }ЦІ),

(5)
м(0,0) - /?(0)гі(/, 0) = /х(0>, 

υ(ΰ,Τ) - β(Τ)η(1,Τ) = /і(7’)

відносно м(0, 0), ι/(0,7і), ■«(/, 0), «(/, Т); Л - розширена матриця цієї 

системи. Крім того, вимагаємо, щоб

det .4 = 0. (6)

Неважко переконатись, що зі сукупності умов (4), (6) та умов від

окремленості від нуля функцій а(х) і β(χ) випливає, що

rang А = rang .4 = 3.

Очевидно, що всі характеристики рівняння (1) є прямими вигля

ду х — t =  с, де с - довільна константа. Уздовж кожної фіксованої 

характеристики функція «(./:,/) задовольняє рівняння

du
—— — Lu.
dt > ■ ■■·.

А це означає, іцо будь-який класичний розв’язок задачі (1)—(3) можна 

подати у вигляді

л _  ί ( ‘-νμ(ί ~ -t). t > *,
- І  еи ф _ 1)} і < х  (7)

де φ(χ) = u{x, 0) і μ(ί) = ї/(0, <) - неперервно диференційовані функ

ції, що задовольняють умови (2), (3), а також умови погодження 0-го

та 1-го порядків:

m  = μ(0\

та

1μ(0) — μ'(0) — ^'(0).

Введемо поняття траєкторії поширення розв'язку (ТГІР) зада

чі (1)—(3), що починається в довільній, але фіксованій точці межі 

області П. Вона складається з характеристик рівняння (1), на яких
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Рис. 1. Траєкторія поширення розв’язку з початком в (0,0)

розв’язок u(x,t) визначається формулою (7); у точках на дП, де 

відбувається стрибок з однієї характеристики на іншу, розв’язок 

u(x,t) визначається згідно з умовами (2), (3) (рис. 1). Зазначимо, 

що поняття ТПР використовуватиметься як основний засіб розгляду 

більшості задач, що вивчаються в даному розділі.

Розглянемо випадок задачі (1)-(3) за умови, що / = Т. Підстав
ляючи (7) у (2) і (3), отримуємо

μ(ί) = β(ί)α(Τ - t)eLTp(t) + β(ί)ε1ί Η (T - t) + h(t),

(8)
φ{χ) = α(χ)β(Τ — χ)€1'τ φ(χ) + a(x)eLr h(T — ц:) + Η(χ).

Ці співвідношення вказують на те, що:

— усі ТПР задачі (1)—(3) є замкненими;

— для однозначної розв’язності задачі (1)-(3) необхідно, щоб 

виконувалась умова

α(χ)β(Τ - x)tLT ф J , і  Є М .  (9)

Умова (9) свідчить про те, що ті набори вихідних даних а(ж), 

β(ί). L і Т, які задовольняють рівність α(χ)β(Τ — x)eLT = 1, не 

можуть використовуватись для коректної постановки задачі.

Враховуючи щойно отримані необхідні умови, бачимо, що фор

мули (8) гарантують існування єдиної неперервної функції u(x,t) 

на межі t = 0 і х — 0 області П і дають її в явному вигляді. За

значимо, що точка (0.0) при цьому вимагає особливої уваги, тому 

що значення розв’язку в цій точці має відношення до взаємозв’язку 

значень tt(0,0), ti(0, Т), ».(/, 0) і и(І.Т). Цей взаємозв'язок фігурує в
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умовах (4) і (б), які, очевидно, є необхідними для того, щоб одно

значно відновити значення шуканої функції u(x,t) у всіх кутових 

точках і які вказують на те, що система (5) є сумісною, але не ви

значеною. Довизначимо систему (5), враховуючи те, що розв’язок 

задачі поширюється вздовж характеристик рівняння (1). Шляхом 

його побудови вздовж ТПР (з початком у точці (0,0)) за формула

ми (8) отримуємо значення «(0,0). При цьому використовуються 

всі вихідні дані задачі (1)—(3). Отже, до системи рівнянь (5), яку 

повинна задовольняти функція u в кутових точках П, долучається 

ще одна рівність вигляду u(0,0) = С. Тут С  - відома константа,

яка залежить від усіх вихідних даних задачі. Очевидно, що умо

ви (4) і (6) є необхідні для того, щоб однозначно відновити значення 

функції u(x,t) у всіх кутових точках. Так, беручи до уваги (9), з 

рівностей (8) відразу отримуємо

_  β(0)Η(Τ) + /і(0) _  α(0)Ιι(Τ) + Я (0)

μ[ ' ~ 1 - a(T)P(0)eLT ' П  ~ 1 - a(0)p(T)eLT ’

Опираючись на умови (4) і (6), a. саме

det, А = α(0)β(Τ) - β(0)α(Τ) = 0,

rang А = 3 =S· β(0)Η(Τ) + h{0) = α(0)h(T) + Я (0),

маємо, що значення «(0,0) = /«(0) = у>(0) відновлюється однозначно. 

Очевидно, що останнє твердження є справедливим і для и(0,Т), 

u(l, 0), «(/, 7і).

Таким чином, визначивши однозначно функції φ(χ) і //(/), зна

чення яких збігаються в точці (0,0), за формулою (7) отримуємо 

розв’язок вихідної задачі. При цьому, якщо мова йде про неперерв

но диференційовний розв’язок, то очевидною є необхідність умо

ви погодження 1-го порядку: 7μ.(0) - μ'(0) = у?'(0), оскільки будь- 

яке порушення гладкості розв’язку на межі області з необхідністю 

поширюється всередину області вздовж відповідних характеристик 

рівняння. Згідно з умовами гладкості, накладеними на вихідні дані 

a, /jf, її і Я, функції μ (І,) і φ(χ), що визначаються формулами (8), є не

перервно диференційовними на [0,7і]. Запишемо умову погодження 

1-го порядку в термінах вихідних даних задачі (1)—(3):

eLT[P(0)H(T) + /г(0)р '(0 )а(7 ) - β(0)α'(Τ) + β(Τ)α'(0)- 

-β'(Τ)α(0)] = [LH(0) - q'(0)li(T) + a(0)h'(T) + H '(0)- 

-/?'(0)H(T) - Щ 0 )Я (Т ) + /?(0)Я'(0) - Л'(0)][1 - a(T)0(O)eLT].

За цієї умови формула (7) дає класичний розв’язок задачі (1)-(3).
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Зазначимо, що в загальнішому випадку, якщо Т/1 Є Q, то всі 

ТПР є замкненими і наведені вище міркування залишаються в силі. 

Якщо ж Т/1 £  Q, то:

— всі ТПР є незамкненими (нескінченними);

— параметри задачі мають бути такими, що не допускають 

необмеженого зростання розв’язку вздовж ТПР. Враховуючи спосіб 

поширення значень функції u(x,t) в П, отримуємо необхідну умову 

розв’язності задачі (аналог умови (9) для розглядуваного випадку):

[//т]+1
/?((/ - х) mod 71)ciT(t,/Tl+1* f i  α((χ + kT) mod /) ф 1,

k = 1
[T/l] =  0, x Є [0, / -  η];

[ί/Τ]

β((1 - x) mod Т)е/лЧ'/т1 Π  а ((ж + kT) mod І) ф 1,

[T/l\ =  0, kx€ [l-n ,l] ·,

[τ/;]+ι
α((Γ - t) mod /)е,л«т/']+і) Ц β((1 + kl) mod T) ф 1,

fc =  l

[//71 =  0, < € [ 0 , / - * i ] ;

[Τ/1]

a((T  - t) mod /)e/J(tT/']+1) pj /?((/ + kl) mod T) φ 1,

[//T] = 0, t i[ l- x u l} ,

де ( l,n )  та (ж i , 0) - перші сліди ТПР з початком у точці (1,Т) на 

{/} х [0,7і] і [0,/] х {0} відповідно. Під слідами ТПР будемо розуміти 

перетини ТПР з с)П.

Зазначимо, що умова (10) не є конструктивною. А тому для 

подальших міркувань вважатимемо, що замість (10) виконується 

одна з умов:

maxilalPVO+i-sgntT/^ |a |P7i]+i} max{|/j|[i/T]+i-sgn[//T]! щ[і/т]+і}х 
x  t

x e LT([T/t}+[i/T]+i) <  2

(11)
або

mm{|a|P’/,l+1-8gntT/i], |a|tT/,il+1} тіп{|/3|^т +̂1-88П̂ ^ ,  |/?|t,/,T +̂1} x
X t

x e LT([T/l]+[l/T]+1) >  L

Умови (11) i (12), очевидно, носять лише достатній характер.

(12)
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Знову зосередимо увагу на кутових точках області П. Очевидно, 

що для класичної розв’язності задачі (1)—(3) у цьому випадку теж 

необхідно вимагати виконання умови (4). Покажемо, що, крім того, 

необхідною є також умова (6). Зауважимо, що множина слідів ТПР

з початком у довільній точці (x,t) Є δΠ, є всюди щільною на <9П 

(намотування раціонального періоду на коло ірраціональної довжи

ни). Нехай для визначеності виконується умова (11). Розглянемо 

ТПР, яка починається в точці (/,Т) і стартує з деяким значенням 

ио = u(l, Т) невідомої функції и. Послідовність слідів цієї ТПР на 

[0,/] х {7’} позначимо х„ (нумерація йде в порядку появи слідів на 

[0,/] х {Τ'}). Тоді

un = u(xn,T) =  fnu0 +gn, (13)

Де /п і Зп ~ константи, залежні від х„ , α, β, L, Т. Оскільки послідов

ність {*„} є всюди щільною на [0,/] х {Т}, то існує така иідпослідов- 

ність }, Що Нпі х„к = І. Згідно з (11) послідовності {/„„} і {</„*}
к —їо о

є обмеженими. Виділимо з них збіжні підпослідовності і розглянемо 

їх лише для тих індексів, які є однаковими в обох гіідпослідовностях. 

Щоб не нагромаджувати індексів, будемо вважати, що виділеними 

підпослідовностями є {/„„} і {дПк}. Тоді послідовність {«п*}> зада

на формулою (13), є збіжною. Нехай Ііт иПк = «о- Очевидно, що
к—¥ ос

константа «о є апроксимаційною границею функції ф(х) = и(х,Т) 

при х —t І по множині {з:,и }. З існування апроксимаційної грани

ці, взагалі кажучи, не випливає існування звичайної границі. Але 

протилежне твердження справедливе, при цьому звичайна та апрок- 

симаційна границі збігаються. Щоб скористатись останнім фактом, 

покажемо, що функція ф(х), яка будується за вихідними даними за

дачі, є неперервною на [0,1]. Достатньо буде показати неперервність 

функції ф(х) на відрізку [/ — Т,1]. Без втрати загальності розгляне

мо випадок, коли 1 < 1/Т < 2. Тоді функція ф(х) на [/ — Т, І] має 

задовольняти такі співвідношення:

ф(х) = eLTa(l - Т  + χ)β(Τ - х)ф(1 - Т + х ) +

+ενΓβ(Τ - х )Н(1 - Т  + х) + eL‘ h[T -х ), х Є [1 - Г , Г];

(14)

ф(х) = e2LTa(x - Т)о(1 -2Т  + χ)β{2Т - х)ф(1 - 2Т + х) + 

+e2LTa(x - Τ)β(2Τ - x)H(l - 2Т + х) +

+eLxa(x - T)h(2T - *) + eLTH(x - T), x Є [T, І].

Розглянемо відображення ф = Аф, задане формулами (14), на 

множині К неперервних на [/ — Т,1] функцій, що задовольняють
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умову

ф(1) = eLTa(l - Т)ф(1 -Т ) + eLTH(l - Т). (15)

Неважко переконатись, що К є замкнутою підмножиною простору 

С[/ — Т, /], а відображення Л, задане формулами (14), переводить К 

у себе. Справді, якщо ф(х) Є К, то, очевидно, Аф є неперервною 
на кожному з відрізків [/ — Т, Т] і [Т, /] зокрема. Для доведення 

неперервності Аф у точці х = Т розглядаємо обидві рівності з (14) 

при х — Т і беремо до уваги умови (4), (6), (15). Про те, що Аф 

задовольняє (15), переконуємось безпосередньою підстановкою (14) 

у (15). Оскільки К є замкнутою підмножиною повного метричного 

простору С[1 — Т, І] і виконується (11), то в К існує єдина функція 

ф(х), яка є розв’язком рівняння ф = Аф’ і може бути знайдена 

методом послідовних наближень.

Отже, існує звичайна границя функції ф(х) при х —¥ І : 

Ііт ф(х) = «о, яка збігається з апроксимаційною границею uq. Оче-
х —► І
видно, що єдине значення, яке може набувати функція и(х , /) у точці 

(/,Т). визначається за допомогою (13):

lim g„k
_  k —¥OQ________

и° 1 - lim }Пк
k —v со

(знаменник не дорівнює нулю внаслідок (11)). Тоді ТПР з початком 

у точці (LT) зі значенням ио, залишає на [/ — Τ,Ι] х {Т} сліди, в 

яких значення невідомої функції u(x,t) збігаються з відповідними 

значеннями функції Ф(х). Крім того, замикання множини значень 

функції u(x,t), що відповідає всюди щільній множині слідів розгля

дуваної траєкторії на #П, дає неперервну функцію на <911, яка на 

[/ — Т,1] х  {Т } збігається з ф(х). У протилежному випадку, якщо 

в замиканні отримуємо розривну функцію, то внаслідок того, що 

розриви поширюються вздовж характеристик рівняння (1), отриму

ємо суперечність з тим, шо ф(х) є неперервною. Таким чином, функ

ція ιι(χ,ί), задана формулою (7), визначатиме єдиний неперервний 

розв’язок задачі ( І) (3). Єдиність розв’язку забезпечується його по

будовою, а саме необхідністю поширення значень невідомої функції 

уздовж ТГІР.

Підсумовуючи, бачимо, що необхідним]? умовами розв’язності 

задачі (1)—(3) є умови (4) і (6). Крім того, значення функції a(x,t) 

на будь-якій частині межі області П можна визначити лише при од

ночасному залученні нелокальннх крайових умов (2), (3) і диферен

ціального рівняння (1).
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Приклад 2. Розглянемо задачу Коші

щ + их = f(x ,t,u ), 

и(х, 0) = <р(ж),

де ■уг(х) - довільна неперервно диференційовна та обмежена на К 

функція. Якщо мова йде про глобальний (у часі) класичний ров’язок 

задачі (16), то в загальному випадку від функції f (x ,t , її) вимагаєть

ся не більше ніж майже лінійне зростання за змінною її. Як тільки /  

допускає більше ніж лінійне зростання за змінною и, про розв’язок 

задачі (10) часто доводиться говорити лише локально в часі. Для 

прикладу, якщо f(x ,t,u ) = и2, то класичний розв’язок розглядува

ної задачі задається формулою

. ( , ч  = г т Л  m1 — ίφ(χ — t)

Очевидно, якщо ψ > 0, то функція її, задана формулою (17), для

будь-яких (х,І) Є Ші х [0. 7’] є неперервно диференційовною прн

T < (supj. <£>(j.')) і терпить розрив 2-го роду при T > (supx φ(χ))

У даному розділі будемо припускати, що праві частини розгля

дуваних диференціальних рівнянь задовольняють умову Ліпшнця за 

змінною и, тобто допускають не більше ніж майже лінійне зрос

тання.

Приклад 3. Розглянемо задачу Коші для квазілініиного диферен

ціального рівняння

щ -І- иих = 0, (18)

н(х\0) = <р(х), (19)

де φ[χ) - неперервно диференційовна та обмежена на. Е функція. Усі 

характеристики (18) визначаються рівнянням

dx
5Г = «(*. 1).

причому на кожній фіксованій характеристиці рівняння (18) запису

ється у вигляді
du 

ї ї  = '
А це означає, що вздовж будь-якої характеристики функція u(x,t) 

набуває сталого значення. .Тому рівняння характеристики, що про

ходить через точку (0,о), задається формулою

х - о + φ(η)ί,

а функція ιι(χ,ί) дорівнює φ(α) на цій характеристиці.
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Рис. 2. Характеристики рівняння (18)

Розглянемо дві характеристики

х = о-! + <р(оц)1, х = α·> + <ρ(α·2)1,

що проходять через точки (0, а і) і (0, аз) відповідно. Нехай aj < α 2·

Очевидно, якщо функція <р(х) не є монотонно неопадною, то за. 

скінченний проміжок часу ці характеристики перетнуться і в точ

ці перетину розв’язок визначатиметься неоднозначно. Неважко пе

реконатись, що умова монотонного неспадання функції φ(χ) є необ

хідною і достатньою для існування єдиного глобального класичного 

розв’язку задачі (18), (19). При цьому маємо рисунок, складений з 

характеристик рівняння (18) (рис. 2). Стрілка вказує на характер 

монотонності функції 9(·' )·

Міркуючи гак само, в області (Ο,οο) х (0,оо) у випадку мішаної

задачі для рівняння (18) з умовою (19) та умовою

и(0,0 = /*(<). (20)

де φ(χ) і n(t) - додатні неперервно диференційовні та обмежені на

[0, ос) функції, отримуємо, що необхідними і достатніми умовами іс

нування єдиного і’лобального класичного розв’язку задачі (18)—(20) є 

такі: <р{х) - монотонно несиадна на [0, +оо) функція; /i(t) - монотон

но незростаюча на [0, +оо) функція. Умови додатності функцій φ{χ)
і μ(Ι) є умовами коректної постановки задачі (18)—(20). У випадку, 

коли хоча б одна з них не виконується, задача стає перевизначеною 

(одна з умов (19) або (20) стає зайвою).
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§ 21. Майже лінійні гіперболічні 
системи

21.1. Нелокальні умови за часовою змінною

В області П = {(x,t) : 0 < х < 1,0 < t < Т} розглядається система 

диференціальних рівнянь

Uit , t)llix — fi (а*, t) m) , i — 1 , . . . , tl, (1)

<х і ( х ) щ {х , 0 ) +  0і(х)щ(х,Т) +

T

+ J  hij(x,t)uj(x,t)dt = ~ti(x), i e h ,

з умовами

je i i '

cti(x)uj(x, 0) + 0i{x)ui(x, T) +
(2)

(3)

i€/ 2

u,(0,<) = μί(ί), i Є I\,

Ui(l,t) =  Vi(t), i e h ,

де Λ U /-2 = {Ι , . , . ,η} ,  h  Π /2 = 0. Нехай усі \i{x,t) дійсні (що 

забезпечує гіперболічність системи (1)) і занумеровані в порядку 

зростання їх величин, тобто

А і 5: Аз < .. · < Ад; < 0 < Afc+i < < ... < λη, 0 < k < η.

Накладаються також такі умови гладкості: функції А,, /;, а*, /?,·, 

7ij hij і де i. j  = І, . . . ,  п, неперервні за всіма аргументами, а також 

неперервно диференційовні за змінною х\ fi, і = Ι , . , . ,η ,  мають 

неперервні перші похідні за змінною u; μ;, і Є h , та Uj, j  Є h , 

неперервно диференційовні. Відомо (теорема 2.1), що за цих умов 

кожна із задач Коші

^  = -А;(£(г),г), £ (* )=* ,  (4)

де (х,<) Є П, має єдиний розв’язок для будь-якого і Є {1, .. .,п}.  

Позначимо розв’язки задач (4) через u>i(r;x,t). Зазначимо, що вони 

є характеристиками системи (1), а також є строго монотонними за 

т функціями. Таким чином, через кожну точку (x,t) Є П проходить
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п дійсних характеристик системи (1), які можуть бути продовжені 

до перетину з межею П.

Нехай

ή  - h П {1,.. . ,  k}, / f+1 = /,· П {k + 1 , . . . , η}.

Позначимо через U[x,t) найменше, якщо і Є Мі = /* U /£+1, і 

найбільше, якщо і Є Мп — {Ι , . , . ,η} \ М\, значення т, при якому 

характеристика ω,·(τ; x, t) досягає межі П.

Введемо поняття (-Ї траєкторії поширення розв’язку зада

чі (1)—(3), яке допоможе звести дану задачу до системи інтегро- 

операторних рівнянь Вольтерра 1-го роду. Припустимо, що існує 

класичний розв’язок задачі (1)—(3), який набуває значення ио у де

якій точці (xo,to) Є П. Розглянемо характеристику u>j(/.;,го,/о), про

довжену до перетину з сШ у напрямку спадання часової змінної, як

що і Є Мз, і в напрямку зростання часової змінної, якщо і Є М\. Зна

чення функції иі уздовж характеристики u>i(t;xо,ίο) визначаються 

за допомогою г-го рівняння системи (1). Якщо перетин побудованої 

характеристики відбувся з однією з основ прямокутника П, то і-а 

умова з (2) визначає значення іц у протилежній до точки перетину 

точці прямокутника. Остання точка, у свою чергу, визначає нову 

і-у характеристику і значення щ на. ній за допомогою г-го рівняння 

системи (1). Даний процес побудови характеристик є скінченним і 

продовжується до перетину черговою характеристикою однієї з біч

них сторін П, на якій значення функції «,· визначається згідно з (3). 

Очевидно, що отримане в процесі побудови послідовності характе

ристик значення функції «,· у точці перетину з бічною стороною ГІ 

повинно збігатися з відповідним значенням із (3).

Означення 1. Послідовність характеристик, побудована вище, 

називається і-ю траєкторією поширення розв’язку задачі (1)—(3) (і-ю 

ТПР). Перетини і-ї ТПР з г)П називаються слідами і-ї ТПР.

Методом характеристик зведемо задачу (1)—(3) до еквівалентної 

їй системи інтегро-операторних рівнянь. Для цього припустимо, що

аі(х) ф 0, і Є М і; Р і ( х ) ф 0, і Є М2, (5)

і введемо допоміжні функції

<Рі(х) = щ(х,0), і Є Мі; >рі{х) = щ(х, Т), і Є М2;

^ і„\ а ^ х) 5 t  ̂ - , х 7<(*) ґг,

= Ш  а м  = ^ м '  7-м  = Ш : (б)
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7 >(*) ; Μ ' - Ο - ί # ? ;  *«<«·<>-Μ*?8·
«,(*·) ·' Α·(*) ' ο,·(*)

Позначимо через По,·, П/,. П9, множини точок (x,t) Є П, для яких 

відповідно

0 < ti(x,t) < T, LJi(U(x,t);x,t) = 0;

0 < ti(x,t) < T, Ui(ti(x,t);x,t) = /;

tj(x,l) = 0 (і Є M i), ( i(x ,t)—T (і Є Μη).

Інтегруючи кожне з рівнянь системи (1) уздовж відповідної йому і-ї 

ТГІР, отримуємо, що для і = 1 , . . . , η

(

Ui(x,t) = (Riu)(x,i) + J  /і(ші(г;х,і),т,и(ь>і(т\х,і),т)){1т, (7)

t i(x.t)
Де

ρ,·(ω,·(0;χ,<)), ( i , i ) e n #,·, 

( R i u ) ( x , t ) = ^  μί(ίί(χ,ί)), (х , і ) Є П оі, (8)

Vi(U(x,t)), (* ,<)ЄП j,·;

т

7<(·ί') “  5 Z  /  hj(x ,1 )uj(x ,l)d l -  pi(x)(Riu)(x,T), 
it- t J

і Є /f;

j€/i o

ψι(χ) = їі(х )~  Σ  i  h ij(x ,l)u j(x ,t)d t-  /3i(x)(Riu)(x,T),

г е 4 +1;

Λ

ifii(x) - Ji(x) -  У ,  / hjj(x ,t)iij{x,t)dt-ai(x)(R iu)(x,0), 

JV i o

і Є / ? +1;

T

<Pi(x) = li(x) -  J  h j(x ,t)u j(x j)d t-a i(x )(R ju )(x ,Q ),

jeh  o

i e / 2fe.

(9)
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Зворотний перехід від (7) до ( І)—(3) здійснюється безпосередньою 

підстановкою (7) в (1)—(3). Отже, задача (1)—(3) звелась до еквіва

лентної їй системи інтегро-операторних рівнянь (7).

Введемо позначення:

N/(x) = ω,·(Τ; X, 0), і Є М і; Ν,Ηχ) = ω,·(0; *, Τ’), і £  М2; 

Ν?·(0) = 1, і Є /f U / f+1; ΑΓΓ·(/) = 0, i € / 2fcU /2H 1 ;

Arf(x) = Ν[~1(Ν··(χ)), 1 < p < pi,

де p,- — 1 - число слідів на [0,/] x {0} і-ї ТПР, яка виходить з точки 

(0,0), якщо * Є /f, з точки (0,7’), якщо і Є /*+1, з точки (/,0), якщо

і Є /-j+1, і з точки (/,7і), якщо і Є /2. Розглядуване число слідів є 

скінченним, що забезпечується нерівностями

/ +1, 0 < Л,(<) < |А,|.Рі <

.Іо лiW d l

Тут Ai(t) - фіксовані неперервні функції, існування яких випливає з 

умов, накладених на А,(ж,<).

Означення 2. Вектор-функція u(x,t) = (u\,... ,u„) називається 

кусково-гладким розв’язком задачі (1)-(3) в області П, якщо вона 

неперервна в П і якщо П можна розбити на скінченну кількість під- 

областей, у кожній з яких u(x,t.) є класичним розв’язком задачі (1)-

(3).
Очевидно, що кусково-гладкий розв’язок може мати скінченну 

кількість розривів 1-го роду похідних 1-го порядку. Розглядати

мемо розв’язки, які можуть мати розриви на характеристиках, що 

виходять з точок (JV?'(0), 0), і Є 11; (N?‘ (/), 0), і Є /£+1; (N?'(0),Т), 

i e l 1 +lA N f '( l ) ,T ) , ie I
Введемо позначення:

Λ = ехр{Т max|A'J},
l,X tt

inax{pfe ,Pfc + i }

4l =T n(h  + Lp) P  + TLn ,
p=0 

тах{рі,рі+і }

qn = nTA(h + AC) 5 1  + ηΓΛί7·

p=0

Теорема 1. Нехай виконуються умова (5), усі припущення 

щодо гладкості функцій А;, /,·, а,·, /?,·, 7і, /),·,, μ,·, і/,·, а також умови:
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1) умова Ліпишця функцій fi за змінною и:

І fi(x-,i,u(1)) - fi(x ,l, u(2))| < |н}1) - u]2)|, i = Ι , . , . ,η ,

3 = і

de L - деяка константа, що не залежить від x, t, и;

2) I//J < С, і =  Ι , . , . ,η ,  V (.i' J ) Є П, Vu:|u|<oo;

3) щ <  1, і = 1 , 2 ;
4) умова погодження 0-го порядку:

т

о і(0)р і(0) + &(0)μ4{Τ) + Σ  [  М 0,l)Hj(t)clt =  7,(0), і Є h ,

■іє-h о 
т

c*i(i)MQ) + ІМПМТ) + Σ /  hij(l,t)uj{i) с// =  7,·(/), » Є / 3.
j€h о

Тоді задача (1)-(3) в області ГІ має єдиний кусково-гладкий 

розв ’язок.

Д о в е д е н н я . Використовується принцип стискуючих 

відображень. Нехай

t

Vi(x. t) = (R,u)(x, t) + I fi(wi(T\ x,t),T,u)dT, i = 1.......n. (10)

t,(x ,t)

Визначимо функції <Pi(x), i = Ι , . , . ,η ,  що входять у (10), через μ,(ί),

і Є ї ї ,  та Vjit), j  Є 1·>· Використовуючи (5), (7), (8), (10), отримуємо

т

<Рі{х) =  Sf [ті(л-) I  hij(x,t)uj(x,t)dt - f3i(x)m(ti(x,T)) -

-Д-(;<··) /  /і(и;,-(<;а:,Т),<,м)с/<],

М*,Г)

лг?(0) < * <  < +1(0), p = 0 , . . . , p j - l ,  і Є /{·'; 

т

<Рі(х) -  Sf [т,(ж) -  І l > i j ( x , t ) u j ( x , t ) d t  -  0 i ( x ) i > i ( t i ( x , T ) )  -  

■іе 12 о
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-/М*) J  f i ( u i { t ; x , T ) , t , u ) d t ] ,

ti(x ,T)

Ni (І) <  * < Л ^+1(/), р =  0, . . ,,Рі -  1 , і є /2*+1; 

т

Рі(*) = -Sf 7.(і') _  X] /  h j(x ,t)u j(x ,t)d t - ai(x)pi(ti(x,0)) - 
І Є / і  ^

т

- a i i ( x )  J  f i ( u ) i ( t \ x , 0 ) , t , u ) d t  ,

t,(x, 0)

JVf (0) < а: < iVf+1(0), р = 0.......р,· - 1, і Є /*+1;

Т

φ{(χ) =  ,S'f [^(х) - X  /  hij (x,t)uj {x,t)dt - Qi(x)ui{ti(x, 0)) -

T

- a t j ( x )  J  f i ( u i ( t \ x , 0 ) , t , u ) d t  ,

N [ ( l ) < x < N [ +1(l), p = 0.......Pi — 1, »Є /£ ,

( H )

Де

■Ь',°Л(Х') Рі(г·), *=  Ι , . , . ,η ;

7’

5/ Ρ,·(χ) = 7.(а··) ~ Σ  f  h i ( x ' ι) dt - M x)Pi(u i( 0; i-·, T)) -

J'€/i o 

T

-Д(л·) J  fi(u>i(t;x,T),t,u)dt, г'Є/і';

SlPi(x) = 7.(д) ~ f  hij{x,t)uj(x,t) dt - /Зі(х)Рі(ші(0;х, T)) -
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SjPi(x) =

SlPi(x) =

S?Pi(x) =
Розглянемо простір С(П) з метрикою

/>(t;(1),і№ ) = max|i>^ — i/j2̂ |. (12)
i , x , t

Очевидно, що за умови 4) теореми 1 відображення (10) з урахуван

ням (11) (кожній функції u(x,t) ставиться у відповідність функція 

υ(χ,ί) за формулами (10), (11)) переводить повний простір С'(П) в 
себе. Залишається показати, що це відображення є стискуючим. 

Для цього використовуються очевидні оцінки: 

при р = 0

ρ(υ<1), ц(2)) < Tn [h + ίβ  + L\ р(и^\и^);

при р — 1

р(іМ\ ν(2}) < Τη [(Λ + Щ (1  + β) + 1] р(иМ, u<2>)

і т.д.; при р =  тах{р,}
І

р{υ ^ , υ ^ )  < q\p(û l\ u^).

Оскільки qi < 1, το відображення, задане формулами (10), (11), є 

стискуючим. А отже, задовольняються всі умови принципу стис

куючих відображень, що доводить існування єдиного неперервного 

розв’язку вихідної задачі, який можна знайти методом послідовних 

наближень. Під неперервним розв’язком задачі при цьому розуміємо 

неперервний розв’язок системи інтегро-операторних рівнянь (7).

-βί(χ) j  fi(ui{t;x ,T ),t,u)dt, і Є І2+1;

0

т

ї і { х )  -  5Z f  h ij(x j)u j(x 't)d t - άί(χ)Ρί(ω{[Τ;χ, 0)) 
іє/. { 

т

- 0 і(х) J  ),t,u)dt, і Є / j+1;

і

7і(х) ~ Σ  І l4j(x’ t)uj(x,t)dt - ai(x)Pi(ui(T ; x, 0)) 

jeh  { 

т

- а і(х) J  х, 0), t, и) di, ІЄ І?  ·,

ΞΚΞΓ Рі(х)), і= 1,...,п.
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Для доведення існування кусково-гладкого розв’язку проди- 
ференціюємо (10) формально за змінною

Vis(xJ) = (R'iU)(x,1) - t.);x, t),U(x, t),u)+

+
du>j(r; x. t) rOfi(ші(τ\χ,ί),τ, u)J  Θωί(τ·,χ.Ι) j-

+ Σ

δω i

dfi{uj(r·, x, t), r, u) ditj(uJi(T; x , <), r)

+ (13)

Де

<9ω;

’ cfy?j(w,-(0; x, <)) 9ω,·(0; ж, 0

(я;..о(*,<) =

дші дх

dpi(ti(x,l)) dtj(x,t) 

діі дх

di>i(ti(x, t)) dU(x, t) 

dti дх

t

, (ж, /) £ I V , 

(.Т,0 Є По,·, 

(ж,<) Є Пі,·,

ґ).г
—  = ехр| J  λ'^α>ί(σ\χ,ί),σ) da};

0, якщо ti(x, t) = 0, * = ! , . . . ,  7i,

Oti(x,t)

дх

T

м й к ї » “ р{ /
ί »(*і0

якщо /,(х, /) > 0, і = 1, . . . , λ·,

Г

w k i » “ p{ /
*«0М)

якщо <,·(χ, t) > 0, і =  k + 1, . . . , η;

1

<Pi(x) - S I  [ 7,· (x) ~ Σ  f  >4j(x’ t)uj(x, t) dt - 0i(x)pi(ti(x,T))- 

JCh o 
T

-&·(*) J  fi(vi{t\x,T)\ t, u) dt

l.(r.T)

N?(0) < x < N f+l(0), p = 0.......pt - 1, і Є /f ·
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Тут SfxP(x) =  Р!{х),

-Uj(x,t) + hij(x,t)-
dx J ' dx

β 'Λ χ ^ Γ 'Ρ ά ^  χ,Τ)) -  β ^Ξ^ΡΜ ίΟ ',χ ,Τ ))
T

Шх) J  fi{u i(t;x ,T ),t,u )d t-

dtt —

-βί

o 
T

duij(t; x , T)

Ί0 dx

dfi(uj(t;x ,T ),t,u) 

du>i

+Σ
dfi(oJi(t;x, T),t, u) duj{u>i(t; x, T),t)

dt.
. , d iij дші
J = i

Аналогічно знаходяться похідні функцій <fi(x) для і € { І , . . . ,  п} \ 1 .̂

Розглянемо простір С(П) неперервних майже скрізь в П функцій 

v(x,t) = (« j, . .. ,υη), які можуть мати скінченну кількість розривів 

1-го роду на і-х ТПР, і = Ι , . , . ,η ,  що виходять із кутових точок 

області П і попадають в П. Неважко переконатись, що С'(ГІ) з мет

рикою (12) є повним простором. Покажемо, що відображення, за

дане формулами (13) (кожній функції их ставиться у відповідність 

функція νχ), переводить С(П) в себе і є стискуючим. З формул (13) 

випливає, що функція v,x(x,t) може мати розриви на слідах і-х ТПР, 

що виходять із кутових точок області П, а саме: в точках (Nf (0), 0), 

якщо і Є /*; (Nf(l), 0), якщо і Є Іо+і\ (Nf(0),T), якщо і Є / f+1; 

(N[(l),T ), якщо і Є 12 · Оскільки розриви поширюються вздовж 

характеристик, то функція ViX(x,t) матиме розриви на відповідних 

характеристиках, що виходять із цих точок і попадають в П. Крім 

того, під інтегралами в правих частинах рівностей (13) стоять по

хідні функцій щ, і = Ι , . , . ,η ,  за змінною х. А тому функція v,·*, 

і — Ι , . , . , η , може мати розриви на характеристиках j-ro рівняння 

системи (13), що виходять із точок (JVf(0),0), j  Є / f ; (Nf(l), 0), 

j  Є /·2+1; (Nj(Q),T), j  Є / f+1; (N j(l),T ), j  Є In, і попадають в 
П. Таким чином, область П розбивається на скінченну кількість 

підобластей, у кожній з яких функція vx(x,t) = (νχχ, ... ,vnx) є не

перервною. Для випадку двох гіперболічних рівнянь (п = 2) таких, 

що λι < 0 < А2, ру =  З, р2 = 2, І] = {1}, 12 = {2}, описане розбиття 

матиме вигляд, зображений на рис. 3. Отже, υχ належатиме прос

тору C(n). Крім того, розглядуване відображення є стискуючим,
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Рис. 3. Області неперервності функції vx(x,t)

що випливає з оцінок: при р = 0

М 4 1).'42)) < nTA(h + C + βΑΟ)ρ(

при р — 1

Ρ(4η . '4;“)) < nTA(h + βΐι + С  + βΚΟ + β2\С)р{и£\η<,2))

і т.д. При р = mах{р,}
І

ρ (4 υ .4 2)) < 42 р (4 1), 4 2)).

Оцінки проведені з урахуванням існування неперервного розв’язку 

задачі (1)—(3). Очевидно, що останній є обмеженим на компакті II. 

Знаходячись в умовах принципу стискуючих відображень (</2 < 1 

за припущенням теореми), робимо висновок про існування єдиного 

розв’язку их, який належить простору С’(П) і який можна знайти 

методом послідовних наближень. Еквівалентність задач (1)-(3) і (7) 
дає можливість стверджувати, що розглядувана функція и(х,і) має 

кусково-неперервну похідну по ί, характер і множина точок розриву 

якої збігаються з відповідними властивостями ux(x,t).

Таким чином, доведено існування єдиного кусково-гладкого роз

в’язку вихідної задачі. ■

Зауваження 1. У випадку, коли або /j = { Ι ,. ,. ,η } , або /2 = 

= { Ι ,. , . ,η } , або всі hij ξ Ο β Π , або ж в умовах (2) замість фредголь- 

мівських членів стоять спеціального вигляду вольтеррівські, можна
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легко довести існування єдиного класичного розв’язку задачі (1)·

(3). Як випливає з доведення теореми, для цього досить додатково 

припустити, що виконується умова погодження 1-го порядку. Запи

шемо її для випадку, коли всі /?.,j =  0 в П та 1] = {1 ,. .. ,  Аг}:

a ' ( 0 ) / t i (0)  +  / і ' ( 0 ) М Т )  +  щ ^ [ / 4 ( 0 )  -  / , ( 0 , 0 , М 0 ) ) ]  +

+ ^ Г Т ) Ш Т ) - ΜΟ,Τ,ΗΤ))] = τί(0), і Є /і,

^ (1 )^ (0 )+ β'ί(1)νί(Τ) + д ^ у И ( О )  -/Л/,0,і>(0))] +

+ И ( Л  - М І, Т, ИТ))} = 71(1), І Є І 2,

(14)

де

fi(t) = (p i(t),.. . ,p k{t), uk+i(0,t) , . . . ,  W„(0,/.)), 

//(<) = (■„,(/,t ) , . . . , uk(l,t),i/k+i( t) ,. . . ,u n(t)).

Зауваження 2. Зазначимо, що виконання умови 3 теореми 1 

можна забезпечити, вибравши достатньо мале Т. Це випливає з 

вигляду qi, а також із того, що

ТІ
Ііт Трі < Ііт — ------------ 1- 1 =
т-> о — Т-+0 т

- /  \k(x(t),t) dt
о

=  Й І  -А»(*(Г),Г) + 1 = 1 “  З Д ’ * =

& T w £ v i p )  + 1' і = ‘ +1......"·

Розглянемо тепер задачу (1)—(3) у випадку, коли всі /і;, =  0 в її.

Теорема 2. Нехай виконуються умови 1, 2, { теореми 1, умови 

(5), (Ц ) і всі припущення щодо гладкості функцій A,·, /;, а,, /?,·, 7,·, 

Р і ,  і/і. Тоді в області П існує класичний розв'язок задачі (1)-(3).

Д о в е д е н н я .  Виключно для простоти викладу припускати

мемо, що ї ї  =  { 1 ,... ,  к}. Розглянемо систему (1) як ж-гіперболічну. 

Для цього перепишемо її у вигляді

щ* ~ A (x t)Uit ~ *=  !,·■ ·,« , (15)
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де fi(x ,t,u ) = -fi(x,t,u)/\i(x,t). Характеристиками системи (15) є 

розв’язки задач Коші

dr 1 . .

«  =  - Щ Я І Ї Ї ·  ™  =  і · , = ■

Позначимо їх т = ώ,·(ξ; х, і), і = І , . .. ,п. Нехай хі(х , 1) - це наймен

ше, якщо і Є {1, · · ·, к), і найбільше, якщо і Є {к + 1 ,..., п), значення 
ξ, при якому характеристика ώ,(ξ; x, t) досягає межі 11. Позначи

мо також через Πφι, По, і П/,· множини точок, для яких відповідно

0 < хі(х , і ) < /; xj(x,t) = 0; xj(x,t) — І.
Розіб’ємо задачу (1)—(3) на дві пов’язані між собою задачі

Uі.г T TTUit — м)> * — 1, · · ■ ,к,
A i(x,t)

Qi(x)tti(x,0) + 0і(х)щ (х ,Т) = 7 «■(*), i= l , . . . , f c ,

«i(0, t) = pi(t), i = 1,

J

A,·(* ,/ )

оі(х)щ(х, 0) -t- lJi(x)ui(x,T) = 7i(x·), i = k + 1, · · ■, w. ^
«,(/,/) = ν,·(ί), І = fc + 1, . . . , 77..

Розглядаючи (16) відносно невідомих щ ,.. . ,и к, методом характе- 

ристик зведемо іі до еквівалентної системи інтегро-операторних рів

нянь
X

u,(x,t) = (Riu)(x,t)+  J  ϊί(ξ,ώί(ξ·,χ,1.),η)άξ, і — 1, . . .  ,к, (18)

де

(η  u  _  ί ψί(χί(χ, ^)) (x,t) Є ilifii,
-  I  μ .{ώ.{0. χ Λ )) (χ.,0 є П о і ;

<р,(ж) = .S'f 7,(.c) - 0і(х)рі(ші(О-,х,Т))-
X

-βί(χ) f Μξ^ξ·,χ,Τ),η)άξ], 

N■'(0) <  x  <  N f + l (0 ) , Ρ  =  0 , . . . , Ρ < - 1 ;

X

S-Pi(x) = Іі(х)-&(х)Рі(хі{х,Т))-0і{х) J  Μξ,ώί(ξ·,χ,Τ),η)άξ.
х і (х ,Т)
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Припустимо, ЩО Wfc + 1, . . . ,  м„ - відомі неперервні функції. Пока

жемо рівномірну обмеженість функцій u i,.. ., i ik , використовуючи 

метод послідовних наближень. Побудуємо послідовність наближень 

{«(r)}£Lo = { (м ^ ,. . . ,  «|Я)}^о до розв’язку задачі (16), загальний 
член якої зображається формулою

(,.<’·> = «<υ> + («(!) - « (0)) + (u(2> - Ιί.<1 >) + ... + (u(r) - u(r~1)).

Проведемо очевидні оцінки: при р =  0

max |«|0)| < та х  {1, |Д|} тах|р,,| + т а х  |γ,·|,
і=1 х k t, i х;і=1,...,к

гіри р = 1

т а х  |«<0)| < та х  < 1, ( .тах |Д| ) > т а х  |μ, | +
і = 1 , . . . . А :  І \x\izzl,...,k

+ 1 + та х  \β,\ ) та х  |-γ,·
J  х ,і= 1 ,... ,к

і т.д. Остаточна оцінка для |«,· |

max |«j0)| < Ві т ах  І'/,: | + В-> т ах  |μ,· |, (19)
1 =  1 , . . . ,  А; . г ; і =  1  ,...,к  і ,*

Де
та.х{рк ,рк + І } +  1 ^ р

в‘ = Σ 1
Р = 0  4

і max{pt ,pk+i} + l '

В'> = т ах  ̂  1, ( т ах  |Д|
.г;* =  1 ,...,к

Аналогічно, при р = 0

тах  |«) -  м· Ί < xF ( 1 + т а х  \β(. . . . .  . J 1) - . / 0» 
і=1, ...,к

при р — І

тах  |iii1, - u j0)| < * F y  f  тах іД 
р = 0  х

і т.д. Остаточно,

т а х  Ім^1* -  i4 0)| <  xFB\.
»=ι__fc 1 i i -

B отриманих нерівностях

F  — max |/,Ί·
« = l,...,fc;ui=u}0,,/=l,...,fc
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Продовжуючи цей процес, встановлюємо оцінки
2

m ax К '2) — « і 1*! <  ^ r rn L F КВ\,
1 = 1 ,...,к 1 ' 2!

тах |і!-3) - и|2)| < ~ n ‘L2FA-Bf,
г — 1у...,к о !

де А = тах тт—г. На основі проведених вище оцінок отримуємо
x,t]i=l,...,k |Л,*|

нерівність

(r) F
іпах |м-г І < В\ тах |-γ, | + В 2 тах |μ,·| + — ехр{п£/ЛВі}, (20)

i=l,...,fc ;с;* = 1 ,...,к t,i L

справедливу для всіх г Є N U {0}. А це свідчить про рівномірну 

обмеженість розглядуваної послідовності. Завдяки умові 4 теореми 

1 функції u ^ (x ,t)  неперервні. Як наслідок, гранична функція u = 

= (u і , . . . ,  «*) є неперервним розв’язком задачі (16).

Аналогічно розглянемо задачу (17) відносно невідомих «fc+i, 

. . . ,« „ .  Еквівалентна їй система інтегро-операторних рівнянь ма

тиме вигляд

/ » ( £ , ώ , · ( £ ;  X, t),u) <■/£, і =  к +  1 ----- - п,

xj(x,t)

(21)
Де

(RiU)(x, о  = (  l)L
[ Vi{uJi(l\x,t)) (x,t) Є Π;;; 

ν?.(·ΐ') = -ST [*/Л-і·) - Д(-і:)'Арі(/;*,7))-
X

-Д(*) J  Λ(ί,ώ<(ί;*,Τ),«)(ίζ],

iV/'(0<x-< iV/'+1(/), μ = 0 ,..., pj — 1;

;Γ

5/Р,(х) = 7і(^)-Д(.г')Д(^(.'.',Л)-Д^) J  /;(ξ,ώ;(ξ;ζ,Τ), «)(/£.

Х і ( х , Т )

Доведемо існування неперервного розв’язку системи (21), викорис

товуючи метод послідовних наближень. Покажемо рівномірну об
меженість послідовності наближень до розв’язку системи (21), вра

ховуючи, що знайдені при розв’язуванні задачі (16), ви

ражаються через «.fc+i,. . . ,  «„ і задовольняють оцінку (20). Отже,

/
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враховуючи на кожному кроці нерівності (20), маємо оцінки 

тах |«{0)| < Яз тах |-у,| 4- Вл, тах |t/,|,
і=& +Ι,.,.,η я?;і=Аг+1,...,п t,t

тах п |«-1) - «<0,| < (/ - х)І'\В2, (22)

тах  |«<2) - м·1 >І < — rrPF^Bl,
i=fc + l,...,n z!

І Т.Д., де

)

inax{/.ifc ,Pk+i } + 11 

)
у \ р

Σ  ,»Й 7  ·/.» = 0 4 '

тах |Л|,

P = L  тах ехр { n.LI тах т-гтЯ] 1 .
x,t,i=k + Ι,.,.,η І А,· І ^ ,r,t;i = l ....fe І А,' І J

У підсумку отримуємо апріорну оцінку розв’язку задачі (17): 

тах |и,| = тах Ііт |м·' <
i=fc + l,...,n »=fc + l,...,n»—юо

Fi
< Яз тах І71І + Я4 тах \і>і\ + —  ехр{ІРпВі}.

x ;*=fc + Ι,.,.,η t ;i=fc + l ,...,n

Оцінок (19), (20), (22), (23) досить, щоб завершити доведення існу

вання неперервного розв’язку задачі (1)—(3). Диференціюючи (18) і 

(21) формально за змінною х і застосовуючи до кожної з отриманих 

систем метод послідовних наближень (для першої задачі відносно 

«1.Г, · · ·, u*.,;, для другої - відносно Uk+ι,χ--- «пі) так, як це роби

лось при доведенні існування неперервного розв’язку задачі (1)—(3), 

доводимо твердження про існування класичного розв’язку. При цьо

му необхідною є умова погодження 1-го порядку (14).

Теорему 2 доведено. ■

21.2. Нелокальні умови за часовою 

та просторовою  змінними

В області П розглянемо систему диференціальних рівнянь (1) з умо

вами

Qi(x)ui(.е, 0) + 0і(х)иі(х, Т) =  7і (ж), і = 1 ,..., п, (24)

(23)
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Нехай функції А,, /,·, о {, /?,·, 7,·, />,J3, Я,, де і, j  = Ι , . , . ,η ,  s = 

=  0 , 1 ,  неперервні за всіма своїми аргументами; А,-(ж, t), і =  1 , . . . , п, 

задовольняють умову Ліпшиця за змінною х.

Для простоти викладу будемо вважати, що 11 =  { 1 , . . . ,  к ) .  Вве

демо позначення:

μ,·(0 = «і(0, t), Ui(t) = «,·(/, t),

/ ^110 · Ьіко &l,fc + l , l &lr»l \
^210 Ь->к0 ^ 2Λ· + 1,1 • &2τι 1

\ 1>п 10 · ЬпкО bn,fc + l , l ^ηηΐ /

Ь= та х  {|^го(<)М6«,т+і (<)!}.t; і; г=к + Ι,.,.,η; /=

di — (111 + l)n26max —- тах |Я ,, |, йг = тах|Д |, (26)
і І det. ЯІ i, і, j х,і

тах{р*, р* + і} + 1

d3 = £  4 , с/4 = тах{с/2, (/™ах{р*’ i>t+l}+1})

р=0

d$ = тах І А,-1 тах 7—7, 
r,t,i x,t,i А,-1

(уз = d\d$, </4 = TLn тах < 1 +
йі</з 

1 — 9і
1 + d{dt\

1 — ї ї . }■

</5 =  d\dAdb, чи =  TLn
d\d3d5

І + і ---- (1 + йз
1 — уз

де B ij( t ) ,  i , j  = Ι , . , . ,η ,  - алгебричні доповнення до відповідних 

елементів матриці Я. Позначимо через D  матрицю, складену з
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коефіцієнтів системи

а, (0)м,(0,0) + Д-(0)«,-(0,Г) = 7, (0), і = 1 ,.. ., п,

,0) + &(/)«,(/, Т) = 7.(0, і = Ι , . , . ,η ,
η η

Y ^b ijo{0)uj(0,0) + '^2bij i{0)uj (l,0) = Н і( 0), і = Ι , . , . ,η ,

j  = 1 j  = 1
П П

X ] 6.jo(T)Mj(0,T) + £  biji(T)iij(l, T) = Hi(T), і = 1 , . . . , η

j= i J=1
(27)

відносно невідомих Ui(xs, 0), ііі(х,,Т), де і =  Ι , . , . ,η ,  s =  0,1, a 

через D - розширену матрицю цієї системи.

Враховуючи введені позначення, зводимо задачу (1), (24), (25) 

до еквівалентної їй системи інтегро-операторних рівнянь (7), де 

оператори Rj діють за формулами (8), а функції (х ) визначаються

формулами

ψ Μ  - 1і(х) ~ 0 i(x)(Riu)(x,T), і =  1.......п. (28)

Означення 3. Узагальненим розв’язком задачі (1), (24), (25) 

називається неперервний в П розв’язок системи (7).

Т еор е м а  3. Нехай виконуються умови 1, 2 теореми 1, умова 

(5) і всі припущення щодо гладкості функцій λ,·, а,·, /?;, 7,·, ,

Ні . Нехай, крім того:

1) Ці < І, і =  3,4;

2) det B(t) ф 0 для всіх t. £ [0, Т];

3) rang D — rang D  = 3η;

4 )ω ι(Τ ·0 ,0 )< ω η(Τ·,1,0).

Тоді в області П існує єдиний узагальнений розв’язок задачі (1),

(24), (25).

Зазначимо, що рівність rang D = rang D забезпечує сумісність 

умов (24) і (25), а тому вона є необхідною умовою існування уза

гальненого розв’язку задачі. Якщо ж rang D ф rang D, то матиме

мо розриви функції u(x,t) щонайменше в кутових точках області

II. Умова 3 теореми 3 забезпечує умову погодження 0-го порядку 

між (24) і (25) (4п значень функції u(x,t) = («χ ,...,«„ ) у кутових 

точках області визначаються 4п рівняннями системи (27) та п рів

няннями системи (1)). Необхідність умови 3 теореми 3 для випадку 

п = 1 обгрунтована на прикладі 1, поданому в §20. Умова 4 вказує на

те, що характеристики системи (1), які виходять із точок (0, 0), (/, 0)

і проходять через область П, не перетинаються між собою в її межах.
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Ця умова не є необхідною і накладається виключно для спрощення 

технічних викладок.

Взявши до уваги умову 2, перепишемо (25) у вигляді

/'■(<) = (Іе, \Ці) Σ № ( * Ь  * = 1.......
j  = 1

1 '

щ^  = <ісі 77(7) Σ ь>і і = k + ι ,. . . ,η ,

(29)

Де
η к

H i ( t )  = H i ( t )  - ^2 l > i j o { t ) u j {0 , t )  -  Y ^ b i j i ( t ) u j [ l , t ) .  

j=k+1 j =1

Згідно з умовою 4 маємо

H i ( t )  = H i ( t ) -

Σ  bijo(t) [^ (Ч ) (0; 0,()) + f  /j(w j(r; 0, t), T, u) d
j=k+i L o

-  Σ  biji(t)\<pj (ujj (0 ;t, i) )  + f  r, u) dr\.
j =i L o J

(30)

Введемо поняття і-ї ТПР даної задачі. Аргументацією для спо

собу введення служитимуть такі міркування. Нехай « і , . . . ,  и,_і, 

и,+і с  відомими неперервно диференційовними функціями. 

Тоді задача (1), (24), (25), в якій умови (25) переписано у вигля

ді (29), стає нелокальною задачею для одного гіперболічного ди

ференціального рівняння відносно функції щ(х,1.). ТІІР останньої 

задачі будується в спосіб, описаний у прикладі 1 з § 20.

Означення .{. і-ю ТПР задачі (1), (24), (25) називається ТПР 

задачі (1), (24), (29) за умови, що « і , . . . ,  «,·_і, «і+і, . . . ,  ип є відомими 

неперервно диференційовними функціями. Перетини і-ї ТПР з дії 

називаються слідами і-ї ТПР.

Д о в е д е н н я  т е о р е м и  3. Доведення здійснюється за 

такою схемою.

1. У припущенні, що «,·. і = Ι , . , . ,η ,  є відомими неперервними 

в П функціями, доводиться існування єдиного набору неперервних 

функцій μ , , і — 1 ,..., к, та Vj, j  = к + 1 , . . . , η. При цьому використо

вується той факт, що значення функції v в II поширюються вздовж 

ТПР. Одночасно встановлюються апріорні оцінки функцій μι та i/j 

через функції щ.
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2. За допомогою отриманих апріорних оцінок доводиться існу

вання єдиного узагальненого розв’язку в П.

Дотримуючись цієї схеми, запишемо спочатку систему рівнянь 

для знаходження μ ,(і), і =  та Vj(t), j  = k +1 , . . . , η. Викорис

товуючи (7), (8), (28) і враховуючи введені позначення (26), функції 

і — 1, . . . ,  п, перепишемо у вигляді

Рі{х) = Sf [7, (ж) - f%(x)pi(ti(x,T))- 

т

-Д-(ж) J  fi(ui(t\x,T),t,u)dt ,

t,(x,T )

jVf ( 0 )  < х <  i v f + 1 ( 0 ) ,  Р =  0 .......... Рі -  1, І =  1 ............к;

(3 1 )
ψί(χ) = Sf [7; (ж) -  0i(x)ui(ti(x,T))- 

т

-βί(χ) J  fi{ui(t;x ,T ),t,u)dt ,

ti(x ,T)

Nf (І) < x < N f+1(l), P = 0 , . . . , P i- l ,  i =  k+ Ι , . , . ,η ,

Де

т 

Si Pi(x) =  7i(x) ~ Pi(x)Pi(ui(0; x, T)) - βί(χ) J  fi(ui(t; x, T),t, u) dt,

0

i =  Ι , . , . ,η .

Позначимо p(t) = (μχ,.. . ,p k,vk+1, .. ,,un), Q - оператор, що діє на 

функцію μ і задається правими частинами (29) з урахуванням (31),

(ЗО). Функції «,·, і = 1, · . . , η, що входять у праві частини формул, 

будемо вважати відомими неперервними функціями в П.

Розглянемо відображення μ = Qp на просторі С'[0,Т] з рівно

мірною метрикою. Покажемо, що дане відображення є неперерв

ним і переводить повний простір С[0,Т] у себе. Необхідною умо

вою справедливості останнього твердження є умова 3 даної теореми. 

Справді, для того щоб функція р, яка визначається формулами (29) 

і (ЗО), була неперервною, необхідно вимагати неперервності функ

цій ψί,ί = Ι , . , . ,η ,  які зображаються формулами (31). Очевидно, 

що необхідними умовами для цього (див. доведення теореми 1) є

α,·(0)μ,·(0) + βί(0 )рі(Т) = 7і(0), і =  1.......А;

а«(0"і(0) + /3,(/)г/,-(Т) = 7, (/), і =  k + 1 , . . . , η.
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Далі беремо до уваги, що функції μ,·(<) та vj(t) зображаються форму

лами (29). Розглядаючи (29) при t = 0 і t = Т, отримуємо ще 2η умов, 

з якими мають узгоджуватись значення μ,·(0), Рі(Т), і =  1 ,..., к, та 

/у,(0), />,( / ’), і — к + 1 ,..., п. А це приводить до необхідності враху
вання всіх взаємозв’язків значень функції u(x,t) у кутових точках 

області Г1, які диктуються нелокальними умовами (24) і (25). Вра

ховуючи це, отримуємо систему алгебричних рівнянь (27), умова 

розв’язності якої - rang D = raug D, є необхідною для неперервності 

p(t).

Проте виникає ще η рівнянь відносно значень функції u(x,t) 

в кутових точках області П. Детально цю ситуацію описано в 

прикладі 1 з §20 для одного диференціального рівняння. Подібна 

ситуація виникає і для даної задачі. Покажемо не. Розглянемо 1-у, 

2-у,... ,к-у ТПР, що починаються в точці (0,0), а також Аг + 1-у,-.. ,п-у 

ТПР, що починаються в точці (/,0). Позначимо через г"1 m-й слід 

г-ї ТПР на межі {0} х [0,Г], якщо і Є {А + 1 ,...,п } , і на межі 

{/} х [0, Т], якщо і Є {1 ,..., А:}. Нумерація слідів іде в порядку їхньої 

появи на розглядуваній межі. Якщо для деякого і Є існує

таке натуральне т , для якого т-п =  0, то і-а ТПР є замкнутою, 

і до системи (27) долучається ще одне рівняння. На відміну від 

рівнянь, що входять у систему (27) і побудовані із залученням лише 

нелокальних умов (24) і (25), останнє записується з використанням 

<-го рівняння системи (1).

Розглянемо тепер випадок, коли для деякого t Є {1 ,... Д·} т™ ф 0 

для всіх m Є N. Це відповідає ситуації, коли і-а ТПР є незамкнутою. 

Покажемо, що й у цьому випадку для однозначного визначення 

функції pi{t) необхідно, щоб значення μ,·(0) диктувалось не лише 

нелокальними крайовими умовами (24) і (25) та диференціальними 

рівняннями системи (1), що породжують замкнуті траєкторії (без 

залучення /-го рівняння системи (І)), ай іншими умовами. У даній 

ситуації можливі два випадки:

1) множина слідів і-ї ТПР є всюди щільною на {0} х [0, Т]. Тоді 

рівняння для знаходження μ(·(0) отримуємо способом, описаним у 

прикладі 1 з §20;

2) множина слідів г-ї ТПР не є всюди щільною на {0} х [Ο,Τ1]. 

Очевидно, що тоді існує хоча б одна точка скупчення цієї множини. 

Нехай d\ = lim r/"*. Якщо d\ — 0 або d) = Т, то прн знаходженні
к-¥0О

рівняння для μί(0) приходимо до випадку 1. Інакше, отримуємо 

послідовність рівностей

μ ί { τ ? η  ) =  /m * μ · ( ° )  +  9 m k - А- =  1 , 2 , . . . ,
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Де fmk і ffLt ~ константи, які залежать від г/", вихідних даних задачі 

та функцій iii(x,t), (.£,/) Є П. Згідно з умовами гладкості, накладе

ними на вихідні дані задачі (1), (24), (25), отримуємо

A*i(di) =  /V.'(0) + 51, (33)

де f 1 =  lini /,}, , ,'/1 = lini !ljn. . При цьому послідовність слідів
А* —f ОО к—¥СО

{—Пік Ч . . . .
т- ) насправді є монотонною, а границя цієї послідовності є одно- 

сторонньою. У протилежному випадку характеристики г-го рівнян

ня системи (1) перетиналися б у межах області П, що неможливо у 

зв’язку з тим, що и - розв’язок.

Завдяки неперервності функції u(x,t) в П та необхідності того, 

що характеристики ί-го рівняння системи (1) не повинні перетина

тися в межах області П, отримуємо необхідну умову на траєкторію, 

що розглядається: вона має бути замкненою. Звідси ж відразу запи

суємо лінійне алгебричне рівняння для знаходження значення μί(άι) 

через вихідні дані задачі та значення функції всередині обла

сті П. Умова 1 даної теореми, а саме: </з < 1, забезпечує існування 

та єдиність розв’язку цього рівняння. Повертаючись до рівняння

(33) і враховуючи те, що / ] < q3, зразу отримуємо μ,·(0).

Отже, у будь-якому випадку отримуємо додаткову інформацію 

(у вигляді рівняння) про значення невідомої функції «, у кутових 

точках області П, яка дається не лише нелокальними крайовими 

умовами, а й відповідним диференціальним рівнянням системи (1). 

Оскільки останнє стосується однаково всіх функцій и,·, і = 1, . . . ,  м, 

то система (1) визначає η додаткових рівнянь на значення функцій 

щ,і = Ι , . , . ,η ,  у кутових точках області П. Отже, умова 3 даної 

теореми є необхідною для однозначної розв’язності задачі.

Повертаючись тепер до відображення Q, покажемо, що воно є 

стискуючим. Дійсно, при р = 0

ρ(μ{1\μί-2)) < с!Л шах \βί\ρ(μ{1'>,μ (2)),
.Ι’ ,Ι

при р = 1

ρ(μ(1),μ (2)) < d i (max І Д'|) 2р(//.(1 >, /i(2)),
Х',1

і т.д. Для довільного допустимого р

ρ(μ0),μ (~]) < <ΐΛΡ(μ{ι),μ {2)),
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де (/з < 1 за припущенням теореми. При цьому справедлива оцінка

. , і п а х  { | / « і | ,  H J  <  
j=k + l, -

І , 1 - І тах ІД', І [тах І Ні | + n(m + l)bTd3 т ах  |/,|1. 
І det, В\ f, j ' І, i r,t,u,і

η
<  тах ■

1 - (/з '
(34)

Отже, рівняння μ — (}μ має єдиний неперервний розв’язок, який 

можна знайти методом послідовних наближень. Виходячи з цього 

та враховуючи (31), отримуємо існування єдиного набору неперерв

них функцій <рі(х), і = 1, · · ·, п. Доведемо тепер існування єдиного 

неперервного розв’язку задачі (1), (24), (25). Для цього розглянемо 

оператор Θ, що діє на функціюu(x, t) за правилом, яке задається пра

вими частинами формул (7) з урахуванням (31), (34). На просторі 

С(П) з рівномірною метрикою оператор 0 є неперервним і перево

дить простір С(П) у себе. Покажемо, що 0 с стискуючим відобра

женням. Використовуючи на кожному кроці оцінку (34), отримуємо, 

ідо при р = 0

р(м(1),«*2*) <T Ln(l+ do) ( 1+ f —̂3· ) p(u^l\ι№),
i ~ <1з,

при р — 1

р(й(1\ й(2)) < TLn(l -І- dn + dl) ^1 + p(l̂ l\ u^ )

i t . д. Остаточна оцінка

p ( i^ \ u ^ )< q 4p ( u ^ ,u ^ )

доводить існування єдиного неперервного розв’язку задачі, який 

знаходиться методом послідовних наближень.

Теорему доведено. ■

Зауваження 3. Сформулюємо достатні умови існування та 

єдиності класичного розв’язку задачі (1), (24), (25). Теорема З 

дає умови існування єдиної неперервної вектор-функції u(x,t) - 

розв’язку системи інтегро-операторних рівнянь (7), еквівалентної 

до розглядуваної задачі. Будемо вважати, що цей розв’язок знай

дено. Очевидно, що тоді відомі функції //,(<), і =  1 Vj(t),

j  = k + 1 , . . . , η, та <λ(·ϊ)> * = 1, · ·., η, які виражаються через вихідні 

дані задачі.

Теорема 4. Нехай функції λ,·, /,·, «і, /?,·. 7;, de i , j  = 1 ,...,п , 
s = 0, 1, неперервні за всіма аргументами, а також неперервно ди

ференційовні за змінною x; fi, і = 1 ,.. .,» , мають неперервні перші 

похідні за змінною u; bij, , Н і , де i, j  =  1 ,..., п, s = 0,1, - неперервно
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диференцгйовні. Нехай виконуються всі умови теореми З, а також
умови:

1) qt < 1, і = 5, 6;

2) μ'(0) - А,-(0,0)^(0) = /,(0,0,^(0)), І =  1.......*;

//(0) - А Ο)φ'(Ι) = / ,(/.о ,φ(Ι)), і =  * + і , . . . , п.

Тоді задача (1), (24), (25) в області П мас єдиний класичний 

розв ’язок.

Зазначимо, що умова 2 теореми 4 є умовою погодження 1-го 

порядку між (24) і (25). Очевидно, що вона не є конструктивною (за 

винятком деяких окремих випадків задачі (1), (24), (25)), тому що 

для її перевірки потрібно мати функцію и в явному вигляді.

Доведення теореми проводиться за такою схемою. Спочатку 

система інтегро-операторних рівнянь (7) формально диференцію

ється за змінною х, а умови (29) - за змінною І. Використовуючи 

принцип стискуючих відображень, доводиться існування єдиного на

бору неперервних функцій р'і(І), і = 1, ·. · Д, та v'j(t), j  =  k + 1, . . . , η. 
При цьому використовується умова гу5 < 1 і припускається, що м,х, 

і — Ι , . , . ,η ,-  відомі неперервні функції. Одночасно встановлюється 

оцінка

1
<

п і а х , . ,k , j= k + i ,...,η{|μίΙ, Κ Ι }  <
(35)

F  + nCd\Tmax |A,| max |м,>|(1 + d-л)
1  — (J5 L x ,t,i x ,t,i

де F - деяка константа, що не залежить від u,·.,·. З урахуванням (35) 

та умови чв < 1 доводиться існування та єдиність неперервно ди- 
ференціііовного за змінною х розв’язку розглядуваної задачі. Ос

кільки функція u(x,i) задовольняє (1), то вона має неперервну по

хідну і за змінною t.

Зауваження Аналіз умови 1 теореми 3 приводить до ви

сновку, що її виконання накладає певні обмеження на величини

T, L, С, Ь, βί. Зокрема, приклад 1, наведений у §20 даного роз

ділу, значною мірою виправдовує цю умову. Зазначимо також, що 

клас задач, охоплюваних даною теоремою, може бути розширений 

за допомогою заміни умови 1 такою:

</,. =  шах ІД |(1 + Fr(\j, fi, bij,, Н і , T, η)) <1 , r -  1,2,
г, x

де Fr, v — 1,2,- деякі додатні константи, що залежать від вихідних 

даних задачі. Виконання останніх нерівностей можна досягнути за 

рахунок вибору досить малих /?,·. У доведенні теореми при цьому 

маємо такі зміни: спочатку доводимо існування і єдиність розв’язку 

и(х, t) у припущенні, що μ(ί) - відома неперервна функція, після чого
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на основі встановлених апріорних оцінок доводимо існування єдиної 

неперервної функції μ(1).

Зауваження 5, Доведена теорема 4 дає можливість розглянути 

періодичну за часовою змінною за дачу для системи (1), тобто задачу

(1). (25),
Ui(x,t) = щ(х,1 + T), і = Ι , . , . ,η ,  (36)

в області Пі = {(x,t) : 0 < x < І, —оо < і  < оо}.

Т еор е м а  5. Нехай в області Пі виконуються умови теореми 

З при βί =  -1, і = Ι , . , . ,η .  Нехай, крім того, функції А і, bijS, Ні, 

fi, де і, j  - 1, .. ., п, s = 0, 1, є періодичними за змінною t з періодом 

Т. Тоді задача (І), (25), (36) в області Пі має єдиний класичний 

розв ’язок.

При доведенні теореми на першому кроці в умові (36) покладе

мо t - 0. Маємо задачу (1), (24), (25) при β(χ) - -1, η(χ) = 0 в 

області П. Існування і єдиність розв’язку цієї задачі гарантується 

теоремою 3. Далі методом продовження по t із урахуванням періо

дичності вихідних даних задачі доводиться однозначна розв’язність 

задачі (1), (25), (36) у будь-якій точці розглядуваної області.

Зауваження 6. Розглянемо нелокальну задачу для системи (1) у 

більш загальній постановці, а саме задачу (1), (25),

П п

У  aij(x)uj{x, 0) + ]Г  flij(x)uj(x, Т) - Уі(х), і - 1, ·. ·, п, (37)

j = 1 J = 1
з додатковими припущеннями

det. β(χ) ф 0, х е  [0,1];

П

rt{x) =  y^/j-i(.t-)oj,(x·) ψ 0, t =  1, . . . , η, і -є [0 ,/], 

і= і
Де

β(χ) =
βη β\2 ■■■ β\η

βη\ βη2 ■ ■ ■ βηι

βj., i , j  =  1 , . . . , η, - алгебраїчні доповнення до відповідних елементів 

матриці β . Це дозволяє переписати умови (37) у вигляді

и ,(ж ,0 )+ ^ ^ ^ и Д а ;,Т )= - і- - ^ /? ] 1( ї )к ( а ; )-  ^  α ^ ( * ) ^ ( ^ ) ] ,

Г’ (Х > Л  ’ j  =  1 « =  1,»5ЙІ

який має структуру умов (24). Використовуючи схему доведення 

теореми 3, можна довести існування єдиного розв’язку даної задачі.
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Не наводячи всіх умов розв’язності задачі (1), (25), (37), які ана

логічні відповідним умовам розв’язності задачі (1), (24), (25), для 

порівняння запишемо такі умови:

е/з =  d і тах
det β

де

10Ί  І+ n~d$ тах  |о,·,·| та х  —  < 1,
«j,* І >·,· І

?4 = тах{</4, г/4} < 1,

і mr TLn r , , i det β π
f/4 = TLn + ----  dH + dx max ---  ,

1 - 9з L і,* І іі IJ

ч\ = <h(ч\ - TLn) + TL11,

тах{р*,р* + 1} + 1

*- Σ M ^ r l )
ρ = 1

Очевидно, що ці умови є жорсткішими порівняно з відповідними 

умовами задачі (1), (24), (25). Це пов’язано зі способом задання 

нелокальних умов за часовою змінною, у кожну з яких входять 

значення всіх невідомих функцій у початковий та кінцевий моменти 

часу.

Зауваження 7. Результати даного параграфа можуть бути пе

ренесені на випадок нелокальних задач для гіперболічних рівнянь та 

систем вищих порядків. Зокрема, в області П розглянемо диферен

ціальне рівняння

u,t - a2(x,t)urf = f(x , t, nx,u t) (38)

(39)

з умовами

w0(x)u(x, 0) + p0( x ) u ( x , T) = 7o(x), 

<*>l(x)ut (x, 0) + p i ( x ) t l t ( x ,  T) = 7! { x)

(40)
«(0, t) = /<(<),

«(/,<) = v(t).

Припускається, що функції α, /, u>,·, pt, ηί, μ , ν, де і = 1,2, є 

відомі та неперервні за всіма своїми аргументами; / , ш\, р і, 71

мають неперервні перші похідні за змінною x; w0, ра, 70, μ, u -

двічі неперервно диференційовні функції. Нехай також a(x,t) ф 0, 

/?о(х) ф — и>о(х), і виконується умова погодження 0-го порядку:

ω ο (0 ) μ ( 0 )  +  ρο(0)μ(Τ) =  7 о (0 ) ,

«о(/И0) + ро(/МТ)=7о(/), Mn
ω 1(0)|ΐ/( 0 ) + / » ι ( 0 ) / ι ι ( 7 ’) = 7 ι ( 0 ) 1 141J

ω ι(1)ν’(0) + ρ1(1 ),/(Τ )= Ί ι (1)\
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Зведемо задачу (38)-(40) до нелокальної задачі для системи двох 

гіперболічних рівнянь 1-го порядку. Для цього введемо нові функції

«і(х,<) = Ut + aux, u2(x,f) = Ut - aitx. (42)

Враховуючи (39), отримуємо, що

t

Ίο

ро + Wo

І 4 \ Ро ί «1 + « 2  .. . / И 1 + « 2  , .

“ (*>*) = ~Г  "V 7 / — о-сН+ / — о-dr +Ро + wo J  і  J  І
о о

якщо ро(х) ф -ω0(χ), І

т
f  U\ — u*> ,,

u(x,t) = μ(1) + J  —

0

якщо />о(я) = —u;o(̂ *). Задача (38)—(40) при цьому переписується у 

вигляді

Mu - a(x,t)uix = /і(х‘,< ,« і,«2), ,43>

U2t - a (x ,i)u2x = / 2(x ,< ,u i,«2); 

^ Ц І ( « 1(* ,0 )- и 2( * ,0 ) ) + - ? ^ ( и 1(* ,Т )- і.2(*,Г)) =
α(χ,ϋ) α(χ·,7)

T
ω'0(χ)ρ0(χ) - p'0(x)u>0(x) f  Щ +_«2о . / ,  λ , «0(*)Ро(*) - Ρ0(*)ωο(*) f

= 2ι»(ί) + — №w + .„ w — J
ωι(χ)(ι<ι(χ,0) + u2(x,0)) + pi(ar)(ui(x,T) + n2(x,T)) = 27i(x);

(44)

tii(0,<)+ u2(0,<) = 2μ'(ί), .

гц(/,<) + «2(/,<) = 21/'(<),

ДЄ T

/ і ( * , І ,« І ,» 2 І  =  / ( * . < ,— J   f  Ul t  U2 dt +
'  Po+Uo J  2

o

t

f  «1 + U2 . «1 -  «2 «l + «2\ . , , « l -  «2 - , „
+ J j— ) +(-1) 1 -jj-. . = 1,2.

0

Неважко переконатись, що задачі (43)—(45) і (38)-(40) є еквівалент

ними.

Аналогічні задачі отримуються, якщо замість умов (40) розгля

дати крайові умови 2-го або 3-го роду.
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Якщо умови (39) замінити нелокальними умовами вигляду 

ai(t)u(0,t ) + 0i(t)n(l,t) + σ,·(<)ΐί*(0,<) + Si(t)ux(l, t) =  hi(t), i = 1,2, 

то заміна (42) переводить їх у рівності

д а , » · ' 0· ' ) - " ’ *0. 0 ) + $ > , < < , « ) - м и »  =

— 2 hi(t) +
a i ( t )p o (0 )  

р о (0 )  +  и,'о(0)

1

j [ u  ι(0,ί) + «з(0, <)) dt-

+

І

Осі {і) J  {ul (0,r) + u2(0,r))dT+

о
т

J  (« і(/ ,0  +U2(l,t))dt-
0i(t)po(l) 

Po(l) + ωο(Ζ)

f

-βι(ί) J (щ(1,т) + u2(l,r))dT.

Отже, кожна з описаних задач для гіперболічного рівняння 2-го 

порядку (38) зводиться до однієї з наведених вище нелокальних задач 

для гіперболічної системи 1-го порядку. Щоб не повторюватись, 

запишемо лише деякі умови розв’язності задачі (38), (39), (40):

1 , і , 2 qі =  ---max|r| <1 , q? = ------max
1 — q χ 1 - q\

ΡΰΡ\

ra(x, T)
< 1,

ЧЇ =
1 — qi (l-<f)(l - q 0

+ TL i < 1,

Чз = (1 - <7)(1 - q i)
[l,\ + max |.s|j +

q\-TL

(1 - </)(! - q i)
1—  + TL! < 1,

max{pi,p3} 

f/4 =  max|r| ^  dpl0 < 1,

p=0

^11 f , J max{pllpa} + 1q5 = -----max{c/io, rf10
1 — (74 } < 1 .
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Яв
1 - 95

+2TCd9 < 1,

о d\

С + 7 3 Г  + Σ  ^іо(тах |β| + 2 CTd9)] +
У4 р = 0 Г

т ах {р і ,Рз} + 1

1 - 9 4

п іах{рі,р2} + 1

2 Tc/g ^  c/jf, (с/;і тах |s| + С) +

р = 0

+с/п (?б - 2TCf/9)max{£/2,rf,2T,ax{p,''’2l+1}] + 2ТС</9 < 1, 

ро(ж)рі(і·) # о, j-j(ж) ^  0 для всіх ж 6 [0,/],

Де

(/ = 2 тах
ra(x, Т)

, ч _  1 /ω0(χ)Ρι(χ) _  ^і(ж)р0(ж)\

?’і (.є) V а(а:,0) а(х,Т) / ’

, ν w1(.i:)p0(.iO , ui0(«)pi(ar)
П (ж) = -- 7-7̂7— +

φ ·)  =

α(*,Γ) α(*,0) ’

рг(х) ω'0(χ)ρ0(χ) - ρ'0(χ)ω0(χ) 

r(x) po(x)+u>o(z)

dc, = exp{T max Ia' 1}, d\o — d\q, d\\ = d i max —
r,t а

T тах Λ  +1 + тах т—7+1 + тах
L х Ро + Wo •с,( |а| X ,t а

L - константа, з якою функція /  задовольняє умову Ліпшиця за 

змінними u, их, щ \ С  - константа, що задовольняє нерівність

І І  < С  V(x,t) Є П, Vw : max|«j| < оо.
i , x , t

Додаючи до цих припущень умови погодження 0-го та 1-го порядків 

(умова погодження 0-го порядку забезпечується виконанням (41)), 

отримуємо достатні умови існування єдиного класичного розв’язку 

задачі (38), (39), (40).
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§ 22. Квазілінійні гіперболічні системи
22.1. Локальна та глобальна розв ’язність 

у криволінійній напівсмузі

Нехай 7„, s = 0 ,.. . ,  гп + 1, - криві, задані рівняннями x = a,(t), 

де as Є С 1[0,Т\\ α,+ι(ί) > «,(/) для всіх і Є [0,Т]. В області 

Ω7 = {(,·,ί) : α0(ί) < x < am+1(i), 0 < t < Т] розглянемо систему 

рівнянь

иц + Ai(x,t, u)ujx = fi(x, t , u), і = І , . . . ,  η. (1)

Будемо припускати, що всі функції Aj(x ,t,u), fi(x ,t,u) визначені в 

області D jIa = Ω7 x {u : u Є К", ||м|| = max|u,| < Мо}, вимірні та 

обмежені за модулем константами Λ і F  відповідно, де Мо - деяка 

додатна константа. Нехай для кожного фіксованого і Є {1 ,..., тг} 

та s Є {0 ,..., m + і} значення

sgn(Ai(a,(l),t, u) - a's(t))

не дорівнює нулю і не залежить від t, u. Нехай також існують 

невід’ємні, сумовні на [0,Т] функції Λ,·(ί) та F,(i), і = 1,2, такі, 

що при ( ;е і,и *1)), (χ ο ,ί,υ^ )  Є D\i0 майже для всіх ί Є [0,Т] 

виконуються нерівності ·

|А;(жі,*,н*1)) - А,(х2,<,м(2))| <

< Λ і (<) І л;! - х2| + Λ2(ί)||«(1) - « (2)||, І = 1 ,..., п;

(2)

u(1)) - fi(x->,t,u{2))\ <

<  F i ( i ) | i i  -  X ‘>\ +  F 2(<)||«(1) -  M(2)||, І -  Ι , . , . , η .

Будемо вимагати, щоб λι < λ2 < · · · < λη в області D jIo, при

чому, якщо для деякого і Є {1, - - ■,« — 1} існує хоча, б одна така 

точка. (xo,to) Є Ω Γ, що А;(:со, ίο, μ(ί'ο, ίο)) = Α,+ι (χ·ο, ίο, μ(·*Ό, ίο)), то 
λi(x ,t,u) =  \i+l(x,t,u) для всіх (x,t,u) е D\lo.

Позначимо через Aq(L, Т) метричний простір неперервних функ

цій v : Ωτ —> М’1 з рівномірною метрикою, які задовольняють умову 

Ліпшиця за змінними x,t з константою L. Якщо (χ,ί,ν) Є Dm0, то, 

у силу зроблених припущень, в області Ωτ існує єдиний узагальне

ний (за Каратеодорі) (теореми 2.2, 2.3) розв’язок иіі(т; χ,ί,ν) (ха

рактеристика г-го рівняння системи (1), що проходить через точку 

(x, ί) Є Ωτ ) задачі

5г = λ,·(ξ,Γ,«(ξ,Γ)), №  = x, v Є A0(L,T). (3)
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Позначимо через ί,·(;ι·, ί, і/) найменше значення т, при якому харак
теристика ω,·(τ; х, ί, v) досягає межі Ω7 (теорема 2.2).

Для системи (1) задамо початкові умови

Ui(x,{)) = <рі(х), і = Ι , . , . ,η ,  (4)

та нелокальні граничні умови

«  т+1

X  X  bij»(t)uj(a,(t),t) = /i,(i), i = Ι , . , . ,Ν .  (5)
j  =  l  j= 0

Тут функції ifi, bjjt, 1>і є неперервними та ліпшицевими з констан

тами Фі, В х і Я  і відповідно:

\v>i (* i )  -  <̂.'(*2)| < Φι|·ΐ'ι - ж2|, і= 1 ,..

\bij,(h) ~ biJs(h)\ < Βι\1ι - ί2|, i , j  = Ι , . , . ,η ,  s =  0 , . . . ,m + l ;

\hi(ti) - Λ,(ί2)| < #ι|ίι - ί2|, ί =  Ι , . , . ,η .  (6)

Нехай також має місце нерівність

Ф = max 11 v? (а;) 11 < М0 .
в0( 0)<*<ат+1(0)"

Припустимо, що існують такі константи Ло>0 та ?о€(0, тій |(αο(ί) — 

-am+i(i)|], що функції

Ai(x,t, u) - α'0(ί),

Де

і Є І\ = {»|А,-(«о(0), 0, 0) - «[,(0) > 0}, rt0(i) < х < сі0(І) + є0 ,

-A i(x ,t,u) + a'm+1(t),

Де

> Є h  — {*'| ‘ λ,·(α,„+ι (0), 0, 0) + ajn+1 (0) < 0} ,

^т+1 (ί) ^0 ^  X ^  ^m+l(i) ,

набувають значень, не менших за Ло-

Для кожного і Є { Ι ,. , . ,η }  позначимо через Ω7’", Ω ^ ,  Ω ^+1ι· 

множини точок (x,t) Є Ω, для яких відповідно

ti(x,t,v) =  0; 

ti(x,t,v) > 0, u>i(li(x,t,v)-,x,l,v) - a0(ti(x,t,v))· 

ti(x,t,v) > 0, u/i(ti{x, i, v)\x,t,-v) = am+i(ti(x, t, v)).

Для подальших міркувань введемо позначення:

/ = { ! , ·  · ·,η};
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B ( t )

μ;(<) = Ui(a0(t),t), ieh;
Vi{t) = M,(«m+1 * Є h ;

ρι = |Λ|; p-j = \hI;
^ ^ 12! 0 ^Ι,Μ+ρι,Ο ^ l» 2,m+ l ^ 1,І2+Р2 ,m+ l ^

62»!U ·■■ ^2 ,ή+ ρ 1,0 ^ 2 i*2, m  + l ’ · ·  ®2 ,»a+ps ,m + l

\ l>NiiO ^ JV ,ii+pi,0  ^ N ij ,m + 1 ^іУ,і2+ р 2 , т + 1  /

де гі та і■> - мінімальні елементи множин /і та /2 відповідно. При

пустимо також, що ру + р-> = N і

detJ3(<)^0, /Є[0,Т]. (7)

Означення 1. Узагальненим розв’язком задачі (1), (4), (5) нази

вається ліпшицевий розв’язок системи інтегро-операторних рівнянь

t

щ(х, t) = (Riu)(x, t) + /  /i(wf(r; ж, <,«), r, «(ω,·(τ; ж, *, u), τ)) dr,
t , ( x , t , u )

i =  1 (8)

Де

i  v?;(^(0; ж,<,«)), (ж,<) Є Ω£“ , 

(Riu)(x,t) = < Hi(ti(x,t,u)), (x,t) Є Ωοϊϋ.
[  Vi(ti(x,t,u)), ( - M )  Є  , · ;

//,·(<) = Wi(i), * Є h  ; 

і/Д<) = Wi(f), / Є I->;
(9)

iV

ww - ίιΛτττΣ BMt)[hj(i) -£$>«.(*) w m o .o-
' '  j  =  1 / =  1 5 =  1

bjioW W i^oit)^) - Σ  bj'i,m+i(t)Wi{am+i(t),t) 

lel\h l€l\h
t

Wi(x,t) = {Riu)(x,t) + J fi(uii(r\x, t, u), r, u) dr;

t j  ( x , t  , l i )

Bji, i , j  = 1 ,..., N, - алгебричні доповнення до відповідних елемен

тів матриці В.

У просторі Aq(L,T i ), де Т\ Є (0,Т], розглянемо кулю

A(L, Т і, M) = fu  Є A0(L, Ту) : тах||і/ - φ\\ < м\ ,
<- Ωτι J

де 0<М <М о—Ф. Тоді, якщо и Є A(L,T\, М), то ||м||<М+Ф<Мо.

§ 22. Квазілініііні гіперболічні системи 335

Теорема 1. Нехай виконуються всі зроблені щодо задачі (1),

(4), (5) припущення, а також виконується умова погодження 0-го 

порядку між (4) і (5):

n  m -f - 1

Σ Σ 6ύ * (° )^ (η*<0)) = Μ °), (10)
j = 1 ί=0

Тоді для довільної константи М  Є (0; Мо — Ф] можна вказати 

таке Ту Є (0; Xі], при якому в області ΩΤι існує єдиний узагальнений 
розв’язок задачі (1), (4), (5), що належить до /1 (L , Ту, М ).

Д о в е д е н н я .  Позначимо через 5 оператор, заданий форму

лами (8) і визначений на A(L, Ту, М). Покажемо спочатку існування 

таких додатних констант L і Ту, при яких оператор S відображає 

кулю А(Ь,Ту, М) повного метричного простору .4 о ( /,, Ту) в себе і є 

стискуючим. Очевидно, якщо и Є А(Ь, Ту, М), то внаслідок умов 

гладкості, накладених на вихідні дані задачі, функція Su, задана 

формулами (8), є неперервною в Ω7' .

Доведемо спочатку ліпшицевість функцій μ,(<), і Є Іу, та Vj(t), 

j  Є /з, визначивши при цьому величину їх спільної константи Ліп- 

шиця. Для цього, застосовуючи лему Гронуола до почленноі різ

ниці інтегральних рівнянь, якими визначаються характеристики 

u/,-(r; Χχ,ί, и) і ші(т; х2,1,и), а також w,-(r; x,ty,u) і о»,-(г; х, <·_>, «), отри

муємо нерівності

Іω,·(τ; xy,t, u) — w,(r; χ·2, t, u)| < Ь’Іг-! — г-2|,

Iw,-(r; x,ty, u) — ω,·(τ; x, 1,2, «)| < AE\ty - <2| 

ДЛЯ ДОВІЛЬНИХ (а?і, ΐ ) , (x'2,0’ (·Ί-·, < і) , (x, t->) Є ΩΤι, де

Ί\

(11)

Ε = exp [ j  (Ay (r) + M 2(r)) dr

Нехай значення Ту таке, що характеристики

иіі(т-,аі(Ту),Ту,и(ау(Ті),Ту)) та ω<(τ; α,η(Ί\), Ту, и(ат (Т\), Ті))

перетинають пряму ί ~ 0 у межах області Ω7’ для всіх і Є { Ι ,. , . ,η }  

та и Є A(L,Ty, М). Зазначимо також, що в силу ліпшицевості 

функцій функції Bji(t) та det, В (t) також задовольняють умову

Ліпшиця. Спільну константу Ліпшиця цих функцій позначимо через 

В·,· Виходячи з цього, а також враховуючи (8), (10), отримуємо, що 

для будь-яких іу, І2 Є [0, Ті] справедлива оцінка

тах {|μ·ι·(<ι) — μ,·(<2)|, \vj{ty) - Uj(t2)|} < Ly(L)\ty - t2\,
*€/i J біг
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Де

LAL) = N Во тах —;— —г (1 + тах г-г— —τ') + В, 
ν ' t І det, В\ \ t І det В\)

x ^тах|/і,| + n(m + 2)bT\F  ̂+ N В3 ^Нх + Nn(m + 2)Bi(TiF  + Ф)+

+Nn{m + 2)b[(Qx + LQ2 + Ф іE) (max|o.<| + λ) + FTi]] , 

b-  max {|6,>|,|6,то|,|6«,га+і|} . 

гЄ/\/і,/Є/\/2

1

| det B\ '.',77

T, T,

B3 = max | | - 0| max |B ji|,

Qi = J  F i(t) dr, Q 2 = J  Fo(t) dr .

0 0 

Нехай тепер (л\<) Є Ωτ\ и Є A(L,Ti, M). Тоді, враховуючи 

умову погодження (10), маємо нерівність

||(Su)(M) -*(*)|| < (LX(L) + Ф,Л + F)TX .

Таким чином, якщо

(L\(L) + Ф іЛ  + F)T\ < М, (12)

то ||5и — φ\\ < М .

Визначимо тепер величину константи Ліпшиця для функції Sи. 

Для цього розглянемо довільні точки (хі, t), (х2, і) € Ωοί1,!1. Якщо 

ао(<) < x < ao(t) + εο, то згідно з припущеннями

\і(х,1,и) — α'0(ί) >  Λ0 . (13)

Вибираючи значення Ті > 0 таким, щоб виконувалась нерівність

ЛХі < є0 , (14)

забезпечуємо виконання (13) для всіх (χ,Ι,ιι) £  таких, що

х < αο(ί) + ΛΤΐ. 3 того, що (x,t) Є Ω^ι’“ , випливає, що х < а,о(t) + At. 

Враховуючи це, отримуємо, що нерівність (13) виконується в області 

Й 5-  х {к Є Rn : ||u|| < Мо}. Користуючись останнім фактом, гео

метричними міркуваннями та першою з оцінок (11), легко отримує

мо, що існує константа Ло : 0 < Ло < Ло, яка забезпечує виконання 

нерівностей

І<і(хі,<, и) - lj(x2,t, и)| <
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З (15) випливає, що

\ ( S i u ) ( x i , t )  - (S;u)(*2,<)l <

< (Au l (Li(L) 4- F) + Qi + LQn)E\xi — x2\. (16)

Міркуючи аналогічно, таку ж нерівність отримуємо в області 

Ω/,,'+ι ,·· Очевидною є відповідна оцінка в Ω7ι,“:

|(S itt)(x i,i) — (Siu)(x?,t)\ < (Φι -+- Qi 4- LQn)E\xi — .їо| · (17)

Виберемо Ί\ таким, щоб виконувалась умова

А7"і <  ^ тій |ат+1(<) -  а0(<)|. (18)
2 t€[o,T)

Очевидно, що тоді Ωρ,1’11 Π Ω^|“ f = 0. А тому можна вважати, 

що порівнюються значення (.$',·«) у двох точках, узятих в одній 

із областей Ω£;-“ , ή £ ·“ або цього завжди можна досягти

введенням проміжної точки. Із цих міркувань випливає, що функція 

(Su)(x,t) задовольняє умову Ліпшиця за змінною х з константою

L' = (Qi + LQ-, + тах{Ф1Д - 1(іі(/ ,)  + F)))E . (19)

Далі, використовуючи умову (14), маємо, що для будь-яких точок 

(ж,<і), (хЛч) Є ΩΤι (1-і < tn) можна знайти або точку (χι,ίι) Є Ω7'

таку, що .і’і = u>i(tt; х, 1-х,«), або точку (х.\ Л-і) Є Ω7' таку, що х =

= uii(ti; х*і, <2, u). Зокрема, у першому випадку справедлива нерів

ність

| (S ju )( .r ,ii)  -  (Siu)(x, /2)| < \{Siu)(x,ti) -  (Siu)(xi,ti)\ + F\ti -  t2\■

Міркуючи аналогічно в другому випадку, приходимо до висновку, 

що константою Ліпшиця функції Su за змінною t може служити 

F + AI ' . Оскільки Q\ -> 0, Q > 0, E —> І при Ті ->· 0, то виберемо

L >  Е пуах{Ф і ,\о 1Щ  + F), F + \тах{Фі,\о1(Ц  + F ) } } , (20)

L\ = N ІВп тах , 1 ( тах ·|··—·· —  + і)  + Дз] inax
1 I t І det В\ V t І ciet І / J і,t

+NВз \̂НХ + Nn(m  + 2)^Ф + бФ іЕ '^тахІа'І + j .

Таким чином, нерівностей (12), (14), (18), (20) досить для того, щоб 

оператор 5 відображав кулю A(L,T\, М) у себе.

Залишилось показати, що оператор S при досить малому Ті є 

стискуючим. Почнемо з оцінки різниці и>і(т\х,і, и) — ші(т\х , і , у),



338 Розділ V. Нелокальні задачі для гіперболічних систем

де її, ν Є A(L,T\, М). Застосовуючи лему Гронуола до почлен- 

ної різниці інтегральних рівнянь, якими задаються характеристики 

u>i(r; .є,t,u) і Wj(r; x, / , υ), та враховуючи (2), отримуємо нерівність

|w,-(r; x ,ί, u) — u>j(r; χ,ί. t>)| < EQ3 max ||u — t>||, (21)

Де
t ,

Q3 = J  /V2(r) dr .

o

Звідси випливає, зокрема, що при (x,t) Є Π &φ]'υ

|(5,■ « ) ( * ,< )  -  ( 5 , υ ) ( χ , ί ) |  <

<  ( Ф і ^ з  +  E Q 1Q 3  +  L E Q 2 Q 3  +  Q2) max ||ti — ν||
Ω τ ι

(22)

Якщо (x, t) Є Ω ^ ’!,ΠΩη/’” , то, використовуючи схему для отримання
(15), маємо

\ti(x,t., u) - ti(x ,t,v )І < Aq1 EQ3 max ||w - w||. (23)
Ω τ ι

Звідси

\(Siu)(x,t) - (5, υ)(α·, i)| < ( А ^ Е ^ Щ  + F)Q3+

+ EQiQ3 + LEQ2Q3 + Q2) max||« - i>||.
№

(24)

Така ж оцінка є справедливою й у випадку, коли (χ,ί) Є Ω ^ “ ,-П 

П ΩΤι,ν' 1 Г71+ 1 ,ϊ ■

1, нарешті, розглянемо випадок, коли (χ,ί) Є ,u Γ\£ίζ·’ν. При 

цьому x < ao(t) + At. А це означає, що знову можна скористатись 

оцінкою (23). Внаслідок цього одержимо

ti(x,t,v) < Лд 1£ ,Q3max||м — v||.
Ω τ  i

Розглянемо тепер функцію Ші(т\ x,t, u) — α·ο(τ). Із оцінки (21) випли

ває нерівність

<jJi(ti(x,t, v)-,x,t,u) - ao(ti(x,t,v)) < ^ зт ах Ц и , - υ|| < 2M E Q 3 .
Ω τ ι

Отже, якщо 2M E Q 3 < εο, то функція ω,·(τ; x, t, u)-cio(r) при 0 < r <
< ti{x,t,v) є зростаючою, оскільки шіт(т; x, i ,u )-α'0(τ) = A,(£,r,w)— 
—α’0(τ) > ϋ. Звідси

w,(0; χ, t , u) — αο(0) <
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< uJi(tj(x, t,v);x ,t, u) — a0(ti(x, t , v)) < EQ3 max||?t — v||.
ΠΤι

У підсумку,

|(S,·«)(*,*) - (S{v)(x, <)| <

<  ((Φι +  7\ o l ( L i ( L )  +  F )  +  Q i  +  L Q 2)£?Q3 +  Q 2) m a x ||t i - i> | | .
Ω Τ ι

Таким чином, для того щоб оператор 5 був стискуючим, достат

ньо виконання нерівностей

2М EQ3 < εο і

(25)

(Ф і+ Ло !(£ ,(£ ) + F) + Q x+ LQ-,)EQ3 + Q2 < 1,

що досягається за рахунок вибору досить малого значення 7\. От

же, знаходячись в умовах принципу стискуючих відображень, зразу 

отримуємо потрібне твердження: нерухома точка u(x,t) оператора 

5 є розв'язком системи рівнянь (8) і задовольняє умову Ліпшиця за 

змінною І. Доведення теореми 1 завершено. ■

Далі мова йтиме про існування єдиного, глобального за змінною t 

розв’язку задачі (1), (4), (5). Усі припущення, зроблені щодо розгля

дуваної задачі, залишаються в силі. Крім цього, припускатимемо, 

що функції Аі(ж, t, u) та fi(x,t, u), і =  1 , . . . , η, є неопадними за кож

ною із змінних х, « і, · · ·, и„ зокрема (ири фіксованих усіх решти), а 

також Λ < 1.

Позначимо через Co(L,T) підпростір простору Ao(L,T), складе

ний із функцій u Є Ao(L,T), які є неопадними за змінною х. Нехай 

11 П /2 = 0, /j U /2 = /; звідси η = N (у випадку, коли α о (І) = const., 
am+i(t) = const, ця умова виконується автоматично за рахунок при

пущень щодо монотонності А,). Припустимо також, що

f i(x ,t ,u )>  0, i ( z h ;  fi(x ,t,u) < 0, і Є /2; (26)

функції <рі(х), і = 1,--п, неспадні на [ао(0),ат+1(0)]; μ,·(<), * Є Λ,

незростаючі, a i>j(t), j  € /2, неспадні на [0,Т] за умови, що u Є 

Є Cq(L,T). Функції μ, та. uj при цьому визначаються формулами

(9)·
І, нарешті, зробимо ще одне припущення щодо функцій /,·, а саме

\fi(x,t, «)| < М(<ЖІН|), (А, і, и) Є О ^ = Й т х Г ,  і =  ι , . , . ,η ,

(27)
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де М(і) - деяка, сумовна. на [0, Τ’] функція; і > : М+ —> Р.+ - деяка, 
неперервна неопадна, функція, для якої

da
= о о .

І ’(a)

Враховуючи умову (27), а також припускаючи, що

(/ = rrb(m + 2)В3 < 1 , (28)

маємо, що для будь-якого узагальненого розв’язку u задачі (1), (4),

(5) виконується нерівність

і

μι + γ-ί— j  Μ (τ)ψ( тах  ||н(ж, 0)||) с/г, (29)МІ <

и<(Кт

Де

μι = max |ф , γ~— ( 'пах |Л,| + п(т  + 2)6Ф^ | .
П В ;з

Ч

На основі оцінки (29) можна стверджувати, що ||ti|| не перевищує де

якої додатної константи μ, яка однозначно визначається рівнянням

“S w )  = T ^ J mT)dT- (30)
μ 1 0

Теорема 2. Нехай виконуються всі припущення теореми 1, 

умови монотонності, накладені на вихідні дані задачі (1), (4), (5), 
а також умови (26), (27) і (28). Нехай, крім того, F\ {t) =  =

= Лі (і) = Л2(<) = const = Q0,

q = Л0 1 N2B3n(m + 2)6^max|a-| + < 1.

Тоді в області Ω7 існує єдиний узагальнений розв’язок задачі (1),

(4), (5).

Д о в е д е н н я . Оскільки (8) є системою інтегральних рівнянь 

Вольтерра 2-го роду, то єдиність доводиться стандартно: шляхом 

перенесення початку відліку часу в точку <*, яка є нижньою гра

ницею множини точок І, для яких порушується єдиність. Сталість 

кроку 1' при цьому гарантується.

Покажемо спочатку, що звуження оператора S на кулю

C (L , Τι, М) = {« Є C0(L, Ті) : ||u(*,f) - νΦ')ΙΙ < Μ} , T < T ,

відображає її в себе і є стискуючим. Те, що при и Є C(L, Ί\, Μ) 

функція (Su)(x,t) не спадає за змінною х. випливає з того, що при
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сформульованих умовах монотонності кожний із доданків правої 

частини (8) є неопадним за змінною х. Вибираючи L і Ті такими, 

щоб виконувались умови (12), (14), (18), (20), (25), і беручи до уваги 

доведення теореми 1, отримуємо потрібне твердження.

Будемо будувати розв’язок у всій області Ωτ методом продов

ження по t. Виберемо М0 > μ і покладемо Μ  = Μ0-μ. Застосовую

чи теорему 1, підбираємо L1 і Т\ такими, що забезпечують існуван

ня єдиного узагальненого розв’язку в ΩΤι. Далі, якщо Τι < Т , то, 

беручи значення и(х,Т\) за початкове, знову застосовуємо теорему 

1, не змінюючи констант М  і М0, але підбираючи нові константи L2 

і Т-2. Процес п р о д о в ж у є м о  до тих пір, поки не буде вичерпано всю 

область Ωτ . При цьому нерівності для визначення Lk і Ί\ набувають 

вигляду

ΛΪ). < і  ni і η І a0(l) - am+i (t) |, Λ Tk < ε0 ,

(Li(Lk) + Lk-'A + F)Tk < Μ ,

Lk > Lk~l + F + Ag *(1 + A)(F + L\ — qE$i) + 2 ,

‘2MQoTk exp((l + Lk)QoTk) < £o i 

[IA'~ 1 + Λο' ( I t (Lk) + F) + Q0Tk + LkQ0Tk]QoTk +

+ exp((l + Lk)QoTk) + QoTk < 1,

де 1° = Фі. 3 останньої нерівності випливає, що QoTk < 1. Крім 

того, будемо вимагати, щоб TkQoLk < 1. У результаті ехр((1+ 

+Lk)QoTk) < 10. Введемо позначення:

7і = F + A0 l (l + A)(F + L\ — цЕФі) + 2 ,

■» =  - { і  min |αο(ί) — a,„+i(!)|, j ,  , ^ ,

_____________________________ 1_____________________________________________Μ 1

20<Зо[7і + + M 7i))] ’ 2lF + Li(7i)] J ’

• ___________ 1 1

73 1 1 2(Λ + q) ’ ‘20Qo(2 + A^lq) > ’

74 = max jo, _ Φι | .

При L 1 = Фі на k -му кроці побудови розв’язку нас задовольнятиме 

константа Ліпшиця Lk = Ifc-i + 7ι = Φι + А71 та. проміжок часу

Т. = 7з
k 7 4 + Фі + k f i  ’
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які й забезпечують виконання умов теореми 1. Очевидно, що

ОО

Тк = +оо .

к = 1

А це свідчить про те, що існування єдиного узагальненого розв’язку 
задачі (1), (4), (5) в умовах теореми 2 можна гарантувати для 

довільного проміжку часу Т. Теорему 2 доведено. ■

22.2. Локальна розв ’язність у криволінійному 

куті

На задані вище криві 7,,, s — 0 ,1 ,..., m + 1, накладемо додаткові 

умови: «„(О) = 0, as+i(t) > a,(t) для всіх t > 0. При цьому лінія 

задання початкових умов вироджується в точку (0,0), а область 

Ωτ є криволінійним сектором у верхній півплощині площини хОі, 

обмеженим кривими 7о, 7т+1 і прямою t = Т.

В області Ωτ розглянемо задачу (1), (5). Умови, що наклада

ються на взаємне розташування характеристик системи (1) і кри

вих 7,, s — 0 ,1 ,..., m + 1, залишаються без змін. Нехай г + 1 - це 

кількість характеристик системи (1), які виходять із точки (0, 0) і 

проходять через Ω7 , і нехай ці характеристики відповідають коефі

цієнтам Ас , Αί+ι , · ■ ·, Ac+J. (1 < с < ті). Тоді N = η + г + 1. Матриця 

B(t) у цьому випадку матиме вигляд

/ bllO ^l,c+r,0 b l , c ,m + l \

hio ^2,c+r,0 ^2,c,m+l ^2,n,m+l

\ bN  10 · îV,c-fr,0 bN ,c ,m + l ^JV,n,m+l

Будемо припускати, що B(t) задовольняє умову (7).

Означення 2. Узагальненим розв’язком задачі (1), (5) називаєть

ся ліпшицевий розв’язок системи (8), де

( μί(ίί(χ,ΐ,ιι)), (x,t) Є Ω^’",
[R iu )(x ,t)= l

І, Vi(ti (з-’і і, u)), (x,t) Є К̂п + 1,ї!

(31)

μί(ί) = u i(a 0(t),t) = Wi(t), і = 1, 2, . . . ,c  + r;

і/і (і ) = Ui(am+i(t),t) =  Wi(t), і = c,c+ 1, .. ,,η.
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Умову погодження 0-го порядку нелокальних крайових умов (5) 

у точці (0, 0) запишемо у вигляді

rang С  = rang С = п, (32)

Де

'  6 n ( 0 ) 612(0 ) · • 6 i„ (0 ) A i(0 )  ^

c = 2̂1(0) 2̂2(0) • ~bm (0) Λ2(0)

V i>Nl(0) 6jv2(0) ■• bNn( 0) Λ/ν(0) )
т+1

М ° )  = bijs(0) . 
ί=0

Очевидно, що при цьому ύ,-(Ο,Ο), і = 1 ,...,п , однозначно визна

чаються через bijs( 0) і /?,· (0), де i , j  = Ι , . , . ,η ,  s = 0 ,1 ,..., m +  1. 

Константу Μο вибираємо так, щоб Μ о > ||u(0,0)||. Нехай, крім 

того,

q = Νη(ηι + 2)ВзЬ < 1, (33)

1-М я, t, и)| < А , \fi(x,t, u)| < F , (x, t, u) Є D\Io, (34)

Де

b = max {|6ij-,|, |6,-fc0|, |6«,m+i|} ·
«u;*

/c=c+r+ l,...,n

Теорема 3. Нехай функції \i(x,t,u) i fi(x ,t,u) визначені та 

вимірні в області 0 ΊΜα, а також виконуються умови (2), (6), (7), 

(33), (34)· Тоді для довільної константи М  Є (0; А/о — l|w(0,0)||) 
можна вказати таке Т\ £  (0;Т], для якого задача (І), (5) в області 

Ωτ· мас єдиний узагальнений розв’язок u(x,t) Є A(L,T\, М).

Д о в е д е н н я . Доведення проводимо за. схемою доведення 

теореми 1. Оператор 5 задається формулами (8) з урахуванням

(31) і розглядається на A(L,T\, М). Покажемо, що існують такі 

константи L\T\, гіри яких оператор S відображає кулю A(L,T\, М) 

повного метричного простору Ao(L,Ti) в себе і є стискуючим.

Визначимо спочатку величину спільної константи Ліпшиця для 

функцій μί(ί), і = 1 ,..., с + г, та. г/Д<), j  = с, . . . ,  п. Враховуючи 

умови (33) і (34), легко отримуємо оцінку

тах{|/»і|, |іл|} < [та.х|/г,[ + Т\п(т + 2)6f’| = / .  (35)
ij,t 1 — </ L M J
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З геометричних міркувань випливає, що для довільного s Є {0, 

1 ,..., m + 1}

1*1 ~ Ж2І < maxК(<)11<і — <21 > (36)

де а,(<і) = x·,, a.s(/.-j) = хі або «а(/·і ) = хі, а,(із) =  *з· Для будь-яких 

точок (а,(іі), ίχ), (а„(із),із) Є дГЇг> завжди можна знайти точку 

(а ,( іі) ,І2) Є ΩΤι або (а,(і2) ,іі)  Є ΩΤ|. У протилежному випадку 

криві a,(t) не будуть функціями. Тоді, якщо (ая( із ) ,іі) Є ΩΤι, то, 

враховуючи (15) і (36), приходимо до нерівностей:

| і ; ( а а ( < і ) , < ь  « )  -  « ) |  <

<  | < і ( а , ( і і ) , і і , « )  -  і , ( а , ( і г М ь « ) | +

+  | < і ( а , ( і з ) , < 1 , « )  -  І | ( я . і ( < 2 ) , І 2 . « ) |  <

< A ^F m ax  |α'||ίχ - і21 + Лц 1АЕ\і\ - із| =

= Aq 1 max |а' | + |іх — із|,

J  / / (w / (r ;a ,( ix ) , i i ,« )d r-

12

/
«1

<

+

+

//(t*>;(r; «,(/3), <з, u) dr

J  /i(w/(r;a.,(ii),ix,w)cir

( 2

/ f i{ ^ i(r ;a ,( t i)J i,it)d r  4

),*!,«) 

t?

J  f i(u i(r;a ,(ti),ti,u )dr-

I

fi(ui(r-,a,(U),tn;a)dr

J  fi (u>/ (r; a, (i2), І2, «)

ti

t o

J +

(37)
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<

Ь2

І

F  + T i F i F ( l  + І ) ( т а х К |  + а )  + ^ ( т а х К |  + л ) ] | і і  - і 2| · 
\ м  / Лп 4 'i* / j

 ̂2

fi(ui(r\а,(із), і 2. «) dr

F E  ( 

Ао

Оскільки мова йде про локальну розв’язність задачі, то для простоти 

будемо вважати, що
Е < 2 . (38)

На основі нерівностей (33)—(38) для будь-яких іх ,і2 Є [Ο,Τχ] справед

лива оцінка

т а х {|μ,·(<ι) - /і,-(І2)|, k jU i)  ~ ^ (< 2)1} < £ і(І)І< і ~ <2І ,
1 ,з

Де

Li(L ) =  йзЛг(та.х|Ви | + т а х ^ - ^ )  х 

х [т ах\hi \ + n( m + 2)b(f + Т\ F)] +
м

+NB3[H1+n(m + 2)Bl (f  + T1F)] +

+NB3n(m + 2)б[2іЛ0(тах|а',| + Л )(і + тах{|а0|, |а'т+1|) +

+F + 2 (тах |a's | + Λ) (Τχ^(1 + L) + FA0)]. (39)

Далі, міркуючи так, як і у випадку задачі (1), (4), (5), приходимо до 

висновку, що, вибравши досить мале Ті і поклавши Φχ = 0, спільною 

константою Ліпшиця функції Su за змінною х можна вибрати L’ 

(формула (19)), а за змінною у - константу F 4- AL*. Константа 

L\(L) при цьому визначається формулою (39). Остаточно виберемо

L > гпах|л01(І* + F), F + A A ^ I *  + F)| ,

Де

L- ,=B ,n ( т ах  |B,j| + т ах  g j ^ )  т ах  М +

+NB3[Hl +n(m + 2)Bl f}.
Очевидно, що за досить малих Ті і 6 вибрана константа слугуватиме 

константою Ліпшиця функції Su, а оператор S відображатиме кулю 

А(L, Т і, М) у себе.
Умови стискання оператора S встановлюються аналогічно; вра

ховується лише те, що область розгляду ΩΤι розбивається тільки 

на два види підобластей: Ω^1'" і Ω ,^ ’1̂,·. Зазначимо, що у випадку,
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коли N = п (це відповідає ситуації, коли жодна характеристика, яка 

проходить через точку (0, 0), не потрапляє в область ΩΤι), для кож

ного фіксованого / Є {1, ···,»»} і будь-яких функцій и Є A(L, Ті, М) 

область Ω7· є областю лише одного з двох видів: Ω^/’“ або і .

У цих випадках для будь-яких м, v Є A(L,T\, М), (х.і) Є ΩΤι, 

і Є {1, ·. ·,»} справедливою є оцінка (24), де L\(L) задається фор

мулою (39). Якщо ж N ф п, то розглянемо (x,t) Є Q%i’v Π Ω ^ "  г·, де

* Є {c, c -f 1, · · ·, с + »■}. Тоді, користуючись оцінкою (24) та умовою 

погодження (32), отримуємо

\(Riu)(x,t,) - (R,v)(xJ)\ < \(Riu)(xJ.) - ι/;(0)| + |/«,·(0) - (Riv)(x,t)\ < 

< 2A »1EL1(L)Q3\\u-v\\,

\(Siu)(x,,t) - (Siv)(x,t)\ <

< ((Ao 1(2 I1( I)  + F) + Qi + LQ2)EQ3 + Q2)||u - v||.

Остаточно маємо, що достатньою умовою стискання оператора S є 

нерівність

(Aq 1(2Li (L) + F) + Qi + LQ2)EQ 3 + Q 2 <  1.

Таким чином, при досить малих Е\ і і, що визначається відповід

ними нерівностями, які виникають у ході доведення, існує єдиний 

узагальнений розв’язок задачі (1), (5). Теорему доведено. ■

§ 23. Задача для квазілінійного 
рівняння з нелокальними умовами 
за часовою та просторовою 
змінними

Даний параграф присвячено задачі, яка досліджувалась Р. Грині- 

вом та І. Кміть у [324].

В області П = 0 І 0 < .t' < /, 0 < 1 < Т) розглядається не-

класична задача для квазілінійного гіперболічного рівняння першого 

порядку

"t + ( ““τ τ Μ ,>1ί) = Lu (U
γ τ  А '  x 

з нелокальними граничними умовами

и(х, 0) = βη(χ, Т), 0 < х < /, (2)

м(0,/) = bu(l,t), 0 < 1 < Т .  (3)
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Тут A (t) - додатна неперервна функція на [0,Т]; β ф 0, Ь ф 0, 

р ф -1,0 і L - дійсні константи. Рівняння вигляду (1) виникають, 

зокрема, у газовій динаміці [385], у той час як умови (2)—(3) є 

узагальненням періодичних граничних умов.

Нашою метою буде знаходження всіх глобальних розв’язків за

дачі (1)-(3). Зауважимо, що граничні умови є погодженими і допу

скають існування багатьох функцій, що їх задовольняють.

При р =  0 задача (1)—(3) стає лінійною, і методом розділення 

змінних легко встановлюється, що вона має ненульові розв’язки тоді 

і лише тоді, коли β > 0, Ь > 0, і

Т

ί λ(τ) άτ

6 п (/?еіт У = 1.

Якщо остання умова виконується, то всі розв’язки є класичними і 

утворюють одновимірний простір.

Відомо [366, 361], що класично поставлені задачі для неліній

них гіперболічних рівнянь часто породжують виникнення ударних 

хвиль, тобто стрибків функцій-розв’язків уздовж кусково-гладких 

кривих. Сингулярності можуть виникнути за скінченний промі

жок часу навіть при гладких і малих початкових даних, що від

повідає ситуації, коли характеристики однієї сім’ї перетинаються 

(деякі регулярні випадки вивчено в [336]). Інші труднощі можуть 
бути спричинені граничними умовами, заданими на всій межі роз

глядуваної області (коли задача стає некоректно поставленою [205]); 

ці труднощі існують навіть при розгляді задач у малих часових ін

тервалах і стосуються проблеми малих знаменників [294, 11, 9, 284].

Виявляється, однак, що для випадку задачі (1)—(3) ситуація сут

тєво відрізняється. А саме, всі ненульові глобальні розв’язки (якщо 

такі існують) є, при необхідності, класичними і знаходяться в явно

му вигляді.

Припустимо спочатку, що u(x,t) є класичним розв’язком рівнян

ня (1). Тоді характеристики рівняння (1) задовольняють звичайне 

диференціальне рівняння

(їх
Ж  = Ці)\«(*·(/.),/)Г. (4)

Розглянемо довільну фіксовану точку (жо,<о) Є П і характеристи

ку χ(ί) — u)(t;x0,t0), яка проходить через (л;0, <о)- Тоді функція 

u(x(t), t) на цій характеристиці задовольняє рівняння
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а тому
u(x(t),1.) = u(x0,t o)ei(t- 4  (5)

Підставляючи (5) у (4), знаходимо рівняння характеристики 

U)(t\ А’о, io) :

t

x(t) = хо+\и(хоЛо)\р J  λ(т )е ^ т- ^  dr. (б)

<0

Дані міркування мотивують такі означення узагальненого роз

в’язку.

Означення 1. Функція и(х, t) називається узагальненим розв’яз

ком за дачі (1 )-(3), якщо вона є неперервною в П і для довільної точки 

(xo,to) Є П визначається формулою (5) на характеристиці (6).

Зауваження 1. З формули (6) випливає, що кожна характерис

тика рівняння (1) визначається однозначно однією із своїх точок і 

значенням функції и в цін точці. Будь-які дві різні характеристики 

перетинаються не більше, як в одній точці. Якщо, крім того, и є 

узагальненим розв’язком задачі (1)—(3), то будь-які дві характерис

тики, побудовані за цим розв’язком, не перетинаються.

Припустимо, що існує узагальнений розв’язок и задачі (1)-(3) 

із значенням «о в деякій точці (χο,ίο) Є П· За означенням значення 
функції и знаходяться за допомогою формули (5) на характеристиці

t

xn(t) =  xq + K l p J  А(г)єі,,(т_*о) dr.

to

Ця характеристика перетинає межу <9П області П у двох точках, а 

граничні умови (2) і/або (3) визначають значення функції и у проти

лежних точках <9П. Ці протилежні точки з відповідними значеннями 

функції и визначають дві нові характеристики і значення и на них 

згідно з (5) і (6). Цей процес може бути продовжено до нескінчен

ності.
Іншими словами, хо(і) генерує послідовність характеристик 

*„(*). П Є Ζ, в такий спосіб. Припустимо, що Xk(t) вже побудована; 

якщо Xk(t) перетинає сторону t = Т прямокутника П, то покладає

мо ж*+і(0) = xk(T) і tt(x'fe+i(0),0) = 0и(хк(Т),Т). У протилеж

ному випадку існує таке єдине значення і к Є [0,Т], що Xk(tk) — І, 

і покладаємо Xk+i(tk) = 0, u(xk+i(tk)Jk) - bu(xk(tk),tk) ■ Згідно 
із зауваженням 1, характеристика Xk+i{t) визначається однознач

но. Побудова Xk-i(t) за даною Xk(t) здійснюється аналогічно (див. 

рис. 4).
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Означення 2. Послідовність характеристик xn(t), η £  Ζ, побу

дована вище, називається траєкторією поширення розв’язку (ТПР).

Припустимо, що (/). η Є Ζ, є ТГІР, причому жодна з харак

теристик xa{t),xi(t),. . .  ,Xk(t), k > 0, не перетинає сторону x = І 

прямокутника П, і покладемо щ = »(х’о(0), 0). За побудовою

т

JJ,„(0) = * m _ l ( T )  = *т-1 (0) + |«(*m-l(0),0)\Р f  X(r)eLpTdr

о

і

«(*т(0)-,0) = 0и(хт -і(Т),Т) = 0eLTu(xm- № ,O )

для кожного m Є { 1 , . . . ,  к]. Звідси

тг
Xk(t) = *о(0) + |«оГ Σ  (\β\ρ^ ρτ)'η /  Mr)eL>'T dr+

m=0
t

+І«оІ‘'(\0\peLpT)k J  X(r)eLpT dr

(7)

u(xk(t),t) = u.0eLt (0eLT)k. (8)

Аналогічно, якщо жодна з характеристик xo(t) ,x~ i( t ) , . . .  ,x-k(t),
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k > 0, не перетинає сторону х — 0 прямокутника П, то

тг
= * о(0) - \и0\р Σ  W P*LpT)~m /  Kr)eLpTdr-

m =  1 {

T

-|«0ІЧИp'LprYh j  X(r)eLpT dr,

(9)

■u(xk{i),l) = u0eu  (peLT)*h. (10)

Лема 1. Будь-який нетривіальний узагальнений розв’язок за

дачі (І)-(З) не набуває нульових значень в П.

Д о в е д е н н я .  Доводимо від супротивного. Припустимо, 

що існує узагальнений розв’язок и(х,і) і дві точки (xo, to), (x,t) Є П 

такі, що «(жо,/о) ф 0 і ιι(χ,ί) = 0. Тоді за умовами (5) і (6) x(t) = і  

є характеристикою та и(х,1) =  0 для всіх t Є [ОД]. Прийдемо 

до суперечності, довівши, що існують різні характеристики, які 

побудовані за даним узагальненим розв’язком и і перетинають x(t) 

(див. зауваження 1).

Розглянемо спочатку випадок \β\ρε1ρΤ > 1. Зауважимо, що хо і х 

можуть бути вибрані такими, щоб xq < х. Фактично, або u(l,t) =  0 

для всіх і Є [0,Х] і тоді покладаємо x = І, або u.(0,t) ф 0 для всіх 

t Є [0,Т] і тоді покладаємо хц = 0. Крім того, можемо припустити, 

щ о  t.0 = t =  0 .

Побудуємо ТПР з характеристикою хо(і), що проходить через 

точку (жо,0) із значенням и = и(жо,0). Якщо б жодна з характерис

тик xo{t), x i(t) , . . . не перетинала x(t.), то це означало б, що xk(t) < х 

для всіх k > 0 і для всіх ί Є [0,7’]. Останнє неможливо згідно з 

формулою (7). Таким чином, для деякого k > 0 характеристика 

xk(t) перетинає х{і) і за формулою (8) функція и в точці перетину 

набуває ненульового значення.

Якщо \0\peLpT < 1, то вибираємо хо > x, = Т. Розглядаємо 

ТПР x„(t), визначену вище, і доводимо, що деякі з характеристик 

x o { t ) ,  X - i ( t ) ,  ■ ■ ■ перетинають x(t). Лему доведено, в

Наслідок 1. Диференціальне рівняння (1) є строго гіпербо

лічним і довільний узагальнений розв’язок зберігає свій знак в П. 

Оскільки — и є узагальненим розв ’язком: одночасно з и, т о далі роз

глядатимемо лише додатні розв ’язки.

Наслідок 2. Необхідними умовами існування узагальнених 

розв’язків задачі (1)-(3) є b > 0 і β > 0. Відтепер будемо при

пускати, що вони виконуються.
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Продовжимо функцію λ, визначену на [0, Τ'], до додатної непе

рервної функції на всій прямій Ші у такий спосіб, щоб Λ(t)eLpt не 

була інтегровною на ±оо. Для подальших викладок зафіксуємо одне 

таке продовження. Зауважимо, що тоді кожна характеристика x(t) і 

значення u на ній можуть бути визначені для всіх / Є ІР- за допомогою 

формул (5) і (6).

Лема 2. Припустимо, гцо fieLT ф 1. Нехай х0 - фіксована 

точка відрізка [0,/], хі (/) г x2(t) ~ дві характеристики (продовжені 

на всю пряму Ш), які проходять через точки (хо,Т) і (χό,Ο) із 

значеннями функції и, що дорівнюють ιΐχ > 0 і и2 = βιΐ], відповідно. 

Тоді хі (і) і χ·,(ί) перетинаються лише в одній точці (χ*,ί*), де і* 

задовольняє рівність (див. рис. 5)

Т

>' fM r )e L>’T dr
Цг)е^  dT= . (11)/

Д о в е д е  h η я. Значення Ґ  є розв’язком рівняння χχ(ί) =  x2(t) 

або рівняння

« t 

хо + « ї J  A(T)eLp{T~T) dr = + βρηρ J  А(r)eLpT dr.

T  0

Звідси
t '  T

(1 - βρ ε 1 ρΤ ) J X(r)eLpTdr = J X(r)eLpTdr,

0 0 
іцо й завершує доведення. ■

Лема 3. Припустимо, що b ф 1. Нехай tg - фіксована точка 

відрізка [0,Т], Хі (і) і х2(і) - дві характеристики, які проходять 

через точки (0,/ц) 1 (І,ίο) із значеннями функції и, гцо дорівнюють 

иі > 0 і и2 — U\/b, відповідно. Тоді Χχ(ί) і х2(t) перетинаються 

лише в одній точці (x .,tm), де x, = lbp/(b>’ - 1) (див. рис. 5). 

Д о в е д е н н я .  Рівняння а-χ(/) = x2(t) має вигляд 

t t 

и'І J  Х (т )е^- 'о ) dr = l + ( ^ ) PJ  A (r)e^-*o) dr,

і  о

ЗВІДКИ

t

u1; J X(γ) '̂’(τ-'°) dr = ІЬР/(ЬР - 1). (12)
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Рис. 5. Перетини продовжених характеристик

Рівняння (12), очевидно, мас лише один розв’язок а тому

і.

x, = X l(t.) = <  J  Л(r)eL^ T-to) dr = IV /(V  - 1).

ίο

Доведення завершено. ■

Припустимо, що 3eLT ф 1 і Ь ф 1. Позначимо через х(1,щ) 

характеристику рівняння (1), яка проходить через точку (х»,Ґ) із 

значенням и = и0 Є К+ і визначимо функцію и, рівністю

u,(x{t,u0),t) - и0еЦі~1 *

на кожній такій характеристиці (див. рис. 6). Іншими словами, 

значення u*(x,t) задовольняє рівняння

t ’

x + ur(x,t) J  A(r)eL̂ T-,) dr = xt .

Звідси за лемами 2 і 3 маємо

( ІЬР ,
.\eLpt

Уьр -  і J

f  \(r)eLpT dr о

1 - βΡ tLpT
· + J  \(r)eLpT dr ■ (13)

Зауважимо, що значення u, визначене в П тоді і лише тоді, коли 

х. < 0, t’ < 0 або x. > І, t' > Т, що вимагає виконання умови
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Рис. 6. Розв’язок «..(<)

(6 - 1)(βειτ  - 1) < 0. Остання нерівність є також необхідною для 

того, щоб права частина (13) була додатною. Зауважимо також, що 

(13) не залежить від вибору продовження А за межами [0,Т].

Лема 4. Припустимо, що {3cl/r - І)(6 - 1) < 0; тоді функція 
и, с узагальненим розв'язком задачі (1)-(3).

Д о в е д е н н я .  Функція и, є неперервною в П і за побудо

вою задовольняє співвідношення (5) на кожній характеристиці (6). 

Потрібно показати, що вона задовольняє граничні умови (2), (3).

Розглянемо довільне x Є [0,/]; необхідно довести, що її, (ζ·,0) = 

= βιι,(χ,Τ). Позначимо через X\(t) та х->(1) характеристики рівнян

ня (1), що проходять через точки (x, Т) і (х, 0) із значеннями функції 

и у цих точках и,(х, Ί ) і βιι* (x, Т), відповідно. За побудовою функції 

u., xi(t) проходить через точку (х .,Ґ ). У той же час точка пере

тину Х'і(<) та. x-j(t) за лемою 2 лежить на прямій 1 = Г . Тому x2(t) 

проходить через точку (ж.,/*) також. Крім того, χ·,(ί) збігається з 

характеристикою, проведеною через точку (я.О) із значенням и = 

= и*(х, 0). Звідси випливає, що и,(х, 0) = βιι.,(χ,Τ).

Аналогічно доводимо, що функція и, задовольняє граничну умо
ву (3). Лему доведено. ■
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Зауваження 2. Той факт, що », є розв’язком задачі (1)-(3), мож

на перевірити безпосередньою підстановкою формули (13) у дану 

задачу.

Зауваження 3. Функцію її. , знайдену вище за допомогою геоме

тричних міркувань, можна також знайти методом розділення змін

них.

Підсумовуючи, маємо узагальнений розв’язок задачі (1)-(3) для 

випадку (fieLT - 1)(b - 1) < 0. Доведемо тепер, що він є єдиним 

нетривіальним розв’язком, і вивчимо питання існування узагальне

них розв’язків у всіх інших випадках.

Лема 5. Припустимо, що (/3eL7 — 1 )(b — 1) < 0. Тоді зада

ча (1)-(3) має єдиний нетривіальний узагальнений розв’язок, який 

визначається формулою (ІЗ).

Д о в е д e н н я. Припустимо, що и є узагальненим

розв’язком задачі (1)—(3). За означенням, рівність u(x(t),t) =

= t«(a;(<oMo)ei(t- 'o), Мо Є [0,Г], виконується на кожній харак

теристиці x(t). Розглянемо продовження всіх характеристик для 

всіх дійсних t, побудованих за. даним розв’язком и. Спосіб продов

ження описано вище. Якщо всі продовжені характеристики прохо

дять через точку (-с*, /*), то и збігається з м, за побудовою.

Припустимо, що деяка продовжена характеристика х‘о(0 не про

ходить через (.є,,/*). Для визначеності припустимо, що .с, < 0 і 

Г  < 0 (випадок x·, > / і Г > Т розглядається аналогічно). Це 

відповідає виконанню нерівностей f3peLpl > 1 і Ьг < 1.

Оскільки Х0(і') ф то маємо або хп(Г) > х., або хц(і‘ ) < х,.

Випадок 1: x0(t‘ ) > х.. Нехай я„(<), » Є 2, є ТПР, породженою 

характеристикою х’о(0- Покажемо, що існує таке число «0 Є що 

у*:=ж_„0(/*) Є [0,/] і * _ fc(<) -> у., u(x-k{t),t) -> 0, і Є [0,Т], при 

k —> оо. Це означатиме, що u(y,J) = 0, та суперечитиме лемі 1.

Для спрощення позначень покладемо yk(t) = x~k(t), к Є 2. За 

побудовою ТПР та лемами 2 і 3, характеристики ук(і) та ук+і(1) 

перетинаються на прямій 1 = 1", якщо ук(0) > 0, і на прямій x = х», 

якщо ук(0) < 0. У першому випадку

У к ( Ґ )  =  Ук+ і ( < ’ )>

у другому -

u{yk+l(t),t) = b~l u(yk(t),t)

І
ук+і(Г) - x. = b р (ук(Ґ) - х,) (14)
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Припустимо тепер, що yk(l') < (J для всіх к Є 22+. З огляду на 

(14) і нерівність Ьг < 1, єдино можливим випадком є той, в якому 

послідовність (ук (і’ )) складається з нескінченної кількості різних 

чисел. Іншими словами, існує таке λ·0 £ Ζ+, що yk(t*) = yko(tm) для 

всіх к > А·,). Останнє означає, що yk(t), к > кп, не перетинають 

сторону x = 0 прямокутника П, тобто що ук(0) > 0 для всіх к > ко- 

Тоді, беручи до уваги (9), отримуємо

д. Т

ук+ко(0) = уко(0) - |«(j/fco(0),0)|p Σ  (βΡ'Μ Τ )~’η ί  λ(T)eLpT dr ->
m=l o

T
j А(т)е1'рт dr

*/A-n(o) -  |«(г/А0 ( 0 ) , o)|
V 0

βρ є LPT — J
Користуючись лемою ‘2, доходимо висновку

ί*

Jim  j/fc+fcn(0) = укп(0) + \и(уко(0),0)\Р J \(r)eLpT dr = уко(Ґ) < 0,

о

який суперечить тому, що уко+к(0) > 0 для всіх к Є N.

Таким чином, існує п0 Є Z+ таке, що у.:=у„0(Г) Є [0,/]. Легко 

переконатись, що жодна з характеристик уп{>) при п > «0 не пере
тинає сторону x — 0 прямокутника II. Ще раз звертаючись до (9),
(10) і (11), обчислюємо

7’

/  А(т)е'-рт dr

l ! " V J k ( t )  =  У п Л 0 )  ~  1 , , ( У ” п ( ° ) ' 0 ) Г СІ^ е £ ?, Г - 1  =

=  ЇМ„(0) + |«(2/„о(0) ,0)|Р f  A(r)eLpT dr = Упо(Ґ) = у.

0

lim u(yk(t),t) = 0,
к-+со

що суперечить рівності ιι(μ.,ί) = 0.

Випадок 2: xu(t*) < хш. Нехай x,,(t), п Є 2,, є ТГІР, породженою 

характеристикою xo(t). Позначимо через іп таке число, що xn(tn) -

— х.. Тоді послідовність (t„) с незростаючою, а також існує таке 

по Є 2L·, що = іПо є [0,7] для всіх п < пц. Крім того, частини 

характеристик xn(t), що належать до II, нескінченно наближаються 

до прямої І. = 1По, .і.· Є [0,/] і u(xn(t),t.) —̂ оо при » —> —оо, що 

неможливо. Лему доведено. ■
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Доведемо основний результат даного параграфа.

Теорема 1. Припустимо, що b > 0, β > 0 і \{1) є додатною 

неперервною функцією на [0,

(і) Якщо (6 — 1)(βε'·τ — 1) < 0, то задача (1)~(3) має єдиний 

нетривіальний узагальнений розв’язок, який визначається фор

мулою (13) і є класичним.

(vi) Якщо Ь = /]е1'Т = 1, то всі нетривіальні узагальнені розв’язки 

задачі (1)~(3) є класичними і мають вигляд

и(х, t) = и0еІЛ, (15 )

де uq = u(0, 0) Є К+.

(Ні) У всіх інших випадках задача (1)~(3) має лише тривіальний 

розв ’язок.

Д о в е д е  нн я . Твердження (і) теореми випливає з лем 4 і 5. 

Припустимо, що b =  1, а функція и є узагальненим розв’язком. 

Тоді періодичне продовження й функції и, яке задається формулою 

й(х + kl,t) = u(x,t) для х Є [0,/], t Є [0,Т] і k £  Ні) є узагальненим 

розв’язком задачі (1.)—(2) у смузі S — {(x. І) | х Є М,0 < t < Т].

Припустимо також, що ііе/л — 1. Якщо и(х,0) є константою 

для всіх х Є [0,/], то и(х, І) визначається формулою (15). Покажемо, 
що останнє є  єдино можливим у даному випадку. Припустимо 

протилежне. Нехай ti(x, 0) не є константою; тоді за неперервністю 

існує така точка хо, що и0 := и(хо, 0) задовольняє умову

т

с |«o|?’ І X(r)eLpT dr g /Q.

о

Розглянемо ТПР xn(t) у смузі S для розв’язку й з характеристикою 

xo(t), яка проходить через точку (αό,Ο) і з  значенням и = и0. З 

рівності ββιτ  = 1 випливає, що і*.(0) = хо + ск і «(іл,(0),0) = «о Для 

всіх к Є Ж. Зокрема, и(х, 0) = щ  для

х Є {ач(0) (mod /) | к Є Щ ,

і, оскільки ця множина є всюди щільною на [0, /], отримуємо и(х, 0) = 

= '«0 для всіх х Є [0,/]. Це суперечить припущенню і доводить 

твердження (іі) даної теореми.

Припустимо, що 6 = 1 і ββιτ  ф 1. Розглянемо довільну точку 

Хо Є [0,/], а також ТПР хп(1) у смузі S для розв’язку « з харак

теристикою хо (і), яка проходить через точку (ж0, 0) із значенням 

и = г/.(а-о,0). Якщо ββιτ > 1, то й(х„(!.), і) оо при п·—> оо; якщо 

βειτ  < 1, то ii(xn(t.),t) —)· о о  при п -4 —о о .  В обох випадках й не 

може бути додатною в смузі S, щ о  за конструкцією є недопустимим.
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Остаточно, нехай b ψ 1, = 1, її є узагальненим розв’язком.

Розглянемо довільну ТПР x„(t), п Є Z, у прямокутнику П. Легко 

бачити, що u(xn(t),t) -> оо при п ->· оо, якщо b > 1, і u(xn(t),t) оо 

при п —оо, якщо І) < 1. Обидва випадки суперечать тому, що u є 

узагальненим розв’язком задачі (1)-(3). Теорему доведено. ■

Зауваження J,. Розв’язки задачі (1)—(3), побудовані вище, є 

насправді аналітичними у випадку (і), якщо λ є аналітичною на 

[0, Τ’], та у випадку (іі) даної теореми.

Зауваження 5. Формула (13) дає розв’язок задачі (1)-(3) і для 

виродженого випадку 6 = 0 за умови βρcLpT > 1; це відповідає 

значенню I' — 0 у лемі 2 і граничним умовам Діріхле u((М ) = 

= 0 замість (3). Аналогічно, 6 = оо відповідає значенню t* =  / 

і граничним умовам Діріхле u(l,t) = 0; формула (13) при цьому 

набуває вигляду

7’
■f X(r)eLpT dr о т-ι

up(x, t) = (І — x)eLpt

1 - βρ€1ρΤ
+ J  λ(r)eLpT dr

і дає розв’язок, якщо βρeLpT < 1.

Надалі припускатимемо, що задача (1)—(3) має нетривіальний 

розв’язок (і, і вивчатимемо деякі геометричні властивості ТПР, 

побудованих за цим розв’язком.

Нагадаємо, що ТПР xn(t), п Є Z, є періодичною, якщо існує таке 

d. Є N (період), що xn+d(t) = £п(1) Для всіх 11 Є

Теорема 2. Припустимо, що и є нетривіальним розв ’язком 

задачі (І)-(З). Тоді ТПР, побудовані за цим розв'язком, с або 

всі періодичними, або всі неперіодичними. В останньому випадку 

кожна ТПР є щільною в ГІ.

Зауважимо, що для випадку b = peLI = 1 цю властивість ТПР 

насправді вивчено в доведенні теореми 1. Тому припустимо, що має 

місце випадок (і) теореми 1, де и — и„. Будемо використовувати 

формулу

ир(х, 0) = сх + (/, с ф 0. (16)

Розглянемо випадок Ьр < 1, βρ сЬрТ > 1, який забезпечує нерівність 

с > 0; випадок Ьр > 1, βρε1ρΤ < 1, що відповідає с < 0, розглядається 

також.

Доведення теореми опиратиметься на таку конструкцію. Вве

демо гратку Г := (K/W!) x (M/TTR) на Ж2 з базовою областю П і
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Рис. 7. Побудова РТПР

продовжимо розв’язок и, на всю площину R 2 за періодичністю. Для 

визначеності, робимо це продовження й неперервним і таким, що

й(х + kl, t + rnT) = гі+(х,1.)

для всіх (χ,ί) Є П і k,m  Є 2. Тепер довільна ТПР xn(t), η Є Ζ, 

може бути розгорнута в Р.2 до форми неперервної траєкторії x(t) = 

= (£·„(/)), η Є 7L. А саме, хо(<) збігається з xo(t) в П і для η = 1 ,2 ,... 

частина xn(t) є паралельним зсувом xn(t) на вектор у гратці Г, 

що пересуває точку .і‘„(0) у найвищу кінцеву точку і „ _ і (/). Для 

від’ємних η побудова є аналогічною (див. рис. 7). Будемо називати 

х(1) розгорнутою траєкторією поширення розв’язку (РТПР).

Оскільки кожна РТІ1Р складається лише з характеристик про

довженого розв’язку й у відповідних комірках гратки Г, то довільні 

дві різні РТПР не перетинаються. Зауважимо також, що значення 

х множиться на 0 або b щоразу, як тільки і (І) перетинає горизон

тальні прямі t — rnT, m Є або вертикальні прямі x = kl., k Є Z, 

гратки Г, відповідно.

Лема 6. Припустимо, що xn(t), п Є Ξ, с періодичною ТПР для 

розв’язку «». Тоді всі ТПР для и, є періодичними.

Д о в е д е н н я .  Припустимо спочатку, що жо(0) = 0. Розгляне

мо РТПР х, побудовану для ТПР xn(t), а також її паралельний зсув 

x' на вектор (/,0) (див. рис. 7). Позначимо через d період x„(t); тоді
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Xri(t) стартує в точці вигляду (kl, тТ), де k+m = d+1. Легко бачити, 
що та частина і·, яка знаходиться в смузі {(ж, <)|* € М, 0 < t < mT}, 
перетинає m горизонтальних і k вертикальних прямих гратки Г. 

Прямуючи зазначеннями й вздовж х(і), приходимо до висновку, що

(0eLT)mbl =  1. (17)

Візьмемо тепер іншу ТПР Уп(і), » Є 2, і розглянемо відповідну 

РТПР у. Оскільки у не перетинає х або х', то вона залишається 

в області, обмеженою x і £', а частина у, яка знаходиться в смузі 

{(я,<)|а: Є 1 ,0  < / < »тіТ), перетинає точно m горизонтальних і k 

вертикальних прямих гратки Г. Прямуючи за значеннями й вздовж 

у. знаходимо

й(у(гпТ), mT) = (peLT)mbku{iу(0), 0).

Отже,

й(у(тТ), гпТ) = й(у(0),0)

з огляду на (17). А це означає, що ТПР yn(t), п Є Z, є періодичною.

Якщо ТПР xn(l), п Є S, не проходить через точку (0,0), то 

спочатку доводимо, що всі ΡΊ ΠΡ, які є досить близькими до РТПР 

х, не проходять через жодну вершину гратки I' і, в результаті, 

перетинають точно m горизонтальних і k вертикальних прямих 

гратки Г, яка знаходиться в смузі {(і·, 1)\х  Є Ж,0 < t < mT). Через 

це всі такі РТПР відповідають періодичним ТПР і за неперервністю 

це ж саме є справедливим і для РТПР, що перетинає вершину Г. 

Доведення завершено. ■

Лема 7. Нехай у і z dei різні РТПР. Тоді

lim sup Іі(тТ) - у(тТ)\ > 0. 
m-f оо

Д о в е д е н н я .  Для визначеності припустимо, що уо := у(0) 

і го := ί(0) задовольняють умову 0 < ι/о < со < L. Якщо у або

і  проходять хоча б через дві вершини гратки Г, тоді за лемою 6 

всі ТПР і РТПР є періодичними і дане твердження справедливе. 

Припустимо тепер, що жодна з у і 5 прн t > 0 не проходить через 

вершину Г. Оскільки будь-які дві РТПР не перетинаються, то

0 <~( t ) -y ( t ) <L

для всіх і Є К. Це означає, що для кожного m Є Z+ інтервал 
[у(пгТ), :(тТ)] містить хоча б одну точку з Г£. Позначимо через

М множину всіх m £ Ξ+ таких, що частина прямої t -- mT між у і r

не містить жодної вершини з Г.
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Припустимо спочатку, що множина. М нескінченна. Беручи до 
уваги (16), отримуємо рівність

йр(z(mT), гпТ) — йр (у(тТ ),тТ ) = с(~{тТ) — у(тТ))

для всіх ?7і £ М. Достатньо показати, що

limsup \iip(z(mT),mT) — йр (у(тпТ), mT) | > 0.
,m—>οο

Розглянемо деяке »77 £ М. За означенням множини Μ , РТПР у і і  

перетинають ту саму кількість к вертикальних прямих гратки, яка 

знаходиться в смузі {(я,/)|ж Є Е,0 < t < mТ), і в результаті маємо

йр(у(тТ ),тТ ) = (0eLT)pmbpkup(yo,O), 

йр(;(тТ ), тпТ) = (l3eLT)pmV’kup(zo,0).

З нерівності й(у(піТ), піТ) > и.(0, 0) випливає, що 

{ве^тг »Ьрк >

и*(Уо, 0)

і

йрЩ т Т ),т Т )- г1 р(у(тГ),тТ ) > (up(z0, 0) - «£(»,, 0)) 4 ^ 7 ·
и*(Уо, 0)

Звідси отримуємо потрібне твердження.

Припустимо тепер, ЩО М Є скінченною. Візьмемо 7770 , 77?! ^  М, 

7771 > 777.о і розглянемо kj £ І!: y(nijT) < kjl < z(nljT), j  = 

= 0, 1. Зауважимо, що РТПР у і * перетинають ту саму кількість к 

вертикальних прямих гратки Г, яка знаходиться в смузі {(ж,<)|ж £ 

£ М, 777 0 7і < / < т іТ }, а отже,

ii (у( ПЦ Т) , 777, T) =(l3eLT)im' -”»о) f((y(,„0T) , 777.0Г) ,

«(5(»7π3"), miT) = (peLT)imi-m^bku('z(moT),m0T).

Якщо (/?eLT)*mi~m°1bk = 1, то РТПР j/ і ί є періодичними, звідки 

випливає потрібне твердження. Якщо (/Je//T)(m,-m°)bk > 1, то

й(ЦпцТ), тлТ) > u(z(m0T),m0T),

звідки

z(miT) — у(п>]Т) > ζ(ιηχΤ) — k\l > z(uiqT) — кої.

У випадку {вє1"1 )( 1 < і маємо

й(у(пцТ),іщТ) < й(у(т0Т ) ,т 0Т), 

z(niiT) — у(іщТ) > k\l — у(т\Т) > λ·0/ — y(m0T).

§ 23. Задача для кияіілініїіного рівняння 361

Звідси

limsup J f (7 7? 2) — j/(?7iT)| > 0,
m(?M ,m-+oo 

що й завершує доведення леми. ■

Лема 8. ТПР, яка не є всюди щільною в П, з необхідністю 

періодична.

Д о в е д е н н я . Припустимо, що χη(ί), η £  Ζ, є ТПР, 

яка не є всюди щільною в П, і позначимо через А’ об’єднання всіх 

характеристик х„ (/), п £ 7L\ тоді Π \ X  ф 0. Через хп, η £  Z, 

позначимо РТПР, що стартує з xn(t) в П, а через А' - об’єднання 

всіх і·,,, п £ 7L. Зауважимо, що для довільних т ,п  £ 7L РТПР хт 

є паралельним зсувом х„ на деякий вектор у гратці Г; навпаки, 

паралельний зсув хп на деякий вектор у гратці Г є деякою РТПР

Візьмемо довільний максимальний інтервал (j/o,?o), Що містить 

множину (П \ А’) П {(ж,0) І 0 < х < І). Розглянемо РТПР у і ζ, 

які проходять через точки (уо,0) і (го, 0), відповідно. Ці РТПР у і ζ , 

очевидно, належать границі області .Υ і коридор між у і г не містить 

точок з А’ . Крім цього, будь-який паралельний зсув у чи ζ на деякий 
вектор у Г знову належить границі множини X .

Покладемо у„ у(пТ), ζ„ ζ(ηΤ), η £ Ζ. Якщо

У η = У,п (mod /) або = zm (mod /)

для деяких цілих //і і п. то РТІІР у або с періодична. Звідси ТГІР 

£n(t)· п £ 2, періодична за лемою 6.

Припустимо, що всі числа уп різні за модулем /. Якби існували

такі k, 771,77 Є Z, що ym + kl £ (yn,zn), то паралельний зсув у на

вектор (kl, ί ι Τ  — mT) £ Г лежав би в коридорі між у і ζ. Звідси,

коридор між у і ζ містив би точки з А', що неможливо. Подібні

міркування показують, що zm + kl £ (уп, zn) для довільних k, m, η £

£ 7L. Це означає, що довільні два інтервали (y„,z„) і (ym,zm) не

МІСТЯТЬ ТОЧОК, ЯКІ за модулем дорівнюють І, ЗВІДКИ Y2 (Zn —Уп ) < І-
ПЄ Е

Останнє є неможливим за лемою 7. Таким чином, лему доведено, а

Твердження теореми ‘2 для розглядуваного випадку випливає з 

лем 6 і 8.
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До розділу I I
Багато задач ма тематичної фізики, які описують коливання різ

них систем (наприклад, дослідження поздовжніх коливань стерж

нів та вібрації кораблів, розрахунки стійкості валів, що оберта

ються, опис електромагнітних хвиль у прямокутних хвилеводах та 

ін.) призводять до вивчення періодичних розв’язків нестаціонар

них диференціальних рівнянь з частинними похідними. Однак для 

диференціальних рівнянь гіперболічного та складеного типів періо

дична за часовою змінною крайова задача є, взагалі кажучи, не

коректною, а існування її розв’язку пов’язане з проблемою малих 

знаменників. Труднощі, пов’язані з малими знаменниками, були, 

очевидно, однією з причин того, що періодичні крайові задачі для 

гіперболічних рівнянь (як лінійних, так і нелінійних) почали вивча

тися порівняно недавно.

Першою серед праць у цьому напрямку була праця Н.А.Артем’є- 

ва [12], який в області {0 < 1,х < 1} досліджував задачу

Ztt - «'-*.»■ = Ψ(·«, 0 + /</(-). (18)

г(0,0 = г(М ) = 0, (19)

z(t, 0) = φ · ,  1), zt(x, 0) = zt(x, 1). (20)

Доведено, що коли а = (2т+1)/р, т , р Є Z, р ф 0, тоді для достатньо

малого |μ| за певних обмежень на функції 'Ψ(χ,ί) і /(г) задача має 

єдиний розв’язок у класі функцій, що зображаються рядами

ОО

z(x,t) =  У  Z2k + i ( t )  Sin(2k  +  \)πχ .

к=0

При доведенні існування розв’язку задачі (18)-(20) використовува

лась система функцій Гріна

cos(ajm(|< — т\ — 1/2))
<fin( t , T ) = — У------------------------------------4 1  ; , 0 < /, г < 1, н Є N.  (21)

2απη.8ΐη(απη/2)

При ірраціональному а кожна окрема функція <pn(t,r) зокрема 

є обмежена, але сукупність всіх φη(ί,τ) - необмежена, оскільки 

&ΐη(απη/2) може набувати як завгодно малих значень для нескінчен

ної множини натуральних п.
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Зауважимо, що сукупність усіх функцій (21) буде обмеженою, 

якщо a - таке ірраціональне число, що для всіх цілих m і п ф 0 та 

деякого с > 0 виконується нерівність

| « - - | > Л ·  (22)
І η І п-

Нерівність (22) справджується для тих ірраціональних чисел, що до

пускають розвинення в ланцюговий дріб з обмеженими елементами, 

зокрема, для квадратичних ірраціональностей (див. теорему 23 в 

[266]).

Для випадку a = \fpjq. р. q Є U. це вперше відзначив Г.Т. Соко

лов у праці [242].

Узагальненням задачі (18)—(20), іі різним варіантам при раціо

нальних значеннях коефіцієнта a присвячені праці [101, 102, 168, 241, 

243].

О. Вейвода [380] досліджував у гіівсмузі {t,x : t > 0,0 < x < π) 

(«/-періодичні за змінною t розв’язки лінійного хвильового рівняння, 

а також слабконелінійного рівняння

д2и д~и .. , , /  ди ди \
h(t,x) + e f ( t ,x ,u ,- ,- j£ ,e ) ,  (23)

де є - малий параметр, з крайовими умовами (19) за змінною х. Для 

ω = 2πρ/q, p,q Є Н, знайдено умови існування розв’язків розгля

дуваних задач, а у випадку ш = '2πα, де a - ірраціональне число, 

доведено існування та єдиність гладкого розв’язку лінійної задачі в 

припущенні, що a задовольняє умову

m

“  Т
для всіх к ,т  Є II і деяких дода тних С  і 7 ; при цьому використову

ється явний вигляд розв’язку мішаної задачі для лінійного рівняння 

з довільно вибраними початковими даними φ(χ) та ф(х) і досліджу

ються умови на функції <̂ (·ΐ’) та ф(.г:), за яких цей розв’язок є ω- 

періодичним за змінною І. Вказані дослідження були продовжені в 

праці [26], де розглянуто періоди вигляду 2πρ/q, р, q Є М, і показа

но, що завжди можна знайти деякий простір, в якому існує єдиний 

розв’язок розглядуваної задачі. У працях [368, 371] вивчалися пе

ріодичні розв’язки рівняння вигляду (23), (h(t,x) = 0) з періодом ш, 

що залежить від малого параметра є. До вказаних вище досліджень 

примикають праці [32, 45, 165, 166, 167, 189, 214, 267].

В працях [193, 358] встановлена однозначна розв’язність задачі

ии - a2uxx = ef(t, x, и),

С  

> к-у
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u(t,0) = u(t,l) =  0, (24)

u(< + u), x) = u(ty x),

в смузі {0 < х < /;- оо < t < ос·} у припущенні, що }(t,x ,u) - 

достатньо гладка за всіма змінними і ω-періодична за змінною t, 

du/dx < -β < 0, ε - малий параметр. Розглянуто випадки ω — 21/a

і ω = 2lm/(an), де m і η - взаємно прості числа. Задача (24) 

та іі узагальнення в різних аспектах вивчались також у працях 

[192, 340, 347, 348, 349].

Розв’язність та однозначна розв’язність задачі

U u - U:CX + f ( t , x, и) = 0 , 0 < х < π; і Є Я,

«(<, 0) = м(/, π) = 0, (25)

и(1 + 7’, х) — и(/, х) = 0

для різних випадків нелінійності за и функції f(t,x ,u ) та для різних 

періодів Т досліджувались у працях [6, 89, 226, 251, 285, 287, 293, 296,

297, 305, 307, 308, 309, 315, 333, 335, 341, 344, 345, 346, 360, 373, 374,

375, 384, 386]; розглядались класичні, слабкі та наближені розв’язки.

Вивченню періодичних (за <) розв’язків багатовимірного квазі- 

лійного рівняння

utt - Δ*ΐί + g(x,t, ut) = f(x ,t,u ),

які обертаються в нуль на границі деякої обмеженої області зміни 

просторових координат χχ ,...,χη, присвячені праці [302, 356, 357]; 

зокрема, в першій з них доведено розв’язність досліджуваної задачі 

в просторах Орліча за певних обмежень на функції g(x,t, ut) =  g(ut)
і f(t,x ,u ) = f(t,x). Аналогічні задачі для багатовимірних лінійних 

та квазіліиійних хвильових рівнянь розглядались також у працях 

[185, 191, 365, 387], в останній з них областю зміни просторових 

координат е /(-вимірна сфера.

Я. Гавлова [322] досліджувала періодичні розв’язки слабконелі- 

нійного телеграфного рівняння

Utt - «r* + 2aut + 26ux + cu = h(t,x) + ε/(ί, «, щ,их,є), (26)

де я, 6, с - сталі; f - малий параметр. Доведено, що при α ψ 0, 

b~ + с > 0 існує єдиний ^-періодичний за змінною і розв'язок задачі

(26), (19) в припущенні, що функції Ii і f  є ω-періодичними за І. 

Доведення грунтується на вивченні поведінки обмежених розв’язків 

рівняння (26) при t —> ос. Ці результати розвинені в праці [383] на 

випадки двох і трьох просторових змінних, а в [370] - на випадок 

довільного числа просторових змінних. Цікаві дослідження в цьому 

напрямку проведені також у працях [213, 317, 359].
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Узагальнені та слабкі періодичні за і розв’язки, що задовольня

ють умови вигляду (19), вивчались для рівняння u(t — uxx + βυt — 

—g(t,x,u) = h(t,x) у працях [311, 323, 330], для рівняння βι^ + 7«х + 

+utt — «x* + il(u) =  f(t.x ) - в [227], для рівняння utt — uxx + cu = 

= f(t,x , u) в [62, 66], а. для рівняння u« — +ut +/?(«<) = f(t,x )  - 

в [299].

Дослідження умов існування та єдиності періодичних за обома 

змінними розв’язків квазіліиійних гіперболічних рівнянь вигляду

Чху + «(.Є, у)иг -І- Ь(х, у)Ну + с(х, у)и = f(x ,y , u, ux,uy)

проводились у працях [252, 286, 303, 304]; близькими до них є праці 

[354, 382].

К. Турсунов [253, 254, 255] в області D  = [0, Т] х Ω, де Ω - обмеже

на однозв’язна область в Яп, для рівняння з нелінійною операторною 

правою частиною

utt + 2au, - L(u) = /(u), (27)

де a - відмінна від нуля стала, а

Lw= Σ ^ ( ο̂ > έ ) _α(χ)’
j , r = 1 J

розглянув задачу з умовами (20) за змінною 1 і граничною умовою

»|θω = 0. (28)

Встановлено достатні умови існування та єдиності узагальненого і 

класичного розв’язків та розв’язку майже всюди задачі (27), (20),

(28) у банаховому просторі функцій, які розвиваються в ряди Ф ур’є 

за власними функціями оператора L. Частинний випадок задачі

(27), (20), (28), коли a = 0, п — 1, розглядався в [13].

Дослідження умов існування та єдиності класичних періодичних 

за t розв’язків рівнянь пружних коливань балки

Utt + a~u хххх = g(x, t) + ε/(/, x, u, u t, u x , ηχχ,ε)

з умовами u(t, 0) = u(t,l) = ti„(f,0) = uxx(t,l) = 0 проводились у 

працях [100, 169, 244, 334]; задачі, близькі до цієї, розглядались в 

[264, 292, З ІЗ, 321].

М. Копачкова [331] встановила умови існування та єдиності 2тг- 

неріодичного за. і класичного розв’язку лінійного рівняння зі стали

ми коефіцієнтами

Р| ( І )  + п ( 1 ) » « . * )  =  /<«.*), * Є [0,«],
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який задовольняє умови

d2nu(t,x) _ d 2nu(t,x)

Οχ2" ,с=о dx2n
= 0, η = 0,1,.. . ,ρ -  1,

де Ρ\(η) і Ρϊ(η) - многочлени, Ρ\(ίξ) φ 0, ξ Є Μ, у припущенні, що 

для всіх к Є І ! справджується нерівність

Р2(ік)
min І arg/?j(A) — (/ + 1/2)π| > C|Ar| “ , c ,a >  0, 
/£ІЗРг(ік)

де Pj(k), j  — 2p, - корені рівняння \2p — —Р'>(ік)/ P\ (ik).

M.X. Шхануков [281] за допомогою функції Рімана одержав до

статні умови однозначної розв’язності періодичної крайової задачі 

для рівняння

ιι,νχΐ + </(*, t.)u, + η(χ, 1)ихх + а(.с, і)их + 6(х, t)u = -g(x, t.) ,

яке моделює фільтрацію рідини в пористих середовищах.

В.С. Мокенчев [171] встановив умови нормальної розв’язності 

в просторі періодичних розподілів диференціального рівняння (без 

обмеження на тип)

<9|m| u
У . (:»ι і)>п, β ,п„ =  ї ( х)>

|т|<, 1 "  "

де С,п{х) Є Ικ,(Ω?π), Ω?π = {0 < xj < 2?г- j  =  I , · . · ,  η).

У працях [43, 122, 235, 288, 319, 326, 352, 355] вивчаються задачі 

з періодичними умовами за часовою змінною для лінійних та квазі- 

лінійних параболічних рівнянь, а в [54, 250, 269, 352] досліджують

ся періодичні розв’язки рівнянь відповідно еліптико-параболічного, 

складеного, мішаного та квазігіиерболічного типів.

Задачі про існування періодичних розв’язків систем рівнянь пер

шого порядку вивчались у працях [230, 232, 249, 275, 369], а. другого 

та вищих порядків - у [63, 64, 314, 316, 362].

Ю.А. Дубінським [56, 57] досліджувались періодичні розв’язки 
нелінійних еліптичних та параболічних рівнянь нескінченного поряд

ку; при цьому вводились та вивчались простори Соболева нескінчен

ного порядку на торі.

Умови існування періодичних розв’язків деяких диференціально- 

операторних рівнянь встановлені в працях [55, 312, 343, 372, 381].

Обширну бібліографію з питань вивчення періодичних розв’язків 

диференціальних рівнянь можна, знайти в монографіях [167, 205, 237,

256, 381].
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До розділу I I I
Уперше на доцільність і необхідність використання нелокальних 

умов з точки зору загальної теорії крайових задач вказав О.О. Де- 

зін [47, 50], який досліджував розв’язні розширення диференціаль

них операторів, породжених загальною диференціальною операцією 

зі сталими коефіцієнтами, та можливість опису цих розширень за 

допомогою крайових умов. Зокрема, в праці [47] для задачі

Lu = ^ f - -  Au(t) = f(t), і Є (0, η), (29)

/ш(0) — u(a) — 0, μ Є С, (ЗО)

де А ~ комутуючий з d/di необмежений лінійний оператор зі щільною 

областю визначення, який діє в комплексному банаховому просторі 

Я , доведено, що існує обмежений обернений оператор L-1, якщо для 

всіх цілочислових векторів s = (*’і, •••>*’>і) справедлива оцінка

\μ-εαΑ{,)\ > 6

при деякому δ > 0.
Операторне рівняння другого порядку

Lu = (D2 + 2 В Di - .4 )40  = / (0 . 1 Є (0, b),

де Ах В -  комутуючі з Dt оператори, породжені диференціальними 

операціями зі сталими коефіцієнтами за змінною х на п-вимірному 

торі, розглянуто в праці [49]. Тут вивчена залежність характеру 

розв’язності рівняння від поведінки символів операцій і вигляду кра

йових умов.

Подальший розвиток ці дослідження набули в працях В.К. Ро- 

манка [215]—[223], зокрема для диференціально-операторних рівнянь 

вищих порядків із сталими та змінними коефіцієнтами з нелокаль

ними умовами

■і.,
+ b·. 0, j  m, (31)

3 dP~l lf=o ' "J dV~l (=i 
та. умовами

ω<ρ)(0) = ι№(Τ) = 0, p = 0 , 1 , . . . , - 1; q =  0,1.......ι/2 - 1,

(32)

μΐί(Γ)(0)+«(ί)(Γ)=0, г=і/ь ... ,η-ί/2- l; ■ ■ ■, n-u i — 1,

де vі, і/2 ~ ЦІЛ> числа, 0 < ι/χ, ι/n < »; a,·, bj, μ - комплексні параметри. 

Для задачі з умовами (31) у випадку рівняння

_  сГи(1)

dtm
Au(t) = /(0 , (33)
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де .4 - диференціальний оператор зі сталими коефіцієнтами на торі 

доведено, що якщо існує таке δ > 0, що точки спектра опера

тора А не містяться в ί-околах точок дискретного спектра опера

тора L0 = dm/di"1 при крайових умовах (31), то за деяких додат

кових обмежень на спектри операторів Л і Lo та умови (31), існує 

єдиний узагальнений розв’язок задачі (33), (31) для довільної правої 
частини /(/) із гільбертового простору Н .

Ці результати поширено на випадок рівнянь та систем рівнянь зі
П

змінними коефіцієнтами [216, 224] в паралелепіпеді [0, Τ'] х [0, /д],
Ч=1

коли задані нелокальні умови вигляду (31) за. кожною незалежною 

змінною.

Днференціально-операторне рівняння з малим параметром

duc(t)
£ - ^ - - A u c(t) = f(t), t є  (0,6),

де оператор .4 описано в (29), з нелокальною умовою

μη,(θ) - uc{b) = 0

розглянув М. Юнусов [283]. За. умов

|Л(6-)| > С  > 0, \μ — ebA<'s^ c\ > ό > 0

доведено теореми існування та єдииості розв’язку, який зобража

ється у вигляді ряду за власними функціями оператора А; вивчена 
поведінка розв’язку при ε —> 0.

Задачі оптимального керування для рівняння (29) з умовами (30) 
розглянуті в працях [247, 248].

У праці [51] досліджено спектральні характеристики (власні 
функції, власні значення) нелокальних задач для рівняння

, du(t)
4ц——---1- .1 і«(г) = /(<), t є (0,«),

в залежності від типу нерегулярності.

Крайова задача в циліндрі Ω x [-Т, Т] для рівняння

Dtu(x,t) + A(x,t, Dx)u(x,t) — f(x,t)

з розривними при І = 0 коефіцієнтами вивчена в праці [222]. По

казано, що залежно від характеру розміщення спектра оператора 

/1 (x.t, Dx) для одержання однозначної розв’язності крайової задачі 

необхідно задавати як класичні умови спряження в точці t = 0, так

і нелокальні триточкові крайові умови з числовими або спеціальни

ми операторшши коефіцієнтами. У працях [221, 223] показана не

обхідність застосування трнточкових нелокальних умов для задачі
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спряження диференціально-операторннх рівнянь першого і другого 

порядків.

У праці [217] для системи двох рівнянь

/.«(;«', І) = Dt u - AP{Dx)u =

де А - ненульова квадратна, матриця, P[DX) - лінійний диференці

альний оператор в кубі з комплексними коефіцієнтами, встановлено, 

що умови

HjDx,u(x, O L j=0 =  DJ,u(x, t ) l . =b, lj =0,1,..., i’j  — 1,

Μχΐι(χ,Ο) 4  M2u(x,T) = 0

визначають правильний оператор, а також знайдено клас систем 

рівнянь, для яких вказані вище граничні умови не приводять до 

правильного оператора.

У працях [186, 187] для рівнянь

A-+/ = 0,fc< l

заданих на інтервалах (« і, &і) і («о, 62), «і = h ,  розглядається задача 

з крайовими і початковими умовами

2 1
. Г /м  / /7 \ r n / V V  /_■ \ / i t  \ і Г  71 \ ' > Л

1,2,3,4,
d \ dli/.<'> d \ д1г№ Ί

Ή ) dx1 + W { d t) dx1
\ = Ί», s

x=b, J
1 = 1 1=0

.ЛІ),,. , п _ %м(о (г,0) =  Φ ο ’ (*), * € ( α , ·Λ ) ,  * =  1,2,

=  ф і_,)(х·), Х  £  ( f io  , 62 ) ,
f=0dt

де Q'i;’(s) = έ «Ι',Ι-Λ /# ’(г) = t * = Ь 2· За певних
к- = 0 к = 0

обмежень доведено існування та єдииість розв’язку цієї задачі.

Однозначна розв’язність нелокальної за обома змінними задачі

для рівняння, що вироджується,

uxx - sgn x ut = F(x,t),

a (t)u(- l,t) + p(t)u(l,t) = φι(ί), -1 < t <  0,

0(t)ux(- l,t)  + a(t)ux(l,t) =  <p2(t), 0 < t <  1,

Αι(χ·)(ί(χ·,0) 4  u(x, 1) =  t/’i (x'), —1 < x· < 0,

u(x, 0) 4  λ2(x)u(x, 1) — V’2(·*-’)> 0 < ж < 1,
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доведена в [278] за допомогою принципу максимума.

Для рівнянь вигляду (29), де v(t) = «(/, x), f(t) — f(t,x ) - 

скалярні функції, і Є (0,а), х Є ®''\ у праці Г.Б. Савченко [229] 

досліджена задача з крайовими умовами

Bu(t,x)|е=о = C'u(t, a;)|i=„, (34)

де А = A(—iD ), В = B( — iD ), С  — C[—iD) - лінійні диференціальні 

оператори зі сталими коефіцієнтами. Доведено іч-коректність даної 

задачі в припущенні, що для всіх s Є й’п справедлива оцінка

> δ > 0
С(8)

і для довільної послідовності Sk Є Mm, Re А(.s*) оо, виконується 

нерівність

Rl s \
lim γτς-,- І . к --гг < К < ОО, К > 0.

k-УОО |G(Sfc)| |ReA(sfc)|

У працях [18, 236] розглянуто нелокальні крайові задачі для рів

нянь еліптичного і параболічного типів, які виникають у фізиці плаз

ми. Нехай G - відкрита область τι-вимірного евклідового простору 

Ε" , п > 2, 3G - гладка границя області G, σ  - частина 3G і не

хай Т неперервно диференційоване відображення σ в деяку гладку 

поверхню Τσ, що лежить в G. Потрібно знайти двічі неперервно ди- 

ференційовну в G функцію и(х), х Є Е п, що є неперервною в GUdG

і задовольняє умови

Lu — 0, х Є G, х = (х'і , . . . ,  х„),

■и(х) = φ(χ), х Є 0G \ <т, φ Є C(dG \ σ), (35)

и(Тх) = и(х), x Є о-, « Є CW(G) П C(G  U d G),

де L = Vу a i i v·— ---h V  — f c(x) - оператор еліптичного типу.
i j  axiox j uXi

Особливістю задачі (35) є те, що крайові умови ставляться в точках 

області G , де шукана функція повинна задовольняти рівняння. При 

вивченні нестаціонарних процесів аналогічна задача виникає для 

рівняння параболічного типу

ди
—  = Lu, х Є G, t > 0, 
ді

и(х, t) = <р(х, t), x 6 d G \ a , t >  0, (36)

u(Tx,t) = u(x,t), х Є о·, t > 0, 
u(x, 0) =  u0(x).
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У працях [60, 97, 98] доведена єдиність та існування розв’язків 

задач (35) і (36). При цьому використовується строгий принцип 

максимума. і точні оцінки Жіро.

Для рівняння теплопровідності дп/ді = д~и/дх2, 0 < х < 1,

і > 0, з початковою умовою и(х, 0) = чо(х), 0 < х < 1, цікавими є 

такі умови:

cr.iu;C(0,<) + biuT(l,t) + a0u(0,t) + b0u(l,t) = 0,

(37)

ci t/x(0, t.) + cl\ iir (1, /) + cou(0, t) + dou(l, t) = 0

i

J  u(x,t) dx = μ(Ι), i/.(0, t) = v(t). (38)

o

Для одновимірного неоднорідного рівняння теплопровідності задачі 

з умовами (37) і (38) досліджені в працях [90, 91, 92]: доведено іс

нування класичного розв’язку, одержано двосторонні апріорні оцін

ки [90], досліджено питання про можливість зображення розв’язку 

рядом за. власними і приєднаними функціями [92], доведено єдиність

і стійкість розв’язку [91, 92].

Для одновимірного рівняння теплопровідності в області {(я,<) :

0 < . ( · </ ,  0 < / < 7’} за допомогою принципу екстремуму доведено 

[104] єдиність, а методом інтегральних рівнянь встановлено існуван

ня розв’язку, що задовольняє умови

u(0,t) = ipo(t), u(l, t,) = tpi(t), 0 < / < T,

u(x, 0) = w(x-)tt(-i·, T), ω(χ) Є C(0, /), 0 < ω(χ) <1 .

Для багатовимірного рівняння теплопровідності в циліндрі аналогіч

ні результати одержано в праці [279].

Задачу теплопровідності зі зворотнім часом розглянув П.1І. Ва- 

бііцевнч у праці [24]. За. допомогою нелокальннх умов вигляду (39) 

проведено її регуляризацію, розв’язок побудовано на основі ітера- 

ційних методів.

Розв’язність нелокальннх кранових задач для параболічних рів

нянь вивчено зокрема в працях [65, 126, 140, 149, 211].

У працях [19, 21, 257, 258, 259, 260, 261] подано критерії корект

ності нелокальннх крайових задач у смузі П(Т) = Е п х [0,Т] для 

диференціально-операторного рівняння вигляду

Щ - P (- iD x)u. (40)
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Зокрема [257], задача для рівняння (40) з умовою 

т

J  B(- iDx)u(x,t)e~at dt. = хіо(х) (41)

о

коректна в смузі П(Т) у класі обмежених функцій тоді і лише тоді, 

коли
Τ (Ρ (σ )- α ) _  і

а д - р п -----Ρ(σ) - a

для будь-якого σ Є ®'\ Крім того, для будь-якої задачі (40), (41) 

виконується лише одна із умов:

1) задача (40), (41) не є коректна в жодній смузі ЩХ1);

2) задача (40), (41) коректна при всіх Т Є Р.+ , за винятком, 

можливо, зліченної множини:

3) задача. (40), (41) коректна в смузі П(Т) тоді і лише тоді, коли 

Т належить обмеженій скінченно-зв’язній підмножині IR+.

Вивчено [258] властивість Т-стійкості задачі (40), (41), пов’язаної 

з її коректністю.

У випадку задачі для рівняння (40) з умовою

Аи(х, 0) - и(х,Т) = ио(я) (42)

розглянуто питання про коректну постановку [19] і отримано кри

терій коректності в класі функцій степеневого зростання [259], який 

формулюється у вигляді виконання умови

V<T Є Р." .4 - є ТР(о) ф 0.

Для рівняння (40) при більш загальній (порівняно з (42)) нелокальній 

умові

A(—iD :V)u(x, 0) - B(—iDx)ιι(χ, Т) = и0(х), (43)

де оператори A(—iDx) і B(—iD1.) є диференціальними операторами 

зі сталими коефіцієнтами, в праці [260] встановлено критерій ко

ректності задачі, який полягає у виконанні таких умов:

Α(σ) + Β{σ)εΤΡί·σ) ф 0, V<r Є R'\ 

іпf{Re Ρ{(τ) : σ Є ;V[-4]} > —оо, 

siip{ReP(o·) : σ Є Λ'τ[β]} < +оо,

де N[H]= { < г е г  : ΙΙ(σ) = 0}.

У працях [137, 138, 139] досліджено питання про існування ко

ректної двоточкової задачі для системи рівнянь

ди^ * '> = Л(-Ц~уи(х,1), х Є І Г \  t Є [0,21, (44)
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де матриця-функція Α(σ) належить до простору нескінченно ди- 

ференційовннх функцій степеневого зростання. Відомо [143], що для 

систем (44) може не існувати коректної локальної крайової задачі. 

У [139] показано, що для системи (44) завжди знайдуться крайові 

умови вигляду

в ( ^ )и ( х ,0 )  + с(-^-)іі(х ,Т ) = ф ) ,  (45)

такі, що задача (44), (45) коректно розв’язна в просторах Соболєва- 

Слободецького. При цьому подається конкретний вигляд операторів 

В(д/дх) і С(д/дх). Основні результати праць [137, 138] такі.

1. Нехай Д(<т), Β{σ) і С'(<т) Є Задача (44), (45) коректно

розв’язна з простору Я  = |J H’ у простір С 1([0, Т\; S). де S = [J Я*,
$ S ,/

годі і лише тоді, коли

Q(a,t) = е'А^ (В ( а )  + С(а)еГА^ ) - '  Є С~те.

2. Нехай .4(<т), Β(σ) і С(а) Є Я ^ .  Задача (40), (41) коректно 
розв’язна з простору // у прос тір С 1([0,7’]; Я) тоді і лише тоді, коли 

Q ( a , t ) e H ^ .

3. Нехай ,4(<т) Є і Α*(σ)Α(σ) = Α(σ)Α" (σ), де Α*(σ) -

спряжена до -4(σ) матриця. Тоді існують такі Β(σ), С(а) Є CZa, що 

крайова задача (44), (45) коректно розв’язна з простору S у простір 

C l ([0, T]; S), а також коректно розв’язна, з простору Н* у простір

О 1 ([0, Т]\Hf~p).

4. Для кожної матриці Α(σ) Є Я “то існують такі В (а), С(а) Є 

Є Я ^ ,  що крайова задача. (44), (45) коректно розв’язна, з про

стору Я  у простір С'1 ([0, Т]\Я), а також із простору Я* у простір

С х([0 ,Т\;Н—Р).

5. Нехай ·4(σ) - поліноміальна. матриця з простими власними 

значеннями. Тоді існують такі В(<т), С(а) Є С ^ .  що задача (44),

(45) коректно розв’язна з S в C'1 ([0, T]; S).

До розділу IV

У працях С.Г. Крейна і Г.І. Лаптєва [127, 128, 134] для рівняння

L; ,u = - Au(t) = /(/), (46)

де А - замкнений лінійний оператор із всюди щільною в комплексно

му банаховому просторі Е областю визначення, u.(t) і /(/) - функції
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із значеннями в Е, розглядається задача з крайовими умовами

2

Σ  Κ,·Μϋ_1)(0) +/?,,«(j-1)(T)] = г = 1,2, (47)

і -1

де arj, β,-j - комплексні числа. В припущенні, що для довільно

го А > 0 оператор (.4 + А/)-1 існує, визначений на всьому Е  і 

||(.4 -(- Л/)— 1II < С'(1 +Ά)-1, встановлені необхідні і достатні умо

ви існування та єдиності узагальненого розв’язку задачі (46), (47), 

коли А - породжуючий оператор аналітичної лівгрупи.

Аналогічні дослідження проведені С'.П. Шишатським [277] для 

задачі (46), (47), коли .4 - лінійний необмежений оператор такий, 

що існує оператор іл/А, який є породжуючим оператором сильно 

неперервної групи обмежених операторів.

Праці Ш.Дж. Мамедової [141, 142] присвячені вивченню задачі з 

крайовими умовами

2 η - 1

У "  [αν/Μ^ίΟ) + Ιίω ( 1)] =0 , V =  1, . . . , 2η, (48)

.7=0

де 0„;', - комплексні числа, для рівняння

, 0п ші И Ε f) J

( ^ y nu{t)+A2nu(i)+^ Bj(i)( id i) 'n~J'u(t) = m ’ 1 є (0’ 1]’ (49)l  Κ . .

де Bj(t), Α~·\ j  = 1,--2n, - обмежені оператори в гільбертовому

просторі. Доведено нормальну розв’язність і Ф-розв’язність дослі

джуваної задачі в припущенні, що виконуються нерівності

sup ||Α[2,’_',)/2"/1·, (Λλ.£' + Λ2η)_1|| < оо, 
к

де Afc - власні значення оператора, породженого виразом (—id/(lt)n

і крайовими умовами (48).

У теорії періодичних хвилеводів виникають задачі, які опису

ються диференціальними рівняннями в гільбертовому просторі Н  і 

нелокальними умовами [239]:

+<?(<)-+ / (М )  = °, 0 < < < ω, · (-50)

~(ω) = Р~(0), ζ'(ω )=Ρζ'( 0), ІрІ = 1. (51)
Припускається, що для кожного t Є [0,и>] оператор p(t) обмежений

і додатно визначений в Я , f(t,z) - обмежений потенціальний опе

ратор, а оператор Q(t) має, взагалі кажучи, залежну від І область
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визначення. Доведено розв’язність задачі (50), (51), яка є еквіва

лентною існуванню стаціонарної точки деякого функціонала.

У праці [5] доводиться фреді ольмовість оператора Q : u —>· Qu = 

= {Lu, L\u,L->u}, де оператори L\, L-> визначають нелокальну 
крайову задачу для еліптичного дпференціально-операторного рів

няння другого порядку

Lu = u"(x) - Au(r) + (-4, u')(.r) + (Anu)(.i·) = /(*), x Є (a,b),

L i u = u'(l>) + B\u(a) + B2u(b) = fi(x),

L->u =  u'(a) + C'i«(«) 4- Cnu(b) = f 2(x).

Кранова задача з умовами

Bu.(l,x) |,-о = Cu(t.,x)\t=a (52)

для рівняння

Lu = - Au(t) =0 , t Є (0, a) (53)
dt

розглядається в [150] у гільбертовому просторі Іо([0. 1],Я) для об

межених операторів .11 = А + А/, В , С . У припущенні, що система 

власних векторів оператора .41 утворює базу в Я , сформульовані 

умови регулярності та нерегулярності крапових умов (52).

Праці В.І. Чесаліна та М.І. Юрчука [270, 273] присвячені дослі

дженню задачі з нелокальними крайовими умовами для абстрактних 

рівнянь Лява

^ - , 4 ( «  + А ^ )  = /, А > 0, / Є [0,Т],

(54)

Я, (//.)«’-  ‘ (0) - Β·Λμ)ιι’- '(Τ ) = φ,·, r = 1,2,

де .4 - самоспряжений і додатно визначений оператор, а Β\(μ) і 

Βη(μ) є лінійними неперервними опера торами в гільбертовому про

сторі Я; φ\, φ·> Є Я, /. u - функції зі значеннями в Я. У при

пущенні, що для j  — 1 або j  =  2 виконується умова: на Я  іс

нує обмежений оператор В~ (μ), який переводить D(A) в D(A ),

і IIΒ~ϊ(μ)Β3-̂ (μ)\\ < е~сТ, де с > 0 - стала, що залежить від 

.4, встановлена [273] однозначна розв'язність задачі (54). У праці 

[270] продовжено вивчення цієї задачі для частинного випадку, коли 

Β\(μ) =  1 і В·,(μ) = μ.

Задача з умовами
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досліджена в праці В.І. Чееаліна [‘27‘2] для диференціально-оператор- 
ного рівняння

m ,о

П ( —+ Д.)u(t) =  m ,  і Є [0,Τ’],
7' — 1

де оператори Ar, г = І , пі, - самоепряжені, додатно визначені і 

попарно комутують.

Розвитком праці [273] є результати праць [271, 274, 282], де 

досліджуються нелокальні задачі для важливих випадків диференці

ал ьно-операторних рівнянь.

Спектральні властивості нелокальних задач для рівнянь з час

тинними похідними та днференціальио-операторних рівнянь дослі

джувались в книзі 11.1. Калеиюка, Я.О. Баранецького, 3-М. Нитре- 

бича [95], яка, крім того, містить огляд літератури з цього питання.

До розділу V

Інтерес до розгляду некласичннх задач для гіперболічних рів

нянь та систем зумовлений кількома причинами. Зокрема, якісно 

нові постановки задач з’являються ирн розв’язуванні сучасних при

кладних проблем та описі реальних життєвих процесів [18, 53, 148,

181, 177, 179, 246, 364, 325, 295, 320, 306, 388, 298]; математичні мо

делі при цьому часто містять нелокальні (нероз ділені чи інтегральні) 

граничні умови, а також умови, які задаються у внутрішніх точ

ках даної області. Дослідження нелокальних задач для гіперболіч

них диференціальних рівнянь має також суто теоретичний харак

тер [3, 4, 21, 22, 23, 50, 176, 180] і зумовлене, по-перше, неможливістю 

коректно поставити локальні задачі для багатьох рівнянь, но-^друге, 

спробою описати всі коректно поставлені задачі для даного рівняння 

(системи).

Задачі з нелокальними умовами виникають у теорії періодичних 

хвилеводів, фізиці плазми, фізиці ядерних реакцій, математичній 

біології, демографічних дослідженнях, при довгостроковому прог

нозуванні погоди тощо. Зокрема, математичними моделями дина

міки біопопуляцій є крайові задачі для гіперболічних рівнянь пер

шого порядку з нелокальними умовами за просторовими змінними. 

У демографічних дослідженнях [367] використовуються неперервні 

моделі динаміки популяцій:
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/Ф',0) = ро[г),

Го

p (0J) =  Ф(і) =  β(ί) J h(rJ)K(r,t)p(r, t)dr,

г І

де p(r,t) - густина розподілу за віком г у момент часу <; w(r, 1.) - 

густина мігрантів; /<(»“,<) - коефіцієнт смертності; ф(1), β(1), h(r,i), 

K(r,t) - стандартні демографічні індекси.

Н.В.Степанова [246] з єдиної точки зору систематизувала відомі 

в літературі моделі динаміки популяцій біологічних об’єктів, які 

враховують функції розподілу останніх за віком і за розмірами.

Методиці постановки коректних граничних задач для гіпербо

лічних рівнянь присвячено праці А.М.Нахушева [176, 180]. Для мо

дельних рівнянь гіперболічного та мішаного типів [180] описано не

обхідні локальні та нелокальні умови, які повинні задовольнятись 

усіма розв’язками досліджуваного рівняння із заданого класу. Для 

навантажених рівнянь гіперболічного типу [181, 177, 179] розглянуто 

нелокальні задачі з інтегральними умовами вигляду

1

J  и(х, і) сіх — μ(ί).

о

Використано метод функції Рімана для зведення цих задач до наван

тажених рівнянь Вольтерра 2-го роду. Дасться фізичне тлумачення 

таких задач.

С.А.Алдашев [3, 4] розглядає нелокальні задачі для гіперболіч

них рівнянь другого та вищих порядків. Спочатку автор встанов

лює властивості розв’язків даного рівняння, після чого на їх основі 

знаходить ряд нових (нелокальних) однозначно розв’язних крайових 

задач. Розвиваючи теорію крайових задач зі зміщенням (початок 

цієї теорії для двовимірного випадку закладений у працях Біцадзе і 

А.М.Нахушева) С.А.Алдашев також вивчає питання про знаходжен

ня регулярних класичних розв’язків задач для багатовимірного хви

льового рівняння з нелокальними крайовими умовами, що містять 

інтегральні оператори.

Відзначимо роботи, пов’язані з вивченням класичних і некласи

чних задач для майже лінійних і квазілінійних гіперболічних сис

тем. Найбільш загальні результати по вивченню мішаних задач для 

гіперболічних систем отримано, зокрема, у працях В. Е. Аболіні і

О. Д. Мпшкіса [1, 2], 3. О. Мельника [155, 156, 157, 160, 159, 151, 153] 

(дослідження проводяться методом характеристик), А. І. Марко-
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вського [1 '17. 146, 144, 145] (будуються регуляризатори розглядува

них задач) та Лі Та-ТЬіна [336, 338].

Крайові задачі для квазілінійної гіперболічної системи діагональ

ного вигляду досліджуються в працях [376, 379, 377, 378]. Доводять

ся теореми існування та єдииості узагальнених розв’язків аналогів 

багатоточкової задачі [376, 379], а також неперервної залежності цих 

розв’язків від початкових даних. Доведення базуються на методі 

характеристик і теоремі Банаха про нерухому точку. Аналогічні 

результати отримано для задач, які виникають у нелінійній опти
ці [291, 290].

У праці [337] розглянуто квазілінійну систему вигляду

П η .4

J', u){-^f +  λ/ (/, .t·. i 0 ^ f )  =,«■/(<,·c, и), / =  1
3 =  1

Досліджено задачу з розділеними нелінійними граничними умова

ми в куті. Зазначено, що подібні задачі виникають у гідродинамі

ці. Встановлено необхідні та достатні умови локальної розв’язності, 

яких достатньо для прак тичного використання отриманих резуль
татів.

О. Д. Мишкіс і А. М. Філімонов [173, 174] досліджували задачу 

Коші та мішану задачу з нелінійними граничними умовами для ква

зілінійної гіперболічної системи трикутного вигляду. За допомогою 

методу стискуючих відображень було встановлено локальні теореми 

існування та єдииості неперервних узагальнених розв’язків. Під не

перервним узагальненим розв’язком задачі розуміється неперервна і 

ліпшицева за всіма аргументами вектор-функція и, яка задовольняє 

деяку систему інтегро-операторннх рівнянь. За додаткових припу

щень щодо монотонності вихідних даних і порядку зростання правих 

частин системи за змінною и наведено достатні умови глобальної 

розв’язності [265].

У праці [14] вивчено задачу Коші для системи двох квазіліній- 
них рівнянь. Отримано умови на вихідні дані, за яких регуляр

ний розв’язок існує в цілому. Показано, що при невиконанні цих 

умов, навіть при монотонних початкових даних, задача може мати 

кусково-гладкий, але не регулярний розв’язок.

У [350] за певних припущень монотонності щодо вихідних даних 

доведено існування в цілому розв’язку системи рівнянь спеціального 

вигляду

щ - «* = 0, «( + (- ) = 0.
V V /  х
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Некласичні граничні задачі для гіперболічних рівнянь і систем 

як із гладкими, так і з розривними коефіцієнтами в різних областях 

площини .vOІ були розглянуті в [107, 109, 111, 1Г2, 156, 157, 158, 160,

159, 151, 155, 152, 161, 153, 163]. Тут наголошено на тому, що метод 

характеристик дозволяє побудувати достатньо повну теорію ліній

них і слабо нелінійних мішаних задач для загальних двовимірних 

гіперболічних систем. Зокрема, для таких систем досліджена зада
ча з класичними умовами Коші за змінною t і нелокальними умовами 

за змінною х:

m — 1 і  .7.J ,

і=0 .; = 0

У припущенні, що вихідні дані мають дос татню гладкість, а почат

кові та нелокальні крайові умови задовольняють необхідні ?■+1 умов 

погодження, доведено теорему існування та єдииості г разів рів

номірно неперервно диференційованого розв’язку, який неперервно 

залежить від вихідних даних. Аналогічну задачу розглянуто для за

гального гіперболічного рівняння з розривними коефіцієнтами [157]. 

Випадок кратних характеристик вивчено в [158].

Праці [153, 152, 163] присвячені задачам з інтегральними об

меженнями. У [152] отримано результат розв’язності задачі для 

строго гіперболічного рівняння другого порядку з характеристич

ними коренями різних знаків. Поряд з умовами Коші задаються 

інтегральні умови

І

/
о

ο,·(ξ, ί )'«(£, t) Λζ = М 0 , 0 < t < T ,  і = 1, 2.

Доводиться існування кусково-гладкого розв’язку. У [163] встанов

лено коректну розв’язність нелокальних задач для гіперболічних рів

нянь довільного порядку та систем першого порядку. Область роз

гляду — криволінійний сектор, в який попадають характеристики 

рівняння або системи, що виходять із вершини сектора.

Задачі типу Стефана (коли границя області або деяка її частина 

входять у число невідомих функцій) для гіперболічних систем дослі

джено в працях 3. О. Мельника [154, 161] і В. М. Кирилича [108, 110]. 

Крайові умови на невідомій границі гіри цьому задаються в нело- 

кальному вигляді.

У [342] вивчається клас початково-граничних задач для гіпер

болічних систем із нелінійними нелокальними крайовими умовами. 

Цей клас включає різні проблеми, які виникають у динаміці попу
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ляцій. Будується теорія локального та глобального існування та 

єдиності розв’язків.

Багато праць присвячено вивченню иекласичиих задач для гіпер

болічних рівнянь другого порядку з двома незалежними змінними. 

У смузі ГІ(Т') вивчаються задачі вигляду [2(53]

а' ”('·') = Р(-і/>,)«(*,<), (*,<)€ П(Г), (55)
дГ-

U.t(x,0)J ' \uo2(x)
(56)

де Р(<т) - довільний поліном зі сталими комплексними коефіцієн

тами; Α(σ), Β(σ) ~ поліноміальні (2 х 2)-матриці з комплексними 

коефіцієнтами (σ Є Е п), причому

rang(.A(ff), Β (σ )) = 2 для всіх σ £  Е ’“.

Отримано критерій коректності задачі (55), (56) у просторах скін- 

ченногладких функцій і на його основі досліджено питання про ква- 

зірегулярність даної задачі. При цьому показано, що перехід від 

смуги (п — 1) до шару (« > 1) при сталих матрицях /1 і В не впли

ває на результат, а перехід до диференціальних матриць A(—iDx) і 

B(—iDx) вносить нову умову в критерій коректності.

Аналогічні до (55), (56) задачі розглянуто також у працях [127, 

220]. У [127] вивчено задачу (55), (56), де P( — iD.r) замінено замкну

тим л ін ій н и м  оператором Р у банаховому просторі з оцінкою знизу 

на його резольвенту, а матриці А і В — сталі. Отримано необхідні 

та достатні умови коректності.

Теореми існування та єдиності розв’язків нелокальннх задач для 

гіперболічних рівнянь другого порядку доведено також у [310, 301, 

300]. В [300] за допомогою теореми Банаха про нерухому точку ав

тор досліджує задачу з нерозділєнимп умовами за часовою змінною 

(аналог багатоточкової задачі) в області, що є квадратом. Вияв

ляється, що отримані результати застосовні до теорії еластичності 

ефективніше, ніж відомі аналогічні результати, пов’язані з класич

ними початковими умовами.

Для дифереиціально-огіераторних рівнянь вигляду [220]

‘Г ^ Л . Р „ ІІ) =  т , г є  [0,Т],

де Р  - оператор у банаховому просторі, з граничними умовами 

вигляду (56) (матриці А і В - сталі) за умов, що подаються в 

спектральних термінах, доведено існування єдиного узагальненого 

розв’язку.
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Т.І.Ічігурадзе [105, 106, 329, 327, 328] вивчає нелокальні задачі 

для лінійної гіперболічної системи

^ 11 =  Р0(х,у)и + Рі(х,у)^- + Р-ї(х,у)^- + д(х,у). (57)
dxdy ' iV ""д х  " " д у

Зокрема [105, 106], встановлено критерій однозначної розв’язності 

періодичних крайових задач вигляду (57)

и(х, 0) = φ(χ), 0 < х < а,

н(0, у) = au(a, у), 0 < у < 6.

Необхідною та достатньою умовою існування єдиного розв’язку (за 

певних умов гладкості на вихідні дані) є умова

/г = [я, 6],

Де

І,- - {у Є [о, 6] : 1 - cvexp P2(s, y)ds^ ф 0}.

У праці [329] для рівняння (57) розглядаються нелокальні задачі в 

прямокутнику, періодичні та майже періодичні задачі в смузі, до

сліджуються оптимальні (близькі до необхідних) умови, які гаран

тують існування та єдиність розв’язків цих задач, вивчаються пи

тання стійкості (неперервної залежності) розв’язків щодо малих змін 

коефіцієнтів рівняння (57) і граничних умов.
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