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Вступ

Диференціальна геометрія - це частина математики, яка 

вивчає геометричні образи, в першу чергу криві та поверх

ні, використовуючи методи математичного аналізу. Ці мето

ди власне і виникли при розв’язування таких геометричних 

задач як знаходження дотичної до кривої, площі та об єму 

фігур.
У зародженні та початковому розвитку диференціаль

ної геометрії основну стимулюючу роль відіграли пробле

ми картографії та геодезії; зокрема, задача про відшукання 

найкоротшого шляху між двома точками кривої поверхні 

(у геодезії поверхні Землі). Виникнення диференціальної 

геометрії відноситься до першої половини XVIII ст. і воно 

пов’язується з прізвищами Л.Ейлера та Г.Монжа.
Л.Ейлер багато займався картограграфічною пробле

мою та геометрією на сфері. Його праці зі сферичної гео

метрії, без сумніву, мали вплив на М.Лобачевського, оскіль

ки показали існування двовимірної геометрії, яка істотно 

відрізнялася від евклідової. Серед праць Ейлера основне 

значення з точки зору диференціальної геометрії має ме- 

муар "Дослідження про кривину поверхонь", опублікова

ний в 1760 р. і який є першою в історії математики працею 

з диференціальної геометрії поверхонь.
Класиком диференціальної геометрії також французь

кий математик Г.Монж, який написав книгу, присвячену 

диференціальній геометрії, "Застосування аналізу до гео

метрії" (1805 p.). У цій книзі зібрані всі результати, одер

жані автором та його попередниками (тут, крім Ейлера, 

слід назвати співвітчизника і учня Монжа Ж.Меньє, який 

написав мемуар "Про кривину поверхонь").
Вважають, що диференціальна геометрія відокремила

ся у самостійну математичну дисципліну в 1827 році; ко

ли К.Гаусс опублікував класичну працю "Загальні дослід



ження про криві поверхні". Гаусе із характерною для ньо

го чіткістю 1 строгістю ввів основні для класичної дифе

ренціальної геометрії поняття двох перших основних квад

ратичних форм, сферичного зображення поверхні, поняття 

повної кривини поверхні, вигинання поверхні, внутрішньої 
геометрії поверхні.

Відкриття Μ. І. Лобачевським неевклідової геометрії 
(1829 р.) відіграло визначну роль у розвитку всієї геомет

ри, у тому числі і диференціальної. Так, у 1854 р. Б.Ріман 

у своїй лекції "Про гіпотези, які лежать в основі геометрії" 

заклав основи нової (ріманової) геометрії. Ріман виділив се

ред всіх відомих на гой час фактів теорії поверхонь те, що 

забезпечує побудову внутрішньої геометрії: першу квадра

тичну форму та гауссову кривину. Він показав, що необ

межене число геометрій може бути побудовано на основі
П

заданих квадратичних форм „ri,lx'dxj . Побудовані при

•ij = l

цьому простори називають рімановими просторами. Отже, 

у рамках диференціальної геометрії виникли надзвичайно 

широкі узагальнення поняття простору, і це, в свою чер

гу, послужило поштовхом для подальшого розширення та 
узагальнення всіх понять геометрії.

Теоретико-групова точка зору Ф.Клейна, викладена у 

йою Ерлангенській програмі" (1872 p.), у застосуванні 

до диференцальної геометрії була розвинена Е.Картаном, 

який побудував теорію просторів проективної та афінної 
зв’язності.

У Росії школу диференціальної геометрії створили 

Ф.Міндінг та К.Петерсон, основні дослідження яких 

пов язані з питаннями вигинання поверхонь. Великий вне

сок у розвиток диференціальної геометрії зробили українсь
кі вчені А.В.Погорєлов, М.І.Кованцов та їхні учні.

Ця книга написана як навчальний посібник з традицій

ної частини диференціальної геометрії, яка вивчає геомет

ричні властивості кривих та поверхонь у тривимірному ев- 

клідовому просторі. У посібнику наведено також матеріал, 

який стосується η-вимірних афінних, точкових евклідо- 

вих і псевдоевклідових просторів та елементів тензорного 

числення. Теоретичний матеріал ілюструється достатньою 

кількістю вправ та прикладів. У математиці одним з кра
щих способів глибокого засвоєння предмета є розв язування 

задач з використанням при цьому необхідних теоретичних 

відомостей, тому в кінці кожного розділу даються завдання 

для самостійної роботи. Ці завдання дадуть змогу перевіри

ти наскільки глибоко читач зрозумів викладений матеріал.



Розділ 1. 
Афінні, евклідові та псевдоевклідові 

простори

_ Предметом геометричного дослідження є точкові кон

ф ігурації, тобто підмножини деякої множини, яка на

зивається точковим простором , елементи якого нази

вають точками. Існують різні принципи такого дослід

ження. Одним з важливіших принципів є теоретико- 

груповий принцип, сформульований німецьким геомет

ром Ф.Клейном. У відповідності з цим принципом у точ

ковому просторі діє деяка група перетворень, тобто бієк- 

тивних відображень цього простору. Геометрія вивчає ті 

властивості точкових конфігурацій, які є інваріант

ними (незмінними) відносно перетворень цієї групи. 

Це складає зміст означення геометрії за Клейном, яке ви

кладене ним у знаменитій Ерлангепській програмі (1872 p.). 

Незважаючи на певну вузькість із сучасної точки зору, це 

означення не втратило своєї актуальності і у наш час. За

уважимо, що в геометрії точкові конфігурації називають 

фігурами. В залежності від типу групи перетворень точ

кового простору розрізняють різні геометрії (афінна гео

метрія, евклідова геометрія, конформна геометрія, проек

тивна геометрія і Т.П.). Одним із найбільш фундаменталь

них тинів геометрії є афінна геометрія, до вивчення якої ми 
і приступаємо.

§1.1. А ф інн і простори Л п. Ф ігури в Л п. Аф інн і 

перетворення

Основним об’єктом дослідження афінної геометрії є точ
ковий простір, який у даному випадку називається афінним 

простором. Для того, щоб виділити клас афінних просторів 

серед інших множин, наділених додатковою структурою,

вводиться його аксіоматичний опис, тобто перелік апріор

них властивостей афінних просторів. Ці властивості харак

теризують певні зв’язки двоточкових конфігурацій афін

ного простору з векторами деякого фіксованого лінійного 

простору, який називається простором перенесень.

Нехай Р  =  {а, 6, с , ...} - будь-яке поле з елементами до

вільної природи (якщо а, 6, с, . . . - числа, то Р  ~ числове 

поле), яке ми називатимемо полем скалярів, а його елемен

ти - скалярами, Уп = { ї ї ,  b , , Ϋ ,· · ·} - п-вимірний
векторний простір над полем і ’ . А — {А, В, С , ...} - деяка 

непорожня множина, де А, В, С, .. . - елементи довільної 

природи, /: А х А Уп відображення, яке кожній впо

рядкованій парі (А, В) елементів {А, В} С А ставить у від

повідність вектор f(A , В) Є V'n, який надалі позначатимемо

символом а й .
Означення 1.1. Афінним точковим простором над век

торним простором Уп над полем Р  називається множина А 
із заданим відображенням / , яке задовольняє такі чи мої и 

(аксіоми Вейля а фінного простору):
1. Для кожного елемента, А Є А відображення /л- А У 

Уп, що діє за правилом

VB Є А : /д(В) := /(А, В) = АЙ Є Кп

є бієкцією; __  __ ,
2. V{A,B, C j C A: ΑΒ + В и  = AC.
Зазначимо, що з аксіоми 1 випливає, що для кожних 

А Є А, Є Уп існує єдиний елемент X  Є А такий, що 

А І  =
Елементи А, В , С, .. . називаються точками афінного 

точкового простору А, векторний простір V,, - простором 

паралельних перенесень цього афінного простору, вектори 

ї ї  1) , Ί > ,Ί Ϊ ,Ϋ ,  ■ ■ і Уп ~ перенесеннями або вільними век

торами простору А-



Натуральне число п називається розмірністю точкового 

афінного простору Лп, тому надалі писатимемо Ап.
Переконаємося, що для будь-якого η існує п-вимірний 

афінний точковий простір над полем P — R.

Справді, Vn =  {“α̂  =  {at; . . . ; a n} аг Є R, 1 < і < п} 

є п-вимірним дійсним лінійним простором відносно таких 

операцій:

1) V{«i;.. .; ап}, {b\]...,bn} Є Vn: {αχ;...; a,,} +

{6j ; . . .; bn} := {αχ + by].. .; an + bn}]

2) Vk Є R  V{a i ; . . . ; a n) Є Vn: k{ay]. . . ;  an) : = 

{kay]. .. ; kan).

Нехай A  - множина всеможливих наборів з п дійсних 

чисел чисел, тобто

А  =  {А —< ау]. . . ;  ап >, аг Є R, 1 < і < п}.

Відображення /: А x А —¥ Vn задамо за правилом:

V < Οχ, . .., ап ■'> ■ <·' Ь\,. .., Ьп >Є А ■ / ( < 01,..., (іп .>,

< Ьу , . . . , Ьп >) . {Ьу — С1\ , Ьп ~ Оті} Є νη·

Перевіримо виконання аксіом Вейля.

1. Для кожного елемента А = <  ау; . . . ;  ап >Є А відобра

ження /д: А —> Vn діє за правилом:

V5 =< by;...; Ьп >Є А : /л{Р) = f(A , В) = /(< ау]...; ап >,

<  би  . . . ;  bn > )  :=  {by -  ец; -  а „ }  Є V n-

Якщо =  {хь . . . ;  £„} Є Vn, то / А(Б) = 7* тоді і тільки 

тоді, коли В =<  ху + а,у \... \ хп + ап >, тобто відображен

ня /д є бієктивним відображенням А  на Vn. Отже, перша 

аксіома Вейля виконується.

2. У А = <  о і ; . . . ;  ап >Є А, В  = <  ; . . .  ]Ьп >е  А, С  =<

Сі;. . . ; сп >Є А:

АЙ + в б  =  f (A ,B )  + f (B ,C )  -  {by - a y ; . . . : b n - an} +

+ {сі-Ьь . . .; cn — bn} =  {c i-a i ; .. . ;cn-an} = f{A ,C ) =  Ж?.

Таким чином, аксіоми Вейля виконуються. Це і означає, 

що для будь-якого п Є N існує η-вимірний дійний афінний 

точковий простір над полем R.

Наслідки з аксіом Вейля

1) \/Л Є Ап'· Ау\ = it .

Справді, на підставі другої аксіоми Вейля стосовно впо

рядкованої трійки точок А, А , В твердимо, що

АХ \ ЛЙ = A l l

отже, лА =  d .

2) V{.4. В} С Ап'· А ή = В А.

Справді, А і) + В А = ЛА = it . Звідси випливає, що

АЙ =  -£М . _ _

3) V{A ,  В ,  C, D} c  A  => (ЛЙ - ( 75 <■> -  / J /3).

Якщо АЙ = U t ,  то Л/І + в б  = в б  + С Й  = шЗ. З

іншого боку, . 4 + в б  — Ж^. Отже, .4Ґ̂  = /іЙ . Навпаки, 

якщо і б  = ВЙ, то

,1/5 = АЙ + в б , АЙ л б  · Γ / Ι

тоб'го /1 /) + В  /З = ЛсЗ + С/З. Звідси випливає, що .4/) - С і).

Ф ігури в Ап. Фігурою афінного точкового простору Ап 
називають будь-яку множину точок цього простору.

Нехай А і В - різні точки простору Ап.
1. В ідрізком  називається ф ігура

[А, В} := {М  Є Ап : АА% = ш \  t. Є [0, 1]}.

Зауважимо, що фігури [Л, β] та [Б, Л] збігаються, бо

А Й  = ІАЙ = > В Й  = {І - і)'вА.



Точки А і В  називаються кінцями даного відрізка.

Точка С  відрізка [А, В], яка відповідає значенню t = 1, 

називається його серединою.

2. Променем з початком у точці А і довільною 

точкою В  називається ф ігура

[А, В) := {М  Є Ап : А Й  = іАЙ, t Є [0, +оо)}.

Кутом у афінному просторі Ап називається фігура, 

утворена об’єднанням двох променів із спільним початком 

О ; точка О називається вершиною кута, промені [О, ,4) та 

[О. В) називаються сторонами кута [О, .4) и[0, В), який по

значають символом /Л О В .

3. П рям ою  у аф інному просторі Ап називається 

ф ігура

(Л, В) := {М  Є Ап : А Й  = ІАЙ, t Є К; А, В є An, А /  Z?}.

Зрозуміло, що точки .4, В є точками даної прямої, бо 

відповідають значенням t, які відповідно дорівнюють O i l .

4. Нехай А, В , С  - три точки, що не лежать на одній 

прямій (будь-які два вектори з трьох векторів АЙ, А0, В 0

- лінійно незалежні).

Трикутником називається ф ігура

А А ВС := {М  Є А П:А Й  = tlAiЙ + t2X0, 0 < ί1 < 1,

0 < ί2 < Ι ,ί1 + t2 < 1}.

Точки А, В , С  називаються вершинами даного трикут

ника. Нехай Αχ, В і, С\ середини відрізків [В,С\, [Л, С],

[Л, В] відповідно. Медіаною трикутника називається 

відрізок, який з ’єднує вершину трикутника з сере

диною протилежної сторони (Мал. 1.1).

5. Нехай Л, В, D - точки простору Ап, які не лежать на 

одній прямій. Паралелограмом називається ф ігура

Р2 := {М  Є Ап : А Й  = і 1АЙ+і2АЙ, 0 < t1 < 1, 0 < t2 < 1}.

Нехай Α 0  =  АЙ -|- АЙ. Точки Л, В, C, D  називаються 

вершинами паралелограма, {А, В ,С , D} С Р>, при цьому 

точка Л відповідає значенням параметрів ί1 = 0, t2 — 0; 

точка В I і — І, t2 — 0; точка C - t' — Ι , ί 2 =  1; точка D 

t1 =  0, t2 =  1.
6. Паралелепіпедом розм ірності т , 1 < т  < п, з 

вершиною у точці Л Є Ап, називається ф ігура

Рт := {М  Є Ап ■ А Й  - t}a\ + t2a$ + ... + := Га:

де « t , . .. ,αΧ лінійно незалежні вектори простору Vn, 0 < 

(г < 1, 1 < і < т}.
Зазначимо, що прикладами паралелепіпедів розмірно

стей 1, 2 є відповідно відрізок та паралелограм.

7. Нехай 1 < πι < п - 1. Ф ігура

Пт := {М  Є Ап : "Щ Й = t 'a t + ... + tma* : Ґ а].

і 1 Є R, 1 < і < т ,  де ά | ,. . . ,α ^  - лінійно незалежні 

вектори}, називається т --вимірною площиною.

Якщо πι = п — 1, то площина Пп_і називається гіпер- 

площиною афінного простору, якщо т  — 1, то 1І| пряма 

в Ап.
Зауважимо, що {^1 at + ··· =  >C(a|,. . . , aZ) -

лінійна оболонка векторів af, . . . , α ^ ,  яка є гіідпростором 

лінійного простору Кп. Отже, площину в афінному просторі 

Ап можна означати ще й так.



Нехай - m-вимірний нідпростір лінійного простору 

Vn, 1 < τη < п — 1, Мо - деяка точка в Лп. Тоді

Пт : =  {М  Є Лп : Л/,Л/ Є П^},

де П°4 називають напрямним підгіростором площини Пт . 

Якщо ж виділений нами підпростір простору Vn є нульо- 

вим, то одержуємо одноточкову фігуру { M e  Лп : МоМ — 

} =  Мо. На цій підставі часто одноточкові фігури нази
вають нуль-вимірними площинами.

Із означення площини в афінному просторі випливають 
такі властивості:

1. Точка М0 Є ІІт , бо MqMq = i f  Є П,^.

2. Нехай Мі Є ГІт , тобто MqM\ Є 11{/„. Тоді виконується 
рівність:

Пт -  {М  Є Лп : Μ λί Є ГІ°4}.

Справді, нехай

Пт := {M G Лп : М Л І Є П?„}.

Доведемо, що площини Пто і Пто збігаються.

а) Я кщо точка М  Є Пт , то .М0М Є П^. Оскільки Мі Є 

ГІт , то М0Мі Є П^. Отже,

М і ЛІ =  МіМо + М0ЛІ є

і тому точка М  є Пто, тобто Пт с  Пт .

б) Нехай точка М  є Пт , тобто М\ ЛІ є 1І“(. Оскільки

МоЛІ = MqM\ + Кий Є п^,

то точка М  Є Пт . Отже, Пт С Пто. Цим доведено, що 

площини Пт і Пто збігаються, бо кожна з них належить 
іншій.

Зауваження 1.1. Із наведених вище міркувань випли
ває, що:

1) точка Mq з означення площини є точкою цієї площини 

і всі точки площини 1Тт є рівноправними у цьому розумінні;

2) якщо площини Пт та ПЛ. афінного простору Л п ма

ють хоч одну спільну точку, то їхнім перетином є площи

на, розмірність якої збігається з розмірністю підпростору 

П£ =  ІІ”П П векторного простору Vn. Напрямним під- 

простором площини Пгп П ГІ6 є П°:, а за "початкову" точку 

можна взяти будь-яку спільну точку даних площин Пт і

II,.
Відзначимо також, що у афінному просторі не визначені 

поняття віддалі між двома точками, довжини лінії, площі 

та об’єму фігур, величини кута та поняття перпендикуляр

ності. Всі ці поняття пов’язані з наявністю метрики в про

сторі.

Взаємне розміщення двох площин аф інного про

стору. Нехай ГІт — {М  Є Л п : М Л І Є П^}, ПЛ = {М Є

Лп ■ М Л І є П»}, m < s, дві площини афінного простору 
Ап ·

Означення 1.2. Площини Пш та II., (m < s) називають

ся паралельними, якщо вони не перегинаються і І1®„ C І І".

Коротко це записують так:

m  її π  ί ^  =(Hm I! Пч) \ ї ї0 r  І гО
 ̂ m  ̂- б''

У літературі зустрічається ще й таке означення пара

лельності площин.

Означення 1.3. Площини ІІт та ІІЛ (m < s) назива

ються паралельними, якщо вони не перетинаються і роз

мірність є перетину їхніх напрямних підпросторів не менша 

одиниці.

Отже,

ПІ II Т М Гі II, = 0,II ns) ^  І  с1іт(п0( пц0) > 1.



Відношення ~ називається ступенем паралельності. Як

що ступінь паралельності дорівнює одиниці, то кажуть, що 

площина Пт повністю паралельна площині П5. Отже, па

ралельні площини за першим означенням - це "повністю" 

паралельні площини за другим означенням.

Означення 1.4. Площини Пт та П, афінного простору 

Лп називаються мимобіжними, якщо вони не перетинають

ся, а перетин їхніх напрямних підпросторів містить лише 
нульовий вектор.

Отже,

(Пт мимобіжна II.,) <=>

Мимобіжні площини можна вважати паралельними пло

щинами з нульовим ступенем паралельності.

Теорема 1.1. У η-вимірному афінному просторі Л п 

будь-які дві площини 11т і II, при ίri + s > п не є мимобіж
ними.

 ̂ Доведення. 1. Нехай m+s > п і d f, ..., базис в П”п, 

6̂ , ..., bs - базис в П°. Система векторів df, ..., а^, Ь\, ...,

6,, векторного простору Vn лінійна залежна, бо гп + s > п. 
Отже, виконується рівність

f  4  + TJ b* = Ί?, 1 < i < rn, 1 < j  < s, (1.1)

при деяких значеннях параметрів ί1, ..., tm, τ1, ..., r s, 

серед яких хоча б одне відмінне від нуля. Зауважимо, 

що {tl , . . . t m} ф 0 , бо якщо б це було не так, тобто 

{t1, .. . tm} =  i f ,  то рівність (1.1) мала б вигляд r j b* =  Ί?.
 у —у  у J

Тоді {τ , . . . , т 5} =  0, оскільки Ьи ..., bs - базис в П°.
_у ____ у *

Отже, система векторів df, ..., а^, by, ..., bs простору Vn 

лінійно незалежна, що неможливо. Аналогічно доводимо, 

що і {т1, . . . , τ'5} ф 0 . Отже, вектор ~ct — fa t  — —r3~bj ф i f

rim n ns = 0, 
n ^ n n ;  =  { t } .

є спільним вектором підпросторів ГІ^ і 11°, тому площини 

Пт і П4. не є мимобіжними.

2. Розглянемо випадок, коли m + s =  п.

а) Нехай at, ..., а^і, Ьх, . . . ,  bs лінійно залежні век

тори. Тоді площини П„, і П6. також не є мимобіжними, бо 

аналогічно до попереднього випадку напрямні підпростори 

мають нетривіальний перетин.

б) Якщо вектори df, . . ., dm, b\, .. ., bs - лінійно неза

лежні, то П°д П П° = { 0 }. Доведено, що в цьому випадку 

площини Пт і II, перетинаються, тобто існує єдина спільна 

точка Μ: М  Є Пт , М  Є П.,. _____
Нехай Μχ Є ІІт , М2 Є 11.,. Оскільки Μ , М7 є Vn, το 

існують числа р1 та δ3 такі, що

. \ / ,А / ·  =  p‘at +  <уЧ>].

Розглянемо співвідношення

М2ЛІ =  м 2м\ + Μ] ύ ,

де М  довільно фіксована точка площини II,,,. З ’ясуємо, 

за яких умов ця точка належатиме площині П5, тобто чи 

існують числа Iі та τ3 такі, що М  ЛІ = fa f ,  Μ2αΊ = т3 b j. 

Отже, маємо, що

т3Ь̂  = (p*af + S^bj) + /.zaf <=> {pl + f )d f 4- {δ3 — t 3)1^ =  (f.
( 1 .2 )

_  ̂ _у
Оскільки вектори df, ..., a^, b\, ..., bs -■ лінійно незалежні, 

то з (1.2) випливає, що

Ґ =  - p1, т3 -  «V. (1 .3 )

Таким чином, М\ЛІ = — p*af, М2АІ = 63b3, тобто точка Μ  

належить також і площині ГІ,, причому така точка єдина 

(див. (1.3)). Оскільки М  Є Пт і М\иб П.,. тоДІ^О ·Π« Ф 0·
імені Василя С те ф а н и к а  
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Отже, і в цьому випадку площини Пт і П, не є мимобіжни
ми.

Теорема доведена.

Декартові координати в аф інному просторі

Означення 1.5. Декартовою системою координат (де- 

картовим репером) в афінному просторі Лп називається 

впорядкована система {0, ef, . . . ,  et}, яка містить точку 0 

афінного простору Л п і базис векторів ef,. .., et векторно
го простору Vn.

Декартову систему координат можна задавати і за до

помогою впорядкованої системи зп  + 1 точок О, Αχ, Ап 

афінного точкового простору Лп, пхо задовольняють умову 

лінійної незалежності векторів О А (, ..., ОАп. Позначатиме

мо декартову систему координат так: R — {0 ,e f , . . . ,e^} .

Нехай М  будь-яка точка афінного простору Л п. Век

тор О М  називають радіус-вектором точки М  по відношен
ню до точки (полюса) О.

Означення 1.6. Декартовими координатами точки М  

в даній декартовій системі координат R =  {О, ef, . . . ,  е^} 

називаються координати вектора ( )Й  відносно базису век

торів ef, . ... et  векторного простору Vn.

Якщо О М  =  Xі ef + ... + xnet, то коротко запису

ють М(ж1; .. . ;хп) і саме ці числа х\ ..., хп є декартови

ми координатами точки М  в декартовій системі координат 

R  = {О , e f , . . . ,  е^}. Якщо точки А і В  мають в декартовій 

системі координат R  =  {О, e f ,.. . ,et}  відповідно координа

ти х\, xf, . .., re” і х\, x хї21. то вектор 7[Й в базисі ef,

..., е*, який входить в декартовий репер R , має координати
ιΎ·̂ · __  ty· 1 ίΎ»2 __ /V>2 /viW ___ /v>W f\/-vw 2 i j w 2 i j · · * j •a' 2 w i 5 uu

Рівняння m-вимірної площини
1. Векторно-параметричне рівняння площини.

Нехай IIm = {М Є Л п : MQh\ Е П“га} - площина афін

ного простору Л п, R  = {О, e f , . . . .  et} - декартова система 

координат в Лп. Позначимо ОМІ = ^о, θ ύ  = ~f*, де го * 

радіус-вектор точки М0, ~Ϋ - радіус-вектор точки М. Тоді 

О М  =  ОМІ + М0ЛІ. Отже,

Ψ  - rt + М0ЛІ М0ЛІ = У  - Го.

Нехай of, ..., α^ базис в 11^. Оскільки М0ІІІ Є П^, то 

М0ЛІ — f a f ,  де t1 Є К, 1 < і < m. Таким чином,

7> = r £  + fa t· (1-4)

Рівняння (1.4) називається векторно-параметричним 

рівнянням площини Пт .
2. Координатно-параметричні рівняння площини

Нехай точки М0 і М  мають в репері β відповідно коор

динати £д, . . ., Xq І Xі , . . ., хп. Тоді

ο ύ  = 1* =  х-'е), O l t0 =  rt = x ie t , 1 < J < n ,

М ^ІЇ =  Γά* =  fa /e j,

де rang(a/) =  m, бо вектори of - лінійно незалежні. Рівність 

θ ύ  — ОМІ = М0Й  набуває вигляду

Отже,
xJ = Xq + fa ;’ , rang (α/) =  m. (1.5)

Рівняння (1.5) називаються координатно- 

параметричними рівняннями m-вимірної площини.

Виключимо параметри t1 в (1.5). Оскільки rang(a/) = m, 

то є мінор m-го порядку цієї матриці, відмінний від нуля.



Без обмеження загальності можна вважати, що det(aj) ψ 0,

1 < і, j  < гп. Запишемо систему рівнянь (1.5) у такому 
вигляді:

f Х3 =  xl + f a l  1 < i , j  < т , , λ

\ χα =  χ° + tlaf, m + 1 < a < η. Κ >

Із перших τη рівнянь системи (1.6) за допомогою формул 

Крамера знаходимо, що f  =  (xj - х30)Ц, де (a*) - матриця,

обернена до матриці (aj). Підставивши ί1 в інші рівняння 
системи (1.6) знайдемо, що

Xа =  Хц + (x3 -  Xg)a*a“ .

Отже,

ха = Щх3 +Ьа , (1.7)

де =  a ja f, 6Q = Xq - aj-afxj. Система рівнянь (1.7) визна

чає m-вимірну площину в декартових координатах, причо

му m декартових координат змінюються довільно, а інші 
через них зображаються.

Зауваження 1.2. Для m = 1 (1.5) набуває вигляду:

xJ =  Xg + iaJ , rang(aJ) =  1,

або ж
ί χ1 =  Xq + ία1,

 ̂ χ" =  ж” + ία" 

координатно-параметричні рівняння прямої;

'ї'̂ · _ /v» 1 _ /у2 /γ>τι
о о 0

a1 a2 a”

канонічні рівняння прямої; a1, ..., ап - координати напрям

ного вектора прямої.

Загальні рівняння площини. Кожна сумісна система 

п — т  незалежних рівнянь

c°jXJ + с° =  0, rang(cj) =  η - т , 1 < σ < п — гп, (1.8)

визначає деяку ш-вимірну площину ІІт у просторі Л п; рів

няння системи (1.8) називаються загальними рівняння

ми m-вимірної площини.

Справді, нехай хг0 деякий розв’язок системи (1.8), тоб

то

с°хі  + с* =  0. (1.9)

Від кожного рівняння системи (1.8) віднімемо відповід

ну тотожність з (1.9); в результаті дістанемо нову систему

c W  =  о, (1.10)

де у3 =  xJ — Xq. Це система лінійних однорідних рівнянь 

рангу п — гп. Отже, ї ї  фундаментальна система розв’язків 

містить гп лінійно незалежних розв’язків; позначимо їх че

рез а3, І < s < т . Кожний розв’язок yJ є їхньою лінійною 

комбінацією: yJ =  Xsа3, тобто χ3 = х3йЛ Xsа3. Таким чином, 

маємо параметричні рівняння площини Пт , яка проходить 

через точку Mq(xq·, ... ;.х'о), причому напрямний нідпростір 

П^ має базис з векторів at =  <i3s< ]'■ координати кожного 

вектора at утворюють один з розв’язків фундаментальної 

системи розв’язків однорідної системи (1.10).

Насл ідок 1.1. Площина в афпииому просторі задаєть

ся однорідною системою лінійних рівнянь тоді і тільки 

тоді, коли вона проходить через полюс (точку О ) декар- 

тового репера R.

Зауваження 1.3. Однорідна система рівнянь CjX3 = 0, 

яка відповідає неоднорідній системі (1.8), визначає напрям

ний підпростір площини Пт , оскільки, як відомо, сукуп

ність розв’язків однорідної системи лінійних рівнянь рангу



n — т  збігається з підпростором розмірності т  у лінійному 
η-вимірному просторі.

Зауваження 1.4. Якщо т  =  п— 1, тобто розглядається 

гіперплощнна Пп_і, то п — т  — 1. Отже гіперплощина в 

афінному просторі Ап задається одним рівнянням

cjxJ + с =  0.

Кожне з рівнянь системи (1.8) можна розглядати як рів

няння деякої гіперплощини, тобто кожну т -вимірну пло

щину в Ап можна розуміти як множину точок в An, яка 
одержується при перетині п — т  гіперплощин.

Взаємне розміщення площин аф інного просто

ру, заданних рівняннями в декартових координатах. 

Нехай площини Пт та П5 задані своїми рівняннями:

Пт : a,jXJ =  аа , rang(a") = η - τη, 1 < a < η - m,

Πβ« : bujX J =  bu, rang(6j) =  n - s, 1 < u < n - s,

причому m < s. Із результатів, які стосуються систем ліній

них алгебраїчних рівнянь, відомих з курсу лінійної алгебри, 
випливають наступні твердження.

1. Для того, щоб Um П П, =  0, необхідно і досить, 
щоб система рівнянь

( c ijX J =  (Iа , 

[ bujX J — bu ,

була несумісною, тобто

(  а'} аа \ (  а') \
rang { ьі ь« )  > rang (  щ )■

2. Для того, щоб площини Пт і П5 були мимобіж 

ними, необхідно І ДОСИТЬ, щоб

(  аа \ (  а°ї аа \
rang ( bi  J  = п , rang І ф  1 = п  + 1.

3. Для того, щоб І1т і 11, були паралельними в 

розум інні означення 1.2, необхідно і досить, щоб

а°
rang y bt ) = n - m , rang ^  J  =  η - τη + 1.

4. Площини ГІт і П, паралельні в розум інні озна

чення 1.3 тоді і тільки тоді, коли

rang ^ аЬи ^ = п - є , rang ^ ^  “и ^ =  п-е + 1, 1 < е < m;

при цьому ступінь паралельності даних площин 

дорівнює

5. Необхідною і достатньою умовою перетину 

площин Пт і ІІ5 є рівність

/  аа, аа \ (  (Iа,

rang { bi bu )  =  rang \ b*

Я кщ о ці ранги рівні η — е, 

ються по е-вимірній площині.

Теорема 1.2. Нехай Пт і 1 1 - дві площини афінно

го простору Ап, П°т г II" - їхні напрямні підпростори, ГІ®

- сума і П°. Для того, щоб Пт і П, перетиналися, 

необхідно і досить, щ,об існували точки А і В: А Є Пт , 

В  Є П, такі, що АЙ Є П,°. Якщо ці умови виконані, то  

дані площини перетинаються по деякій площині розмір

ності m + s — г.
Доведення. Необхідність твердження очевидна, тому 

що якщо Пт та П6. перетинаються, то за точки А і В  можна 

взяти одну із спільних точок. У цьому випадку АВ =  i t ,  

тому АЙ Є Не
достатність. Нехай існують точки А Є Пт і В Є П4 

такі, що АЙ  Є 11°. із означення суми підпросторів у ліній

ному просторі випливає, що існують вектори і i f  такі,



що ~ψ Є П^, i f  £ n j, ^  + f  =  лп. За першою аксіомою 

Вейля афінного простору існують точки S\ Є Пто і S2 Є П3 

такі, що AS\ =  S2B = lf .  З іншого боку,

AS{ + £>2ή  =  AI^ AS\ — А З  + ΉΊ?2 =  AS2.

Отже, Si =  S2, тобто площини n m та П6. перетинаються. 

Зауважимо тепер, що з лінійної алгебри відомо, що

(1іш(П^ + П°) =  dim + dim П° - dim (n^ П П°).

Оскільки + П° := П°, то звідси дістаємо, що dim (11̂  П 
П°) = т  + s — г.

Теорема доведена.

Насл ідок 1.2. Якщо сума напрямних підпросторів 

площин ГІто і П5 збігається з Vn, т о площини перетина
ються.

Дійсно, в цьому випадку для будь-яких точок А і В: 
А є  Пт , В  є П, маємо, що АВ Є П°.

Насл ідок 1.3. Нехай А Є Пт , В Є П, і 0 ГІ°. Тоді 
площини Пт та  П8 не перетинаються.

___Доведення. Нехай існує точка М0 Є Пт ПІТ. Оскільки

АМ0 Є П^, М0В  Є П°, то АМ0 + М0п — АВ є П°, що 
неможливо.

Насл ідок 1.4. Нехай Ль Вг, А2, В2 такі, що: Ах є ІІт , 

Лг Є Пт , β  і є П5; _В2 £ П5. Тоді

1) ЛТ5 ! Є П“ Л ^  Є 11° о  Пт П П, ^  0;

2) ^  ^  Л ^Й  £  П° Пт П П, =  0.

Доведення. 1) Нехай АХВХ Є П°. Доведемо, що А2в\ Є

П°. Очевидно, правильними є співвідношення

А2В2 =  Л 2 Л 1 + Л] В] + В\В2.

Оскільки А^АІ є С Пг°, Лх^і Є П° за умовою, В, в\ є 

П° С П°, то Л 2В2 Є П°.

Аналогічно доводиться твердження 2).

А ф інн і перетворення простору Ап- Нехай R = 

{О, e t , . . . ,  е^}, і?/ =  {О, et' , . . . ,  е^'} дві декартові систе

ми координат простору Л„, F  перетворення простору Лп, 

яке діє за правилом: F(M ) =  M' тоді і тільки тоді, коли

О Й  .г' < j . O 'h i' =  x ̂ j .  (1.11)

Отже, точці М  Є Лп ставиться у відповідності така точка 

M' Є Лп, яка має в системі координат R' такі ж координати, 

що й точка М  в системі R.

Означення 1.7. Афінним перетворенням простору Лп 

називається відображення F: Л п —> Лп на себе, яке визна

чається правилом (1.11).

Афінні перетворення афінного простору Лп мають важ

ливі алгебраїчні та геометричні властивості. Наведемо дея

кі з них.
1. М нож ина всіх аф інних перетворень п- 

вимірного аф інного простору утворює групу пере

творень.
Доведення. Для доведення сформульованого твер

дження доситься переконатися в тому, що:

а) композиція двох афінних перетворень є афінним пе

ретворенням;

б) обернене перетворення до афінного є афінним пере

творенням.
Передусім встановимо формулу, якою задається будь- 

яке афінне перетворення в декартових координатах. Якщо 

F(M ) =  M' і x1, . . . ,  хп - координати точки M' в репері 

R, то припустимо, що Xх' , ..., xn' - координати точки M' в 

репері R '. З ’ясуємо, як зображаються координати xJ через 

хк' і навпаки. Маємо:

Obi' =  xJ'ej, ej' =  a?e£,det(a£) φ 0,



Тоді (1.12) запишеться так:

xJ ef' =  xK'aJKef' + aJ ej' =  (aJKxK' + aJ )ef'.

Скориставшись властивістю єдиності розкладу вектора 
за базисом одержимо, іцо

xJ =  aJKxK' + a'7, det(a^) φ 0. (1-13)

Закон (1.13) є лінійним і невиродженим. Аналогічно знахо
димо, що

xJ’ =  aJKxK + aJ , det(a^) φ 0.

Перейдемо до доведення властивості 1.

а) Нехай задані довільні два афінні перетворення:

F  : x'1 =  а'/^хЛ + aJ , det(a^) φ 0,

G : £/J = bJKxK + bJ , det(6'/v) φ 0.

Треба довести, що перетворення L — GoF також афінне. 

Виразимо перетворення L в афінних координатах:

L : xJI =  bJK(a*xN + ah ) + bJ = bJKa^xN + (bJKaK + bJ ) =

=  cjn x n + cJ .

Одержаний закон є лінійним і невиродженим, бо

det(c^) = det(bJK) ■ det(a^) φ 0.

Отже, перетворення L є афінним перетворенням просто

ру Лп.

б) Доведемо, що обернене перетворення до афінного є 

також афінним. Нехай

F  : x: 1 =  ciJKxh + aJ , det(a^.) φ 0.

Тоді

F ”1 : xJ' = a'l<xh + a'7, det(a'/<)

Отже, F  1 - афінне перетворення.

2. П ри аф інному перетворенні m-вимірна площи

на відображається на m-вимірну площину: F (IIm) =

Г 4 -

Справді, площина Пт в репері R  = {О, e f ,. . ., е^} за

дається системою рівнянь

cjxj  =  ca, rang(cj) = η - rn, 1 < rv < n - m. (1.14)

Але площина IT'rn задається в репері R' = (О, ef' ,. . ., 7̂ ,’} 

тією ж системою рівнянь (1.14). Отже, ІТт є площиною роз
мірності т .

Звідси дістаємо, що при афінному перетворенні пряма 

П] відображається па пряму Г1' .

3. З а  допомогою аф інного перетворення площини 

Л -2 будь-який трикутник відображається на трикут

ник; при цьому медіани відображаються на медіани.

4. У  тривимірному аф інному просторі Л.\ тетра

едр афінним перетворенням відображається на тет

раедр; при цьому медіани першого тетраедра відо

бражаються на медіані другого тетраедра, середні 

лінії — на середні лінії другого тетраедра.



§1.2. Евклідові та точкові евклідові простори

Означення 1.8. Числова функціяg ( l t , i f ) двох вектор

них аргументів i t ,  i f  Є Vn називається білінійною формою, 

якщо вона лінійна по кожному аргументу, тобто

1) V{Ab A2} C R  \/{xt,xt,lf} c V n: g(Xix\ + X2x$ ,lf) =  

X ig (x t ,t )  + X2g (x t , t ) ;

2)\/{μ ι,μ 2} C R  ,y t,y t}  C νη: 9( ^ , μιγι + μ2γ2) =  

μ\9{~ϊ: yt) + a<2g{~t, yt)·
Білінійна форма називається симетричною, якщо

V { ^ , f } c V n : g(.r>. if) g( if. ,>).

Нехай {e f,. . . ,e%} - базис простору Vn, i t  =  χιΊΪ$, i f  =  
у3 є}.Тоді

П

9(~&, ~Ϋ) = 9{->-' <1 у3е}) = xlyJg{ et, e}) =  τ1 у3atj έξ V ·

i,j = 1

α4 =  9 (et, e})· (1-15)

Формула (1.15) дає зображення білінійної форми 

g ( l t , l f )  в координатах аргументів h*, i f  у даному базисі. 

Матриця (a,ij) називається матрицею білінійної форми g.

Нехай білінійна форма g є симетричною. Функція 

g (lt, i t )  називається квадратичною форм ою , яка відпо

відає даній симетричній білінійній формі g ( lt , ! f ) .  Вихід

на (симетрична) білінійна форма g ( l t , l f )  називається по

лярною для квадратичної форми д(it , it ) . Квадратична 

форма g (n t,lt)  називається додатно визначеною, якщо 

g{~t, i f )  > 0, ф i t .

Означення 1.9. Скалярним добутком у п-вимірному 

векторному просторі Vn називається числова функція двох 
векторних аргументів

Vn D ( Ί Ϊ ,Ϋ )  Є R,

я к а  задовольняє такі умови (аксіоми скалярного добутку):

1 )V { l t , t }  c v n: { - t ,t )  =  (t,~&);
2) V{A1; Α2} C R ν { χ | ,^ ,γ }  C Vn: (A i4  + X2x $ ,f )  = 

λι(ϊι, Ϋ )  + λ2(χ|, if ) ;
3) якщо ( it , i f )  =  0 при фіксованому i t  і довільному

t  e Vn, то i t  =  0 (умова невиродженості).

Отже, скалярний добуток ( it ,  i f )  представляє собою 

білінійну симетричну невироджену форм у. Правиль

ним є і обернене твердження: кожну невироджену симет

ричну білінійну форму g ( lt , l f ) ,  задану на Vn x Vn, можна 

взяти за скалярний добуток, поклавши ( i t , i f )  := g ( lt , ! f ) ,

V { l t , t } C  Κ.-
Означення 1.10. Дійсний η-вимірний векторний про

стір, в якому задано фіксовану невироджену симетричну 

білінійну форму g (lt, i f ) з відповідною невиродженою дійс

ною додатно визначеною квадратичною формою g ( lt , lΫ), 

називається η-вимірним евклідовим простором Еп.

Отже, в Еп задано скалярний добуток

( l t , f )  : i f  ( i t , i f ), V{ / .  ;/} C Vn.

Зауважимо, що з аксіом 1) і 2) скалярного добутку вип

ливає, що \/”з* Є- Еп: ( 0 , l f )  =  ( it , 0) — 0, зокрема, 

( if , i f )  =  0. Отже, V о* Є En: ( i t , i t )  > 0.

Якщо ( it , i f )  = 0, то вектори 11, i f  Є V„ називаються 

ортогональними.

Нехай { e t , . . . , є*} - базис простору Vn, у якому квадра

тична форма g ( l t , l t )  має нормальний вигляд; тоді, якщо 

x1, ..., хп координати вектора У цьому базисі, то

(-#, 1*) ξξ д(!ІЇ, І>) =  (.х1)2 + (ж2)2 + . . . + (х11)2.

Скалярний добуток двох векторів подається при цьому 

у вигляді:

( i t , i f )  - х]у] + х2у2 + ...-)- хпуп,



=  {.ί'1..........r"} . f/ =  {;y \ . . . , y n}.

Базис {еь . . . , е п} називається ортонормованим, для 

елементів цього базису справджуються співвідношення:

(7л _  /  1, ЯКЩО г =  h
[ 0, якщо г ф j.

Означення 1.11. Модулем (нормою) або довжиною 

вектора називається дійсне число ||Ί#|| := \Дії, з>) ξ

y/gW 7¥).

З означення || а*|| випливає, що

1) Є Еп\ ІІ^Ц > 0;

2) VA є Μ Vo* є Еп\ ЦА^Ц = |А| · |І^Ц.

Справді,

ЦАТ̂ Ц = / ( а ^ Т а # )  = у /Щ  Ψ) =  1А У( А  ¥ )  = |А|-|| а»||.

3) Для будь-яких i f ,  i f  Є Еп справедлива нерівність 

Коші-Буняковського:

і ·'>· !ЇУ < C#,-#)

Справді, нехай 1* ф if, i f  ф i t . Тоді для довільного 

дійсного числа А справджується нерівність (A i f  - i f , \lf — 

i f )  > 0, тобто

A 'V .  ? )  2Λί .;>.//) · ( V , V ) > 0.

Необхідною і достатньою умовою невід’ємності останнього 

квадратного тричлена (відносно А) є недодатність його дис
кримінанта, тобто нерівність

t f , t ) 2 -(-#,-£)(-$, t ) <  0,

яка рівносильна нерівності Коші-Буняковського. Якщо 

-t =  0>, то ( it , if )  = 0, ( it , i f )  =  0, VV Є En. Отже, у

ЗО

цьому випадку маємо рівність ( it , i f )  = (1t , l t )  ■ ( i f , i f ) .  

Аналогічно розглядається випадок i f  =  i t .

4) Нерівність трикутника для довжини вектора,

тобто

v { i f , i f }  с  е п : \\і> 4- VII < іі^іі + ||V||·

Доведення цієї властивості спирається на нерівність 

Коші-Буняковського. Отже,

V{ А  //} С Еп : І) + V II2 = ( ^  + V , /  + i f )  =  ( А  '1*) · 

■'НУ. / / ) · ( / / .  //; < ( А  ^ )+ 2уД ,>. А У ( « / .  ' / ) · ( / / ·  ?/) 

=  (V ( А  А  + V W T f)?  =  (II ^11 + IlV ll)2·

Звідси вже випливає нерівність

||7ї>4- V I I  <  11^11 + IIVII-

5) Для довільних двох векторів i f , i f  Є Еп справд- 

жується рівність паралелограма:

2(1 W  + IIVII2) = 11^ + VII2 + №  - VII2·

6) Якщо i f  'Ф i t ,  V  Ф "ft, то з нерівності Коші- 
Буняковського випливає, що

С5М/>)

Отже, існує єдине дійсне число ψ таке, що

C0Sip ~ іі^ц · n V i r  ° - ^ π ·

Число φ називають величиною кута м іж  i f  і i f . От

же. для того, щоб ненульовий вектор i f  був ортогональний



до ненульового вектора i f  ("at ± if) , необхідно і досить, 
щоб φ =  І .

Якщо вектор 7^ Є Еп ортогональний до кожного век

тора з деякого підпростору L С Еп, то кажуть, що 1* ор

тогональний до L ( i t  _L L). Сукупність всіх at Є Еп, ор

тогональних до L, позначається символом L . При цьому 

Еп =  L 0  L1-, тобто кожний вектор at Є Еп допускає єдине 

зображення у вигляді it  = if  + А , де if  Є L, Є L 1. 

Вектор if  Є L називається ортогональною проекцією 

на L, вектор А  ортогональною складовою Ά  

Означення 1.12. τι-вимірний афінний простір Л п над 

п-вимірпим векторним свклідовим простором Еп нази

вається точковим евклідовим простором £п.

Число ||А̂ || = у̂ А Й ,А Й )  називається віддалю між

двома точками в £ТІ ■

р(А, В) : \J(ΑΒ, А В) > 0.

Із означення віддалі між двома точками в £п та власти

востей довжини вектора випливає, що:

1.V{A,B} с £ п: р{В,А) = р{А,В).
Дійсно,

р(В ,А ) = =  уЧ А і). А її) = у](АЙ, АЙ) =

= р{А, В).

2. \/{А,В.С} с  £п: р(А,С) < р(А, В) + р(В, С) (нерів

ність трикутника для віддалі).

Для доведення цієї властивості скористаємося тим, що 

за першою аксіомою Вейля афінного простору кожну точку 

А Є £п можна ототожнити з її радіус-вектором гд := ОА 

по відношенню до точки О. Тоді за другою аксіомою Вейля

ОА + АЙ = ОЙ АЙ = f t  - f\.

Отже, віддаль між двома точками А, В  Є £„, можна 

знайти за формулою

р(А,В) = \\АЙ\\ = \\ft-rtW·

З нерівності трикутника для довжини вектора дістаємо,

що

р(А, С) =  \\г% - rt\\ = N  - r t  + r t  - Ш  < 

< \н ~ rt\\ + ІΗ  ~ га\\ =  р(В ,С ) + ρ(Α,Β).

3. Я кщ о уЇВ -L а 6  , то ||АЙ||2 + ||ЛЙ||2 = ||В |̂|2 (тео

рема П іф агора).

Доведення. Оскільки ~АЙ + В 0  = Α0, тобто В() = 

і д  - л і ,  то

||Ж*||2 -  (в б , вд) =  (Аб - АЙ, І д  - АЙ) =

= \\а6\\2 + \\а Й\\2 - 2 {а 6 , а Й).

За умовою АЙ Т А0, отже, (Аб, АЙ) = 0. Так им чином,

||/йц2 + ЦЛЙЦ2 = \\вд\\‘ .

4. Я кщ о А, В , С  - три точки, які не лежать на 

одній прямій (ТІВ  і А0  - лінійно незалежні вектори), 

то

\\вд\\2 =  \\лб\\2 + \\ЛЙ\\2 -  2\\лб\\ ■ \\АЙ\\ ■ cos(лб, АЙ)

(теорема косинусів).

Доведення. За другою аксіомою Вейля

АЙ + в д  = А б ^ > в д  = А б - А Й .

Тоді

||Ж^||2 =  (вд, вд) = (лд - А Й ,А 0  - АЙ) =



=  \\A0\\2 +  | | Λ ^ | | 2 -  2(Α0, λή).

Оскільки

(Α0, Αή) = \\α6\\ · \\АЙII · С 0 8 ( Л ? Д ^ ) ,

то прийдемо до потрібної рівності.

Якщо {ef, - ортонормований базис в Еп, то для

будь-яких точок А, В , які задані своїми декартовими коор
динатами А(х\·, . . . ; χ™), В(х\\ . . . ; χζ) маємо

р(А, В) =  yĵ x\ - х)У + . . . + (хп _  .г.п)2^

Площини в Дві площини Пт і П5 називаються ор

тогональними, якщо їхні напрямні підпростори П°7 і П° ор

тогональні, тобто будь-який вектор з П°г ортогональний до 

будь-якого вектора з II”. Якщо М0 - довільна точка просто

ру то існує єдина площина Пп_то розмірності п — тп, яка 

проходить через точку М0 ортогонально до площини Пт .

Оскільки ф и°п_т =  Еп, то площини Пт і П„_т пре- 

ретинаються. Але підпростори цих площин ортогональні, 

тому їхнім перетином є підпростір нульової розмірності. От

же, Пт П Пп_т = {Mq}. Точка Λ/g називається проекцією 

точки М0 на площину Пто, при цьому М0М^ 1 Пт . Заува

жимо, що проекція точки М0 на площину існує і єдина. 

Віддаль між точками М0 і Mq називається віддаллю від 
точки М0 до площини Птп, тобто

р(М0, Пт ) := p (Mq, прПт M q) =  11 Mq Mq 11.

Якщо в £„ задані точка А і площина Пто, то віддаль від 

точки до площини може бути означена ще й так:

р{А, Пт ) : = inf р(А, М).

Віддаллю м іж  двома площинами 1Іт і П, на

зивається мінімум віддалей між будь-якими двома точ

ками, одна з яких належить Пт , а друга П4. Мож

на довести, що ця віддаль є модулем ортогональної 

складової вектора М\ М2 відносно лінійного підпростору 

П? = C(at, . . . ,  Щ>, by, . . . ,  bs), де a t , . . . .  базис в П^,

Ь], . . .  ,J>1 базис в П°, Мі Є IIm, М2 Є I ls.

§1.3. Псевдоевклідові простори

У векторному просторі Уп задамо білінійну симетричну 

невироджену форму: g: Vn х Vn —> М таку, що відповідна їй 

квадратична форма д(~£ ,~£) := /(а?) є дійсною невирод

женою формою індекса (τη,ρ), де т  + р — п, гп від’ємний, 

а р - додатний індекс інерції, 1 < m < п — 1. Це означає, іцо 

у Уп існує базис, відносно якого матриця (дг]) форми д має 

вигляд: дг] =  0 для г ф j, дг) = — 1 для 1 < і < гп, дгг =  1

ДЛЯ ГП + І <  І <  71.

Число ( ^ , f )  := / / (A  Ϋ) Є Ш, V{ У. //} C Vn, нази
вається скалярним добутком індекса (τη,ρ) векторів 

Ί Ϊ ,-f, а число ІІ^Ц := у/д(~&,~£) =  у Д ¥ , 1?) - довжи

ною (номрою) вектора ~ίit.
Означення 1.13. Простір Vn із введеним скалярним 

добутком називається псевдоевклідовим простором індск- 

са (τη, ρ) (або індекса тп) і позначається символом Е?пр (або

Нехай {et , . . . ,  е>) - базис простору Vn такий, що в ньо

му квадратична форма / ( !* )  = д(1ІЇ,1&) має нормальний 

вигляд:

д (ії, -t) =  - (х])2 - (а;2)2 - ... - (хт )2 + (хт+х)2 +.. . + (хп)2,



Із властивостей білінійної форми та її симетричності вип

ливає, що

f t f + t )  =  - t+ f)  =  0 (1*, -£)+ g(t, t ) + g ( t ,  1*) +

+ g (f, t )  = / ( ^ )  + 20(1*, t )  + / (V ) ,  v{i*, V } C v;.

Звідси дістаємо, що

д ( ї ,  t )  - ~ [/(^  + 1 ) - ./'(-rv) - f ( t ) ) .  (1.16)

З (1.16) випливає, що скалярний добуток векторів 1* = 

{х], ■ · · ,%п}, Ϋ  = {у\·· -,Уп} є Vn у базисі {ef , . .. , е*} має 
вигляд

(1*, ^ )  - 0(1*, і/ )  =  - х У  - ... - хтут +

+хт+1ут+1 + . . .+ х пуп. (1.17)

Базис {e f , . . . ,  е*} називається псевдоортонормова- 

ним. Для векторів цього базису (3.17) дістаємо, що

{
—1, якщо і = j  < т ,

1, якщо г — j  > гп, (1.18)

0 якщо і ф j.

Із формули (1.17) випливає, що в Еп<т скалярний квад

рат вектора 1* ф 0 може бути додатним, від’ємним або 

рівним нулю. Так, для базисних векторів (ef, ef) = —1, як

що і < m, (ef, ef) — 1, якщо і > т ; для кожного Ί* = ef + ef

(г = 1, 2, . . . ,  m; j  = m + 1, . . . .  η) маємо (1*, 'e*) = 0, хоча

1* Φ 0 . Довжина кожного з векторів ef, ..., дорівнює 

\/—Т, тому вони називаються уявноодиничними. Кожний 

З векторів ет+і, .... Є* має довжину, що дорівнює одини

ці, і називається одиничним. Ненульові вектори, довжина 

яких дорівнює нулю, називаються ізотропними.

Два вектори з Еп<т називаються ортогональними, як

що їхній скалярний добуток дорівнює нулю. Із умов (1.18) 

випливає, що вектори базису {ef , . . . ,e^} попарно ортого

нальні. Таким чином, вектори псевдоортонормованого ба

зису попарно ортогональні, а їхні довжини дорівнюють або 

і — χ/— 1, або одиниці.

Отже, поруч з деякими спільними властивостями ІІСЄВ- 

доевклідового простору ЕПуГП і евклідового простору Еп між 

ними існують і відмінності: в Епт є вектори уявної довжи

ни і ненульові вектори, ортогональні самі до себе, хоча це 

звичайні вектори з векторного простору Vn над полем дійс

них чисел.
Означення 1.14. п-вимірпий афінний простір Л п над 

п-вимірним псевдоевклідовим простором іпдскса гп, 1 < 

m < п — 1, називається точковим п-вимірним псевдосвклі- 

довим простором іпдскса m і позначається символом Sn m.

Віддаллю м іж  точками А, В  Є називається до

вжина вектора АЙ, тобто

р (а , в ) =  \\а й \\ = у/(а й , тій) =  у/д(Ай,Айу

Псевдоевклідова віддалі, може бути дійсною, якщо 

(АЙ, АЙ) > 0; уявною, якщо (АЙ, АЙ) < 0 і дорівнюва

ти нулю, коли вектор АЙ ізотропний. Якщо А(х\;.. .; х”), 

В(х\·,... -,хо), то АЙ — {xj - x j ;. ..; х% - х"}. Тоді

р{А,В) =  У 9(АЙ,ЖЙ)

9ij = g( et, ej)·

У псевдоортонормованому базисі віддаль між точками А та 

В  обчислюється за формулою

р(А, В) =  у/-(хуУ - .. . [τ'" У’ + (хт И )'2 + (х71)2,



хг x\ — x\.

Зазначимо також, що

V{А, В ) с  £ПіГЛ : р(Д,В) - ρ(Β,Α).

Афінне перетворення F  простору £П)ГП називається ру 

хом, якщо відображення /: Еп>т - ■> Епт, яке визначається 
правилом:

VA^ Є Ещт : /(АЙ) = F(A)F{B) 

зберігає скалярний добуток, тобто

V{^, V} с  Еп,т : (./'(/І·./!'//)) = {-$,-$)■

Наведемо без доведення основні властивості рухів у 

псевдоевклідових просторах: множина всіх рухів простору 

£п,гп утворює групу; кожний рух відображає ортонормова- 
ний репер у ортонормований репер.

ГІсевдоевклідовий простір £j43 =  £ал називається про

стором Мінковського. Він служить математичною мо
деллю спеціальної теорії відносності.

Важливим поняттям у фізиці є подія. Під подією ро

зуміють елементарний фізичний процес, який характери

зується набором чисел (t , х], х2, Xі ), де І - момент часу, коли 

відбулася подія; x1, ж2, х3 координати "місця події".

Множина наборів {(t, ж1, х2, ж3)} називається простором 

подій. У спеціальній теорії відносності постулюється, що 

простір подій є простором Мінковського з координатами ж0, 

x , x2, ж3. Зазвичай вважають, що ж° сі, де с швидкість 
світла в порожнині.

Множина точок М  Є таких, що

{Μ  : р(0, М) = 0} - {М  : д ( Ш , Ш )  = 0},

утворює конус другого порядку з вершиною у точці О, який 

називається ізотропним конусом. Зокрема, якщо О  - по

люс (початок) репера, то рівняння конуса має вигляд

-(ж0)2 + (ж1)2 + (ж2)2 + (ж3)2 - 0.

Вектори, які лежить всередині конуса, називаються ча- 

совоподібними. Для таких векторів Ί& маємо ІІ^ІР <
0. Вектори, які розміщуються поза конусом, називаються 

просторовоподібними. Для таких векторів i f  ІІіЛ|2 > 0· 

Вектори Ϋ Ф (t, для яких ІІ^ІІ = 0, називаються ізотроп

ними. Такі вектори розміщуються на ізотропному конусі. 

Нехай

U- := {М Є εΛΛ : ЦОА^ІІ2 < 0}, 17+ : = { М є  £4>1 :

ЦОЛІЦ2 > 0}, и° := {М  Є £4,і : ||ОЛІ||2 =  0}.

Тоді εΑΛ = ί/+ u t/ u i/°.
Розглянемо більш детально простір £2,і ~ псевдоевклідо- 

ву площину, яка представляє собою простіший нетривіаль

ний приклад псевдоевклідового простору. За своїми аф ін 

ними властивостям геометрія площини £2,і не відріз

няється від геометрії звичайної евклідової площини: у ній 

мають зміст поняття прямої, променя, відрізка і тлі. Однак 

метричні властивості цих площин істотно відрізняються.

На псевдоевклідовій площині існує псевдоортонормова- 

ний репер {0 ,ео, ef}, вектори якого задовольняють умови:

( 4 , 4 )  =  -1 ,  (e t ,  е?) =  1, ( 4 , 4 )  =  0 .

Координати довільного вектора i f  у базисі { 4 , 4 }  позна

чатимемо {ж0;;!1}, скалярний квадрат цього вектора дорів

нює

( t ,  А ' ’ ξξ і і^ і і2 - (ж0)· · (ж1)2. (1.19)



Для того, щоб відчути особливість метрики (1.19), роз

глянемо коло в £2,1, яке визначається як сукупність усіх 

точок, віддалених на одну і ту ж псевдоевклідову віддаль 

r від даної точки - центра.

Якщо центр збігається з початком координат 0 ( 0 ;  0 ) ,  то 

за означенням рівняння кола має вигляд \J — (ж0)2 + (ж1)2 = 

г. Радіус кола може бути дійсним (г = о), тоді — (,τ°)2 + 

(ж1)2 =  о2. Якщо радіус кола уявний, тобто r =  го, то

— (ж0)2 + (ж1)2 =  —а2. У випадку, коли радіус r — 0, має

мо — (ж0)2 + (ж1)2 = 0.
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Мал. 1.2.

Таким чином, в £2,і є три вида кіл. Па афінній площині 

вони представляють собою пару перетинних прямих ко

ло нульового радіуса і дві спряжені гіперболи, для яких 

вказані прямі є асимптотами (Мал. 1.2).

Розглянемо довільний вектор " t — ж°4 + ж1 е|, роз

міщений на якій-небудь асимптоті вказаних гіпербол (ко

ло нульового радіуса). У цьому випадку |ж°| = |жл|, тобто

II ж̂||2 =  0. Отже, на асимптотах розміщуються ізотропні 

вектори (ненульові вектори з нульовою нормою).

Вивчимо рух псевдоевклідової площини. Припустимо, 

що рух залипіає нерухомим початок координат. Тоді це іте-

ретворення задається формулами (див. (1.13)):

Ж° = ОооЖ0' + ОоїЖ1', ж1 = Йю-Ж0' + апх 1'. (1-20)

Матриця А цього перетворення має вигляд

Ооо 0() j 

Ою «11

і для векторів базису {4 , 4 } маємо

/(єо) =  «оо4 + йіо4, /(et) = О01 4  + оц 4 ·  (1-21)

За означенням руху

( / ( 4 ) , / ( 4 ) )  - (4 ,  4 )  i. 

( / ( 4 ) , / ( 4 ) ) - ( 4 , 4 )  = 1, 

( / ( 4 ) , / ( 4 ) )  = ( 4 , 4 )  - 0.

Звідси, з урахуванням (1.21) маємо, що

2  2  2 2 
“ О00 + о 10 = —1, — а0| + а и — 1, — оооаш + ®ιοβπ =  0·

( 1 .2 2 )
Оскільки Ооо /  0, Ojj ф 0, то з (1.22) випливає, що

о 10 _ о 01
р ■>

Ооо о 1 1

тобто ою = βα00, о0і =  βαη · Підставимо замість о )0 та 

Ооі їхні значення в (1.22); в результаті одержимо, що а2ю 

β2αΙо = 1. Тоді

““  ± j r - ψ ’ β 1 гф а " -  ± ^ г г р- 2■

Таким чином, матриця перетворень (1.20) має вигляд:

β

А = ± I v g ;  > /';*  ) .  (1.23)

ч/1 ’■ V і ···■



Якщо позначити

А „ = (  V g  Φ -  V  

то інші матриці (1.2.3) можна записати так:

/ І 1 = Л (  0і  і ) - Лг =  '4 » ( о  -1 )  ' Аз =  л° (  о Л )

Покладемо β = th φ, -оо < φ < +оо, тоді 1 / ^/і — β2 = 

ch </), / 3 / 0  — /З2 = sh у? і матриця ,4 набуває вигляду

A= + { Z t Z ) ·  ^
Із рівностей α10 =  βα0о, а01 = /Заи випливає, що в матриці 

А обидва елементи першого стовпця, та обидва елементи 

другого стовпця можуть мати лише однакові знаки.

Множина перетворень (1.20) псевдоевклідової площини 

з матрицею А вигляду (1.24) утворює групу (див. §1.1), яка 

називається групою гіперболічних поворотів і позначається 
символом 0 (1, 1).

На відміну від групи ортогональних перетворень евклі- 

дової площини, яка складається із двох зв’язних компонент, 

група псевдоортогональних перетворень £2,і складається з 
чотирьох зв’язних компонент:

< *> = { (« )} ·

= ^ )} ·^= { (:^  : t)}-
Легко перевірити, що det Aq = det Л3 = 1, detyl, =  det /12 =
- 1.

У спеціальній теорії відносності при переході від однієї 

інерційної системи відліку до іншої використовуються пере

творення з матрицею А0. Розглянемо перетворення (1.20) у 

випадку А = А()-.

0 х°' 4 βχ1' j βχ°' 4- χ1'
X — -. ■ ·, X — -,

s /i Ψ  V і Ύ

або, оскільки х° — сі, хх = х, х0' — сі', χ}' — x', то

, « '+ £» ' / « '  + 1' „ „ . ,/. = —— -— , χ = — ... . (*·2υ)
vT -  w  y i  - ψ

Виразимо x', i' через x, і/, в результаті одержимо, що

(1 .2 6)
ч Д - / ї2 \/l - β 2

З ’ясуємо фізичний зміст параметра β. Припустимо, що 

в системі R' у стані спокою знаходиться точка М  початок 

координат, тобто x' — 0. Тоді із формули (1.26) випливає, 

що х — flet — 0 або вс — χ/t. Ллє x/t швидкість точки

М  у системі R, дорівнює швидкості системи R' відносно

R. Отже, β — v/c. Тоді формули (1.25), (1.26) набувають 

вигляду

r ГҐ ' ·'■' (127)
у/\ г2/г ! ’ ‘ 0 - ^  1 J

Ϊ  =  x' =  (1.28)
у /1 _  u2/c2 у / Г ^ / г 2

Перетворення (1.27) та (1.28) називаються перетворен

нями Лоренца. ____

Якщо υ порівняно з с є малим, то у/ l  — г/2/с2 ~ 1 і то

ді з формул (1.28) маємо а:' «  х - vi, i' «  ί, тобто при



малих υ перетворення Лоренца співпадають з перетворен

нями Галілея класичної механіки. Із перетворень Лоренца 

випливають деякі цікаві висновки.

Уповільнення часу. Нехай в системі R відносно неру

хомого у ній годинника час змінився від tx до t2, Δί =  ί2 — ■ 

Знайдемо значення t\. яке відповідає i b і ί2, яке відповідає 

t2, У одній і тій же точці з абсцисою х' у системі R '. За 
формулою (1.27) знаходимо, що

, _  t\ + ^x ' t'2 + %x'
і І — -7= = = = = , ί·,

Звідси

At = t2 - t  i

γ/ΐ - v2/c2 ’ л/ l  - v2/c2

t2 — t\ At'

/ Ґ  r2 / c2 ν'Ί r2 / c2

Отже, Δί' < Δί, тобто рухомий годинник іде повільні

ше за нерухомий.

Скорочення довжини. Нехай в системі R, нерухомим є 

стержень довжини І з координатами хх і х2. Тоді І =  х2 — Х\. 

Якщо координати кінців цього стержня в системі R ', за

міряні в один і той же момент часу відповідно дорівню
ють х\ і х '2, то

vt' -f х\ vt' + χή
;ί;ι = г~. ;r2 “

\/1 — ?;2/с2 у^І — г;2 / с2

звідки

Х0 — ж', /'
/ =  х2 - Хі

γ/1 υ2/(”2 γ/l - г/2/г2

Таким чином, довжина I' стержня у тій системі коор

динат, відносно якої стержень рухається, менша ніж його 

довжина І у тій системі відліку, відносно якої він є нерухо
мим.

Приклади розв ’язування задач

1. Довести, що відрізок [А, В] у аф інному просторі 

Ап складається з тих точок М Є Ап, радіус-вектори 

О М  яких задовольняють співвідношення

О Й  = ХоА  + (1 - \)ОЙ, Λ Є [0,1]. (1.29)

Р озв ’язання. Нагадаємо, що за означенням,

[А, В] =  {М  Є Л п : А Й  = / Л7], 0 < t < 1}.

За другою аксіомою афінного простору мають місце 

співвідношення:

О І  + І Й  = a i t  » Ід? = о й  - сй, 

(ХЗ + ІЙ  = (7/1 ;■ їй  = ОЙ - 0/1

Отже, рівняння відрізка [А Б] у векторній формі має 

вигляд:

ой - ο λ  = і{Ш ....оА) <=> ой  = оА + t{(Jfi -  оА) 4Ф

ой  . ( і  t)oA + tot.
Поклавши Λ - 1 — ί, дістанемо (1.29).

2. Довести, щ о кожна ?-вимірна площина П г  в 

?і-вимірному аф інному просторі Лп над векторним 

простором  Vn над полем Р  є афінним простором  над 

векторним простором  Уг над полем Р.

Р озв ’язання. Нехай площина П,. утворена за допомо

гою точки Мо Є Лп, тобто Пr = {М Є Лп : М оЙ  Є П®}. 

Візьмемо на площині Пг довільні дві точки M і N. За озна

ченням афінного простору, за допомогою відображення /:



A n x A,, ..» Vn точкам M  i /V ставиться у відповідність век

тор M N  Є 14. З другої аксіоми Вейля випливає, що

Щ Й  + = Y 0  & М~й = М0ІЇ -  МоЛ І ,

при цьому М 0ііІ Є П°, М0п  Є П°. Отже, МЛ^ Є П°. Таким 

чином, кожній впорядкованій парі точок Μ. N  площини Пг 

відповідає вектор М $  з r-вимірного векторного простору 

К =  П°. Вказане відображення /: ІІГ х Пг —>· V,. можна 

описати за допомогою відображення /:

V{M, Л'} С Пг : /(Μ , 7V) = /(Мо, N) - /(Мо, iV) =  Ш .

(1.30)

З (1.30) випливає, що відображення /  задовольняє першу 

аксіому BeЙJ[я. Перевіримо виконання другої аксіоми Вей
ля:

V {Л, В, C} С Π,. : А її ■ П(к /(Л, Б) + /(Б , С) -

=  /(М 0, Б) - /(Мо, Л) + /(Мо, С) - /(Мо, Б) - 

= /(М 0, С) - /(М 0, Л) =  /(Л, С) = Л&

Отже, твердження доведено.

3. Довести, щ о через к+1 точку Л0, Ль .. . , Л* аф ін 

ного простору Ап, які не лежать в (к — 1)-вимірній 

площині, проходить єдина /е-вимірна площина.

Р озв ’язання. Утворимо вектори ΑϋΑχ = α|, . . А0Лк = 

at і передусім доведемо, що ці вектори лінійно незалежні 

тоді і тільки тоді, коли вони не належать до одного (Λ; — 1)- 

вимірного векторного підпростору.

Отже, нехай вектори of, · · ·, at ~ лінійно незалежні, але 

в той же час, лежать в одному (к — 1)-вимірному піднросторі 

Lk-1· Припустимо, що вектори &і, . . б*-1 утворюють базис

в Lfe_ь тобто Lk- І =  С(Ь і,. . . ,  Ьк-і). Тоді

at -- tkb\ -\- t^bo + ... + tk_]bk 1

Розглянемо лінійну комбінацію векторів of, . .., at'·

А] + A2Q2 + · · · ~Ь Akut — 0 . (1.32)

З лінійної незалежності цих векторів випливає, що А] --

... — Afc = 0. З іншого боку, з (1.31) і (1.32) дістаємо таку 

систему рівнянь відносно А), .. ., Хк:

( А і / ] Т X'ztf + .. . + Afci[ -■ 0,

І А i /2 Т А'2̂ '2 + · ■ · + Акі\ = 0, ,. „„ч

λ14  1 + + ... Ιί1
-ϋ-*•ϋ+

0

що rangЛ = s, s < к - 1, де

(  /:і
fL\ ... ή \

А = t l2 ... tk2

\ 4-І t l-ι ■ L · /

Отже, система (1.33) має ненульовий розв’язок. Одержане 

протиріччя доводить, що вектори at, . .., at не можуть на

лежати до одного (к - 1)-вимірного підпростору.

Міркуючи аналогічно доводимо, що якщо вектори о|, 

..., at належать до одного (к - 1)-вимірного простору, то 

вони лінійно залежні.

Зауважимо, шо доведене твердження не залежить від 

того, яку з точок взяти за Л0. Справді, розглянемо систему 

векторів вигляду

Л{Ло, ЛгЛі, . .  ,,ЛіЛі_і, АгАгЛ j , ...,А гАк. (1-34)



Всі вектори системи

AqAi, А0А2, ■ ■ ■, АцАк (1.35)

лінійно виражаються через вектори системи (1.34):

AqA i =  А0Аг + АгА\ — —АгА0 + АгАу,

AqA'j =  АоАг + АгА’2 = —АгАо + АіА2,

AqAz — — АгА(),

АоАк — AqAi + АгАк — — АгАо + АіАк.

Аналогічно доводимо, що й усі вектори системи (1.34) 

лінійно виражаються через вектори системи (1.35), тобто ці 

системи векторів еквівалентні. Оскільки система векторів 

(1.35) лінійно незалежна, то й система векторів (1.34) також 

лінійно незалежна.

Таким чином, С(АпА], . . . ,  АпАк) утворює к-вимірний 

підпростір векторного простору Уп, який є напрямним 

для /с-вимірної площини Гід, афінного простору Л п (Іі£ = 

C{AqAi, . . . ,  А0Ак)), якщо за фіксовану точку взяти, на

приклад, точку До· Площина є шуканою, тобто

Aq, Ау, . . . ,  Ак Є П*.

Така площина єдина. Справді, нехай площина Щ  

з напрямним ніднростором П^ також містить точки 

Ай, Αχ, . . . ,  Ак. Тоді, за доведеним раніше, підпростір П^ мі

стить систему лінійно незалежних векторів А0Ау, . . . ,  АоАк. 

Якщо в П£ базис утворюють вектори by, ..., Ьк, то вказані 

системи векторів еквіваленті, тобто

= С (Ь і,.. ·, bk) = C(AqA} , . . . .  А0Ак) =  П І

Звідси вже дістаємо, що 1\к — Щ.

Зауваження 1.5. Наведемо деякі наслідки з доведе

ного твердження. 5Ікщо, наприклад, к — 2, то дана вла

стивість формулюється так: через довільні три точки Aq, 

Ау, Л2 афінного простору, які не лежать на одній прямій 

(А: — 1 =  1), проходить єдина двовимірна площина.

Якщо к =  1, то маємо відому вже властивість: через 

довільні дві різні точки А0, Ау афінного простору проходить 

єдина пряма лінія.

4. Реалізувати 3-вимірний афінний простір Аз 

над числовим полем P  = Z2. Знайти в A3: а) чис

ло всіх точок; б) число всіх прямих; в) число пря

мих, які проходять через одну точку; г) число всіх 

гіиерплощин; д) число прямих, що лежать в одній 

гіперплощині; е) число прямих, паралельних даній 

площині.

Р озв ’язання. Передусім нагадаємо, що Z2 це множи

на класів лишків за модулем 2. Будується Z2 так: на мно

жині цілих чисел Z задається відношення еквівалентності 

=: а = b тоді і тільки тоді, коли 2 ділить а — Ь. Клас екві

валентності, що містить а, позначається символом а. Сума 

та добуток класів визначається через їхніх представників: 

а + b = а + Ь, а ■ b =  а ■ Ь. Легко бачити, що Z2 = {0,1}, клас 

еквівалентності 0 містить всі цілі числа вигляду 2k, к Є Z; 

клас еквівалентності 1 містить всі цілі числа вигляду 2А: +1, 

к Є Z; при цьому 0 + 0 = 0, б + ї =  б =  ї + б = ї, 1 + 1 = 0 ,

б · б =  б, б · ї =  ї · б = б, ї · 1 =  1. Ζ2 утворює числове поле 

відносно введених бінарних операцій. Надалі писатимемо: 

Ζ , = {0,1}.

На множині TL\ =  Z2 x Z2 x Z2 визначимо структуру век

торного простору так. Кожний елемент із Z2, який надалі 

називатимемо вектором і позначатимемо символом ΊΪ (або 

b , або 7*, . . .), представляє собою впорядковану множи



ну {aj; α2;α3} елементів із Ζ2. У множині h 2 операції дода

вання векторів та множення векторів на елементи поля Z2 
визначимо так:

Vtf* = {αι;α2;α3} Є Z32 = {Ь};Ь2]Ьг} є TL\ :

+ b := {αι + by; α2 + 62; аз + 63};

= [а і] а'2] а-,і} Є Z2 Vi Є Ζ2 : := {ίαι; ία2; ία3}.

Очевидно, що так визначені операції задовольняють всі 

аксіоми лінійного простору, тобто Ζ2 - векторний про

стір над полем Ζ2, який надалі позначатимемо символом 

У. Зрозуміло, що вектори ef =  {1; 0; 0}, et =  {0; 1; 0}, 

Є3 = {0; 0; 1} утворюють базис векторного простору V , тоб
то dim V =  3.

За непорожню множину А  візьмемо множину Z:], тобто 

вихідну множину Т\ без структури векторного простору, її 
елементи (точки) позначатимемо так:

А{а\ \ а2; а3), B{by-,b2;b3) , . . . .

Кожній впорядкованій парі точок {А, В} С А поставимо у 
відповідність вектор

АЙ =  {6] - «і; Ь2 - а2; 63 - а3} Є V.

Отже, задано відображення /: Л  х Д -) У. З ’ясуємо, чи 

задовольняє воно аксіоми афінного простору.

Для довільного А (а,;а2;а3) Є А і довільного i t  = 

0\;«2;»з} є V7 покладемо В (а у + Vy\a2 + υ2;α3 + и3), Тоді 

АВ = і / , тобто відображення Ja - A —>V, яке діє за прави

лом / А(В ) =  f (A ,B ) =  АВ є бієкцією. Таким чином, перша 

аксіома Вейля виконується. Нехай А(ау] а2; а3), В(Ьу,Ь2;Ьз), 
С (с і;с2;с3) - довільні точки з А. Тоді

АЙ = {by- «і; 62 - α2:63 - α3},

вс* = {сі - 6];с2 - 62;с3 - 63},

АЙ1 = {сх - аь с2 - а2; с3 - а3}.

Отже, АЙ + в б  - лб, тобто друга аксіома Вейля також 

виконується і тому Ζ2 є тривимірним афінним простором 

А3 над векторним простором V над полем Ζ2.

Оскільки поле Ζ2 складається з двох елементів (0 або 1), 

а точки афінного простору А 3 мають вигляд· Л(йі; а2, а3), 

де аг Є Ζ2, і = 1,2,3, то у просторі Л 3 є всього вісім різ

них точок (див. Мал. 1.3): Ді(0;0;0), Л2(1;0;0), Л3(0;1;0),

Л4(0; 0; 1), Л5(1; 1;0), Лв(1; 0; 1), АД1. 1: 1). Л8(0; і ; 1). При

цьому вектори ef =  ДіА2, с2 = Л]Л3, е| = Л1Л4 разом з 

точкою Ау утворюють афінну систему координат в Л 3.

У афінному просторі через дві різні точки проходить 

єдина пряма лінія, тому число всіх прямих в Л 3 дорівнює 

Є '2 — 28. Зазначимо, що пряма лінія в цьому просторі скла

дається лише з двох точок.

Знайдемо число прямих, які 

проходять через одну точку. Як

що одна точка фіксується, то 

в Аз залишається ще 7 точок.

Оскільки пара точок в Аз визна

чає пряму лінію, то різних пря

мих, які проходять через одну 

точку, є 7.
Площиною, відмінною від прямої лінії у даному афін

ному просторі є, очевидно, гіперплощина (двовимірна пло

щина). Для того, щоб знайти число всіх гіперплоїцин в Л 3, 

розглянемо структуру одного з лінійних підпросторів роз

мірності 2 векторного простору V’. Такий підпростір збі

гається з лінійною оболонкою C(~ct, b ) лінійно незалежних 

векторів i t ,  b . За i t ,  b візьмемо,^ наприклад, такі векто

ри: i t  = Л7А^ = {1; 0; 0}, t  = АуА3 = {0; 1; 0}. Розглянемо

Мал. 1.3.



точки Αχ, Л2, А3. Очевидно, що вони не лежать на одній 

прямій, тому вони належать гіперплощині 112 афінного про

стору Аз (бо, як відомо, через три точки, які не лежать на 

одній прямій, проходить єдина двовимірна площина - гіпер- 

площина у данному випадку). Точка А5 також обов’язково 

належить до і^ієї гіперплощини, оскільки разом з вектора

ми ΑχΑ3, AjA2 до напрямного підпростору По = C(~ct,l))
.. . ----> ---У --- у

даної гіперплощини належить і вектор ΑχΑ5 =  ΑχΑ2+ΑχΑ3.

Отже, гіперплощина П2 складається з чотирьох точок: Αχ, 

А2, А3, Л5. Аналогічно розглядаються і інші випадки. Мож

на підрахувати, що всього у даному афінному просторі є 14 

гіперплощин, причому в кожній гіперплощині лежить рівно 

С| = 6 прямих. Перерахуємо ці гіперплощини:

{А2, Аз, А4, Αγ}, {Αχ, А5, Ав, Ag}, {А2, A3, Αΰ, Ag},

{Αχ, А4, А5, Αγ}, {A2,A 4,A 5,A S}, {Αχ, A3, Ае, Αγ},

{Ai, A4, АГ), Α6}, {Αχ, Α2, Αγ, Α8}, {Α2, Α5, Α6, Αγ},

{Лз, Ац, Αγ, As}, {Α4, Α6, Αγ, Α8}, {Αχ, Аз, Α4, Αη},

{Αχ, Α2, Α4, Α6}, {Αχ, Α2, Α3, Α5}.

Число прямих, паралельних даній площині, також дорів

нює 6. Через кожну точку проходить 7 площин. Наприклад, 

через точку Λ] проходять площини {А\, А2, Аз, Аг,}, 

{Αχ, А2, А4, А$}, {Αχ, А2, Αγ, А%}, {А\, A3, А4, А^},

{Au A3,A g,A 7}, {Αχ, А4, А5, Αγ}, { Αχ, Аь, Ав, Л8}. Наре

шті, підрахуємо ще кількість прямих, які мимобіжні, 

наприклад, з прямою {Л4,Л8}. Для цього знайдемо всі 

прямі, які не перетинаються з даною прямою і не паралель

ні до неї. З малюнку 1.3 видно, що це такі прямі: {А2,А 6}, 

{Аь,Аг}, {А2, Αγ}, {А5,А6}, {Аь А6}, {Αχ,Α2}, {Л3,Л5}, 

{ )  Αγ}, {Αχ,Αγ}, {Л3, Аа}, {Αχ,Α5}, {А3,А 2}.

5. Знайти координатно-параметричні рівняння 

прямої, яка проходить через точку В(6; 5; 1; -1) і пе

ретинає площини П2 та Пх:

П,
-ж1 + 2.x2 + Xі  — 1,

Xх + х4 =  1;
(1.36)

х = 4  + ί,

ΓΤχ :
x

x3 = 5
(1.37)

A + 2t,,

З t,

 ̂ x4 =  4 + At, t Є R.

Р озв ’язання. На прямій ГІХ візьмемо довільну точку 

М0(жо; А'·. -'4 ) ’ запишемо координатно-параметричні рів
няння прямої лінії в А,і, яка проходить через точки D та

М0:
х 6 + 7 (4  - 6).

5 + 7 ( ^ - 5 ) ,

1 + 7(^о - г)>
1 + 7(х'о + 1), 7 Є R.

Оскільки координати точки М0 задовольняють (1.37), то 

одержимо такі рівняння:

І

x 

ж3
„Ί _

Xі =  6 + 7 ( t ..2),

х2 =  5 + 7 (2t - 1), 

х3 — 1 + 7(3ί + 4), 

хА = — 1 + 7(4ί + 5).

(1.38)

Далі знайдемо ті значення параметрів t і 7 , при яких дана 

пряма перетинає площину П2. Це буде тоді і тільки тоді, ко

ли після підстановки ж1, ж2, ж3, ж4 з (1.38) в (1.36), кожне з 

рівнянь в (1.36) перетворюється в рівність. Отже, для зна

ходження параметрів 7 , t маємо таку систему:

671 + 47 + 4 — 0,

'όηί + 37 + 4 ■= 0.



Легко бачити, що ця система має єдиний розв’язок: 7 =  2, 

t =  — 1· Вказані значення 7 , t визначають координати точки 

М] перетину прямої з площиною П2: Мл (0 ;-1; 3; 1). Коор

динати ж  точки М0 такі: М0(3; 2; 2; 0). Отже, шукана пряма 

задається такими координатно-параметричними рівняння
ми:

Xі =  6 — З7 , 

x1 = 5 — З7 ,

х
х3 =  1 + 7 ,

-1 +7, 7 Є

6. Знайти координатно-параметричні рівняння 

площини в Л 4, яка задана загальними рівняннями

"2 2х3 + Зх4 = 1,X і + Xа

Пі 2х2 - х3 + 2х4 = З, (1.39)
.x — х2 — Ах + 5х =  —3.

Р озв ’язання. Передусім знайдемо ранг матриці А, де

/ 1  1 -2 3
/І  -- І 1 2 - 1 2

\ 1 —1 —4 5

Застосувавши елементарні перетворення над матрицею 
А дістаємо, що

rang А =  rang
- 2 3 \ / 1 0  0 0

- rang і 0 1 0 0 1=2 ,

0 0 0 0

при цьому змінні x1, х2 є базисними, а змінні х3, х4 - вільни

ми. За допомогою методу Гаусса послідовного виключення 

невідомих шукаємо загальний розв’язок (1.39):

1 \ / 1 1 —2 3  1
З І -  І 0 1 1 - 1 2

- 2  - 2  2

1 1 - 2  З

0 1 1 - 1

х2 ■= —х3 + х4 + 2, 

Зх3 - 4.x4 - 1.Xі =

Змінні х3, х4 вважаємо параметрами, тобто

х ! /'. x4 = t 2, C Μ.

Огже, координатно-параметричні рівняння площини П[ ма

ють вигляд:
x' = -1 t V' - II'.

χ2 =  2 -  t1 + t2, 

x3 = t\

x4 = t2, {/'./-} r  R.

7. Знайти загальні рівняння площини в Л 5, зада

ної координатно-параметричними рівняннями

/Л _L +2 

f 1 i 4 2
χ1 =  t1 + ί2 + 2,

x = 2i* + t/ + 1, 

x3 = t1 + 2/·' - 3, 

x4 =  3/' 4- / ■' 4 3, 

x5 = t] 4- ЗI2 4- 1.

Р озв ’язання. Оскільки

rang
1 1

2 1
9

то в системі (1.40) виділимо дві підсистеми:

x 1 =  t x 4- t2 4- 2, 

x 2 2/ ; · t2 4- 1:

x3 =  і 1 + 2ί2 - З,

χ4 =  3i’ 4-12 4- З,

x5 = /,1 4- 3ί2 + 1.

(1.40)

(1.41)

(1.42)



Система (1.41) - система двох лінійних рівнянь відносно 
параметрів i 1, t2:

t1 + t2 =  x1 — 2,

211 + t2 =  x2 - 1.

Оскільки визначник Δ  цієї системи відмінний від нуля (Δ = 

1), то за формулами Крамера знаходимо

t] = х1 + х2 + 1, t2 = 2xl - x2 - 3.

Підставимо знайдені значення i1, t2 в рівняння системи 

(1.42); в результаті одержимо, що

Зж1 - x2 ~ Xі

х1 — 2х2 4 хА =  З, (1.43)
5а,л - 2х2 - ж5 =  7.

(1.43) задає шукані загальні рівняння даної площини.

8. Знайти взаємне розміщення двох площин в Л~>, 
якщо

Xі = 2 + t\

По :
х х2 = 1, 

х3 + ж4 =5 ; П2 :

х2 = З, 

х3 - 3  + 2ί2,

4,
-5 - 5 + i 1 + t2.

x4

x

Р озв ’язання. Виключимо параметри t1 і t2 з рівнянь
х3 — З

площини П2: t1 — .x1 —2, ії2 = — -— . Отже, П2 має такі 

загальні рівняння

Розглянемо відповідну однорідну систему, складену з 

рівнянь, якими визначаються площини Г12 і 1І2, і знайдемо 

ранг матриці, складеної з коефіцієнтів рівнянь цієї системи:

х2
0,

0,
x3 + x4 =  0, 

2а;1 + .х3 — 2 ж5 
х4 — 0.

0,

rang А ξ  rang

(  1 

0 

о
2

V 0

0

1 

о 
о 

о

υ
0

1 
і 

о

о

0

1

0

1

о

о

о
— 2 

0

=rang

/ \

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

Знаходимо ранг розширеної матриці, складеної з коефіцієн

тів рівнянь відповідних неоднорідних систем, якими визна

чаються площини П2 і ГІ2:

rang А* =  rang

(  1 0 0 0 0 1 \
0 1 0 0 0 1

0 0 1 1 0 5

2 0 1 0 -2 3

0 1 0 0 0 3

V 0 0 0 1 0 4 /

/ 1 0 0 0 0
0 N ( 1

0 0 0 0
0 \0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
= rang 0 0 0 1 0 0 =rang 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 3 0 0 0 0 1 0
V о о 0 1 0 4 \ 0 0 0 0 0 1 /

Оскільки rang А = 5 = п, rang А* = 6 = п + 1, то площини

ГІ2 і П2 є мимобіжними.



9. Знайти взаємне розміщення площин в Л4, за

даних своїми загальними рівняннями:

п ( Зх1 - Зх3 - 2х4 =  0, ' ( х2 =  0,

2 ' \ Зх2 + Зх3 - хА = 0; 2 ' І  Зх"3 - χ4 =  1.

Р озв ’язання. Знаходимо ранги відповідно однорідної 

та неоднорідної системи рівнянь, якими визначаються пло
щини П2 та П2:

( 30-3 -2 \ f 300 1 \03 2 -1 030-1
01 0 0 —rang 011 0

1° 0 3 -1 ) 03 /
/ 1. 0 0 0 (  ] 0 0

°\
0 1 0 -1/3 0 1 0 0
0 0 1 і/ з

=rang
0 0 1 0

V 0 0 0 0 ) 0 0 о /

1 3
0 -3 -2

0 \
0 3 3 -1 0

0 1 0 0 0

V 0 0 3 -1 ч
Оскільки rang А — 3, rang А* - 4, то площини паралельні в 

розумінні означення 1.3, ступінь паралельності цих площин

бо п — е + 1 = 4, п — е = 3; п =  4, тоді є· = 1, а т  =  2.

10. Нехай F: —> Ап - аф інне перетворення. Д о 

вести, щ о якщ о АЙ =  СІ), то F(A )F (b) = F (C )F (d ), 
{А, В, C, D} с  Лп-

Р озв ’язання. Припустимо, що прямі (А, В) та (C, D) 

не збігаються. Тоді, якщо АЙ - CD, то [А, В) || (C ,D ). 

Оскільки афінне перетворення переводить пару паралель

них прямих у пару паралельних прямих (переконайтеся у

цьому самостійно), то (F\A),F(B)) || (F(C), F(D)). Отже, 

F{A)F(b ) =  Л F (C )F (d ), де Л Є Μ. З іншого боку, згідно з 

властивістю 3 з наслідків із аксіом Вейля, Л0 = BL3 і, вна

слідок аналогічних міркувань, F (B )F{D ) = iiF (A )F (c), 

μ, Є Κ. З урахуванням того, що

f (A)f (d ) = f {a )f {b ) + =

= Λ F (C )F (d ) + μ¥ ζΑ )¥ 0 ),

та

F{A)FJd) = F(A)F(c) + F (C )F (d ),

дістаємо співвідношення:

(Λ - 1 )F (C )F (d ] -і (,μ - l)F (A )F (c]  = if .  (1.44)

Оскільки пряма (F(A), F(B)) паралельна прямій 

[F{C),F{D)), то вектори F{A)F(c) та F{A)F{b) неколі- 

неарні. Тоді з (1.44) випливає, що Λ — μ = 1, тобто

П л Щ І Ї )  = П С ) р Ш

Якщо ж прямі (А, В) та (C ,D) збігаються, то візьмемо 

точку Е  Є Лп, яка не лежить на цих прямих і відкладемо 

від неї вектор κ ά  =  Лі). Тоді, за доведеним,

F(A )F (b ) = F(E )F (c )· F (C )F (D ) = F (E )F (g ),

отже,

F (A )F (b ] = F (C )F (d ).

11. Нехай F  аф інне перетворення простору Лп- 
Побудуємо відображення /: Vn —> Vn за правилом:

УЛЙ Є Vn : /(АЙ) =  F(A )F(b).



Довести, що:

1) /  - бієктивне відображення;

2) /  — адитивне відображення, тобто

V { # ,  с  к  : / ( #  + it)  =  /{it)  + / ( # ) ;

2) /  - однорідне відображення, тобто

VA Є R V #  Є Vn : /(AT/) = Xf {it).

Р озв ’язання. 1) Передусім зазначимо, що відображен

ня /  визначено коректно в такому розумінні: геометричний 

вектор - це клас рівних між собою векторів, які можуть 

бути відкладені від довільної точки; якщо АЙ = С 0 , то 

внаслідок прикладу 10

/(АЙ ) = F (A )F (b ) = F (C )F (d ) = f(c i> ).

__ Доведемо бієктивність відображення /. Нехай ї ї  =

ХУ  Є Vn довільний вектор. Внаслідок бієктивності ві

дображення F  однозначно визначені прообрази точок X  та 

У при цьому відображенні. Позначимо їх через А і В  від
повідно і нехай i t  — АЙ. Т о д і, за означенням,

/ ( i t )  = H A )F (b ) = x f  = i t ,

що і доводить сюр’єктивність відображення /.

Якщо / ( i t )  =  / ( i t ) ,  тобто F (A )F (b ) =  F{X )F (y ), то 

застосувавши результат, одержаний при розв’язуванні при

кладу 10 до афінного перетворення F~] знайдемо, що АВ =  

ХУ , тобто i t  =  i t . Отже, відображення /  є ін’єктивним, а 
значить, і бієктивним.

2) Нехай i t ,  i t  - довільні вектори з простору Vn, i t  = 

АЙ. Вектор i t  відкладемо від точки В  і нехай i t  =  В 0 . 

Тоді i t  + l t  =  АВ + ВС  = АС. Отже

/ ( i t  + it)  =  /(АЙ  + вб) = /(Ад) = F(A)F(C),

60

/ & )  + НТЇ) = ЯА б) + Пвб) = F V m M  + H b)F (C )  =

n W l  c).

' івідси вже дістаємо потрібне співвідношення

f ( l t )  + /(Т?) = /П ? )  + /О ? )·

3) Доведемо, що

/(A i t )  = A/(#),VA Є R ,V lt Є Vn.

Зафіксуємо точку О Є Ап і нехай i t  ^  0 $ ,  X lt =  o f .  

Годі o f  = Ao3t, тобто точки О, X , Y лежать на одній 
прямій. Оскільки афінне перетворення відображає пряму в 

пряму, то точки F (0 ), F (λ ), F(Y) також лежать на одній

прямій. Отже,

F(0)F(Y] = μΙ· ί())Ι· (λ), μ Є R,

тобто

f(X lt) = f(XW t) = f(Of) =  μΡ(())Ι·-(.\) = μ / i l t ) .
JK ' ' (1.45)

Звідси випливає, що μ, ;= μ(Α); під i t  параметр μ не зале

жить.
Справді, нехай i t  Є V, інший вектор, не колінеарний 

вектору i t .  Нехай i t  == 0.4 і A# = О Б. Тоді, як і раніше, 

ОЙ = ΧΟλ, T (0 )F (b )  = uF(0)F(A ), и Є M. Отже, OB + 

Β Ϋ  =  o f ,

7Й  =  ОЙ - o f  =  AO/i - АОЛ* = А (ОЙ - ОЛ>) = λ Υ /t

Звідси випливає паралельних прямих (V', Б) та (X, А), а от

же, (.F (Y ) ,F (B )) II (F (X ),F (A )). Але тоді

T\Y)F(b ) = aF (X )F (A ), а  Є R-



uF(0)F(A5 - pF{0)F\x] = F (0 )F (B ) - F (0 )F(y ] =

= F(Y)F(b ] = q.F(X)F(a ) = aF (0)F (A ) - aF(0)F (x). 

Звідси випливає, що

(u - a )F (0 )F(A$ + (μ - a )F (0 )F (X ) =  if ,

тобто

(i/ - а)/(й>) + (μ - a ) f ( ї ї )  = T/.

Внаслідок лінійної незалежності векторів ї ї  та ї ї ,  вла

стивості 2), якою володіє відображення /  та (1.45) дістаємо, 

що вектори / ( ї ї )  та / ( ї ї )  також лінійно незалежні, тобто 
μ = v = а.

Нехай тепер вектор мі колінеарний вектору ї ї , й) — 0 0 , 

Хиї — OD. Тоді, як і раніше, Оі5 =  Х о б  і, отже,

Щ о Щ п )  = p f Jo )f (c ).

Міркуючи аналогічно попередньому знаходимо, що β — і/, 
тоді β = μ за доведеним.

Отже, μ — μ(Α). Вивчимо властивості цієї функції. 
Нехай Аь А2 Є М, ї ї  є Vn. Тоді

/*(Аі + А 2) І  ( ї ї )  = /((Аг + А 2)1Ї) =  f(X x~vt + А2̂ )  =

/ (Аг^)  + f(X2l t )  = μ{Χ\)ί ( ї ї )  + μ(Χ2) / (1ϊ )  =

= (μ(Αι) + μ(Α 2))Ι(1Ϊ)·

Внаслідок довільності у виборі вектора ї ї  Є Vn тверди
мо, що

μ(Χ\ + А2) = μ(Χ\) + μ(Α2), {Аг,А2} с К .  (1.46)

μ(Χ]Χ2)/(1ϊ) =  / ( (АгА2) ^ )  = / ( λχ(Λ2̂ ) )  = 

μ(λ,)/(λ21?) = μ(Αι)μ(λ2) / ( ^ ) ,

/i(AtA2) = μ(Χ\)μ(Χ2), {АЬ А2} C R. (1-47)

Співвідношення (1.46), (1.47) показують, .що відобра

ження μ: R  -> R  є автоморфізмом поля дійсних чисел.

Нехай п. Є Ν. Оскільки μ(1) = 1, то

μ(η) =  μ (1 -}-.·· + 1) — μ(1) + ■ · ■ + μ(^\ =  (Τ48)

\
τι. τι. μ Ι 7 , )  + ' + ( І )  “ n,‘ C >

/

тобто μ ( — ) = —. З урахуванням (1.48) дістаємо, що
W  n

μ — τημ ( ^ j  - {m, τι} C N. (1.49)

m
Таким чином, якщо q = — - довільне додатне раціо-

п
пальне число, то внаслідок (1.49), μ(<?) = q. Якщо ж 9 < 0, 

то число —q додатне, і

μ^ΐ) = μ ((- 1)(-<?)) = μ (- 1)μ(-<?) - (- l)(-q) = q.

Отже, звуження відображення μ на множину раціональ

них чисел є тотожним перетворенням.

Нехай А Є R - довільне додатне дійсне число. Тоді

μ(Χ) =  μ(\ίΧ\/Χ) =  μ(\ί\)μ(\ίΧ) - μ(ν/Α)2 > 0.



Отже, якщо Лі, А2 Є R; Аі > А2, то А] — Л2 > 0, звідки 

μ(Αι) — / (̂Аг) =  μ{Χ\ — λ2) > 0,

тобто

μ(Α]) > μ(Α2), А! > А2.

Таким чином, μ = μ(Χ) - монотонно зростаюча функція.

З урахуванням цих обставин розглянемо п-е раціональне 

наближення довільного дійсного числа А, тобто знайдемо
m т  +1 ГІ, .

гаке ціле число т , що < А < --— . І оді, за доведеним
п п

т  /т\ ( т +  1\ ш + 1
— =  μ  ( — ) < μ  А < μ ----  =  ---- ,
η \η J \ η J  η

тобто (А — /х(А)I < —, Vn Є N. Звідси випливає, що μ(Α) =  А,

А Є К. З урахуванням (1.45) маємо, що / ( Xlt) = А/ (# ) ,  
V #  Є Vn.

Зауваження 1.6. Кожне афінне перетворення афінно

го простору породжує перетворення простору паралельних 

перенесень, яке є лінійним. Із співвідношення /і(А) — А 

випливає такий алгебраїчний факт: група автоморфізм ів 

поля дійсних чисел тривіальна, тобто складається 
лише з тотожного перетворення.

Зауваження 1.7. Якщо афінне перетворення F  у де

картовій системі координат R =  {о, ef, . . . ,  є*} задано фор
мулами

xJ = aJKxK + aJ , det\(aJK) φ 0,

то перетворення /  векторного простору Vn у базисі 
{e t,.. . ,е%} визначається формулами

xJ = aJKxK, det(aJK) φ 0

12. Нехай А, В , С  - три точки прямої в Ап- П ро 

стим відношенням впорядкованої трійки точок А,

11, С  прямої в А п називається число А: Л 0  = ХСЙ, 

яке позначається символом (А ,В ;С ). Довести, що 

афінне перетворення не змінює простого відношен

ня трьох точок прямої в Ап.
Розв ’язання. ГІри будь-якому афінному перетворенні 

F  пряма П і відображається на пряму II]. Отже, впорядко

вана трійка А, В, С  точок прямої відображається на впо

рядковану трійку А', В C' точок прямої. Нехай /  - лінійне 

перетворення простору Vn, яке породжується афінним пере

творенням F. Оскільки F(A) = A', F(B) = В', F (C ) =  С",

/(А б ) = F (A )F (c ) =  А'сК /(ЄЙ ) =  F (C )F (b ) = ( " ї ї .

Якщо /1 () — Х сп , то

f(A&) = =  f (x c t)  = Xf(Cl$) = A C 7]?',

тобто Aid' = АС'//'. Цим доведено, що (А ,В ;С ) =

(Α ',Β '- σ ).

13 . Довести, щ о серед всіх векторів лінійного І1ІД- 

простору L векторного евклідового простору Еп най

менший кут із заданим вектором Ά  Є Еп, ф 0 , 

LL, утворює його ортогональна проекція i f  Є L.

При цьому рівність cos(i?7l^) = cos(іГ/у^), y' G L, має 

місце тоді і тільки тоді, коли^?/ — п і/ , де а  > 0.

Р озв ’язання. Вектор Ф 0 подамо у вигляді Ί& =

і /  + А , V  Є L, Ф ^ ^  Є L1, (А , V ) = 0 і доведемо, 

що а?· та V  утворюють між собою кут, який змінюється в 
πмежах від 0 до —. Справді,

. = Г = ,  ( а>,t ) _  (у* + 1?) _  (■>/, </)

cost ai,»·) ||^||.||^|| ІІ^ ІІ- ІІ^І! 11*11 ·||Ί?Γ



, ΊΪΦ~$.

0 скіль_ки l l ^ l l 2 =  l l ^ l l 2 + p l l 2, TO l l ^ l l  <  II 3*||. Отже,

0 ~ M  “  l ’ причомУ Щ  ~ !> якщо ~f = тобто

з* Є L і, фактично, jj~ jj φ 0, бо тоді ^  = Ί?, тобто 1* = 

t i j ' 1 , Щ° суперечить умові задачі. Звідси випливає, що

( ^ 7? )  є (о, f ] .

Далі, для довільного ненульового вектора у є L маємо

і ^ ’ 7 )  + (У , 7 )cos(^, Ϋ') =
I l l ’l l ' ІІїЛі ll^ ll · I l l ' l l  І М М ^ Т

Оскільки

і

то

cos(^, у ) = ΙΙΫΙΙ · II/ II

ІІ^ІІ · ΙΙΫΊΙ
777 cos( l^  У ) ш

ІІ^ІІ
cos(if, у )

= c o s · cos(ϋ / $ )

Проаналізуємо останнє співвідношення. За доведеним 

раніше, 0 < cosCf/ψ )  < 1. Отже, якщо 0 < cos(if/y^) < 1,
то

0 < cos( у ) < cos(iV ?)· (1.50)

Функція у =  cos ω на проміжку [0, π] монотонно спадає, 

тому з (1.50) випливає, що (5/т?) > (Ψ ^ψ ).

Якщо ж -1 < cos(V, т/ ) < 0, то cos(l*, у ) < 0, то

му c o s (5 ^ )  < cos(l*7lf)· Отже, (іГ"у^) > {Ί&γψ), ЩО й

потрібно було довести.

Якщо у = cvT/, ~γ ф i t ,  де Of > 0, то

,r r = f .  ( V , !?) _  ( Ϋ ,Ο ^ )  о Щ 2 .

і т м і Т і ї  ιι^ιι - іі«^і і « ι ιϋιι2 ~

Отже, у цьому випадку cos(af, у ) = c.os( !* ,у ) .

Навпаки, нехай cos(li?7lf) — cos(^Ty^), тобто

= 1. Тоді кут між векторами i f  та ~і/ дорівнює 

нулю. Іншими словами, вектори 1f  і у колінеарні і однако

во направлені; тоді існує о  > 0 таке, що у — o r f .

14. Нехай П„_і - гіперплощина в £п, А Є 

А 0 Пп_і, Пі - ортогональна до ΓΙη , пряма, яка про

ходить через точку А, А' - проекція точки А на гі- 

перплощину 1Іп_і. Довести, що

р{А, Π,, і) - ц^гц - ,

де ~(ї ф Tf - довільний вектор з напрямного підпро-

стору II?. ___

Р озв ’язання. Вектори i t  та A'А ортогональні до на

прямного підпростору П°_2, тобто вони колінеарні. Отже,

(А І ,  i t )  - ЦЛ^ІІ · ll^ll cos(Z t, i t )  ■■= ±||Л^|| · іі^іі· 

Але, за означенням, ||ΑΆ|| — р{А, П„. і). Тоді

ί д yr ) \(A'A,lt)\
ρ(Λ,Πη-ι) ц-̂ ιι



^  Якщо взяти будь-який інший вектор t  Є II?, Із ф 

ь Φ ϋ , то міркуючи аналогічно встановимо, що

р(.4,П„.,) =

р Т

Але в одновимірному піднросторі П° вектор Ί) Ф t  має 

вигляд b =  “е̂ , де Aj ф 0. базисний вектор в 11°

Аналогічно, 7z> = Д2 е>, де Λ, ф 0. Отже, t  =  Α3 α>, де

— ~\2' ^оді, скориставшись властивостями скалярного 

добутку векторів та довжини вектора знаходимо, що

р (а , п п ...,) - ї ї  =  =І \ ? ІЬ — 1 /  А  ------------------------------
II І> II ІІЛз^ІІ

= ІЛз' - ^ ) | _  \(A%-ct)\

ІАз|-|І^ІІ ~ w\\ ■

Таким чином, р(А, Пп._і) не залежить від вибору вектора 
а Є II], що й потрібно було довести.

Якщо cijxJ + а0 =  о рівняння гіперплощини Пп х 

. . . ,xS), А'(х>', . . то дг| = {а.}_ ^ ; ' . χη _χη'}

р(А , ГІП,_1) =  lH fo_"l£LLiiL£o - хо І, {«ь · · ·; «„})| _

ІІ^ІІ 

_  |aj.rd - O j-r'o I ja /4  + a„| _  |α0χ* + ... + a„x£ + a0|

~ ““ W T  '

^  =  { a ,;...;o „ } , ^  ± П°_]

(тут враховано те, що ayx'l =  -а0, бо координати точки А' 

задовольняють рівняння гіперплощини П„..J . Отже,

15. Скласти рівняння площини, ортогональної до 

даної, яка проходить через точку М0(0; 1; — 1; 0), якщо

2х1 + а:2 + Зх3 — х4 = 0 ,

II, : { За·1 + 2.x2 + х4 =  0,

Зх1 + x2 f  9хЛ — х4 0.

Р озв ’язання. Знайдемо базис в П°. Оскільки

=  3,rang

_1 
1 

- 1

то п — r =  1, тобто фундаментальна система містить один 

розв’язок. Знайдемо його за допомогою методу Гаусса по

слідовного виключення невідомих:

В =
ί 2

1 3 -1
0 ^ /

3 2 0 -1
0

\з 1 9 -1 ч \

( 1 1/2 3/2 -1
{)\

0
1 —9 8

0
V 0 -1 9 4 о /

1/2 3/2 —1/2 0
1/2 -9/2 4 0

1/2 9/2 2 0

(  1 1/2 3/2 — 0 \

° 1
-9 8 0

\ 0 0 () 12 0
/

Звідси

X

X2
°*
9.x3, =>

.x4 =  0
X3

„і _  _  і ‘2 __ з ,г:і
X 2 ' 2 ■

X

X і

1,
9,
- 6.

Отже, ~ct =  {—6; 9; 1; 0}, П1,1 ~ £ ( “а^). Відзначимо, що Пі 

1-площина або пряма лінія, яка проходить через точку О 

полюс, тому є напрямним вектором для даної прямої. 

Складемо рівняння площини П3, яка проходить че

рез точку Мо(0; 1; —1; 0) ортогонально до П,. Нехай



м (у 1·, У2] у3·, у4) Є Пз. Тоді вектор М0АІ = {у1', у2 - 1; ул +
1 ;у4} ортогональний до ~ct. Отже, рівняння гінерплощини 

Пз є таким:

(М0АІ, i f )  =  0 "тФ —б ух + 9(у^ ~' 1) “І" (ϋ/1 + 1) — ϋ -v̂

6у1 - 9у2 - у3 - 8 = 0.

16. Знайти віддаль від точки М0(4; — 1; — 3; 4) до 

площини

{
χ1 + х2 4- ж3 + х4 = 1, 

χ1 + 2х2 + 2хА — χ4 = 2,

.т1 + 2.x3 + 3.x4 = 0.

Р озв ’язання. Знайдемо точку Μό Є Пь яка є проек

цією точки Мо на площину Пі. Віддаль між точками М0 і 

Mq буде шуканою віддаллю від точки М0 до П |. Оскільки 

вектори

nt =  { l ; l ; l ; l } ,  = {1; 2; 2;-1}, гг| = {1; 0; 2; 3}

ортогональні до напрямного підпростору П°, то вони ле

жать у напрямного підпросторі П® площини Пз, яка прохо

дить через точку Мо і ортогональна до площини П і. Отже, 

П° = £(п|, П2, Пз)·
Знайдемо базис в 11°. Оскільки

/  1 1 1 і ^ Г 1 1 1 1 \

1 2 2 -1 = rang 0 1 1
~2

V і 0 2 3 1 V о -1 1 2

то п — r =  1, тобто фундаментальна система розв’язків мі

стить лише один розв’язок . Знайдемо його. Для цього роз

глянемо таку систему:

(
X х +  х 2 +  X 3 =  - X 4,

X2 + X3 = 2.x4,

—x2 + .x3 — —2х4.

Поклавши .х4 = 1 знаходимо, що хх - -3, х2 - 2 , .х3 - 0

Отже, =  { —3; 2; 0; 1}· Таким чином, П£ =  С ( а ) .

Нехай Mq(xq', Xq] Xqi Xq) i юді

M q M \  =  {x 'q - 4; X q + 1; .Xq + 3; x -q -  4}.

Оскільки M q Є Пі і M qM 'q 1 II1,', то

(
X q  + X q  t' X q  + * 0  =   ̂i

4  + 2x1 + 2x\ - Xq = 2, ^

xl + 2з,'о + 3xq =

3(.ί,, -  4) + 2 ( x ' q  . 1) + X q - 4  =  0.

( X l0 + 2x1 + Зх:4, =  0,

I 3:4 -  2x2 -  X q =  10,

I J'o + ·τϋ 2·'ϊ;ο — 1 >

[  X q +  X l  +  4  +  4  =  1 ■

Розв’яжемо останню систему рівнянь методом Гаусса:( 1 1 1 1 1 \ ' 1 1 1 1 1 \

1 0 2 3 0 0 -1 1 2 -1 x/
В =

3 2 0 -1 10 0 -5 3 - 4 7

\0 1 і· -2 1 v ° 1 1 -2 1 }

/ 1 1 1 1 1 > /  1 1 1 1 1 \

0 - 1 1 2 -1 0 -1 1 2 -1

0 -5 3 —4 7 0 0 -8 -14 12

V 0 0 2 0 0 , \°
0 2 0 0 )

Звідси дістаємо, що



Отже, шукана точка Μή є такою: М'п { — ; — — 0· —— ]
0 V 7 ’ 7’ ’ 7) '

Тоді 

р{М0, Mq)

а) П, :

П і :

17. Знайти віддаль м іж  двома площинами, якщо 
вони задані рівняннями:

' ж1 + х2 + 2х3 =  1, 

ж1 + 2 а;2 -j- Зх3 =  0;

2жл + ж2 + ж3 = 1,

X і + 4х2 + 2х3 =  0;

б) П2: = a\ti + 02І2 + х|; П2: з* = a$tі 4- ~a\t2 + х|,
де Оі — {1; 2; 2; 2}, 4  =  {2; —2; 1; 2}, а| = {2; 0; 2; 1}, а| = 

{1,—2,0, —1}, xf — {4; 5; 3; 2}, ж| =  {1;—2 ; ! ;—3}.

Р озв ’язання, а) Передусім знайдемо базис в П? і П°:

η r - 1, тому базис в 11? складається з одного вектора

Xі + X2 =  —2а;3, i  '7' =

Xі + 2х2 =  —Зхз. = 4  х, : L
x3 =  1.

Отже, а| — { — 1; — 1; 1}. Аналогічно,

2 1 1

1 4 2

тоді базис в П? також складається з одного вектора

ГаП§ 1 4 2 І -  2 ’

Отже, а% =  {-2; —З; 7}. Аналогічно знаходимо точки М і Є

II, і М2 Є Π,: Μι(2;-1;0), Μ2(|;-^;0). Тому М ХМ2 =

7 ’ 7’ ' '

Знайдемо ортогональну складову V  вектора М іМ 2 від

носно простору П° = £(at, а|). Оскільки

rang
- і - і і і = 2

-2 -3 7

то базис в С складається з двох векторів а|, «2, тобто

V  = Сі 01 + с2 «2 ·

Обчислимо коефіцієнти сі, с2:

Г (а|,а^)сі + (at, 0 2 ) 0 2  =  (4 , М ГМ2), ί Зс, + 12с2 —

\ (o2,at)ci + (а|,а|)с2 =  (а%,М\М2). \ 12сі + 62с2 = у.

Звідси дістаємо, ідо =  Ц, с2 = —у. Отже, ортогональна 

проекція має вигляд:

і/ = й(-1;-^}-А2;-3і7> = { ^ ;4 ;-й}·
Тоді

, ґ 10 6 1 /  10._1.__5_

V  І  7 ’ 7 ’ J \ 21’ 3’ 21

20 25 _5_

2І ’ 2Ї ’ 21

- /400 + 625~+25 /50
||̂ || = ρ(Πι,Πι) =  γ '---- зрг--- = у 21’



б) Маємо

Знайдемо ортогональну складову i f  вектора x$ — х\ від

носно підпростору П? = £(о|, of, а$, of). Оскільки

/  1 2 2 2 /  1 2 2 2 \
2 -2 1 2 0 -6 -3 -2
2 0 2 1 = rang 0 -4 — 2 -3

V 1 -2 0 -1 > ^ 0 -4 -2 -3 /

та базис в £  складається з трьох векторів of, а^, of. Тоді

Ϋ  = сі а\ + с2а| + с3а|.

Обчислимо коефіцієнти Сі, е2, с3:

(of, at)c.i + (at, «2)с2 + (at, «t)c3 = (af, x\ — xt),
< (a$,at)cx + (a%,a$)c2 + (at, аз)с3 =  (a%,x\ ~ 4 ), 
k (а|, о|)с] + ( 4 ,  а* )с2 + (а|, а|)с3 =  (а|, -  4 ) .

ί ІЗг.'і + 4с2 + 8с3 =  -31,

^  ч 4сі + 13с2 + 8с3 = —4,

8с] + 8с2 + 9с3 = —15.

Коефіцієнти Сі, с2, с3 знайдемо користуючись методом Гаус
са послідовного виключення невідомих:

/  13 4 8 -31 >\ / 13 4 8 -31

4
13 8 -4 І ~ ( 9 —9 0 -27

V 8 8 9 -15 у1 \-18 0 -7 -47

Отже,

ί с 2 = C] -|- З, f Сі = -З

S c3 =  - ^ Cl- f ,  с2 =  0,

[ І З с і  + 4 с2 + 8 с3 =  - 31. у с3 =  1.

Тоді

Ϋ  = -3{1; 2; 2; 2} + {2; 0; 2; 1} =  {-1; - 6; -4; -5}. 

Ортогональна складова є такою:

~t - (xt - Жі) - V  = {-3; -7; -2; -5} - {-1; - 6; -4; -5} =

=  {- 2; - 1 ; 2;0},

тобто ІІ^Ц = /4  + 1+4 = 3.
Відповідь: віддаль між площинами П2 та П2 дорівнює

3.

18. Переконатися, щ о на площині £2>] нерівність 

трикутника для метрики (віддалі) не виконується.

Р озв ’язання. Розглянемо 

трикутник ОАВ  (Мал. 1.4), де 

вектори О А та А В є ізотропни

ми (вони паралельні асимптотам 

гіпербол). Очевидно, що

оА +  лі) =  ой,
при цьому н ай  - <уЖЙц - 

0, ||6В|| >  ||£Й|| + ||5В||, а б о  У 

термінах віддалі,

р (0 ,В )>  р(0,А) + р(А, В).

19. Нехай з?, i f  - ізотропні вектори, ортогональні 

в Е -2 і · З ’ясувати зміст ортогональності цих векторів

з точки зору  евклідової геометрії.

Р озв ’язання. Нехай з* = {з;0; з:1}, i f  = {у°,у1}· 

Оскільки

(з*, t )  =  -х°у° + х 1 у1 =  о,



(-(x0)2 + (xl )2)(-(y°r + (УΎ ) = - (x V  - xW)\

або ll^ l l2 · \\lf\\2 — — (χλνϋ - x°yA)2 < 0, тобто ||"̂ ||2 та ||l/||2
- числа різних знаків: якщо один із векторів i t ,  i f  має в 

метриці і?2,і дійсну норму, то інший - уявну. У  евклідовому 

сенсі це означає, що вектори i t ,  i f  (або їхні продовження) 

перетинають різні гіперболи (х°)2 + (ж1)2 = ±1. Оскільки 

нас цікавлять лише напрями векторів i t ,  i f ,  то не втрача

ючи загальності можемо вважати, що їхні кінці лежать на 

одиничному колі псевдоевклідової площини. Нехай, напри
клад,

-(®°)2 + (х1)2 =  і, -(у0)2 + (у1)2 =  - 1.

Якщо при цьому (1*, i f )  = —х°у° + х1у° = 0, то

(у° - x0)2 - (у1 - х 1)2 =  0 (1.51)

і навпаки. Із останнього співвідношення випливає, що 

( it , i f )  =  0. Оскільки

111/ - ^ l l 2 = -{у0 - Х0)2 + (у1 - х1)2,

то рівність (1.51) означає, що вектор 1f — i t  ізотропний, тоб

то направлений по деякій координатній бісектрисі (асимп

тоті однієї із гіпербол). Це рівносильно тому, що вектори i t , 

i f  симетричні відносно іншої бісектриси. Отже, вектори i t ,  

i f  opi 'огональні в сенсі скалярного добутку псевдоевклідо- 

ВОГО простору Ε·2д тоді і лише тоді, коли в сенсі евклідо- 

вої геометрії вони розміщені на променях, симетричних від

носно якої-небудь координатної бісектриси (Мал. 1.5). За

уважимо, що ізотропний вектор i t ,  розміщений на бісек

трисі, ортогональний сам до себе, бо ||"̂ ||2 = ( i t , l t )  =  0.

М  а л . 1.5.



Зауваження 1.8. Викладене вище дозволяє дати ев- 

клідову характеристику базисів, ортонормованих у метри

ці площини Е2Л. А саме, довільний оргонормований базис 

складається з векторів є о , ef1, кінці яких лежать на гіпер

болах -(ж0)2 + (.X1)2 — симетрично відносно однієї із 
спільних асимптот (Мал. 1.6).

20. Нехай {et, et} - ортонормований базис площи

ни Е2л. Знайти образ цього базису при перетворенні 

/  ( /  - перетворення руху площини Е2л; див. §1.3), 

якщ о матрицею цього перетворення є матриця

__і__ β \
л _  І \/W^ уЛчї2 ) о 1 
712 ~ І 0 1__  , P =  th φ, -оо < ψ < +ос.

V /

Р озв ’язання. Маємо, що

·= ΐ(τά\ — ___М  , ^ 44 '  := / ( 4 )

4 '  := /(e t) = -
\/і \/і ί2'

Оскільки базис {4 , 4 }  є ортонормованим і в евклідовій 
метриці, то розглянемо скалярний добуток

ί~Ξ̂ ' 'ТГГ \ _ (^0; 0̂ ) β ._і _  ̂1

( '“ · o ) “ 7 r ^  + 7 f ^ (e" eo) =  ^ t > a

Отже, вектори е$ , ео утворюють гострий кут. Аналогічно, 
якщо β > о, то

(ео'.е|) =  —~ = =  > 0, (e?',ej) =  - - p £ = = < 0 , 
v 1 - β2

(4 ', 4 )  - < о ,

тобто вектори 4\ 4 утворюють гострий кут, вектори Є\ ,

4 “ тупий кут, вектори 4\ 4 також утворюють іупий 
кут. Урахувавши ці обмеження, а також зауваження 1.8 до 

прикладу 19, робимо висновок, що кінець вектора Єо 

/ ( 4 )  розміщується на тій же вітці, що і вектор 4 ;  кінець 

вектора et' = / ( 4 ) розміщується на протилежній вітці тієї 

гіперболи, на якій лежить кінець вектора 4  (Мал. 1.7).

Якщо β < о, то (4 ', 4 )  > о, (4 ', 4 )  < 0, (4 ', 4 )  > о,
(4\ 4)  < 0. У цьому випадку маємо розміщення векторів 

/ ( 4 ), / ( 4 ), зображене на малюнку 1.8.

Мал. 1.7.

■Д4)

β > 0 / ( 4 )
" (’й/ /

β < 0

\4V

Мал . 1.8.

21. Кут на площині £2,і називається допустимим, 

якщо довільний промінь з початком у вершині ку

та, який лежить в області цього кута, має неізотроп- 

ний вектор (Мал. 1.9). Величиною допустимого ку

та в £2,і називається число ψ , що дорівнює подвоєній 

площі сектора, який утворюється при перетині об

ласті цього кута з кругом одиничного або уявнооди- 

ничного рад іуса з центром у вершині кута. Знайти 

зв’язок м іж  величиною 'ф допустимого кута та його 

радіанною м ірою  а  відносно асоційованої евклідової



структури.

Р озв ’язання. Нехай ZAOI3

ДОПУСТИМИЙ Кут В ПЛОЩИНІ

Із означення випливає, що йо

го область повністю міститься 

або в області ЇУ+, або в області 

U~ (див. §1.3). Припустимо, для 

визначеності, що вона повністю

міститься в області U+. Вибере- 
мо Мал. 1.10.

ортонормований репер R =  { О , еo , r|} в площині Л 2,і так, 

щоб вектор ef був напрямним вектором однієї із сторін ку

та, наприклад, променя [О, А) (див. Мал. 1.10).

Знайдемо зв’язок між величиною допустимого кута та 

його радіанною мірою відносно асоційованої евклідової 

структури. Для цього введемо полярну систему координат 

.x1 =  p cos v?, х° =  p sin φ (нагадаємо, що репер R, є орто- 

нормованим і відносно асоційованої евклідової структури). 

Внаслідок (1.19) рівняння одиничного кола 7 в репері R 

має вигляд —(:с°)2 + (з·1)2 = 1 і, отже, в полярній системі

координат 7 задається рівнянням

1
Р2 cos2 φ — sin2 φ

З урахуванням цього маємо, що

(і а
1 /' 2 [  <1φ _  f  1

5сект. -  2·- J  Р dip- J  Г((Н2г.' _ ^ φ · J 1 _  t,g2

(I 0 0

άφ _ j  d tg<p _  1 j  d tg ip  1 j  _d tg Ψ __

./ 1 - tg2 φ ~~ 2 J 1 + tg φ 2 J 1cos2 φ / 1 — tg2 φ 2 J  1 + t,g φ 2 J 1 tg ψ
b o o

^ ln(l + tg  ψ) - jr ln(l - t g p )  
λ ^

1 , /  1 + tg a
- In

0 2 \ 1 - tg a

1 /1 4- tg a \ .
Розв’язуючи рівняння ф -- 2 ί r ^ t g a j  відносно tg«

одержимо, що

eW _  1 е4> - _ sh ф

^ CV _  с'2ф _j_ ]_ ~ 4- β-Ψ ^   ̂ ch ф

Завдання для самостійної роботи

1. Нехай Ап - η-вимірний афінний простір, 

{А, В, C, D} С Лп- Довести, що різні точки А, В, С, 
D  є вершинами паралелограма тсуп і тільки тоді, коли 

їхні радіус-вектори 0 4 , ОВ, ОС, OD  задовольняють 

співвідношення

оХ  + 0 6  = o f i + α/5.

2. Множина точок афінного простору називається 

опуклою, якщо разом з кожними двома своїми точками



А, В  вона містить відрізок [А, В]. Гіперплощина П„_і, яка 

задається рівнянням

А\Х А пх п 4- А [з =  0,

ділить простір Ап на два півпростори, які складаються з 

точок, координати яких задовольняють одну з нерівностей: 

A jx J + А0 < 0 або A jxJ + А0 > 0. Довести, що кожний 

півпростір є опуклою множиною.

3. Нехай перетин П скінченної або зліченної системи 

площин афінного простору Ап ~ непорожня множина в Ап. 

Довести, що П - площина в А п.

4. Нехай Ап - η-вимірний афінний простір,

{A ,B ,C ,D ,K ,L ,M ,N }  С  А п,

точки А, В, C, D  є вершинами паралелограма, а точки К , L, 

Μ, N  ділять відрізки [А, В], [В, С ] , [С, D], [D , А] відповідно 

у відношенні А ф — 1. Довести, що точки K, L, Μ , N  також 

є вершинами паралелограма.

5. Знайти параметричні рівняння площини П] в афінно

му просторі Аг„ заданої загальними рівняннями:

{
2.x1 - х2 + х3 + 2х4 + Зх5 2, 

бх1 - Зх2 + 2х3 + 4х4 + 5х° =  З,

6хл -  З х 2 +  4 х 3 f  8 х 4 -f ІЗ:;:5 =  9,

4 x ’ — 2 х 2 +  x 3 4- x 4 -f- 2 х 5 =  1.

6 . Знайти загальні рівняння площини в Аь, заданої па

раметричними рівняннями

r x1 =  ί1 + t2 + 1,

x 2 =  t2 + 2,

< x 3 — — t1 + 312 + 5, 

x 4 =  2ί 1 -  t2 + З, 

x 5 =  З*1 -  2L2 + 1.

7. Знайти параметричні рівняння прямої, яка проходить 

через точку М  і перетинає площини II та П, якщо, 

а) М (5; 9; 2; 10; 10),

х X X4 + X5 = 2,

x1 = З,
X2 =  б/,1 + rot2,

п Xs - X3 - X4 + X5 -  1, П х“
,3бх1 + Зх2 — 2х

б) М (6; —1; —5; 1),

„5 _=  0;

0,
х·4 = 411 + 312 + 5,

x5 = ί1 + 212 + 6;

x1 = 2t + З, 
‘2

Π :
x* -  - 1 + 5, 

3 -  - t  + З,
Π :

x

— бх1 + 2χ2 - 5.x3 + 4χ4 - 1. 

9χ ' - χ2 + 6χ3 - 6χ4 =  5.

x4 — t + 6:

а) II2 ·

8 . Знайти взаємне розміщення двох площин, якщо: 

бх1 + 4х2 4- 5х3 + 2х4 + Зх5 = 1,

Зх1 + 2х2 + 4х3 + х4 4- 2х5 =  З, 

v Зх1 + 2х2 - 2х3 + х4 ^  -7;

О х 1 + б х 2 + Xі + З х 4 +  2х"’ =■- 2;

( 45.x1 - 28х2 + З4х3 - 52х4 = 9,

 ̂ Збх1- - 23х2 + 29х3 - 43.x4 = 3;

47хл - 2їх 2 + 28х3 - 45х4 = 16,

47.Т1 - 32х2 + Збх3 - 48х4 =  -17; 

бх1 + Зх2 4' 2.x3 4 Зх4 4- 4х5 =  5,

4х‘ 4- 2х2 4- х3 + 2.x4 4 Зх5 = 4;

4хл 4 2х2 + Зх3 4 2х4 + х5 = 0, .

2.x1 4- х2 4- 7х3 + Зх4 + 2х5 = 1; ’

ГІ4:

б) П,

П2:

в) П3 

Пч

г) П,

і,
21,х

X і  =  At 
А

.5
х’ = - 2,

х 'it



Π4: Зх1 — 2χ2 + χ3 + χ5 =  —1;

ч π  ί 2χι + 3χ2 + 4χ3 + 5χ4 -  6,

2 ' I  6.x1 + 5.x2 + 4χ3 + 3χ4 =  2;

Г χ ^ Ι - ί 1, 

fT J -x2 =  1 + 2*1 + t2,

2 ) X3 =  1 - 2*1 + 2f2,

{ x4 =  1 + t 1 + i2.

9. Довести, що кожне афінне перетворення відображає 

пару паралельних прямих у пару паралельних прямих.

10. Афінне перетворення називається центроафінним, 

якщо ЗО  Є Л п: F (0 ) =  О. Якщо точка О  Є А п фіксова

на, то I' називається цетроафінним перетворенням відносно 

точки О. Довести твердження: сукупність усіх центроафін- 

них відносно точки О  перетворень афінного простору утво
рює підгрупу групи афінних перетворень.

11. Довести, що при афінному перетворенні відрізок ві

дображається на відрізок; середина відрізка на середину 

відрізка-образу; промінь — на промінь; трикутник - на три

кутник; ш.-вимірний паралелепіпед на m-вимірний пара
лелепіпед.

12. Нехай А, В , С - три точки прямої в Ап, А = (А, В ; С)

- просте відношення впорядкованої трійки точок .4, В, С. 
Довести, що:

(В, А;С) = і ,  (.А,С-В) =  -(1 + А), (С ,А ,В )  =

(В ,С ;Л) = - Ц А ( С , В ; у 1) = - - А ^ .
л 1 + А

13. Складним відношенням впорядкованої четвірки то

чок А, В, C, D  прямої в Ап називається число А = 
(Α,Β-,Ο)
(λ В · D) ’ ЯКЄ позначатимемо так; {A,B\C,D).

а) Довести, що складне відношення є інваріантом афін

них перетворень афінного простору Ап і має властивості:

(А, В ; C, D) =  (В , A; D, C) =  (C , D; А, В).

б) Обчислити всі 24 складні відношення чотирьох то

чок А, В , C, D  прямої в Ап, якщо одне з них, наприклад 

(А, В; C , D) = А, відоме.
в) Подати складне відношення впорядкованої четвірки 

точок прямої в Ап у декартових координатах цих точок.

14.Довести, що віддаль між будь-якими чотирма точка

ми в Еп задовольняє нерівність чотирикутника:

V{A, В, C, D} С Єп : \р(А,С) - р{В, D )| < р(А, В) + р(С, D).

15. Знайти ортогональну проекцію вектора на під

простір L =  С(а\, δί, а&), якщо:
а) х> -  {4; — 1; -3; 4}, а\ = {1; 1; 1; 1}, =  {1;2;2; 1},

аз — {1; 0; 0; 3};
б) -t =  {5; 2; 2; 2}, α| - {2; 1; 1;-1}, А  =  {1; 1;3;0}, 

оз — {1; 2; 8; 1}.
16. Знайти кут між вектором х та його ортогональною 

проекцією на підпростір L, якщо:

а) х> = {2; 2; 1;1}, L =  С{а\М), де о| - {3; 4; —4;-1>, 

at =  {0; 1; —1; 2};
б) о* =  {1; 0; 3; 0}, L =  £(а|, ІЇ, 4 ) ,  άί =  {5; 3; 4; -3},

= {1; 1; 4; 5}, а$ =  {2;-1; 1; 2}.
17. Скласти рівняння площини, ортогональної до да

ної, яка проходить через: а) точку О (полюс); б) точку 

Л/0(; 1; 0; —1), якщо

( 2х] + x1 + х3 + Зх4 = 0,

1) Пь \ Зх1 + 2х2 + 2х3 + х4 =  0,

[ x1 + 2х2 + 2х3 - 9х4 = 0;

. Г 2х] + x1 + х3 + 3.x4 0,

“ 2: \ x1 І 2.x2 + 2х3 - 9х4 = 0.



18. В <f4 знайти площину, яка проходить через точку М
і ортогональна до П2, якщо:

а) М (5; —4;4;0), П2: а* - х>0 + f a t  + t2a%, де хі = 
{2; —1; 2; 3}, of =  {1; 1; 1; 2}, α| = {2; 2; 1; 1};

б) Μ(5;0;2;11),Π2 : { ^  t  3 ^  = - 1 .

19. Знайти віддаль від точки до площини, якщо:

а)Л/(-5;3;1;0),П2 : { ^  ^  =  12;

б) М (2: 1; —3; 4), П2 : { ^ = - 1».

в) М (1; —3; —2; 9; —4),

П, 1
2.x2 — Зх3 + Зх4 + 2ж5 =  — 2,

2.x2 - 7х3 + 5х4 + 3.x5 = 1;

■ 0 " ( 2 ; 4 ; - 4 ; 2 ) , П , : { * ; + ^  + 2 : £ = Д

( 2 г 1 -І- -4- 4- — zl

3.x1 + 2.x2 + 2х3 + x4 =  0, 

х'1 + 2ж2 + 2ж3 - 9.x4 =  1; 

е) .1/(7: -4; - 1; 2), П3 : х1 + х2 + х3 · х : 10.

20 . Знайти віддаль між двома площинами, якщо: 
( 2х' + 2х2 - Зх3 4- x4 = 5,

а) Пі : < Зх1 + 4.x2 - 4х3 - х4 =  0,

[ x1 - х3 + 2ж4 = 0,

( 5.x1 + Зх2 + 4х3 - Зх4 =  1,

Пі : < x1 + х2 + 4х3 - 5ж4 = 0,

У 2хл - х2 + х3 + 2х4 =  3;

тт . i  x1 + х2 + Зх3 =  4,
1 ' \ 2х: + Зх2 + 7.x3 = 1,

гї ί 7Х1 + х3 =  0,

1 \ 4х1 + 3.x2 4- Зх3 = 4;

—x' + х3 + ж4 =  1,

в) Пі :  ̂ —Зх1 — х3 + 5х4 =  2, 

4Х1 — х2 — Зх3 + Зх4 :

П3 : X і + х2 + 2х3 + х4 = 0;
. J x1 + Зх2 + х3 + х4 =  З,

г) 112 : \ x1 + Зх2 - х3 + 2х4 =  6,

П2 : = хо + f a t  + t2a|, де χ£ = {0; 2; 6; -5}, at

{—7; 1; 1; 1}, 4  =  {- 10; 1; 2; 3};

д) II2 ·
x1 + х2 + х3 + х4 =  З,

-Зх2 + 2.x3 - 4х4 — 4,

Пі : 'ut — Хо + f it ,  де Хо =  {1; 3; —3; — 1}, ^  = 

{1;0; 1; 1}.
2хл + 2х2 — Зх3 + x4 =  5,

е) Пі : ·{ Зх’ + 4х2 - 4х3 - х4 =  0,

Xі — х3 + 2х4 =  0,

5.x1 + Зх2 + 4х3 - Зх4 —· 1, 

x' + х2 + 4.x3 - 5х4 = 0,

2х ‘ - х2 + х3 + 2х4 =  3;

21. Нехай { 4 , 4 }  ортонормований базис площини 

Е2,і. Знайти образ цього базису при перетворенні /  (/ 

перетворення руху площини Е2<і), якщо матрицею цього 

перетворення є матриця:

111

β

а) Л\

б) А,

в) Ао =

Vх! - \f^T2
β 1

\/Тч р

1 __β

β__

1 β

ν/: ,2
 /!__ ί _

\ y/Γ-β* ν ^ β '2

, β — th </?, — οο < φ < +οο.



Розділ 2. 
Теорія ліній у евклідовому просторі

§2.1. Вектор-функції

Під вектором розуміємо геометричний (вільний) вектор

- направлений відрізок з початком у довільній точці про

стору. Нехай U - довільна множина точок прямої або пло
щини.

Функцію , задану на множині U із значення

ми у векторному просторі V-j, називають вектор- 

функцією скалярного аргументу і позначають сим
волом 1* =  l*(t), t Є U.

Множину U називають множиною визначення 

вектор-функції 1* і позначають D ( l*). Множину R(~?) =

{ Є У3 3 t e U  : l*(t) =  ά>} називають множиною зна

чень вектор-функції 1*.

Якщо U С Ж1, то 1* називають вектор-функцією однієї 

змінної, якщо ж U — D(l*) C R2, то маємо вектор-функцію 
двох змінних.

Введемо поняття границі для вектор-функції. 

Означення 2.1. Вектор i t  називається границею 

вектор-функції 1* =  ~f*(t) при t -> U), якщо ||7*(ί) -^11 = 

|~?*(А) — —>0 при t -ї t0, тобто

\/є > 0 3(5 =  δ(ε) > 0 : \t - t0\ < δ =φ· 1l*(t) - ο*! < є. (2.1)

ІІри цьому використовується стандартне позначення: i t  = 

lim l*(t) або l* (t)— > lt . Якщо i t  =  7?, то l*(t) називають
t~̂to t—tto
нескінченно малою вектор-функцією при t -? tf). Отже, як

що i t  = lim l*(t), то з (2.1) випливає, що вектор-функція
ί-Ио

ct(t) := 1*(t) - є нескінченно малою при t, —> t0, тобто 

із граничного співвідношення lim 1*(t) = i t  випливає, що
t—+to

l*(t) =  -t + lt(t) , де l t ( t ) -> ~ύ при t —> t.0.

Теорема 2.1. Нехай l* i(t), l* 2(t), ^з(^) - вектор- 
функції, f(t) - скалярна функція, задані на множині U, 

причому lim~r*i(t) = i t ,  lim l* 2(t) — b, lim Ί *3(t) =  i t ,
t—>to t—iIq t

lim f(t) =  d.
t—>to

Тоді

1) lim ( ^  1 (i) ± 1*2 (t)) =  ± b ;
t—+to

2) lim f(t) l* i(t)  =  dlt\
t—>to

3) lim ( l* i( t ) , l* 2(t)) = {~(t, 6 );
t—>to

4) lim [l*i(t), l* 2(t)] =  b};
t—>t'0 _

5) Yun(l*l (t) ,l*2(t),l^s(t)) = (11, b ,!* ) .
t—>io

Доведення. Доведемо, наприклад, властивість 4). Згід

но з умовою теореми маємо, що

τ>ι(ί) = Tt + Tt(i), T*2(t) = T> + ^(<), lim  ii( i) = 1f,

t—lt 0

Тоді

\[i*l (t),i*2 (t)}~ l^J}\ :-  \{it + i t ( t ) , l^  + ̂ (t)]-[ it(t}\ ~

= |[«>, Ί>] + [ i t j ( t ) }  + [-̂ (i), t }  + [#(i),Ц (i)] - [^,^]l <

< \{itj(t)}\ + \[^(t),t]\ + |[c^),7?(i)]| <

< 1̂ 1 · |^(i)| + \lt(t)\ · |t| + \lt(L)I · 0 (i)| =

= (\it\ + |#(ί)|)|^(ί)Ι + 1^1 · I ^ W I  -> 0, t -> t0.

Властивість доведена.
Властивості 1) - 3) доводяться аналогічно. Властивість

5) є наслідком властивостей 3) та 4), оскільки, за означен

ням,

(l*l(t),l*2(t),l*3(t)) = ( [ ^ i( t ) , l>2(t)} ,lt3(t)).



Означення 2.2. Вектор-функція l*(t) називається 
неперервною в точці t0 Є Ό(~Ϋ), якщо

lim ψ(ϊ) =  Ί*(ί0) =  T*(limi).
t-><0 t—>t(j

Наведемо означення неперервної вектор-функції, вико

ристовуючи поняття приросту вектор-функції. Нехай t0 + 

Δί =  t Є 0 ( 1 * ) .  Приростом вектор-функції T*(t) у ТОЧЦІ to 

називається вектор-функція

A l* (t0) := l*(t) - = -?(t0 + At) - -?(t0).

Вектор-функція l*(t) називається неперервною у 

точці t0 Є D (1*), якщо приріст A l* (t0) є нескінченно ма

лою вектор-функцією при At 0, тобто lim A l* (t0) =
 ̂ Δί >0

0 (нескінченно малому приросту аргументу At відповідає 

нескінченно малий приріст Al*(to))·

Для неперервних вектор-функцій правильними є на
ступні твердження.

Теорема 2.2 Якщо вектор-функції 1* ̂ (t), 1*2(і), l* 3(t), 
a також  скалярна функція f(t) визначені на множині U
1 неперервні в точці t0 Є U, т о в точці to є неперервними 
функції:

і)  Т*,м ± 2) л о т » ,« ) ;  3) ( * , ( ( ) ,Л ( 0 ); 4)

Наведені властивості випливають з означення неперерв
ної вектор-функції та теореми 2.1.

Надалі вважатимемо, іцо U = (а, 6) c К. Нехай £>(7*·) = 
ί/, {ί,ί + Δί} c  (a,b).

Означення 2.3. Похідною вектор-функції ~τ* = і*(t) у 

точці t Є D (l* ) називається скінченна границя

.. -T>(t + A t)- J> (t) A l*(t)
lim ------ ------ —  ξ  lim ———
Δί—>0 At At-> o At

(якщо вона існує).
w. dl*(t)

Цю границю позначають символом г (ΐ0) або
d.t jp

Вектор-функцію l*(t), яка має похідну в точці t0 Є D ( r )  

називають ще диференційовною в точці ί0·

Із означення границі вектор-функції випливає, що

= l*'(t) + ΊΪ (At), ТІ (At) -> 0, At -» 0.

Отже, приріст диференційовної в точці t, Є D (l*) вектор- 

функції можна подати у вигляді

A l*(t) = l* '(t)A t + ct(At)At. (2/2)

З (2.2) випливає, що кожна диференційовна в точці t Є 

D(l*) вектор-функція l*(t) є неперервною у цій точці; обер

нене твердження, взагалі кажучи, не є правильним.

Означення 2.4. Головна лінійна частина приросту 

вектор-функції називається ї ї  диференціалом і позначаєть

ся символом dl*(t), тобто dl*(t) = l* '(t)A t = l*'(t)dt.

Властивості диференційовних вектор-функцій характе

ризуються наступним твердженням.

Теорема 2.3 Нехай вектор-функції 1*\(t), l * 2(t), 1*3(t) 

та скалярна функція f ( t )  визначені на (a,b) C  К  та дифе- 

ренційовні в точці t Є (а,Ь). Тоді в цій точці диферен- 

ційовиі функції: (t) ± l * 2(t), f(t)l*\(t), ( l * i ( t ) , l * 2(t)),

[ l* i{ t ) , l* 2 {l)}, (!*\{t).l*2 ( t) , l\ (t) ) , причому 
1) ( l * i ( t ) ± !> 2( t ) ) '=  l>\ (t)± l> l2(t);

2) (f(t)!* i(t)y  = f'(t)T>, (t) + f(t)l*\ (t);
3) (1*i(t), l* 2(t))' - (l*[(t), l\(t)) + (T ,̂ (i), l* 2(t));

4) [ t i ( t ) , ^ 2(t)}' - [l*'At),!>2(t)} + [l*,(t),!>'2(t)};

3) ( l * i ( i ) , ^ 2(t),-?b(t)y =  (l*\(t),l*2(t) ,l*3(t)) +

( У !(i), 1*2(t), -?3(t)) + (-?»,(*), i* 2(t), i>'3(t)).

Доведення. Доведемо властивість 4). Нехай A(t) := 

[ft(t),r t(t)l A ^ ( t )  =  A (t + A t )- ^ ( t )  = [4(^ + Δί),Γ|(ί +



Δ ί)] - [rt(t),rt(t)}. Тоді

~ aJ ^  = Z id r tV  + At)- ^  + Δί)1 - ^ ( t  + At)] +

4[rf (*), rt(i + Δί)] - [r?(i), r£(<)]) =

n i t + w - f t ( t ) M it+ A t)\+ ^  (t)> т + ь £ - щ іу

Скориставшись властивістю неперервності вектор-функції 

r£(t), умовою диференційовності вектор-функцій ψ](ί), 

rt{t) та теоремою 2.1, перейдемо до границі при At, —>· 0 

у останньому співвідношенні; в результаті дістанемо, що

Н(<), = Піп = [rf(i), Hit)} 4  [rf (ί), r f  (t)].

Властивості 1) - 3) доводяться аналогічно. Властивість

5) випливає з властивостей 3), 4).

Зауважимо, що з теореми 2.3 випливають відповідні вла

стивості для диференціалів вектор-функцій, наприклад,

d (rl(t) ,r l(t)) = (d rt(t)M (t)) + (rt(t),dri(t))

і т.п.

Похідна вектор-функції називається похідною

другого порядку вектор функц ії 4*(ί). Позначають її
W/. d2l*(l) А

r  (ί) або — —— . Аналогічно визначаються похідні вектор
ам

функцій вищих порядків.

Вектор-функція називається гладкою, якщо на області 

визначення вона має неперервну похідну першого порядку

і регулярною, якщо на області визначення вона має непе

рервні похідні першого та другого порядків.

Якщо вектор-функція Ί*(t) на U має похідні до А>го по

рядку включно, то вона називається к разів диференцій- 

овною на U. Символом позначатимемо множину всіх

векторних та скалярних функцій, які мають в кожній точці 

/, Є (a, b) неперервні похідні до £;-го порядку включно.

Невизначеним інтегралом від вектор-функції r(t) на

зивають вектор-функцію ~tf(t) = J ~r*(t)dt таку, що =

т*(t), Vi. Ця функція визначається з точністю до сталого 

векторного доданка. Під визначеним інтегралом розуміють 

сталий вектор

b

J  f{t)dt = !Ї{Ь) - і / (а).

а

Для вектор-функцій скалярного аргументу має місце 

формула Тейлора. Нехай ~r*(t) Є У просторі V:i візь

мемо довільний ортонормований базис ef, с$, ез і розкла

демо ~f*(t) за базисними векторами:

J>(t) = x(t)et + 4 z(t)ei-

Очевидно, що з належності /> (/) до класу вип

ливає належність x(t), y(t), z(t) до і навпаки. Нехай

t о Є (а, 6).

Для кожної функції ./;(/,), у(/,), ,?(/) запишемо формулу 

Тейлора із залишковим членом у формі Лагранжа:

χ(ί) = х{іо) 4 x'(t,0)(t — t0) 4 . . . 4 .;;l"^(/o) ^ | ~ 4

4 x (n+1)(/0 4  r i r , Δ ί  =  ' “  *o, 0 <  <  1,
(n 4  1)!

y(t) =  y(t0) 4 y'(to)(t - t0) 4  . .. 4 y ^ iio )— ηΓ ~4

4?/" 1 Ĵ (io 4 d̂ At)̂ - , 0 < θ2 < 1,
(n 4  1)!



z(t) =  z(to) + z\t0)(t - t0) + . .. + z{n\t0)~— ^ -  +
n!

+z(n+1)(i0 + 0·ΛΜ .)(/ ~ 0 < θ3 < 1.
(η + 1)!

Помножимо ці рівності відповідно на ef, е|, et; отри

мані співвідношення почленно додамо і одержимо формулу 
Тейлора для вектор-функції:

т * ( г )  =  - r > ( i „ )  +  y ' ( t „ ) ( i  +  τ « » ΐ ( ί 0 ) ί ί - ΐ Μ !  +  -ft
η!

=  ( ι ("+ι,(ί„ + 9іД()е| + ϊ ("+ι,(ίο + 92Δ ί)ϊί+

(η + 1)!

Як бачимо, залишковий член t n у загальному випадку 

не має форми Лагранжа, оскільки числа θ\, 02, #з можуть 

бути різними. Ця обставина суттєво відрізняє формулу Тей

лора для вектор-функції від звичайної формули Тейлора.

У випадку, коли вектор функція J*(t) має похідні до

вільного порядку, для неї можна скласти формальний ряд 
Тейлора в околі точки to'·

4(ίο) + ^ '(ίοΧ ί - t0) + .. . + f W ( i 0) ^ - J o F  + . . . .  (2.3)
n!

Нехай n(t) позначає частинну суму цього ряду. Якщо 

при даному фіксованому значенні t lim p(~$n(t),J*(t)) — 0,
b—> oo

тобто

Ve > 0 3n0 =  η0(ε, t) Vn > n0 : |~3n(t) - ^(ί)| < ε,

то кажуть, що ряд (2.3), побудований за вектор-функцією 

Τ^(ί), збігається до l*(t) у точці t. Не кожний формальний

ряд Тейлора збігається, але у випадку його збіжності сумою 

ряду є вихідна вектор-функція. Функцію називають

аналітичною у точці to Є (а,Ь), якщо вона має у цій 

точці похідні будь-якого порядку та існує окіл ТОЧКИ ίο, В 

якому ряд Тейлора (2.3) збігається до функції ~^(£) (клас

CM).
Якщо U - деяка множина точок площини, t Є U до

вільна точка, то вектор-функція ^ ( ί ) , визначена на £/, за

лежатиме від двох скалярних аргументів u, v афінних 

координат точки t. Розклад

У  = Ί* (u, V) =  х(и, v)ef + у(и, у)Є2 + z(u , v)eз

вказує на однозначну визначеність вектор- функції т* — 

~r*(u,v) упорядкованою трійкою функцій x(u,v), y(u,v), 

z(u, υ).
Вектори

Аи1* := Ψ(η  + Δ -u, υ ) - 4 (η, υ),

Αν1* : = l*(u ,v  + Δυ) - l*(u,v),

Δτ := У  {u + Δη, ν + Αν) - T (̂w, υ)

називають, відповідно, частковими (no u та v) та по
вним приростами вектор-функції Ϋ  = l*(u,v). Якщо 

lim Δ„ 1* = i t  або lim Δ^Τ* =  i t ,  то вектор-функція Ί* =
Ли—>0 Δυ-̂ 0
~t*(u,v) називається неперервною, відповідно, за змінною и 

або v. Якщо lim Аг =  0 , то вектор-функція 1* = l*(u,v)
А и —їО
Δυ—►О  ̂.

називається неперервною за сукупністю аргументів. 

Границі (якщо вони існують і є скінченними)

АгіУ  дТ} ΑυΤ} __ 0 Ϋ
lirri —r—  := -ζ— , lim — —  :— -7—

Ди-->о Аи ди Δυ->ο Αν ον



називаються частинними похідними (по и та по v) 
вектор-функції ~Ϋ = -γ(η,ν). Вектор

d i — ——du -f -——dv 
du dv

називають повним диференціалом вектор-функції

— ~j*(u ,v), бо він збігається з головною лінійною части

ною повного приросту вектор-функції Ί* = У(и, v). Форму

ла для вектора приросту вектор-функції 7* =  J>(u,v) має 
вигляд:

1>{и -f Au, v + Αν) - ψ ( η, v) =  ζ ^ -Au + — Αυ+
ou dv

, 1 (д 21* 9 д21* д21* \ 1
оТ ( я 2 ^  2——~ A uA v  + —— Δ'ο2) н-- χ
2! V du2 dudv dv'2 / З!

x
'd3 т* ч <9зу> 0 я3 r* яз·^

. ^ Δ “ · +3β ^ Δ “ Av+3d ^ AuAv4 w r ·А,’3У

д2~̂
де Ди і Αν - прирости незалежних змінних и та °  Ґ ,

^  а2 У  а 3̂ · ди2

dudv ’ dv2 ’ Ιλΰ3̂ ’ ’ ‘ ' частиин> похідні другого, третього

1 вищих порядків вектор-функції г" “= l*(u,v).

На завершення цього параграфу наведемо твердження, 
яке є наслідком теореми 2.3 і неодноразово буде викори
стане у подальшому.

Лема 2.1. Похідна вектор-функції сталого модуля пер
пендикулярна до неї при всіх значеннях аргумента.

2 Доведення. Нехай |7*(ί)| =  с =  const, Vi Є U. Тоді 

с =  (~ (̂ )̂> ~ (̂ )̂)> Vi є i/. Продиференціювавши останню 
рівність дістанемо, що 2(1*(t), l* ’(t)) =  0, V/, Є t/, звідки і 
випливає твердження леми 2.1.

Зазначимо, що правильним є і обернене твердження.

§2.2. Поняття кривої в евклідовому просторі. 
Векторно-параметричні і загальні рівняння

Множина 7 точок простору називається елементарною 

кривою, якщо вона є образом відкритого відрізка (інтер- 

вала) (a, b) С Ш при деякому топологічному відображенні 

/: (о, Ь) -> 7 , яке називається параметризацією цієї кривої. 

Допускається, що кінці інтервалу можуть бути нескінчен

ними. Якщо 7 елементарна крива, то система рівносгей

x\=fi{t),  х2 =  /2 (і), Х:і = /з(*)> (2·4)

де /,(/;), /2(f), / 3(i) - координати точки кривої 7 , відповідної 

точці t, інтервалу при відображенні J: (а,Ь) -> 7 , називаєть

ся рівняннями кривої 7 у параметричній ф орм і. 1 Іри 

певному виборі дскартової системи координат у просторі 

трійка функцій (2.4) однозначно визначає вектор-функцію

-Ϋ(ί) - /i(Z)et + /2(i)e| + /3(i)el, (2.5)

де et, е|, et впорядкована трійка ортів вибраної си
стеми координат. Відносно цієї системи координат точ

ки (/ і ( і ) ; /2(0 ;/з(*)) є кінцями радіус-векторів з иочатка- 
ми у початку системи координат. Геометричне місце точок 

(/,(£); /2(і); /':((/;)) називається годографом вектор-функції 

= 7>(/;) =  {/і (£); /2(і); / :1(£)}- Зауважимо, що одне і те ж 

геометричне місце точок (/і(і); ,/2(і); /з(0 ) може бути годо
графом різних вектор-функцій, оскільки декартова система 

координат може обиратися довільно. Рівняння (2.о) нази

вається векторно-параметричним рівнянням кривої 7 .

Крива 7 , задана рівнянням ~Ϋ — 1*(t), називається ре

гулярною кривою  k-ro порядку, якщо r*(t) Є С(віЬ). Ре

гулярну криву першого порядку називають гладкою кри

вою. Якщо (і) аналітична вектор-функція на (о ,6), го 

ї ї  годограф назвемо аналітичною кривою на цьому про

міжку.



Множину 7 точок простору £3 називають простою 

кривою, якщо 7 зв’язна і у кожної точки ж Є 7 існує окіл 

Ux такий, що 7 П Ux є елементарною кривою. Цю елемен

тарну криву називають околом точки х Є 7 на кривій. 

Зрозуміло, що кожна елементарна крива є простою. З ін

шого боку, відомо, що проста крива в £■$ є елементарною, 

або вона топологічно еквівалентна (гомеоморфна) колу. В 
останньому випадку просту криву називають замкненою.

Множину точок 7 С £ 3 називають загальною кривою, 

якщо вона є образом простої кривої 7 С £ 2 при деякому 

локально топологічному відображенні /: μ —> 7 , 7 = /(μ). 

Одну і ту ж множину 7 С £\ можна отримати за допомогою 

різних пар (μ ι,/і), (μ2, / 2). Кажуть, що ці пари визначають 

одну і ту ж загальну криву, коли прості криві //.,, μ2 до

пускають таке топологічне відображення /: μ γ -» μ2, що 

/і =  f -2 0 /■ Якщо загальна крива 7 =  /(μ ) задана, то, вна

слідок локальної топологічності відображення / , для кож

ної точки ж Є μ існує окіл £/х такий, що звуження f\az: 

Ux Π μ —> /(t/x Π μ) є топологічним відображенням. З наве

дених означень випливає, що локальне дослідження кривих 

зводиться до розгляду елементарних кривих. За методами, 

які застосовуються гіри дослідженні геометричних об’єктів, 

геометрію розділяють на глобальну і локальну. Класична 

диференціальна геометрія, як правило, локальна.

Природно виникає запитання: коли задана система пара

метричних рівнянь (2.4) визначає криву? Достатню умову 
містить наступне твердження.

Теорема 2.4. Якгцо регулярні функції /i(i), / 2(i), f3(t) 
задовольняють умову

, і € і а М . . { ш у  + {ш у + { ш у >  о,

πιο система (2-4) є системою параметричних рівнянь 

регулярної кривої, яка є образом інтервалу (а , b) с

dfi(t)
δ -» 0, внаслідок неперервності функцій ..— , дістаємо

Е при локально топологічному відображенні f : t  —>

(/і(£)> / 2 ( ί ) , / з ( 0 )  Є €3.

Доведення. За умовою відображення /  є однознач

ним і неперервним. Перевіримо, передусім, локальну од

нозначність відображення / -1. Допустимо, що воно не є 

таким, тобто існує ί0 Є (а,Ь), у досить малому околі яко

го (i0 - ti,t0 + δ) C (α,6) є точки tx φ ί2: /t(ii) ^  .fi{h),

і Є {1,2,3}. За теоремою Ролля За* Є (ίι, ί2):^ ^ .  ^  =  0. 

Оскільки 5 - довільне додатне число (досить мале), то при

<5 —> 0 

rf/t(*o) п
— і 1 =  0, щ о  суп ереч и т ь  ум ов і. 

dt
Таким чином, /  неперервне і локально бієктивне відо

браження. Вважаючи на те, що /  діє в евклідовому про

сторі, твердимо, що воно є локально топологічним, тоб

то у кожної точки ί о Є (а, Ь) існує досить малий окіл 

(ί0 — δ, ίο + δ) C  (a, b) такий, що звуження /  на цей окіл є то

пологічним. Справді, у курсі топології відоме твердження: 

неперервне і бієктивне відображення відрізка [а, Ь] C R в 

<?з є топологічним. Звузимо /  на відрізок [c,d\, що включає 

точку ί0) де воно бієктивне. Тоді, на підставі сфомульова- 

ного твердження, це звуження є бієктивним. Залишається 

взяти (ί0 — δ, ί0 I 5) C [c, d].
Теорема доведена.
Елементарна крива 7 може мати різні параметризації. 

Якщо σ(τ) строго монотонна функція, яка здійснює топо

логічне відображення між інтервалами, то хг — /(σ(τ)) = 

У і ( т ) ,  t = σ(τ), і Є {1,2,3}. Така можливість заміни пара

метра часто використовується на практиці.

Крива називається плоскою, якщо всі її точки нале

жать деякій площині. Плоска крива вважається заданою 

загальним рівнянням F(x, у) =  0, якщо координати всіх то



чок кривої задовольнять це рівняння. При цьому можуть 

існувати точки площини, координати яких задовольняють 

рівняння F(x, у) — 0, але множина таких точок не утворює 

криву в розумінні попередніх означень. За певних умов на 

функцію F  рівняння F(x, у) =  0 є рівнянням деякої плоскої 
кривої.

Теорема 2.5. Нехай F(x,y) - регулярна функція своїх 

змінних і М  =  {(х ,у ) : F(x,y) =  0} С  £2 ~ відповідна їй 

множина точок. Якщо в точці (хо,уо) Є M  F 2 + F 2 > 0, 

то існує ї ї  окіл такий, що розташовані в ньому точки 

даної множини утворюють елементарну криву.

Доведення. Допустимо, наприклад, що Fy(x0,y0) ф 0. 

Тоді, згідно з теоремою про неявну функцію, існує регуляр
на функція

φ(χ) : ν (χ ,φ (χ )) Є Π  =  {х0-5 < х < х0+5,у0-є < у <  у0+є},

уо = φ(χ0), Ρ{χ,φ(χ)) =  0

і при цьому точками (χ,φ(χ)) вичерпуються всі точки пря

мокутника П, які задовольняють рівняння F(x, у) — 0. В ре

зультаті отримаємо елементарну криву 7 =  МПП: у =  ψ(χ),
X Є (х0 -  δ, Xq + (5).

Існує також аналог попередньої теореми для просторо
вих кривих.

Теорема 2 .6 . Нехай F{x,y,z), G (x ,y ,z) - регулярні 
функції своїх аргументів,

М  = {(х, у, z) : F(x, у, ζ) =  0, G(x, у, z) =  0 } c f 3~

відповідна їм множина точок. Якщо в точці (xo,yo,Zo) Є

. ,  (  Fx Fv Fz \
М rang I q  q  q  )  — 2, то існує окіл цієї точки т а 

кий, що розташовані в ньому точки даної множини утво

рюють елементарну криву.

Доведення аналогічне доведенню теореми 2.5 і опираєть

ся на теорему про систему неявних функцій у =  φ(χ), 

ζ =  ф(х). Це параметричні рівняння просторової кривої. 

Кожне з рівнянь цієї системи є загальним рівнянням де

якої поверхні, а сама крива є перетином відповідних двох 

поверхонь.

§2.3. Звичайні та особливі точки кривої. Дотична

до кривої

Нехай крива 7  задана параметризацією 1* = t Є

(а,Ь).
Означення 2.5. Точка to Є (а , Ь) називається зви

чайною точкою параметризації Ί* (t), якщо вектор-функція 

l*(t) диференційовна в точці /,0, причому

Ф (?·

Точку, яка не є звичайною, називають особливою точкою 

параме тризації Ί* (t).
Якщо MQ точка кривої 7 , яка відповідає значенню па

раметра to, то в залежності від того, чи є tQ звичайною або 

особливою точкою параметризації ~r*{t), точку Μο(ίο) та

кож називають звичайною або особливою точкою цієї па

раметризації (звичайною або особливою точкою кривої 7 , 

оскільки 7  - годограф вектор-функції 1* (t) , тобто 7  це 

множина M(t) точок в 53, яку описує кінець вектора 1*(t) 

при зміні t від a до Ь).
З г е ом ет ри ч н о ї т оч к и  з о р у  о соб л и в іст ь  п а р ам е т ри з ац ії 

п ол ягає  в том у, щ о  нульовий в ек т ор  не в и зн ач а є  н ап рям у  

д от и ч н о ї в цій т очц і; в той ж е  ч а с  існ у ю т ь  д от и ч н і п ром ен і 

я к  о д н о ст о р о н н і г р ан и ч н і п ол ож ен н я  п рям и х  MqM, М  Є 7 , 

М  —> Mq. Я к щ о  т о ч к а  М 0 є о с о б л и в ою  для будь-якої п а

р а м е т р и з а ц ії кл асу  т о  ї ї  н а зи в аю т ь  о с о б л и в ою  т оч к ою  

к р и в о ї в д ан ом у  к л асі.



I

Означення 2 .6 . Пряму називають дотичною до кривої 

в даній точці, якщо вона є граничним положенням січної, 

що проходить через дану точку та іншу точку кривої, яка 

наближається вздовж кривої до заданої точки.
Наведемо ще одне означен

ня дотичної до кривої, яке екві

валентне означенню (2.6) (див.
Мал. 2.1).

Нехай 7 - дана крива, Р  - 

точка на ній, g ~ пряма, що про

ходить через точку Р. Візьмемо 

на кривій 7 точку Q і позначимо 

її віддалі до точки Р  та прямої 

g через d, і h відповідно.

Означення 2.7. Пряма g називається дотичною до кри

вої 7 у точці Р , якщо — ^  0 ПРИ Q Р  (або при d —>■ 0).

Еквівалентність означень 2.6 та 2.7 зумовлюється тим, 

що h/d =  sina, де a - кут, утворений прямими І та PQ.

Теорема 2.7. Гладка крива, задана рівнянням ~Ϋ = 

у кожній своїй звичайній точці Μ0(ί0) мас 
єдину дотичну, яка паралельна вектору ~7*'(t0).

Доведення. Нехай точкам Мо та М  даної кривої 
відповідають значення пара

метра ίο і ί, а їхніми радіус- 

векторами є відповідно векто

ри У  (ίο) та Τ^ί) (Мал. 2.2).

Тоді М0М  =  ~ΐ*(ί) У (ί0), а

вектор 0>(іо) =  " Мал. 2.2.
i — ίο

паралельний січній М0М.

Якщо точка М  прямує по кривій до точки М0, то вектор- 

функція α^(ί) прямує до похідної ~r^(io) як до своєї границі. 

Січна М0М  при цьому, обертаючись навколо точки М0, зай

ме своє граничне положення, яке за означенням 2.6 визна

чає дотичну до кривої в точці М0.

Теорема доведена.

Очевидно, що теорема 2.7 в особливих точках кривої не 

застосовна. Проте це не означає, що в цих точках дотич

на не існує або не визначена. Наступна теорема наводить 

достатні умови існування дотичної в особливій точці регу

лярної кривої.

Теорема 2 .8 . Нехай рівнянням, 1* — ~r*(t) задана ре

гулярна крива з класу причому —

... =  (ίο) — i t ,  Τ ^ ί ο )  Φ rf- Тоді в точці Μ0(ίο) цієї

кривої існує єдина дотична, паралельна вектору Τ^ρ')(ίο).

Доведення. Розкладемо функцію ~f*(t) в околі точки ί0 

за формулою Тейлора:

-t(t) =  4 (ί0) + (ίο)ί/;- ,/η)Ρ + (2.6)
P’

"it
де η---—> ϋ при ί —> ί0. З формули (2.6) дістаємо

(i — ίθ)Ρ 
співвідношення

Л і )  = І у ( г і ((о) + %

( ί - ί  ο)Γ ρ! (ί- ίο )” ’

ЗВІДКИ

lim m s + μ  =  » ^ > (ίο),
t->ta (ί- ίο )ρ p!

f ( i )  - Τ>(ί0) . .
Враховуючи, що вектор — —-— —  паралельний січній

MqM , а також означення 2.6, завершуємо доведення теоре

ми.

Якщо крива, яка задана рівнянням 1* =  J*(t) гладка і 

не містить особливих точок, то рівняння її дотичної можна



заиисати у вигляді

У  = T*(i) + ΑΤ^ί), 

де А Є R - параметр (див. Мал.

2.3),' оскільки ~f =  ~r*(t) + М М ,

М М  У тоді ЗА Є R : М М  =

А !»'(*).
Якщо ж ця крива задана в параметричній формі рівнян

нями

χ =  χ(ί), у =  y(i), ζ =  ζ(ί),

то рівняння дотичної до неї в точці M(x(t); y(t); z(t)) набу
вають вигляду

Χ - χ ( ί )  y - y ( i )  Z-z(< )

ζ'(ί) y'W г'(і)
(2.7)

де X , Υ, Ζ  - координати рухомої точки дотичної.

Означення 2 .8 . Пряма, перпендикулярна дотичній до 

кривої, яка проходить через точку дотику дотичної з кри

вою, називається нормаллю кривої. Площина, яка перпен

дикулярна дотичній до кривої і проходить через точку до

тику дотичної з кривою, називається нормальною площи
ною кривої.

Гладка крива у кожній своїй звичайній точці має безліч 

нормалей. Усі вони лежать в нормальній площині. Знаючи, 

наприклад, рівняння (2.7), рівняння нормальної площини 

кривої у точці М  записуємо у вигляді

{X - x(t))x'(t) + (Y - y(t))y'(t) + (Ζ - z(t))z\t) =  0,

де Χ ,Υ ,  Ζ  - координати рухомої точки нормальної площи
ни.

Звичайна точка Μ (ί0) регулярної кривої 7 , яка задаєть

ся рівнянням 1* =  ~T*(t), t Є (a,b), називається точкою 

розпрямлення, якщо

7*'(ί0) II -7*"(ίο), ίο Є (a, b).

Регулярна крива 7 називається бірегулярною, якщо 

нона є годографом вектор-функції t Є (a, Ь) такої,

що

7*'(i) ifr^"(i), Vi Є (a, b).

Отже, бірегулярна крива містить лише звичайні точки, які 

не є точками розпрямлення.

Особлива точка M (t0) кривої 7 (класу С ^ ) ,  яка задаєть

ся параметризацією t Є (a,b), називається п-

кратною особливою точкою, якщо в точці ί0 є (а, Ь) 
виконуються умови:

= 7*"(ί0) =  .. . r ^ ’^io) = 1?, ^ (7°(ίο) φ t .

2-кратні та 3-кратні особливі точки називають, відповід

но, подвійними та потрійними особливими точками.

Зупинимося детальніше на особливих точках плоских 

аналітичних кривих. Припустимо, що крива 7 , задана рів

нянням Ί* =  лежить у площині π, аналітична на про

міжку (а, Ь) і в точці tn Є (а, Ь) виконуються умови:

1) ··· ^ (ρ"°(ίο) = tf , ^ (ρ)(ίο) Φ t·,

2) y (p)(i0) II ^ (ρ+1)(ίο) II 4ίο) і М ,}(*о), Я > ρ,
(2 .8)
тобто 7 * ^ (ίο) - наступна похідна, не колінеарна 7 ^  (ίο). 

Розкладемо 7*(ί) в ряд Тейлора в околі точки ίο і запишемо 

рівність

М0ЛІ = 7 ^> (i0) ^ ^  + ... + ^ ( ί , ) ^ ’ + .. . ,  
р\ q\



у якій М  - точка кривої 7 , що відповідає значенню пара

метра t.

З іншого боку, вектор МоЛІ можна розкласти за неколі- 

неарними векторами ~ r^ ( i0), з деякими коефіцієн

тами a(t), β(ί):

Μ0ύ  =  a(t)J>{p) (t0) + β(ί)1* ^ ( ί 0).

Враховуючи умови (2.8) твердимо, що головною части

ною коефіцієнта a(t) при t —> to є (t — £0)ρ/Ρ· (наступні 
члени ряду Тейлора мають більший порядок малості), а го

ловною частиною коефіцієнта β(ί) є (t — to)g/ql (попередні 

члени ряду Тейлора колінеарні ~ r^ (i0), а їх складові по 

y (9)(t0) дорівнюють нульовому вектору; наступні члени 

вищого порядку малості). Знаки коефіцієнтів a(t) і β(ί) збі

гаються із знаками їхніх головних частин, тобто при t > to 

вони обидва додатні, а при t < t0 знаки »(ί), β(ί) залежать 

від парності показників p, q відповідно. Взагалі, при t < to 
можливі чотири випадки.

1. р - парне, q - непарне; тоді а  > 0, β < 0. Особливу точ

ку у цьому випадку називають точкою звороту першого 

роду. У цій точці крива підходить до дотичного променя з 

різних сторін (Мал. 2.4).

2. р - парне, q - парне; а  > 0, β > 0. Особливу точку 

називають точкою звороту другого роду; в ній крива 

підходить до дотичного променя з однієї сторони (Мал. 2.5).

(to) 

Мал. 2.5.

3. р - непарне, q - парне; а  < 0, β > 0. У  цьому ви

падку особливість параметризації не є геометричною і кри

ва В ОКОЛІ ТОЧКИ М о  поводиться відносно дотичної як і у 

звичайній точці (Мал. 2.6). Точка М0 називається точкою 

основного типу. Особливість параметризації можна усу

нути за допомогою заміни параметра. Наприклад, нехай Мо 

відповідає параметру t0, ~i*(t) = {ί3;ί4}, p — 3, q — 4. Зро
бимо заміну r =  t3, в результаті якої нова параметризація

r j  =  rf(r) — 7 ^ 4 w(0 ) t  + . .. в точці О вже не має особ

ливості. Однак, у загальному випадку подібна заміна може 

знизити клас регулярності нової параметризації. Справді, 

якщо в ряді Тейлора вектор-функції Τ“(ί) будуть лише чле

ни зі степенями t3k, то вказана заміна т =  ί3 залишить па- 

раметризацію аналітичною. Якщо ж у ряді присутпий хоча

б один доданок з показником степеня, який не ділиться на

З, то параметризація г|(т) набуває; скінченного класу регу

лярності С^к\ к ф оо. Наприклад, парабола l*(t) = {ί3;ί6}, 

p =  3, q =  6, має особливість у точці О. Заміна т = ί3 усуває 

цю особливість: rf(r) — {r, r 2}.

4. p - непарне, q - непарне; а  < ϋ, β < 0. Особливу точку 

називають точкою перегину; в ній крива перегинається 

через дотичну пряму (Мал. 2.7).

l * [q)(to) ^ {q)(to)

Мал. 2.6. Мал. 2.7.

Наприклад, ~Ϋ(ί) = {t3;tb}, p — 3, q = 5. Тут точка

О є особливою точкою кривої в класі У той же час

інша параметризація даної кривої rt(r) =  {r, sgnr · |т|5//3}



відноситься до класу і ця точка не є особливою у новій 

параметризації.

Зауваження 2 . 1 . Проведені дослідження залишають

ся правильними і у випадку, коли 7 Є С^к\ де к < +оо 

(тобто параметризація J*(t) не обов’язково є аналітич

ною).

Припустимо, що плоска крива 7 задається загальним 

рівнянням F(x,y) =  0. Із теореми 2.5 випливає, що якщо 

F - регулярна функція своїх змінних і в точці М0(х0-,у0) 

частинні похідні Fx(x0\y0), Fy(x0:y0) не перетворюються в 

нуль одночасно, то існує окіл точки Мо, в якому частина 

кривої 7 визначається рівнянням у -- φ(χ). Цю частину кри

вої називають простим відрізком кривої. Точки кривої 

7 , які володіють указаною властивістю, називаються зви

чайними; у протилежному випадку - особливими. Отже, 

особливими можуть бути лише ті точки кривої 7 , в яких

Fx(x',y) = Fy{x]y) = 0. (2.9)

Якщо в точці Мо виконуються співвідношення (2.9), і в цій 

точці хоча б одна із частинних похідних другого порядку 

Fxx, Fxy, Fyy відмінна від нуля, то особливу точку М0 нази

вають подвійною. Взагалі, якщо в точці М0 всі частинні 

похідні від F  до (п — 1)-го порядку включно перетворюють

ся в нуль, але серед похідних n-го порядку є хоча б одна від

мінна від нуля, то Мо називають η-кратною особливою 

точкою.

Дослідимо будову кривої в околі подвійної особливої 

точки. Для цього припустимо, що частина кривої в цьому 

околі є простим відрізком, який містить точку М0. Нехай 

у =  φ(χ) рівняння цього відрізка. Оскільки простий відрі

зок належить кривій, то маємо тотожність F(x,<p(x)) =  0.

Диференціюючи цю тотожність, отримуємо

Fx + + Fy ■ ψ =  0,

Fxx + 2Fxy(p' + Fyy(ip')2 + Fyip" =  0. (2.10)

Оскільки Fx(xo,yo) — 0, Fy(xo,yo) =  0 (точка Мо - особли

ва), то система (2.10) у точці М0(.х0; у о) набуває вигляду

Fxx І Mg + 2Fxy\Mo ■ φ'(χο) + Fyy І м0 ‘ (ψ'{χα)Ϋ =  0. (2.11)

Число ψ'(χο) є кутовим коефіцієнтом дотичної у точці 

Мо(жо!Уо) до простого відрізка у =  φ(χ), який є частиною 
кривої в околі точки Мо- Якщо (2.11) трактувати як квад

ратне рівняння відносно k \= φ'(χ0), то дискримінант цього 

рівняння має вигляд

D  — 4(І'Ху\Ма) АІхх\Мо ■ Fyy І Λίο 4

ΞΞ -45.

F І F  І' хх \ м0 1 ху\м0

F І І1 ух\м0 1 уу І м()

Розглянемо гри можливі випадки.

1. Якщо δ > 0, то рівняння (2.11) не має дійсних коренів 

(простого відрізка, яким зображається частина кривої, не 

існує). Більш детальні дослідження показують, що u до

сить малому околі точки Мо взагалі немає точок кривої, 

окрім самої точки Мо. Такий геометричний результат (де

що несподіваний) пояснюється тим, що крива визначалася 

як множина точок площини, координати яких задовольня

ють рівняння F(x, у) — 0.

Існування точок кривої, які є "ізо

льованими" нід інших точок, є нас лід-

Mtком такого означення. Така подвій

на особлива точка кривої називається 

ізольованою.
2. Якщо δ < 0, то рівняння (2.11) має два дійсні різні 

корені: (φ'(.χ·0))ι ф {φ'(χο))2· Крива в околі подвійної особ
ливої точки зображається двома різними простими відріз

ками з різними дотичними у спільній точці М0 (точка са- 

моперетину). У цьому випадку точку Мо називають вуз

ловою точкою або точкою самоперетину. Простішим



прикладом вузлової точки є точка (0; 0) кривої у2 — х2 =  0 

(див. Мал. 2.8). Іншим прикладом є точка (0; 0) лемніскати 

(х2 + у2 + а2)2 - 4а2х2 =  а4 (Мал. 2.9).

2. Якщо δ =  0, то (</У(х0))і == (φ'(χο))2· Крива зоб
ражається двома простими відрізками із спільною дотич

ною у точці Мо, які можуть розміщуватися з різних сторін 

відносно дотичної (точка звороту 1-го роду) або з однієї 

сторони відносно дотичної (точка звороту 2-го роду). Така 

подвійна особлива точка називається точкою звороту.

\

Ό

/

--- О

\

Мал. 2.8. Мал. 2.9.

§2.4. Дотик кривих. Стичне коло, стична площина.

С ім ’ї  кривих

Нехай А, В  - дві непорожні множини простору £3. Від

даллю між множинами А, В  називається число

р(А ,В) := m f> (A ',y ) } 3  inf { І*? !} .
Х Є А
УЄВ

Х Є А
ΥβΒ

Якщо одна із цих множин, наприклад А, складається з од

нієї точки X , то приходимо до поняття віддалі від точки X  
до множини В:

Якщо множини А та В  мають хоча б одну спільну точку, то 

зрозуміло, що р(А ,В) — 0. Але тут виникає таке поняття, 

як дотик множин. Отже, нехай А, В - такі множини про

стору <?з, що X  £ ЛП  В , У - довільна точка множини В 

(Мал. 2.10).
Означення 2.9. Множина А має дотик порядку η, η Є 

Ν, з множиною В у точці X , якщо

V М П  п 
lirn = °>У->л- dx (У )

де Ьд(У) - віддаль від точки 

У до множини А, άχ (Υ ) від

даль від точки Y до точки X .

Якщо нагадати означення дотичної до кривої в точці і 

взяти за множину А дотичну g (пряму, яка проходить через 

точку X  = М), за В  криву 7 , М - точка кривої 7 , то g і 

7 у точці М  мають дотик 1-го порядку.
У диференціальній геометрії важливу роль відіграють 

фігури, які мають у спільних точках дотик 2-го та вищих 

порядків.

Нехай 7 l , 72 - дві криві, які 

мають принаймні одну спіль

ну точку М0: М0 Є 7 і П 72 

(Мал. 2.11). На кривій 72 візь

мемо точку M' і через h позна

чимо віддаль від неї до кривої 

7і, а через d віддаль до точ

ки Мо-
Означення 2.10. Крива j 2 має з кривою 71 у точці М0

Д О Т И К  П О Р Я Д К У  ТІ, Я К Щ О  І ІШ  — ΞΞ l i m  “7 = 0 .
м'-ш0 d d-> о d

Теорема 2.9. Нехай 71 і 72 - регулярні плоскі криві,

якг мають спільну точку М0(хо',Уо); <р{х',у) =  0 - рівнян

ій



Н Я  кривої η /ι , X  = x(t), у  = y(t) - рівняння кривої 72, при- 
2 /  \  2 

θφ \
Ф 0. Для того, щоб у точціч о м у +

ду
м0/

М о  к р и в а  72 м а л а  з  к р и в о ю  7 3 д о т и к  п -г о  п о р я д к у , н ео б 

х ід н о  і д о с и т ь , щ о б  п р и  t =  t$, я к е  в ід п о в ід а є  т о ч ц і M q, 
в и к о н у в а л и с я  у м о в и :

<P(x(t0), у {t0)) =  0, j t <p(x(t0),y(t0)) =  0 , . . . ,  

dn
— ip{x{t0),y{t о)) =  0.

Доведення. Нехай M' точка кривої 72, ~r*(t) її 

радіус-вектор. Тоді d =  \~r*(t) - Для вектор-функції

~T*(t) =  {x(t),y(t)} із формули Тейлора випливає, іцо

d =  |У(*) - ^ ( ί 0)| = |7>'(ί0)(ί - to) + ε(Δί)|, At =  t - t0,

ε(Δί)

At
-> 0, At -* 0.

Отже, для точок M'(x'; у'), ж' =  χ(ί), у’ = y(t), близьких до

Мо, віддаль між ними має порядок At: —  —> (to) І Ф 0, 

Δί -> 0 .
Оцінимо порядок величини h. Передусім переконаємося 

у тому, що при фіксованій точці M' Є 72 віддаль h реалі

зується в тій точці Р  Є 7і, де вектор Р М  буде нормальним 

для кривої 7і (Мал. 2.11). Справді, нехай ~ft(s) - параметри- 

зація частини 'уі в околі точки М0. Квадрат віддалі від M ' Є 

72 до точок Р  Є 7і дорівнює (lf(s) — ~7*(t),lf(s ) — ~r*(t)), 

Отже, мінімум цих віддалей досягається тоді, коли

j t ( t ( s ) - ^ X t ) t t ( s ) - ^ ( t ) )  =  2^ ( з ) ^ ( і ) , Ц ^ - )  = 0.

Таким чином, вектор M 'fi =  lf(s) — l*(t) ортогональний 
d~f{s)

до вектора —— — , який є нормальним для кривої 71.
«•s> .

Нехай ξ, η координати орта нормалі і/ =  {ξ ; η} =

M' fi
v . Із рівняння нормалі А" =  ж' + А£, К := у' + Аг/,

їм 7? !
М'(ж';у'), А Є R випливає, що координати точки Р(х;у) ма
ють такі значення: χ = χ' + 1ιξ, у = у' + Ηη. Оскільки ця точ

ка лежить на кривій 71, то φ(χ] у) = y?(x' + /г£; у' + /іг/) - 0. 

Вважаючи, що величини ж', у', ξ, η фіксовані, введемо 

до розгляду функцію Ф(Л) ξξ </?(х' 4 /t£,?/ -f krj). Розкладе

мо тепер цю функцію в околі нуля за формулою Тейлора і 

підставимо цей розклад в попереднє рівняння; в результаті 

одержимо, що

νΦΛ у') + {ψχ.(Μ')ξ + φυ(Μ')η)Ιι + o(h) = 0.

Розглянемо градієнт grad φ = {ψχ\ φν}· Тоді останню рів

ність можна записати у вигляді

φ(χ', у') + h ( l ? , grad φ{Μ')) f  ο(/ι) = 0.

Скалярний добуток (7^, grad φ{Μ')) при M' —> М прямує 

до скалярного добутку орта нормалі />о кривої 71 у точці 

Мо і grad^(M 0). Оскільки ці вектори колінеарні, то їхній 

скалярний добуток відмінний від нуля. Отже,

> —(t'o, grad φ(Μο)) Φ 0
η

при Δί 0. Останнє означає, що при русі вздовж кривої 

72 величина h має порядок функції φ.
Із отриманих оцінок величин h, d випливає, що при At —>

dn У V Atn



Розкладаючи функцію φ(χ(ί), y(t)) в околі точки ί0 за фор

мулою Тейлора за степенями At =  t — ίο бачимо, що остан

ня умова може бути виконаною тоді і тільки тоді, коли в 

цій точці всі похідні функції ip(x(t),y(t)) до η-го порядку 

включно дорівнюють нулю.

Теорема доведена.

Як приклад застосування попередньої теореми розгля
немо задачу про стичне коло плоскої кривої.

Означення 2.11. Коло, яке має з плоскою кривою 

спільну точку, лежить у площині цієї кривої і має з кри

вою у спільній точці дотик другого порядку, називається 
стичним.

Нехай плоска крива є регулярною і задається рівняння

ми x =  x(t), у =  у (і). Знайдемо рівняння стичного кола цієї 

кривої у точці, що відповідає параметру ί =  ί0.

Рівняння стичного кола шукаємо у вигляді (х — а)2 -Ι

ΟУ ~ Ь)2 — Я2, де М (а; Ь) - центр, a R - радіус кола. Тоді, 
згідно з теоремою 2.9 маємо, що

φ(χ, у) =  (х - а )2 + (у - б)2 - і?2,

άψ \dx ^ , t.dy

~dt =  - а )Л + 2{у- Ь)Л ’

ά2φ /  dx\2 d2x ( dy\2 d2y

i e ~ 2 \dt)  + 2 ( l " o ) d F + 2 ( * j  + 2{у~ ь)Ж

dx
Нехай x(t0) =  x0, y(t0) =  уо, з- = s '(i0), ~n =  y\t0)

dy

t=t0 dt t-t0dt
d2 x i d2 y
—j  = x"(to), —7 — y"{to). Для визначення a, b, R
dt ί—ίο dt t—tQ
отримуємо систему рівнянь

(z0 - а)2 + (уо - b)2 =  R2,

x'(t0)(x0 - а )+  y'(t0)(y0 - 6) =  0, (2.12)

х"{іо)(хь - а )  + у"(уо - Ь) =  —x'2(t0) - у'2(to).

Припустимо, що точка Mo(x(to) \ У (to)) не є точкою розпрям

лення; тобто

Δ  : =
x' {to) у'(to) 
x"(to) у" (to)

Тоді система (2.12) має єдиний розв’язок

у ' (to) (х'2 (to) + у '2 (to))
Х0 -

Уо

R

x'(to)y"(t0) - x"(to)y'(to)

x'(to)(x,2(to) + у12 (tp)) 

x'(to)y”(to) -  X” ( k )y'(taY 

(x'2(t0) + y'2(to)y/2

(2.13)

\x'(to)y"(to) - x"(to)y'(to)I

(для знаходження a, b розглядаємо підсистему системи 

(2.12), яка складається з другого та третього рівнянь; 

цю систему розв’язуємо за правилом Крамера, головним 

визначником якої є визначник Δ; знайшовши а та b з пер

шого рівняння системи (2.12) знаходимо R).
Підсумок. Якщо 7 регулярна крива і звичайна точ

ка М0(хо;Уо) кривої не є точкою розпрямлення, то в цій, 

точці існує стичне коло, координати центра і радіус якого 

обчислюються, за формулами, (2.13).

Зауваження 2 .2 . Нехай крива 7 явно задана рівнянням 

у — у(х,). Тоді формули (2.13) набувають вигляду

1 + У'2 (U))
хо - У1 ( t{]

Уо +

У" (to)

1 + У'2 (to)

R =

У" (to)

(1 + у'2 (to))3/2 

\y"(to)\



Стична площина. Нехай 7 - деяка крива в £3, М  Є 7 

- звичайна точка.

Означення 2 . 1 2 . Площина, яка містить звичайну точ

ку Р  кривої 7 і має у цій точці з кривою дотик другого 

порядку, називається стичною площиною кривої 7 у точці 
Р.

Теорема 2.10. Через кожну звичайну точку Р  двічі 

неперервно диференційовної кривої, яка не є точкою роз

прямлення, проходить єдина стична площина. Якщо кри

ва є годографом вектор-функції 1* =  Τ^(ί), то вектори 

l^'(t), лежать у стичній площині. Якщо точка Р  є

точкою розпрямлення, то кожна площина, яка містить  
дотичну до кривої, є стичною.

Доведення. Нехай π - стична площина кривої 7 у точці 

Р , яка відповідає значенню параметра I, Q - точка кривої 7 , 

яка відповідає значенню параметра ί 4- Δί (див. Мал. 2.12),

- одиничний вектор нормалі площини π. Віддаль h від 

точки Q до площини 7г дорівнює + Δί) — 7>(ί))|,

віддаль d від цієї точки до Р  дорівнює |7 (̂ί + Δί) — ~r*(t)\. 
Тоді

h _  + At) - -Ϋ(ί))\

d2 ~ 1Τ^ί + Δί) - 7*(ί)|2

_ \(~έ, 'τ>/(ί)Δί + ±7*"(ί)Δί2 + ε|(ί, Δί))|

|7*'(ί)Δί + ε|(ί,Δί)|2 ~

с І ф т  + х_ ̂ ^ " {ί)) + ύ ± μ

\~r*'(t)\2 + ε'2(ί, Δί)

εή(ί,Δί) . h
де hm ...■■ =  0, lim e2(t, At) =  0. Оскільки — -> 0

At—>0 A t2 Δί—>0 ' d2
при Δί —>■ 0, a \r'(t)\ Φ 0, то ( t ,  Y>'{t)) =  0, ( ê , Ί*"(ί)) =  0. 

Таким чином, якщо стична площина існує, то вектори 7^(ί) 

та ~Ϋ"{ΐ) паралельні цій площині.

Мал. 2.12.

Доведемо, що стична площина існує. Для цього візьмемо 

площину π, паралельну векторам l*'(t), ~r*"{t) (щодо нульо

вого вектора, то будь-яка площина вважається паралель

ною такому вектору). Тоді (‘е>, l*'(t)) — 0, (7^, l*"(t)) = 0 і, 

отже,

h At2

d2 \Ύ'(ί)\2+ ε',
0, Δί —> 0.

2

Отже, у кожній звичайній точці кривої існує стична пло

щина. Вона єдина, якщо вектори ~r*'(t), ~T*"{t) не колінеарні 

(тобто відповідна точка кривої не є точкою розпрямлення). 

Якпі,о ж ці вектори колінеарні (або ~r*"(t) = 0 ), то кожна 

площина, проведена через дотичну до кривої, буде стичною 

площиною.



Теорема доведена.

Якщо крива 7 задана параметричними рівняннями х = 

x(t)i У =  y(t), z =  z(t), то з теореми 2.10 випливає, що 

рівняння стичної площини в точці P0(x(t0); y(to)\ z(t0)) має 
вигляд

X  - x(tQ) Y - у(t0) Z  - z(to) 

x'ito) y1 (to) z'(tQ)

z"(*o) y"(to) z"(to)

= 0,

де X , Y, Z  - координати рухомої точки стичної площини 

(тут ми скористалися тим, що вектори ~r*(t) - 4 (ί0), 4 '(ί0), 

4 "  (to) - компланарні, тобто (J*(t.) — J*(t0), Ty(t0), ~/"(t0)) =
0 (див. Мал. 2.13)).

С ім ’ї  кривих. Множина плоских кривих, які визнача

ються рівнянням F(x, у, с) = 0, де с - деяка стала (параметр 

сім’ї кривих), називається однопараметричною с ім ’єю 

кривих. Стала с набуває значень з деякої області. Напри

клад, рівняння х2 + у2 = с2 є рівнянням сім’ї концентричних 

кіл з центром у початку координат. Якщо сл < с < с2, то це

- рівняння сім’ї концентричних кіл, кожне з яких має ра

діус, який більший або рівний за число сь або менший або 

рівний за число с2. Можна розглядати сім’ї кривих, залеж

них від п параметрів. Тоді η-параметрична сім’я плоских

кривих має рівняння

F(x,y,cu .. . ,сп) =  0,

де Сі, .. ., сп - параметри сім’ї, кожний з яких має свою об

ласть зміни. Наприклад, рівняння (.х — С\)2 +  (у — с2)2 =  с2 
кизначає трипараметричиу сім’ю кіл координатної площи

ни X O Y  з центрами у точках (сі;с2) та радіусом с3.
В аналітичній геометрії розглядають однопараметричні 

сім’ї прямих на площині: власні та невласні жмутки пря

мих; сукупність всіх прямих площини складає двопарамет- 

ричну сім’ю, сукупність всіх прямих тривимірного просто

ру, які утворюють двопараметричну сім’ю, називають кон

груенцією прямих, трипараметрична сім’я прямих нази

вається комплексом прямих.

Розглянемо однопараметричну сім’ю {7а } гладких кри

вих на площині, залежних від параметра а. Гладка крива 

у називається обвідною сім ’ї  кривих {7«}, якщо у кож

ній своїй точці вона дотикається хоча б однієї кривої з сім’ї 

І7а} і кожним своїм відрізком дотикається до нескінчен

ної множини кривих цієї сім’ї. Наприклад, гладка крива 

без особливих точок та без точок розпрямлення є обвідною 

однопараметричної сім’ї своїх дотичних.

Має місце наступне твердження: обвідна сім ’ї  кривих 

{7 а} 3  рівнянням сім ’ї  ір(х,у,а) — 0 , а < а  < Ь, де 

φ - неперервно диференційовна функція за всіма

8φ \2 ( ΰφ 4 2
аргументами така, що І —— + І —- ф 0 , задається

V дх )  \ ду )
рівняннями

, X η д(р(х,у,а)
φ(χ, у, а) =  0 , ---- — - = 0 .

Доведення. Для кожної точки (х; у) обвідної треба вка

зати таке а  Є [а; Ь], що сукупність х, у, а  є розв’язком си-

, \ η д(р(х,у,а)
(•теми φ(χ ,υ,α) =  0, -------- = 0.

оа



Нехай М(х\ у) - довільна точка обвідної. Тоді в точці 

М  дотикається нескінченна множина кривих: 7П1, j Q2, ..., 

або таких кривих в сім’ї {7^} скінченна кількість: j a i, ..

7αη· Припустимо, що обвідна у точці М(ж; у) дотикається 

нескінченної кількості кривих 7а і, 7Q2, .... Тоді, якщо чис

лова послідовність Ογ, θ!2, .. . збігається до числа «о Є [о; 6], 
то можна вказати такі к і /, що при А; —> 00 і І —>■ оо а* —> а 0, 

о;; —>· с̂ о і для а*; < а* < cti маємо

<р(ж,у,а*) - ip (x ,y ,a t) =  (а к -  =  °>

бо φ(χ, у, а к) =  0 і φ(χ, у, а,) =  0. Тому і а РІ  = о.
аа

Якщо ж у точці М  обвідної дотикається скінченна кіль

кість кривих 7а і, . . ., 7<іп сім’ї {7а}, то допустимо, що 

висновок твердження не вірний, тобто для будь-якого а к,

і r- η і дір(х,у,ак)
к Є { Ι , . , . , η ) ,  ---- ------  ψ 0. З а  цих ум ов  м о ж н а  пока-

да
зати, що вздовж довільного відрізка обвідної до неї доти

кається скінченна кількість кривих сім’ї {7«}, а це супере

чить означенню обвідної.
гл дш(х, у, а)
Систему рівнянь φ(χ, у, а) = 0, ---—--- = 0 можуть

аа
задовольняти криві, які не є обвідними для сім’ї кривих 

{7с}. Тому ці рівняння називають рівняннями дискримі- 

нантної кривої в сім’ї кривих ср(х, у, а) = 0. Для зна

ходження обвідної сім’ї кривих потрібно із точок дискри- 

мінантної кривої вилучити особливі точки.

Наприклад, знайдемо обвідну сім’ї кривих

(х — а )3 — (у — а )3 =  0.

Нехай φ(χ, у, а) — (х — а )3 — (у — а )3. Тоді

—— = — 3(х — а )2 + 2 (у — а)

і для дискримінантної кривої маємо систему рівнянь

Г (у - а )2 =  (х - а )3,

І  у - а  =  І (х - а )2.

Вилучивніи параметр о: з цієї системи, отримаємо рівняння 

дискримінантної кривої у вигляді

(у -  χ) (у - х + =  0 .

Знайдемо особливі точки кривих заданої сім’ї:

^  =  3(ж - а )2 =  0, ~  =  -2 (у - а) =  0, (х - а )3 = (у - а )2.

Звідси дістаємо, що всі особливі точки кривих даної сім’ї 

належать прямій у =  х. Отже, обвідною даної сім’ї кривих
4

є пряма у =  х - — .

§2.5. Д овж ина дуги кривої

Нехай 7 С 8-і - елементарна крива, 'Ϋ =  ~f (̂i), ί Є (а, Ь) 

її векторно-параметричне рівняння. Зафіксуємо ίο > а> 

T < Ь. Ділянку кривої на відрізку [ί0; Т] С (а; Ь) називати

мемо її дугою. Розглянемо правильне (строго монотонне) 

розбиття відрізка [io;T]: to < h < h  < ■ ■ ■ < tn = T; від

повідні точки на кривій 7 позначимо через Мо = Μ0(ί0), 

Мі =  Μι(ίι), ..., М„ — Mn(tn). З ’єднаємо ці точки відрізка

ми прямих; в результаті отримаємо ламану, вписану в дугу 

кривої. Ламана М0Мі .. . Мп називається правильно впи

саною  в дугу кривої, якщо її вершини на кривій слідують 

у тому ж порядку (тобто без зворотів), що і їхні прообрази 

на відрізку [ί0;Т]. Позначимо через Ln довжину цієї лама

ної. Величину

At =  max{Ai =  ί i - ί0, . . . , Δί„ =  ί„ - ίη_ι}



називають параметром (рангом) розбиття відрізка 

[ίο; Т]. Зрозуміло, що якщо At —> 0, то п —> оо. Якщо гра

ниця s := lim Ln існує і не залежить від способу розбиття 
Δί—>0

відрізка [ίο; Τ'], то вона називається довжиною дуги кри

вої, а сама дуга -- спрямною. Елементарну криву назива

ють спрямною, якщо вона спрямна на кожній своїй дузі. 

Загальну криву називають спрямною, коли вона спрямна 

на кожній своїй елементарній ділянці.

Теорема 2.11. Неперервно-диференційовна крива є 

спрямною. Довжина дуги для даної параметризації 7* = 

7*(ί), ί Є [to',T] обчислюється за формулою

τ

(2.14)

to

Доведення. Введемо позначення: Д*г = 

-^(ii-0, г Є {1 ,... , η} і оцінимо різницю

I Ln s1 —

1

Σ  ід ? і - f  i~?'(t)\dt 

І=1 і

<

<

і= 1 г~1

т

]Г | У 'Іa u - f  Ii>'(t)\dt

‘=] /о

=  А + В.

Доданок В  —> 0 при At —> 0 за означенням інтеграла. Для 

першого доданку маємо

А = 5 ^(|Д?| - Ι^ίΙΔί»)
г=1

< Σ  |Δ? - 7^'Δί,

г = 1

(тут використана нерівність |7г̂| — | b | < \~сї — b |). У свою 

чергу, для кожного окремого доданку останньо') суми отри

маємо оцінку

t, t.

І А іГ - -Ϋ'ΑίΑ -?'{t)dt - J  t 'id t 

ti- 1

U

I  ( ^ ' ( 0  - i>[)dt < I  I J>'(t) - ^ '1  dt.

і 1 >̂-1

Оскільки вектор-функція неперервна на відрізку

\t0-}T], то вона рівномірно неперервна на цьому відрізку, 

тобто

Ve > 0 35 > 0 Vi, s Є [ί0; T) : \t s| < 5 => |7>'(ί) - r>'(s)| < ε.

Отже, якщо всі відрізки [ii_i,ij] по довжині менші за δ, то

V 4  Є  [ ί , - „ ί , ]  : Г 7 * 4 0  -  - 'П І  =  І ^ ' ( 0  -  Т * ' ( ‘ і - і ) І  <  f -

Таким чином,

t{ t-i

J  \Ψ(ί) - Ψ\\άί < j £dt = єА іи IΔ? - 'f'iAtil < eAtt,

ti-l

A < 'У  ̂εΑί{ =  ε(ίι — ίο + 1<2 — ίι + · ■ ■ + Τ — ί η—i) — ε(Τ ίο)·

ι=1

Зменшуючи ε і, відповідно йому - ранг розбиття, перший 

доданок можемо зробити як завгодно малим, тобто А —>· 0 

при Δί —» 0.
Теорема доведена.



Якщо у формулі (2.14) Т замінити змінною t , то довжи

на дуги стає функцією від t, t0 < t < T:

t

s(t) = J  [?'{τ)\<1τ.

to

Продиференціювавши останню рівність по і. і беручи до 

уваги те, що підінтегральна функція ^ ' ( i ) !  неперервна при 
всіх t Є [to'T], маємо

^ - ™ ι ·

Якщо на дузі, що відповідає відрізку [t0',T], немає особли

вих точок, то |4'(ί)| > 0, тобто функція s(t) монотонно 

зростає на цьому відрізку. Цього досить для існування обер

неної до s =  s(t) функції t — t(s), визначеної на відрізку 
[s(t0);s(T)] =  J.

У такому випадку на відрізку J  дугу кривої 7 можна 

задати векторним рівнянням = l^(t(s)) =  4 ( s)) У якому 

роль параметра відіграє довжина дуги кривої.

Означення 2.13. Якщо крива 7 задана па відрізку 

[si;s2] C К рівнянням I у =  ~т̂ (*·), де a - довжина дуги 

вздовж цієї кривої, то параметр s називають натуральним 

(природним) і кажуть, що крива 7 задана в натуральній 
параметризації.

Якщо крива 7 задана рівнянням 7* =  T^(s) у натураль

ній параметризації, то і в цьому випадку має місце формула 
(2.14):

S

s =  / \Ϋ'(τ)\άτ, si < s < s2.

S1

Звідси дістаємо, що ^ '( s ) !  = 1, Vs Є [si; s2]. Отже, похідна 

вектор-функції I у(s) по натуральному параметру є 
одиничним вектором.

На завершення наведемо формули для обчислення дов

жин дуг регулярних кривих у випадку аналітичного задан

ії я цих кривих.
1. Крива задана рівняннями x =  x(t), у =  y(t), z = z(t). 

Тоді

t2

s = j Il>'(t)\dt = J  y  x'2(t) + y'2(t) + z'2(t)dt.

ti 11

2. Крива задана рівняннями у — у(х), ζ = z(x):

Χ2

s =

X 1

L + y'2(x) + z'2(x)dx.

Для плоских кривих, розміщених у площині Х О У , у цих 

(формулах слід покласти z' = 0.

§2.6. Кривина та скрут кривої

Нехай Р  довільна точка ре

гулярної кривої 7 , Q точка кри

вої, близька до Р. Позначимо че

рез ΑΘ кут між дотичними до 

кривої у точках Р  та Q, через 

|Δδ| - довжину дуги відрізка PQ  

(див. Мал. 2.14).

Означення 2.14. Кривиною кривої 7

Αθ ηвається границя відношення — -т при Ц -

у точці Р нази- 

> Р, тобто

k := lim
Αθ

— lim
Αθ

q >p |Δδ| |д«|-ю |As



(за у м о в и , щ о  в к а за н а  г р а н и ц я  існ у є ).

Теорема 2 .12. У кожній звичайній точці двічі непе

рервно диференцїйовної кривої існує єдина кривина. Якщо 

крива задана натуральною параметризацією — J*(s), 
то k =

Доведення. Нехай точкам P  і Q відповідають значення 

параметрів 6' і s + As відповідно. Кут АО дорівнює куту 

між одиничними дотичними векторами — ~r*\s) та

~t*(s+As) =  ~7*'(s+As). Оскільки вектори ~t*(s) та r^s+As) 
одиничні і утворюють кут ΑΘ, то

А  Й
| r^(s + As) — ^ (s )! =  2 sin —

2

(див. Мал. 2.15). Тому

I t*(s + As) - У  (s)| 2 sin ψ- sin ψ  ΑΘ

|As| = |As| = Μ  |δ 7['

Оскільки ΑΘ —» 0 при I As I —>■ 0, то врахувавши неперерв

ність t* ( s ) і перейшовши до границі в останньому співвід

ношенні при |As| —> 0 знайдемо, що k існує і k — ^ ^ (s )!· 
Теорема доведена.

r’/.V·..I.S7 --

fis i

Мал. 2.15.

Надалі домовимося похідні вектор-функції по натураль

ному параметру позначати символами г , Ύ , Ί*.

Знайдемо обчислювальну формулу для кривини у ви

падку довільного параметричного задання кривої. Отже,

нехай крива задана векторним рівнянням Ί* =  Знай

демо зображення другої похідної від Ί* по s через похідні 

по параметру t. Маємо, що

-?' =  ψ-  s', 1*" =  · s'2 + 1* · s", s' =  s't = |^'(ί)|,

r’ =
s'

1

ї у т

1.

Тоді

s
dt dt

ψ '  - 1* ■ s"

1*' I

(s')2

CΨ ', Ϋ 'γΐ2

1 {-Τ ,τ») . 7
|^'|2 7 l^ ' l r

1

r?'\2 |У'|4
r  .

Знайдемо тепер k — |І̂ |. Оскільки f* - одиничний век

тор, то вектор-функція Ψ  ортогональна до r  (див. лему 

2.1). Тому

к = \І*\ =  |[Л^]|
ψ  ψ "  ( У , ? " )  ψ ι

|У'|

Ϋ"}
|7>'|3

З цієї формули для кривини кривої, яка задана рівнян

нями x =  x{t), у =  y{t), z = z(t) дістаємо, що

2

к =

х" у"
2

у" z"
‘2

ζ" χ"

V'
+ + x'x' у' Z Ζ

(ж'2 + у'2 + z'2)3



Якщо крива плоска і розміщується в площині Х О  У', то

k2 _  ( * У  - 1/ V )2

(ж'2 + у'2)3

Якщо плоска крива задається рівнянням у — у(х), то

1.2 _  (У")2

(і + у'2)3

Зазначимо також, що крива, яка має в кожній звичай

ній точці кривину, рівну нулю, є або прямою, або відкри

тим відрізком прямої. Правильним є і обернене твердження 

(справді, к = |4| = 0 =* ~?(s) = i f  =» r>(s) =

де b сталі вектори; навпаки, для прямої Δ.Θ = 0 -> 
к =  0).

\\-γ' -̂ "11
Зауваження 2.3. З формули к =  —  ’ -—  випливає,

\ Ύ  | - !

що у точці розпрямлення к — 0, бо у такій точці || ~г*”.

Зауваження 2.4. Кривина кривої є миттєвою кутовою 

швидкістю обертання дотичної в даній точці.

Як приклад, знайдемо кривину такої важливої кривої 

як коло радіуса Я  з центром у початку координат. Рівняння 

такого кола має вигляд х2 + у2 - R 2 — 0. Задамо це коло 

параметричними рівняннями x = Rcost, у — Rsint, 0 < 
t < 2π; тоді

У  (t) =  R cos f t  + R sin ξξ {Я cos t; R sin /},

— {-Rsint:, Rcost}.

Отже,
l t 

s — J  \ '̂(t)\dt = J  Rdt — t ■ R,

o o

іобто t
R '

Звідси випливає, що натуральна параметри-

зація У  — r  (.s) кола має вигляд

4(,s) = { я cos / іsin j .

Тоді

^ (s)={-silll ;coS±},-?(»)= {- і

, к =  |4(s)

s 1 . s 

C° * R ; - R SmR

1

R'

Іаким чином, кривина кола в кожній його точці стала
1

величина, яка дорівнює —.

Зауваження 2.5. Нехай 7 - регулярна крива, задана 

натуральною парметризацією Ϋ  - 4 (s), 1*(s) = r(s). 

Вектор к = Ύ  називають вектором кривини. Оскіль

ки |4| = 1, то к ± У . Із означення похідної випливає, що 

вектор кривини завжди направлений у бік вгнутості кри

вої і є напрямним вектором прямої, яка отримується при 

перетині стичної площини кривої у точці Р  з нормальною 

площиною кривої у цій же точці (див. Мал. 2.16).



Нагадаємо, що пряма, яка проходить через точку кри

вої, перпендикулярно до дотичної до кривої в цій точці, на

зивається нормаллю кривої. Якщо стична площина єдина, 

то виділяють дві прямі: головна нормаль - нормаль, що 

лежить в стичній площині; бінормаль - нормаль, перпен

дикулярна до стичної площини.

Розглянемо регулярну криву 7 С £3 з натуральною па

раметризацією ~Ϋ =  ~r*(s). Зафіксуємо на кривій точку, в

якій кривина k(s) /  0 і розглянемо вектор i t  = Цей

вектор є одиничним і лежить в стичній площині (див. тео

рему 2.10 про стичну площину). Крім того, він ортогональ

ний до вектора i t  =  г , оскільки |"τ*Ί =  1 (див. лему 2.1). 

Отже, вектор i t  направлений по головній нормалі кривої і 

є одиничним вектором бінормалі кривої.

Скрут кривої. Нехай Р  - довільна точка 7, Q - точ

ка кривої, близька до Р. Символом ΑΘ позначимо кут між 

стичними площинами кривої в точках Р  та Q , через [Δ .s | 

довжину відрізка PQ  кривої (див. Мал. 2.17). Очевидно, 

що величина двогранного кута ΑΘ між стичними площина

ми дорівнює величині лінійного кута між бінормаллями у 

точках Р  та Q кривої.

Означення 2.15. Скрутом кривої 7 у точці Р  назива-

ють границю відношення ——т при Q -» Р, тобто
|As|

ΑΘ ,. ΑΘ
V := hm ——r = “m т~\—Г 

Q-̂ P |As| |Δί|->0 |As|

(за умови, що вказана границя існує).
Теорема 2.13. У кожній звичайній точці тричі непе- 

ревно диференційовної кривої, яка не є точкою розпрям

лення, існує єдиний скрут. Якщо лінія віднесена до нату

ральної параметризації, то

х ~ V2 ■

Доведення. Нехай Й (s) та ( s + As) - одиничні век

тори бінормалі кривої в точках Р  та Q відповідно. Тоді

ΑΘ =  + As)), Як і при доведенні теореми 2.12

встановлюємо, що

I /f (s + As) - (s) I =  2 sin ~ .

Із співвідношення

βϊ(s + As) - (s)I _  2s i n f  _  S i n f  _ _A0_

|As| I A s  I f  I A s  I

випливає, що границя —— при \As\ —> 0 існує, оскільки
|As|

тоді ΑΘ —> 0, і ця границя рівна | β |, тобто χ — \β\. Вектор 

ортогональний до (бо \Ί$\ =  1); крім того, β ортого

нальний до оскільки

f  = [ f ,  7/ ]  + [ Т>, i t ]  = [ t ,  - i t ]  [Ψ, i t ]  =  0, (2.15)

бо i t  II i t .



Отже, J\\ Tt, тобто

t  =  Αΐ> => \f\ =  |λ| W\ =  |λ| =ί |Α| =  ||| = χ => A =  ±χ.

Покладемо λ = -χ. Тоді β =  - γ ; / : χ = - (β , V ) Ураху- 

вавши (2.15) знайдемо, що

=  -([!», Τ̂ ], 1*) =

Ί* ■ k — r  ■ k 

k2

= + рС ^Л "^ ."^ ] ) = ^ ( 4 , 4 , 4 ) .

Теорема доведена.

Зауважимо, що скрут у довільній точці прямої не визна

чений, оскільки він не існує у точці, де кривина дорівнює 
нулю.

Якщо ж крива плоска, то одна і та ж площина є стич

ною площиною кривої у всіх її звичайних точках (за ви

нятком точок розпрямлення). Тому вздовж плоскої кривої 

головним одиничним вектором цієї сталої стичної площи

ни є вектор ~j$ =  const. Отже, для плоскої кривої β — i f  

і тому χ =  0. Правильним є обернене твердження: якщо 

крива у кожній своїй точці має скрут, рівний нулю, то кри

ва плоска. Справді, χ — — ,ΊΪ). Крім того, ( β ^ )  =  о,

( p , / f )  = 0, ТОДІ β — if . Отже, 7^ — /5о = const. Вектори 

7̂  та р ортогональні, тому (4 , ~βο) =  ϋ. Інтегруючи, звідси 

знаходимо, що (T*(s) — Ψο,βο) — 0. Це і означає, що кри

ва лежить у площині, яка задається векторним рівнянням 

C ^ ( s )- r ^ ,^ )  =  0.
Плоскі криві - це криві нульового скруту. Існують криві 

сталої кривини і сталого скруту. Прикладом може; служити 

гвинтова лінія х =  a cost, у =  asini, z =  ht\ t Є (—οο,οο),

a > 0, h — const. Для цієї лінії к — χ = —— — ,
а2· + пг а2· + /г

Вона лежить на прямому круговому циліндрі х'2 + у2 = а2 

і утворює його "правогвинтову нарізку" при h > 0 і "ліво- 

гвинтову" - при h < 0 (Мал. 2.18).

Просторові криві (зі змінним ненульовим скрутом) ста

лої непульової кривини називаються скісними колами. 

Скісні кола відносяться до класу кривих Бертрана, а 

гвинтові лінії-до класу ліній відкосу (сукупність кривих, 

кожна з яких володіє властивістю: дотичні до кривої утво

рюють сталий кут з деяким фіксованим напрямом). Лінії 

відкосу характеризуються властивістю: вздовж них відно

шення скруту до кривини стале.

Якщо від точки Р  кривої па головній нормалі у напрям

ку вектора і )  відкласти відрізок РА  довжиною R  = — (R
к

радіус кривини кривої у точці Р), то точка А називається 

центром кривини кривої у точці Р. Для плоскої кри



вої центр кривини збігається з центром стичного кола кри

вої. В іссю  кривини кривої у точці М  називається пряма, 

яка проходить через центр кривини кривої у точці Р, пер

пендикулярно до стичної площини кривої у точці Р. Точки 

кривої, в яких скрут дорівнює нулю, називаються точками 

сплощення кривої. Крива, в якої скрут не визначений хо

ча б в одній точці, а у всіх інших точках рівний нулю, може 

не лежати в одній площині. Прикладом такої кривої є крива

х =
є1/*, якщо t < 0, _  Г 0, якщо t < 0,

0, якщо t > 0,y =  t , Z \ якщо t > 0.

Знайдемо тепер обчислювальну формулу для скруту 

кривої, віднесеної до довільної параметризації. Оскільки 

скрут кривої, віднесеної до натуральної параметризації ,ч,

( τ1'1, 9^ )
обчислюється за формулою χ(β) =  -- ’ ’-- , то виразимо

kz(s)

похідні r , 9 , 1* через 1*', 9 " , 9 і":

у, dt f  dt\ 2 v, еГ2і

у  = -=>/// ( d t \3 , + 9 '  —
\ ds /  ds cis2 ds3

З останніх співвідношень дістаємо, що

d t' 3 

ds
[9\ 7'

(9 , 9 )  =  ([ί>, 9], 9 )  =  ^  ([?>', τ η ,  Ό

(т>',У", r>"').
d t '  6

ds

Ifr*', Τ '̂Ί)
Нагадаємо, що k =  — ι+νη— ■ Крім того,

dt 1 1 ds 19'{t)\'

Отже,

(>y. 9 . 9 )  (%)* (9 ' ,  9 " ,  9 '" )  ( 9 і, 9 " , 9 " 1)

χ k2 НУ',·**"]!2 |r \[9',9"}\2

§2.7. Тригранник Френе. Формули Френе. Основна 

теорема теорії кривих

Оскільки при вивченні кривих використовуються їхні 

рівняння, то вибір системи координат виливає на вигляд 

рівняння. Наприклад, якщо центр еліпса вибрати за поча

ток системи координат на площині еліпса, а координатні 

вісі сумістити з осями симетрії еліпса, то в такій системі ко

ординат еліпс має канонічне рівняння. За канонічним рів

нянням еліпса легко визначаються його розміри, фокуси, 

директриси.

Опишемо просторову систему координат, пов’язану з 

кривою, з її геометричними властивостями, яка була б зруч

ною для побудови її  локальної диференціальної геометрії. 

Якщо крива 7 гладка і точка М  кривої звичайна, то у 

цій точці крива має єдину дотичну. Якщо 7 є годографом 

вектор-функції 9  = 9 ( t ) , то напрямним вектором дотич

ної є вектор 9 '[t) . Для визначеності можна вважати, що 

напрям вектора 9 '( t )  у точці М  кривої узгоджений з на

прямом зростання параметра t при русі точки М  по кривій.

9\t)
Орт вектора 9 ' (і) позначають символом 9 ;  9



Якщо 7 - двічі неперервно диференційовна крива і точ

ка М  - її звичайна точка, яка не є точкою розпрямлення, 

то крива 7 у точці М  має єдину стичну площину, яка визна

чається точкою М  і векторами 7^(£) та ~r*"(t). Очевидно, 

що стична площина кривої у точці М  містить дотичну до 
кривої у точці М.

Вектор [Ϋ1, 'Ϋ"] ортогональний до стичної площини і є 

напрямним вектором бінормалі кривої в точці М. Орт на-

прямного вектора бінормалі в — . Площина, яка

визначається точкою М  та векторами 7*, називається 
спрямною.

Вектор [4', [7 ;̂, У"]] перпендикулярний до Ί*' і 

[7*', 7*"], тобто він є напрямним вектором головної нор

малі. Орт напрямного вектора головної нормалі i t  =-у/ -у -
Г  ,[ Г  , Г  1] тт . . .

· Напрям напрямного вектора головної нормалі

можна вибрати від точки М  кривої до центра стичного кола 

кривої у точці М. Можна переконатися в тому, що стичне 

коло кривої у точці лежить у стичній площині кривої у точ

ці М . Отже, головна нормаль це пряма перетину нормаль

ної площини зі стичною площиною. Нормальна площина 

визначається точкою М  та векторами i t ,  /t.

Тригранний кут з вершиною у точці М  кривої, у творе

ний трьома попарно ортогональними прямими, які перети

нають криву у точці М  з напрямними векторами Т\ ~it, 

, називається тригранником Френе кривої у точці 

М. Гранями цього тригранника є три взаємно перпендику

лярні площини: стична, нормальна та спрямна. Тригран

ник Френе у кожній звичайній точці двічі неперервно ди- 

ференційовної кривої, яка не є точкою розпрямлення, од

нозначно визначається точкою М  і ортонормованим бази

сом векторів {7*, i t ,  ~$}. Якщо точка М  описує криву 7 , 

то тригранник Френе, рухаючись, змінює своє положення

у просторі. У ТОЧЦІ розпрямлення кривої (Ί*'(ί) II 7*"(t)) 

кожна площина, яка проходить через дотичну до кривої, 

є стичною площиною кривої. У цьому випадку вважають, 

що у точці розпрямлення кривої однозначно визначеними є 

дотична пряма і нормальна площина кривої, а стична пло

щина, головна нормаль, бінормаль та спрямна площина не 

є однозначно визначеними. У точках розпрямлення за орт 

головної нормалі можна взяти будь-який вектор, ортого

нальний до дотичного вектора 7*. У таких точках маємо 

жмуток стичних і спрямних площин, віссю якого є дотична 

пряма кривої в даній точці. Сказане, зокрема, стосується 

прямої, на якій кривина дорівнює нулю.

Складемо рівняння елементів тригранника Френе (Мал. 

2.19). Для цього нагадаємо відомі з курсу аналітичної гео

метрії рівняння прямих і площини:

2.19.

7^ = Го + \lt, ЛЄЕ-векторно-параметричне рівняння 

прямої з напрямним вектором

(7^ — г о ,4 ) = 0 - загальне рівняння площини з нор

мальним вектором it ;

(~Ϋ — Го, i t , b ) — 0 загальне рівняння площини з на-_у
прямними векторами i t ,  b (у всіх цих рівняннях 7*, Го

Tt

7Гі стична площина Мал. 
π2 - нормальна площина 
π3 спрямна площина



радіус-вектори відповідно довільної і фіксованої точки пря

мої чи площини). Залишається застосувати їх до відповід

них елементів тригранника Френе. Отже,

~jt =  7* + ΧΫ ' - векторно-параметричне рівняння дотич
ної;

- векторно-параметричне рів
няння головної нормалі;

-f =  1* + А[7*', 7*"] - векторно-параметричне рівняння 
бінормалі;

(7  ̂~ і ~ї*"]) = 0 - загальне рівняння стичної пло
щини з нормальним вектором;

(У  - 4 ,  4 ',  У ") =  0 - загальне рівняння стичної пло
щини з напрямними векторами;

(У  — 7^, Ί*') — 0 загальне рівняння нормальної пло
щини з нормальним вектором;

(~ft — ~г*, [7^, [Ϋ1, У"]]) =  0 - загальне рівняння спрямної 
площини з нормальним вектором.

Якщо x =  x(t), у =  y(t), 2 =  z(t) параметрич

ні рівняння кривої 7 відносно ортонормованого репера 

{О, ef> ef, е|}, то, використовуючи зображення скалярно

го, векторного і мішаного добутків векторів у координатах, 

неважко записати рівняння будь-якого елемента тригран

ника Френе в координатах. Слід тільки пам’ятати, що у 

всіх цих рівняннях значення параметра t фіксовано вибо

ром точки М  Є 7-

Якщо крива 7 задана в природній параметризації, то 

елементами ортонормованого базису { т*,lt,~$} є вектори:

7* = 7 * , ^ = ^  = 4 ^ ,  [Ψ,ΊΪ].

Формули Френе. Розглянемо регулярну криву 7 Є £3 

з натуральною параметризацією 7* = ~ґ~(s). Зафіксуємо 

точку на кривій, у якій k(s) ψ 0 і побудуємо в цій точ

ці праву ортонормовану трійку векторів 7*, i t ,  . Фор

мули Френе, до знаходження яких ми приступимо, вклю

чають розклади похідних по натуральному параметру від 

ортів базису Френе у самому базисі. Раніше, при означен

ні вектора i t  була отримана перша формула Френе:

7* 7*
it =  —  = — , тобто г = k it. При доведенні теореми 

k к

2.13 була встановлена формула — — x ~ i t ,  яка називаєть

ся третьою формулою  Френе. Оскільки i t  =  [7^,7^],

то i t  =  [ р , 7*] + [~$, 7*]. Використовуючи першу та третю 

формули Френе отримуємо:

i t  =  [ - X l t ,  - ? }  +  [ $ ,  k i t )  =  — x [ l t , - ? ] + k [ t ,  4 ]  -  x t - k - γ .

Рівність i t  χ~$ + к~Ф називається другою формулою  

Френе. Формули Френе можна записати у матричному 

вигляді:

(  \ /

i t
=

\ t ) \

Для плоских кривих (χ =  0) формули Френе спрощу

ються і набувають вигляду: т = k i t , i t  =  —к'т'.

Зауваження 2 .6 . З третьої формули Френе випливає,

іцо (χ) =  \~/$\. Отже, І χ І (абсолютний скрут) є миттєвою ку

товою швидкістю обертання бінормалі кривої в даній точці. 

Крім того, кінематичне тлумачення має також знак скруту. 

Для цього розкладемо орт бінормалі за формулою Тейлора:

(so) + (so)As + 0 (As), As =  s — Sq-

Врахувавши третю формуле Френе знаходимо, що А$ =  

—xA slt (s0) + i t  (As). Таким чином, нехтуючи малою від

носно As вектор-функцією i t  (As), можемо зробити висно

вок про те, що головна частина в розкладі вектора ~А$ є



вектор — xAs9(so). Оскільки As > 0, то останній вектор 

протилежно направлений до вектора 9(so), коли x(so) > 0 

і співнаправлений з ним, коли x(s0) < 0. Якщо тепер уяви

ти в точці Mo(so) Є 7 спостерігача, спрямованого поглядом 

на нормальну площину кривої з кінця вектора ^ ( sq), то він  

буде спостерігати миттєве обертання цієї площини навколо 

дотичної прямої проти руху годинникової стрілки (додат

ний рух), коли x(s0) > 0 і - за стрілкою (від’ємний рух), 

КОЛИ x(so) < 0.
Основна теорема теорії кривих

Теорема 2.14. Нехай k(s) > 0; x(s) -- задані регуляр

ні функції. У евклідовому просторі <£3 існує кргіва, для якої 

параметр s є натуральним, а ці функції будуть відповідно 

ї ї  кривиною і скрут,ом. Така крива визначається однознач

но, якщо задано початкове положення репера Френе.

Доведення. Припустимо, що така крива існує і 9  = 

9 (s )  - ї ї  натуральна параметризація. Тоді для неї, згідно з 

формулами Френе, повинні виконуватися співвідношення:

9  = 9 , 9  = к : 9 ,9  =  χ $  - k 9 , f  = - χ 9 .  (2.16)

Таким чином, для існування кривої необхідно знайти 

розв’язки системи (2.16) звичайних диференціальних рів

нянь відносно чотирьох невідомих вектор-функцій 9(s), 

9 (s ), 9 (s ), $  (s) (у координатному вигляді буде 12 неві

домих). Ця система є лінійною, і з курсу диференціальних 

рівнянь відомо, що така система має розв’язок, який бу

де єдиним при фіксованих початкових даних Гд = T^so), 

то = t*(so)) 9> =  9 (s 0), βο = p{so) (розв’язком задачі 
Коші). У нашому випадку слід враховувати те, що ці по

чаткові дані визначають у точці М0 ортонормовану праву 

трійку векторів то, Uq, βο:

(9ο, 9о) =  (90, 90) =  (fo , to ) = l, (90, 4 ) = (90, to ) =

= (^ь βο) — 0, (τοΜ ,βο ) =  I- (2-17)

Нехай 9 (s ) ,  9 (s ) ,  9 (s ) ,  ~$(s) - розв’язок, який відпові

дає початковому положенню репера Френе {Λ/0; το, ^о, βο}· 
Залишається пересвідчитися в тому, що крива 7 з парамет

ризацією
S

9  =  J  9 ( ξ )ά ξ  + Η

So

є шуканою кривою.
а) Передусім переконаємося у тому, що трійка векторів 

7*00 , 9 (s), t ( s )  є ортонормованою правою трійкою у 

будь-якій точці знайденої кривої. Для цього знайдемо по

хідні функцій ( 9 , 9 ) ,  ( 9 , 9 ) ,  ( t , ] $ ) ,  ( 9 , 9 ) ,  ( 9 , β ) ,

(9,~$). Враховуючи при цьому (2.16), отримаємо таку си

стему рівнянь:

( 9 , 9 у  = 2 к ( 9 , 9 ) , ( 9 , 9 у  = —2 к (9 , 9 )  + 2χ (9  ,]$),

( t j ) ’ =  -2X( 9 , f ) ,  ( 9 , 9 у  = - к ( 9 , 9 )  + к .(9 ,9 )+  

+ χ ( 9 0 ) ,  ( т>, 7ty  = -х( 9 ,  9 )  + k ( 9 j ) ,  (2.18)

( ~ ^ 0 у  = - х ( 9 , 9 )  + x ( j l , f f )  - k ( 9 , j l ) .

Розглянемо (2.18) як лінійну систему звичайних дифе

ренціальних рівнянь відносно невідомих функцій ( 9 , 9 ) ,

( 9 , 9 ) ,  ( t ,~ t ) ,  ( 9 , 9 ) ,  ( 9 , f ) ,  ( 9 0 ) .  Як випливає 

з її будови, якщо останні функції утворені з розв’язку 

9 (з), 9 (s), t ( s )  системи (2.16), то ці функції утворюють 

розв’язок системи (2.18). З іншого боку, нескладно переко

натися в тому, що сталі функції 1, 1, 1, 0, 0, 0 також за

довольняють систему (2.18). Більш того, якщо 9 (s ) ,  9 (s ) ,  

Ц (8) - розв’язок задачі Коші (2.16), (2.17), то зазначені



розв’язки системи (2.18), як функції, мають однакові зна

чення при s — s0. Отже, в цьому випадку маємо пару 

розв’язків, які співпадають в точці s = s0. Внаслідок теоре

ми єдиності вони співпадають тотожно: Vs: ( I у, I у) = 1, 

(Т>,7р =  1, 0 J )  =  1, (ψ ,Τ Ϊ) = 0, ( - t j )  =  0, 

(Ί?, β) = 0, тобто трійка векторів I у (s), l?(s), ~ft(s) - орто- 

нормована в кожній точці кривої. Звідси, в свою чергу вип

ливає, що їхній мішаний добуток дорівнює Н І або — 1. Але 

на підставі (2.17) в точці s = s о він дорівнює і 1. Внаслі

док неперервності трьох вектор-функцій I у(s), 1?(s), (s)

їхній мішаний добуток є неперервною скалярною функцією 

і (1* (s ) ,l? (s ) ,0 (s) =  1, тобто ця трійка векторів є правою 
у кожній точці кривої.

б) Параметризація є натуральною. Справді, з поперед

нього пункту випливає ознака натуральності: | r  | =  1.

в) Переконаємося у тому, що задані функції k(s) > 0, 

x(s) є відповідно кривиною і скрутом кривої. Справді, 

оскільки параметр на кривій є натуральним, то, використо

вуючи відповідні формули для обчислення кривини і скру

ту, внаслідок (2.16) маємо, що

\ψ\ =  |4| = \k~&\ = k\t\ = к; λΓ2(4 , 4 , I у) =

=  АГ2(4 , k it, k it  + k it)  =

= k~2( ^ ,k l t ,k (~ k ^ +  x $ ) )  =  x ( - f , l t ^ )  = χ.

Теорема доведена.

Приклади розв ’язування задач

1. Довести твердження: для того, щоб вектор I у (t) 

був паралельний фіксованій площині 7Г при всіх t Є 

(а, Ь) необхідно, а  за умови, щ о I у (t) /f|4'(i) при всіх

t Є (а, Ь) і досить, щоб (1*(t), 1*'(t), !* " (t)) =  0 для всіх 

/ Є (а, Ь).
Р озв ’язання. Нехай i t  нормальний вектор площини 

π і I у (t) H тг. Тоді Crt,l*(t)) =  0, тобто ( it , I у'(і)) =  0, 

( lt ,l* "(t))  — 0. Отже, вектори I у (t), !*'(t), I у" (t) перпен

дикулярні до вектора i t , тобто компланарні. Тоді їхній мі

шаний добуток дорівнює нулю.
Навпаки, нехай (Ί*(ί),Ί*'(ί),Ί*"(ί)) = 0. Оскільки I у(t) 

\v?'(t), то Ψ"(ί) можна подати в вигляді

-?"(t) =  Xl (t)l*(t) + X2(t)l>,(t).

Тоді

І 7->, у '] '  =  [У , I у"] =  а-.(/>; />. і>]+х2( Ф у, 4 ']  =  χ2(ή[γ, і>'}

Введемо позначення: [ї = ["т*, I у'] і подамо -f(t) у вигляді: 

~]ϊ(ί) =  \~jt(t)\lt(t), де lt(t) одиничний вектор. Отже, має

мо рівність ~ft'(t) = X2(t)~ft(t). Доведемо, що вектор lt(t) 

сталий. Продиференціювавши рівність ~jt(t) =  \~ft (t)\lt (t) 

знайдемо, що

Ψ (ΐ )  =  \^(t)\'^(t) + \f(t)\-i'(t).

Звідси

\?(t)\-f(t) =  1?(t)-\-t(t)\l>(t) = X2(t)-^(t)-\-f(t)\^(t) -

= (Α2(ί)|^(ί)Ι-|^(ί)Γ)^(ί)·
Оскільки, за лемою 2.1, lt '(t) і- 4(έ), то

14(01 · I-?’(t)\2 =  (X2(t)\t(t)\ - \t(t)\')(it(t),^'(t)) - 0.

Звідси випливає, що H?'(t) — (f, тобто lt (t) =  i t  сталий 

одиничний вектор. Отже, [1*, У 7]^) =  І [У, lt'](t)\lt, тобто 

вектор [Iу, I у'] зберігає напрям. Але I у _L [4 ,4 '] . Звідси



дістаємо, що вектор 9 (t) , t Є (а, Ь), паралельний площині, 

яка перпендикулярна вектору [“г̂ , Т̂ '].

2 . З ’ясувати, які лінії задаються рівнянням

9 '(t) =  [9, [~т*(і), "е̂ ]], де — сталий одиничний век
тор.

Р озв ’язання. Введемо прямокутну декартову систе

му координат так, щоб к = 9 .  Тоді, якщо ~r*(t) = 
{x{t)-y(t);z{t)}, то

y ( t ) z ( t)  

0 1

z(t) x(t) 

1 0

x (t) y(t) 

0 0

= {y(i); 0},

[9 ,[9 (t),9}] = [ t  =

0

-x(i)
1

0

0

y(t)

0 0 

y(t) -x(t)

=  {x(i); y(i); 0} =  .r(i) i + y[t) j  .

З іншого боку, Ψ'{ϊ) -  {x'{t):y'(t)]z'(t)} і задане в умо

ві диференціальне рівняння у вибраній системі координат 

можна записати так: x' = х, у' ~ у, z' = 0. Звідси х = сле1,

у — С2ЄЬ, Z — С3, де Cl, С-2, Ολ ДОВІЛЬНІ сталі. Якщо С*1 ф  0 ,
, n X Сі С-2 _ ............

с2 ф U, то — = — аоо у =  —х. Отже, шукані лінії є прямими 
У с2 Сі

. . .  . С2
лініями, які утворюються при перетині площин у  = —X з

Сі
площинами z =  сз.

3. З ’ясувати, за якої умови плоска лінія h*{t) = 

{ж(і); іх(і)}, x(t) e C^\ є прямою лінією.

Р озв ’язання. Для того, щоб плоска лінія була прямою, 

необхідно і досить, щоб вектор-функція T*(t) задовольня

ла умову: 9 '(t)  II 9 "(t), Vi Є R (у цьому випадку кожна

точка кривої є точкою розпрямлення і у кожній такій точці 

кривина к — 0). Крім того, оскільки вектор-функція 9 (t)  

новинна визначати пряму лінію, то 9 (t )  не повинна мати 

жодної особливої точки, тобто 9 '(t)  Ф 0 , Vi Є R. Оскільки 

9 '{t) =  {x'(t),x(t) + tx'(t)}, то ця умова рівносильна тому, 

що одночасно χ'(ί) Ф 0, x(t) + іж'(і) Φ 0, Vi Є R. Звідси 

знаходимо, що

x(t) ф const, x(t) =  —, Vi φ 0, χ(0) Φ 0, c =  const φ  0.

Із умови У 9 "(t), 9 "(t) =  {x"(t)]2x'(t) f  tx"(t)}

випливає співвідношення

x" 2x' + їх"

x' x + tx'

Звідси дістаємо, що функція х (і) повинна задовольняти ди- 

ференціальне рівняння

2x' _  х"

X X

Інтегруючи його знаходимо, що

х (і) = ---- -- ; С] ф 0, о2 - const.
c\t + Οι

Із обмежень на функцію х випливає, що одночасно cL ф 0, 

<■2 ф 0.
Таким чином, плоска лінія, яка визначається векторним 

рівнянням 9 (t) =  {.т(і); tx(t)}, буде прямою тоді і лише 

тоді, коли

x(t) = ------- , t Є R; Сі ф 0, с-2 ф 0.
Сі і + с2

4. З ’ясувати, що є годографом вектор-функції 

якщо:



а) ~r*(t) =  -(ί + -)et + -(f — Φ O5

де ef, e| - ненульові, неколінеарні сталі вектори;

б) 7^(и, v) =  u cos v~ct + u sin v b -t- ?i2l f ;

\ —> z \ с2 —ч \/u2 -b с2 . —гї  к
в) r(u,v)  =  ------ costiff Η-------- sin?; b + u c ,

c £

Г -> ->
де o>, b , i f  - сталі вектори, ( if , b , "c*) φ 0 .

Р о зв ’язання, а) Розглянемо афінну систему координат

з початком у точці О та осями, які визначаються векторами 

ef та 62 . Якщо rf i Т2 одиничні вектори цих осей, то ef = 

letjrt, ef =  ІЄ2ІТ2. Тоді параметричні рівняння годографа 
мають вигляд

a|et| /  l\ b\el\ (  1

Ж 2 \t + t ) '  У 2 V  t

Звідси дістаємо, що

2х 1  2 у 1  2 ж 2у

a\el\ ~ +

2х 2у 2 х у 1

a|et| Ь\Щ\ t а |ef| b |ef| —=$- +
а \Є{\ ЬІ ef І

X у \ ( X у
' 1 + 7 =  1.

,а|е|| 6|е2І/ Va|et| 6| |

Отже, годографом вектор-функції l*(t) у побудованій 

системі координат є гіпербола, рівняння якої має вигляд:

X2 у2
У =  1.

(a|ef| ) 2  (b |ef| ) 2

б) Аналогічно попередньому, будуємо просторову афін

ну систему координат з початком у точці О та осями, які

визначаються векторами “i f ,  b , І? (згідно з умовою задачі 

ці вектори не є компланарними). Нехай r f , i f , Із - одинич

ні вектори цих осей. Тоді параметричні рівняння годографа 

є такими:

X — U COS VІ i f  І, у =  usinv\~tf\,z — U2 І i f  І.

Звідси маємо, тцо

\ 2 / \ 2
X \ І У \ 9 ? 2 · 2 2

' 1 * -— ' =  гг cos ?j + u sm v = u  ,
I

Отже, годографом вектор-функції 1*(u,v) у даній системі 

координат є конус 2-го порядку.

в) Систему координат будуємо аналогічно тому, як це 

було зроблено у попередньому прикладі. Тоді

-4/ \ n/'W2 + C2 І—>1—4 , v V T c 2 . . І—~Н->
r(u ,v ) — ---------cos v u 7] -(----------- sill?; о 4-u|c I r :s.

c c

Звідси випливає, що

( X \2 ( У V U‘2 + C2 /2 2 \ y2 + ̂  , , ui
W  + Ш Ї  = —  " +s'“ ”> =  - 3 -  - 1+7S

£
Оскільки τζζΓτ =  u. то маємо таке рівняння годографа:

Κ Ι

Це рівняння у вказаній системі координат є рівнянням од

нопорожнинного гіперболоїда.



5. Коло рад іуса а котиться без ковзання по пря

мій І. Знайти векторне рівняння кривої 7 , яку описує 

ф іксована точка М  кола. З ’ясувати характер особ

ливих точок кривої 7 .

Р о зв ’язання. За вісь абсцис візьмемо пряму І. Нехай 

у початковий момент часу точка М  знаходиться в початку 

координат. Позначимо через φ кут між вертикальним ра

діусом кола і радіусом кола, проведеним у точку М  кривої

7 (Мал. 2.20).

Мал. 2.20.

Радіус-вектор точки М  подамо у вигляді “г̂  (/,) =  оА  + 

А 0+ С М . Очевидно, А0 — o f . Оскільки коло котиться без 

ковзання, то довжина відрізка О А дорівнює довжині дуги

кола AM, звідки О λ — αφ~Ϋ. Оскільки ОАІ = —a sin φ~ΐ — 

a cos φ j  , то

~τ*(φ) =  α(ψ — sin φ)~Ϋ + α (1 — cos φ)~3 .

Вектор ~Ϋ'(φ) =  α(1 — cost/?) i +as\nip~^ перетворюєть

ся в нульовий вектор при ψκ =  2ктт, к Є TL. Але τ'" (φ^) = 

{0; а} ф i t ,  = {а; 0} ψ i t ,  тобто p =  2, q =  3.

Із загальної класифікації особливих точок плоских кривих 

випливає, іцо особливі точки кривої 7 , які відповідають зна

ченням параметрів = 2ктт, к Є Ζ, є точками звороту 

першого роду.

Побудована крива 7 називається циклоїдою.

0 -За

-За 0
= -9а2 < 0.

6 . Знайти особливі точки кривої х3 + у3 - Заху =  0, 

а > 0. Скласти параметричні рівняння кривої.

Р озв ’язання. Нехай F(x,y) =  х3 + у3 — Заху. Особливі 

точки кривої знаходимо із рівнянь

Fx =  Зх2 - 3агу =  0, Fy = З і/ - За:;; =  0.

Безпосередньо переконуємося у тому, що крива має єдину 

особливу точку 0(0; 0). З ’ясуємо, чи є ця точка подвійною 

особливою точкою. Для цього знайдемо частинні похідні 

другого порядку FXI(0;0), Fxy(0; 0), Fyy(0; 0), Отже, маємо, 

що
Fxx = 6х, Fyy = б у, Fxy =  -За,

*хх(0;0) Fxy( 0;0)

Fyx{ 0; 0) Fyy (О-, 0)

Звідси випливає, що точка 0(0; 0) є точкою самоперетину 

(або вузловою точкою). Зобразимо графік цієї кривої. Для 

цього припустимо, що у є неявною функцією від ж; тоді 

маємо співвідношення:

п , лА Г ( \ ' n v' F*(x>v)Fx{x, у) + Fy(х, у) ■ yx = о, yx -  - ·

Знайдемо екстремуми неявної функції. Для ТОГО, щоб 

у'х — 0, повинна виконуватися умова Fx — 0. Розв’язуючи 

систему рівнянь F  — 0, F'x — 0, знаходимо дві пари від

повідних значень: (0;0), (а<У2;а<У4). Очевидно, що точка

О не є точкою екстремуму. У другій точці Fy(a\/2, а \/4) = 

За2(43 - \/2) > 0, тому згідно з теоремою про неявну функ

цію в деякому околі цієї точки рівняння F(x, у) =  0 справді 

визначає у як функцію х. Для того, щоб переконатися в на

явності екстремуму, обчислимо ухх при х =  а\/2. Це можна



зробити, скориставшись співвідношенням

Fxx + Fxy ■ ух + (Fxy + Fyy · ух)ух + Fy ■ ухх — 0,

Fxx
поклавши в ньому у'х — 0. Тоді у"хх — — Звідси знахо-

у
димо, що

Ухх 2<Г2 < 0.
α^2 а(43 - <У2)

Отже, у точці (а\/2; а\/4) максимум у як функції х, рівний
25/2а3(25/2 _  і).

Горизонтальних та вертикальних асимптот крива не 

має, оскільки коефіцієнти при х3 та у3 - сталі величини. 

Для знаходження похилої асимптоти, як відомо, у рівнянні 

F(x ,y ) =  0 замінюємо у на кх + Ь, прирівнюємо до нуля 

коефіцієнт при двох вищих степенях х і одержану систему 

розв’язуємо відносно к та Ь. Отже,

х3 + (кх + б)3 -- 3ах(кх + Ь) =  0.

Звідси дістаємо систему рівнянь відносно к та Ь\

1 + /о'3 =  0, , _  ,

к(Ьк — а) =  0. «■

Таким чином, дана крива має похилу асимптоту у — —х — а, 

або х + у + а =  0.
Покажемо, що крива розміщується над асимптотою 

(тобто, при одному значенні аргументу х ордината у даної 

кривої більша за ординату дотичної, яка відповідає значен

ню х). Для цього рівняння кривої подамо у вигляді

ЗаХУ / rv / η
Ж + У =  ~2----- ;— 2’ х ^  У Ф 0,

Xі — ху +  УА

а рівняння дотичної у вигляді х + у =  —а. Тоді

З аху а2(х2 + 2ху + у2) а(х + у)2

х2 — ху + у2 х2 — ху + у2 х2 — ху + у1

а(х + уУ
> 0,

(Х - I)  + 4У'2

що й потрібно було довести. У точці (0; 0) маємо F (0; 0)

0 > —а.

У 

а 44
J  х  + v  - 3 а х у = 0

v

х + у + а = 0
аЬ  Х

\

\

Мал. 2.21.

Підставивши у рівняння кривої у — tx знайдемо, що

x3 + t3x3 — 3 ax2t =  0,

. З at . З at2
або х =  : тоді у =  ̂ ^ , t /  —І. Це і є параметричні

рівняння даної кривої.

При t —> ±оо обидві координати прямують до нуля; 

можна вважати, що початкова точка (0; 0) одержується як



при t =  0, так і при t =  ±00. При зміні t від — оо до — 1 

точка (х\ у), виходячи з початку, вздовж правої вітки наб

лижається до нескінченності. При зміні t від -1 до 0 точка із 

нескінченності вздовж лівої вітки повертається в початок. 

Нарешті, при зростанні t від 0 до +оо точка описує проти 

годинникової стрілки петлю (див. Мал. 2.21; на малюнку 

відмічена точка А(а<У2 ', ал/4), яка відповідає максимуму у 
як функції х).

Зазначимо, що досліджувана крива називається листом 
Декарта.

7. Я кщ о один круг без ковзання котиться по ін

шому кругу, то крива, яка описується довільною 

точкою кола рухомого круга, називається епіциклої

дою. Скласти параметричні рівняння епіциклоїди; 

знайти особливі точки цієї кривої.

Р озв ’язання. Початок координат візьмемо в центрі О 

нерухомого круга, вісь Ох проведемо через точку А , яка є 

точкою дотику обох кругів (Мал. 2.22). Коли рухомий круг 

перейде в нове положення, вказане на малюнку, точка А 

переміститься в точку М. Нам необхідно охарактеризувати 

геометричне місце точок М .

Позначимо через а радіус нерухомого круга, а через т а  

радіус круга, що котиться. За параметр виберемо кут 

t =  ZM C B . Вважаємо, що на початку руху цей кут дорів

нює нулю. Згідно з означенням епіциклоїди, дуга А В , яка 

проходиться точкою дотику по нерухомому колу, дорівнює

дузі M B, яка проходиться точкою дотику по колу, що ко

титься:

а ■ /А О В  = т.а ■ ZM C B  = mat,

звідки ZAOB  =  mt. Виразимо тепер координати х, у точки 

М через t :

х — OG  =  О E  + FM  =  (а + т а) cos ml + т а  sin Z F C M ; 

але

Z F C M  = ZB C M  - Z O C E , ZO C E  = - - mt,
2

'ГОДІ

Z F C M  =  (1 + m)t - sin Z F C M  = - cos(l 4- m)t.
Zj

Отже,

χ =  α[(1 + m) cos mt — m cos(l + m)t\. 

Аналогічно знаходимо, що

у — α[(1 + m) sin mt — msin(l + rn)t].

Ці рівняння є параметричними рівняннями епіциклоїди.



Коли круг, який котиться, доторкнеться нерухомого 

круга у тій точці, що і ца початку руху (тобто при t =  2π), 

то точка М  опише одну вітку кривої. При подальшому русі 

вона опише наступну вітку, подібну першій і т.д.
Похідні

х\ =  —гп(т + l)a[sinm£ — sin(l + m)t],

у[ =  rn(m + l)a[cos mt — cos(l + m)t]

одночасно перетворюються в нуль при tk =  2кп, к Є Z, тоб

то кожний раз, коли розглядувана на рухомому крузі точка 

стає точкою дотику. Відповідні точки кривої є особливими. 

З ’ясуємо, якого типу ці точки. Для цього знайдемо x"t, у"а ,
„.НІ .

xttti Уш-

x"t =  —т ( т  + l)a[mcosmt — (1 + m) cos(l + m)t\ =

=  — m(m  + l)a[ra(cosm£ - cos(l + m)t) - cos(l + m)t}, 

y"t — m(rn + l)a[—m sin m i + (1 + m ) sin(l + m)t\ =

= m(m  + l)a[—m(sinm£ - sin(l + m)t) + sin(l -f m)t\, 

xttt =  -тп(т + 1 )a[-m2 sin mt + (1 + m )2 sin(l + rn)t\, 

y'"tt =  m(m + l)a[—m2 cos mt + (1 + m )2 cos(l + m)t\.

] — 2 n
Звідси випливає, що для т  φ ——— , η Є Ζ, k Є Ζ \ {()},

4 k
для вектор-функції ~V(t =  {x(t)',y(t)}) даної кривої маємо:

=  I f , T>'\tk) φ t ,  φ t ,

Отже, на підставі загальної теорії (див. §2.3) маємо, що р —

2, q — 3, тобто точка tk є точкою звороту 1-го роду.

Зобразимо епіциклоїди, які відповідають значенням

т  =  1, 2, ^ (Мал. 2.23).

Точки А, В , C, D, Е  - точки звороту 1-го роду.

Ч  Ч" ч .
/  кардіоїда \ /  ..

Ч ' -  ) ( .....Ч , - ^ ·

k  Ч х  ч . v К
ч - і  /  V 4 " v 4 /

*  Ч. т  — 1/ j /\с
.̂...· ,

V

Мал. 2.23.

/

8 . Знайти особливі точки кривої, яка задається 

рівнянням F(x ,y ) = (у — х2)2 — :г5 = 0. Визначити тип 
особливих точок.

Р озв ’язання. Для того, щоб знайти особливі точки да

ної кривої, знайдемо розв’язки системи рівнянь

F  ~ 0

Fy =  ().’ (2Л9)

Отже,

Fx = -2х[2(г/ - .т2) + х\ Fy ----- 2(у - ж2).

Звідси випливає, що система рівнянь (2.19) має єдиний 

розв’язок х — 0, у = 0, тобто особливою точкою є точка



Fxy = -4.x,

(0; 0). З ’ясуємо, чи є ця точка подвійною особливою точ
кою. Для цього знаходимо

Fxx -  - Аху + 12х2 - 20х3, Fxx(0, 0) =  0,

Fw (0,0) = 2,

Ί
0.

Це означає, що точка (0, 0) є точкою звороту. Рівняння

F(x, у) =  у2 — 2ух2 + хА — х5 — 0 

розумітимемо як квадратне рівняння відносно у. Тоді

Δ  =
Fxx(0, 0) Fey (0,0) 0 0

^ ( 0, 0) Fm( 0,0) 0 2

Уі,2 =  ж2 ± \/з;4 — ж4 + х5 = ж2 ± \ЛгГ).

Вказане зображення правильне за умови х > 0. У цьому 

випадку маємо, що крива складається з двох гілок:

?/і (x) =  x2 + х2\/х, х > 0,

2/2 (ж) =  х2 - х2\/х, ж > 0.

Оскільки у'Дх) = 2х + § а;3/2 > 0, якщо х > 0, то ух(х)

монотонно зростає на проміжку (0, +оо), причому ух(х) > 

0, якщо x > 0, уі(0) = 0. Для функції у^(х) маємо, що

2/2(ж) =  2.Х - ~ж3/2 = х ( 2 - =  о,

ЯКЩО X =  0, £
16

25
. Безпосередньо переконуємося в тому,

16 16
що у'2{х) > 0, якщо х < — і у'2(х) < 0, ЯКЩО X > — , тобто

Ζ О z o

16

25
У ТОЧЦІ Х()

(?/2(0) = 0). Крім того, 2/2(1) = 0 і

1

функція 2/2(^) досягає свого максимуму

у2 Or) =  ^  1 —оо, ж +оо.

У точці (0; 0) функції уі(х), 2/2(ж) мають спільну дотичну 

у — 0 (yi(0) =  i/4 (0) =  0) і в досить малому (правосторон- 

иьому) околі цієї точки лежать по один бік від дотичної; для 

таких х маємо: у\(х) > 0, ї/2(ж) > 0, У\(х) > У‘г(х)· Отже, 

точка (0; 0) є точкою звороту 2-го роду (див. Мал. 2.24).

і
jy; tx)

V
о їй і\ х

2S \

\

у, (х)\

Мал. 2.24.

9. Знайти гіперболу, яка вершиною дотикається 

до лінії у =  1  — cos х у початку координат і має най

вищий порядок дотику у цій точці із заданою лінією.

Р озв ’язання. Виходячи з умов задачі, рівняння г іпер

боли шукаємо у вигляді

(У + (')2 _  (х + dY =  х 

Ь2 а2



Введемо позначення:

, . (у + c)2 (x + d)2
ф(ж’ у) = 72 - -— Н "  - 1;Ь2 аг

тоді рівняння гіперболи набуває вигляду: Ф (х,у) =  0. Лінію 

У =  1 cos х задамо параметрично, поклавши x =  t; тоді у =

1 — cost. Згідно з теоремою 2.9 маємо такі співвідношення 

для знаходження параметрів a, b, c, d:

* ( ! ) : =  Φ ( ί ,  „ ( t ) )  =  ( 1 ^ C ° S2 (  +  C ) 2  -  Μ  - 1  =  0 ,
cr cr

r /r,\ °2 d2
φ (° =  7̂- — 2 - 1  =  0,

bz az

τ 4+λ 2 siri ί — sin 2t + 2c sin t 2 (t + d)

{) =  b2 =  ° ’

Ф'(0) = - Ц  =  0 => d =  0, 
az

T „ , . 2 cos ί — 2 cos 2i + 2c cos ί 2
Φ W = --------- й------------ 2 =  ° ’O'1 er

Ф"(0) =  ~  =  0 => ci2c =  b2,
cr az

Tm , , — 2 sini + 4sin2i — 2csint
ψ (3 )( ί ) =  ------------ ------------- =  0,

Φ(3)(0) =  0, 

тНь . — cosi + 4cos2£ — ccosii
= ---------p ---------= °.

*<4, (0) =  + 7- = 0 => c = 3. 
b1

Таким чином, маємо, що d =  0, c =  3; c2 =  b2, тобто b2 — 9, 

a2c =  9, тоді a2 =  3. Крім того, при знайдених значеннях 

параметрів a, b, c, d

Ф(5)(0) =  0, Ф (6)(0 )^0 .

Висновок: гіпербола

(у + З)2 ж2

9 З

має в точці (0; 0) з лінією у =  1 — cos х дотик 5-го порядку.

10. Знайти обвідну сім ’ї  кіл, побудованих, як на
'1 2 

•г У
діаметрах, на хордах еліпса — + — =  1 , паралельних

а bz
вісі Оу.

Р озв ’язання. Прийнявши за параметр t центр кола, за

пишемо рівняння цієї однопараметричної сім’ї у вигляді:

b2
F(x, у, t) =  (x - ί)2 + у2 - --(a2 - t2), t Є [-a, а].

az

Тоді
2 b2

Ft =  -2 (ж - ί) + —  t =  0,
az

a2
звідки знаходимо, що t =  —-- —x. Підставивши це значен

ої + Ьг
ня t в рівняння F  — 0, одержимо рівняння дискримінантпої 

кривої у вигляді:

а 2х  \ 2 2 Ь2 /  ,  а Ах 2

Х а2 І Ь2)  + У а2 Vа (а2 + б2)2

або, після перетворень:

2 2 аг у

а2 + b2 b2

Із рівнянь F  — 0, Ft =  0 виразимо ж та у через t:

а2 + b2 b ----- 7——
ге = -- —̂ t, у =  і  —\Jo> (о ~Н b )t .

az az

(2.20)



Звідси відразу видно, що зображення для у має зміст (у

а2
множині дійсних чисел) лише при |£| < -..... < а. Оче-

у а 2 + Ь2
видно також, що крива (2.20) особливих точок немає. Отже, 

дискримінанта крива (2.20) є обвідною для частини сім’ї 

кіл, яка відповідає вказаним значенням параметра t. Цією 

обвідною є еліпс із тими ж осями симетрії, які має заданий 
еліпс.

1 1 . Еволютою плоскої кривої називається геомет

ричне місце центрів стичних кіл даної кривої. Д о 

слідити особливості поведінки еволюти кривої в за

лежності від властивостей кривини кривої.

Р озв ’язання. Нехай 7 -- плоска крива, М  - довільна її 

точка, в якій кривина відмінна від нуля. Тоді, якщо — 

7^(s) - рівняння кривої 7 , то вектор-функція ~ft (s) =  1* (s) +

визначає еволюту кривої 7 , оскільки R(s) =  —~~
k(s)

- радіус кривини кривої 7 , а У  - орт нормалі.

Якщо кривина кривої 7 у всіх точках не перетворюється 

в нуль і k(s) > 0 або k(s) < 0, то еволютою такої кривої є 

регулярна крива без особливих точок. Справді, врахувавши 

другу формулу Френе, а також те, що скрут плоскої кривої

Припустимо, що 3s0; k(s0) =  0, але k(s) > 0 або k(s) <

0 для всіх s ф s о на кривій 7 . У цьому випадку вектор- 

функція кривої 7 має наступний розклад в околі точки ό'0:

l*(s) =  Ψ (s0)+Asl^(s0) + -^k(y0)As3l ^ +о{А,нл), As =  s-s0.

Отже, крива в точці M (sq) має перегин. Оскільки R (sq) — 

(хз, то при s —> sq точки еволюти прямують до нескінченно

сті і вона розпадається на дві регулярні криві, які є еволю

тами частин кривої 7 : s < s0, s > вц.

Припустимо далі, що 3,s0: k(s0) φ 0, А:(.s()) =  0, k(so) φ 0

1 k(s) змінює знак при переході через sq. У цьому випадку 

еволюта має особливу точку при s s0; 7^(s‘n) =  0 . Для 

чого, щоб з ’ясувати характер особливості знайдемо похідні 

в цій точці. Використовуючи формули Френе, отримаємо

f ( s 0) =  R(s0)-^(s0) -  - (А'°) /  0>·

?(»<>) · R(so)Tt(so) - 2kR(s0) t { s 0), R  =  ‘ .
k:

Звідси випливає, що перша відмінна від нуля похідна має 

номер р = 2, а перша наступна похідна, яка їй пе колінеарна 

номер q — 3. Згідно з класифікацією особливих точок 

(див. §2.3) еволюта має точку звороту першого порядку.

Зауваження 2.7. Оскільки кожна точка еволюти є цен

тром стичного кола кривої 7 , то, скориставшись формулами



для координат центра такого кола, одержимо координатно- 

параметричні рівняння еволюти у випадку довільної пара

метризації кривої 7 : x =  x(t), у = y(t):

X  — x(t) __ J  ( і)___ х № + У № __
x'{t)y"(t) - y'(t)x"(t)’

Y = y(i) + A t ) ^ * ' Z  І + С (! )„77Тx v )У (t) - y'(t)x"(t)

(тут .Y, Y - координати рухомої по еволюті точки).

Якщо крива 7 задається явно рівнянням у — у(х), то 

наведені вище формули набувають вигляду:

V  ̂ У?2 1 \'  ̂^  У'x
x = x - —j r L< ·  y = y + - J - ·

Ух 2 Ух 2

2 2 2
1 2 . Знайти еволюту астроїди х 3 + ys = аз, α > 0. 

Р озв ’язання. Похідні у', та у"-2 можна знайти, не 

розв’язуючи рівняння, за методом диференціювання неяв
них функцій:

х 1//3 + у 1/3 ■ у̂ . = 0 або ж1/3 · у'х + у1/з _

ΐ =  - ( ! Γ ·

'туч V-3
звідки у — — І — ) , потім знаходимо, що

Тоді

+  | « r t ' V »  н- « ■ ' ’ « C .  =  о-

„ _  Ω2/3 , _  а2/·3 /  а2 λ 1/3

Уі2 ~ Зжу2/зУх "  Зх4/з?уі/з - ^ Зх.4у

Рівняння еволюти складемо, скориставшись формулами 

для еволюти у випадку, коли вихідна крива задається рів

нянням у =  у (ж) (див. приклад 11):

2

Підставивши у'., у”2 в (2.21), після спрощень одержимо

ξ — X + З Ж1/3 у2/3, 7/ — У f  Зж 2/ 'У / 3.

Із цих рівнянь, разом з рівнянням самої астроїди, можна 

виключити ж та у:

ξ + η =  (ж1/3 + у1/3)3, ξ - 7) =  (ж1/3 - у1/3)3,

(ξ + , , ) ' 3 + (ξ - r/)2/3 = 2(ж2/·3 + у2/3) - 2а2/·3.

Якщо повернути вісі координат па 45°, то нові координа

ти ηι будуть пов’язані зі старими координатами такими 

формулами

с _  ξ + η __ ξ - ν  

ξΐ V2 ' Г/1 y/2 '

( )тже, у новій системі координат рівняння шуканої еволюти 

матиме вигляд

й/3 + ГІГ = (2а)‘ А’ ,

юбго це знову рівняння астроїди. Таким чином, еволютою 

астроїди є астроїда удвоє більших розмірів, з осями, повер

нутими відносно попередніх на 45°.

Побудуємо графік астроїди ж2/3 + у2/3 =  а2/3. Це рів

няння, взагалі кажучи, не підходить під той тип рівнянь, 

які ми розглядали: у кожній з точок (±о;0), (0; ±а) одна 

t частинних похідних лівої частини цього рівняння пере

творюється в нескінченність. Однак, звільнивши рівняння 

кривої від ірраціоиальностей, його можна подати у вигляді

F(x, у) =  ((ж2 + у2) — а2)3 + 27а2х2у2 — 0.



У цьому представленні вказані точки є особливими. Справ

ді,

Fx = 6х((х2+у2)~а2)2+5Аа2ху2, Fx(±a; 0) =  0, Fx(0; ±α) =  0,

Fy =  6у((х2+у2)—а2)2+54а2х2у, Fy{±a; 0) = 0, Fj,(0; ±α) - 0.

Із рівняння кривої видно, що вона симетрична відносно 

координатних осей; тому далі дослідимо, наприклад, точки 

(±а;0). Маємо, що

Fxx =  24ж2((ж2 + у2) - а2) + 6((а;2 + у2) - а2)2 + 54а2у2,

Fxx(±a\ 0) =  0, Fyy =  24у2((х2 + у2) - а2) +

+б((ж2 + у2) — а2)2 + 54а2ж2, Fyy(±a; 0) =  54а4,

Fxy =  24ху((х2 + у2) — а2) + 108а2ху, Fxy(±a; 0) =  0. 

Отже,

0 0

0 54а2
0,

тобто точки (±а; 0) є точками звороту.

Із рівняння кривої випливає, що вона лежить у крузі 

χ2 + У2 — о2· Розв’язавши рівняння відносно у матимемо: 
у =  (а2/3 — ж2/3)3/2; продиференціювавши по х знайдемо, що

у'х =  ~(а2/3 - χ 2/ ψ 2χ ^ Ά.

Звідси бачимо, що при х =  0 дотична вертикальна, а при 

х =  а - горизонтальна. Це означає, що всі чотири точки 

(±а;0), (0; ±а) є точками звороту першого роду (див. Мал. 

2.25).

Відзначимо ще одну важливу властивість астроїди. Для 

цього розглянемо задачу про відшукання обвідної однопа- 

раметричної сім’ї прямих, яка отримується при ковзанні 

прямої по координатних осях двома точками, що розміщу

ються одна від одної на сталій віддалі а.

Мал. 2.25.

Взявши за параметр кут 0, який утворює перпендику

ляр, проведений з початку координат до рухомої прямої, з 

віссю О х , рівняння цієї прямої можна записати у вигляді

х У Л „ тг 3π .
+ ; d h  = a’ ^ 0, - , - .  (2.22)

sin 0 cos 0 2 2

Справді, рівняння прямої АВ
х У

запишемо у вигляді — + — =
а  р

1 (рівняння прямої у відрізках). 

Тоді з прямокутного трикутника

О АВ (див. Мал. 2.26) знаходимо, 

що а  =  a sin θ, β — a cos#. Отже, 

маємо рівняння
х У

----- 1----—  =  1,
a sin# а cos#



Продифєренціюємо (2.22) по #:

cos # Η---sin θ — 0 або Χ 11
sin2 θ cos2 θ sin3 θ cos3 θ'

Звідси та з (2.22) знаходимо рівняння дискримінантної кри
вої

ж = a sin3#, у = acos3#. (2.23)

(2.23) - параметричні рівняння астроїди. Якщо з дискри

мінантної кривої вилучити особливі точки (±а;0), (0;±а), 

то дістанемо обвідну однопараметричної сім’ї прямих (2.22) 
(див. Мал. 2.27).

Ж

О

\ і

Мал. 2.27.

13. Я к щ о т - полярний радіус, а φ - полярний кут 

довільної точки плоскої кривої 7 , то г = г(ір) - рів

няння кривої у полярних координатах (Мал. 2.28). 

Проведемо через точку О пряму, перпендикулярну 

до полярного рад іуса точки М  кривої 7 . Нехай Т і 

N - точки перетину побудованої прямої з дотичною 

і нормаллю до кривої у точці М. В ідрізки ОТ  і ON  

називаються відповідно полярною піддотичною і по

лярною піднормаллю кривої. Знайти формули, які

визначають ОТ і ON. Знайти плоскі криві, які пере

тинають під сталим кутом усі промені з вершинами 

у полюсі. Знайти плоскі криві зі сталою полярною 

піднормаллю, зі сталою полярною піддотичною.

Р озв ’язання. Розгля

немо прямокутну систему 

координат, у якої полюс О  є 

початком системи координат, 

промінь О М  збігається з 

додатним променем вісі Ох, 

промінь ON  - з додатним 

променем вісі Оу, де М  - зви

чайна точка кривої r =  ν(φ).

Відносно цієї системи коорди

нат М(г; 0) (φ — 0). Рівняння

r — r((f) кривої 7 в полярних координатах еквівалентне 

параметричним рівнянням кривої x — r(ip)cos(p, у = 

г( φ) sin φ відносно прямокутної де карто вої системи коорди

нат з початком у полюсі. 'Годі

dx =  cos tpdr — r sin ψάψ, dy — sin ψάτ -f r cos ψάψ.

У точці Μ  (φ =  0) маємо dx = dr, dy — rdtp. Нехай //, 

кут між дотичною до кривої у точці М  і прямою ОМ . Тоді 

tg μ є кутовим коефіцієнтом дотичної до кривої у точці М . 

Тому
άφdy

tg μ =  ,"
αχ Μ dr

Ординати yT, yN точок T і TV, в яких дотична і нормаль 

кривої перетинають вісь Оу, знаходимо з умов

'Ум — Ут

хм -  хт
tg/i,

Ум

Хм

Vn

xN
ctg μ ■



„ . „ dip 0άφ
Оскільки хм -  r, ум = 0, tg-μ = г — , то ут =  -г2 — ,

аг аг
(1Т

Vn =  3—· Отже, 
αψ

ОТ  = -г2~ ,  Ο Ν = ^ ,
dr άφ

де ОТ і OiV величини направлених відрізків O'/’ і О і^ 

відповідно. Зазначимо, що у проведених міркуваннях вико

ристовувалася спеціальна полярна система координат, яка 

відрізняється від раніше вибраної лише на сталий кут пово

роту полярної вісі. Оскільки в отриманих формулах змінна 

ψ входить лише у вигляді dp, то отримані співвідношення 

є правильними і відносно вибраної раніше системи коорди
нат.

Якщо крива перетинає під сталим кутом усі промені з 

вершинами у полюсі, то для такої кривої μ =  const і тому 
άφ ,

r —  — c, c =  const. Отже, r =  Ί\)(·φ/Γ крива, якає графіком 
dr

логарифмічної спіралі.

Якщо плоска крива має сталу полярну піднормаль, то
dr
7" — а, а =  const. Інтегруючи, дістанемо лінійну залеж
ав
ність між r та ф: r =  аїр + c, с =  const (спіралі Архімеда). 

Якщо плоска крива має сталу полярну підцотичну, то
2 άφ

а = —г — . Загальний розв’язок цього диференціального 
dr

рівняння має вигляд: r =  — — , с =  const (гіперболічні 

спіралі).

14. Нехай плоска крива 7 задається рівнянням 

F(x, у) =  0, М0 — звичайна точка кривої 7 , Т - точ

ка перетину Д О Т И Ч Н О Ї Д О  кривої у Т О Ч Ц І М ( )  з віссю 

Ox, N  — точка перетину нормалі до кривої у точці

М 0 з в іссю  Ох, Р  - проекція точки М0 на вісь Ох 

(Мал. 2.29). В ідрізки РТ  і P N  називаються піддо

тичною і піднормаллю відповідно. Знайти величи

ни паправлених відрізків піддотичної та піднормалі. 

Знайти криві зі сталими піднормалями та піддотич- 

ними. Знайти криві зі сталою довжиною  відрізків

■■ У

- >

\ /  

fcv/0

T P N

Мал. 2.29.

Р озв ’язання. Оскільки рівняння дотичної до лінії 

F(x,y) =  0 у точці М0{хоіуа) має вигляд

Ох
(х - х0) +

dF\ 

ду І
ІУ - У о) =  0,

м о

то абсциса точки Т перетину дотичної з віссю Ох об

числюється за формулою

дг
ду

Х Т =  Х П +
8 F

д х
Мп

У о·

Величина РТ  направленого відрізка M ^t  (проекція М{{І' на
'dx:

ВІСЬ Ох) дорівнює Х т  — X 0; тобто Р 1
dy

У о·



Нормаль M0N  перпендикулярна до дотичної М0Т, тому 
її  рівняння має вигляд

dF

У - У о
м0

8F
дх

(.х — хо) або
9F

дх

д F
{у-у*) =  Ч-

м0 оу
(х -Хо)·

м о

Для абсциси точки перетину нормалі до кривої у точці М0 

з віссю Ох маємо

dF
дх

Хм — Хо
м0

SF
dy

Уо-

м0

Отже, величина направленого відрізка піднормалі

dy\

d i )  У«-
Ρ Ν  = χΝ — χ0

Для плоских кривих із сталою піднормаллю а маємо:

а =  —у-у-. Інтегруючи це диференціальне рівняння знахо- 
dx

у1 -
димо, що ах =  — — + с, де с =  const. Отже, це параболи,

для яких вісь Ох є віссю симетрії.

Вимога сталості піддотичної у всіх точках плоскої кривої 
dx

має вигляд а — у~г> а =  const. Інтегруючи це рівняння 
dy

маємо, що у =  сех' а, с =  const, тобто, шуканими кривими є 

показникові функції.

Для кривих, у яких М Т  =  а, де а - const,

Розглянемо ту частину кривої, для якої у > 0. Тоді, якщо 
dy

t.g а  =  — , 0 < о; < 7г, то у — о sin су, dy — acos ada, dx = 

2
-da. Отже, dx =  а ( —---- sina I da , тому

sino; \sina

a
x =  a(ln tg — + cos a) + c.

Zj

Шукана крива має параметричні рівняння

а  .
х =  a(in tg — + cos а) + с, у = a sin a,

π
має вісь симетрії, якою є дотична до кривої в точці а  — —. 

Дослідимо криву, яка задається векторним рівняння

СУ,
r  (t) — {a(ln tg — + cos a ) ; a sin a } ,

тобто вважаємо, що c — 0 (інші лінії отримуються з даної 

за допомогою переміщення вздовж вісі Ох паралельно вісі 

Оу). Для цієї кривої маємо:

~r*'(t) =  |a --sina^ ;acosa| , I у 1 =  if;

=  | - α  ІГ* + cos a )  ; —a s i n a  j  , 1 =  {0; —a}  /  ( f ;

_>////,ч f  /sin2 a + cos a  \  1
r  m  = < a I -----o------h sm a I ; —a cos a > ,

L V sin «  / J

т>"' ( I )  =  {2a; 0} /  i t .

Внаслідок загальної класифікації особливих точок плос-
7Г

ких кривих (р =  2, q = 3; див. §2.3) маємо, що точка а  =  —
/L



є точкою звороту 1-го роду. Крива називається трактри- 

сою. Вісь Ох для трактриси є асимптотою (див. Мал. 2.30).
у.

'0;а)

........  о

Мал . 2.30.

15. Скласти натуральні рівняння кривої х — at,, 

у = y/2c\nt, z — ct~1, c > 0.
Р озв ’язання. Передусім знайдемо зв’язок між пара

метром t і натуральним параметром s. Якщо l*(t) =

{x{t);y(t)\z(t)} векторне рівняння кривої, то

І  

s =  І  |У'(т)|(іт =» ds = \l>\t)\dt = sfx ,2(t) + y'2{t) + z'2{t)dt

to

= уД Щ ї) ) 2 + (dy(t))2 + (idz{t))2 => ds2 = dx2 + dy2 + dz2. 

У випадку заданої кривої маємо, що

2 1 

72 + Тл

тобто

ds2 =  С2 [ і % і  + І  ] di2 =

ds = c{l ± ^ d t .

Звідси випливає, що

f  t2 4 
s = c — тJ t‘

to

Покладемо t0 =  1, тоді

t2

2 + l /  1\ (  1
dt — c[ t — r I - c ( i0

t to

Із цієї рівності знаходимо t як функцію натурального пара

метра s:

s + χ/ s 2 4- 4 с 2
t, =

2с

Рівняння кривої з натуральним параметром мають вигляд:

» = у =  \/2 с In i± v | L t ± l

2 с2
Ζ —

s -t- \fs2 + 4с2

16. Скласти рівняння дотичної та нормальної 

площини в довільній точці М0(х0] у O', Z0) просторової 

кривої, яка задається рівняннями

F(x, у, z) = 0, 
Φ(χ·, у, z) ---- 0,

за умови, що grad F( Aio) ii grad Ф(М0) (F  та Φ - регу
лярні функц ії своїх аргументів).

Р озв ’язання. Із означення градієнта функції та умов 

задачі випливає, що

rang
Fx і1 у I' z

φχ Φ,, Φ::
= 2. (2.24)

У цьому разі принаймні один із мінорів другого порядку 

цієї матриці відмінний від нуля. Нехай, для визначеності,

Fy Fz 

Φ, Φ*
/ 0.

Тоді, згідно з відомою з курсу математичного аналізу тео

ремою про неявні функції існує окіл точки М0, в якому



систему рівнянь (2.24) можна розв’язати відносно у і ζ: 

у =  f(x), ζ =  д(х), причому функції /  і д неперервно дифе- 

ренційовні. Позначимо х = t і запишемо векторне рівняння 

яким в околі точки Мо визначається ре

гулярна крива 7-

У довільній точці М (і) цієї кривої r̂ ' (t) =

{ і ; /'(*); £'(*)} Ф тобто м (0 - її звичайна точка. 
Тоді згідно з теоремою 2.7 вектор визначає єдину

дотичну до кривої 7 в точці М.

Запишемо рівняння дотичної до кривої 7 в точці М0 = 

M{t0). Зрозуміло, що для M(t] f(t)',g(t)) Є 7 справджують

ся тотожності

F(i; f  (i); g(t)) =  0,

$ ( * ; / ( * ) ; $ ( < ) )  =  ο.

Продиферєнціювавши їх по і одержимо

dF 

dt 

άΦ 

dt

Останні рівності запишемо у вигляді:

( g r a d F ( M o ) ,  ^ ' ( ί ο ) )  =  0 ,  ( g r a d $ ( M „ ) , y , ( i 0 ) )  =  0 .  ( 2 . 2 5 )

F* · 1 + Fy ■ f ' ( t ) + Fz ■ g'(t) = 0, 

Φ, · 1 + Φ„ · /'(*) + Φ, · 9\t) - 0.

Вектори grad F (M 0), gradΦ(Mo) не нульові і за умовою 

grad F (M 0) |fgrad$(Mo). Тоді з (2.25) випливають співвід

ношення

grad F (M 0) _L Τ*7(ί0), gradi^iA^o) -L У ' (ί0)·

Отже, ~r̂ '{to) У а> = [grad F (M 0), grad Ф(М0)]. Таким чином,

Fy Fz 

Φ Φ
м0

Fz Fx 

Фг Φχ

Fx Fv 

Φχ Фу
- {Л ;В ;С}

Λ-'ο

є напрямним вектором дотичної до кривої 7 в точці М0. 

Позначивши координати точки, яка рухається по дотичній, 

через X , Υ , Ζ , запишемодйвнянпя цієї дотичної у ортонор- 

мованому базисі { і , j  , к }:

X  - .х'о _  У - уо _ Z  - zq 

А ~ В С

Вектор i t  ортогональний до нормальної площини кри

вої 7 у точці М0, тому рівняння нормальної площини має 

вигляд

А( X — х0) 4- В( У — у/о) + С(2Г — г()) = 0, 

де JV, У, Z - координати рухомої точки нормальної площи-

Як приклад запишемо рівняння дотичної до кривої, яка 

визначається рівняннями х2 — 2аг, у2 — 2bz, у довільній 
точці.

Дані рівняння подамо у вигляді

F(x, у , г) =  .;:2 - 2аг = 0, Ф(.г, у/, г) ξ  у/2 - 26г — 0.

'Годі gradF =  {2а:; 0; -2а}, grad Ф = {0; 2у/; -26},

— {4ау; 46ж; 4:п/}.

Отже, рівняння шуканої дотичної має вигляд:

X  - :г _  У - у/ Z  ■- 

ау 6.x ху/

17. Знайти рівняння елементів тригранника 

Френе кривої

I  X ‘ sh.r sin у/ · у/.

[ г + ег -- f 1п(1 + х) + 1 ' ' '



у точці Мо(0;0;0).

Р озв ’язання. Введемо позначення: Ф(ж, у, z) х +

sh х — sin у — у, G(x,y,z) х + 1п(1 + х) + 1 — z — cz і 

запишемо рівняння кривої у вигляді

Ф (х,у,г) =  0,

G(x,y,z) =  0.

Згідно з теоремою 2.6 знайдемо ранг матриці

А _  і  Ф У Ф -

V г;х Gz /
4 У 7 м0

Маємо, що ФХ(М0) = 2, Ф:у(М0) = -2, Фг(М0) = 0, 

Gx(Mq) =  2, Gy(M0) = 0, G2(Mo) = —2. Отже,

/1
2 - 2  0 

2 0 -2

Очевидно, що rang/l — 2, причому мінор
- 2  0
0 -2

0. Отже, в околі точки М0 відповідна система рівнянь 

розв’язується відносно у і z; покладемо x = t, тоді у =  y(t), 

z — z(t). Векторне рівняння, яким визначається крива 7 в 

околі точки М0 має вигляд: Т*(£) = {t;y(t), ζ(ί)}.

Знайдемо вектори r (0), "^"(О). Для цього продиферен- 

ціюємо рівняння системи (2.26) по І:

1 + ch t =  cos у ■ у[ + у[, 

z't + e*-z[ =  1 + ^ .  (^·27)

У точці М0 ця система набуває вигляду:

2 - 2y't(0),
2 -^(0) =  2.

Отже, у[(0) =  1, z[(0) = 1, У'(0) =  {1; 1; 1}. Далі продифе- 

ренціюємо (2.27) по t:

1 + sh ί =  - sin у · (yO2 + cos у ■ у"(і + у"2,
г" + с2 · (z')2 + ег · z" =

Звідси знаходимо, що у"2(0) = z"2(0) - -1. Отже,

г»"(0) =  {0; 1; — 1}. Вектор 7^(0) є напрямним вектором

дотичної до кривої у точці М0, b := [7^(0), г*"(0)] на

прямний вектор бінормалі цієї кривої в точці М0. Знайдемо 

координати цього вектора:

Ύ  = 1 1

1/2 -1

1 1

-1 о

1 1

0 1/2

З 1 

2 ’ 1 ’ 2

Вектор 7^ := г*'(0)] напрямний вектор головної нор
малі кривої 7 у точці Mq:

// =/
1 1 / 2  
1 1

1/2 —3/2 

1 1

-3/2 1 

1 1 2 ;2; 2

Маючи вказані вектори, складемо рівняння елементів три

гранника Френе кривої 7 у точці М0.

Рівняння дотичної:

х — 0 у — 0 2 - 0
<=> х  —  у  Ζ.

1 1 

Рівняння нормальної площини:

X + у + 2 = 0

(вектор -р'(О) є нормальним вектором цієї площини). 

Рівняння бінормалі:

X у

Ύ /2 ~ І



Рівняння стичної площини:

З 1
— х + у Η— ζ — 0 — Зх + 2у + ζ — 0

2 2

(вектор i f  є нормальним вектором стичної площини). 

Рівняння головної нормалі:

X  у  Z

1/2 2 -5/2'

Рівняння спрямної площини:

1 5
-х + 2у — —ζ ==<=> х + Ay — 5z — 0
Δι Δι

(вектор є нормальним вектором спрямної площини).

18. З ’ясувати, до якого класу регулярності нале

жить лінія 7 , що задається параметричними рівнян

нями

/,N /  Є1/', t < 0, 4 ( + \ /  Є”1/£, f' >
= j  о, і > 0; У = *· “ { о .  і < 0.

Знайти кривину та скрут 7 .

Р озв ’язання. Доведемо, що 7  належить до класу С4°°\ 
Для цього, очевидно, досить показати, що функції x ( t ) ,  y ( t )  

нескінченно диференційовні в точці t  — 0. Дослідимо на 

нескінченну диференційовність в точці t  = 0 функцію z ( t ) .

Перевіримо, що z(m)(0) = 0 для т  Є Z+. Для цього, як 

відомо з курсу математичного аналізу, досить показати, що 

односторонні похідні ẑ m\0) та 2+^(0) існують і дорівнюють 

нулю. Користуючись методом математичної індукції припу

стимо, що для деякого m Є N ζ^ (0 )  — 0 ПРИ вс х̂ к — 0, 1,
..., т  — 1. Врахуємо також, що для гп =  1

z ( A t )  ρ - ι / Δ ί

z\ (0) =  lira —-—  = lim —-—  = 0,
Δ ί—>04 0 A t  A t-у0+0 A t

z' (0) = lim = 0,
7 Δί—>0-0 At

тобто z'_(0) =  z+(0) = г'(0) = 0. Отже, для т  — 1 твер

дження є правильним. Тоді

,- ) (0) =  lim ^ - Ι1( * )  - « !- · · ,<0) =  ,im ,
Δί—>0—0 At At ->0-0 At

бо, очевидно, z^ (A t) =  0 для всіх s Є N і всіх At < 0.

Для відшукання границі

4т)(0)= lira ‘>(Δ/)
Δί—>0+0 At

передусім зауважимо, що при /, > 0 функція z ^ (t)  має 

ВИГЛЯД f\ ;(/) · t 2se“1/i, s Є N, де Ps_ v деякий поліном, 

степінь якого не перевищує s — 1 (цей факт легко отримати 

за допомогою методу математичної індукції).
Нехай т  > 2. Тоді

{Ш),т  Рт -2ІAt)e '/ “  « 2,™ - |> Р „.  2( і )
2 , (0) = lim —, . . —г:— - lim ------- —,
+ Δ<->0+0 (A i)2(m_1) ft —>+ос еа

1
де а  — — , звідки за допомогою правила Лопіталя зна

ходимо, що 2+^(0) =  0, т  > 2. Цим доведено, що z(t) є 
нескінченно диференційовною на R функцією. Нескінченна 

диференційовність функції x(t) встановлюється аналогічно. 

Отже, 7 Є СІ00’.

Знайдемо кривину кривої 7 у всіх точках, які відповіда

ють параметру t, < ϋ (якщо вона існує). У цьому випадку 

векторне рівняння 7 є таким:

г>(£) -  { е ^ ;£ ;0}.



Тоді

r>'(£) =  { - r V ^ ;  1; ()}, T>"(t) =  {t ~\l + 2t)el/t; 0; ()},

|_,,(t )| =  V t - + ^ ‘ , [T>,(()| =  {|);0; _ J- 4 (1 + 2 i) t ,V«)i

ir-̂ / —>„ii |1 + 2/|е1/£
\[r ,Ύ  ]| = --- -4--- ,

ΙΠ^(*).^"(ί)]Ι t2\l + 2t\e^

} ~ 1̂ 'W I3 (/’ - r ’ n :i2 ‘

З останньої формули випливає, що к( — |) = 0.

Знайдемо кривину кривої 7 у точці, яка відповідає па

раметру £ = 0. Оскільки, як було встановлено раніше, 
ж(т)(0) =  2(т)(0) =  0, Vrn Є N, ТО ’

У '(о) =  {.х'(0); ;v'(0); -40)} =  {0:1; 0},

г>"(0) =  {х"(0);у"(0);г"(0)} - {0;0;0},|Tf>'(0)| = 1, 

[7>'(0), г>"(0)] =  {0;0;0},|[У'(0) ,У " (0)]| =  0,* (0) =  0. 

Якщо £ > 0, то парамегризація 7 має вигляд

=  {0; £; е~лІ1}.

Аналогічно до попереднього знаходимо, що

= {0; 1; Г 2е~1/І}, r>"(£) =  {0; 0; Г 4(1 - 2t)e~ l/t},

l^ 'W I =  = {t 4( l - 2t)erl^-0-0},

u m ^ w n  =  ί?— * w  -  >  о.

Зазначимо також, що /с(|) = 0.

Отже, у точках кривої, які відповідають значенням па

раметра t: - ~, 0, кривина 7 рівна нулю, тобто у вказаних 

точках кривої скрут не існує. Знайдемо скрут кривої 7 у 

всіх точках, за винятком вказаних.

£ < 0 : -Ϋ"'(ί) = { Г 6( 1 - 2/. - б£2)е1/г; 0; 0},

£ > 0 : Ψ "{ί) = {0; 0; £ 6(6£2 - 6£ + ])e]/t}.

Тоді для t > 0

(У'(£),7>"(£),Т>"'(0)

0 1

о о 

о о /-6

£-2e-l/t

/, 4(1 - 2£)е ]/ί 

(б/.2 — 6/, f 1)е

0.

Аналогічно, (7*'(£), ~r>"'[t)) — 0 для t. < 0. Звідси вип

ливає, що x(t) =  0 для всіх /. Є М \ {--; 0; 5}.

З ’ясуємо, який вигляд має дана крива. Передусім зазна

чимо, що для І, < 0 вектори г*(£) = {.т(£); у(£); г(£)} пара

лельні площині XOY: ( />(/). rt) = 0, де rt = {0; 0; 1} нор

мальний вектор площини X O Y  (z — 0); при t > 0 вектори 

Ϋ{ί) паралельні площині Υ Ο Ζ , рівняння якої має вигляд 

х =  0. Крім того, якщо £ < 0, то Т>(/;) — {е1̂ ; £; 0} і части

ну кривої 7 , яка відповідає зміні параметру /, на проміжку 

(—оо ,0] можна задати явно, поклавши t — у: z — е1/у, у < 0.

Аналогічно, якщо £ > 0, 

то частина кривої 7, яка 

описується вектор-функцією 

~т*(£) =  {0; c. L//i}, задається 

формулою z — е~г/у, у > 0.

Отже, дана крива складаєть

ся з двох елементарних кри

вих,

які "склеюються" в точці (0; 0; 0) гладким чином; кожна 

така елементарна крива є плоскою у відповідній площині



X O Y  і Υ Ο Ζ  (див. Мал. 2.31), але вся крива 7 не є плоскою 

лінією. Цей приклад ілюструє той факт, що крива, у якої 

скрут не визначений хоча б у одній точці, може не лежати 

в одній площині.

19. Перевірити, що радіус стичного кола дорів

нює радіусу кривини кривої.
Р озв ’язання. Нехай =  ~jt{s) — {x(s);y(s)} - нату

ральна парамегризація кривої 7 , 1* =  {.т; у} раді ус-вектор 

довільної точки стичного кола, = {сі; с2) - радіус-вектор 

його центра, R - його радіус. Тоді рівняння стичного кола 

має вигляд:

(•7* - ·^ ," ^ - ·^ )  =  R2 &  φ{χ,ν) ξ  {x-cxf+ (y-c2f - R 2 =  0.

На підставі теореми 2.9

#4>{ф ),у (а)) =  ^  ^  _  2(7?(s) _  ^ (s)) =  0

dsz

Ця умова дозволяє визначити радіус стичного кола. Справ

ді, оскільки параметризація кривої натуральна, то \р\ — 1,

і за першою формулою Френе 7  ̂— ки . Отже,

1 + (-f(s) - -t, k it) =  0, 1 - k\7t(s) - Ί>| · \Ί?\ =  0. (2.28)

Оскільки

y>(i(s),y(s)) = О Ф ) - Cl)2 + (y{s) - Сі)2 - R2 =

=  (- f ( s ) - l> , l t ( s ) - l> ) - R 2 =  0, 

то ІУ  (б·) - i t  І =  R. Тоді, врахувавши (2.28) знайдемо, що

1 — kR = 0, R — —, 
к

що й потрібно було показати.

2 0 . Стичною сф ерою  кривої називається сф ера , 

яка має з кривою  дотик третього порядку. Знайти 

центр і рад іус стичної сфери кривої ~Ϋ = l^(s).

Р озв ’язання. Я к щ о  i t  р ад іу с- в ек т ор  ц ен т ра  с ф е р и , 

то р ів н я н н я  с ф е р и  р а д іу с а  R м ає  вигляд  ( У  -  i t ,  7* -  ~ct) = 

ІІ2. Я к щ о  з ам іст ь  ~Ϋ б р ат и  ~t*(s) (s - зн ач ен н я  п а р а м е т р а , 

яке в ід п ов ід ає  т очц і д от и к у  с ф е р и  т а  к р и в о ї) ,  то п о сл ід ов н о  

д и ф е р е н ц ію ю ч и  т от ож н іст ь

(7> (я ) - i t ,  г ф )  - it )  =  ї ї2 

от р и м а єм о  сп ів в ід н ош ен н я :

( r>(s) -  i t ,  ?(s)) =  0,

( т ф ) ,  />;.s)) - ( , > ( , )  it , ;> ;,·)) ο,

3(r>(.s), f> (s )) + (·/>(.,) ,>(,))■ 0.

Д ал і, п а м ’я т аю ч и , щ о

T »(s) =  T » (s ) ,f> (s )  =  к(з)„(з), 9(3) =  (к{ф (з)У  =

=  к(з) 9 (з) - кг(з )9 (з )  4 к(з)%(з) t  (s)

і п окл авш и

!*(s) -  i t  — ot*(s) f b it (a) + c~$(s),

м атим ем о:

«2 -f b2 + c2 = R 2, 

a =  0 ,

1 + bk( s) — 0, 

bk(s) +  ck(s)x(&j =  0.



Отже,

-t =  ^ ( 5) + r f r ^ ( s )  - Т з ^ у т г І И -  
fc(s) /c (s)x(s)

радіус-вектор центра стичної сфери,

я , =  , 1 v , ( о д
/c(s)y \^2(,s)x(s) 

радіус стичної сфери.

21. К рива називається сферичною , якщ о всі точ

ки кривої належать деякій сф ер і. Довести твер

дження: для того, щоб крива була сферичною , необ

хідно і досить, щоб функції x(s) і R{s), де \ (s) - скрут 

кривої, a R{s) — радіус кривини кривої, задовольня

ли диференціальне рівняння

d f  I dR(s)\
1 1 + R{s)X(s) =  0.

ds \x(s) ds

Р озв ’язання. Оскільки R(s) — -7—. то радіус-вектор
k{s)

ї ї  центра стичної сфери кривої г — r  (s) (див. приклад 

20) набуває вигляду

Знайдемо похідну по змінній s (урахувавши формули 

Френе):

=  ~t(s) + dRy ~  Ί) (s) + R(s)x(s)~$ (s) - R(s)k{s)t>(s) + 
ds ds

(.)
X(s)

d:
= ( K M x M  + ds

Якщо крива сферична, то у кожній її точці стична сфера

о д н а  і та ж . Тому для сферичної кривої ї ї  = const1*, =
(is

0 . Отже, функції R — R(s) і \ = x(s) сферичної кривої 

задовольняють рівняння

d f  I dR(s)

ds \x{s) ds
+ fl(s)x(s) = 0.

Навпаки, якщо для деякої кривої скрут χ(β) і радіус

л/ N · d- її
кривини R\s) задовольняють це рівняння, то --  = 0 і

. --- ^
а =  const. Це означає, що центр стичної сфери у кожній 

точці кривої один і той же. Покажемо, що і радіус b = b(s) 
стичної сфери сталий:

d 2s 2R ( п d ( I  dR

d f ld R \
60 Rx + — — —  I 0. Отже, b = const

ds \ x ds J

2 2 . Довести, що якщ о бірегулярна лінія Ί* = 

така, що ї ї  дотична утворює сталий кут з певним 

напрямом, то відношення кривини до скруту цієї 

лінії є сталою величиною. Навпаки, якщ о відношен

ня кривини до скруту для деякої кривої є сталою ве

личиною, то дотичні до неї утворюють сталий кут з 

певним напрямом. Знайти цей напрям.



Р озв ’язання. Нехай i t  = const - вектор, який задає 

сталий напрям, тобто

it , \ = (it, ~Ф) = c — const, Vs. 
as J

Тоді ( i t ,  =  0, або k ( ~ t , l t )  =  0. Для бірегулярних

d l t
ліній k  φ  0 і тому ( i t ,  i t )  =  0, “  0.

За другою формулою Френе

(it, x$ ~ k ,-t) = 0 =» x ( lt ,~ t ) -k ( l t , τ*) = 0 => x (-ct, /f) = Ac.

V £
Якщо χ ^  0, то ( l t , p )  = -c. Диференціюючи останню

X
рівність по s одержимо:

с-
d f  к\ ( у  <Г$

ds \х)  \ ’ ds

Отже, — =  const. Якщо ж χ =  0, то лінія плоска і її дотичні 
X . .

ортогональні нормалі тієї площини, якій ця лінія належить.

Навпаки, нехай - = с — const. Покладемо i t  — ·Φ+^β.
X х

Тоді

cos('a>, У ) =  — ■ = const.

f +Ш'
Крім того,

d l t  v , v к
+ = k lt  + - (- χ ϊϊ)  =  i f

ds χ χ

Отже, i t  =  const.

23. Знайти кривину та скрут кривої

-  (™ > 

у точці М0( 1 ; 1 ; 1 ).

Р о зв ’язання. Запишемо рівняння кривої у вигляді

Ф (x,y,z) =  0,

G(x, у, ζ ) = 0,

де Ф(ж, у, ζ) — χ1 + у2 + ζ2 - 3, G(x, у, ζ) = х2 + у2 - 2. Згідно

з теоремою 2.6 знайдемо ранг матриці

Φ, Ф„ Ф

Gx Gy G z

у точці Mq. Маємо, що ФХ(М0) = 2, ФУ(М0) - 2, ΦZ(M0) = 2, 

GX(M0) =  2, Gy(Μо) - 2, GZ(M0) =  0. Отже,

Фх Фу фг \ ( 2 2 2

Gx Gy Gz ) “ 1 2  2 0

Очевидно, що ранг цієї матриці дорівнює 2, причому мінор
2 2
2 q ф 0. Отже, в околі точки М0 відповідна система

рівнянь розв’язується відносно у і г; покладемо х = і, тоді 

у =  y(t), z =  z(t). Векторне рівняння, яким визначається 

крива в околі точки М0 має вигляд ~Φ(ί) =  {£; x(t); y(t)}. 

Продиференціюємо рівняння системи (2.29) по £:

2і + 2у ■ у[ + 2z ■ ζ\ — 0,

2і + 2у ■ у[ =  0.

У точці М0 остання система набуває вигляду

l + y't(l) + z't( l ) = 0 ,
l + y't( l ) = 0 .

(2.30)



(2.31)

Звідси знаходимо, що у[( 1) = -1. z[( 1) = 0. Отже,

г>'(1) = {1; - 1; 0}.

Далі продиференціюємо (2.30) по t:

ί 1 + (■у'іY + У ■ y"i + (z't)2 + 4  = °>
І i + (y't)2 + у · y"> =  °-

У точці Mo маємо співвідношення:

/  2 + у" (1) + 4 (1) =  0,

\ 2 + < 2(l) =  0,

звідки випливає, що у"2(1) =  —2; z"z( 1) = 0. Отже,

У " (1) = {0; —2; 0}.

Знайдемо кривину кривої 7 в точці Мп:

|7>'(1)| =  %/2, [У '(1), 7>"(1)] =

= { 0 ; 0 ; - 2 } , | [ У ' ( 1 ) ; У"(1)]| = 2,

, (Μ λ _  |[^41),Τ»"(1)]Ι _

К ( 1)|3 (\/2)3 n/2

Для того, щоб знайти скрут кривої в точці М0, обчисли

мо ще 'r^w(l). Продиференціювавши (2.31) по t знайдемо, 

що

2y't ■ Уі2 + у[ ■ #  +  У ■ у"Ї +  2z't ■ 4  +  4  = о,
2 у[ ■ У"г + у[ · у'І2 + У ■ У "з = 0.

! h-* O 0 1 1 - 1
- 2  0 0 0 Ί 0 ! to

У точці М0 маємо:

б  +  г /"з '(і) +  < з ' ( і )  =  о,

б + у ; " ( і )  =  о.

Тоді у'з(1) = - 6, г'з (1) = 0, тобто

У '" (1) =  {0;- 6;0},

(У '(1), У " (1), г>"'(1))

1 -1 0

0 -  2 0

0 -6 0

Отже, χ(Μο) =  0.

Зауважимо, що лінія 7 складається з двох кіл, які одер

жуються при перетині сфери х2 + у2 + х2 =  3 циліндричною 

поверхнею x2 + у2 = 2. Рівняння цих кіл є такими:

х2 4- у2 + z2 З,

1,

х у2 + z2 ~ З, 

2 =  І.

24. Для кривої 7  Є С (3> існує така лінія 7 %  що 

головні нормалі 7  є бінормалями 7* у відповідних 

точках. Довести, що кривина і скрут лінії 7  задо

вольняють співвідношення к — X(Ατ + χ2), де Л = const.

Р озв ’язання. Нехай Ί* = 7^(s) рівняння лінії 7 .  Тоді 

рівняння 7* можна записати у вигляді

'jt(s) =  r^.v) + l?(s) -- T (s ) ,

де Λ = A(.s). Звідси

~ft = + A 7^ + \ΊΪ = + ΧΊΪ + Х(-кΫ  + x fi).

Оскільки ~ft J_ — 1 to (~ft, 1?) =  0. Тоді 

0 =  { f ,  ΊΪ) =  (Ψ , ^ )+ A (^ , Τ>)+Αχ(^, Ί?)-ΑΛ( 7 », T>) =  A. 

Отже, A = const, тобто

-ft = ψ  - Xk-Ϋ + X x j!.



- f  =  -т> -  Х к і*  — Хк~Ф +  \χ ~ $  +  Α χ  '$  =

=  — Xkl* + (к — А к2 — λχ2)!? + Χχ~$ ■

Оскільки ~f _L $  — ΊΪ, то з останнього співвідношення 

випливає, що

(к - А/с2 - Αχ2) ( ^ ,  Ύ)) =  (7^, 1/)  = 0,

тобто к — Хк2 — Αχ2 — 0, або к — Х(к2 + χ2), що й потрібно 

було довести.

25. Написати параметричні рівняння лінії 7 , за

даної натуральними рівняннями к = k(s), χ =  0 .

Р озв ’язання. Оскільки χ = 0, то лінія плоска. Нехай 

x = x(s), у =  y(s) - шукана параметризація, а  = ct(s) -- кут, 

утворений дотичною до кривої 7 в точці М з віссю Ох (див. 

Мал. 2.32). Тоді

dx dy
—  = cos α, —  = sin a. 
ds ds

ZXL
o

Λ.

.IV

/7 
/Ί 

j

J .v

Мал. 2.32. 

190

Справді, нехай точці М  відповідає параметр s, Μχ - s + 
As. Тоді

πρ 0χΜ Μ λ =  ΜΜχ · cos β. πρ 0yMMx = ΜΜχ · sin/i,

η Αχ Ay
звідки cos p = sinp

ΜΜχ ’ MM] '

Оскільки MM\ - |Δδ|, то ці рівності можна переписати
так:

Ах ММ, . ^ Ду ММ;

U)S I As \ Μ  Μ , ’ МП' \As' Л/Л/і ' (2"52)

Із формули для обчислення довжини дуги кривої випливає,

що ds'·2 =  dx2 + dy2 або + ( S )  ~ L ТодІ ММ| =

\/Ах2 + Ду2,

ΜΜχ ΙΔ ·νΙ V Vds J  W·

,. ,. ΜΜχ
Отже, lim ——■—. - 1. Якщо надати .s додатного приросту 

Лч >0 Л/Л/,
As, то звідси, з урахуванням співвідношень (2.32) маємо, 
що

dx dy
, cos a, —  = sin a, 

r/.s rfs

тобто

* s

x(s) — j  cos a(s)ds + xq, y(s) = J  sin a(s)ds + y0.

■40 So

Крім того, k(s) = a'(s). Справді (див. Man. 2.33), нехай 

Αθ - кут між дотичними до кривої 7 у точках М  та Μχ



відповідно. Тоді з Δ  AM  В  випливає, що

ΑΘ — п — q (s ) -  (π  — a(s + As)) — a(s + As) — a(s).

M

/1 
/ 7

o

/

/  
j

/a (s ) L it(stA s)
-------·*.

Ά  j в x

Мал. 2.33.

За означенням,

if \ і- ΔΘ a(s + As) — ot(s) ,, .
k(s) = lim —— = lim —-v----—----------- —  = a (s). (2.38)

Дб->0 As δ,ηο As v ’ ’

Тоді a(s) =  / k(s)ds + o0. Отже, маємо такі параметричні

so
рівняння лінії 7 :

x(s) =  J  cos І у k(s)ds + α 0 І ds -t- xq ,

«о Wo /

y(s) — J  sin I J  k(s)ds + Q'o j ds + y0.

SO \50 /

Якщо, наприклад, k = const, то

У = COs(k(s - Sq) + Q'o) + уо,

або (х — хо)2 + (у — уо)2 + т^· Отже, плоскою лінією, кривина
гС

якої стала (не дорівнює нулю), є коло або його дуга.

Зауваження 2.9. Формула (2.33), взагалі кажучи, є 

правильною з точністю до знаку, оскільки, як відомо, 

k(s) > 0, Vs, a ot'(s) може набувати і від’ємні значення. От

же, в (2.33) слід писати k(s) =  |«'(s)|. Якщо вважати, що 

Q'(s) є неспадною функцією аргументу s, тобто a'(s) >  0, то 

матимемо (2.33).

26. Показати, що лінія, яка задається парамет

ричними рівняннями x(t) =  1 + 3ί + 2ί2, y(t) = 2- 2t+5t2, 

z(t) =  1 — t2 є плоскою. Знайти рівняння площини, 

якій вона належить.

Р озв ’язання. Знаходимо похідні вектор-функції

У ( і)  = {1 + 31 + 212: 2 - 21: + 5ί2; 1 - 212} 

у довільній точці t:

т>,(0 = {3 + 4ί;-2 + 10ί;-2ί};

• =  {4; ДО; -2};

= {(); 0; ϋ},

при цьому

-2 + 10ί 

10

21

~r>'(t),Y>"(t)} =

-21 3 + At 

-2 4

З + 4/. 

4
-2 +  1 0 * 

10

= {4; 6; 38}.

Отже, |["̂ ;(ί), l* "(t)]I φ 0 , V*. Урахувавши цей факт маємо, 
що

(г>'(*), У "(*),У"'(*))
x(t)

|[ -?'{ί),Ψ
0,V*.



Це і означає, що лінія плоска. Площина, якій належить 

плоска лінія - стична площина. Якщо (x(t)\y{t);z(t)) до

вільно фіксована точка кривої, а (х: у; ζ) - рухома точка 

стичної площини, то рівняння цієї площини має вигляд:

х — x(t) 

x'(t) 

x"(t)

у - y(t) 

y'(t) 

y"(t)

z — z(t) 
z'(t)

z"(t)

X 1 - 31 - 

3 + 41 

4

2t2 у - 2 + 2t - 5t2 

- 2  +  Ш  
10

z - l  + t2 

- 21 

-2

= 0,

або 2x + 3у + 19z - 27 = 0.

Завдання для самостійної роботи

1. Показати, що якщо lim = i t , то liin | T*'(t)| =
t ->ίο t—>to

И -
2. Чи є правильним співвідношення | ^(ί)| = 1 ^ (0 Γ·ί>

3 . Нехай ~Ϋ = ~r>{t) і t = f(r ) - диференційовні функції.
сl i t  (ІҐ dt

Д01*""™’ щ0 ! h = ~dT'Tr·
4. Показати, що теорема Ролля не має місця для век

торних функцій.
5. Знайти похідну функції ([Т*7, У 7'], [7й, “τ*''])1/2.

6 . На відрізку [t];t2\ вектор-функція У(£) неперервна

разом зі своєю похідною 1*'{t), || Т*7, причому Ί*' ф 0 ,

'Ϋ Ф i t .  Довести, що лінія 7* = l*(t) є прямою.

7. Знайти годограф вектор-функції:

а )  r | ( £ )  =  i t  +  t t  +  і 2 ^ ,

б) rt(t) — i t  + cos t t  + sini"r^,

в) rf (t) =  ~ct + ch t t  + sh t i t ,

де i t ,  b , i t  - сталі вектори. Розглянути випадки b

8 . Довести, що для того, щоб вектор 7*(u, v) для всіх 

точок деякої області зміни параметрів и та v був орто-
ді^ . дг

гональним векторам —— і ——, необхідно і досить, щоб
ои OV

=  const.

9. Знайти годографи вектор-функцій:

rt(u, V) = ~ct + u t  f  u21> I v t ,

rt (U, V) =  ~ct + COS U COS V Ї) + cos u sin v! > + sin u t ,

якщо i t ,  b , i t ,  t .векторні сталі і ( t , i t ,  t )  φ 0.

10. Написати параметричні рівняння кривої

у2 = 2 рх, х + у ζ — 0.

11. Знайти радіус сфери з центром у точці С  (0; 0), на
якій лежить крива

t t2 t3 

х і +12 +14 ’ у “ і + ί2 + ί4 ’ г “ I +1'2 + ί4 ‘

12. Нехай 7 - замкнена крива класу Довести, що 

для довільного вектора i t  знайдеться точка М  Є 7 , у якій 
дотична до 7 ортогональна до i t .

13. Від кожної точки лінії

~Ϋ{ί) =  {a(t - sin t)]a(l - cos/);4asin -}

иа голошшх нормалях відкладаються відрізки довжиною 

ay /l^ f7 in 2̂ .  Скласти рівняння геометричного місця кінців 

цих відрізків.

14. Довести, що крива

~r*(t) = {et/V2 cos sint; е1̂ 2}



лежить на конусі ж2 + у2 =  z2. Під яким кутом вона пере

тинає його прямолінійні твірні?

15. Скласти рівняння дотичних до ліній:
1) ·γ =  {е*; t2} при і =  1;

2) =  {2 cos ί; 2 sin ί; 4і} при і = 0;

3) ^  — {*;ί2;*3} при ί =  1;
4) r* =  {achi; ash і; ht} у довільній точці;

Г ί4 ί3 t2 Ί
5) =  < y ; —; — > у довільній точці, де І ф 0.

16. Знайти дотичну до лінії х — З і—ί3, у — 312, z =  3t+t2,

перпендикулярну до вектора i t  =  {3; 1; 1}.

17. Скласти рівняння дотичної до лінії =  {і2;і;е*}, 

яка паралельна площині х — 2у — 5 = 0.

18. Довести, що дотичні до гвинтової лінії х =  a cost, 

у =  asini, z =  hi нахилені до площини X O Y  під одним і 

тим же кутом.

19. Довести, що якщо дотичні до кривої паралельні де

якій площині, то крива плоска.

20. Знайти довжину дуги гвинтової лінії ~Ϋ = 

{3a cos ί; За sini; 4аі} від точки її перетину з площиною 

Χ Ο Υ  до довільної точки М(і).

21. Довести, що замкнена лінія Ί* =  {cos3 і; sin3 і; cos 2і} 

має довжину s =  10.

22. Знайти довжину гіперболічної гвинтової лінії Ί* = 

{a ch t; a sh ί; at} між точками, де і =  0 і t = to.

23. Знайти зображення для довжини дуги плоскої кри

вої, заданої рівнянням у полярних координатах р =  ρ(ψ).

24. Знайти довжину дуги астроїди x =  a cos3 і, у — 
a sin3 t.

25. Ц иссоїдою  Д іоклеса називається крива з парамет

ричними рівняннями х =  ̂ .̂2, у = —— Довести, що

циссоїда є геометричним місцем точок, симетричних вер

шині параболи відносно її дотичних.

at at
26. Знайти дотичну до кривої х = --- -, у — --- -

1 + Iі 1 + іґ
(лист Декарта), паралельну прямій х + у — 0.

27. Сторони прямого кута дотикаються астроїди

3 і 1 31 3 t R . Зі
x = — R  cos - + —R. cos — , у = -R  sm - — - sin — .

4 4 4 4 1 4 4 4 4

Знайти геометричне місце вершин цих прямих кутів.

28. Показати, що лемніската Бернуллі

(ж·2 + у2)2 — 2а2 (ж2 - у2) =  0

є геометричним місцем точок, симетричних центру рівно- 

сторонньої гіперболи відносно її дотичних.

29. Показати, що довжина відрізка логарифмічної 

спіралі r =  c. ■ а р від полюса до довільної точки дорівнює 

довжині полярної дотичної до спіралі в цій точці.

30. Сферичною  індикатрисою кривої r* = на-
-t'U)

зивається годограф вектор-функції r  (і) — —>77~г; ■ Знайти
\Ύ (ί)|

сферичну індикатрису гвинтової лінії x = a cos і, у = asini, 

г = bt.

31. Знайти рівняння елементів тригранника Френе на

ступних кривих:
1) ψ  =  {і; І3; і3 + 4} при і = 1;

7Г
2) У  = {sin і; cos і; tg і} при і = —;

3) j Ух2 І  ~2 ~ |Q У точці М0(1; 3; 4);

Г ж2 + у2 + г2 = 1, , ,
4) j  д.2 + у2 = :г У точці Мо(0; 0; 1).

32. Знайти одиничні вектори дотичної, бінормалі та го

ловної нормалі кривих:

1) — {і; і2; і3} у довільній точці;

2)1^ =  {a(i — sin і); а(1 —cos і); 4а cos |} у довільній точці;



* ) { Х# Х У = \  3 ’ У ТОЧЦІ M o ( l ; l ; l ) ;

4) { хх 2 + уу2 ί  5 _  9’ у точці м о (!;2;2)·

33. Скласти параметричні рівняння дотичної до лінії

X2 + у2 =  Ζ2,

X =  у

у точці М0(хо; Уо;г0).

34. Скласти рівняння головної нормалі та бінормалі 
t 4 t 3 t 2 

4 ’ З"’ 2

35. Скласти рівняння нормальної площини лінії

лінії у· =  У Д ОВІЛ ЬН ІЙ  ТОЧЦ І.

X2 + у2 — 22 = 1,

.х2 — у2 — г2 =  1

у точці Mo(xo;y0;zo).
36. Довести, що всі нормальні площини кривої

=  {a sin2 t; a sin t cos ί; a cos t}

проходять через початок координат.

37. Довести, що нормальні площини кривої

x =  a cos t, у =  a sin a  sin t, z — a cos a sin ί

ί χ = ο,
проходять через пряму < z + y t =  0.

38. Скласти рівняння головних нормалей кривих:

1) 7* =  { і; і2;е‘} при t =  0;

2) j XxyVJz2 У точці М0(1;1;1);

3) ψ  =  {tcosi; - is in ija i}  у початку координат.

39. Знайти стичну площину кривої ~Ψ =

проходить через точку М0(0;0;0).

40. Скласти рівняння нормальної площини кривої ~Ϋ = 
{t; t2; t3} у точці M0(0; 3; 0).

41. Знайти головну нормаль кривої х =  a cost, у =  

asini, z =  t, перпендикулярну до вектора i t  =  {1; —1; 3}.

42. Показати, що у точці розпрямлення дв#іі неперерв

но диференційовної плоскої кривої дотична має з кривою 
дотик другого порядку.

43. Знайти параболу вигляду у = a 0+ a ] X + . . ,+anxn, яка

з кривою у =  /(х) у точці (0; /(0)) має дотик п-го порядку.

44. Знайти порядок дотику кривих у =  sin х та у = х +
2χ3 у точці 0(0; 0).

45. У сім’ї кривих sin Сіх + с2х2 + с3х3 — cos с4у — с5у2 — 

С6у3 =  0 знайти ті криві, які у точці 0(0; 0) мають з кривою 

х =  t, у — t2 найвищий порядок дотику.

46. Довести, що коло (х - З)2 + (у - З)2 =  8 і парабола 

V^ + Vy =  2 мають у точці М ( 1; 1) дотик третього порядку.
47. Коло, задане рівнянням х2 + у2 = 5, є стичним у точ

ці Л(1;2) для параболи, вісь якої паралельна вісі ординат. 

Знайти рівняння цієї параболи.

48. З ’ясувати характер особливих точок і написати рів

няння дотичних у них для кривих:

1) у2 =  Ьхя + ах2;

2) х3 + у3 = ху;

3) (х2 + у2)2 - 2а2(х2 - у2).

49. За яких співвідношень між а та b крива у2 = ж3 + 

ах + b має подвійну особливу точку?

50. З ’ясувати характер особливих точок кривих:

1) х3 + х2у -І- у3 + у2х — х2 — у2 = 0;

2) (х2 + у2 + а2)2 - 4а2х2 - а4 = 0, а > 0;

3) у2 — х3 — 0;

4) у2 — ух4 — ух2 + х6 =  0;

t2 t3 

<! 2s ¥  ЯКа



5) ж4 + 2у2 - x2 - у4 = 0;

6) у3 = 6ж2 — ж3;

7) у2 — ж (ж - І)2;

8) (у - х )2 =  ж5;
. 9 9 2 4“ Ж

9)9 = І
10) 9у2 =  4ж3 — ж4;

11) у2 =  ж2 - ж4;

12) у2 =  (1 - ж2)3;
13) у2('2а — ж) =  ж3, а > 0.

51. Знайти особливі точки кривої:

1) ж =  t2, у =  ί3;
2) ж =  α(ί - sin ί), у =  α(1 - cos i);
3) ж = 2α cos ί — a cos 2ί, у = 2α sin t — a sin 2t:

4) ж = - A - , у = a tg3 ί;
COS·3 I

5) ж =  ί + е~{, у =  2t + є"21.
52. Довести, що крива, задана рівнянням |ж|2/3 + |у|2/3 = 

а2/3 є аналітичною кривою. Знайти її особливі точки. Вста

новити тип особливих точок.
X у

53. Ліва вершина еліпса —- + ~  = 1 збігається з правою
а1 Ьг

2 2 x
вершиною гіперболи —т — 77г + 4— 4- 3 =  0. Знайти порядок

аг о1 а
дотику кривих.

54. Знайти рівняння параболи вигляду у = ж2 + ах 4 6, 

яка дотикається кола ж2 4- у2 = 1 у точці (1; 1).
А 1 З

55. Довести, що криві у =  sin ж та у =  ж -- -ж + ж мають 

у початку координат дотик третього порядку.

56. Знайти лінію, на якій розміщуються центри рівно- 

сторонніх гіпербол, що мають з лінією у = /(ж) у даній 

точці дотик другого порядку.
57. Знайти стичне коло гіперболи ж2 — у2 =  2, яке має 

найменший радіус.
58. Знайти порядок дотику наступних пар кривих:

1) ж = t, у =  t2 та ж2 = 4у — 2у2 у точці 0(0; 0);

2) ж = sin t, у =  t2 та ж2 = 2у + у2 у точці 0(0; 0);

3) у =  ж2 + 4ж3 та у = Зж2 — 2ж4 у точці 0(0; 0);

4) У =  ж3 + 2ж5 та у =  2ж3 - ж4 у точці 0(0; 0);
5) у =  sin ж та у =  ж 4- 2ж3 у точці 0(0; 0);

6) у =  cos ж — 1 та у — ж2 у точці 0(0; 0).

59. Скласти натуральні рівняння ліній:

1) у =  a ch -;
а

2) р — а (і 4- cos φ)\

3)7* =  {а(* - sin /); α(1 - cos і)};

4) ж =  а In ctg - - cos t, у =  a sin

60. Знайти обвідну сім’ї нормалей параболи у2 = 4ж.

61. Знайти дискримінанту криву сім’ї півкубічних пара
бол:

1) Е{х, у, с) =  (ж 4- г)2 - (у + с)3 = 0 ;

2) F (ж, у, с) ξξ (ж + с)2 - у3 =  0.

62. Знайти дискримінанту криву сім’ї ліній·
1) (ж - г)3 =  (у + С2)2;

2) (ж 4- с2)3 = (у — с)2;

3) У  - с = (ж - с2)3;
4) (у - а)2 - 2(ж - а2) = 0;

5) аж 4- у 4- b = 0, а2 - 6 = 1 ;
6) а2 ж + б2 у = 1, аб = 1;

7) (а - 1 )ж2 + (6 - 1)у2 = -1, а 4- 6 = 0.

63. Знайти обвідну сім’ї нормалей:

1) еліпса ж =  a cost, у =  6 sin ί;

2) гіперболи ж = ach у = 6 sh /,;

3) параболи ж = ί2, у = 2р/;

4) циклоїди ж = a(l - sin і), у = а (1 - cos t).

64. Довести, що якщо крива 'у на площині перетинає всі

криві сім і φ(χ, у) =  с, де + (^5у } ^  ПРЯМИМ



δφ δψ _
кутом, то вона задовольняє рівняння у ~

65. Знайти обвідну сім’ї кривих:

1) х2 + {у ~~ а)2 =  г2, а - параметр;

2) х + ау + 1 =  0;

3) - + У- =  1, ab =  с =  const;

4) (ж - а)2 + (у - а2)2 =  1.
66. Які криві визначаються натуральними рівняннями:

1) е д  =  і ; 2 )

67. Знайти еволюти та радіуси кривини ліній:

9 2
ч Xі у  л

2> ^ - 6 ї  =  1;
3) х2 - 2ру =  0;
4) ж = а(і - sini), у =  а( 1 - cos i);

5) p =  α(1 + cos v?);
, x _  3αί 3αί2

6 )»  =  ch-; 7) !  =  — ,, у =

68. Знайти особливі точки еволюти еліпса.
69. Знайти кривину та скрут у довільній точці таких 

ліній:
1) У  =  {е(;є-4;У2};

2) 1* =  {2і; Ini; і2};
3) ~ψ {e1 sin і; e1 cos і; є4};

4) У  =  {Зі - і3; Зі2; Зі + і3};

5) У  =  {cos3 і; sin3 і; cos 2і};

6) ж =  і - sin і, у =  1 - cos і, г =  4 sin

70. Знайти кривину та скрут кривої

ί ж2 + у2 - ζ2 =  1,

1 у2 — 2ж + г =  0

у точці М0( 1; 1; 1).

71. Довести, що лінія класу С ^  зі сталою кривиною є 

лінією Бертрана.

72. Знайти, при якому значенні h гвинтова лінія ж = 

a cos і, у =  asini, z =  ht має найбільший скрут.

73. Довести, що крива, яка має нульову кривину у всіх 

своїх точках є або прямою, або відкритим відрізком прямої.

74. Знайти кривину та скрут у довільній точці таких 
ліній:

1) епіциклоїди ж =  (а + am) cos mi - am cos(1 + m)i, у =  

(a + am) sin mt — am sin(1 + m)i;
X

2) ланцюгової лінії у =  ach —;
a

3) конхоїди ж2у2 = (a2 — у2) (b -f у)2;

4) лемніскати r2 = a2 cos 2</з;

5) кардіоїди ?· = a(l + cos φ);

6) спіралі Архімеда r =  αψ]

7) астроїди Ί* =  {a cos3 і; a sin3 і}.

75. Верш иною  кривої називається точка кривої, в якій 

кривина набуває екстремального значення. Знайти верши

ну кривої у =  ех.

76. Довести, що лінія

J  ж2 = 2аг,

\ у2 = 26г

є плоскою.

77. Довести, що кривина кривої у точці М  дорівнює кри

вині проекції цієї кривої на стичну площину у точці М .

78. Знайти кривину та скрут кривої Вівіані

, \ ^  „ . и
х =  — (1 + cos и), у — -- sin її, г = ±/?sin -.

2 2 2

Знайти її точки розпрямлення та точки сплощення.



79. Крива, віднесена до натурального параметра s, нале 

жить до класу С (4) і не містить точок розпрямлення. Знай

ти найкоротшу віддаль між дотичними цієї кривої у точках 

Mo(so) і M(s). Знайти найкоротшу віддаль d між головними

нормалями у точках M0(s0) і M(s), обчислити Нін ^  _ ^|·

Знайти найкоротшу віддаль р між бінормалями у точках

Mn(so) і M(s), обчислити lim ---- 77·
07 S-+SO S  —  о  І

80. Довести, що формули Френе кривої можна подати у 

вигляді

£  = ,# .* ] ,  £  = [ * .* 1 . i  =
де вектор -ύ називається вектором Дарбу. Знайти вектор

ДарбУ' . .. ^  . . .  v Ч

81. Обчислити (ΐ?, £ ? ,? ) , OS, 3 , 1 ) ,

. . . . . .
82. Довести, що якщо крива класу С володіє однієї із

чотирьох властивостей:
1) дотичні кривої утворюють сталий кут з деяким на

прямом;
2) бінормалі кривої утворюють сталий кут з деяким на

прямом;
3) головні нормалі кривої паралельні деякій площині;

4) відношення кривини до скруту є сталим, 

то вона володіє іншими трьома властивостями.
Крива, яка володіє однієї з цих властивостей, називаєть

ся лінієї відкосу.
83. Довести, що крива класу С '5' є лінією відкосу тоді і

лише тоді, коли (ρ ,ρ ,~ β )  = 0.
84. Довести, що крива класу > є лінією відкосу тоді і

лише тоді, коли

85. Довести, що крива х2 = 3у, 2ху = 9г є лінією відкосу. 

Знайти вектор, з яким дотичні до даної кривої утворюють 
сталий кут.

86. Довести, що якщо кривина та скрут кривої 7 

пов’язані лінійною залежністю ак + b\ — J, де а і b чис

ла, відмінні від нуля, то існує лінія 7*, яка має з лінією 7 
спільні головні нормалі.

87. Скласти натуральні рівняння ліній:

1) x =  о,cost, у — asini, 2 = ht.\

2) x = a chi, у —■ ashi, 2 = ai;

3) x — el, y =  e~l, z =  i\/2.

Знайти кривину та скрут вказаних ліній у довільній точці.

88. Довести, що якщо між точками двох кривих 7 і 7* 
існує взаємно-однозначна відповідність, за якої бінормалі 

кривих у відповідних точках збігаються, то криві плоскі.

89. Крива 7 класу С ^  має сталу відмінну від нуля кри

вину і х ф 0. Нехай 7* геометричне місце її центрів криви

ни. Довести, що кривина лінії 7* також с тала. Знайти скрут 

7*·
90. П одерою  просторовою  кривої по відношенню до 

деякої точки А називається множина основ перпендику

лярів, проведених з точки А на дотичні до кривої. Знайти 

подеру кривої 7* = 7*(і), 7>(t) Є C'(J), відносно початку 

координат.

91. Знайти подеру гвинтової лінії 7* = {acos і; asini; ht) 

відносно початку координат.



Розділ 3.
Теорія поверхонь в евклідовому просторі

§3.1. Елементарні поверхні. Звичайні та особливі 

точки поверхні

Множина точок площини називається елементарною 

областю, якщо вона топологічно еквівалентна відкритому 

кругу. Внутрішність квадрата, прямокутника, еліпса при

клади елементарних областей. Вся площина також є еле

ментарною областю. Згідно з теоремою Жордана, проста 

плоска замкнена крива розбиває площину на дві зв’язні під- 

множини: обмежену і необмежену, для кожної з яких вона 

є межею; при цьому обмежена підмножина гомеоморфпа 

кругу.
Розглянемо вектор-функцію r*(u,v) двох скалярних ар

гументів, тобто вважатимемо, що множина її визначен

ня D(1*) С К2, а множина значень R(~r*) С Кч· Симво

лом C ^ -ψ позначимо множину всіх векторних і скаляр

них функцій двох скалярних аргументів, для яких у кожній 

точці (u.v) Є Ό(~Ϋ) існують і є неперервними усі частинні 

похідні до к-то порядку включано.
Означення 3.1. Множина Ф точок свклідоного про

стору. яка є годографом вектор-функції J*(u,v), визначе

ної на елементарній області G, називається поверхнею, за

даною параметризацією ~r*(u,v) або векторним рівнянням 

Ί * — ~г*(и, υ).
Поверхня Ф є регулярною поверхнею А:-го порядку, якщо 

її параметризація l*(u,v) Є ]; при k > 1 поверхню на

зивають гладкою. Зазначимо, що поверхня може допускати 

параметризації різних класів регулярності.

Поверхня Ф, гомеоморфна елементарній області G, на

зивається елементарною поверхнею.

Означення 3.2. Параметризація ~r*(u,v) називається 

простою, якщо для будь-якої точки (u, v) Є G існує такий 

окіл U(u,v} C  G, на якому годограф вектор-функції Ί*(u, υ) 
є елементарною поверхнею.

Множина Ф точок простору називається простою  по

верхнею, якщо вона є зв’язною і кожна точка М  Є Ф має 

просторовий окіл Ом такий, що Φ П Ом ~ елементарна по

верхня. Останню називають поверхневим околом даної точ

ки на простій поверхні. Іншими словами, проста поверхня

- це зв’язна локально елементарна поверхня. Кожна еле

ментарна поверхня є простою, але не навпаки. Наприклад, 

сфера та еліпсоїд не є елементарними поверхнями.

Проста поверхня називається повною, якщо границя 

будь-якої збіжної послідовності точок цієї поверхні також 

належить цій поверхні. Якщо повна поверхня обмежена, то 

вона називається замкненою. Наприклад, сфера замкне

на поверхня. Якщо ж з неї виколоти одну точку, то гака 

сфера вже не буде повною, але стане елементарною.

Загальною поверхнею називається множина точок 

простору, яка є образом простої поверхні при її локаль

но топологічному відображенні у простір. Відображення φ χ 

простої поверхні Ф, і відображення φ·> простої поверхні Ф2 

визначають одну і ту ж загальну поверхню Ф, якщо існує го

меоморфізм / :  Ф! ---> Ф2, при якому образи відображень ψ ]  і 

ψ 2 на Ф збігаються. Відображення ψ \  і φ <2 (за умови існуван

ня гомеоморфізму /) називають різними (але еквівалент

ними) параметризаціями поверхні Ф. Із наведених означень 

випливає, що локальне дослідження поверхні зводиться до 
розгляду елементарної поверхні.

Повернемося до параметризації l*(u,v), (u,v) Є G, по

верхні Ф. Розкладемо вектор-функцію r>(v/, v) за ортолор- 

мованим базисом { і. , / ,  k } простору V:i:

l*(u, V) = x(u, ν)~ι + y(u. v)~J + z(u, ν)Ίΐ .



Нехай M (u,v) довільна точка поверхні Ф, (u,v) Є G, 

х, у , 2 - декартові координати точки M(u,v). 1 оді

x — x(u,v), y = y{u-,v), z =  z(u,v). (3.1)

Ці рівняння називаються параметричними рівняннями 

поверхні, а параметри u, v криволінійними координата

ми точки на поверхні.
Означення 3.3. Точкa (uo,uo) Є G називається звичай

ною точкою параметризації Ί*(«, υ ) , якщо вектор-функція 

I у (її, v) має в цій точці частинні похідні 7 и{щ,щ) —

^ ( u 0,vо) Ф t ,  Н(щ,Уо) =  Τ ^ Κ ,υ ο )  причому
du υυ

І ^ ( « о , « о ) .  (З ·2 )

Якщо точка (uo, υ0) Є G не є звичайною, то її називають

особливою точкою параметризації.
Теорема 3.1. Якщо всі точки, (u,v) Є G парамегприза-

ψ ϊΊ> (η ,υ) Є 4 °  звичайні, то ця парамеризація проста.

Доведення. Нехай Мо(щ , ь'о) - довільна точка поверхні 

Ф, (и0,г>о) Є (3.1) - параметричні рівняння поверхні Ф. 

Зрозуміло, що функції x{u,v), y{u„v), z(u,v) належать до 

класу С%\ оскільки Є . З умови (3.2) випливає, що

(  хи Уи zu \ _  о
r a n g  r  U 7 )\ Xv Уу ~V / Мо

Отже, один з мінорів другого порядку цієї матриці відмін

ний від нуля. Припустимо, що

Хи Уи 

Ху У V
Ф 0-

Мо

В и к о р и ст о в у ю ч и  в ід ом у  з к у р су  м ат ем ат и ч н ог о  ан ал ізу  

т е ор ем у  п р о  існ у в ан н я  т а  д и ф ерен ц ій овн ість  н еявн их  ф у н к 

цій, п е ре к он у єм о ся  в існ у в ан н і ок ол у  и(иоМ) C  G гочки

(и0,г>0), гомеоморфиого своєму образу Ф при відображенні, 

яке визначається першими двома співвідношеннями з (3.1), 

які розв’язуються відносно и та υ :

и - и(х, у), υ = υ(χ, у), (3.3)

причому функції и(х, у), v(x,y) Є Підставивши (3.3) в 

третє рівняння (3.J), прийдемо до висновку, що на множині 

Ф поверхня Ф задається рівнянням вигляду z = f(x ,y), де 

f{x ,y ) - неперервна функція аргументів х, у.

Множина точок / ( Ф) С  Ф гомеоморфна Ф, а, отже, і 

множині U(иц,?;0) C  G, тобто є елементарною поверхнею.

Теорема доведена.

Як і в теорії кривих природно виникає запитання: ко

ли наперед задана система параметричних рівнянь може 
визначати деяку поверхню?

Відповідь на поставлене питання випливає з доведення 

теореми 3.1, а саме, правильним є наступне твердження.

Теорема 3.2. Нехай регулярні функції x(u,v), y(u,v), 
z(u,v) в області G С R2 задовольняють умову:

£u Уи

Уі) Zy

Тоді система рівнянь x = x(u,v), у =  y(u,v), z =  z(u,v) 

визначає гладку поверхню, яка є образом області G при 

локально топологічному відображенні

G 3 (u,v ) ->■ (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) Є R 3.

Ііараметризація поверхні рівнянням 2 = f(x ,y ) відріз

няється більшою наглядністю. Відповідність між точками 

поверхні і точками області площини X O Y  здійснюється при 

проектуванні прямими, паралельними вісі Oz.

Якщо поверхня може бути описана як множина точок, 

координати яких задовольняють рівняння F(x, у, z) — 0, то



такс рівняння називається загальним або неявним рів

нянням поверхні. Рівняння вигляду z =  f { x , y )  є його 

частковим випадком і його називають явним рівнянням 

поверхні. Задане заздалегідь неявне рівняння не завжди 

визначає поверхню. Проте, правильним є наступне твер

дження.
Теорема 3.3. Якщо F(x, у, ζ ) регулярна функція змін

них х, у, ζ, М  - множина точок простюру, координати 

яких задовольняють рівняння F{x ,y ,z) = 0, M0(xoj Уоі zo)

_  OF ‘
- точка множини М , в якій

М0

dF

+  д у

8F

м0 + dz

2

/ 0 ,
Модх

то у точки Мо існує окіл, у якому всі точки Μ , що йому 

належать, утворюють регулярну елементарну поверхню. 

Доведення. Припустимо, наприклад, що у точці Мо

д £

dz
Ф 0. Тоді за теоремою про неявну функцію існують

числа°<5 > 0, є > 0 і регулярна функція ір(х,у), визначена 

в прямокутнику II — {(х\у) '■ І ж — жо| < <5)1 У — Уо| < є) 
такі, що всі точки {х\у,<р{х,у)), Хо ~ δ < х  < Хо + <5, 
у0 — ε < у < у0 + є, задовольняють рівняння F (x ,y , <~) = 0. 

Розглянемо тепер поверхню Ф, яка задається рівнянням 

2 =  <р(х,у). Точки цієї поверхні належать паралелепіпеду 

Q = {{χ',ν,ζ) : \ х  - Хо І < 5,1 У - Уо\ < ε , \ ζ  - z q \ < c} і 
вказана теорема гарантує, що в ньому немає інших точок 

множини М, крім точок цієї поверхні. Отже, Ф — М  П Q, 

що й потрібно було довести.

§3.2. Координатна сітка поверхні. Дотична 

площина і нормаль до поверхні

Нехай М0{щ, υ0) - довільна точка елементарної поверхні 

Ф, яка задається рівнянням Ί* — l*(u ,v), (u, v) Є G. Через 

цю точку проходять дві криві І\ і /2, які лежать на поверхні

Ф і визначаються рівнянням Ψ  =  У  =

відповідно, причому u, v набувають таких значень, при 

яких K ,  v) є G, (u,vо) Є G. Криві /) і /2 називаються 

координатними лініями поверхні Ф гі-типу і υ-типу відпо

відно (або u-лініями та υ-лініями). Нехай тепер поверхня 

Ф гладка, а точка Mq звичайна. Із геометричного змісту 
похідної вектор-функції ~Ϋ' = Ψ и ■ u' + ~г*υ ■ ν' випливає, що 

вона буде дотичним вектором до поверхневої кривої. Зо

крема, для и-лінії u' =  1, v' =  о, для υ-лінії u' = 0, v' = ]. 

Отже, U(u0,v0) - вектор, ДОТИЧНИЙ ДО '«-ЛІНІЇ В точці М 0, 

а вектор fy(u0,vо) - вектор, дотичний до υ-лінії.

Нехай x =  х(и, υ), у =  у(и. v), z = z{u, v) - параметричні 

рівняння поверхні Ф. Із означення 3.3 випливає, що якщо в 
точці М  поверхні Ф

rang f Хи Уи '"и \ <2,
\ ])v Zy J

то ця точка є особливою точкою параметризації; при цьо

му вектори T*u = { x u - , y u ; z u } ,  r> = {xv; y v : z v }  у особливій 

точці колінеарні. Зазначимо, що особливі точки парамет

ризації іноді не мають жодної геометричної особливості на 

поверхні. Наприклад, розглянемо сферу радіуса R з цен

тром у початку координат. Якщо для точки цієї сфери за 

параметри взяти географічні координати u, v - широту і

довготу точки, то відповідні параметричні рівняння мають

вигляд: x =  і? cos u cos υ, у = R. cos u sim;, z = R sin u. Та

ка сфера має дві особливі точки північний та південний 
полюси (и =  ±| ).

Означення 3.4. Множину всіх координатних ліній по
верхні називають ї ї  координатною сіткою.

Легко переконатися, що кожні дві різні координатні лінії 

одного типу поверхні Ф не мають спільних точок.

Розглянемо поверхневий окіл без особливих точок у 

даній параметризації і в ньому сім’ї координатних ліній. ІДі



сім’ї утворюють правильну сітку, якщо:
1) через кожну точку околу проходить одна і тільки одна

лінія кожної сім’ї; .................
2) кожна лінія одної сім’ї перегинає кожну лінію іншої

сім’ї тільки в одній точці.
У поверхневому околі з правильною координатною сіт

кою можна ввести до розгляду вектор

_ [~̂ Ц) Ту ]

який називають нормальним вектором поверхні або

нормальним ортом.
Наприклад, у площині X O Y  з параметризацією х — и, 

у =  υ, z =  0 координатна сітка є добре знайомою прямокут

ною декартовою сіткою ( Ϋ и = {1; 0; 0}, rv — {0,1, 0}, r и -L 

rt). Ця сітка є правильною на всій площині. У той же час 

ї ї  полярна параметризація x =  u cos?;, у =  usmt>, z =  0 

має особливість у початку координат. Координатна сітка 

тут складається з променів, що виходять з початку коор

динат (tt-ліній) та концентричних кіл з центром у щй точці 

(и-ліній). Ця сітка не є правильною на всій площині, але 

буде правильною у будь-якому околі, котрий не включає

початок координат.
Циліндрична поверхня з 

напрямною півкубічною па

раболою має параметриза- 

цію z =  и, у =  у2, z = 
υ3. Точки, для яких V =  0, 
утворюють особливу лінію

- вісь абсцис. Поверхня має 

на цій лінії геометричну 

особливість - ребро зворо

ту (див. Мал. 3.1)

Означення 3.5. Площину, що містить звичайну точку 

Mo(u0,v0) гладкої поверхні Ф, визначеної рівнянням =  

~t{u,v), (u ,v ) Є G, яка паралельна векторам щ),

rt(u0]Vо), називають дотичною площиною до цієї поверх

ні в точці М0. Пряму, яка проходить через точку М0 пер

пендикулярно до дотичної площини, називають нормаллю 
поверхні Ф у цій точці.

Задамо довільну криву 7 , що лежить на поверхні Ф, рів
нянням

У  = J*(u(t),v(t)), (3.4)

де при t Є (t i,t2) '-= T C K (u(t),v(t)) Є G, щ - u(t0), 

v0 =  11(t0), t0 Є T, функції u(t), v(t) Є Cj!\ u'(t0), v'(t0) не 

рівні нулю одночасно.

Теорема 3.4. Kpuea 7 в тпочці М0 Є Ф має єдину до

тичну, яка лежить у дотичній площині до поверхні Ф в 

точці Мо-

Доведення. Оскільки Мо звичайна точка гладкої по

верхні Ф, то 7 є гладкою кривою, для якої М0 звичайна 

точка. Це випливає з рівності

~?t{u(t0),v(t0)) = ^u(uo,Vo)u’(to) { ft,(u0,v0)v'(t0). (3.5)

У цьому разі крива 7 у точці М0 має дотичну, яка визна

чається напрямним вектором Т>7 = l*,(u(lo),v(t0)) ф (t. 

При цьому вектори ^ u ( uo,vo), rt(uо,і>о) е напрямними век
торами дотичних до координатних ліній поверхні Ф в точ

ці М0. З (3.5) випливає, що вектори 1*и(щ, v0), rt(u0,v0) і 

Ϋ Ί лежать в одній площині, оскільки вони лінійно залеж

ні. Тоді дотична до кривої 7 в точці М0 лежить в дотичній 

площині поверхні Ф у цій точці.

Теорема доведена.

Складемо рівняння дотичної площини та нормалі по

верхні Ф у точці М0 (див. Мал. 3.2). Нехай M(X\Y; Ζ) 

довільна точка дотичної площини Ф в точці М0 (Μ ф



Μη) Ί*Μ =  - радіус-вектор точки Μ  Векто

ри =  - їм  -  ^ ( « o , « o ) ,  ^ u ( « o ,« o ) ,  r » («o ,«o ) леж ать

в дотичній площині, тобто, вони є компланарними. 

же, рівняння дотичної площини можна подати у в и  Д

(У  - Τ*(«ο, «о). Vo), r i Сио. Wo)) = °· ле F l< -  r ’ a

у вигляді

(У  - У(гх0,У о )Л ^ (ио ^ о ) ,^ К ,« о )] )  =  0. (3.6)

0.

Використовуючи координати, (3.6) запишемо у вигляді.

X  - х (по, и0) У  - У(ио, v0) Z - z(u0, Vo)

Xu (uo,Vo) Уи(и o, Vo) zu ( u 0, v о) 

x v(uo, Vo) y v( u ο ,νο )  zv{ uo , v0)

За напрямний вектор нормалі візьмемо вектор

-f =  [ ^ U(u0,v0),rt(«o,wo)] =  {Л ;В ;С},

де

Л
Уи

Уу Z V

,В
(ito yVo)

Zy Ху (ио,ад)

Хи Уи 

Ху Уу (ua,vo)

Тоді рівняння нормалі набувають вигляду:

Χ - χ ί«η ,υη) У - УІио. vo) . Z ~____ ______— шг ---- ---- - —
А В С

тут X , Υ, Z  - координати довільної точки нормалі (див. 

Мал. 3.3). Запишемо векторне рівняння нормалі. Нехай 

{ X ;Y ;Z j  радіус-вектор довільної точки нормалі.

Отже, ЗА Є R:

У

Тоді -t =  rt + МоїЙ, Щ Й  у [Фи,П]

M fS  = А[У„,г^]

Мо

\Ма

[ Λ , Н
Мо

Μ  (X  ;У; Z)

Таким чином, векторне рів

няння нормалі поверхні Ф в точці 

М0 має вигляд:

[ио, w0) ξξ rZ

Мал. 3.3.

ї  ~ ϊ ( υ ,0,ν0) + λ[·J*u, rt 

А Є Μ,

або в координатах:

X  =  х(и0, vo) Т  АЛ,

у  = у(щ,у о) -і- ХВ, 

Z  =  z(u0, υ0) + АС, A c

Μ ο

Нехай тепер поверхня Ф задається загальним рівнянням 

F(x, у , 2) =  0, де функція F  має неперервні частинні по

хідні по кожному з аргументів. Якщо x =  x(t), у — y(t), 

z =  z(t) параметричні рівняння гладкої поверхневої кри

вої, то F(x(t),y(t), z(t)) =  0. Диференціюючи цю тотож

ність отримаємо, що Fxx' + Fyy' f  Fzz' = 0. Звідси вип

ливає, що grad /'’ = {Fx; Fy; Fz} вектор, ортогональний 

до дотичного вектора {x'\y'\z'} будь-якої поверхневої кри

вої. Отже, можемо зробити висновок, що градієнт поверхні 

н даній точці є нормальним вектором дотичної площини і 

иапрямним вектором нормалі в цій точці. їхні рівняння в 

точці Мо(хо\Уо] zo) поверхні відповідно мають вигляд:

{X - х0)FX + (У — Уо )Fy + (Z — Zo)Fz
M q Μ о Мо

0;



X  -  Хо _  У — Уо _  Z  — ZQ

^хІМо Ру\м0 Fz\mq

У випадку задання поверхні в явному вигляді z = f(x ,y) 

маємо F  = z -  f{x , У) =  0, grad F =  {-/*; 1}· Тоді

Z — z0 =  (-Y — Xo) fx I M o  + 0' - Уо)/у I M o

рівняння дотичної площини,

X  — .то _  У ~ ?Уо Z - zp

/x ІМ0 — /у ЇМ) ^

рівняння нормалі до поверхні в точці М0. ^
Нехай Ф - регулярна поверхня з параметризацією r  ̂ — 

l*(u ,v), (u,v) Є G, Р  звичайна точка поверхні Ф, ТрФ

- дотична площина поверхні в точці Р . Візьмемо довільну 

точку Q Є Ф і позначимо через d, 5 віддалі від точки Q до 

точки Р  і до площини ТРФ відповідно (див. Мал. 3.4).

Мал. 3.4.
Г

Теорема 3.5. Правильним є співвідношення Ηπμ - = 0. 

Навпаки, дотична площина є єдиною площиною з такою 

граничною властивістю.

Доведення. Нехай точкам Р, Q є Ф відповідають зна

чення параметрів (u,v), (u + Au,v + Δυ), ΊΫ одинич

ний вектор, перпендикулярний до площини ТрФ. В ід д аль 

сі від точки Q(u + Аи, υ + Αν) до точки Р(и, υ ) дорівнює 

|Ί^(η + Au,v  + Αν) - l*(u,v)\, віддаль δ від точки Q до 

площини ТрФ обчислюємо за формулою

δ = |(r*(u + Au, v + Αν) - ~r*(u, v), lt)\.

За формулою Тейлора

Т*(м + Au, v + Av) =  1*(и, v) + 1*и(и, v)Au + rt(u, v)Av+

+ "ε* V~Au2 + Αν2,

Η  —> 0, коли Au —> 0, Αν —> 0. Оскільки ( Λ , ^ )  = 
(rt, i t )  =  0, то

δ _____________ \(T>,lf)\VAu2 j Αν2

d |T*„(u, v)Au -f rt(u, v)Av + 1*\/Au2 + Δ υ2|

| (^ ,^ )|

^u('«, w) v)

Точка евклідової площини, яка має прямокутні декартові
Δη Αν

координати ξ =  —========, η = —= = = = = , ,  лежить на
v Δω2 + Δ?;2 \/Au2 + Δ υ2

одиничному колі. Отже, коли Au, Αν —> 0, то точки (ξ, r/) 

збігаються до деякої точки (£0, По) цього кола. Оскільки век

тори 7*и, неколінеарні, то Τ*„ · ξ0 + ^  ■ Щ ф 0 . Звідси 
вже дістаємо (з урахуванням граничного співвідношення 

Нін | ε>| =  0), що



Навпаки, нехай для деякої площини, яка проходить че

рез точку Р  Є Ф з нормальним ортом i t ,  має місце гранич- 
δ δ

на властивість lim - = 0, тобто — —> 0, коли Аи і Δν неза- 
Q-*p а а

лежно прямують до нуля. Зокрема, при Δη  —> 0, Δν =  0

маємо, що

δ _  |(У(ц + Au,v) - ~r>{u,v),lt) 1 = 

d ~ I~ї{и + Аи,ΰ) υ)Ι

(  Т* (u+Δη,υ) — 1* (u,v) ^

V
Δ«

1* ( u + A u , » ) -  Г  (u,v)

Δη

—> -
| (Λ (« ,« ), ^ ) Ι

Але
d

0 при Au -> 0, Δί.) = 0, тобто (7*и(и. υ), "^) =

0. Аналогічно, при Δ?/ = 0, Δ υ - > 0 доводимо, що 

(r t (u ,v ) , l t ) =  0. Отже, вектори ~Ϋη, rt ± i t  і тому ця 

площина є дотичною площиною поверхні в даній точці.

Теорема доведена.
Зауваження 3.1. З теореми 3.5 випливає, що зазначе

на гранична властивість однозначно характеризує дотичну 

площину поверхні. На цій підставі цю граничну властивість 

іноді беруть за означення дотичної площини поверхні в точ

ці М  Є Ф, а саме, такою площиною називають площину, яка 

містить точку М  і має з поверхнею в точці М  дотик пер

шого порядку.

§3.3. П ерш а квадратична ф орм а  поверхні та ї ї  

застосування

Першою квадратичною формою гладкої поверхні Ф з 

векторною параметризацією 1*(и, v), (u, v) Є G0, називаєть

ся вираз

/  := Е(и, v)du2 + 12F(u, v)dudv + G(u, v)dv2,

E{u,v) =  (!>u(u,v),!>u(u,v)), F(u, v) =  (J*u(u,v),r+(u,v)),

G {u, v) =  (ft(u, v), rt (u, v)).

Отже, /  =  (άΨ ,άΨ )  -  (T*udu + rtdv, !>udu + rtdv) =  

\dl*\2 > 0 у кожній звичайній точці поверхні (У „ ф i t , rt φ 

(t); / обертається в нуль лише при du = dv =  0.

Перша квадратична форма застосовується для знаход

ження довжини дуги кривої на поверхні, кута між кривими 

на поверхні та обчислення площі області на поверхні.

Рівнянням (3.4) задамо на поверхні Ф довільну регу

лярну криву 7 , довжину дуги якої 7 (tu t2) можемо об
іг

числити за відомою формулою s — І  І ry{t)\dt. Оскільки 

ї  =  Ί*η ■ u' + rt · ν', то

l ^ f  =  (-**', ї ' )  = (їй  ■ b' f  rt ■ ν', 1>и ■ u' + rt ■ Vі ) =

= Eu '2 + 2 Fu'v' -I- Gv'2.

Отже,
t2

μ  eus =  / v  Eu '2 + 2Fu'v' + Gv'2dt.

t\

Вздовж кривої 7 du — u'dt, dv = u'dt і тому формулу для

довжини дуги поверхневої кривої можна подати у вигляді 
І2

S =  f  ^  ^  зв’язку з цим для першої квадратичної фор- 

f і
ми використовують також позначення ds2. Отже, для ви

мірювання довжин кривих на поверхні досить знати першу



квадратичну форму поверхні. У зв’язку з цим кажуть, що 

перша квадратична форма задає метрику поверхні.

Всі геометричні об’єкти поверхні, які повністю визнача

ються через коефіцієнти першої квадратичної форми, на

зивають об’єктами внутрішньої геометрії поверхні. Таким 

чином, довжина дуги поверхневої кривої є об’єктом її внут

рішньої геометрії.
Зупинимося тепер на питанні про кут між поверхневи

ми напрямами і поверхневими кривими. Передусім введемо 

поняття напряму на поверхні.
Означення 3.6. Якщо поверхня Ф є годографом гладкої 

вектор-функції "r* =  l^(u.v), то напрямом (d) на поверхні 

Ф у точці М ( їх , v) Є Ф називається напрям вектора d /

~Ϋη\Mdu + rt\Mdv.
Надалі поверхневий напрям позначатимемо гак: (d): 

{du, dv}. Нехай (5): {<5u, δυ} - інший поверхневий напрям 

у тій же точці М , який відповідає диференціалу ό Ϋ  = 

1*u\m6u + τ*\Μδυ. Кутом між двома поверхневими напря

мами (d), (δ) у точці M e  Ф називають кут між век

торами d~7̂  та δ~τ̂ . Цей кут можна знайти за формулою
ά Ψ ,δ Ψ  ґ,

сж ,р =  w w f w y 0тже·

(~r*udu -f rtdv , ~r*ubu -f rt,0v) _

C°SΨ =  ■ v/ И

EduSu + F(du6v + dvSu) + GdvSv_______=

y/Edu+2Fdudv + Gdv2 · y/Εδη2 + F 6u6v + GSv2

= I (d' 5) ____ (3 7)

- y / m - v m '

Будемо говорити, що крива у на поверхні, заданої рів

нянням "г* =  T*(u, v), в точці М  має напрям (ci), якщо век

тор d l* = J>u\Mdu + rt\Mdv є дотичним вектором кривої

в цій точці. Рівнянням У  =  ~^{ux{i),vx{t)) визначимо на 

цій поверхні ще одну гладку криву 7 і. Нехай криві 7 і 71 

мають спільну точку M(u,v). Кутом м іж  цими криви

ми в точці М  називають кут між їхніми напрямами в цій 

точці, тобто кут між їхніми дотичними в цій точці. Отже, 

кут між кривими на поверхні в точці не залежить ні від 

параметризації поверхні, ні від параметризації кривої.

Як приклад, знайдемо кут між координатними лініями. 

Оскільки для них відповідно u = t, v =  щ, (d): {!;()}; u = 

щ, v — t, [δ): {(); 1}, то підстановка відповідних величин в 
(3.7) дає формулу

Fdudv F
COS ψ  =  — — ---- — ---- -  + — ----

y/F\du\y/C.r\dv\ у/EG

Отже, координатна сітка на поверхні є ортогональною тоді 
і тільки тоді, коли F  — 0.

Площ а поверхневої області. І Ірипустимо, що D  об

ласть з Gо, обмежена кусково-гладким контуром, а Г - го
дограф гладкої вектор-функції ~r*(u,v) на D.

Мал. 3.5.

Означимо поняття площі області Г. Для цього розіб’ємо 

цю область сіткою координатних ліній на криволінійні па-



ралелограми. Розглянемо один з них, позначивши його вер

шини через М0(и, v), М\(и + Аи, v), М2{и, v + Av), M3(u + 

Au,v  + Α υ ) таким чином, щоб Аи та Αν були додатними. 

Замінимо цей паралелограм звичайним (плоским) парале

лограмом, побудованим на направлених відрізках 1*иАи та 

r ^ A v  з початком в точці M q ( u , v ),  я к  на сторонах (див. Мал. 

3.5). Зрозуміло, що останній паралелограм лежить в дотич

ній площині поверхні Ф у точці Μο(α,ν). Його площу As 

знайдемо за формулою: As =  |[T̂U, г^]|ДиДгі. З рівності

|[l*u,r*]|2 + = I rM 2 ■ |ri|2sin2a+

+|^«|2|rt|2 · cos2«  =  I ^ r v i 2

випливає, що

= |гМ2|>І|2 - = B O -  F\ (3.8)

Отже, _____
As = \fEG - F 2AuAv.

Вираз EG  - F 2 називаються дискримінантом першої 

квадратичної форми поверхні Ф. Оскільки вектори vf,

лінійно-незалежні, то з нерівності Коші-Буняковського вип

ливає, що EG — F2 > 0.
Аналогічно поступимо з кожним криволінійним парале

лограмом здійсненого розбиття і складемо суму площ усіх 

одержаних плоских паралелограмів:

N  N

Σ  Asі = Y ^ W E G  - F ^ A u A v ,.  (3.9)

і=\ 1=1

Означення 3.7. Якщо існує: скінченна границя суми

(3.9) при Λ =  max \AuA —> 0, μ, =  max |Дг;г| —> 0, яка 
v '  1 < i< N  I < i< M

не залежить ні від способу розбиття області 1 координат

ними лініями, ні від вибору параметризації поверхні Ф, то

цю границю називають площею області Г, а саму область 
Г квадровною.

Оскільки у/EG  — F 2 неперервна функція від u, ν , то

із теорії кратних інтегралів випливає, що вказана грани

ця існує і не залежить від способу розбиття області Г на 
криволінійні паралелограми, причому

D

V EG  — F 2dudv. (3.10)

Залишається показати, що одержана величина не за

лежить від вибору параметризації поверхні Ф. Для цього 

перейдемо до нових криволінійних координат U , V за до

помогою перетворення U = U(u,v), V = V(u,v) (припус

каємо, що ці рівняння однозначно розв’язні відносно U, v; 

тобто їх можна еквівален тним чином переписати у вигляді 

u = u(U,V), v =  v(U,V)). Розглядаючи 1* як функцію но

вих параметрів U , V, a U , V - як функції від u, v, проди- 
ференціюємо 1* по ii, v як складну функцію:

. OU . 0V

r'‘ = r > 'a u + , ''7)u'
r.,

. ou
r —  
v dv

+ r,
,0 V

dv

Складемо векторний добу ток

ou ον

du dv 

dUdV  _  dVdU  

dxi dv du dv

H ,r t] rv\ +
dV (Ю 

du dv

d(U,V)

(TyT d(U, V)

d(u, v)

au
du

QV
du

du av
dv dy

мат). Звідси, врахувавши (3.8), знаходимо, що

d(u, v)

якобіан перетворення коорди-

VEG - F 2
d(U, V)

d(u, v)
у/ Ш  - F 2,



де Е, F, G - коефіцієнти першої квадратичної форми по

верхні в криволінійних координатах U, V . Тоді вираз (3.10) 

набуває вигляду

д(и, У)j f  V EG - F 2dudv J J \[Ш-  F
d(u, v)

dudv.

D о

Скориставшись формулою заміни змінних в подвійному ін

тегралу, одержуємо рівність

J j  sfEG - F 2dudv = U  V e G - F 2dUdV,

d D

в якій D  позначає область, гомеоморфну області D  при пе

реході до нової параметризації; D  відповідає тій же області 

Г поверхні Ф, що і область D  в змінних u, v. Останнє співвід

ношення показує, що результат обчислення площі області Г 

буде один і той же у довільній системі криволінійних коор

динат на поверхні Ф.

Адитивність площі поверхні випливає з властивості 

адитивності подвійного інтеграла. Таким чином, при об

численні площі поверхні можна розбивати цю поверхню на 

частини і для кожної з них використовувати свою парамет- 

ризацію.

Зауваження 3.2. При обчисленні подвійних інтегралів 

використовують послідовне інтегрування. Так, для плоскої 

замкненої області D  = {(it, v) : а < u < b, φ(η) < v < гр(и)} 

і для неперервної підінтєгральної функції,

Ь ф(и)

j j  F(u,v)dudv =  J du j  F(u,v)dv.

D a φ(η)

Як приклад, візьмемо площину Φ: z — 0 і в ній об

ласть Г - верхню половину круга, обмеженого колом ра

діуса R : х2 + у2 =  Я 2, Тоді Е = 1, F  = 0, G = 1, φ(χ) =  0,

ψ (χ ) V r 2 X2. у  даному випадку поверхнева область Г 
співпадає з відповідною плоскою областю і

я

sr -  f f dxdy = jdx J dy = J y/R'2 _ x2dx =

-R

X R2
\/7i2 — x2 + —  arcsin

2

R

R2 2
=  — (arcsin(l) - arcsin(-l)) - R ^

R )  -R

(π  π\ 

2 І2  + 2 )

§3.4. Д руга квадратична ф орм а  поверхні. Кривина 

поверхневої кривої. Нормальна кривина поверхні. 

Індикатриса кривини поверхні

Нехай Ф регулярна поверхня з параметризацією = 

'  °даНИЧ" ИЙ “ КТ0|>

7І =  =

Означення 3.8. Другою квадратичною формою по
верхні називається квадратична форма

I I  := ~{drt,d lt).

Отже,

I I  =  - (ftdu  f  J>vdv, ΊΐUdu + J tvdv) = (- rt, rtu)du2+

+ [(~^, Jt„) + (- rt, l t u)]dudv + (- rt, l f v)dv2 =

=  Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2,

225



L =  - (rt, l t u), M  =  - ^ [ (^ , r£w) + (r£, ■#„)], 7V = - ( r t

Коефіцієнти L, M , /V другої квадратичної форми можна по

дати в іншому вигляді, якщо скористатися тим, що i t  1. d r  

або (d7\ if )  =  0. Продиференціюємо останнє співвідношен

ня:
(di2! * , i t )  + (d l> ,d lt) = 0. 

Отже, I I  =  (d2l * , l t ) .  Знайдемо d21>:

= 'r ^ d u 2 4- f^dttdu 4 r^ududv + ?^di>2 + r t J2u V 1* Vd2v. 

Оскільки (ft, i t )  = (ft, i t )  =  0, to

II - (f^ , Tt)du2 + 2(f^, lt)dudv + (ri$, lt)dv2.

Звідси дістаємо, що

N ( f'tm, i t )

(т UU 1 f u  1 ft)

s/EG - F 2

( ̂ U V  1 Ти,f t)

s/EG -- F 2

(г v v  j Ги , rt)
Γ'2

Зокрема, якщо поверхня задана явно рівнянням 2 —

f  (х, у), то
І

1 =

¥  = — ~fxy , 
s fT T fl + f f

/v = f yy __
V ^ f T + Ίΐ '

Кривина поверхневої кривої. Нехай 7 - регулярна 

крива на поверхні Ф, яка проходить через точку M(u, v) і

має в цій точці напрям (<·/): {du,dv}, 1?  - f*(s) - природ

на параметризація кривої 7.  Розглянемо скалярний добу

ток ( r , l t ) .  Вектор 7^ направлений по головній нормалі 

кривої і 11*1 — к, де к кривина кривої, Ϋ  =  k it , де f) 

одиничний вектор головної нормалі кривої в точці М. 

Годі (7 , ft) — k cos θ, де 0 кут між it та ft. Оскільки 
Г* =  +>(«(,), ф ) ) ,  то

_і du v dv 
' ' «  , + f t— , ds d. v

--> —> f  du \ 2 dudv ,d2u
’ " r“ U j  + r~ s s  + r i a ? +

—у dv du , (  dv\2 ,d 2 v
+rvZ —  —  + 7·^ I —  ) + f t  - - . 

ds ds \ ds J ds2

Домножимо останню рівність скалярно на rt, урахувавши, 
що i t  _L ft, ft ± rt:

< ? . * )  -  ( f i . i t )  ( £ ) W s .  * ) £ £ + ( * , * )  ( * ) *  «

- L (  * Л  2+2 M  —  — + N (  d- Y  = + % M  dudv + N dv2

k cos 0

\ds)  “r d.s r/.s -V \ds) - ds·'

Оскільки ds2 -- /, то маємо наступну формулу:

II __ Ld/u2 + 2 M dudv f  N dv2 

I Edu2 + 2Fdudv + Gdw2 '

Гочка M e  Ф фіксована, тому коефіцієнти форм і, / У  та

кож фіксовані. Отже, величина к0 — A: cos 0 залежить в цій



точці лише від поверхневого напряму ((і): {du,dv}. Величи

ну к0 називають нормальною кривиною поверхні Ф у 

даній точці М  Є Ф у  заданому напрямку (d). Таким 

чином, доведене наступне твердження.

Теорема 3.6 (Меньє). Для всіх поверхневих кривих, 

які проходять через задану точку в даному напрямку, має 

місце рівність

k cos θ — k0 = const.

Візьмемо, зокрема, серед усіх кривих, що проходять че

рез дану точку М  Є Ф у напрямку (d), нормальний переріз 

поверхні - плоску криву 7„, яку на поверхні утворює пло

щина, що проходить через нормаль у напрямку (d). Для 

цієї кривої орт головної нормалі i t  колінеарний нормаль

ному вектору i t  поверхні в точці М  Є Ф. Отже, i t  — ± lt і 

cos б =  ±1. Для нормального перерізу з теореми Меньє має

мо /eo =  zbfc, де k - кривина цього перерізу. Звідси робимо 

висновок, що нормальна кривина поверхні в напрямку (d) з 

точністю до знаку дорівнює кривині відповідного перерізу. 

Знак плюс береться у випадку, коли i t  — i t ,  і мінус, коли 

i t  =  - it .

Індикатриса кривини поверхні. Відкладемо від точ

ки M (u ,v ) поверхні в кожному напрямку (d): {du,dv} відрі

зок, р ів н и й ___, де к() - нормальна кривина поверхні в
v  І^о І

цьому напрямку. Геометричне місце кінців цих відрізків на

зивається індикатрисою кривини поверхні в точці М  

або індикатрисою Дюпена.

З ’ясуємо, що представляє собою індикатриса кривини. 

Для цього введемо в дотичній площині до поверхні Р  афін

ну систему координат, взявши точку дотику за початок ко

ординат, прямі, які містять вектори ri, it, за вісі коорди

нат, а самі вектори ТІ, i t  за базисні вектори.

Нехай х , у координати 

точки К  індикатриси кривини, 

яка відповідає напряму {du, dv}

(див. Мал. 3.6). Тоді хгІ + у i t  =

—f= = . де т* - орт вектора ¥ t .
v  ІМ

Маємо:

(хТІ + уТІ, хТІ + ylt,) = Ех2 + 2 Fxy + Gy2 ξξ L 

З іншого боку.

Мал. 3.6.

1

N

/

І / / І

Отже, І =  j тобто \ІІ\ =  1, або 

\Lx2 + 2 Мху + N у2 1

рівняння індикатриси кривини. З курсу аналітичної геомет

рії відомо, що останнє рівняння визначає:

а) еліпс, якщо LN  — М 2 > 0;

б) пару спряжених гіпербол, якщо LN  — М 2 < 0;

в) пару паралельних прямих, якщо LN - М 2 — 0.

§3.5. Стичний параболоїд. Класифікація точок 

поверхні. С ім ’ї  поверхонь

Нехай Ф регулярна поверхня, М - звичайна точка по

верхні Φ, (β) - параболоїд з вершиною у точці М, віссю 

симетрії якого є нормаль до поверхні Ф у точці М . Якщо h 

віддаль від довільної точки Q поверхні Ф до параболоїда,



a d- віддаль від цієї ж точки до точки М , то параболоїд (β) 

називається стичним для поверхні Ф у точці М  за умови

lim ~  =  0. Іншими словами, параболоїд (β) у точці М  має 
d->о dz
з поверхнею Ф дотик 2-го порядку.

При дослідженні існування стичних параболоїдів важ

ливу роль відіграє наступне твердження.

Лема 3.1. Нехай Ф; z =  f{x,y), Ψ· F(x,y,z) -  ϋ - дві 

регулярні поверхні із спільною пеособливою точкою Pq, P' 

- близька до неї точка поверхні Ф, h - віддаль від точки 

P' до поверхні Ф. Тоді величини F(x,y, f(x ,y)) т а h ма-
„ . s F (x ,y J{x ,y ))

ють однаковий порядок малості, тобто ----- —------->

const ф 0, якщо Р'(х. у) > Ро{хо,Уо)·
Доведення. Згідно з означенням віддалі від мочки до 

поверхні маємо, що h = m inlP'QI (див. Мал. 3.7).

О

Мал. 3.7.

Переконаємося, що зазначений мінімум реалізується для

точки Q Є Ф такої, що вектор є нормальним для по
верхні Ф в точці Q.

Справді, нехай Q Є Ф - та точка, де реалізується міні

мум. Візьмемо на поверхні довільну регулярну криву 7 : 

t  — 7* (і), яка проходить через цю точку І 8 - відпо

відне їй значення параметра. Тоді (Р(§, P'Q) = 

|У (*)-О Р '|2 і для мінімуму

О Р ’\
t—S

r[s

τ 'Η  - O P1 = QP' _L

OP

<1 Ґ 

dt

b

dt

t  — S

Таким чином, дотичний вектор до кривої 7 Є Ф у точці Q е 

7 ортогональний до вектора P Q. Оскільки 7 G Ψ довільна 

поверхнева крива, то цей вектор ортогональний дотичній 

площині до поверхні Ф в точці Q ; отже, він є нормальним 

вектором поверхні Ф в точці Q.

Оцінимо величину h. Для цього розглянемо Т) орт нор

мального вектора Ρ'ζ). Координати цього орта позначимо 

через (ξ,η ,ζ). Тоді параметричні рівняння нормалі до по

верхні Ф у точці Q можна записати у вигляді: X  — x' -f Αξ, 

У = y' -І- A?/, Z — z' + АС, λ G R. Звідси отримуємо коорди
нати точки Q  Є Ф:

x — x' + /і£, у =  y' + h77, z =  z' + /і(.

Розглянемо функцію Я  (А) = F(x' + Χξ, y' + Аг/, z' + Ας). 

З попередньої рівності випливає, що Я(/і) - 0. Розкладемо 

цю функцію за формулою Маклорена:

Я  (А) = Я(0) + Я'(0)А + о(А) =

= F(x\ у', z') + (Ρχξ + Fyi] + FzC) A + o( A).



Підставляючи сюди значення X = h, отримаємо, що

F(x ', у', z') + (“if, grad F) h + o(h) =  0.

Коли P' —»■ P0, то  скалярний добуток ( i f ,  grad і 7)

. F (x ,y J(x ,y ))

—У C —

h
±C φ  0, що й потрібно± grad F

' Ро
було довести.

Якщо до класу стичних параболоїдів включити пара

болічні циліндри і площини, то правильним є наступне 

твердження.
Теорема 3.7. У кожній звичайній точці двічі непере

рвно диференційовног поверхні існує єдиний стичний пара

болоїд.
Доведення. Нехай звичайна точка М  поверхні Ф є по

чатком просторової декартової системи координат, вісь Oz 

якої збігається з нормаллю поверхні Ф у точці М, а дотична 

площина поверхні Ф у точці М збігається з координатною 

площиною ху. Тоді у точки М  існує окіл, в якому поверхня 

Ф може бути задана рівняння z = f{x, у), де функція / (х, у) 

двічі неперервно диференційовна в околі точки (0; 0).

Справді, нехай = ~r*(u,v) - деяка двічі неперервно 

диференційовна параметризація поверхні Ф. Оскільки М - 

звичайна точка поверхні, то в цій точці ф 0 і цей

вектор направлений вздовж вісі Oz. Отже, визначник

Хи

Ху

Уи 

У11
Ф о -

Звідси (див. доведення теореми 3.1) випливає, що поверхня 

Ф в околі точки М  допускає задання рівнянням z =  f(x,y),
df

де f ix ,у) Є С (2). Зауважимо, що /(0; 0) = 0, ^

дЛ
ду
, ,  . d f  
М має рівняння ζ =  —

дх
■ у і збігається з

(0 ;0)

0, оскільки дотична площина поверхні Ф у точці

x + a-L 
(0;0) дУ 

координатною площиною ζ — 0.

Рівняння параболоїда (/і), а також його виродження в 

параболічний циліндр та площину можна записати рівнян
ням вигляду

2 = \(ах2 +■ 2 Ьху + су2). (3.11)

Припустимо, що у точці м  існує стичний параболоїд. 

Доведемо, що він єдиний. Нехай (3.11) рівняння стичного 
параболоїда.

Розкладаючи функцію f(x ,y) в околі точки (0,0) за 
формулою Тейлора отримаємо, що

/ (:ί;, У) = \(гх2 + 2sxy + ty2) f (х2 + у2)є(х, у),

де r =  f xx(0, 0), s =  fXyi0, 0), t =  fyyi0, 0), функція ε(χ, у) -> 

І), коли x, у —> 0. Зазначимо також, що квадрат віддалі від 

точки Q до М  має вигляд (М - початок системи коорди
нат):

ίі2 = x2 f  у2 + ] 2(х, у).

Для застосування леми 3.1. візьмемо стичний парабо
лоїд за поверхню Ф із рівнянням

F(x, y,z) =  ζ - ^ ( αχ2 + 2bxy + су2) =  0.

На підставі леми 3.1 величина h має порядок величини 

F(x,y, Цх, у)) (у рівняння параболоїда слід підставити ко

ординати х, у, f(x, у) точки Q). Отже, --> 0 тоді і тільки
аг



0, Q -> Μ.

ТОДІ, коли

f i x, у) - ϊ (αχ2 + 2Ьх/У + СУ2)

χ2 + у2 + р (х ,у )

Напрям прямування Q —> М може бути довільним, тобто
h у-.
— —> 0, коли х і у незалежно прямують до нуля. Розгляне- 
(І
мо спочатку випадок прямування х —> 0, у — 0. Взявши до 

уваги розклад функції f(x ,y) за формулою Тейлора отри

маємо, що

~(г - α) + ε 

х2 + {\гх2 + χ2ε)2 "  1 + х2(\ + є )7

|гх2 + χ2ε 1 2

ϋ, 0,

тоді і лише тоді, коли r =  а.

Аналогічно, випадок прямування х = 0, у -> 0 дає ί = с. 

Доведемо, нарешті, що Ь = s. Для цього припустимо, що 

х =  у —» 0. Тоді

s — Ь + 2ε(,s — 6)х2 + 2χ2ε __

2х2 + / 2(ж, х) 2 + ж2(§ + s + І + 2ε)"

за умови s — Ь.
Таким чином, якщо стичний параболоїд в точці М існує, 

то він єдиний і його рівняння у вибраній системі координат 

має вигляд

z =
U & j_

2 \дх2
** + 2 * L

(ο,ο) дхду 

1

(0 ,0 )
ХУ +

з 2/

ду2 ( 0 ,0 ) -
У =

(̂г.т;2 + 2 sxy + ty2). (3.11,)

Доведемо, що параболоїд (3.1 її)  завжди є стичним. Для 

цього параболоїда маємо

h _  /(ж, у) - ї{гх2 + 2sxy + ty2) _ 

d,2 x1 + у1 + / 2(x, у)

(x2 -f у2)є

тх  ̂“Ь 2sxii tv  ̂
Дослідимо поведінку функції а(х,у) = —— г~г~'—

2 (ж2 + у )
нри х, у -4 0, використавши полярні координати р, ψ. Тоді 

x — p cos φ, у = p sin ψ, а(р, ψ) — r cos2 φ + s ■ sin 2φ + t, sin2 φ.

Якщо cos ψ — 0, το x =  0 і — набуває вигляду
(Іг

h
= --- —у 0,

d2 1 + ψ  + ε

якщо у —> 0. Якщо ж sin φ — 0, то у — 0; тоді

d2 Ι + ψ + ε  V *

нри у -4· 0. При інших значеннях φ функція tv, очевидно, є 
обмеженою. Отже,

h _  е(х, у)

d2 1 + (x2 + у2)(а(х, у) + ε(χ, у))2

якщо х. у —> 0.

Теорема доведена.

Із граничних властивостей дотичної площини та стично

го параболоїда поверхні випливає, що вони дають її набли

ження відповідно першого та другого порядку, які можна 

використати при дослідженні локальної будови поверхні. Іс

нування та єдиність стичного параболоїда дозволяє ввести 

таку класифікацію точок поверхні. Звичайну точку М  Є Ф 

регулярної поверхні Ф називаю ть:

1. еліптичною, якщо стичний параболоїд у цій точці є 
еліптичним параболоїдом;



2. гіперболічною, якщо стичний параболоїд у цій точці 

є гіперболічним параболоїдом;

3. параболічною, якщо стичний параболоїд у цій точці 

є параболічним циліндром;

4. точкою заокруглення (омбілічною, сф ерич

ною), якщо стичний параболоїд у цій точці є еліптичним 

параболоїдом обертання;

5. точкою сплощення, якщо стичний параболоїде пло

щиною.
Відповідно до цих випадків локальна будова поверхні 

має вигляд (Мал. 3.8).

п

Т\ Δ
Мал. 3.8.

Якщо використати формули для обчислення коефіцієн

тів другої квадратичної форми у випадку явного задан- 

пя поверхні Ф : z =  f(x .y), то у введеній вище дотич

ній системі координат з початком у даній точці 

М  Є Ф матимемо: L - f xx(0,0) = r, Μ -- f xy{0,0) — s, 

N — fyy(0,0) =  t. Позначимо через δ = LN  - M 2 визнач

ник другої квадратичної ф орм и  поверхні. З іншого 

боку, із загальної теорії поверхонь другого порядку випли

ває, що визначник стичного параболоїда рівний rt — s2. Та

ким чином, у точці M e  Ф визначники другої квадратич

ної форми поверхні і стичного параболоїда збігаються. Цей 

факт дає змогу класифікувати точки поверхні так:

1. <5 > 0 еліптична точка;

2. δ < 0 - гіперболічна точка;
3. 5 =  0, але хоча б один з коефіцієнтів відмінний від 

нуля параболічна точка;

4. L =  Μ = N =  0 точка сплощення.

Отже, у дотичній системі координат рівняння стично

го параболоїда набуває вигляду ζ = - ІІ (х ,у ). Якщо взяти

точку (.х ,у ) на дотичній площині, то для неї \ζ\ - віддаль 

до стичного параболоїда.

Зауваження 3.3. Нескладно переконатися в тому, що

рівняння стичного параболоїда 2 = -ІІ(х ,у) збереже свій

нигляд у випадку, коли Χ Μ Υ  афінна (косокутна) систе

ма координат у дотичній площині. Зазначимо також, що 

стичний параболоїд і поверхня Ф у точці дотикуМ Є Ф для 

фіксованого напряму мають однакові нормальні кривини. 

Цей факт є наслідком того, що у початку системи коорди

нат (точці М) коефіцієнти першої та другої квадратичних 

форм поверхні та стичного параболоїда співпадають.

С ім ’ї  поверхонь. Множина поверхонь, які визначають

ся рівнянням F(x,y,z,c) =  0, де с деяка стала (пара

метр сім’ї поверхонь), називається одногіараметричною 

сім ’єю поверхонь. Наприклад, однопараметрична сім’я 

сфер одиничного радіуса, центри яких належать коорди

натній вісі О х , має рівняння [х — с)2.+ у2 + ζ2 — 1. Множина 

всіх сфер складає чотирипараметричну сім’ю [х - сл)2 + 

(У — с-г)2 + (ζ — с3)2 — с2. η-параметрична сім ’я повер

хонь визначається рівнянням F(x, у, ζ, сА, . . .  , сп) = 0, де сл,
..., сп - параметри сім’ї.

Якщо {Ф/г} одонопараметрична сім’я гладких повер

хонь, залежна від параметра //,, то гладка поверхня Ф на

зивається обвідною сім ’ї  поверхонь {Φμ}, якщо вона у 

кожній своїй точці дотикається по крайній мірі однієї по

верхні з сім’ї {Ф/(} і кожною своєю частиною дотикається 
нескінченної кількості поверхонь цієї сім’ї.

Якщо F(x,y, z,c) = 0, а < μ < b, рівняння одно- 

параметричної сім’ї поверхонь {Ф^}, де F  неперервно 

диференційовна за всіма аргументами функція гака, що



igrad f|2 3  ( I D + ( I D + ( ш )  *  ° · то обііід,,а сім,ї
поверхонь {Ф^} (якщо вона існує) визначається рівняннями

rv \ n dF(x, у, z, μ)
F{x, у, ζ, μ) =  0, ----^ ----- = 0

(у такому розумінні, що для кожної точки (ж, у, z) обвідної 

поверхні можна вказати таке μ Є [а,Ь], що (x,y,z, μ) будеdF
розв’язком системи F  — 0, —~ = 0).

о μ
dF

Поверхня, яка визначається рівнянням F  = 0, =  0

називається дискримінантною поверхнею сім’ї повер

хонь {Φμ}. Для того, щоб знайти обвідну сім’ї поверхонь 

{Φμ} потрібно знайти дискримінантну поверхню сім’ї і ви

лучити з неї особливі точки сім’ї поверхонь. Може трапити

ся, що дискримінантна поверхня складається лише з особ

ливих точок сім’ї поверхонь. Тоді така сім’я поверхонь об

відної немає. Якщо ж сім’я поверхонь має обвідну поверх

ню, то вона дотикається кожної поверхні сім’ї {Φμ} вздо

вж кривої, яку називають характеристикою сім ’ї  по

верхонь. Характеристики утворюють на обвідній поверхні 

сім’ю кривих, залежну від одного параметра. Якщо одно- 

параметрична сім’я характеристик на обвідній поверхні має 

обвідну, то її називають ребром  звороту даної сім’ї повер

хонь.
Рівняння

X П dF(x,ν ,ζ ,μ )  _ п
F (x ,y ,z ^ )  = 0, ----— ----  -U

при фіксованому значенні /і  є  рівняннями характеристи

ки на обвідній поверхні. Обвідну поверхню сім’ї повер

хонь {Ф^} можна тепер розуміти як множину кривих- 

характеристик.

Ребро звороту сім’ї поверхонь визначається системою 
рівнянь

{
F(x, у, ζ, μ) = 0,

§^ (χ ,ν ,ζ ,μ ) =  0, 

f ^ {χ ,ν ,ζ ,μ )  =  0.

Якщо існує обвідна поверхня однопараметричної сім’ї 

площин, то її називюать розгортною  поверхнею. Оче

видно, до розгортних поверхонь відносяться циліндри, ко
нуси.

Зауважимо, що поняття обвідної поверхні можна уза

гальнити на випадок двопараметричної сім’ї гладких по

верхонь, яка визначається рівнянням F(x, у, z, с\, с2) =  0, 

де Сі, с2 - параметри сім’ї. Обвідна такої сім’ї гладких по-

. f d F \2 ( d F \2 f d F \2 ,
верхонь, якщо вона існує і І —  І 4 І —  1 4 І —  І ф 0,

д р  ^

визначається рівняннями F = 0. —— = 0, —  = 0.
де і д(‘2

§3.6. Асимптотичні напрями. Асимптотичні лінії.

Спряж ен і напрями і сітки на поверхні

Нехай поверхня Ф задана регулярною параметризацією 

~Ϋ =  l*(u ,v), M (u,v) - звичайна точка поверхні Ф. Зафік

суємо у цій точці поверхневий напрям (ri): {du,dv}.

Означення 3.9. Напрям (d) поверхні Ф у точці М нази

вається асимптотичним, якщо нормальна кривина поверхні 
в точці М  у цьому напрямку рівна нулю.

Отже, напрям (d) асимптотичний тоді і тільки тоді, коли 
виконується умова

Ldu2 -І- 2Mdudv 4- IVdv'2 = ϋ. (.3.12)



Подамо (3.12) у вигляді квадратного рівняння

L ( + 2 M ~  + jV = 0, dv φ 0,
\dv)  αν

du
відносно — , дискримінант якого 

dv

D  =  4Μ 2 - 4L7V =  —A(LN - Μ) =  -4δ.

Звідси випливає, що в точці еліптичного типу асимпто

тичних напрямів немає (δ < 0, D > 0); у точці гіперболіч

ного типу є два асимптотичних напрямки (5 < 0, D  > 0); 

у точці параболічного типу - один асимптотичний напрям 

(δ =  0, D  =  0);у точці сплощення кожний напрям є асимп

тотичним.
Означення 3.10. Лінія на поверхні називається асимп

тотичною, якщо ї ї  дотична пряма в кожній точці має асимп

тотичний напрям поверхні.
Звідси випливає, що рівняння (3.12) є диференціальним 

рівнянням асимптотичних ліній.

Наприклад, якщо поверхня Ф площина, то вона скла

дається лише з точок сплощення, тому кожна лінія на пло

щині є асимптотичною. Якщо на поверхні розміщується 

пряма, то вона є асимптотичною лінією (k0 =  k cos#, к =  0 

для прямої).
Наведемо геометричну ознаку асимптотичної лінії на по

верхні.
Теорема 3.8. Для того, щоб лінія 7 на поверхні Ф була 

асимптотичною, необхідно і досить, щоб у кожній точ

ці лінії 7 дотична площина поверхні збігалась із стичною 

площиною лінії 7-
Доведення. Нехай поверхнева крива є асимптотичною. 

Тоді за теоремою Меньє вздовж цієї кривої k0 = k cos 0 =  0, 

тобто к =  0 або cos9 =  0. У першому випадку крива є по

верхневою прямою. Оскільки у прямої стична площина не

визначена, то за неї можна взяти, зокрема, дотичну пло

щину поверхні. У другому випадку кут Θ - кут між нор

мальним вектором поверхні 'ft та одиничним вектором ~f)
7Г

бінормалі кривої рівний -. Отже, i t  1  i t .  Стична площи

на кривої у точці М  Є Ф містить вектори 1*, /Л Для кожної 

кривої i t  JL , тобто i t  J_ . i t . Останнє якраз свідчить 

про те, що стична площина кривої і дотична площина по

верхні співпадають у кожній точці поверхневої кривої.

Достатність умов теореми доводиться у зворотному по
рядку.

З ’ясуємо, за якої умови координатні и- та ν,ι-ліпії на по

верхні будуть асимптотичними. Підставляючи послідовно 

и — const, υ ~ const в (3.12) знайдемо, що L — N — 0. Нав

паки, якщо для даної параметризації поверхні L — N =  0, 

то диференціальні рівняння асимптотичних кривих поверх
ні приймають вигляд Mdudv —- 0.

Якщо М  — 0, то маємо випадок L =  М  = N — 0, тобто 

поверхня Ф площина. Будь-яка точка площини є точкою 

сплощення і тому, за означенням, у ній будь-який напрям 

є асимптотичним. На цій підставі будь-яку криву площини 

вважаємо асимптотичною; зокрема, можемо вважати, що її 

координатна сітка складається з асимптотичних кривих.

Якщо М  / 0 ,  то із співвідношення dudv =  0 випливає, 

що du — 0 або dv = 0 (и — const або v -- const). Отже, 

у цьому випадку всі асимптотичні криві є координатними 

лініями і ми приходимо до висновку: координатна сітка 

поверхні є асимптотичною тоді і тільки тоді, коли 
L = N  =  0.

Наприклад, розглянемо прямий гелікоїд гвинтову по

верхню, яка утворена рухомою прямою. Ця пряма рухаєть

ся з постійною швидкістю і перетинає фіксовану пряму під 

прямим кутом, одночасно рівномірно обертаючись навколо 

неї. Якщо фіксовану пряму взяти за вісь аплікат, то пара-



метризація прямого гелікоїда матиме вигляд: x = ucosv, 

у =  usinv, z =  hv, h =  const. Обчислення коефіцієнтів 

другої квадратичної форми показують, що

I I  = -- -г-~1 -dudv.
Vu2 + h2

Отже, координатна сітка поверхні є асимптотичною і вона 

складається з рухомих прямих та гвинтових ліній.

Спряж ен і напрями і сітки на поверхні. Розгляне

мо регулярну поверхню Ф, задану параметризацією 1* =  

!*(u ,v) і на ній зафіксуємо точку М. Два поверхневі на

прями (d), (<5) у точці М  Є Ф називаються спряженими, 

якщо прямі д(і і д$, що містять напрями (d) і (0), є спря

женими діаметрами індикатриси кривини в точці М . Із за

гальної теорії кривих другого порядку випливає умова: для 

того, щоб напрями (d) та (5) були спряженими, необхідно і 

досить, щоб

Ldu5u + M{du6v + dvSu) + NdvSv =  0. (3.13)

Умову спряженості напрямів (d) та (5) можна записати у 

більш стислому вигляді:

(di*, δ ї ї )  =  0 або (51*, d it) — 0.

Справді,

(d l* , 5 lt) =  (rtdu + l* vdv, ~rtudu + ! Ϊ νδυ) =

=  (ΨΖ,ΊΫη)άηάυ+(¥Ζ,1ϊν)άν.δν+('τ%,1ϊ υ)άυδη+(Τ%,ΎΪυ)άυδυ =

= —[Σάχιδίί + Μ(άυ,δν + dvSu) + Νάυδν] — (51*, d~rt).

3 (3.13) випливає, що асимптотичні напрями можна роз

глядати як самоспряжені (якщо (d) = (5), то (3.13) пере

творюється в (3.12).)

Вивчимо випадок, коли задана координатна сітка по

верхні є спряженою. Оскільки координатні и, υ-лінії мають 

відповідно поверхневі напрями {fiu.O}, {0,<5υ}, то із (3.13) 

випливає, що М =  0. Навпаки, коли для даної параметриза- 

ції М =  0, то легко бачити, що поверхневі напрями {du, 0}, 

{0,5υ} задовольняють (3.13) і координатні криві утворю

ють спряжену сітку. Отже, координатна сітка поверхні 

є спряженою  тоді і тільки тоді, коли М  = 0.

§3.7. Головні напрями на поверхні. Л ін ії кривини.

Формула Ейлера. Повна і середня кривини 

поверхні

Нехай Ф регулярна поверхня, задана параметризацією 

1* =  l*(u ,v), М  Є Ф. Поверхневий напрям (d): {du,dv} 

у точці М називається головним напрямом поверхні, 

якщо він є головним напрямом індикатриси кривини в цій 

точці. Оскільки індикатриса кривини не визначена в 'точ

ках сплощення, то в таких точках вважатимемо кожний 

напрям головним. Із властивостей головних напрямів кри

вих другого порядку випливає, що в загальному випадку 

в даній точці поверхні існує точно два головних напрями. 

Виняток складають омбілічні (сферичні) точки, для яких 

індикатриса кривини є колом і тому в цих точках будь-який 

напрям є головним. Спосіб побудови індикатриси кривими 

говорить про те. що для головних напрямів нормальна кри

вина поверхні у даній точці набуває екстремальних значень. 

У зв’язку з цим використовують ще й таке означення голов

ного напряму поверхні: напрям (d): {du,dv} на поверхні Ф у 

точці М  називається головним, якщо нормальна кривина 

поверхні у точці М  у заданому напрямі досягає екстремаль
ного значення.

Згідно з означенням головних напрямів кривої друго

го порядку, вони є одночасно ортогональними і спряжени



ми. Нехай (d): {du,dv}, (5): {όη,όυ} - два ортогональні і 

спряжені напрями в точці М  Є  Ф. Тоді на цих напрямах 

анулюються перша (умова ортогональності) і друга (умо

ва спряженості) білінійні форми, породжені відповідними 

квадратичними формами:

I(d , δ) =  Edu6u + F(du6v + άυδη) + Gdvdv ~ (οΠ*, δ'Ϋ) = 0,

I l ( d ,6) =  Ldu6u-\-M(du6v+dv6u)+Ndv6v ~ - (ά~Ϋ, 6~rt) — 0.

Для знаходження головних напрямів розглянемо ці два рів

няння як систему лінійних рівнянь відносно невідомих би, 

δυ:
(Edu + Fdv)6u + (.Fdu + Οάιήδυ =  0,

(.Ldu + Mdv)6u + (Mdu + Ndv)6v = 0.

Оскільки ця лінійна система є однорідною, то її нетривіаль

ний розв’язок існує тоді і тільки тоді, коли

Edu + Fdv Fdu + Gdv 

Ldu + M dv Mdu + Ndv
=  0. (3.14)

Отже, остання рівність характеризує головні напрями; її бу

демо називати формулою головних напрямів. Зауважимо, 

що розглядаючи зазначену вище лінійну систему відносно 

невідомих du, dv, прийдемо до формули (3.14). Співвідно

шенню (3.14) можна надати більш симетричний вигляд

dv2 —dudv du2 

Е F G 

L Μ  N

(3.15)

У точках сплощення L =  М  — N  =  0 і тому (3.15) задо

вольняє будь-який поверхневий напрям, що узгоджується з 

означенням головних напрямів у цих точках. Крім того, у 

омбілічних точках, де індикатриса кривини є колом, нор-

11мальна кривина к0 =  —  однакова для всіх поверхневих

напрямів (d). Звідси випливає, що в омбілічних точках ко

ефіцієнти першої і другої квадратичних форм пропорційні: 
L Μ  N
£  — -ψ =  77· Отже, в цих точках будь-який поверхневий 
напрям такойс є головним.

Нормальні кривини поверхні, які відповідають головним 

напрямам поверхні в даній точці, називаються головними 

кривинами поверхні в цій точці. Таким чином, голов

ні кривини є екстремальними серед всіх нормальних 

кривин поверхні в даній точці.

Характеристику головних напрямів дає також наступне 
твердження.

Теорема 3.9 (Родріга). Якщо 'напрям, (d) е головним, 

напрямом, то d lt  =  —kodl*, де А;() нормальна криви,па 

поверхні в цьому напрямі. Навпаки, якщо у напрямі (d) 

d lt  =  A d l* , т о  (d) с головним напрямом.

η

(S) Sr

{db

d r /
dn j

7

Доведення. Вектор i t  нормальний вектор поверхні, 

тобто \lt\ =  1. Тоді вектор d rt ортогональний до i t .  Нехай 

(δ) інший головний напрям, ортогональний до напряму 

(d). Отже, вектор d lt  можна подати у вигляді лінійної ком

бінації векторів cff*, δ!*\ d lt  — Xdl* + μδΊ*. Домножимо



цю рівність скалярно на <57*1 врахуємо, що (d r t,6l*) =  0 

і (еіТ ,̂ <57*) =  0 внаслідок спряженості напрямів (d), (δ) 

та ортогональності цих напрямів. У результаті дістанемо, 

що μ(δ~τ*,δΊ?) =  0, тобто μ =  0. Отже, d~rt =  або

(d lt ,d l* ) =  \(d~r*, d l* ). Таким чином,

__ (d lf,d l> ) Π

[ά~Ϋ,ά~Ϋ) I  °’

що й треба було довести.
Доведемо обернене твердження. Нехай напрям (d) та

кий, що d lt  =  \dl*. Покажемо, що цей напрям є голов

ним. Нехай (5) - напрям, ортогональний до (d). Тоді, по

множивши рівність d lf  =  \ά~Ϋ скалярно на δ~Ϋ дістанемо, 

що (dlt,0~T*) =  0. Це означає, що напрями (сі) і (й) спря

жені. Крім того, вони є ортогональними, отже, головними.

Теорема доведена.
Означення 3.11. Лінією кривини на поверхні Ф нази

вають таку криву, в кожній точці якої дотична до нсі на

правлена вздовж одного з головних напрямів поверхні Ф в 

цій точці.
Головні напрями в точці М  Є Ф визначаються рівнянням 

(3.14), отже, має місце твердження: для того, щоб регуляр

на крива 7 : 7=” = У  (u(i), v(t)) другого порядку на поверхні 

Ф була лінією кривини, необхідно і досить, щоб диференціа

ли du, dv вздовж неї в кожній її точці задовольняли рівнян

ня (3.14), де коефіцієнти квадратичних форм І і I I  взято в 

цій точці. Отже, (3.14) є диференціальним рівнянням, яке 

зводиться до двох диференціальних рівнянь вигляду

du du . .
T v = M u ,v ) ,  T v= M n ,r  0

du dv . .
(замість —  можна розглянути —  в залежності від того,

dv du
який з диференціалів dv або du не перетворюється в нуль), о

теорії диференціальних рівнянь відомо, що у випадку глад

ких функцій f\(u, v), /г(гі, v) через кожну точку M  (u, v) Є Ф 

проходить єдина інтегральна крива першого та єдина інте

гральна крива другого з цих рівнянь. Таким чином, лінії 

кривини поверхні Ф утворюють на ній ортогональну сітку, 

оскільки дві лінії кривини, що містять точку М, ортого

нальні в цій точці. Зазначимо також, що рівняння (3.14) 

(або (3.15)) після перетворень можна звести до рівняння

(.LF-M E )du2+{LG-NE)dudv+(MG-NF)dv2 = 0. (3.16)

Теорема 3.10. Для того, щоб координатна сітка по

верхні Ф, яка не містить омбілічних точок, співпадала з її 

сіткою ліній кривини, необхідно г досить, щоб коефіцієнти 

F і М  першої т а другої квадратичних фюрм цієї поверхні 

тотож но дорівнювали нулю.

Доведення. Достатність. Нехай F(u,v) = M (u ,v ) =

0. Тоді диференціальне рівняння (3.16) набуває вигляду

(L(u, v)G(u, v) — N(u, v)E(u, v))dudv =- 0.

Оскільки всі три коефіцієнти рівняння (3.16) не перетво

рюються в нуль одночасно, то різниця L(u,v)G{u,v) — 

N(u,v)E(u,v) в нуль не перетворюється, отже, dudv = 0.

Рівняннями du =  0 та dv =  0 визначається координатна 
сітка поверхні Ф.

Необхідність. Нехай координатні лінії поверхні Ф є її 

лініями кривини. Тоді вздовж них тотожно виконується рів

ність (3.16), яка вздовж «-кривих має вигляд LF  — M E  = 0, 

а вздовж υ-кривих M G - N F  =  0 відповідно. Два остан

ні рівняння утворюють однорідну систему відносно F[u,v) 

та М(и, v). Детермінант останньої дорівнює L(u, v)G(u, v) — 

N(u,v)E(u,v). Якщо припустити, що в деякій точці (u,v) 

F(u,v) і M(u, v) не перетворюються в нуль одночасно, то 

в ній повинен перетворюватися в нуль цей детермінант, що



неможливо, оскільки в цій точці перетворюються в нуль всі 

три коефіцієнти рівняння (3.16). Теорема доведена.

Прикладом лінії кривини є будь-яка гладка лінія на 

сфері, оскільки на сфері будь-який поверхневий напрям є 

головним. Аналогічно, будь-яка плоска лінія (на площині) 

є лінією кривини.
Формула Ейлера. Повна і середня кривини по

верхні. На регулярній поверхні Ф зафіксуємо точку Р. 

Введемо прямокутну декартову систему координат P X Y Z , 

прийнявши дотичну площину до поверхні в точці Р  за пло

щину X P Y , а нормаль поверхні в цій точці - за вісь PZ. 

Напрями осей Рх, Ру візьмемо такими, щоб вони спів

падали з головними напрямами поверхні у точці Р. Тоді 

в такій системі координат у деякому поверхневому околі 

точки Р  поверхня має рівняння z = f(x ,y), /(0,0) =  

/ ж(0,0) =  fy(0,0) =  0. Для такого рівняння підрахунки да

ють Я (0 ,0 )=  1, F (0 ,0) =  0,G(0,0) =  1; ДО, 0) =  /**(0,0) ξ  
r, Μ (0,0) = f xy(0,0) =  s, N(0,0) =  fyy(0,0) ξξ  t. Крім того, 

оскільки, за припущенням, поверхневі напрями {dx, 0} та 

{0, dy} у точці Р  Є Ф є головними, то в цій точці анулюєть

ся також середній коефіцієнт другої квадратичної форми: 

s =  0. Отже, у точці Р  Є Ф перша та друга квадратич

ні форми поверхні набувають вигляду: Ip(d) =  dx2 + dy2, 

I I p(d) =  rdx2 + tdy2. Звідси, для нормальної кривини в до

вільному напрямку (d): {dx,dy} у точці Р  Є Ф маємо, що

11 p(d) __ rdx2 + tdy2

0 Ip(d) dx2 + dy2

Позначимо через k\, k2 головні кривини в точці Р  Є 

Ф, які відповідають головним напрямам {гі.г',0}, {0,dy}. З 

попередньої формули випливає, що к\ =  r, к2 =  t.

Введемо тепер до розгляду кут ψ, який у точці Р Є Ф

утворює довільний поверхневий напрям (d): {dx,dy} з пер

шим головним напрямом {d .T ,0}, тобто з віссю Рх . Тоді з

формули (3.7) для обчислення кута між поверхневими на-
dx

прямами знаходимо, що cosw = —= = = .  Отже, форму-
\fdx2 + dy2

л а  д л я  н о р м а л ь н о ї к ри ви н и  п ов е рх н і в т оч ц і Р  Є Ф н аб у в ає  

вигляду

+ ‘“ 2 *  ' kl sin'2 φ·

Ця формула називається формулою  Ейлера для нор

мальних кривин поверхні. Зокрема, в сферичних (ом

білічних) точках поверхні, де всі нормальні кривини од

накові, вона зводиться до тригонометричної тотожності. У 

точках сплощення, де, за означенням, усі нормальні криви

ни нульові, вона також перетворюється в тотожність. У всіх 

інших типах точок форм ула Ейлера в даній точці дає 

зображення нормальної кривини в довільному по

верхневому напрямку через головні кривини і кут, 

який утворює цей напрям з першим головним на
прямом поверхні.

Введемо до розгляду величини K  = k\k2, II = , які

відповідно називають повною (гауссовою) і середньою 

кривинами поверхні в даній точці. Ці величини відіг

рають визначну роль в диференціальній геометрії поверхні. 

Отримаємо формули для їх обчислення.

Для визначеності вважатимемо, наприклад, що к\ > к2. 

Годі, як ми вже знаємо, головні кривини к\, к2 є в даній 

точці відповідно максимумом і мінімумом відношення

ΙΙ(ξ ,η ) Ц 2 + 2Μξη + Ν  η2

І  (ζ, ν) ~ ~Εξ2 + 2Γξη  + 6 У  ·

Нехай ξ, ή ті значення, які дають перший головний на

прям. Тому V(£,?7): ΙΙ(ξ ,η ) — к,\І( ,̂7]) < 0 і рівність дося

гатиметься саме для значень ξ, ή. Звідси робимо висновок



про те, що частинні похідні функції

Ι Ι ( ξ ,η )- ^ Ι ( ξ ,η )  = (L-k ^ 2 + 2 ( M - - k ^ V+ (N -kxG )V2

для значень ξ, ή дорівнюють нулю. Таким чином,

{ L - k xE )l- V {M - k xF)r] =  0, 

(M  - M F ) l+  (N - kxG)fi =  0.

Оскільки головні напрями завжди існують, то остання си

стема відносно невідомих ξ, ή має нетривіальний розв’язок, 

отже
L - k E  M  - k F  

M - k F  N - k G
0, (3.17)

дe k = ку. Ця рівність має місце і у випадку, коли розгля

дається друга головна кривина к2. Таким чином, головні 

кривини є розв’язками рівняння (3.17), яке будемо назива

ти формулою головних кривин.

Запишемо (3.17) у розгорнутому вигляді

(EG - F 2)k2 - (GL + ΕΝ  - 2FM )k  + LN  — Μ 2 =  0.

Оскільки визначник першої квадратичної форми EG  — F 2 >

0, то це квадратне рівняння можна записати у вигляді

, 2 GL + EN  - 2FM  , LN  - Μ 2 , п

* ----- Ш ^ --- k + E G ^ W k = 0-

Згідно з формулою Вієта для коренів приведеного квад

ратного рівняння, знаходимо шукані повну і середню кри

вини поверхні:

L N - M 2 кх + к2 GL + E N - 2 F M
K  -  kxk2 -  EG  _  f 2  , Η -  2 -  2( e g - F 2)~ '

Попереднє рівняння тепер можна записати у вигляді 

k2 - 2Hk + K  =  0.

Якщо повна і середня кривини поверхні відомі, то знаходи

мо головні кривини поверхні: кх,2 = Н ± \/Н2 — К. Величи

на Η 2 — К  називається ейлеровою різницею поверхні. 

Оскільки головні кривини завжди існують, то ейлерова різ

ниця невід’ємна.

Формула для повної кривини показує, що її знак спів

падає зі знаком визначника LN  — М 2 другої квадратичної 

форми поверхні. Звідси випливає, що: в еліптичних точках 

поверхні К  > 0; у гіперболічних точках К < 0; у параболіч

них точках і точках сплощення К  — 0. Часто класифікацію 

точок поверхні визначають саме за знаком повної кривини.

Якщо середня кривина регулярної поверхні Н  =  0, то 

така поверхня називається мінімальною.

§3.8. Внутріш ня геометрія поверхні

Внутрішня геометрія поверхні вивчає ті властивості по

верхні, які визначаються її першою квадратичною формою. 

Сюди, як ми бачили, належать задачі про обчислення дов

жини дуги кривої на поверхні, кута між кривими, площі ча

стини поверхні. У цьому параграфі ми розглянемо ще деякі 

поняття, які належать до внутрішньої геометрії поверхні.

Вважатимемо, що поверхня Ф є регулярною поверхнею 

третього порядку.

Для зручності введемо нові позначення криволінійних 

координат, коефіцієнтів квадратичних форм та деяких век
торів:

и =  и1 ,υ  =  и2, Е ----- <]\і , F  = <]у2 =  <?2і, G = д22, L = Ьц,

М  = Ьі2 — b2\, N = b22,r t  =  ff , f t  =  =  fit,

 V -\ -4 — у —у —у
f7v = rvl  =  =  r21, rZ  =  f22-



У нових позначеннях квадратичні форми поверхні Ф вигля

дають так:

2 2 2 2

1 = Σ Σ заdul dv? ’ 11 ΣΣ Ьг]с1ьг(1п].
1=1 j —\ i=z{ j  — \

Надалі, коли індекси i, j  перебігатимуть множину {1,2}, 

відповідні суми писатимемо без знаку суми:

/  =  gtjduldu\ I I  =  bijdu'du3.

Взагалі, у випадку, коли в одночленному виразі деякий 

індекс записаний знизу і зверху, вважатимемо, що по ньо

му відбувається сумування в межах від одиниці до двох. 

Зауважимо також, що в цьому параграфі ми не будемо вка

зувати множину значень індексу, якщо вона містить {1,2}. 

Так, наприклад, формули

9ij = {rt,rj), bij =

визначають шість коефіцієнтів квадратичних форм І  та I I .

Оскільки вектори г|, rt, i t  не лежать в одній площині 

(лінійно незалежні), то вони утворюють рухомий базис по

верхні і ми можемо розкласти в ньому похідні базисних век

торів (у заданій точці поверхні Ф):

'·,) = ТУїІ + І % гї + aVJrt. (3.18)

Формула (3.18), фактично, містить в собі гри рівності, 

оскільки dij — a,ji, rf· = Г^г.

Формули (3.18) є аналогами формул Френе для ліній, 

а базис { r t , r t , l t }  з початком у довільній точці поверхні 

називається векторним тригранником Дарбу. Формули

(3.18) називаються дериваційними формулами Гаусса.

Аналогічно, оскільки четвірки векторів {nf; rf, rt, i t }  у 
Vi лінійно залежні, то мають місце розклади

77,

Розклад векторів гі\ в (3.19) називають дериваційними 

формулами Вейнгартена. Легко бачити, що у формулах

(3.19) 7і =  0. Сукупність функцій Г*· називають символа

ми Христофеля другого роду, а β· коефіцієнтами 
Вейнгартена.

Знайдемо зображення символів Христофеля другого ро

ду та коефіцієнтів Вейнгартена через вектори тригранника 
Дарбу.

Використовуючи домовленість про позначення, дерива

ційні формули (3.18), (3.19) можна подати у стислішій фор-

гЗ =  г£-г£ + <l'j 'ΐ·

п\ = - β Μ ·

Помножимо скалярно ці векторні рівності на вектор rf. То

ді
O f. ?3) =  г* (rf, rt), (rt, пі) ,r ~РЇ(г), ft),

або

Уи,- 1 i/Uki · (3.20)

Ьи = β-gki- (3.20,)

Величини Γ/у ξ ξ  (Tf,r?j) називаються символами Х ри 

стофеля першого роду.

Оскільки матриця коефіцієнтів першої квадратичної 

форми невироджена, то існує обернена матриця (glJ) така, 
що

1, якщо і = к,
9 ^ г = gl]g]k =  Fk

0, якщо і ф к,



або

0U 9 12 \ (  9 и  012 А _  (  011 .912 ^  /  91' 012

021 022 ;  v 92і 022 ;  v  ^  2̂2 / v 2̂1 я22
1 0

0 1

Матричне рівняння (3..20) помножимо справа на матрицю 

(д1р). Тоді
Г ^ = 9к1Г щ = 9к1( г ї , Ф  (3.21)

- формули зв’язку символів Христофеля другого роду з 

символами Христофеля першого роду (сумування в (3.21) 

проводиться по індексу І Є {1,2}). Зауважимо, що таку ж 

назву мають і формули (3.20).
Якщо матричну рівність (3.21) справа помножити на 

матрицю (д1р), то одержимо формули для коефіцієнтів 

Вейнгартена

РІ =  Ьид1] = { f t i^ ) g l3· (3.22)

ҐЛ ■ 11 522  ̂ — -9і2 П22 — ,9и А —Оскільки 011 =  — , 012 =  021 -  - "д-> 9 -  -д·) А -

011022 — 012) то формули (3.21), (3.22) дають зображення 
символів Г*· та β\ через коефіцієнти першої квадратичної 

форми поверхні (тобто, через вектори тригранника Дарбу) 

та через символи Христофеля першого роду.

Знайдемо зображення символів Христофеля першого 

роду через коефіцієнти першої квадратичної форми поверх

ні. Оскільки
дди 

ди 

дд 

ди

то, додавши иочленно перші дві рівності і віднявши від 
одержаної суми третю дістанемо, що

т“’ = \ { Ш +Ь ~ Ь ) ·  <з-2з>
Отже, СИМВОЛИ ГHj відносяться до внутрішньої геометрії по

верхні. Звідси та з формул (3.21) випливає, що символи 

також відносяться до внутрішньої геометрії поверхні.

Якщо (3.18) помножити скалярно на i t ,  то одержимо, 

Що аі] =  (rij, it ) . Але (r^, i t )  =  btj, тобто αυ = btJ.

Висновок: коефіцієнти розкладів (3.18) та (3.19) 

зображаю ться лише через коефіцієнти перш ої та 

другої квадратичних ф орм  поверхні.

Для площини з параметризацією х = и], у - u2, ζ =  0

обчислення дають (gl3) ^ J J j ,  b,, =  0, β\ =  0, \',υ ■ 0,

Γij =  0. Отже, дериваційні рівняння площини в даній пара

метризації мають вигляд: г.̂  =  0 , η* =  Ί?. Можна поста

вити питання про знаходження всіх поверхонь, які мають 

такі дериваційні рівняння. У даному випадку легко знай

ти їхній загальний розв’язок: 1у(и1,и2) = а\и1 + а%и2 + а$, 
v _  [at, a|] v > .

“ — іг—у — « i , a2, «ο сталі вектори. З геометрично-
Ц&1 j І 2}\

го змісту задачі випливає, що сталі вектори а\, треба 

вибирати неколіпеарпими і тому розв’язок дає векторно- 

параметричне рівняння площини, для якої ці вектори бу

дуть напрямними. Однак, у загальному випадку, не кожні 

наперед задані рівняння вигляду (3.18), (3.19) можуть бути 
дериваційними для якоїсь поверхні.

Теорема 3.11 (Гаусса). Повна кривина поверхні Ф 

визначається першою квадратичною формою цієї поверхні
і, отже, належить до ї ї  внутрішньої геометрії.



Доведення. Формулу (3.23) подамо у вигляді

^  _  1 ( dJ *  + дЙ і  _
І , I ij) — г> \ ο,,,ι τ  йп.і Я,,*2 \ ди3 ди1 ди1 )  

і продиферендіюємо обидві частини цієї рівності ПО Тоді 

, V ^  1 /  d2gu d2gi3 d2gij \
т ,  Гіз) + {п, rljk) -  2 + дигдик диІдик )  ■

Оскільки ці рівності вірні при будь-яких значеннях індексів

і, J, к, і Є {1,2}, то вірними є також рівності

Iff. r i )  + (rt ■[Гі3, Ггк) +  І г ,, r lkj) 2 у дикduj f  диідиз диідиз )

Віднявши від першої рівності другу, одержимо, що

_  1 (  д2діз д2дгк d29lJ d2glk \
ІТік,ГЦ) {rh ,r lk) 2 \дигдик duldu> ди1дик дигди>)

Надаючи індексам допустимих значень упевнюємося в 

тому, що одержані рівності зводяться або до тотожностей, 

або до рівності

,_ а  __у\ д29и 1 & 9 п  1 32.922
(г ц , г22) -  (г12,г 12) -  0ω19ω2 2 ^ 2^ 2  2 aiy W  ·

Використовуючи дериваційні формули (3.18) знайдемо,

що

(Пь^їй) - (П2,Й2) =  (Гп nt + Г22 rf + Ь22 ^ )-

-(Tkl2ft+bi2^ , r [ 2ft+bl2l f )  = r hu Tl22gkl+bn b22- r kn r ln gki-b

Отже,

2 329і2 1 З2i/ll 1 ^  022 /p* p/ pfc р/ \

bnh2- b"  =  '2' 12 и 22,m '
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Останню рівність називають формулою Гаусса. Взявши до 

уваги означення повної кривини поверхні та формулу для 

ї ї  обчислення, завершуємо доведення теореми.

Насл ідок 3.1. Деяка квадратична форма b^du'du3 є 

другою квадратичною формою поверхні з відомою її  пер

шою квадратичною формою gljduld,u] тоді, коли дискримі

нант цієї, форми зображається через коефіцієнти першої 

квадратичної форми і їхні частинні похідні за формулою 
Гаусса.

Знайдемо ще дві формули (ГІетерсона-Кодацці), які 

встановлюють зв’язок між коефіцієнтами першої та дру

гої квадратичних форм поверхні. Для цього рівності Ьг\ =

— (rf,n t) продиференціюємо по змінній и2, а рівності Ьг2 = 
- ( rt.n l) по змінній и1. Тоді

^  = - ( r ^ M ) - ( r t , U 21).
Враховуючи, що п̂ > ~ п21і отримуємо

dbi± _  dbi2 _  . v , ,

д и 2  д и 1 ' (Ь2,«і ) .

Але, з урахування дериваційних формул поверхні,

( r it ,^ )  - (f\lnt) = ( Г а Н + bnlt,f%) ~~ (Гї2гї + Ьі27Ї,п\) = 

= г Ш М )  - гШ М )  = Г*6*і - Г* 6*2.

Тому

дЬ«1 , pfc «, _  <^2 , ρ* н  /О
ди2 г1 ~~дй̂ 12 kx'  ̂ '

Формули (3.24) - формули Петерсона-Кодацці.



Основна теорема теорії поверхонь

Теорема 3.12 (Боне). Нехай у деякій плоскій області 

змінних и1, и2 задані шість аналітичних функцій

gi j {ul , u 2) , b i j ( u \  i t 2 ) ,  { г ,  j }  C  { 1 , 2 } ,  <712 —  0 2 1 Л 2  =  6 2 1 ,

для яких виконані рівняння Гаусса т а  Петерсона-Кодацці, 

а т акож  умова додатної визначеності квадратичної фор

ми gijdulduj , тобто gn > 0, 011022 ~0і2 > 0- Тоді в просторі 
існує поверхня, для якої задані функції будуть відповідно 

коефіцієнтами першої т а другої квадратичних форм. Ця 

поверхня визначається однозначно, коли зафіксоване по

чаткове положення рухомого репера.

Доведення. У подальшому для зручності використаємо

скорочений запис частинних похідних: дк =  Згідно з

дериваційними рівняннями параметризація г (и 1,и2) шука

ної поверхні повинна в даній області задовольняти наступну 

систему диференціальних рівнянь з частинними похідними 

першого порядку:

д3г\ =  Г*г£ + bijlt, дг1ї =  -U rf. (3.25)

Невідомими у цій системі є чотири вектор-функції: 

l^ (u l ,u2), f t  (u1, u2), f t (u l ,u2). Праві частини системи

(3.25), згідно з відповідними формулами для коефіцієн

тів дериваційних рівнянь поверхні, цілком визначаться за

даними функціями gij, bij. Якщо систему (3.25) записати 

для координатних функцій, то відносно них, як невідомих, 

вона буде містити 12 лінійних диференціальних рівнянь 

з аналітичними коефіцієнтами. Внаслідок теореми Коші- 

Ковалевської, для таких систем існує розв’язок, якщо вико

нуються умови інгегровності, які у даному випадку мають 

вигляд: f?j = rfi, 7\]t =  f\kj, Uij =  Uji. Перша група цих умов 
виконується внаслідок симетричності відповідної правої ча

стини рівнянь (3.25). Дві наступні групи умов виконуються

внаслідок рівнянь Гаусса та Петерсона-Кодацці. Таким чи

ном, існування розв’язку рівнянь (3.25) забезпечує теорема 

Коші-Ковалевської. Для отримання конкретного розв’язку 
потрібно вибрати початкові дані

Uo) Г0 , гі ио) ~ ifil ft('U0, Uq) =  Hq, (l^ і о, ~1̂  j fi) 7

=  f t iK ,M o ) , ( A o  Μ)  — 0, (по, йо) =  1,η& =  — ί 7..1’0’ ^ 2’°]

χ/ 0 1 1 0 2 2  -  .912

які визначають початкове положення рухомого репера.

Розглянемо тепер поверхню Ф: I у — ~г*(их,и2), яка від

повідає вибраним початковим даним, і покажемо, що для 

неї задані функції g4 , btj будуггь відповідно коефіцієнта

ми першої та другої квадратичних форм. З цією метою з 

отриманоіч) розв’язку побудуємо скалярні добутки (rf, rf), 

(ft, f t ), (ft, ft) , ( f t , i t ) ,  (ft, it ) , ( it , ft). Внаслідок (3.25) 
частинні похідні цих добутків задовольняють наступну си
стему 12 рівнянь

c>i(rj,r?) - 2(ft, ?Τι) = 2 (ft ,rku ft + bu Tt) =  2Гkn (ft ,H ) +

+2b] 1 (rt, rt),

...................  (3.26)

d2( l t ,  i t )  =  2 (ft,n t2) =  2 (> /. h!,r)) =  -2  bl2(Tt, rf).

Розглядатимемо (3.26) як самостійну систему рівнянь 

з частинними похідними. Безпосередня перевірка показує, 

що цю систему задовольняє (відповідно до нумерації невідо

мих) набір функцій 0ц, 012, 022, о, 0, 1. Справді, наприклад, 

для першого рівняння при підстановці цих функцій маємо

д\011 = 2Г1J0U + 2r2j012 + 26ц · 0 ξ  2Г^0ц. = 2ГШ,



що є тотожністю за означенням символів Христофеля 1-го 

роду. Аналогічно розглядаються інші рівняння. Таким чи

ном, два набори функцій (r f ,r f) , (r f .r t) , (rf, rf), ( r f ,# ) ,  
( r f ,# ) ,  (ft, i t )  і gn , gi2, £22, 0, 0, 1 є розв’язками системи
(3.26). Крім того, ці розв’язки задовольняють при Uq, Uq од

ні і ті ж початкові дані, а тому співпадають тотожно в даній 

плоскій області. Отже, функції дг] =  (rf, rf) є коефіцієнта

ми першої квадратичної форми поверхні Φ: #  =  ~Ϋ(ν},χι2)

і ( r f ,# )  =  0, ( r f ,# )  =  0, |#|2 =  1. Тепер із системи (3.25) 

випливає, що

(r t^ lt )  =  Г * ( r £ , # )  + b ij( jt , i t )  =* Ьц =  (rtj.lt).

тобто bij є коефіцієнтами другої квадратичної форми.

Теорема доведена.
Насл ідок 3.2. Формули Гаусса і Петерсона-Кодацці є 

необхідними і достатніми умовами того, що дві задані 

квадратичні диференціальні форми, з яких одна, додатна, 

були б першою і другою квадратичними формами для, дея

кої поверхні.
Природно виникає питання про те, як зміниться поверх

ня, якщо для фіксованих значень uj, Uq змінюється почат

кове положення рухомого реперу. Нехай (Pq, 1*ι,ο, 1*2,0, гїо), 

(Р о ,# і,о ,# 2,о,#о) - Два таких репери і Ф: #  = 1>(и[,и2), 

φ: — у*(и1.и2) - відповідні їм поверхні. Зрозуміло, що

один репер можна отримати з іншого переміщенням у про

сторі. Це випливає з того, що початковими даними одно

значно фіксуються довжини реперних векторів та кути між 

ними. Позначимо через Т ортогональний оператор, який пе

реводить старий репер в новий: # і)0 =  Т1^І>0, i t 0 =  Tito  і 

розглянемо вектор-функції

1>(и\и2) =Т(Т>(и\и2)-7>о)+Ї*о,7Ї{и\и2) =TTt(u\u2). 

Ці функції також є розв’язками системи (3.25) і при фіксації

значень ul, Uq цей розв’язок задовольняє ті ж самі початко

ві дані, що і новий розв’язок 1^(их,и2), lt(u\ u2). Отже, ці 

розв’язки збігаються, а рівність ~Ϋ(ηι,η2) =  Т(1^(и[,и2) —

1*о) + 1*о означає, що поверхня Ф отримується з поверхні 
Ф переміщенням (як твердого тіла) у просторі.

§3.9. Геодезійна кривина поверхневої· кривої.

Геодезійні криві на поверхні

Розглянемо регулярну поверхню Φ: ~Ϋ = 1^(и}.и2) і де

яку поверхневу криву 7  с  Ф. Зафіксуємо точку Р  Є  7  і 

проведемо дотичну площину ТрФ. Спроектуємо ортогональ

но на цю площину криву 7  і в результаті отримаємо деяку 
плоску криву 7 * С  ТрФ (див. Мал. 3 . 9 ) .

Мал. 3.9.

Геодезійною кривиною поверхневої кривої 7 С Ф 

в точці Р  Є 7  називають кривину її ортогональної проек

ції 7* С ТРФ у цій точці. Геодезійну кривину позначають 

символом kg. Для її  знаходження розглянемо циліндрич

ну поверхню Ф*, яка має напрямну 7 * і твірні перпен

дикуляри до дотичної площини ТрФ. Нехай # ,  it*  - орти 

головних нормалей кривих 7 , 7 * у точці Р. Оскільки кри

ва 7* є напрямною кривою прямого циліндра Ф*, то орт її



головної нормалі і)*  буде нормальним ортом цього цилін

дра. Зауважимо, що криві 7 , 7* мають у точці Р  спільний 

дотичний орт ~Ϋ і цей орт задає поверхневий напрям цилін

дра Ф*. Нормальна кривина циліндра Ф* у цьому напрямі 

є кривиною нормального перерізу 7* із додатнім знаком, 

оскільки орт нормалі циліндра Ф* співпадає з ортом голов

ної нормалі перерізу 7*. Застосовуючи до кривої 7 , як до 

поверхневої кривої циліндра Ф*, теорему Меньє, одержимо, 

що kcos(l^,l^*) =  кд.

З точністю до знаку і/*  = ±[lf ,^f], причому знак тут 

залежить від напряму орта нормалі поверхні Ф. Зауважи

мо, що іноді геодезійній кривині приписують певний знак в 

залежності від знаку правої частини попередньої формули. 

Отже,

kg =  k ( t ,  ΤΪ·) =  ± к(її, [it, 7*]) = ±к([ії, #], !>) =

=  ±k(-[rt, 1ї], Ψ ) =  ± k (- lt , [і/, У]) =  ± k(lt, [Ϋ, it]) =

Нехай крива 7 віднесена до натурального параметра і її 

внутрішні рівняння мають вигляд υ1 =  ul(s). Тоді r  = I у, 

r  = I у =  /clt, кд =  ±( i t ,  7*, 7*). Знак у правій частині 

вибирається так, щоб отримана величина була невід’ємною, 

тобто

Знайдемо тепер обчислювальну формулу для геодезій

ної кривини при довільній параметризації кривої: иг =  ul (t), 
t =  t(l). Тоді

v d lу dt w . ^4 v„ w - · 1

кд =  I ( lt,7 * ' · i, I у" · t2 + 7>' ■ t)| =  1(^,7*', 7*") | · |i|3 =

|(^,τ>',ι*")|
|У'|3

Використовуючи в попередній формулі внутрішні рів

няння, на підставі дериваційний рівнянь поверхні маємо, 
що

7*' =  r*u'\ 7>" =  r^u 'lu,j+rtu'n =  (Г^ r t + K j l t ^ u '3 + г\и'п =  

T^u'lu'3rt + biju'lu'JTl· + rfu"\

( I у', I у') =  ІI у']2 =  ( rtun, rju 'J) =  giju,%u'3,

^ _  I ( it , r £ « 'V Jr£ + biju"u'3 7/ + rtu,n) I 

9 “

1 (^ ,7*!, r|)| · [ ц '^п 'У ^  - n'2lTy/V·' + ullu"2 - u 'V 1)!

(giju'lu '3)3/2

r-\u'\u"2 + Γ ;> "„ ") - u 'V '1 + Г|,и'V J)|
=  VS---------------------------  ·Δ  a  Яи9а~9Іг'

З цієї формули випливає, що геодезійна кривина по

верхневої кривої є об ’єктом внутрішньої геометрії 
поверхні.

Нехай лінія 7  на поверхні задана рівнянням и2 = f(u l ), 

/ Є С Ю .  Тоді

, _ й2 „ _  й2й{ -  йЧі2
J · і ) J

й1 ’ ' (й1)3

_І /·// І іт2 І
к0 =  λ/δ

|/" + Г2, + (2Г22 - Г},)/' + (Г22 - 2Г{2)/ '2 - Г22/ /3|

(ди + 2 W ' + 022/ '2)3/2
(3.27)

Зауважимо, що формула (3.27) широко використову- 

юється для обчислення геодезійної кривини лінії на поверх

ні, якщо за параметр взяти змінну и1. Якщо лінію на по

верхні зручно параметризувати змінною и2 і подати лінію



рівнянням u1 =  / (u 2), то обчислювальну формулу для гео- 

дезійної кривини можна отримати з формули (3.27) замі

ною індексів 1 на 2 і 2 на 1:

к  /Т І /" +  П г  + (211, -  4 -і) /' +- (Г,1! -  2ГІ,)/-а - 1·; , / ' 3!
9 [922 +  2(?гі/' +  ? и /'2)3/2

Геодезійні криві на поверхні. Геометрична озна

ка геодезійної кривої. Розглянемо регулярну поверхню 

Φ: ψ  = и2) і на ній криву 7 С  Ф з натуральною внут

рішньою параметризацією иг = иг(s). З формул Френе та 

дериваційних рівнянь поверхні випливає, що

T*(s) =  Ί* (u1 (s), u2(s)), 7* = 7* =  rf · й\

7* = 7* =  А:# =  (T^rt + bij)iilii3 + rf · it1,

A· 7/ =  (ii* + i/',·/')/·/ + b,

Вектор ~t — (uk + r ^ u liiJ)rt називається вектором 

геодезійної кривини, а вектор 1)13ύ ιύ3ΐϊ — к{)i t  век

тором нормальної кривини поверхневої кривої 7 С Ф. Та

ким чином, для вектора кривини кривої маємо розклад 

k it  =  + kQl t  (Мал. 3.10).

Знайдемо довжину вектора геодезійної кривини. З побу

дови видно, що t — А[7*,#], тобто І t І =  ІАІ. Домножимо

попередню векторну рівність скалярно на вектор [Ϋ ,lt}. 

Тоді, використовуючи кососиметричні властивості мішано

го добутку знайдемо, що

А =  ( t ,  ~t, i t )  =  ((йк + Г ̂йги3)гІ, Ί*ιΰι, i t )  -

= ( r f ,  r f ,  # ) ( ( u x + Г ‘̂ № ) ύ 2 -  (їґ + Γ ΐ^ ΰή ύ1) =

■= λ/Δ((ϋ’ + V\jVlilj )ύ2 - (ϋ2 + r?jiilu3)ul ), Δ  = gu g22 - g\2.

Порівнюючи цю рівність з формулою для геодезійної кри

вини бачимо, що ІАІ =  кд, тобто кд =  |~̂|. Отже, довжи

на вектора геодезійної кривини співпадає з геодезій- 

ною кривиною.

Означення 3.12. Лінія на поверхні називається гсодс- 

зійною, якщо в кожній ї ї  точці геодезійна кривина дорівнює 
нулю.

Отже, геодезійні криві характеризуються умовою

uk + Г* н' · uJ =  0. (3.28)

Оскільки параметризація кривої натуральна, то

(Ψ , Ψ )  =  1 <-> (Тій1, Vj й,1) = 1 ^  gaii'w1 =  1. (3.29)

Зведемо (3.28) до системи диференціальних рівнянь пер

шого порядку. З цією метою введемо нову групу невідомих 

£г = и1. Тоді з (3.28), (3.29) матимемо

= Є, £* =  (3.28')

д,,ЄЄ =  1. (3.29')

Ця система є системою звичайних диференціальних рівнянь 

першого порядку відносно невідомих функцій uk(s), £fc(s). 

Для ї ї  інтегрування задамо початкові дані

uk(sQ) = ик, Ck(so) = £<>, 9гМ, 1,1)^1 = 1. (3.30)



Вважаючи, що виконана теорема існування і єдиності 

розв’язків такої системи, отримаємо розв’язок uk(s), 

Зауважимо, що для виконання цієї теореми досить виконан

ня умови Г*· є Тепер важливо переконатися в тому,

що для відповідної геодезійної кривої параметризація є на

туральною. Справді,

=  дк9із?? + 2дцС? =- (І л·,/ + 1\л)ЄЄ¥+  

+2диЄ (- Г 1ікЄ Є ) = 2TklJC e e  ~ 2\\^Є'Є ξ  0.

Отже, система диференціальних рівнянь (3.28) має інтеграл 

gijC£3 =  const. Урахувавши початкові умови (3.30) знахо

димо, що g ij(^ J =  1.

З геометричної точки зору задання початкових умов 

(3.30) означає вибір на поверхні Ф точки, яка відповідає 

радіус-вектору 1*0 = !*(иІ,иц), та вибір поверхневого на

пряму = rt (и^,ио)£о- Взявши це до уваги, приходимо 
до наступного твердження.

Теорема 3.13. Через кожну точку регулярної поверхні 

у даному поверхневому напрямку проходить єдина геоде

зійна крива цієї поверхні.

З огляду на цю теорему можна зробити висновок про те, 

що в кожній фіксованій точці поверхні сукупність 

всіх геодезійних кривих утворює жмуток кривих.
І (г^, ~Ϋ', т*7')!

Із формули к„ --- випливає диференціальне
І r  І3

рівняння геодезійних кривих при довільній параметризації 

кривої: ( it ,  Ψ 1, !*") — 0, тобто

u"v — v"u' + (r jju '2 + 2T\2u'v' + Γ22υ'2)υ' —

-(Г 2п и'2 + 2Г \2u'v' + Г 222v'2)u =  0.

Якщо ж шукане рівняння геодезійної лінії має вигляд и2 = 

f (u l ), то диференціальне рівняння для відшукання /  є та

ким (див. (3.27)):

/ "  =  -Г2п - (2Г22 - Г ln )f ' - (Г22 - 2Г}2) / '2 + T\2f'\ (3.31)

Теорема 3.14. Поверхнева крива є геодезійною тоді і 

тільки тоді, коли ї ї  стична площина у кожній звичайній 

точці є нормальною площиною поверхні.

Доведення. Із диференціального рівняння 

( i t , !* ' , !* " )  = 0 випливає, що поверхнева крива є гео- 

дезійною тоді і лише тоді, коли вздовж неї вектори i t ,  

1 -ψ" компланарні. Оскільки вектори !* ', Ϋ " належать 

стичній площині кривої, то зазначена компланарність 

означає, що їй належить нормальний вектор i t  поверхні і 

тому вона є також нормальною площиною поверхні.

Теорема доведена.

Як приклад, на площині візьмемо її параметризацію х — 

и\ у =  u2, ζ =  0. Тоді ди =  1, 9ґ2 =  921 = 0, д22 =  0, Tljk =  0, 
Г*· =  0 і система (3.28) набуде вигляду йк = 0. Вона легко 

інтегрується: ик = акs + bk; ак, bk const. Оскільки £* =  

йк =  ак, gijξ ’-ξί =  (α1)2 + (о2)2 =  1, то в площині рівняння 

геодезійних кривих при натуральній параметризації мають 

вигляд: х 1 == аЛь1 -Ь 6і , у =  a2s + b2, тобто вони є прямими, 

які проходять через точку (Ь1) у напрямку орта (а1).

На сфері її геодезійні криві можна знайти без інтегру

вання. Справді, якщо взяти нормальний переріз сфери, то в 

будь-якому напрямку це буде велике коло. Вздовж великого 

кола стична площина є нормальною площиною сфери. На 

підставі теореми про геометричну ознаку геодезійних кри

вих, великі кола є геодезійними кривими сфери. У кожній 

точці сфери ці криві утворюють жмуток і, отже, на під

ставі теореми 3.13 робимо висновок, що інших геодезійних 

кривих на сфері не існує.



Сформулюємо тепер без доведення відому теорему 

Гаусса-Боне.

Теорема 3.15. Нехай па поверхні Ф визначено область 

F, обмежену кусково-гладким замкненим контуром, що 

складається з дуг j i ,  ..., ηη, які утворюють в спільних 

кінцях кути грі, . .., грп. Тоді справджується рівність

j  kgdS і /  Κάσ, (3.32)

Π

Σ '
Λ;—1 ** k —1

7 k

де kg - геодезійна кривина контура 7 , К - повна кривина 

поверхні Φ, do - елемент площі поверхні.

Насл ідок 3.3. п-кутник, утворений на поверхні гео- 

дезійними лініями, називається геодезійним п-кутником. 

Сума внутрішніх кутів криволінійного геодезійного п- 

кутника на поверхні з повного кривиною К  обчислюється 

за формулою

грі + .. . + грп =  (η - 2)π + / / Κάσ.

Насл ідок 3.4. Для геодезійних трикутників рівність 

(3.32) набуває вигляду

Ψι + ір2 + Ψά =  тг + / / Κάσ

Отже, сума внутрішніх кутів геодезійного трикутника:

а) більша 7г на поверхні, де К  >0 ;

б) менша 7г на поверхні, де i f  < 0;

в) дорівнює 7г на поверхні, де К  =  0.

Зазначимо, що на сфері має місце випадок а), на псев

досфері - випадок б) і на площині - випадок в).

Як відомо, властивість б) характерна для площини 

.Лобачевського. Виявляється, що площина Лобачевського 

допускає ізометричне відображення на поверхню сталої 

від’ємної повної кривини (наприклад, псевдосферу). Цей 

факт вперше встановив італійський математик Бельтрамі в 

1868 році, побудувавши таким чином модель площини Ло
бачевського.

§3.10. Сферичне зображення поверхні. Теорема 

Гаусса. Третя квадратична ф орм а  поверхні

Розглянемо регулярну поверхню Ф: 7* = 7*(u,v).

Означення 3.13. Сферичним зображенням поверхні Ф

називається годограф вектор-функції 'rt(u,v) =  . ! .

Отже, якщо S - сфера одиничного радіуса з центром у 

початку координат, то довільній точці Р  Є Ф з криволіній

ними координатами ставиться у відповідність точка па S з 

радіус-вектором lt(u ,v ). Таке відображення р: Ф —> S на

зивається сферичним відображенням даної поверхні.

У загальному випадку при сферичному відображенні об

разом поверхневої області буде сферична область, але є і 

винятки. Наприклад, сферичним образом площини є точ

ка, прямого кругового циліндра коло.

Візьмемо поверхневий напрям (d): {άη,άν}, dl* — 

7>udu+ rtdv і відповідний йому сферичний напрям ά !Ϊ  — 

rtudu + l t vdv. їхній скалярний добуток

(сП>, d lt) =  - (Ldu2 + 2 Mdudv + Ndv2) =  - 11(d) .

Отже, άΨ  -L d lt  11(d) =  0, тоб то, відповідні напрями 

ортогональні тоді і тільки тоді, коли поверхневий напрям 

(d) є асимптотичним.



Використовуючи дериваційні рівняння поверхні: П і = 

- 6jr f , bj =  gjkbik, gjkgik =  δ{, а також формулу Гаусса

β- _  Ь_ _  611622 ~ 622 

Δ  ди922 -дІ2

знайдемо векторний добуток ["rtu, г/„]:

«М =  [-&Іг?> -ьіг}] =  [&М + ьМ . + ВД] =

= К ,  Г2К6І62 - 6162) =  [rf-, r$](glkblkg2sb2s - g2kb2kgu b2s) =

= [rt,rt}{(gu bu + gn bu ){g2lb2i + д22Ьж) - (g2lbu + 022M X 

x(gn b2i + g12b22)} =  [rt, r̂ ](611622 - b212)(gn g22 - (.g12)2) =

= [rf,rf].

Як відомо, площа елементарної поверхневої області D  

дорівнює da =  |[r£, rf]|d«Gfo. Аналогічно, для площі її сфе

ричного образу D: da =  |[rtu,~ftv]\dudv. Отже, —  =  |К\.

Звідси випливає, що площу a(D) сферичного образу D  по

верхневої області D  необхідно шукати за формулою:

Я ф )  =  JJ \K\da,

D

де da =  \/EG  — F 2dudv - елемент площі на Ф.
Використовуючи теорему про середнє для інтеграла

J  J  \K\da, дістаємо інтерпретацію модуля гауссової криви-

D

ни \К\ у заданій точці Р  як границю відношення

\К\ =  lim —
1 σ —>Ρ  σ

площі σ на одиничній сфері S до відповідної площі а  об

ласті поверхні, коли ця область стягується до точки Р  (це 

твердження складає зміст теореми Гаусса.)

Квадратичну форму

1 1 1 ( d )  ξξ ( d ~ r t , d l f )  =  e i j d u %d u \  e t J  =  ( i t ^ l t j ) ,

називають третьою квадратичною ф орм ою  поверхні.

Виявляється, що вона цілком визначається через першу і 

другу квадратичні форми даної поверхні.

Справді, візьмемо деяку поверхневу криву 7 : иг — иг(з)

з натуральним параметром. Позначимо через rf ξ  -γζςτ,
\Ги\ 

ψ>
т$ =  —vr координатні орти поверхні. Тоді для дотичного

їм
орта поверхні маємо

ΞΞ. Ί* =  r tu  + rtv  =  V E u ft + VGvτξ. (3.32)

Будемо вважати, що координатна сітка поверхні скла

дається з ліній кривини. У цьому випадку F  = М  — 0, 

rf _L Т2. Введемо до розгляду кут Θ кут між векторами 

та r f . Тоді

=■ COS θ ■ rf + sin Θ ■ T2 => cos 0 =  \fEii, sin Θ =  VGi).

З формул для повної та сферичної кривини

, , LN  - M 2 k[ + к2 GL + EN  - 2M F
К =  КлКо =  ------ tl = ------- = ---- :-—--- ---

EG  — F 2 2 2(EG - F 2)

випливає, що головні кривини поверхні, віднесеної до ліній 

кривини, обчислюються за формулою

, L , N
*. =  £ ,  h  = - .



Далі розглянемо криву 7 : i t  — lt(u(s),v(s)) C S, яка є 

сферичним зображенням кривої 7 на S. Оскільки |#| ξ  1, 

το п ± i t  => i t  =  αιΤχ + α2Τ2· 3 іншого боку, i t  — l t uii + 

ityV. Тоді

_v /_л. . v . f t  \ —Lii — Μ ύ
a\ =  ( n  , r f )  =  W  + η υυ, - j=  j  =  --- - j=---  =

= — ~  cos Θ = —ki cos 0.
L·

Аналогічно, a2 =  — k2sin9 і тому

i t  =  —к\ cos θτι — k2 sin θτ2. (3.33)

Помножимо (3.32) відповідно на кг, к2 і додамо до (3.33). У 

результаті одержимо, що

к{т* + i t  =  (ki — к2) sin ΘΎ2 , к21* + i t  =  (к\ — к2) cos^rf.

Отже, i t  + k { t  II Т2, i t  + к21* І) rf; тоді ( i t  + fct^ )  _L 

( #  + k21*), тобто (#  + /сі т*, i t  + k21*) — 0, або

^  ^  = 0 ^
\ as as as as /

=  0 =>■ (rf#, d # ) + (k\ + k2)(dl*, d l t ) + k\k2( d l d l * )  — 0 =>

111(d) =  2H I 1(d) - K  ■ 1(d).

Таким чином, для коефіцієнтів цих трьох форм існує за

лежність

ij — 2 Hbij кді0.

Приклади розв ’язування задач

1. Поверхня, утворена обертанням кола навколо 

прямої, яка лежить у площині цього кола і його не 

перетинає, називається тором. Скласти параметрич

ні рівняння тора.

Р озв ’язання. Якщо а > 0 радіус кола (меридіана) 

гора як поверхні обертання, то за вісь обертання приймемо 

вісь аплікат, а основу перпендикуляра, опущеного з центра 

кола (меридіана) на вісь обертання, за початок прямокут

ної системи координат (O XYZ). Віддаль від центра кола 

(меридіана) до вісі обертання називається радіусом тора. 

Цю віддаль позначимо через Ь. З означення тора випливає, 

що b > а. Число є =  — називається ексцентриситетом

тора. Нехай координатна вісь Ох утворює з площиною ме

ридіана кут и, 0 < и < 2π. Тоді координатна площина Χ Ο Υ  
перетинає площину меридіана по прямій ξ з одиничним на

прямним вектором if =  cos u ■ ~г + sin u ■ f .  Введемо по

значення: K  - центр кола (меридіана), М - довільна точка 

цього кола, L - ортогональна проекція точки М на пряму 

ξ, v - величина кута M K L , 0 < v < 2π. Тоді з векторного 

трикутника OLM  маємо О М  = О І  + ТЙ. Оскільки точ

ка М  довільна точка довільного меридіана тора, то О М  є 

радіус-вектором довільної точки тора. Отже, тор є годогра-



фом вектор-функції Ο λί. Очевидно, що \0 І\ =  b +  a  cos V,

\Ш\ =  і a sin VІ і тому О І  = \ot\~t, їй  = a sin V ■ к . Таким

чином,

θ ύ  =  (b + a cos v) (cos и-~г + sin u ■ ~f) + a sin v ■ k ,

і рівняння
x = (b + a cos v) cos u, 

у — [Ь + a cos v) sin u, 

z — a sin

є параметричними рівняннями тора. Тор є годографом 

вектор-функції

(u, υ) =  6(1 + є cos ?;) cos u ■ г + b( l +ε cos v) sin u ■ j  +

+6esint>· /c\ (3.34)

Якщо покласти в (3.34) υ =  с, — const, то отримаємо и-лінії 

на торі. Вони є годографами вектор-функції

~т*(и,с) =  6(1+ε cosс) cosu~t + b(l+є cos c) sinu j  +Ьє sine k .

■и-лінії на торі - це його меридіани годографи вектор- 

функції

~г*(с, υ) =  6(1+ε cos v) cos c ~i +b(Ι + ε  cos v) sin c·"/+6ε sin v ie .

Зазначимо, що u-лінії на торі це паралелі тора - кола

з центрами на вісі обертання. Меридіани і паралелі тора 

кола, розміщені у перпендикулярних площинах.

2. Скласти рівняння псевдосфери - поверхні 

обертання трактриси навколо ї ї  асимптоти та знайти 

ї ї  особливі точки.

Р озв ’язання. Параметричні рівняння трактриси мають 
вигляд

/і а   ̂
х — a(ln tg — + cos о), у — a sin а, 0 < а  < π.

f г π . .
•очка а  — — на тракгрисі є подвійною особливою точкою,

а координатна вісь Ох — її асимптотою. Тоді параметричні 

рівняння поверхні, утвореної обертанням трактриси навко
ло вісі Ох мають вигляд

х =  a (In tg I  + cos ж), 

у =  a sin o; sin β ,

2 = α sin a  cos β, 0 < β < 2π.

Отже, псевдосфера є годографом вектор-функції

__.  (У
г (а, β) = {α(1η tg — + cos o); asin o sin β; a sin «cos β).

„ 0  а У
онайдемо —— та —

da Οβ '

cos2 a8 ~Ϋ _  

dot sin a
; a cos ot sin β\ a cos a cos β},

dl>

~dj
= {0; a sin «cos/3; -a sin a sin β}.

'Годі

0~Ϋ
= {-а2 sin a  cos or; a2 cos2 a  sin /і; a2 cos2 cv cos β). 

<97* dl>'

da ’ 8β 

Звідси випливає, що = 0 . Годографом
da ’ dβ

v,

вектор-функції Ί> (| ,/?) =  {0; a sin β; cos β} є коло радіус?



а у площині YO Z  з центром у початку координат. Це коло є 

особливою кривою на псевдосфері. Оскільки особлива лінія 

на псевдосфері утворена внаслідок обертання точки зворо

ту меридіана (трактриси), то її називають ребром  зворо

ту псевдосфери.

3. HexaftJ^ = ^ { и )  - деяка крива, віднесена до па

раметра и, І — І (it) - одиничний напрямний вектор 

прямої 7 , яка перетинає задану криву. Лінійчатою 

поверхнею з напрямною, яка є годографом вектор- 

функц ії ~fl· =  ^ (ii), і з твірною з напрямним векто

ром  1* (и), називається геометричне місце прямих 7 . 

Скласти рівняння лінійчатої поверхні та знайти на

прямний вектор нормалі у довільній ї ї  точці.

Р озв ’язання.
Якщо ОМ  =  7^ =  ~(ї(и), 

де О - полюс, а М  - до

вільна точка

о й  =  о й

напрямної, то 

+ М . де К  

- довільна точка твірної 

7 . Точку К можна вва- 

жати довільною точкою 

лінійчатої поверхні, яка є 

годографом шуканої вектор- 

функції Т5* -■· l*(u,v). Отже, 

~^(и) + v~t (и) - векторно-параметричнерівність ~Ϋ(и, υ) 
рівняння лінійчатої поверхні; при цьому

д1*— - =  У  + V  І ,
ои

δ~Ϋ

dv t .
ϋ Ϋ  0Ύ> 

ди ’ dv
= [ У +υ I , Z ] =

[ -? ,T ]  + v [ T , T ] t <;ЄЕ\{0}. 

ді> . а У
Оскільки вектори —— і ——

ои  OV
колінеарні дотичній площині

лінійчатої поверхні, то вектор
ді* д~ї>

є напрямним век-
ди dv

тором нормалі лінійчатої поверхні у ї ї  довільній точці (it, v).

Зауваження 3.4. Рівність и — const визначає на ліній

чатій поверхні довільну прямолінійну твірну. Вздовж твір-

и —const
, [ Τ ,Τ ] є вєк-

и —const
ної и — const вектори [ [Ґ, І 

торними сталими. Прямолінійна твірна лінійчатої поверх

ні, вздовж якої векторні сталі {~fi', 7̂ ] , [ t  , ~t]
u=const u -const

колінеарні, називається торсовою. Лінійчата поверхня, усі 

твірні якої торсові, називається торсом. Ск існою  ліній

чатою поверхнею називається гака лінійчата поверхня, усі 

твірні якої не торсові.

4. Скласти рівняння лінійчатої поверхні, твірні 

якої паралельні площині у — z  =  0 і перетинають па

раболи у2 =  2рх, Z = 0 та z 2 — ~2рх, у — 0. Ч и  є ця 

лінійчата поверхня торсом?

Р озв ’язання. Довільна твірна шуканої лінійчатої по

верхні перетинає параболу 71: у2 = 2рх, z — 0 у точ

ці 0), а параболу 72: 22 = - 2рх, у = 0 у точці■ 2р

ή 
2 р

0; w). Вектор М {М2 =
w'2 + u2 

~ΐρ
є на

прямним вектором прямолінійної твірної, якщо він коліне

арний площині у — z = 0. Умова колінеарності має вигляд 
—и — w = 0. Отже,

І (и) = ΜγΜ '2 U Р Р

\мЖ \ ( V й2 +  2Р2 ’ у/и2 +  2р2 ’ у/й2 +  2р2

Приймемо 7х за напрямну; тоді (див. приклад 3)

,2и



u P P

u

yju2 + 2p2 ’ л/и2 + 2p2 s ju2 + 2p2

=  + v~t (u) —

uv vp
■■U

vp

I  2p y/u2 + 2p2 ’ \/u2 + 2p2 \Ju2 + 2p2

Таким чином, шукана лінійчата поверхня має такі парамет

ричні рівняння:

и
х

uv

2 Р у/и2 + 2 р-

vp
Z  =

vp

д/ n 2 + 2р2 ’ и2 + 2р:

Якщо виключити параметри и та υ, то отримаємо рівнян- 

2рх, яке визначає гіперболічний параболоїд зня у

вершиною у початку координат та віссю симетрії Ох.

Оскільки ~${и) 

Р

-;u;oj, то ~f' =  1;θ|, а Т

{-2  р;щи}
(■u2 + 2р2)3/2

ί-\2p ’

. При и — с — const маємо:

= { - р ;с ;0}
1

[Т ,Т ] - <0;

\[(? + 2р2 

Р Р

Вектори [І? ,~ΐ] та f t  ,~t]
U = C

перболічний параболоїд є скісною лінійчатою поверхнею.

с2 + 2 р2 ’ с2 + 2р2

не колінеарні, отже, гі-

5. Довести, щ о лінійчата поверхня, утворена до

тичними вздовж  довільної гладкої кривої, є торсом.

Р о зв ’язання. Нехай η - довільна гладка крива, яка є 

годографом вектор-функції ~]ї — ff (u). Тоді ї ї  можна відне

сти до натурального параметра и, і, отже, \~̂'\ =  1- Рівнян
ня лінійчатої поверхні дотичних вздовж 7 набуває вигляду

~Ϋ =  ~^{и, v) — 7ї ( и) + v~ft'(u).

Вздовж довільної прямолінійної твірної и = с — const век

тори =  ~ύ і [У", У'] колінеарні і тому ця
и—с и~с

твірна торсова.

Зауваження 3.5. Торси, утворені дотичними до глад

ких кривих, називаються тангенційними. Можна показа

ти, що до торсів відносяться лише циліндричні та конічні 

поверхні, площини та тангенційні торси. Лінійчаті поверхні, 

які містять торсові і не торсові твірні, називаються загаль

ними лінійчатими поверхнями.

6. Циліндроїдом називається поверхня, утворена 

прямими, які паралельні деякій площині і які пере

тинають задані криві (напрямні). Скласти рівнян

ня циліндроїда, якщ о його напрямними є параболи 

у2 =  2рх, z — 0 та 22 =  —2рх, у =  0, а твірні паралельні 

площині у — Ζ — 0.

Нехай Μ, Р  точки, в яких пряма 7 перетинає за

дані параболи, S - довільна точка цієї прямої (див. Мал.



3.11). Із означення циліндроїда випливає, що для того, щоб 

скласти рівняння цієї поверхні, досить знати закон змі

ни радіус-вектора точок S Є 7, тобто знати векторно- 

параметричне рівняння прямої 7.
Нехай г|, Г2 радіус-вектор точок Μ, Р  відповідно (точ

ка М  належить параболі у2 = 2рх, z — 0; точка Р  належить 
параболі z2 — 2рх, у — 0). Тоді =  rf + MS. Напрямний 

вектор М& прямої 7 колінеарний вектору М fi = rt — rf, 

тобто ЗА Є  К :  М $  =  АМ р  — А( r f  — r t ) ·  Таким чином,

r> = rt + A (r| - rt), А Є  М, —

векторно-параметричне рівняння прямої 7 (або шуканого 

циліндроїда).
Запишемо параметричні рівняння парабол:

П  =  =  0;-и
Г Іі2

I V 2

Тоді

- *  - >  J υ'2 +  у2η  -  η  =  { ---- 2 ^ — ; -щ ν

Згідно з умовою, вектор Г2 — rf колінеарний площині 

у — z — 0, тобто, ортогональний нормальному вектору ї ї  = 

{0; 1; —1} цієї площини. Отже,

0 = (rt - rt, -&) =  -u ~ υ, 

або υ =  -it. Тоді rt - rt = < ---; --it; —u >, а рівняння

циліндроїда набуває вигляду
V

тобто

It2

Х =  2 р ^  “  2А^’ ^  =  Μ( 1 _ λ )> z =  ~ X u .

Із останніх співвідношень виключимо параметри и, А:

У2 = (u - Au)2 = u2 - 2Ait2 + A2u2,

?/ - z2 = u2 - 2\u2 =  ?/2(1 - 2A),

2?« = ?/2(1 - 2A).

Звідси дістаємо, що у2 - z2 — 2рх рівняння циліндроїда 

в декартових координатах. Отже, у даному випадку шукана 

поверхня гіперболічний параболоїд.

7. З ’ясувати, чи є на торі особливі точки. 

Р озв ’язання. Центр тора буде особливою точкою на 
торі, якщо припустити, що а = Ь. Справді, при а = b маємо 
є =  1 і

rt =  {—Ь(1 + cos v) sin u] b( 1 + cos v) cos u: b sin г;}; 

rt — {—bsini;cosit; -bsmv smu;bc,osv}.

Тому

b2 (sin u cos v + sin u cos2 v — cos u sin2 v); b2 sin u(l + cos v)}. 

Отже, [г^,^]|ц̂ о = 1?. Початок координат на торі з екс-
ν =  π

цеитриситетом, який рівний одиниці, є точкою самодотику 
поверхні гора.

8. Знайти обвідну та ребро звороту сім ’ї  сф ер  ста

лого рад іуса R , центри яких належать колу х2 + у2 =
г2, z =  0.



Р озв ’язання. З а п и ш е м о  п а р а м е т р и ч н і р ів н я н н я  з а д а 

н ог о  к ол а: х — r e o s  μ ,  у — νβιημ, ζ =  0. Т од і р ів н я н н я  

о д н о н а р а м е т р и ч н о ї с ім ’ї  с ф е р  м ає  вигляд

(х — r cos μ )2 + (у — r s in  μ )2 + ζ2 =  R 2.

Р о зг л я н е м о  ф у н к ц ію

φ(χ, у , ζ , μ,) =  (χ — r cos μ )2 + (у — r sin  μ )2 + ζ2 — R 2.

Р ів н я н н я  д и ск р и м ін а н т н о ї п ов е рх н і с ім ’ї  с ф е р

(ж — r cos μ )2 + (у — r s in  μ )2 + ζ2 =  R 2,

ж s in  а  + у cos а  =  0

п ісл я  в и к л ю ч ен н я  п а р а м е т р а  с ім ’ї  а  п ри  R < r зв од и т ься  

д о  вигляду

(.R2 — х2 — у2 — ζ2 — г2)2 = 4г2 (ж2 + у2)·

Ц е  р ів н я н н я  т о р а . Я к щ о  ек сц ен три ситет  г о р а  ε Є (0,1), то 

т о р  о соб л и в и х  т о ч о к  нем ає. О т ж е , о б в ід н ою  в к а з а н о ї с ім ’ї  

с ф е р  буде т о р . З а  у м ов и  R > r р е б р о  з в о р от у  с ім ’ї  с ф е р  

в и р о д ж у є т ь ся  у  п а р у  т о ч о к  (0; 0; ±y/R2 — r2). Я к щ о  R = r, 

то р е б р о  в и р о д ж у є т ь ся  в т оч к у  (0; 0; 0). П р и  R < r р е б р о  

з в о р о т у  не існ ує .

9. Знайти обвідну поверхню і характеристики 

сім ’ї  кругових циліндрів сталого рад іуса r

(.х — μ )2 + у2 =  r2.

Р озв ’язання. Нехай  ір(х,у, ζ, μ) =  (χ — μ) + у — r2.
Λ

Т од і —  =  —2(χ — μ). Р ів н я н н я  д и ск р и м ін а н т н о ї п ов е рх н і 
ομ

м ає  вигляд

(χ -  μγ  + у̂  = г\  а6о 2 _ г2 =  0
X = μ,

Це п а р а  п л ощ и н  у -= ± г , п арал ел ь н и х  к оординатн ій  п л о

щ ині Χ Ο Ζ .  Знай дем о о соб л и в і т оч к и  с ім ’ї  ц ил інд р ів :

£  = ) = о. |  = *  = І - » '

О соб л и в и х  т о ч о к  нем ає . О т ж е , д и ск р н м ін ан т н а  п ов е рх н я  

зб іг аєт ь ся  з  о б в ід н ою .

Х а р а к т е р и с т и к а м и  ц іє ї с ім ’ї  ц и л ін д р ів  є п р я м і < Х _ 6’
У Ί 1

X  —  с ,  . ,  . . .
_  _  , я к і н ал е ж ат ь  обвідній  і п арал ел ьн і к оординат-  

У ^ >

ній в іс і Ο ζ  (в іс і си м е т р ії к ру г ов и х  ц ил ін д р ів  с ім ’ї) .  Р е б р а

■ і · 92φ
зв о р о т у  ця с ім  я  ц ил ін д р ів  не м ає , о ск іл ь к и  =  2 ^ 0 .

ομ2·

10. Знайти характеристики та ребро звороту од- 

нопараметричної сім ’ї  стичних площин заданої кри
вої.

Р озв ’язання. Я к щ о  = l*(s) р ів н я н н я  з а д а н о ї к р и 

в о ї 7 , т о  р ів н я н н я  ст и ч н о ї п л ощ ини  к р и в о ї 7  у ї ї  довільній  

точц і M(s) м ає  вигляд

де - р ад іу с- в е к т ор  ДОВІЛЬНОЇ ТОЧКИ СТИЧНОЇ ПЛОІДИНИ. 

О ч ев и д н о , щ о  су к у п н іст ь  ст и ч н и х  пл ощ ин  к р и в о ї 7  у т в о 

рю є  о д н о п а р а м е т р и ч н у  с ім ’ю  площ ин . Д л я  о т р и м ан н я  ін 

ф о р м а ц і ї  п р о  х а р а к т е р и ст и к и  с ім ’ї  ст и ч н и х  пл ощ ин  в зд о в ж  

7 , р о з г л я н е м о  си стем у

o t  ~ ^ { s ) , t ( s)) =  о,

p t  ~ -  ( f , ( s ) , ^ ( s ) )  =  0.

О ск іл ь к и  l*(s) 1  t ( s ) ,  TO t(s)) =  0 i ( j t  -

1*(s),kl?) =  0. О т ж е , в е к т ор  i t  -  J*(s) для в с іх  s в зд о

в ж  к р и в о ї 7  п ерпендикулярний  д о  P {s) т а  ~&(s). Т ом у  він



колінеарний вектору ~t*(s). Таким чином, характеристика

ми сім’ї стичних площин просторової (не плоскої) кривої є 

ДОТИЧНІ прямі ДО кривої 7-

Приєднаємо до розглянутої системи рівнянь рів

няння, отримане диференціюванням тотожності (X  — 

Ψ {3),ΊΪ{3)) =  0:

~ !>(s),x(s)~$(s) - k(s)T*(s)) =  0.

Звідси випливає, що (ї£  — l*(s), t*(s)) = 0, бо k(s) ф 0. 

Тому л  — ~r>(s) =  1t ,  тобто ребром звороту сім’ї стичних 

площин вздовж просторової кривої є сама ця просторова 

крива.

11. Довести, щ о обвідною однопараметричної 

с ім ’ї  площин є область або на циліндрічній поверх

ні, або на конічній поверхні, або на тангенційному 

торсі.
Р о зв ’язання. Розглянемо рівняння сім’ї площин у 

вигляді (l*(u, v), i t  (μ)) + α(μ) — 0, де \ΊΫ(μ)\ =  1, функції

i t  (μ) та α(μ) двічі неперервно диференційовні і —— ф i f ,

d2l t  -л
--— ф 0 (μ - параметр сім і площин).
αμζ

Обвідна цієї сім’ї площин визначається рівнянням

( -\ d lt  \ da
(- ? ,* )  + „ =  0, ^ _ j + _  = 0.

При фіксованому μ ці рівняння визначають пряму b(μ,). От

же, обвідна поверхня однопараметричної сім’ї площин утво

рюється прямою 6(μ).

Розглянемо площини

перші дві з яких визначають обвідну сім’ї площин.

Якщо ця трійка площин не має спільних точок при

жодному значенні μ, то ( i t , ! ) )  — 0, ( -- , ! Ї  ) = 0,
' V άμ )

f  d i t  - Λ  -> _>

\~d/j?' )  ~ ЛЄ  ̂  ̂ одиничний напрямний век

тор прямої 6(μ). Внаслідок диференціювання цих тотож

ностей маємо

0, то ----- -- (f і вектор-функція 
dfi

b - b (μ) не залежить від μ. У цьому випадку всі прямі 

6(μ) паралельні між собою і тому обвідна буде областю на 
цил ін дри ч ні й поверхи і.

Якщо ж розглядувана трійка площин утворює власну 

в’язку з центром у деякій точці S при всіх заданих значен

нях μ, то всі прямі 6(μ) містять точку S і тому обвідна є 

областю на конічній поверхні.

Якщо ця трійка площин перетинається у точці 3(μ), роз

міщення якої у просторі суттєво залежить від μ (у розу

мінні, що якщо сй = θ3(μ) радіуе-вектор точки S, то

л о І М  ,
------ ф 0 ), то



Диференціюючи першу рівність і враховуючи другу,

дістанемо, що ( \ _  q Диференціюючи
\ άμ )

другу рівність і використовуючи третю, знайдемо, що

( d o t  {μ) dlf\ ґл d o t  (μ)
-- ---— = 0. Отже, вектор -- ----колшеарнин

\ άμ άμ І άμ

вектору
άμ

Оскільки пряма δ(μ) проходить через точку Β(μ) і пер-
ч drt

пендикулярна векторам п і ——, то вона паралельна век-
άμ

άΟ^>
Т0РУ “3—  і тому дотикається до кривої 0 $  =  0$(μ). Ця 

άμ
крива буде ребром звороту обвідної поверхні, а обвідна по

верхня є тангенційним торсом.

Зауваження 3.6. Обвідна поверхня однопараметрич- 

ної сім’ї площин називається розгортною поверхнею. До 

розгортних поверхонь окрім циліндрів, конусів та танген- 

ційних торсів можна віднести площини, оскільки площина 

є тангенційним торсом деякої гладкої плоскої кривої цієї ж 

площини. На площину можна дивитися також, як на цилін

дричну або конічну поверхню з прямолінійною напрямною.

12. Знайти на сф ер і рад іуса R довжину кола, яке 

одержується при перетині цієї сфери  П Л О Щ И Н О Ю  2 =

h, 0 < h < R.
Р озв ’язання. Знайдемо першу квадратичну форму 

сфери. Для цього задамо її параметрично:

х =  Reos u cos v,

у = R sinu cos?;, (3.35)

2 =  R  sin?;, 0 < u < 2π, — | < υ < |

Отже, векторна параметризація сфери має вигляд: 

Ύ*(η,υ) — {R cos u cos υ; Rsin u cos v; R  sin v).

Тоді

f t  = { — R  sin u cos v; R  cos u cos υ ; 0}, 

rt = { — R cos u sin υ ; - R sin u sin v; R cos υ }.

Знаходимо коефіцієнти першої квадратичної форми за

даної поверхні:

Е = (rt, rt) =  R2 sin2 u cos2 v + R2 cos2 u cos2 υ =  R 2 cos2 υ ,

F = (ft, ft)  =  R  sin u cos u cos v sin v— R sin u cos u cos v sin v — 0, 

G = (ft, ft) = R2 cos2 u sin2 v + R2 sin2 u sin2 υ + R 2 cos2 υ —

= R2 sin2 υ + R2 cos2 v — R 2.

Отже,

ds2 = R2 cos2 vdu + R2dv.

Для того, щоб знайти внутрішнє рівняння кола, у рів

няння площини 2 = h підставимо замість 2 його значення



із рівняння сфери х2 + у2 + z2 = R2, врахувавши при цьому 

гіараметризацію (3.35):

z2 — R2 — х2 — у2 =  R2 — R 2 c o s 2 v =  R2 s in 2 v,

тобто
Rsinv — h. (3.36)

Якщо вважати, що коло 7 задається рівнянням u =  u(t), 

v — v(t), то з (3.36) випливає, що v(t) =  с  — c o n s t ,  тобто 

dv =  0, a u(t) =  u, 0 < u < 2π. Отже, на колі 7 перша 

квадратична форма ds2 має вигляд:

ds2 — R2 c o s 2 vdu.

h
, то з (3.36) дістаємо, що v =  arcsinОскільки v Є

π 7Г 

2 ’ 2 J R '

( ) <  — < ! .  Довжину кола 7 обчислюємо за формулою 
R

S - - І Vds2, тобто= J  Vds2,

2тг 2тг

S =  J  V R2 cos2 vdu = R J  у .L — sin2(arcsin -^)du

^ V 1 д2

13. Обчислити величину кута м іж  лініями ?; =  2и 

та υ =  — 2и на поверхні, яка має першу квадратичну 

ф орм у  ds2 =  du2 + dv2.
Р озв ’язання. Для розв’язання задачі скористаємося 

формулою

EduSu -f F(du6v -b dvdu) + άνδυ

\fEdu2 + 2Fdudv + Gdv2 ■ \/Еби2 + 2F 6u6v + G6v2
(3.37)

cos a —

де a - кут між векторами ά'Ϋ = r^du + f^dv та όΊ> = r f ju  + 

rtdv, ^  =  'Ϋ(υ,,υ) - векторне рівняння поверхні (інакше, а

- кут між напрямами (d): {du\dv} та (5): {<5u; <5г>}).

Нехай 7! - лінія на поверхні, яка визначається рівнян

ням υ — 2и; 72 лінія, яка визначається рівнянням υ =  —2и. 

Очевидно, що 7ι П 72 = {М}, де точка М  має криволінійні 

координати и =  0, v ~ 0. Із рівнянь ліній j v та 72 випли

ває, що напрям (d) в точці М  характеризується ч им, що 

dv =  2du. У випадку лінії 72 маємо, що δν — —2би. Із 

вигляду першої квадратичної форми поверхні випливає, що 

Е =  1, F  — 0, G =  1. Тоді формула (3.37) набуває вигляду

du6u + άνδυ -3 du6u
cos а

V du2 f  dv2\/6u2 + 6v2 y/bdu2\/56u2

3 du би ^ 3 

5 \du\ 5

Отже, a  =  arccos - або a — arccos | | = π — arccos
5 V 5/ 5

14. Знайти площу, периметр та внутрішні кути 

криволінійного трикутника на поверхні з першою 

квадратичною ф орм ою  ds2 = du2 -f- (■u2 + α2)άυ2, обме
женого лініями u =  ±av, v = 1, а > 0.

Р озв ’язання. Площу криволінійного трикутника знай

демо, скориставшись формулою

S = U  s/EG - F 2dudv 

/і

де D  область зміни параметрів u, v, яка відповідає об

ласті (криволінійному трикутнику) на поверхні. Вершини 

криволінійного трикутника на поверхні мають криволінійні



координати: (0;0); (а; 1); (—а;1). Отже, область D  - плос

кий трикутник (див. Мал. 3.12). Тоді

а 1 0 1

s = J  J  Vu2 + a2dudv + J  J  Vu2 + a2dudv — J\ + J

Обчислимо J\ звівши цей інтеграл до повторних:

■h 1 — —) Vu2 + a?du = [  Vu2 + a?du—  I uVu2 + a2du 
a> / a

o

fl i t2= J{ +

Для того, щоб обчислити J ], здійснимо заміну змінної ін

тегрування: и — asht, du =  acht,

l n ( l  +  \/2) ln(nV2)

J l =  J

c

1π(1 + ν/2)

а у/a2 sh21 + a2 ch tdt. =  a2 J  ch2 tdt

a

T
(e2i + 2 + e 2t)dt =  ^-[(1 + \/2)2 - 1+ 41n(l+ \/2)-

-(1 + λ/ 2)2 + 1] =  y l n ( l  + \/2).

Крім того,

α

Ji — —  [  ил/u2 + a2du =  — — {u +a ) / — --- (2 / - 1).
a 7 За о 3

o

Отже,

=  ~  Ц 1  +  У2) -  y ( 2 3' 2 -  1).

Аналогічно знаходимо, що

Тоді маємо, що
9  п 2

S =  ~ ( 2 3/2 - 1).
З

Знайдемо тепер внутрішні кути криволінійного трикут

ника. Через 7і, 72, 7з позначимо лінії на поверхні, які від

повідно задаються рівняннями (у криволінійних координа

тах): и =  аг>, 'а =  —αν, v =  1. Тоді у напрямку 71 маємо: 

du = —adv, у напрямку 72: 5 м =  αό?;. Нехай a кут між 

цими напрямами; отже,

duSu, + (tt2 + α2)άυδν
COS G? =  —  . , . .... . ..._____ ___1-.- —

\Jdu1 + (u2 + a2)dv2 ■ y/Su2 + (u2 + ι2)δν2

— α2άυδν + (u2 + a2)dvSv 

\Ja2dv2 + (u2 + a2)dv2 ■ \Jα2δν2 + (гі2 + α2)δν2 

u2dvSv u2dv6v

\dv\y/u2 + 2a2 · |(5'i;|\Ju2 + 2a2 (u2 + 2d2)\dv\ ■ |<Sv|

Вказані напрями розглядаються у точці и = 0, v — 0. Отже,

з останнього співвідношення при и () дістаємо, що cos a —

0, тобто а  —



Нехай β - кут між напрямами вздовж 71 та 73. Тоді

п du5u duSu
cos β =

yjdu2 + u2Qt Q,! du2 ■ |<5u| |rfit| yjl + Ус̂ т~ · |<5и|

= ±

1 +

У вершині криволінійного трикутника, яка має криволіній

ні координати u — a, v — 1 з останньої формули знаходимо,

що cos β =  Аналогічно знаходимо третій внутрішній

1
кут заданого криволінійного трикутника: cos 7 = —=. Оче-

V З

видно, що сума внутрішніх кутів цього криволінійного три

кутника строго більша за π.

Обчислимо периметр криволінійого трикутника. Оче

видно, що внутрішні рівняння сторін трикутника є такими:

7 і : v =  t, и — at, 0 < t < 1,

72 : υ =  t, u =  — at, 0 < t < 1,

73 : v = 1, u =  t, —a < t < a.

Отже,

1 1 \

S7l = J  VI — J  V а2 + i0·2̂  + a?)dt = a j
0 0  0

=  aV2 1 n ( l  - f  V2).
4 — 4‘-'Τ Ι  72 ?

a a a a

57з = J  V I = J  V du2 + {u2 + a2)dv2 = J  Vdu2 =  2 J  dt — 2a

Таким чином.

P — Slx+Sl 2-\-Sl3 =  2aV 2 \n(a+V2)+2a = 2aV2(\n(l+V2) + —j=).
V 2

15. Поверхня, утворена обертанням плоскої кри

вої 7  навколо деякої прямої (вісі обертання), яка 

лежить у тій ж е площині, що й сама крива, нази

вається поверхнею обертання. Скласти параметрич

ні рівняння поверхні, утвореної обертанням навко

ло вісь Oz гладкої кривої 7 ,  розм іщ еної в площині 

X O Z . Знайти всі мінімальні поверхні у вказаному 

класі поверхонь обертання.
2

Р озв ’язання. Вважаємо, що крива 7 у системі коор

динат Z O X  задається параметричними рівняннями 2 = и, 

х = f(u), /  Є С^2\ f  > 0. Нехай v - кут, на який повер

нулася крива 7 навколо вісі Oz. У той час, коли величина 

кута v змінюється на проміжку [0, 2п), точка М  Є 7 описує 

коло 7 м з  центром у точці О' Є Oz, яке лежить у пло

щині, перпендикулярній до вісі Oz. Позначимо Ф = (J 7м-
М Є 7

Координати х, у, z точки М  зображаються через u, v фор



мулами:

х =  f{u) cos v, у =  f(u)sinv, ζ =  u.

Отже, множина Ф - годограф вектор-функції

=  {/(u) cos υ ;/(tt) sini;; u}.

Для того, щоб описати всі мінімальні поверхні обертання, 

необхідно знайти середню кривину поверхні як функцію ар

гументів it, v. Це, в свою чергу, вимагає відшукання першої 

та другої квадратичних форм поверхні обертання, а також 

головних кривин поверхні.
Отже, знайдемо першу квадратичну форму. Маємо:

f t  = {zu;2/„;2u} = { f  (u) cos v j ' ( u )  sin v, l}, 

f t  =  {xv\yv',zv} =  {- f  (u) sin v\f(u) cos?;;()},

E = (ft, ft) = 1 + /'2M , 'P1 = (^>

G - (ft, ft) = / 2(Ч),

I  =  (1 + i'\u))du2 + f 2(u)dv\
тобто

причому \/EG  — F 2 — /(it) у  1 + f l2(u).

Знайдемо другу квадратичну форму:

^  =  {/"(«) cos v;f"(u) sin υ; 0},

=  {-/'(u)sinu;/'(u)cosu;0}, 

f ^  =  {—/(u) cosi;; —f(u) sin w; 0},

^  ^  i  f " cosv f " s[nv 0 
£  _  Ч ЦШ Ц) _y_i _  --- ■ f  cos V f  sin V 1

— /  sin?; /  cos?; 0л /я с  - F 2 / v T + 7 /2

I "

V T T F ’

M

TV =

(̂ m; j ) 1

V EG  - F 2 fy/~l + f '2

{χVV Ί TU Ч Ту ) 1

Т Ш г ^ Р  =  M T F

/

- / ' sin V / ' cos v 0
f ' cos ?; / ' sin ?; 1 = 0,
—/  sin υ /  cos ?; 0

— /  cos ?; — /  sin V 0
/ ' cos ?; f  sin ?; 1 —

— /  sin i; /  cos V 0

vT  + / /2

Як відомо, головні кривини знаходимо з рівняння

L - А;/? М - F 

М - kF N  - А:6' -0 ,

яке у даному випадку набуває вигляду 

/"
М і + / '2) о

/

/ і  + /
/2 А:/2

= 0,

або

/ 2(i + / ' V
/7"

ν / Γ + 7
s - / / 1 + / '2

f f"
k - = 0. 

1 + / ' 2

Для того, щоб застосувати теорему Вієта, останнє рівняння 
(відносно к) запишемо у вигляді:

к2
І " г

(1 + / ,2)3/2 fy/ Г Г г * )  / ( і  + / /2)2
0.



f"
h  =  —---„,ο^/ο ' ^2 - -■

(і + / ,2)3/2' / Л + 7 3 '

Отже,

1 + Ґ  - / / "
2Я = * 1+к2 = - 7 (П - р ^ .

Для відшукання всіх мінімальних поверхонь обертання (у 

вказаному класі поверхонь), досить знайти функцію /  із 

диференціального рівняння 1 + І '2 - / / "  = 0 (Я  = 0), де 
х = /(z) - рівняння кривої 7- Це рівняння можна подати у 

вигляді
П "  _  ґ  

1 + / ,2 / ■
Отже,

|(1п(1 + / ’2))' =  (In /)'.

Звідси, після інтегрування знаходимо, що

/  = ay jl + f '2, а =  const,

або

1, Г 7  >  ! ·

Останнє диференціальне рівняння запишемо у вигляді

а2 I I  а

Справді, безпосередньо знаходимо, що

=  f ' * + ^  ~ 1 = / ' 

а \/ί  - ] ί + \/& ~ 1 а\/5 ~ 1

Таким чином,

тобто

Дг) = £ (е*/‘ + е -’ /«) =  ach- 
z а

(при останньому інтегруванні ми знехтували сталою інте

грування, оскільки вона означає лише паралельне перемі

щення поверхні паралельно осі обертання). Отже, крива

7 за допомогою якої утворилася поверхня, є ланцюговою 

лінією ch . Відповідна поверхня обертання називається ка

теноїдом.

Зауваження 3.7. Середню кривину поверхні можна 

знайти також за формулою

EN  + L G - 2M F

2(EG  - F 2) ’

не обчислюючи безпосередньо ГОЛОВНІ кривини к: І, к2-

16. Н а параболоїді г =  аху знайти криві, які пере

тинають під прямим кутом його прямолінійні твірні.

Р озв ’язання. Прямолінійні твірні параболоїда z — аху 

задаються рівняннями х — const, у = const. Розглянемо 

лінії х — с =  const. їхні напрямні мають вигляд {0; 5у}. 

Нехай напрям шуканої кривої (d): {dx,dy}. Оскільки кут а
7Г

між вказаними лініями, за умовою, рівний —, тобто cos а  =
2

0, то згідно з формулою для обчислення cos а, маємо, що 

Εάχδχ + F(dx5y + Sxdy) + GdySy = FdxSy + GdySy — 0,



або
Fdx + Gdy =  0.

Для даної поверхні zx =  ay, zy = ax, тобто

Е  — 1 + а2у2, F  =  а2ху, G — 1 + а2х2.

Отже, маємо диференціальне рівняння

a2xydx -f (1 + a2x2)dy — 0,

яке подамо у вигляді

а2х dy

1 + а2х2 у

Інтегруючи, знаходимо, що у2(І + а2х2) =  сь С\ = const. 

Аналогічно, для другої сім’ї маємо х2(1 + а2у2) =  с2, с2 =  

const.

17. Знайти ортогональні проекції с ім ’ї  ліній u+v =  

const на сф ер і

х =  R  cos u cos v, у ~ R cos u sin υ, z — R  sin u, R  > 0.

Р озв ’язання. Якщо на поверхні в точці задано два на

прями (d): {du;dv} та (5): то умова ортогонально-

сті цих напрямів має вигляд (άΊ*, δΊ*) — 0, тобто

EduSu + F(duSv + άνδη) + GdvSv = 0.

Нехай напрям дотичних до заданої сім’ї ліній - це на

прям (5): {5щ Цей напрям знаходимо із співвідношення

φηδη + φυδν =  0, (3.38)

де φ(η ,  v) =  u + v — с. У даному випадку (3.38) набуває 

вигляду δη + δυ — 0, тобто δη — —δν. Отже, умова ортого- 
нальності є такою:

— Εάηδν + F(du6v — άυδν) + θάνδν =  0,

або

—Εάηδν + F 6v(du — dv) + Οάνδν =  0,

—Εάη + F(d/u — άν) + ΰάν — 0 

{δυ ф 0, бо інакше і δη =  0). Знайдемо Ε, F, G для сфери:

J*(u,v) — {Rcosncosv, Reos u sin v, R  sinu},

rt =  {—-Rsinu cosu; — Rsinu  sinw; Лсойи},

f t  =  {—-Rcosusinw; — Rcosucosv, 0}.

Звідси знаходимо, що Ε  =  Д2, F  =  0, G =  R2 cos2 u. 

Отже, диференціальне рівняння для ортогональних траєк
торій має вигляд:

— R 2 άη + R2 cos udv = 0 =Φ· cos2 ηάυ =  riu =>· άν = .
COS2 η

Таким чином, рівняння ортогональних траєкторій у кри

волінійних координатах є таким:

V =  tg и + С і,

де с\ - довільна стала.

18. Знайти головні напрями, головні кривини та 

лінії кривини поверхні, яка задається координатно- 

параметричними рівняннями

x — ucosv, у — u sin v, z — αν, а > 0.



Р озв ’язання. Напрям (d): {du;dv} на поверхні в точці 

є головним тоді і лише тоді, коли параметри du, dv пере

творюють в нуль визначник (квадратичну форму)

Edu + Fdv Fdu + Gdv 

Ldu + Mdv Mdu + Ndv
(3.39)

Отже, передусім знайдемо E, F, G, L , Μ, N  - коефіцієнти 

першої та другої квадратичних форм. Оскільки

~r*(u,v) — {u cos v, и sinw; αν},

то

~Ϋη =  {cosV] sinV] 0 }, r% =  {—usinv, ucosv; a},

j\* =  {0; 0; 0}, ~r*uv =  { - sin v, cos v\0},

~^w =  {—«costi; —u sin v; 0},

E  = (ft, f t)  =  1, F  = (ft, f t ) = 0 ,G  = (ft, f>) = u2 + a2, 

EG - F2 — u2 + a2,

_ V' uu! ' u i ' υ ) _ q

M

V EG - F 2 

1(fuv ,ft,ft)  __ ______

у/EG  - F 2 ~

— sin υ cos υ 0

cos v sin v 0

-usin?; ucosv a

('̂ vvy Tu, Tv )
N  =

Vu2 + a2 ’

1
—u cos v —u sin V 0

cos V sin V I)
Vu2 + а2 —u sin V u cos V a

= 0.

Підставимо E, F, G, L , M , Лг у визначник (3.39) і при
рівняємо його нуля:

du (■и2 + a2) dv
adv adu

Vu2+a2 \/u2+a2
0. (3.40)

Розкривши у лівій частині співвідношення (3.40) визнач

ник, дістаємо рівняння для відшукання головних напрямів:

або

(du)2 — (u2 + a2)(dv)2 =  0 , 

du\2

(3.41)

dv J
=  u 4- a .

Звідси знаходимо, що

Vu2 + a2, I
Ґ du\ 

\ών)

(  du
— Vu2 4

\dv J  2

Отже, перший головний напрям - це напрям вектора 

Ίζ̂ ι =  {Vu2 + a2dv, dv} = {Vu2 4  а2] 1 }dv. 

Другий головний напрям це напрям вектора

7^2 -  {-\/u2 4  a2dv\ dv] = { — Vu2 + η2; 1 }dv. 

Головні кривини обчислюємо за формулами

L G - 2 M F  + N E  , , L N - M 2
кі + к2 = ----— ---г,--- , к{к2 =

EG  - F 2 FG  - F 2 '

Якщо у ці формули підставити знайдені значення E, F, G, 

L, Μ , N, то дістанемо такі співвідношення:

к\ + к2 — 0, к\к2 
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Отже, к2 — —кі, тобто 

кі =
и2 + а2 ’

к2 =  -
и2 + а2

(тут враховано, що за означенням головних кривин к} > 

к2).
Диференціальне рівняння лінії кривини має вигляд 

(3.40) або (3.41). Після інтегрування (3.41) знаходимо, що

v — Сі — 1п(м + \Лг2 + а2),

v = с2 + ln(u + \ги? + а2), 

де Сі, с2 - довільні сталі.

19. Нехай Ф - псевдосфера - поверхня обертання 

трактриси навколо вісі Oz. Перевірити, щ о псевдо

сф ера  — поверхня сталої від’ємної повної кривини.

О

п

Р озв ’язання. Псевдосфера відноситься до поверхонь 

обертання, які отримуються при обертанні кривої η (нав

коло вісі Oz). Ця крива лежить у деякій площині П, що мі

стить вісь Oz і у цій площині задається рівнянням z =  f{u),

0 < u < ito, /  Є CW. Тоді декартові координати х , у, 2 

точки М такої поверхні зображаються через криволінійні 

координати и, φ; 0 < ψ < 2π, так:

х =  u cos φ, у = u sin ψ, z -■ f(u).

Повна кривина поверхні обчислюється за формулою

_  LN  - М 2 

”  EG - F 2 '

Безпосередньо знаходимо, що

G  =  1 + f '2(u), F  =  0, G = u2, EG - F2 = и2{ 1 + / ,2 (?/)),

L =  , М  =  0, W - “2 № )

γ/ι + / ,2(li) " у  + / ,2(“)

Тоді
f\u)f"{u) 

и( 1 + / '2(u))2

Параметричні рівняння трактриси у площині II такі

/і  ̂ \ z =  α(1η tg - + cost), u =  asm i, a = const > 0.

Отже,

, a cos21 .
z, =  —:---, ut =  acosi.
4 sin t 1

Звідси випливають співвідношення:

/ '(« )  =  4 = ctg*. / " ( « і  - i f '(u) -  *'r { u )  - 1
du u't a sin2 i cos t

Урахувавши (3.42) знаходимо, що

ctg t 1
A' =  -

a2 sin t cos t(l + ctg2 t)2 a2



20. У  точці M q( 1; 1; 1) поверхні xyz =  1 знайти на

прям, спряжений до напряму вектора 7^ =  { 1 ; —2 ; 1 }.

Р озв ’язання. Задамо векторно-параметричне рівняння 

поверхні xyz =  1. Для цього покладемо х — и, у — v, тоді

2 = — , и ф 0, v Ф 0,
UV

Ί*(η,υ) =  {u;v; —  (3.43)

при цьому точка М 0 має криволінійні координати и =  1, 
v =  1.

Нагадаємо, що напрям на поверхні в точці М0 визна

чається вектором сіг\м0 =  ти\M0du + rv\Modv. Якщо на по

верхні в заданій точці є два напрями (d): {du\dv} та (5): 

{<Su; δυ}, то умовою їхньої спряженості є умова:

Ldu6u + Μ(άηδυ + άνδυ) + Νάνδν =  0.

З ’ясуємо, чи задає вектор i t  на поверхні в точці М0 певний 

напрям (наприклад (5)), тобто перевіримо, чи справджуєть

ся рівність i t  =  δΊ*\Μο або

=  δ!*\м0 -  гІ\м0би + f t \Μοδν.

3 (3.43) випливає, що

i t  — {1; 0; — \-}, rt\Mo =  {1; 0; —1},
v/v

=  {0; 1; — Ц }, rt\Mo =  {0; 1; - 1}.
uvz

Отже,

i t  =  { 1 ; —2; 1 } =  { 1 ; 0; — l}5u+{0; 1 ; — l} 0'f =  {du; δυ; — —<5г̂},

тобто δη =  1, δυ =  — 2, δη — δυ — 1. Таким чином, вектор i t  

дійсно визначає напрям (5) на поверхні в точці Mq.

Для того, щоб відшукати напрям (d), знайдемо коефі

цієнти першої та другої квадратичних форм поверхні в точ
ці М0:

E = ( r t , r t )  =  1 + і ,  Е(М 0) =  2,
η4υ2 ’ 

1
F  =  (r t ,r t )  =  -g-j, F (M 0) =  1,

G = ( r t , r t )  =  1 + G(M0) - 2, (EG - F 2)(M0) = З,

і'ии {0, ϋ, _ }, тии І м0 — {0, 0; 2},
и 3,і;

L(Mo)

М  (M q)

ruv {ϋ; 0; „ }, !;ν/0 — {0; 0; 1},

=: {0j 0) ^^3}> IM0 =  {0; 0; 2},

у/(EG - F 2)(M0) л/3

(f'uv 1 Мо i 1^u I Μη і Γ v 1 Mo ) 1

У  (EG - F 2)(Mo) V3

(  ї υυ 1 Мо i 1^u 1 Mo j ^ u | Mo ) 1

V (EG - F 2) (Mo) л/3

0 0 2

1 0 -1

0 1 -1

0 0 1

1 0 -1

0 1 -1

0 0 2

1 0 — 1

0 1 ..1

2
лТз’

1

7 ! ’

2

71 '
N (M 0)

Тоді умова спряженості набуває вигляду:

2 1 4
—-ροίΐί -і— 7=(—2du + ά υ )-- — άν =  ϋ,
V 3  v  3 v/ З

або —3du =  0, тобто dv = 0. Отже, напрям (d) визначається 

параметрами du, 0. Звідси дістаємо, що



Відповідь: напрям вектора b — {1; 0; — 1} є спряже

ним до напряму вектора ~ct = {1; —2; 1} у точці Мо(1; 1; 1) 

поверхні хуг =  1.

21. Довести, щ о якщ о асимптотична лінія 7  на по

верхні Ф є лінією кривини, то нормаль до поверхні Ф 

вздовж 7 — сталий вектор, а повна кривина поверхні 

Ф в точках лінії 7 рівна нулю.
Р озв ’язання. Оскільки лінія 7 є лінією кривини на по

верхні Ф, то за теоремою Родріга вздовж цієї кривої

d~rf =  —k\dl* , (3.44)

де к\ - одна із головних кривин, а, отже, і нормальна криви

на поверхні вздовж 7 . Лінія 7 є одночасно і асимптотичною, 

тому кі =  0. Звідси випливає, що повна кривина поверхні 

вздовж лінії 7 K  = kikz =  0, а рівняння (3.44) набуває 

вигляду
d lt  = 0 .

Отже, ї ї |7 =  ξξ  const.

χ2 у2
22. П а р а б о л о їд ---h — =  2г перетинається пло-

щинами х + у =  с, де с = const,. Знайти сім ’ю ліній, 

спряжених з даними перетинами.

Р озв ’язання. Задамо параметризацію даної поверхні, 

поклавши х =  и, у = г>; тоді векторне рівняння параболоїда 

є таким:

Знайдемо коефіцієнти L, Μ, N  другої квадратичної форми 

поверхні:

9 2U V

2а + 2bh

A = E G - F *  =  1 + ^  + = {0; 0; і} ,г Й  =  {0;0;0},

1

Тоді

rt, rt)

Va

'fm, =  {0; 0;
b

0 0 іа
1 0 їа
о і γЬ

ν'Δ
ь2

М =  = о5 бо г->

7V =

>/Δ

{Τννι Ги, rv) 1

о ,

λ/Δ λ/ Δ

o o fь
1 0 ϊа
ο 1 r 

b

1

ίι\ Α+ 1Γ+ fb2

Рівняння лінії перетину в криволінійних координатах 
має вигляд

φ(η, υ) =  u + υ + c = 0.

Напрям (<і): {du;dt>} вздовж цієї лінії характеризується 
тим, що du =  —dv, бо

= ipudu + φ,,άυ =  rfw, + riw =  0.

Напрям, спряжений до напряму (<і), позначимо через (δ): 

{δίν,δν}. Як відомо, умовою спряженості двох сімей ліній 
на поверхні є умова

Ldu5u + M(du6v + άνδν) + Νάνδν =  0. (3.45)

Підставляючи L, Μ , N  в (3.45) (врахувавши при цьому 
співвідношення du, =  —dv) знайдемо, що

1

αΔ b2

άνδιι άνδν\

------- Γ “ =  ° ’a b J



δη δν _ т u v
б о ------ = 0. Інтегруючи, маємо:--- — = С]. искільки

о 6 ‘ ............  a b
U  =  χ, V —  у, то рівняння сім'ї ліній, спряжених 13 заданими

перетинами, є такими:

X  У
--- -- — Сі, Сі =  const.
a b

23. Довести, що лінії, які задаються диферен

ціальним рівнянням du2 =  (а2 + u2)dv2, утворюють на 

поверхні х =  u cos v, у =  u sinu, ζ — αν ортогональну 

сітку.
Р озв ’язання. Сітка ліній на поверхні, яка визначається 

напрямами (d): {du,dv} та (5): {<5u;5u} є ортогональною 

тоді і лише тоді, коли

Edudu + F(du6v + dv6u) + Gdv6v = 0,

або

E —  ~  + f ( —  + — } + G  =  0. (3.46)
dv δν \ dv δν 

Знайдемо коефіцієнти першої квадратичної форми. Отже,

7* = {ucosv,usinv,av},rt =  {cos v; sin v, 0},

rt =  {-u  sin v, u cos v; a}, E  =  (rt, rt) — cos2 v + sin2 v =  1, 

F  =  ( r t  r^) =  0, G = (rt, rt) =  u2 sin2 υ + u2 cos2 u + a2 =

= a2 + u2.

З рівняння du2 = (a2+u2)di>2 маємо, що ^  = ±\/a2 + и2,

du .-----  δη /-----o du 6u
тобто —  =  Va2 + u2, —  = - Va2 + u2. Підставивши — , — 

dv δν dv δν
у ліву частину (3.46) одержимо, що

V а2 + и2 V  а2 + и2) + и2 + а2 — 0.

Отже, диференціальне рівняння du2 = (a2 + u2)dv2 визначає 

ортогональну сітку на заданій поверхні.

24. Знайти кривину лінії перетину поверхні х2 +

У2 -2г2 = 0 площиною 3x-4y + z =  0 у точці М0( 1; 1; 1).

Р озв ’язання. Очевидно, що дану поверхню (конус) 
можна записати параметрично так:

х — u cos v, и > 0, v Є [0, 2π), . 

y = usmv, (3.47)

,  =  f u .

Іншими словами, поверхня х2 + у2 - 2г2 =  0 є годографом 

вектор-функції ~Ϋ = {u cos v; u sinu; ^ u } .  Знайдемо кри

волінійні координати точки Mq, скориставшись співвідно

шеннями (3.47): u cos v = 1, usinv — 1, —= = 1. Звідси
V 2

/~г 7Г
дістаємо, що ?і = v 2, v =

4
Опишемо лінію перетину поверхні із заданою площиною. 

Для цього у рівняння площини підставимо х — x(u,v), у = 

y(u,v), z = z(u,v) із (3.47); в результаті дістанемо рівняння 
лінії перетину в криволінійних координатах:

\/2
би cos v — 4u sin v Н— — и = 0.

Введемо позначення

v/2
</?(м, υ) := 3u cos υ — 4u sin v Η— — u

і знайдемо напрям {du; dv} в точці М0 із співвідношення

ipudu + φυάν = 0, 

яке в даному випадку має вигляд

λ/ 2
(З cos v — 4 sin v + ~^-)du + (—3u sin v — Au cos v)dv — 0.



0 · du — 7dv =  0,

тобто dv =  0.

Знайдемо першу та другу квадратичні форми даної по

верхні в точці Мо(\/2; |):

у/2 ,r t =  {coswjsinw; -γ^}; ft
Mo

y/2 ' V 2 y/2

ΊΓ’ ΊΓ’ ΊΓ

f t  =  {—usinii; ucosv; 0}; f t  = { — 1; 1; 0} ,
Mo

fuu =  {0; 0; 0}; =  {0; 0; 0} ,
Mo

= {— sin v, cos v, 0}; rv
\/2 уД

M 0

=  {—ucost;; —u sinu; 0}; rv
M 0

2 ’  2 

{- 1; —1; 0} .

Отже, E(M 0) =  |; F(Mq) =  0, G{M0) =  2 . Тоді 

I  (M0) =  \du2 + 2 dv2.

Знайдемо коефіцієнти L, Μ, N  другої квадратичної 

форми в точці M q'·

L(M  )   ии ^ 0’ ^4 ^ 0’ ^υ ^ 0  0
y/E(Mo)G(M0) — F 2(M0)

М(Мо)
ІТиу І Мр і r u \ М р ) r v 1 М о ) __ 1

~VE(Mo)G(Mo)-F2(M0) ~ Т І

_ 1у/2 Vj! Гі
2 2 υ

\/2 V2 V2
2 2 2

= 0 ,

Ν(Μο)
( ϊ~νν j Мр j Ги І Мр і Гу І мр)   1

y/E(M 0)G(M0) - F 2(M0) ~ 75

-1 -1 0
ч/2 /2 \/2
2 2 2

-1 1 0

Отже, П (Mo) — \j\dv2.

Якщо θ - кут між головною нормаллю кривої та норм

аллю поверхні в точці М0, то, як відомо,

к cos Θ
ІІ(Мр)

/(М 0)

dv'2

I  du2 + 2d?;2
= 0.

d v =0

Переконаємося в тому, що cos θ ψ 0. Безпосередньо знахо

димо координати нормального вектора [г^,г^] поверхні в 

точці М0:

Мр

Площина За; — 4у + z = 0 є стичною для лінії перетину, 

i t  =  {3; —4; 1} - її нормальний вектор. Очевидно, що Tt ||/

[ft, ft] , тобто вектор [f t , r t ]
Мр

7Г
Мо

не ортогональний до цієї

площини. Отже, θ ф — , тобто cos θ ф 0. Звідси дістаємо, що 

к =  0.

25. Знайти омбілічні точки на еліптичному пара

болоїді

Z  =
1 ( х2 у2 

— + — 
р ч

0 < q < p , (3.48)

повну та середню кривину цієї поверхні.

Р озв ’язання. Нагадаємо, що в омбілічних точках будь- 

який дотичний до поверхні напрям є головним. Омбілічні



точки характеризуються пропорційністю коефіцієнтів дру

гої та першої квадратичних форм, тобто співвідношеннями

L Μ  N  ,

Е = ¥  = G ' (349)

Отже, знайдемо величини E, F, G, L , М, N. Задана 

поверхня є графіком функції z = f(x ,y), де f(x ,y ) =

- i :-f- — j . Тому знайдемо зображення для першої, дру-
2 V Р Я J
тої квадратичних форм, повної та середньої кривин у за

гальному випадку. Векторне рівняння поверхні тоді є та

ким: = {х-,у; f(x ,y)}, Отже,

=  { 1 ;  0;  / я } ,  Л  =  { 0 ;  1; Л х  =  { 0 ;  0;  f xx},

~т*ху = {Ο-,Ο- fxy},J>yy = {O-0-Jyy}.

Звідси знаходимо, що

І  ΞΞ ds2 =  ( 1  +  fl)dx2 +  2fxfydxdy +  ( 1  +  f 2)dy2,

TT_ , j 2 ^  ~^\   Ιχ χ άχ2  +  2 fx y d x d y  +  fy y d y 2

[ i  +  f l  +  Py

T, _ fxxfyy ~  f ly  JT _  (1 +  fx ) fx x  -  Z fx fy fx y  +  (1 +  fy )fy y

=  1 + Px +  f f  ~  1 + P  + Py '
(3.50)

Використовуючи ці формули, у випадку еліптичного пара

болоїда (3.48) маємо, що

Е _  X2 + р2 _  осу _  у2 + д2 

p2 pq ’ q2

1 Μ  =  0, N

P  V

Звідси та з (3.49) дістаємо систему рівнянь

1 _  х2 + р2

V1 + S + S=a_̂ ’
< 1 _  у2 + q2

q

. ху = о,

де а коефіцієнт пропорційності. Очевидно, що ця система 

рівнянь еквівалентна такій системі:

:гЧр2 _  г+ д2
Р <1 '

ху — 0.

Якщо х =  0, то у знаходимо з рівняння ру2 = p2q — pq2. 

Отже, у2 =  q{p - q), у — ±yjq(p - q). Якщо припустити, що 

у =  0, то для відшукання х маємо рівняння х2 — p(q — р). 

Згідно з умовою задачі q < р, тобто q-p  < 0. Отже, останнє 

співвідношення неможливе. Це означає, що у ψ 0. Таким 

чином, на еліптичному параболоїді (3.48) є дві омбілічиі 

точки: (0; y/q(p-q)\ ρ-ψ ), (0 \ - yfq{p~~q)\Βψ).

З формул (3.50) випливає, що

26. Довести, щ о якщ о асимптотичні лінії поверхні 

перетинаються під сталим кутом, то повна кривина 

поверхні пропорційна квадрату середньої кривини.

Р озв ’язання. За координатну сітку на поверхні візь

мемо сітку, яка складається з асимптотичних ліній. Нехай 

а  кут між асимптотичними лініями. Тоді, як відомо,

К  =
pq 1 + Ц

р2



cosa = ^ 7 § g ’ a ^  — 0 на всій поверхні. Отже, фор

мули для відшукання повної та середньої кривин поверхні 

набувають вигляду:

*  =  я =  - F M
EG  - F 2 ’ E G - F 2'

Звідси знаходимо, що

я2  =  F 2M 2 М 2 =  к

Тоді

Отже,

Я 2 =

(EG - F 2)2 ’ EG  - F 2 

- F 2K K  K

EG  - F2 Щ  - 1 - V  - 1'
cosz α

K  I i 2 - K  t f2
1 ---777; =  --- 77^— , COS (V

cos2 а  Я 2 Я 2 ’ Я 2 - K '

Врахувавши останнє співвідношення знайдемо, що 

K  cos2 а  — Я 2(cos2 tv — 1), тобто К =  — tg2 а  · Я 2, що 

й потрібно було довести.

27. Поверхня (коноїд) задається рівнянням z =  

f  Уу)' Знайти: 1) функцію  /(-) так, щоб проекція 

однієї з асимптотичних ліній на площину X O Y  була 

колом, рівняння якого має вигляд х2 + у2 = ау, 2 ) 

функцію  /  так, щоб коноїд перетинав площину у =  1  

по лінії кривини.

Р озв ’язання. 1 ) Уведемо нові змінні (параметризацію):
х
— =  и, у =  v; тоді векторне рівняння поверхні є таким 
У

~Ϋ = {uv ,v j(u )} .

Для того, щоб скласти диференціальне рівняння асимпто

тичних ліній заданої поверхні, знайдемо коефіцієнти першої 

та другої квадратичних форм цієї поверхні:

rt = {v:0:f'(u)}, rt, = {щ 1; 0}, = {0;0; / » } ,

f?v =  {1; 0; 0}, Fv> =  {0; 0; 0}, E  = (rt, f t) =  v2 + f '2(u),

F  =  (ft, ft) = uv, G = (ft, ft) = 1 T u2,

EG  — F 2 =  Δ  = v2 + (1 - u2) f ,2(u)·

0 0 f" (u ) 

v 0 f'(u)

u 1 0

L — — (f~> r* r*) — —д  v UU ) ' U 1 ' V ) —  Д

1 0 0

v 0 f'(u ) 

u 1 ’ 0

vf"{u) 

A ’

.f'{u)

Δ  ’

N  =  0, бо rvv = {0; ();()}. Отже, диференціальне рівняння 

асимптотичних ліній набуває вигляду:

або

vf"(u)du2 — 2 f'(u)dudv — 0,

vf"(u)du — 2 f'(u)dv, ~r}r\du =  2— .
f'(u) v

Звідси знаходимо, що

v2 =  cf'(u). (3.51)

Якщо повернутися до змінних х, у, то (3.51) перетворюється 
в рівняння вигляду

X
у = cf' ( - ) , с — const ф 0. (3.52)



Це рівняння можна розуміти як диференціальне рівняння

• · -  f ( ' Aпроекцій асимптотичних ліній поверхні z =  j  ( - І на коор

динатну площину X O Y  (воно не містить ζ). Таким чином,

задача звелася до відшукання такої функції /  

рівняння (3.52) було еквівалентним рівнянню

, щоб

Xі + Vі =  о,у. (3.53)

У змінних u, υ рівняння кола (3.53) набуває вигляду:

V —
1 + и2

(3.54)

Отже, тотожними мають бути рівняння (3.51) та (3.54). Тоді 

для відшукання функції /  маємо рівняння:

/'(«)
а

с ( 1  + и 2) 2 ’
с ф 0.

Зінтегрувавши останнє рівняння та перейшовши до змінних 

х , у знайдемо, що

,2

/
а

2с

х ху
arctg - + ■;

У Xі  + у г
+ Сі, с ф  0.

2) диференціальним рівнянням лінії кривини є рівняння

0,

dv2 —dudv du2 
E F G 

L Μ  N

або, щодо ліній кривини коноїда,

-dudv du2 

1 4- u 2 

0

dv2

v2 +  f '2{u) 
vf"{u)

Δ

UV

ҐН
A

- { ( v 2 +  Ґ )  - ~ f " )  du2 -  + V- £d u d v )  x

x ( l  + u2) =  0 .

Останнє рівняння запишемо в змінних х, у і врахуємо умову 
у =  1 :

-[/'(х )(1 + / /2)(ж) + х/"(х)]<іх2 = 0

або

хГ (х ) = - ( і + Ґ (х ))Г (х ) .

Покладемо /'(х) =  р(х); тоді маємо такі еквівалентні дифе
ренціальні рівняння:

хр'(х) =  — (1+р2(х))р(х), х^-  =  - (і+ р2)р; ^  ί//;
dx  ’ χ  ( 1 + ρ 2)ρ ·

Інтегруючи, знаходимо, що х 2 =  с2 ^ 1  + — ̂ . Звідси

г//(.х) С

= - ж -  =
тобто

/ (х )  =  с  In  |х + \/х2 -  с21 + С], с, С\ -  co n s t,.

28. Довести, щ о якщ о дві поверхні перетинають

ся вздовж лінії, яка є лінією кривини на кожній з 

них, то ці поверхні перетинаються під сталим кутом 
вздовж цієї лінії.

Р о зв ’язання. Нехай 7 -- лінія, вздовж якої перетина

ються поверхні Фі та Ф2, М  - довільна точка на 7 ,

^ 2
М

м

одиничні вектори нормалей поверхонь Ф] та Ф2 у



Μ
точці Μ  відповідно, а  = а(М ) - кут між i t  і , ~rt2

м
Тм{Фі) ~ дотична площина до поверхні Фі у точці М, 

7м(Фг) ” дотична площина до поверхні Ф2 у точці М. Для 

доведення вказаної властивості досить переконатися в то

му, що cos а  =  const. Маємо, що

( i t  i  , l t 2 )  
\ М  м /

i t і
м

i t і
Μ

cos a  = cos a.

Тоді

d(cosa) =  d ( i t i , l t 2 ) =  (dlt\ , i t 2 'j + f'if'i ,d l t2 )
V M  m )  \ M  M  /  \ M  M >

Оскільки в кожній точці 7 (зокрема, і в точці М) кожний 

її напрям є головним, то внаслідок теореми Родріга

d lt i — \}dr
Μ

d lt ;
Μ

= Xodl*
м Μ

Отже,

d(cos a) =  At (ά~Ϋ , l t 2 ) + Λ2 ( 3 , dl* ) .
V μ  μ  ) \ m  m /

Оскільки ά~Ϋ

f t . ±
M

M
Є ΤΜ(Φχ) Π ТМ(Ф2), то i t  і

м м

Μ
, тобто d(cos a) =  0, cos a = const, a =  const.

29. Знайти повну кривину поверхні, утвореної до

тичними до лінії 1* = l*(s), де s - натуральний па
раметр.

Р о зв ’язання. Оскільки по

верхня утворена дотичними до 

лінії 7 ^  - У  (.s). то її векторне 

рівняння має вигляд (див. Мал.
3.13):

7 * ( s , v )  =  1 * ( s )  +  v l > ( s ) ,  υ  φ  0 ,

де (s) одиничний вектор до

тичної. Повна кривина К  по

верхні обчислюється за форму
лою

__ LN  - М 2 

”  EG  - F 2 ’

тому знайдемо, передусім, коефіцієнти першої та другої 
квадратичних форм заданої поверхні:

r t  = І* + νί* — ~Ϋ + vk lt - {1; vk; ()},

r t  =  У  =  { 1 ;  0 ; ( )} , У , ,  =  У  +  v k l t  +  =  ІсТ Ї -f v k l ) +

+ v k ( - k l >  +  x ~ $ ) =  - v k 2l >  +  ( k  +  v k ) l t  +  v k \ $  =

=  +  =  k l t  =  { 0 ; / c ; 0 } , f ^  =  T?·

Отже,

В = (П, f?) = 1 + Λ 2, F = (r*, rt) = 1,G = (rt r+) = 1,

Δ = EG - F 2 = Λ 2,



L =
(^aa, f t , f t)

y/Δ  \/Δ

v2k2x

-vk2 k + vk vkx 

1 vk 0

1 0 0

Л/
(~̂ SD , rs , Vv )

2 =  xM , υ /  o,

ν/Δ

1

7 δ

jV
{?VV1 TS , Ту )

ν/Δ

0 k Ο

1 vk Ο 

1 Ο Ο

Ο,

-Ο,

1

\/Δ

6or?v =  t .

Таким чином, LN  — Μ  = 0, тобто K  — 0.

ЗО. Нехай ~Ϋ = Й (.s) — просторова крива, s — нату

ральний параметр, p (s) - одиничний вектор б інор

малі. Поверхня, яка задається рівняння

~f>(s, Л) =  ~т̂(s) + (s), (3.55)

називається поверхнею бінормалі. Знайти середню 

кривину такої поверхні.

Р озв ’язання. Оскільки середня кривина обчислюється 

за формулою
_  EN  - 2FM  + GL 

2(EG - F2) ’

де E, F, G, L, Μ , N - коефіцієнти першої та другої квад

ратичних форм, то обчислимо їх для поверхні, яка визна

чається рівнянням (3.55). Урахувавши формули Френе 
знайдемо, що

-r* + v f  =  у  + Α(-χ7?) = -ψ- А χ-ΰ, У  Λ = f ,

f~* 1 ss = І* - λχΐ? - λχΊΪ = к~& - λχΊΪ - \χ(χ~$ - k~t) =

=  Xkxl* + (k - \χ)ΊΪ - λχ2~$,

^ α  =  - χ ύ  = -tXs, Уда = t  

(тут k - кривина, χ - скрут кривої). Отже,

Е = (ft, f t)  =  (- t-  λχΊ?, ψ  - ΧχΊΪ) =  I г̂ І2 - 2АХ(У , Ίϊ) +

+λ2χ2\ΊΪ\2 =  1 + Α2χ2, F  = (rt, Τ>Α) = (Ψ -  Λχ~ύ, ~$) =

= (-Ї,~$)-\Х(-ІЇ,~$) =  0.G  = (-^Λ,^λ) =  ( ^ )  =  Ι^ Ι2 = І, 

FG  - F 2 =  1 + λ2χ2,

( " ^ Μ ,^ ,^ λ )  1
L -

V EG  - F 2 ν/Δ

—k\2x2 — k + Αχ

А/с* /c - Αχ —Αχ2 

1 -Αχ 0

0 0 1

Μ

λ/ΓΤ Α2χ2

(~^a\,ft,fyx)

=  Λ

1

X

γ/ΐ + Α2χ2
- Α; д/ l  + A2χ2,

λ/ EG  — F 2 γ/ l  + Α2χ2 

iV =  0,

оскільки У  ΛΑ = 0 . Тоді

1 /  Αχ

0 -χ 0

1 -Αχ 0 

0 0 1

X

\/ΐ + Α2χ2 ’

Η  =
κ

2 1 (ι + α2χ2)3/2 y m v

31. Нехай поверхня Φ задається векторним рів

нянням Т* = ~r*(u,v). Н а  нормалях до поверхні Ф в 

одному напрямі відкладемо відрізки довжиною  а. 

Кінці відкладених відрізків опишуть поверхню Ф*,



"паралельну" поверхні Ф. Знайти зображення кое

фіцієнтів перш ої квадратичної ф орм и  поверхні Ф* 

через коефіцієнти перш ої та другої квадратичних 

ф орм  поверхні Ф.
Р озв ’язання. Знайдемо, наприклад, зображення коефі

цієнта F* через коефіцієнти першої та другої квадратич

них форм поверхні Ф. Векторне рівняння поверхні Ф* має 

вигляд Ί** — ~Ϋ + a l t . Тоді

ft* =  f t  + a l t u, rt* =  rt + a l t v;

F* =  (rt*, ft*) =  ( f t r f )+ a ( f t i ! t v)+ a(ltu, f t ) W ( l t u, ! t v) =

= F  — 2 aM  + a2( l t u, l t v).

Для того, щоб знайти зображення скалярного добутку 

( l t u, i t  у) через коефіцієнти першої та другої квадратичних 

форм поверхні Ф, скористаємося дериваційними формула

ми Вейнгартена:

i t г =  bjrf, bj =  bikgjk, gjkgik =  Sj.

Отже,

f t x= l t u =  -[(bn g11 + bl2gl2)f\ + (bn g21 + bn g22)ft],

■ft2 =  ltv  =  -[(*>219U + b22gn )f\ + (b2\g21 + b22g22)ft). 

Звідси випливає, що

(lt\ ,lt2) =  (bug11 +bi2g12)(b2lgn +b22gn )gn +(bugu +biW 2)x

x(b2\g21 + b22g22)g\2 + (bug21 + bV2g22)(b2\gn + b22gr2)gV2+

+ (bn g21 + b]2g22)(b2\g2] + b22g22)g22,

u =  u1 ,v =  u2.

Тоді, з урахуванням співввіднощень gjhgik — δ{ знаходимо, 
що

( l t u  f t 2) =  2[(bug11 + b12g12)b2l + (bn g21 + b12g22)b22]. 

Оскільки

11 __ 922 12 _  21 .. . 912 22 _  9ll д  „  ' 2
9 ~ Д-. 9 - g - --Д , 9 - -Д-, Δ  =  gn g22 - gl2,

( ltu l t 2) = ~ (G LM  - F M 2 - FLN  + E M N ) =

= — (GLM - 2F M 2 + F M 2 - FLN  + E M N ) =

n ( „ M 2 - LN  LG - 2FM  + E N  \
= 2 Δ---+ 2M ------ — ----- J - 2(2M H - K F ),

де K  повна кривина поверхні Φ, I I  середня кривина 
поверхні Ф. Отже,

F* = F —2aM+2a2(2M H —K F) =  (1-2α2 K)F+2a(2a2 H - l)M . 

Інші формули встановлюються аналогічно.

32. Однопараметрична сім ’я ліній на поверхні за

дається диференціальним рівнянням —  — f(u ,v ).

Знайти формулу, яка визначає кут м іж  цими та 

спряженими до них лініями. Н а якій поверхні кож 

на спряжена сітка є ортогональною?

Р озв ’язання. Умова спряженості напрямів (d): {du; dv} 

та (5): {5и;<5г>}, як відомо, має вигляд

LduSu + M(du6v -f dvSu) + NdvSv =  0,



Якщо однопараметрична сім’я ліній на поверхні задається

диференціальним рівнянням —  = f(u ,v ), то підставивши
du

dv
в (3.56) замість —  функцію / , знайдемо ще одне диферен- 

аи
ціальне рівняння

δν _  L + M f

би ~ h  ~ M  + N f  ’

яке визначає напрям (5), спряжений до напряму (d). Тоді 

кут між прямими (d) та (5) знаходимо за формулою

EduSu + F (f + f\)du6u + Gff\du5u
cos θ = —. . . .     .....  ^— r

y/Edv? + 2Ffdu2 + G f2du2 ■ y/Εδυ? + 2Ffxbu2 + G f2Su2

E  + F ( f  + f\) + G f f \ _____

2 F f  + G f2 ■ y/E + 2F fi + G f f '

Зокрема, якщо поверхня віднесена до ліній кривини (F — 

М  — 0), то формула набуває вигляду:

cos Θ
yjE  + G f2 · у /E 2 + G L2 

f 2N 2

= ±_______ E N ~ G L _______ |/|.
y/E + G f2 ■ y/N2f 2E  + GL2

Отже, сітка ортогональна (при довільному /) тільки тоді,
E G

коли E N  - GL  =  0 або — = — (L ψ 0, N ф 0). Це співвід-
L· і  V

ношення характеризує сферу (враховуючи співвідношення 

F  =  М  — 0).

33. З ’ясувати, який геометричний зміст мають 

визначник та слід матриці коефіцієнтів Вейнгарте- 

на.

Р озв ’язання. Нагадаємо, що для коефіцієнтів Вейнгар- 

тена правильним є зображення: β\ = Ьцд1\ де Ьц - коефі

цієнти другої квадратичної форми поверхні, а д1'1 утворю

ють матрицю (.д^), обернену до матриці (.%), яка складаєть

ся з коефіцієнтів першої квадратичної форми поверхні, при

чому

9
11 9 2 2

Я
12

9
21 912 22

- Δ  ’ 9
9 її

Δ  ’ Δ  1 Δ  ’

дискримінант першої квадратичної форми поверхні. Тоді

det(Д/) =  det(bu) det{glj)

—  \ Ь‘2'2 b']2)

Ь\1 Ь|2 qu g12

&21 Ь22 g21 .g22

922 912

Δ Δ

<721 911

Δ δ "

b\\b22 -  6?2

911 .922 -  .912

(&U&22 ”  b'y-2 ) (.9l 1.922 ~ i/ri)

LN - M 2

e g  f 2

Δ 2

K.

Крім того,

spur (/3/) =  β\ + βΐ =  b kgkl + b2kgk2 

= bn gn +b12g2]+b2lg12 + b22g22

b i  1.922 — 26]2(/i2  +  b 2 2 g u

, 9 2 2  5 l2  , .911
Ь и ^ - 2Ьп - + Ь .2г- ^

Δ
= 2tf.

Отже, визначник матриці коефіцієнтів Вейнгартена - це 

повна кривина поверхні, а слід цієї матриці подвійна се

редня кривина поверхні.



34. Знайти формулу для обчислення скруту 

асимптотичної лінії поверхні.

Р озв ’язання. Нехай поверхня задається параметриза- 

цією 1^ — 1^(u, v). За координатні лінії на поверхні візьмемо 

її асимптотичні лінії. Тоді

М 2 
L =  N =  0, К =  -

EG  - F 2'

Скрут асимптотичної it-лінії (υ =  const) обчислюємо за 

формулою

х П  =
(^«1 ÛU) ^шхи) _ (^Ul [̂ ииі Г иии])

|[^,г^]|2 ІГ̂Ги ·, Тии\

За допомогою дериваційних формул Гаусса знаходимо, іцо

= + r?1r̂  = P11rt,

иии =  {rh )u fi + Г \y7\X + {T2n )uTt + Г2] (Г|2Г'и + T\2rt +

/  Л р  \
+Ьу21 ї) =  І + r i j f j f c J  r t  + rhbn lt, 7t = f t , f l = r t ,  

ге {1,2}, А: Є {1,2}.

Тоді

[r^, ^ uuu] - [РПГ+ + Г2, ^ ,  f  + Г^Г Іа) г^ +

+ Г}1Г?1 + Г?1Г?2̂  + Г?1Ь12г?]

=  ГІі + Гп Гн + В Д , )  [ті rt] + Т1пГ2n bl2[rt, 1Ї}+ 

+г?! + (ΓΙΟ2 + Г2пГ\Л [rt,rt] + (T2n )2bV2[rt,^] .

{ru 1 [гии, ~Г̂иии]) (І іі)Ьі2(̂ и>[̂ и, ~Г̂]') =
=  (Г 2u )\ 2([ r i,r t] ,lt) =  (Г 2n )2M\[rt,ft,}\

Г γ У γ·  ̂1

(тут враховано, що i f  — :V  Λ  ). Крім того,
\[П,П]\

[ri,̂ ] = + = г2!^,^],

\[rt,r>}\ =  І[г+г^]|2 = (Г?,)2(ЕС  - F2).

Підставимо одержані співвідношення у формулу для обчис
лення скруту:

х(и)_ (Г2и)2М\[г>,гї}\ _ Μ М
(Г?,)2І К ,^]|2 |[г+ г*]| у/EG  - F 2 "

=  у/—Ksgn М.

Якщо вважати, що асимптотична лінія є v-лінією (и = 
const), то аналогічно знаходимо, що

М  ,--
\{г) = ---/---■■■ -------  - -V-A'sen М.

VEG - F 2 В

35. Довести, що поверхня з першою квадратич
ною ф орм ою

2 du2 + dv2
ds =

(u2 + v2 + r:2)2

має сталу повну кривину.

Р озв ’язання. Повну кривину поверхні обчислимо за 
формулою

_  LN - М 2 

_  EG - F 2 '



У даному випадку E  — G =  —  --- ---— , F  =  0,
(гг + v1 + &Y

EG  — F 2 =  —--------— . Для обчислення LN — М 2 ско-
[иг + Vі + с2)4

ристаємося формулою Гаусса:

+ г>, .  - г  г»„
dudv 2 dvdv 2 диди 12 12 4 11 22 αβ'

gu — E , <712 =  F, g22 — G , TJjk символи Христофеля 2- 

го роду, r*-fc = gl^ ijk , (,9li) - матриця, обернена до матриці 

011 012 

.921 02 2

обчислюються за формулами

)  =  (  F  G )  ’ ^ ljk Х Рист°Ф елі 1_г0 Р°ДУ, які

Г- _  1 ( і д9ік , dgjk \ 
ljk 2 \дик диі du1 )

Отже,

1 ддп _  1 дЕ 2 и
Гш  =

2 ди1 2 ди (и2 + υ2 + с2)3 ’

_ р _ 1 д9п _ 1 дЕ 2v
112 1 121

2 ди2 ~ 2 dv (и2 + V2 + с2)3

р _ 1 <9.922 _ ld G 2 и
1 122

2 du1 2 ди (и2 + V2 + с2)3 ’

Гої і — —
1 дд} і __ 1 дЕ 2v

Г212 — Г221 — 

Г222 =

2 ди2 2 dv (а2 + v2 + с2У ’

1 dG 2 и

2 ди (u2 + v2 + с2)3 ’

1 d G _ _  2v

2 dv (u2 + v2 + c2)3

Оскільки g11 =  g12 =  g2] =  ,g22 =  — , Δ

EG - F 2, то

^ H = p 22 =  (u2 + V2 + C2)2) g12 =  921= 0

Перейдемо до обчислення Христофелів 2-го роду:

=  gll^ijk = gU^\jk + ,912r 2jfc,.

I jk =  92iI ljk — 021I ljfc + 922 r 2jfc·

Отже,

Γ'ίι — 9ПГін + gu  Γ211 = .9ΠΓιη = 

*12 =  ^ 2! =  рПГ112 + ,912Г2|2 = <7ΠΓΐ12

U2 + V2 + C2

2ν

U2 + V2 + C2

Ρ 1 __i ,-Д2р __ 11 pI 22 — б? 1 ]22 + 9 і 222 — 9 1 122
?/2 + V2 + e 

ρ2 — λ21Ρ 4 n22V   „22ρ   2У
1 11 — 9 1 111 +9 1 211 - 9 I 211 —

Γ 2 — Г 2 — п21Г  i „22p _  ,.22 рІ 12 —. І 2 j — 9 І 112 +9 і 212 — .9 і 212 —

U2 + V2 + с2

Чи

U2 + V2 + с2'

V2 — п21г 4- n22V — п22Г  -1 22 -  .9 1 122 + .9 J- 222 — 9 1 222 -

Знайдемо ще частинні похідні

и'2 + v2 -f с2 

д2Е d2G

dv2 ’ ди2 ’

дЕ л/ 2 2 2 у 3 ^ 2̂  . u2 ~ 5υ2 + с2
-4(и + υ + c ) v; —— = -4—-

’ (?(/2 ( я 2 + v2 + с 2 )4 ’

Аналогічно,

d2G _  г;2 - 5ц2 + с2

ди2 (u2 + v2 + с2)4"



Формула Гаусса у даному випадку набуває вигляду:

^ - " , = - і И - 5 і і + (г “ г “ - г !' г” )9іі+

с\ 9 ~ ~ . 2(и2 — bv2 + с2) 2(v2 - Ьи2 + с2)
+ (Г12Г12 - Г11Ги )й2 = (u2 + у2 + с2)4 + “(и2 + „2 + ,,2)4 "

4(и2 + υ2) 4 (и2 + г/2) _  4с2

(u2 + υ2 -f с2)4 (u2 + v2 + с2)4 (u2 + v2 + с2)4

Тоді
4с2 (гх2 + г>2 + с2)4 2

А  =  —----- ----rv-— = 4с = const,.
(u2 + υ + е2)4

Отже, поверхня має сталу повну кривину.

36. Показати, що геодезійна кривина лінії на по

верхні є узагальненням поняття кривини плоскої 

лінії.

Р озв ’язання. Нехай лінія 7 на поверхні задана рівнян

ням и2 — /(и 1). Тоді

.о ••9*1 ·· 1 · 2
и Л„ и и - U и

й1’ ·' { ύψ

kg = VA X

1 f "  + I*  + (2Г22 - г|,) / ' + (Г22 - 2Г)2)(/ ')2 - Г 2 2 ( / ' ) 3 1 

І 9 п  +  2 д п Г  + t e ( / ' ) 2)3/2
(3.57)

Δ = 9п9‘п — 9п-

Якщо лінія плоска, то за поверхню, до якої вона нале

жить, візьмемо площину. Віднесемо цю площину до прямо

кутних декартових координат х, у. Тоді ds2 =  dx2 + dy2 і

тому дп =  922 = 1) 9\2 =  0. Отже, =  0 і формула (3.57) 
для геодезійної кривини плоскої лінії набуває вигляду

І л
s - (1 + ( T f W  ~

формула для кривини плоскої лінії.

37. Довести, щ о якщ о координатна сітка поверхні 

утворена лініями кривини, то формули Петерсона- 

Кодацці набувають вигляду

dL _  ΘΕ ΘΝ _  0G

dv dv du d u 1

де Η  - середня кривина поверхні.

Р озв ’язання. Оскільки Е = ди , F  = д12 = <721, G = д22, 

U =  u 1, V Ξ  'U2, L =  Ьи, М  =  Ь\2 — Ь 2 1 , N ΞΞ 622 > поверхня

віднесена до сітки ліній кривини, то д\2 — 0, Ь\2 =  0 і дГ2 —

921 =  0.
Запишемо першу формулу ІІетерсона-Кодацці (при і =

1 ):
С\і

=  Г{26ц - Г2пЬ22 = glkVkv2bu - д2кГкиЬ22 =  дІІЬпГш - 

„22κ ,Л _92lbn д\ 1 Ь‘П
“ .9 ° 22і  211 — — д — 1 1 1 2 ---- д —  і  211 —

1 t U і ί 4 ^ 1 ) д  _  2
— ^ д  (922611 +  ді\Ь22)-^7^ Δ  — .9і].д22 — 912'

Отже,
dL _  dÊ

dv dv

Друга формула Петерсона-Кодацці (при і — 2) набуває 

вигляду
dN TTdG



38. Знайти геодезійні лінії та повну кривину пів- 

площини Пуанкаре, тобто півплощини υ > 0  з мет

рикою
, n du2 + dv2

ds1 = --- ----.
v1

Р озв ’язання. З вигляду метрики випливає, що

1 1 1
Е =  д\\ =  F  =  дХ2 =  0, G = д22 =  Δ  =  <711522—0і2 =  “т-

Отже,

j "  =  «Н = „2 12 =  _9 и  = „ 22 = »П = „2
Δ  Δ  Δ

Далі обчислюємо символи Христофеля:

рі _ п  гі _  _ 1  рі _  η Г2 — І  Г2 — 0 Г2 — —і
1 11 — и> 1 12 — ) 1 22 — υ> 1 11 — 5 1 12 ~ 1 22 — ·

Оскільки аі2 =  0, .̂22 =  0, то формула Гаусса набуває
(Ум1)2

вигляду:

l2 _ 1 020П , /"рі \2 „ г'2 р2
ЬцЬ22 - Ь12 -  - 2  1̂)ц2у2 + (Г ’2) 9п - Ги Г22522·

Отже,

Звідси знаходимо повну кривину півплощини Пуанкаре:

^  _ Ь\ 1Ь22 - 622 _  J 

011022 - 012

Знайдемо тепер геодезійні лінії на півплощині Пуанкаре. 

Будемо шукати їх у вигляді v = f(u). Рівняння геодезійної 

лінії знайдемо з умови рівності нулю геодезійної кривини:

Г  + г?, + (2г;2 - г + (ґ ‘2 - 2г;2)/ '2 - г у *  =  о.

У даному випадку це рівняння набуває вигляду

1 1 9

Ґ  + - + -Ґ  =  0,
V V

або, оскільки v =  /,

Домноживши це рівняння на /  дістанемо, що

/ / "  ■ р ’· 1. 

тобто (/ / ') ' =  — 1. Інтегруючи це рівняння знаходимо, що

f  f ' — —и + W'Ch

де u0 стала інтегрування. Тоді 

fd f

du

Звідси

-(u - u0), fd f + (u — u0)du = 0. 

/ 2 + (u — Uq)2 =  a2,

тобто

υ2 4- (u - u0)2 =  а2.

Отже, геодезійні лінії на півплощині Пуанкаре - це сім'я 

кіл з центрами у точках (и0;0) та радіусами а.

Розглянемо також вертикальні прямі и — и0. Якщо під

ставити параметричні рівняння цих прямих 7 (̂·5) — {ио!^} 
у рівняння

d2uk . du1 du1
------ u r fe.------- =  o

ds2 17 ds ds ’

то переконаємося в тому, що лінії и = щ, v > 0 також є 
геодезійними.



39. Нехай поверхня

~Ϋ =  ~г*(и, υ); ui < и < u2, fi < υ < г>2,

має першу квадратичну ф орм у  ds2 = du2 + B 2(u,v)dv2. 

Обчислити площу сферичного образу цієї поверхні.

Р озв ’язання. З цієї метою передусім обчислимо повну 

кривину поверхні за формулою

К =
^11̂ 22 — 1̂2 

.911.922 — S\2

''/C
υ

У даному випадку маємо, що ,9ц = 0, дГ2 — д2\ =  0, <722 —

В 2. Тоді р11 =  1, д12 = дп = 0, д22 =  — . Для обчислення

виразу bu b22 — Ь\2 скористаємося формулою Гаусса. Для її 

застосування необхідно знайти коефіцієнти Христофеля Г* 

поверхні. З формули

Г; І я« ( Ой* 4- _і_ \
4 2 \ <9иг <9ufc у

дістаємо

Г1 — Π Г1 — Ω Г1 — — R · R І"2 — П Г2 — —  Г2 — —1 11 —  υ > 1 12 “  и > 1 22 — п  п иІ 1 11 —  U, J 12 — ^  , 1 22 — g  ■

Підставимо значення коефіцієнтів Христофеля у формулу 

Гаусса:

-) h /»2 -  1 д2д22 + Г 2 Г 2 η
4 i622" 6’2 - " 2 ^ W  + Г12і 12.922

= _ 2̂ _ + 2Б - Б ц u + B j

2 ^  В 2

(інші доданки рівні нулю, оскільки Г}2 = Г^ — 0). Отже,

т/ Bull гр
—  — . іаким чином,

В
U2 И'2 U2 V2

°* =  J j  \K\do =  J  J  \K\yJgn g22 - g\2dudv =

ui г>і ui ι>ι

η 2 V2

= J  J  \Buu\dudv

U \  V\

(тут σ* - площа сферичного образу заданої поверхні).

40. Нехай поверхня Ф, задана регулярною пара- 

метризацією = ~т*(и,у), має першу квадратичну 

ф орм у ds2 = du2 -f B 2(u)dv2. Знайти геодезійні лінії 
поверхні Ф.

Р о зв ’язання. Рівняння геодезійної лінії шукатимемо у 

вигляді 'ii2 — f ( u l ), и1 = u, u2 =  v, використовуючи умо

ву рівності нулю геодезійної кривини kg. Прирівнявши ви

раз для геодезійної кривини до нуля (див. (3.31)), знайдемо 

диференціальне рівняння, необхідне і достататнє для того, 

щоб рівняння u2 =  / (и1) визначало геодезійну лінію:

І "  =  -r'f, - (2ґ ;2 - г},)/' + (—гіг + 2Г ! , ) / '2 + r.;2/ ' s.

Урахувавши явний вигляд символів Христофеля знаходи
мо, що

9 R '

f "  = - — f ' - B 'B f\

Домножимо це рівняння на В 2. Тоді

В 2f "  + 2В  ■ В '/ ' = -B ' ■ В 3/ '3, (В 2f')' + (В2/')3—  = (),
В·’·

тобто
гі(ДУ') . dB

(В2/ 1)3 в 3

Інтегруючи і домножуючи на -2 знаходимо, що

1 1 _  -2 

(В2/ 1)2 + В 2 = с ’



де с 2 - д од ат н а  ст ал а  ін т егру в ан н я . З в ід си  / '  =

± -------------~. Т аК И М  ЧИНОМ ,

B V c 2B 2 -  1

и

V =  /(М ) =  ±  [ ----~ П .........  : + С] .

о

41. Н а  поверхні введемо систему координат и =  

u1, v = и2 так, щоб координатні «-лінії були геоде- 

зійними і ортогональними до υ-ліній. Таку систему 

координат на поверхні називають напівгеодезійною. 

Довести, щ о поверхню можна віднести до напівгео- 

дезійної параметризації бізліччю способів та знайти 

ї ї  першу квадратичну ф орм у  в цій параметризації.

Р озв ’язання. Загальний  р о з в ’я з о к  д и ф е ре н ц іал ь н ог о  

р ів н я н н я  геодезій них ліній зал е ж и т ь  в ід  д в ох  ст ал их  інте

г ру в ан н я , т об т о  с ім ’я  геодезій них н а  п ов е рхн і д воп арам ет-  

р и ч н а . Т ом у  ч е ре з  д ов іл ьн у  ф ік с о в а н у  т оч к у  п ов е рх н і п р о 

ход ить  б е зл іч  геодезій них ліній. Я к щ о  д еяк у  з них  прий ня

ти з а  к о о рд и н ат н у  u -лінію , т о  в зд о в ж  неї v = и2 — c o n s t , 

/ ( υ 1) =  c o n s t ,  / '  - / "  =  0 і т ом у  р ів н я н н я  (3 .31 ) н аб у в ає  

ВИГЛЯДУ r f J  =  0. ?/,-лінія п рох од и т ь  ч е ре з  д ов іл ьн у  т оч к у  

п ов е рх н і, т ом у  =  0 і ^12 — 0 в ід н о сн о  п о б у д ов ан о ї п а р а 

м е т ри зац ії в будь-якій т очц і п ов е рх н і. О ч ев и д н о , щ о  ум ови  

r f ,  =  0, д12 =  0 є  і д ост ат н ім и  д л я  т ог о , щ об  к о о рд и н ат 

н і u -л інії були геодезій ними і о рт ог он ал ь н и м и  д о  υ -ліній. 

О ск іл ь к и

Г 2 — л2гГ  4- ҐУ22Г  —  п Г І Г  — П1 11 — 9 1 111 T 9 1 211 —9 1 211 — -д-1 211 = U,

Δ  =  911922 — 9 ι 2 =  9 η 922 >  0, 

d q
τ ο  Γ 211 = 0  а б о  — - =  0. Т ом у  п е р ш а  к в ад р ат и ч н а  ф о р м а  

оиг
п ов е рх н і, в ід н есен а  д о  нап івгеодезій ної п а р а м е т р и з а ц ії,  м ає

вигляд

ds2 =  E(u)du2 + G(u, v)dv2.

Але E (u) > 0, G(u, v) > 0, тому, після введення нової змін

ної перша квадратична форма набуває простішого вигляду:

ds2 — du2 + G(u, v)d,v2.

42. Знайти повну кривину поверхні, віднесеної до 

напівгеодезійної параметризації.

Р о зв ’язання. Якщо поверхня віднесена до напівгеоде

зійної системи криволінійних координат, то

911 = 1, <712 = 921 = 0,022 = G(u, v) =  G.

Отже,

Δ  = 011922 - 022 =  G, 011 = 1,0і2 =  О,022 =  і ,
С j

г  - г  - п г  -  UX! r - І і г  ldG1 ш - Г „2 - 0,Г1И - “ 2 а Г 'Ь п  - о ,г 212 =  ,

Г — Vі — Vі — () г 1 — ^G  2 _  п
222 ~ 2 dv3 U ~ 12 “  22 ' "  2 ди 1 11 “  ’

г2 _  ± d G  2 1 0G

12 2 G ди' 22 2G dv'

За формулою Гаусса маємо



Цю формулу можна подати ще гак:

1 d2VG

7 д  ди2 '
К =

43. Знайти першу квадратичну ф орм у поверхні 

сталої повної кривини К.

Р озв ’язання. Нехай Ф - поверхня сталої повної кри

вини К  і М  - довільна звичайна точка на цій поверх

ні. В околі точки М  введемо напівгеодезійну нараметри- 

зацію, взявши за u-лінію довільну геодезійну лінію по

верхні, яка проходить через точку М . Тоді (див. приклад 

42) перша квадратична форма поверхні Ф набуває вигля

ду cis2 =  du2 + G(u,v)dv2. Можна вважати, що G(0,w) =  1 
dG

і ——(0,г>) — 0. Шукана функція G = G (u.v ) задовольняє 
ди

диференціальне рівняння

d2y/G г-̂
-7ГГ- + F V G  =  0. 

ouz

Функція VG  відносно змінної и при сталій кривині К є 

розв’язком лінійного диференціального рівняння другого 

порядку з постійними коефіцієнтами. Розв’язки такого рів

няння відомі:

{
Сі cos (у/Ки) + C2Sm(y/Ku), якщо К  > 0,

Сі + с2и, якщо К — 0,

Сі ch(yJ—Ku) + с2 sh(y/—Ku). якщо К < 0,

де Сі, С'і - довільні сталі, не залежні від и. За початковими

умовами задачі знаходимо, що сі =  1, с2 =  0. Отже,

cos(у/Ки), якщо К > 0,

VC — ̂  1, якщо К  = 0,

ch(у/—Ки), якщо К  < 0.

Значить, вигляд першої квадратичної форми поверхні ста

лої повної кривини К  залежить від значення та знаку сталої 

К:

{
du2 + cos 2(у/Ки), якщо К > 0,

du2 + dv2, якщо К  = 0,

du2 + ch2(\/—K  u) dv2, якщо K  < ϋ.

Зауважимо, що поверхня сталої додатної повної кривини

локально ізометрична сфері радіуса —= ;  поверхня нульо-
V К

вої повної кривини локально ізометрична евклідовій пло

щині; поверхня від’ємної сталої повної кривини локально 

ізометрична псевдосфері (площині Лобачевського).

Завдання для самостійної роботи

1. Скласти рівняння поверхні, яка утворюється півпря- 

мими, що виходять з точки (а; Ь\ с) і перетинають параболу

z — 0, у2 — 2 рх.

2 . Скласти параметричні рівняння еліпсоїда та еліптич

ного параболоїда.

3. Скласти рівняння циліндра з напрямною =  7ї(и) і 

твірними, паралельними вектору ~ct.

4. Скласти рівняння конуса з вершиною у початку си

стеми координат і напрямною ~]ї — ~ft(u).

5. Скласти параметричні рівняння циліндра з напрям

ною х2 + у2 =  a2, z — 0 і твірними, паралельними вісі Oz.

6 . Скласти рівняння поверхні, яка утворюється при 

обертанні прямої х =  az, у — 0 навколо вісі Oz.

7. Записати рівняння поверхні, утвореної дотичними до 

лінії у2 =  х, х2 =  z.

8 . Скласти рівняння лінійчатої поверхні, твірні якої пер

пендикулярні до вектора i f  і перетинають пряму =  

i f  + u b та лінію ΊΪ = ΊΪ(ν).



9. Скласти рівняння лінійчатої поверхні, твірні якої пе

ретинають лінії rt — rf(u), rt =  Г2(и) і перпендикулярні 
до вектора i t .

10. Довести, що якщо через точку Р  поверхні прохо

дить пряма, яка лежить на поверхні, то дотична площина 

поверхні в точці Р  містить дану пряму.

11. Скласти рівняння дотичної площини до сфери

х  =  a cos v sin и, у — a cos v cos u, ζ =  a sin υ

у точці (а: 0; 0).

12. Знайти рівняння дотичної площини у довіль

ній точці прямого гелікоїда, заданого рівнянням ~Ϋ — 
{-u cos v; u sin v; hv}.

13. Довести, що якщо гладка поверхня Ф і площина а  

мають тільки одну спільну точку Р, то площина а  є дотич
ною площиною поверхні Ф у точці Р.

14. Скласти рівняння нормалі псевдосфери

и
х =  a sin v cos υ, у =  a sin u sin υ , ζ =  a In tg — + a cos u

у довільній точці і знайти орт нормалі.

15. Довести, що нормалі поверхні

X =  <р(и) COSV, у =  ψ(ν) s in t) ,  2 =  ψ(η)

перетинають вісь Οζ.

16. Скласти рівняння дотичної площини поверхні ху2 + 

ζ2 — 8 у точці (1; 2; 2). Знайти орт нормалі в цій точці.

17. Знайти поверхню, утворену нормалями поверхні у =
7Г

x tg z  вздовж прямої у = χ, ζ — — (гіперболічний парабо

лоїд).

18. Довести, що всі дотичні площини поверхні, заданої 

рівнянням ζ — χφ  j  , проходять через початок координат.

19. Довести, що якщо поверхня дотикається площини 

вздовж деякої лінії, то кожна точка цієї лінії є або пара

болічною точкою, або точкою сплощення.

20. Довести, що якщо пряма має з поверхнею другого 

порядку дотик другого порядку, то ця пряма належить по

верхні.

21. Довести, що крива х = в1 cost, у =  efsini, z = 2t ле

жить на поверхні χ1 + у2 =  ez і її стична площина збігається

з дотичною площиною поверхні.

22. Довести твердження: якщо всі нормалі поверхні пе

ретинають деяку пряму, то поверхня є поверхнею обертан-

23. Довести, що якщо всі нормалі поверхні проходять 

через одну і ту ж точку, то поверхня є сферою або областю 

на сфері.

24. Нехай Ф поверхня, Р  - точка на Ф, а  - дотична 

площина у точці Р. Довести твердження:

1) якщо точка Р  - еліптичного типу, то точки поверхні 

Ф, близькі до Р, розміщені по один бік площини а\

2) якщо точка Р  - гіперболічного типу, то знайдуться 

точки поверхні Ф, близькі до Р , які розміщені по різні боки 

площини fV.

25. Скласти рівняння дотичної площини і нормалі по

верхні, утвореної бінормалями лінії

26. Знайти точки на торі

7t  = {(R + r cos u) cos v ,(R  + r cos u) sin v; r sin u},

у яких нормаль паралельна вектору i t  =  {1;т.;п}.

27. Знайти дотичні площини поверхні 2 =  Xі — 2ху3, 

перпендикулярні до вектора ~ct =  {—2; 6; 1}. Знайти точку 

дотику. Скласти рівняння нормалі в точці (0; — 1; 0).

28. Поверхня Ф утворена бінормалями лінії 7 . Довести, 

що в точках лінії 7 дотична площина до Ф збігається зі



спрямною площиною лінії 7 , а нормаль до поверхні є го

ловною нормаллю лінії 7 .

29. Скласти рівняння стичної площини кривої перетину 

сфери x2 + y2 + z2 =  9 з гіперболічним циліндром х2 — у2 — З 
у точці (2; 1; 2).

30. Визначити порядок дотику прямої х =  —3+4£, у =  0, 

z =  2t з поверхнею х2 + у2 - 2z2 - 2:cz — yz + 4 ж у 4- 3χ· — 5y = 0 

у точці (—3; 0; 0).

31. Визначити порядок дотику кривої z = аху, αχζ — 

у + І з  поверхнею ах = zy у точці (0: —1; 0).

32. Знайти обвідну сім’ї сфер х2 + у2 — (z — с)2 =  1.

33. Знайти обвідну і ребро звороту сім’ї сфер, які про

ходять через початок координат і їхні центри належать 
кривій l*(t) =  {t3]t2;t}.

34. Показати, що сім’я поверхонь, яка визначається рів

нянням φ(χ, г/, ζ) =  μ, де φ регулярна функція змінних х, 

у , ζ, не має обвідної.

35. Знайти обвідну і характеристики сім’ї площин, від

далених від заданої прямої на віддаль h.

36. Знайти обвідну та характеристики сім’ї кругових ци
ліндрів сталого радіуса:

а) (х — С )2 4- у2 = г2; б) (:с — С )2 + (у - С )2 = г2.

37. Знайти перші квадратичні форми поверхонь другого 
порядку:

1) X2 4-у2 + Z2 == г2; 2)
X2 
— + 
аг

у2 
— + 
Ь2

г2

-2 = с

3)
X2

а2
4-

у2

Ь2 "

Z2

с2
= і;4 )

X2

а2 +

у 2 

б2 “

Ζ2 _

с2

5)
х2

+ у2_ _= 2z:
х2 

і 6 )  —  -
_  і /  _

- 2г;
V ч Р q

7)
х2

а2
+

у2 

Ь2 "

z2 

' с 2
= 0; 8)

X2 

«2 +

У2 

Ь2 " і;

9)
X2

а2
— у 2 

б2 “
= 1; 10) у2 -= 2рх.

38. Знайти перші квадратичні форми поверхонь:

1 ) Ψ  = -f(s) + v ^ ;

2) У  = v~ft(s);

3) Ί* =  -tf(s) H- l?{s) cos φ 4- β (s) sin φ;

4 ) r> =  Y ( s )  +  u  t * ( s ) ;

5) -ψ =  7^(s) + w^(s);

6) Ί* =  (s) 4- ν~$(s).

39. Обчислити першу квадратичну форму поверхні, 

утвореної обертанням кривої х =  /(it), ζ = φ(ιι) навколо 

вісі Οζ. Розглянути часткові випадки:

1) /(it) =  R + r cosu, <p(s) — sinit (тор);

2) /(it) = s sin it, ψ(ν) = a ̂ ln tg — + cos u j (псевдосфе-

pa);

3) /(it) =  achii, φ(ιι) = cshit (однопорожнинний гіпер

бол оїд обертан н я).

40. Знайти кут між координатними лініями х — xq, у = 

?/о на поверхні ζ =  аху.

41. Довести, що на поверхні

х =  u(3v2 — и2 — —), у = v(3 и? — υ2 — -), ζ = 2 uv

координатні лінії- ортогональні.

42. Знайти кут між лініями и 4 v — 0, и — ?; =  0 на 

поверхні

х =  u cos υ, у =  u sin υ, ζ = αν.

43. Знайти кут між лініями u 4 v = 0 та u =  tgt» на

поверхні χ — it cos v, у =  usin?;, z =  it 4- υ.

44. Знайти кут між лініями и 4 υ =  0, it — v — 0 на

поверхні х — chit cos υ, у =  chit sin?;, z = u.

45. На поверхні з першою квадратичною формою ds2 — 

du2 4- dv2 знайти кут між лініями 2?/ = υ та 2u = — v.

46. Знайти кут між лініями v — и 4-1 та v =  3 — и на 

поверхні х = ucosv, у — usinv, z  — и2.



47. На прямому гелікоїді J* = {ucosv;usinv; hv} знайти 

лінії, які ділять навпіл кути між координатними лініями.

48. Знайти периметр та внутрішні кути криволінійного 

трикутника, обмеженого лініями и = ±υ2, υ =  2 на поверхні

“r* = {« cos у; u sint>; 2v}.

49. Обчислити площу чотирикутника, розміщеного на 

гелікоїді Ί* =  {аи cos V] au sin v, hv} і обмеженого кривими
h

u =  0, u =  —, v =  0, v =  1.
a 9

50. На поверхні з першою квадратичною формою as =

du2 Η—  sh2 udv2 знайти довжину дуги кривої 2u =  v між
4

точками і

51. Знайти довжину лінії υ — lntg | на поверхні

. и
х — sin u cos υ, у — sm u sm υ, z =  In tg — + cos u

між точками Рі(щ; v\) та Рг(и2; ν·2)·
52. Знайти другу квадратичну форму поверхонь:

1) — {г cos u costi; r sin u cos v; r sin i>};

2) Ί* =  {(R + r cos u) cos i>; (R + r cos u) sin v; r sin u};

3) 7> = {υ eos щ υ sinu; ku};

4 ) У  =  V ( s )  + A«>;

5) (s)·
53. Знайти нормальну кривину параболоїда z = ах2-by2

■ TDin dy 1у точці /J(0; 0) у напрямку —  =
CLJb &

54. Знайти кривину нормального перетину поверхні у =

-ж2 у точці М(2;2;4) та в напрямку дотичної до лінії у —
2
1 2 9-аг, z =  х .
2

55. Знайти кривину лінії перетину поверхні z = ху пло

щиною х + у + z — 3 = 0у точці М  (1; 1; 1).

х2 у2
56. Знайти кривину лінії перетину поверхні-- 1-- = 2z

Р Я
площиною 2a:~y + z = 0 y точці (0; 0; 0).

57. На поверхні х =  u2 + v2, у =  и2 — v2, z =  uv знайти 

кривину нормального перетину у точці М(и = \,v =  1) та 

у напрямку дотичної до лінії v = υ 2.

58. Довести, що при будь-якій параметризації площини 

її друга квадратична форма тотожно рівна нулю.

59. Довести, що при довільній параметризації сфери її 

перша квадратична форма пропорційна другій.

60. Знайти середню та повну кривини параболоїда z 

аху у точці (0; 0; 0).

61. Знайти головні кривини поверхні 2 = а(х2 + у2) у 

точці (0; 0; 0).

62. Обчислити середню кривину катеноїда

/ Χ·ζ + у*
z = a ch \/---— , а > 0.

V а

63. Визначити тип точок: 1) еліпсоїда; 2) гіперболоїдів;

3) параболоїдів; 4) циліндрів; 5) конусів.

64. Знайти області точок еліптичного, гіперболічного і 

параболічного типів на торі.

65. Визначити тип точок на поверхнях:

1) z — а2хА + й2у4; 2) z =  хл + ?/ + х2,у2] 3) у — х4.

66 . Знайти повну і середню кривини поверхні, утвореної 

головними нормалями заданої лінії.

67. Задана поверхня обертання

(:г, v) — {а;; / (a;) cos v, f(x) sin ?;}, f(x) > 0.

Підібрати функцію /  так, щоб середня кривина Н  =  0 на 

всій поверхні.
х у68. Знайти асимптотичні лінії поверхні z =  -— І— .
У х



69. Знайти лінії кривини поверхні e~z = cos x ■ cos у.

70. Довести, що для поверхні, утвореної головними нор

малями просторової лінії 7 , лінія 7 є асимптотичною лінією.

71. Довести, що якщо у деякій точці поверхні середня 

кривина рівна нулю, то асимптотичні напрями у тій точці 

перпендикулярні.

72. Знайти асимптотичні лінії поверхні z — f(x) — f(y) 

та визначити функцію /  так, щоб отримані дві сім’ї асимп

тотичних ліній були ортогональними.
2 2

73. Довести, що лінія х =  --- , у = ----, z = t е
1 + t 1 - t 

1 1
асимптотичною лінією на поверхні z = - - —

Xі У
74. Довести, що якщо лінія кривини плоска, то площина, 

в якій вона лежить, перетинає поверхню під сталим кутом.

75. Знайти асимптотичні лінії на поверхні х = ch ucost», 

у = ch u sin ?;, 2 = и.

76. Знайти асимптотичні лінії на поверхні, утвореної 

прямою, яка переміщуючись паралельно площині X O Y  пе

ретинає вісь Oz та лінію x = и, у =  u2, z =  и3.

77. Знайти асимптотичні лінії поверхні 2 = ху3 — уXі , 

які проходять через точку М (1;2;6).

X2 у2
78. Знайти асимптотичні лінії поверхні 2 = ----- .

ху
79. Знайти асимптотичні лінії поверхні 2 = у^р(х) + ψ(χ).

80. Знайти асимптотичні лінії поверхонь:
. 6

1) х — u cos ?;, у = itsin?;, z —
-4- ' и

2) r  — {u cos v; u sin v; /  (?і) };

3) =  {(1 -f u) cos v; (1 — u) sin ?;; «};

4) x =  3u + 3v, у =  3u2 + З?;2, 2 =  2u3 + 2?;3;
v uv

5) x =  ——, у =  —— , 2 =  arctg ?;;
ch u ch u

6) 2 =  -2~V---2-;x/ 4- yz

7) z =  у cos x;

8) x2y2z -I- x2 — y2 =  0;

9) z4 = x 2 + y2;
1

10) z — x arctg — h -y ln(x2 + y2).

81. Поверхня називається мінімальною, якщо ї ї  середня 

кривина тотожно рівна нулю. Довести, що поверхня, від

мінна від площини, мінімальна тоді і тільки тоді, коли її 

асимптотична сітка ортогональна.

82. Знайти скрут асимптотичних ліній, розміщених на 

поверхнях:

1)2  =  -(аз"2 + 2Ьху + су2);
. £

2) г  =  {u cos v; u sin v; f  ( « ) } ;

3) 7*· =  {ucos?;; «sinu; hv}.

83. Знайти скрут асимптотичних ліній на поізерхні, утво

реній головними нормалями неплоскої кривої.

84. Знайти спряжену сім’ю ліній до сім’ї ліній υ на по
верхні

х = u cos v, у = u2 sin v, z - hv.

85. Задана поверхня х — u + v, у = u2 + v2, z =  2uv і 

сім’я ліній u2 — cv2 — с. Знайти диференціальне рівняння 

спряженої сім’ї.

86 . Задана поверхня х = а(и), у = β(ν), z =  7 (u) + 

ε(ν). Довести, що лінії и та ?; утворюють спряжену сітку, 

причому кожна з цих ліній плоска.

87. Знайти лінії кривини поверхні x =  u2+?;2, у =  u2 — v2, 

z — v.

88 . Знайти лінії кривини поверхні е~'z = cos.r · cos у.

89. Довести, що прямолінійна твірна скісної лінійчатої 

поверхні не може бути лінією кривини.

90. На поверхні ах2 + by2 + cz2 =  1 знайти сім’ю ліній, 

спряжену до сім’ї у — const.



91. Знайти лінії, спряжені до сім’ї ліній и + υ — с на 

поверхні X = u cosV, у = usinv, Z  — и + V.

92. Знайти лінії кривини на довільній циліндричній по
верхні, довільній конічній поверхні.

93. Знайти лінії кривини гіперболічного параболоїда, за

даного рівнянням

^  =  {\/р(и + υ); \/я(и - v)>2uv)·

94. Знайти параметричні рівняння ліній кривини та 

асимптотичних ліній поверхні Φ: х = и(3v2 — и2 — |), 

у =  и(3и2 — v2 — |), ζ =  2uv, які проходять через точку 

Mq(u =  0, v =  0).

95. Нехай 7 - плоска крива на поверхні Ф і у всіх точ

ках лінії 7 нормалі до Ф перпендикулярні до площини цієї 

кривої. Довести, що 7 є лінією кривини на Ф і у всіх точках 

лінії 7 повна кривина поверхні рівна нулю.

96. Довести, що якщо нормалі до поверхні Ф вздовж 

деякої ї ї  лінії 7 паралельні, то всі точки лінії η є параболіч
ними точками поверхні.

97. Довести, що сферичне зображення плоскої лінії кри
вини поверхні є колом або частиною кола.

98. Довести, що якщо одна із головних кривин поверх

ні Ф стала і відмінна від нуля, то поверхня Ф є обвідною 

однопараметричної сім’ї сфер постійного радіуса.

99. Довести, що на поверхні від’ємної повної кривини 

лінії кривини у кожній точці ділять навпіл кути між асимп

тотичними лініями, які проходять через цю точку.

100. Знайти лінії кривини поверхонь:

1) х(х2 + у2 + ζ2) - 2а(х2 + у2) — 0;
Т2 Ή2 72

2) ( ї2 + у2 + z‘ Y = х-  + у-  + г- ·
GT 0 С2·

3) х2 + у2 + z2 = x f ( — ), де /  - довільна функція класу
V X /

С і2).

101. Чому рівна геодезійна кривина аисмтпотичної лінії 

поверхні?

102. Знайти геодезійну кривину ліній кривини поверхні.

103. Лінія перетину двох поверхонь є гєодезійною на 

обох поверхнях. Довести, що ця лінія є прямою.

104. Довести, що кожна плоска геодезійна лінія є лінією 

кривини поверхні.

105. Показати, що кожна геодезійна лінія перетинає 

прямолінійні твірні циліндра під сталим кутом.

106. Знайти геодезійну кривину гвинтової лінії

l*(v) =  {acos?;; a sin?;; hv} :

а) на гелікоїді х =  bu cos v, у — bu sin?;, z — hv,

б) на циліндрі х =  acos?;, у =  a sin?;, 2 =  u.

107. Знайти символи Христофеля гелікоїда

х - u cos υ, у — u sin v, z =  hv.

108. Координатна сітка на поверхні складається з ліній 

кривини. Написати рівняння Петерсона-Кодацці.

109. Знайти площу сферичного образу еліптичного па

раболоїда.

110. Знайти сферичний образ тора.

111. Нехай Т трикутник з площею S на псевдосфері, 

сторони якого є геодезійними лініями псевдосфери. Повна 

кривина псевдосфери К — —а2. Знайти суму внутрішніх 

кутів трикутника Т.

112. На площині з метрикою

ds2 — du2 + ch2 udv2, —oo < u < +oc, —oo < v < +00,

T трикутник, утворений геодезійними в цій же метриці, 

має площу S. Знайти суму його внутрішніх кутів.



113. Знайти величину f f  \K\ds, де К - повна кривина
ф

поверхні Ф, dS - елемент площі Ф, якщо Ф: а) еліпсоїд; б) 

еліптичний параболоїд; в) тор.

114. Написати дериваційні рівняння Вейнгартена для 
поверхні х2 + у2 — ζ2 =  0.

115. Щ о являє собою поверхня, для якої матриця кое

фіцієнтів Вейнгартена одинична?

116. Записати дериваційні рівняння Гаусса-Вейнгартєна 

для поверхні (х — І )2 + (у + 2)2 + ζ2 — 9.

117. Знайти геодезійну кривину кола радіуса г, яке на

лежить сфері радіуса R > г.

118. Довести, що кожна пряма на поверхні є її геодезій- 

ною лінією.

119. Чи існує поверхня, для якої квадратичні форми

2dudv / оч , 9 9ч 9
ψι =  -~р=======, ψ2 =  (l- ff )du + 2uvdudv + (1 + u)dv

v 1 + u2 + v2

є основними квадратичними формами?

Вказівка: скористатися теоремою Боне.

120. Знайти поверхню, для якої квадратичні форми 

ψι — du2 + dv2 і φ2 = 0 були б основними квадратични

ми формами за початковими умовами

-?(« = 0, « =  ()) = ? ,  ~
ои и=0,

u-Ο

дг

dv
- k

и=0, 
v — 0

Розділ 4. Елементи тензорного числення

Поняття тензора відноситься до лінійної алгебри, хоча 

тензори широко використовуються в аналітичній геометрії, 

кристалографії, механіці суцільних середовищ, фізиці на

півпровідників, диференціальному численні. Тут ми наве

демо алгебраїчний підхід до визначення поняття тензора та 

розглянемо елементи тензорного аналізу.

§4.1. Ковектори, спряжений простір

Нехай Vn - η-вимірний векторний простір над полем R.

Означення 4.1. Ковектором простору Vn називається 

лінійна форма, задана на Vn, тобто лінійне відображення 

(лінійний функціонал) ω: Vn —> Μ.

Символом позначимо множину всіх ковекторів про

стору Vn. Введемо лінійні операції над ковекгорами:

V{o;, ξ} C  V;' Vi/ Є Vn : (ω + ξ)(ν) := ω(ν) + ξ(ν)\

Уси Є V'n У a  Є R  Mv Є Vn : ( α ω ) ( υ )  :=  αω(ν).

Легко бачити, що є також лінійним простором; при 

цьому Vr[ називається спряженим або двоїстим просто

ром  для Vn.

Нехай

{е і,...  , е „ } -  (4 .1 )

базис простору Vn. Для кожного набору чисел (о\,. . .  ,a n) Є 

М71 побудуємо ковектор ω Є  V'x, поклавши

uj(ci) := a {, Vv =  ^  vlet Є Vn :

І

ω (ν) ■= у~Уіи(ег) = У ^Угдг.
І І



Внаслідок цієї конструкції виберемо η ковекторів ω ι, .. 

ωη, поклавши

ΐ ; 1 :  <4-2>

Ковектор ω ι ставить у відповідність вектору v =  Vі Єі

І
його г-ту координату v\

Теорема 4.1. Ковектори ω ι, . .., ωη, які визначаються 

рівністю (4-2), утворюють базис у просторі V .̂ Розмір

ності просторів Уп т а  співпадають.

Доведення. Передусім переконаємося в тому, що на

бір ковекторів ω 1, ..., ωη утворює лінійно незалежну си

стему. Нехай — 0. Потрібно довести, що βτ =  0,

І
і Є {Ι , . , . ,η} .  Застосуємо цей ковектор до вектора е:/, 

j Є  { Ι , . , . , η } :

0 = ( 5̂ / W ) ( e j )  =  Υ ^ β ίωι(ε]) =  Pj, j  Є {1, · . .  ,η}.

І І

Нехай тепер ω - довільний ковектор. Застосуємо його 

до векторів базису (4.1); в результаті дістанемо набір із п 

чисел: ш(єі) =  сні, і Є {1, . . . , «}.  Доведемо, що ковектор 

ω' =  щш1 співпадає з ω:

І

= (Σ α'ω1) = Σ  = Σ = 
і І І

j  Є  { 1 , .  . . , n } ,

тобто u)'(ej) =  u>(ej), j  Є {1, . . . ,  п]. Отже, ω = ω '. Це озна

чає, що ковектори ω 1, ..., ωη породжують весь простір V''.

Означення 4.2. Базис ω 1, ..., ωη простору ковекторів 

Vr[ називається взаємним до базису (4.1) простору векторів 

Vn.

З ’ясуємо, як змінюються ковектори взаємного базису, а 

також координати ковекторів при заміні базису (4.1). Нехай 

{е[ ,. . . ,  є'п} - інший базис у Vn, пов’язаний із базисом (4.1) 

матрицею переходу

(  (у\ CV, .. . с ·1

Н )  =
a n

тобто

е' = Σ α 5̂ > І е {Ι , . , . ,η} .
І

Нехай ω ' , ..., ω 'η - відповідний взаємний базис у Уп', 

тобто ω ,г(е'·) =  <5*- і ω 'г = Σ ^ ^ ·  Тоді

з

6) =ω '·(β ·) =  = Σ Ά α> “^ ·Ί  =
/t S /c,6’

/c,s fc

Отже, ^ 2 β ^  =  <5*. Це означає, що матриця (/?£) є обер- 

k
неною до матриці (а^). Таким чином, якщо базис (4.1) замі

нити новим базисом з матрицею переходу (<*}), то відповідні 

взаємні базиси пов’язані співвідношенням ω η — Σ , де

і
(/З*) - матриця, обернена до матриці (а*).

Зауваження 4.1. Починаючи з простору V7' можна 

будувати новий простір (V^)' := І7" . Виявляється, що 

V" ~ Кг, тобто V" ізоморфний простору Уп.



§4.2. Тензори на векторному просторі

Означення 4.3. Тензором типу (■r,s), {r, s} C  Z.,., на 

векторному просторі Vn називається відображення

лінійне по кожному аргументу (якщо інші аргументи фік
совані).

Відображення

(ν1, . . . , ν Γ, ξ ι, . . . , ξ η  --> τ (ν }, . . . , ΰ Γ,ξ\ ...,ξ°) є R

називають ще полілінійним відображенням (иь  . . . , vr Є Vn\ 

ξ 1, ■ ■. , £s Є Vr[). Число r + s називають валентністю тензо

ра, r коваріантністю, s контраваріантністю. Тензо

ри типу (г, г) називають аф інорами, типу (г, 0) або (0,,s), 

r φ 0 , s φ 0 , - чистими, типу (r, .у) змішаними.

Наприклад, ковектор ω: Vn —> R лінійне відображення, 

тобто це тензор типу (1,0); вектор v Є Vn внаслідок заува

ження 4.1 можна ототожнити з ковектором на V''r' , тобто v: 

Vr[ — > Μ - лінійне відображення або тензор типу (0, 1); будь- 

яка білінійна форма s: Vn х Vn —>■ R тензор типу (2,0).

Символом Trs'(Vn) позначимо множину всіх тензорів типу 

(r, s) на векторному просторі Vn. Як показують наведені 

вище приклади, T"(Vn) = Vr[, T0‘ (V'n) = Vn.

Використовуючи базиси (4.1), (4.2) побудуємо базис у 

просторі Τ*{νη). Нехай - тензор типу (r,s), який діє

на набори векторів та ковекторів базисів (4.1) та (4.2) за 
правилом:

я у , № , , . . . ,  е%. ̂ , . . . , ш‘-) =  «s;;... £ . . .  ί<·.

Доведемо, що тензори -лінійно незалежні. Нехай

Цю лінійну комбінацію застосуємо до довільного набору 

векторів та ковекторів базисів (4.1) і (4.2):

0 = Σ < ІПУ, :У (ft,...

- Σ < ± * · · · * 3  · · · * - « & * ·

Отже, вказані тензори утворюють базис у просторі 

T,s{Vn). Оскільки кожний із r + s індексів перебігає незалеж

но один від одного η значень, то кількість таких тензорів 

дорівнює nr+s, тобто розмірність простору T*(Vn) дорівнює

nr+s.

Нехай Т Є Τ?(νη). Числа

Ч\::ї ■ г ( с , , . . . . :сІг. ^ . . . . ^ ^ )  є r

називаються координатами (або компонентами) тензо

ра Т в базисі еи ..., еп та взаємному базисі ω 1, ..., ωη. За- 

дання тензора рівносильне заданню всіх його компо

нент в деякому базисі. Справді, нехай {v\,. . . ,  vr} C  V1U 

{ ξ 1, . . . , ξ 4'} C  V,[, ντ = rjf'j ΞΞ r ,V (. Ck -  ξξω* =

г Є {1,. . -, r}, k Є {1,. . . ,s). Тоді

Τ(ΰ\ , . . . , <7r, ξ\ . . . , f ) = T(v\' c . . . . . .  vireir, , . . . , ) =

= νι ■ ■ ■ K  4 j ,  · · · CisT{eu , . . . , e lr, ω:η ,. . . , ω3*) =

_  r n j l - j s .  i l  i r f  1 es
- J Ц...ІГ vl ■ ■ ■ υτ Sji · · · ζ^·

Зокрема, значення тензора на довільному наборі аргу

ментів однозначно визначається компонентами цього тен

зора та координатами аргументів у фіксованому базисі.

Встановимо зв’язок між компонентами тензора в різних 

базисах. Нехай a  =  {ei , . . . ,  є„}, β =  {έι, . . . , ε„} - два бази

си простору Vn, {e1, . . . ,  еп} і {ε1, . . . , εη} взаємні їм базиси



у просторі відповідно, С — (сг?) матриця переходу від 

базису а  до базису β , D — (dj) - обернена до неї матриця. 

Тоді, за означенням матриці переходу,

> г Є {Ι , . , . ,η} .

Для довільного v Є Уп маємо, що v = ьгег. З іншого 

боку, v =  отже, (υ1 — v3clJ)el =  б.

Внаслідок лінійної незалежності базисних векторів маємо, 

що v1 =  cljVj , або vJ =  <ф;\ Тоді = dje^v), тобто

eJ = d\c\ j  Є {Ι , . , . ,η}.

Нехай тепер Т - тензор типу (г, ,ч) на У„, 7;':' т а

- його компоненти в базисах а  та β відповідно. Тоді, згідно 

з означенням компонент тензора,

= т (4 . ■ · ■. 4 , ε·?1.......·-'·)

= Т(cf/ep,, . . . ,  c4rrePr:dPq\eqi, . . . ,  -

=  · ■ · С  <  ... ^1 Г(ері, . . . ,  еРг , е « , e9s) =

=  Г ^ 1 r P r f/J1 f l is rr<l\-Qs 
Ч  ' tr  «1 · · · <7я Pi ,„Рг ·

Таким чином, при заміні базису компоненти тензора Т 
змінюються за законом

f  ή - is  __ J 'l (J‘T (Ї3\ fJJs ПГЯі ■•■Яз (л о\
ίι-.-'ir і] ’ - Чі ’ ш 4s Р і—Рт'

Правильним є наступне твердження.

Теорема 4.2. Нехай кожному базису простору Vn від

повідає набір чисел Т £ ;£ ', які при зміні базису змінюють

ся за законом (4-3). Тоді існує єдиний тензор Т типу (г, s), 

компоненти якого в довільному фіксованому базисі збіга

ються з відповідними елементам,и набору чисел, який від
повідає цьому базису.

Доведення. Зафіксуємо базис {е1;.. . ,єп} простору Vn. 

Нехай {Т/1"^4} відповідний набір чисел. Задамо відобра

ження T: Vn х .. . x Vn x V'n x . .. x V'n -> R формулою

Т(9,...................... {') = i f o t t ·  · · ' ■  ■ ■ (J,· «·«)

» >  =  « j C j ,  i t  =  ί * ω · > ,  і  є  k  є  { 1 ................... s } ,

( ω 1, . .. ,ωη} - взаємний базис до базису {е1;. .. ,еп}. Оче

видно, що це відображення є лінійним по кожному аргу

менту, тобто є тензором типу (г, s). Очевидно також, що 

компоненти цього тензора в заданому базисі збігаються з 

відповідними числами набору {Т·'"^3}, оскільки, внаслідок 

(4-4),

ті; : £  =  =

—  'rgi-qsXPi xPr \;ji л\/, 7'.Л "-.ь
/ Ί  · :  ' ' іт Я1 ' ' <7.5 2 1 - '

Це твердження є правильним не лише в заданому, але і 

в довільному іншому базисі. Справді, при заміні базиса, за 

доведеним, компоненти тензора Т змінюються за законом 

(4.4), а елементи набору т - { / } змінюються за цим же

законом внаслідок умови теореми. Отже, якщо набір ком

понент тензора Т співпадає з набором т в деякому базисі, 

то ці набори співпадають в довільному базисі.

З урахуванням доведеної теореми маємо альтернативне 

означення тензора.

Означення 4.4. Тензором типу (r, s) ля векторному 

просторі Vn називається набір чисел {T^ '"̂ s}, який відпові

дає кожному базису простору і який змінюється при зміні 

базису за законом (4.3).

Означення 4.3 та 4.4 еквівалентні. Зазначимо, що озна

чення 4.4 є менш наглядним, ніж означення 4.3, але тим не 

менше є історично першим означенням тензора і на тепе

рішній час також широко використовується в прикладних 

питаннях математики.



§4.3. Операц ії над тензорами

оо оо

Введемо позначення: T(Vn) =  UU Т*(Уп). Визначимо
г~ 0 s 0

у множині Т{уп) наступні операції.

1. Додавання тензорів. Нехай {ТЬ Т2} C T*(Vn). Су

мою тензорів Ті, Т2 називається відображення

Т і+ Т 2 \ Vn х .. . х Vn х V'n χ .. . х V'n Μ,
4------v-- ' 4--- v----- '

r  s

яке визначається формулою

(Τι +Τ2) (ν ι , . . . ,ΰ τ,ξ\ ... ,ξ 3) =

=  Τι(ϋι, . . . , ΰ τ,ξ\.. , , ξ 3) + Τ2(ϋι,.. . ,υΓ,ξ\ . . . , ξ 5)

(νι,.. . :vr Є Vn; ξ 1, . . . , Є V,[). Безпосередньо перевіряємо, 

що відображення Ί\ + Т2 є лінійним по кожному аргументу, 

тобто є тензором типу (r, s). Множина Trs(Vn) відносно вве

деної в ній операції додавання тензорів задовольняє всі ак

сіоми абелевої групи. Перевіримо, наприклад, властивість 

комутативності операції додавання:

(Т2 -f Т1)(?71, . . . ,υ,.,ξ1, .. . , £А) = Т2{щ, . .. ,ντ, ζ ι,. . . ,£*) +

+7i(t?„ . . ,,ν τ,ξ\ = Τ ,(ΰ „ . .. ,ντ,ξ\ . . . ,£·) +

+ВД, . ...fU ’.....«  = № + Τ,)(0„ ■ ■ -Л.е , ■ ■ -.f)·
Запишемо операцію додавання тензорів у термінах їх

ніх компонент. Нехай {(Ті)£;;;£}, {(Т2)^ ;;;£} - набори ком

понент тензорів Ті, Т2 відповідно у фіксованому базисі 
{еі , . .. ,єп}. Тоді

(Ά  + T2) t t  =  (Ті + Т2)(еп , . . . ,  4 ,  е»\ .. ·, є*) =

=  Тх (ejj, . . . , Єіг, eJ1, . . . , eJ'5) + Т2 (e-ij, . . . , Єі,. , Є71 , . . . , ) =

=  № ) £ .£  + № H ; : t

(тут {e1, . . . ,  en} - базис у просторі V„, взаємний до базису 

{еі , . · ·, 4 } )· Отже,

(Тг + T2)i;:t = № )tt + №)S.:t

Операція додавання тензорів поширюється на всю мно

жину T(Vn). Нехай {Ті,Т2} C T[Vn). Для визцаченості вва

жатимемо, наприклад, що Ті Є Т /(Vn), Т2 Є Tg(Vn). Покла
демо, за означенням,

Ті+Т2
Т\ + Т2 у вказаному вище розумінні, якщо p =  r,q = s;

0, у інших випадках.

Очевидно, що введена операція зберігає вказані вище 

властивості, тобто множина T(Vn) зберігає відносно неї 

структуру абелевої групи.

2. М ноження на скаляр. Нехай А є  R, Т Є  T(Vn). 

Припустимо, для визначеності, що Т Є  Т“(Vn). Визначимо 

відображення

XT: Vn χ  . . . х  Vn х  K  x · · · x K  -> R
4---- v---- " ----- v--------'

r *

формулою

(AT)(?7i,. . . . / • • i ' .......<f) = AT (/7), . . . ,  ?7r, ξ 1, ---(Ί :

v i , . . . ,v r Є Kii £ ’ , · · · , £ 5 Є V,[■ Як і раніше, безпосередньо 

перевіряємо, що відображення A7’ лінійне по кожному ар

гументу, тобто є тензором типу (r, s), а також те, що абе- 

лева група T(Vn) відносно введеної операції множення на 

скаляр набуває структури лінійного простору, в якому під

групи T*(Vn) є підпросторами, причому

T(Vn) = ®Т-о Tra(Vn).



Як і у випадку операції додавання тензорів безпосеред

ньо перевіряємо, що операція множення на скаляр у термі

нах компонент тензора записується так:

W f c *  =  А · Ί $ ± ;  А Є я ,Т  Є Ї?(К .).

3. Тензорний добуток. Нехай {Т1;Т2} С T(Vn). При

пустимо, для визначеності, що Т] Є T*(Vn), Т2 Є Tg(Vn). 

Тензорним добутком тензорів Тг, Т2 називається відобра

ження

Τι® Τ2 ·. Vn x .. . x K  x v; x ... x K  -> R,
s---- v----✓ 4---- v--------- /

r + P  s +  q

яке визначається формулою

(Τι (g) Τ2)(νi , . . . , vr, vr+i , . .. , vr+p, ξ ι: ... , ξ4, ξ' f 1, . . . , £s+</) = 

=  В Д , . . . , г 7 г, £ \ . . . , О . Т 207r+1,....,t;r+p, f +1, . . . , C t9);

Ui, . . . , iJr+p Є V"n; ^], . . . , ξ ΐ+9 Є ν^. У випадку, коли хоча 

б один із тензорів є скаляром (елементом простору R := 

Т0°(К )), покладемо, за означенням, Ті ®Т2 = Ті ■ Т2. Безпо

середньо перевіряємо, що відображення Т] <g>T2 є лінійним по 

кожному аргументу, тобто тензором типу (r+p, s + q). Опе

рація тензорного добутку у термінах компонент тензорів 

записується так:

m  ® = m

Ця операція володіє також властивістю білінійності та 

властивістю асоціативності, тобто:

1) V{a,/3} С R V{Tb T2,T3} С Т(К):

(<αΤι + βΤ>) <8> Гз = аТі ® Тз + βΤ2 (g) Т3;

2) V{a, /3} С R V{Tb T2,T3} C T(Vn):

Tj (g> (a;T2 + /ЗТ3) =  αΤι <S> T2 + βΤ\ ® T3;

3) У{Т і,Т2,Т3} C T(Vn):

(Ti <g> T2) ® T3 =  Tx ® (T2 <g> T3).

Крім того, для всіх Т Є T(Vn): 1 0 T =  1 T =  T. Вказані 

властивості означають, що T(Vn) має структуру асоціатив

ної алгебри з одиницею над полем R.

Важливою властивістю тензорної алгебри скінченнови- 

мірного лінійного простору є те, що в ній визначена ще одна 

важлива операція, яка називається згорткою тензорів.

4. Згортка. Нехай Т Є T*(Vn) C T(Vn). Зафіксуємо 

(г, j}  С {1, . . . ,  ті}, а також базис { е і, . . . ,е п} простору Vn. 

Задамо відображення

С]Т ■. Vn х .. . x K  x V'n х . . . x V’n -> R
4--------------- v --------------- '  ' --------------- v --------------- '

r ί .s - ί

формулою

C{T(vu .. . ϊΰτ-ι,ξι, .. . ,ξ 8~ι) =

= T(VU . . .,Vi-Uek,Vi, . . . , ν ^ ι , ξ 1, . . . ,ξ3~ \ε\ξ3, ... , Γ ” ')·

Відображення С-Т є лінійним по кожному аргументу, тоб

то є тензором типу (г — 1,6' — 1). Цей тензор називається 

згорткою тензора по г-му та j-му аргументам (або 

індексам при альтернативному означенні тензора). Отже, 

при згортуванні тензора ототожнюється пара індексів, один

з яких - верхній, інший - нижній. По цим індексам (після 

ототожнення -- по одному) здійснюється сумування. У ре

зультаті згортки отримуємо тензор, валентність якого на 2 

менша за валентність вихідного тензора. При цьому кіль

кість як верхніх, так і нижніх індексів зменшується на оди

ницю. Для ілюстрації цієї операції скористаємося альтерна

тивним означенням тензора. Розглянемо, наприклад, 5-ти 

валентний тензор Т = {Т ^}  і згорнемо цей тензор по 2-му



нижньому та 2-му верхньому індексах. В результаті одер

жимо тензор С'І'Г = {Tjj}, де Tjj =

k

§4.4. Симетричні та кососиметричні тензори.

Операц ії симетріювання та альтернування.

Зовнішній добуток

Нехай TAVn) =  0 г+~Тг°(Кг) с  Т(Кг). Очевидно. Ί\{νη) 

є підалгеброю тензорної алгебри T(Vn). Справді, нехай Ті, 

Тг Є  Tt (Vn) тензори типів (гь 0), ('/'2,0) відповідно. 'Го

ді Ті ® Т 2 Є Tr°.fr2(Vn) C rI\(Vn), тобто Т*(У„) замкнена 

відносно операції тензорного множення. Підалгебра l\(Vn) 

називається коваріантною тензорною алгеброю. Ана

логічно, T*(Vn) = θ ^ 7 „  (V'n) C T(Vn) є підалгеброю тен

зорної алгебри T(Vn), яка називається контраваріантною 

тензорною алгеброю. Властивості коваріантної та кон

траваріантної алгебр цілком ідентичні, тому для визначе

ності будемо розглядати коваріантну тензорну алгебру.

Символом Sr позначимо групу підстановок порядку г.

Індексом підстановки σ Є  Sr називається число ε(σ), 

рівне одиниці для парної та мінус одиниці для непарної під

становок.

Лема 4.1. Відображення ε : Sr —» {1; -1}, яке зіставляє 

підстановці σ Є Sr ї ї  індекс ε(σ), е гомоморфізмом, тобто

y { a , r } c S r : ε(σ о τ) =  ε(σ) ■ ε(τ). (4.5)

Доведення. Доведення полягає у безпосередній пе

ревірці того, що у всіх чотирьох можливих випадках 

співвідношень між парностями підстановок {σ, т} C Sr ви

конується рівність (4.5).

Нехай Т є ТГ°(У„), σ Є Sr. Задамо відображення σΤ : 
Vn χ .. . x Vn —> К формулою
v---- v---- ✓

r

σ Τ ( ν i , . . .  , V r )  Τ { ΐ ) σ ( i ) , . . . , Va ( r ) ) , ^ 1 , · · . , ν τ Є  \ η ·

Означення 4.5. Тензор Τ Є Tp(Vn) називається симет
ричним, якщо

Μσ Є Sp : σΤ  =  Τ.

Тензор Т Є Т0Р(14) називається кососиметричним, якщо

Уа Є Sp : σΤ  - ε(σ)Τ.

Очевидно, симетричність тензора рівносильна тому, що 

значення цього тензора не зміниться при перестановці до

вільної пари його аргументів. Кососиметричність тензора 

рівносильна тому, що значення цього тензора змінює знак 

при перестановці довільної пари його аргументів. Це безпо

середньо випливає з того, що Ver Є Sr: ε(σ) = (— 1)/V, де N  

кількість транспозицій, у композицію яких розкладається 

ця підстановка.

Кожному тензору Т = } C T®(Vn) можна зіста

вити у відповідність симетричний тензор Ті =  ,г } за
правилом

Т(г,.,г) - ~Т У! ̂ .,·, і

де сума справа береться по всім перестановкам індексів ц , 

..., іг. Тензор {Т(і1..,г)} симетричний по індексах і и ..., гг, 

тобто його компоненти не змінюють своєї величини при пе

рестановці довільної пари індексів із вказаного набору. Опе

рація, яка приводить до тензора Ί\ = {Т^...*,.)} називається 

симетріюванням тензора Т — {Т, Наприклад, нехай 

задано тензор Т =  {Tijk}. Тоді набір

T(ijk) =  ^  {Tijk + Tjik + Tikj -f Tkij + Tkji + Tjki)



визначає тензор Т\ = {T(ijk)}, симетричний по індексах г, j , 
к.

Якщо здійснюється симетріювання по певній підмно- 

жині індексів, то ці індекси беруться у круглі дужки; ін

декси, які не беруть участь у симетріюванні, виділяють

ся вертикальними рисками. Наприклад, розглянемо тензор 

т =  {Tijklms} і утворимо тензор Ті = {%|*|/т)5}, де

ТгШіт )8 ^^{^ijklms^Tilkmjs^Tirnkjls^Tilkjrng +Ί ijkmls t Tunkl jS ) ·

Тензор Ті симетричний по індексах j ,  І, т .

Операція альтернування полягає в тому, що кожному 

тензору Т = {Ти..Лг} ставиться у відповідність кососимет- 

ричний тензор Т2 =  { / v. } за правилом

7|іі...іг] - ;'.і ( Σ ;  І '■■■■■'■■ ~ У Ї / 'Ь - Д

де перша сума береться по всіх парних перестановках ін

дексів і і, ..., гг, друга - по всіх непарних. Якщо альтер

нування здійснюється по певній гіідмножині індексів, то ці 

індекси беруться у квадратні дужки; індекси, які не беруть 

участь у альтернуванні, також виділяються вертикальними 

рисками. Наприклад, нехай Т — {7,,а-/,„ч } - шестивалентний 

тензор типу (6, 0). тоді тензор Т2 =  {-l\[j\k\im]s} має вигляд:

Ί  i[j\k\lm\.4 g) (Tijklms+Tukmjg+Tirniijis —T f̂avls ~ I imkljs) ■

Тензор T2 кососиметричний по індексах j, m, /, тобто йо

го компоненти змінюють знаки при перестановці довільної 
пари індексів j , m, I.

Відмітимо дві важливі властивості кососиметричних 
тензорів.

1) П ри ототожненні хоча б двох індексів кососи

метричний тензор перетворюється в нуль.

Справді, нехай Т = {Т1] іг} - кососиметричний тензор, 

у  ЯКОГО 1\ — І 2 ■ Тоді

т  = -ТJ і ііігз...гг — 1  і \ і іг3..,гг ·

О т ж е , З . . . іг  =  о.

2) Я к щ о валентність r кососиметричного тензо

р а  Т Є 7j° ( )  більша за розм ірність простору 14, то 

такий тензор дорівнює нулю.

Справді, у цьому випадку аргументи тензора Т пов’язані 

лінійною залежністю, і, отже, один з них лінійно вира

жається через інші, наприклад, щ =  a2v2 + + .. . + a rvr,

{?/), . . ., vr} c  Vn, {«2,. . . , а г} C R. Тоді, врахувавши вла

стивість лінійності Т по першому аргументу дістаємо, що

T(vі , v2, -- vr) = T(a2v2 + α2ΰ3 + .. . + arvr, v2, . . . ,  ?7r) =

= a 2T(v2, v2, . . . ,  г/г)+а3Т(и3, υ2, гГ3, . .., vr)+arT(v2, щ , vr, vr).

За властивістю 1) T — 0.

Зауваження 4.2. Симетріювання та альтернування 

тензорів можна компактно описати за допомогою опера

торів симетріювання та альтернування S та Alt відповідно. 

Якщо Т Є 7’°(Vn) , Sr група підстановок порядку г, σ Є Sr , 

то

5Т ̂  й Σ Аит = й Σ ■
(TCSV гтЄ.Ь'г

при цьому 57і - симетричний тензор, АИТ кососиметрич

ний тензор.

Символом i\r{Vn) позначимо сукупність всіх кососимет

ричних тензорів типу (г; 0); A{Vn) <8>“ 0ΛΓ(Κι), Л0(К») - 
R. Введемо в A(Vn) бінарну операцію "Л", поклавши

Ά  ЛТ2 = ®Т2), Т\ є K(Vn).T2 є АЛКг)·
r's!



Ця операція називається операцією зовнішнього мно

ження.

Операція зовнішнього множенні володіє властивостями:

1) (Ті + Т2) А  Тз — Ті А  Тз + Т2 Л Тз,

2) Ті Л (Т2 + Т3) = Τι Λ Т2 + Т\ Л Т3,

3) (ТіЛТа)АТз = Т і Л ( Т 2 ЛТз),

4) 1 Λ Τ ξξ  1 · Т = Т.

Перші дві властивості безпосередньо випливають із від

повідних властивостей операції тензорного множення та 

лінійності оператора альтернування. Наприклад,

(Τ  + Т2) Λ Т3 = ^ - ^ Alt((Tr + Т2) ® Т3) = 
r!s!

=  ^ 4 ^ Л « ( Т і  ® Т3 + Т2 ® Т3) =  0  Т3) +
r's! r!s!

+ ̂ W 2 (g) Тз) -  τ. Λ їз  + Τ2 Λ Τ3. 
r!s!

Властивість 3) пропонуємо читачеві довести самостій

но, скориставшись при цьому прикладом 7 (див. приклади 

розв’язування задач).

З властивостей 1) 4) випливає, що А (Vn) має струк

туру асоціативної алгебри з одиницею. Цю алгебру нази

вають ще зовнішньою коваріантною алгеброю. Анало

гічно визначається зовнішня контраваріантна алгебра

A*(Vn) =  Ф ~ 0АГ(К ), ЛГ(УП) = Tq (Уп).

§4.5. Тензорні поля на многовидах

У попередніх параграфах вивчалися тензори на вектор

ному просторі Vn. Важливою особливістю цього простору є 

те, що він є прикладом η-вимірного евклідового простору, в 

якому можна побудувати єдину систему координат у всьому

просторі. У зв’язку з цим тензор у такому просторі визна

чається набором чисел, який змінюється при зміні базису 

за законом (4.3). Однак, клас топологічних просторів, для 

яких можна побудувати єдину систему координат у всьо

му просторі, є досить вузьким. У той час можна виділити 

значний клас топологічних просторів - топологічних много- 

видів - які узагальнюють поняття лінії та поверхні та є ма

тематичними моделями багатьох реальних об’єктів, у яких 

можливо будувати системи координат у деякому околі кож

ної точки. Такі простори мають локальну будову простору 

R".

Отже, нехай М  гладкий многовид розмірності п, ТХМ 

дотичний простір у точці x Є М, тобто клас гладких кривих 

на М , дотичних між собою в точці х (або, інакше, дотичний 

простір в точці х Є М  це дотичний вектор до многови- 

ДУ М у  точці х). Задання локальної карти в околі точки х 

дозволяє ототожнити дотичний вектор з набором із п чисел 

і ввести лінійні операції над дотичними векторами як опе

рації над наборами із п чисел. Зауважимо також, що якщо 

многовид М  є поверхнею в R3, то замість локальної карти 

розглядається параметризація поверхні; тоді парою чисел, 

які відповідають дотичному вектору, є його координати у 
рухомому базисі.

Означення 4.6. Тензорним полем типу (r,s ), {r, s} C 

Z +, на гладкому многовиді М називається полілінійне ві

дображення R, яке кожній точці х Є М ставить у відпо

відність тензор Rx типу (r, s) на векторному просторі ТХМ, 

тобто відображення

Rx : ТХМ  х ... x ТХМ  x Т'ХМ  х . . .  х Т 'М  -> R,
4------ V------ " N------^ '

r S

де Т'ХМ  - спряжений простір для ТХМ .

Операції над тензорами на векторному просторі Vn пе

реносяться на тензорні поля. А саме, якщо R \ S - тензорні



поля на М  одного типу, то їхньою сумою називається тен

зорне поле R  + S того ж типу, яке визначається за пра

вилом (.R  + S)x =  Rx + Sx (у правій частині цієї рівності 

стоїть сума тензорів на векторному просторі ТХМ). Якщо 

/  - функція на М , то можна визначити добуток f R , по

клавши (fR)x =  f(x )R x. Нарешті, для тензорного поля R  

типу (r, s) і тензорного поля S типу (р, q) тензорний добу

ток R  ® S визначається за правилом (R ® S)x — Rx ® Sx; 

R ®  S є тензорним полем типу (г + р, s + q).

Візьмемо локальну карту (С/, (/?) на М, точку х Є М  і 

позначимо символом [7] клас еквівалентних кривих, який 

визначається кривою 7 , що проходить через точку х. При 

вибраній локальній карті кожному класу [7] однозначно від

повідає дотичний вектор, тобто набір із η чисел. Таким 

чином, виникає відображення θψ\ ТХМ  —> Vn, яке, як ві

домо, є бієктивним. Базис у ТХМ, який відповідає базису 

{е\,. . . ,  еп} С Уп при відображенні θφ називають рухомим 

базисом і позначають {єіх, . . . ,  епх}. Вектори е\х, ..., епх 

визначаються в кожній точці х Є U, де [U,<p) локальна 

карта, за правилом θφ(είχ) =  ег, і Є {Ι , . , . ,η} .  Для цьо

го базису будується взаємний базис ω\, ..., ω ” ,у просторі 

Т'ХМ . Ковектори ωιχ визначаються рівністю ω\ (< \,·) =  ό*. Як 

і в §4/2, базис {віх, . . . ,  єпх} визначає в просторі Т*(ТХМ) 

тензорів типу (r, s) на ТХМ  базис, який позначимо

1  <  * 1 ,  · · · , * г ,  J l ,  · ■ - , j s  <  П.

Означення 4.7. Функції на U, які визначаються рів

ністю

Щ\::% =  /,>(>7ЬГ, · · ·, ejrX, ω ιχι, . . . , ω1’ ),

називаються складовими тензорного поля R типу (r, s) на 

гладкому многовиді М відносно локальної карти (ϋ,φ ).

Значення тензорного поля R  у точках з U зображаються

через складові за формулою

л- =  Σ  ( « )
11,

Якщо вважати в (4.6) точку х є U змінною, то це 

співвідношення можна записати у вигляді

R\ V  R n - i s C y h - j r  ·

її tji y...yjr

де - функції на f/.

Нехай (У, і/’)  ̂ інша локальна карта на M, U f)V  Ф 0,

· · ·, «W відповідні векторні поля рухомого базису. 
Тоді, як відомо [11],

іїх3'
Єіх = 2_^ ~Qxi ejxl' (4·7)

З

де x/ = x?' (.x1,. . . , хп) : .гЧг'і. j  Є {Ι , . , . ,η} ,  диф-

феоморфізм заміни координат. Для матриці f — обер-
V дхг )

( Зхг \ ,
неною є матриця —7), де Xі = Xі (х1' , . . ,,Хп') ■= Xі (χϊ),

і Є {Ι , . , . ,η} ,  - обернений диффеоморфізм.

Нехай і {'R^lZir} складові тензорного поля R.
відносно карт ( ΰ , φ )  та (\уф) відповідно. Тоді згідно з пра

вилом (4.7) заміни рухомого базису та означенням складо
вих дістаємо, що

, ,· 7 дхкі дхкг дхjl' дхА , ,R l1"·!·4 = ________________ ________р<] ■·■(.·! д о\
»1-«Г Qхг\ gxi'r gxh Qxls ki...kr'

Формула (4.8) встановлює зв’язок між складовими тензор

ного поля R  на перетині U р) V областей локальних карт.



Зазначимо, що формула (4.3) є частковим випадком

(4.8), оскільки у векторному просторі Vn перехід від одного 

базису до іншого здійснюється за допомогою лінійного пе-

( дх3' \
ретворєння. У цьому випадку матриця Якобі спів'

падає з матрицею переходу від одного базису до іншого у 

просторі Vn.
Враховуючи (4.8) можна навести таке означення тензор

ного поля (еквівалентне означенню 4.6).

Означення 4.8. Нехай

{ПЦ:;!:(х]........ '·")}· (4.9)

набір nr+s функцій від ж1, . . ., хп. Сукупність функцій

(4.9) називається тензором (тензорним полем) типу (r,s ) 

на гладкому мпотопиді Μ , якщо при перетворенні системи 

координат ці функції змінюються за законом (4.8).

Означення 4.9. Тензорне поле на Μ , а також на від

критій підмножині А С  М називається гладким, якщо йо

го складові відносно довільної локальної карти є гладкими 

функціями.

Теорема 4.3. Тензорне поле Т на відкритій тдмно- 

жині А С  М гладке тоді і лише тоді, коли для кожної 

точки х Є А знайдеться локальна карта [ϋ,φ) на М, 

х Є U, відносно якої складові Т е гладкими функція,ми.

Як наслідок теореми дістаємо твердження, що векторні 

поля еІХ, . . ., епх, а також ковекторні поля oaJ., . . ., ω " у 

області U локальної карти (ϋ,φ ) є гладкими.

Операції суми тензорних полів, добутку тензорного поля 

на гладку функцію і тензорного добутку тензорних полів, 

застосовні до гладких тензорних полів, приводять до глад

ких тензорів.

Якщо Т =  { Т ^  } - гладкий тензор на гладкому много-

д т^-f
виді, то існують похідні тензора — , які, взагалі кажу-

ατ*

чи, тензор не утворюють, тобто при переході від системи 

координат із змінними хл, .... хп до іншої системи коор

динат із змінними Xу , ..., хп‘ похідні компонент Т3,1'"3,4 по
; *1···*Ρ

змінних Xі не є лінійними однорідними функціями ІІОХІД-

них ~"дхг‘Р ■ Однак із компонент та їхніх похідних

можна конструювати величини, які будуть вже тензорами. 

Прикладом таких величин є коваріантні похідні тензо

ра. Для того, щоб їх одержати, візьмемо сукупність функ

цій а^ (.хл, . . . ,  хп), симетричних за нижніми індексами, які 

задовольняють умову: при переході до нової системи коор

динат ці функції перетворюються за формулами

А./ _ dxk' дх1 дх3 k dxk' д2хк

%3 дхк дх1' дх! + дхк dxl'dxJ' И-10)

Тоді можна безпосередньо перевірити, що функції

_  Ч - lp  . Jlrplj2---jq . .Jv 'J 'J '.- iu  l/
-  дхі + %  + . . . + %  1ІХ"Лр -

утворюють тензор валентності p+q +1, р +1 разів коваріант

ний і q разів контраваріантний. При цьому, за означенням, 

індекси її, ..., гр, j  і, ..., j q після множення ставляться на 

місце індекса І, а індекс і на останнє місце.

Індекс г координати, по якій здійснюється диференці

ювання, відділяється від інших індексів комою. Аналогіч

но, друга коваріантна похідна позначається символом 7 і ., 

третя - символом Т г-к і т.д.

Нехай {g,j} - невироджений (\дг]\ ф 0), симетричний, 

двічі коваріантний тензор. Тоді системою рівнянь дг/дгк — 

5к визначається двічі контраваріантний тензор {діз} (див.



приклад 16). Функції

1 ( dOkj ддік __ ддг, \ул _ _ х  vyi] \ гг __ ІкГ

k ij~2\ dx' dxi dxk ) ’ гз 9 klv 

називаються символами Христофеля 1-го та 2-го роду від

повідно.
Якщо перейти від координат х1, ..., хп до координат χ1 , 

..., хп' , то

. . ,. dxj дх1 , j г
9 ік { х і і · · · і х п )  —  Q x i' g x k' 9jl\x  τ  ■ ■ ) ·

Диференціюючи останнє співвідношення знайдемо,що

/ті ^  дх1 дхт дхр дх1 д2хт
Гкіз =  Гi m p + 9 іт д .ґ 'д х У

. , к дхт дхр дх1' дх1' д2хк 
' Г =  Г* -r-v ~х—Т +

13 тр дхl' dxJ' дхк дхк дх1' дх? 
тобто символи Христофеля тензори не утворюють, але вони 

задовольняють умову (4.10), тобто за допомогою цих сим

волів, використовуючи (4.11), можна будувати тензори. На

приклад, з (4.11) для тензорів валентності 2 випливають 

співвідношення:

дТ3r p j  _  . гр р - г л ]  _  r p j p p

,к дхк рк ік’

дТ-г р  _ и ± 1]  г р  :рР r j i  γ \ ρ

J’k ~ дхк lk р jk'
,ΎΓ'.ί

г р і ] , r p p j j n  . г р г р - р ]

'k dxk pk pk’
Коваріантне диференціювання суми та тензорного до

бутку тензорів підпорядковується тим же законам, що і зви

чайне диференціювання:

(Т + и),і =  Ті + и,„

(Т <g> [/),,.= Ті <δ> U + Т (8> Ui.

Приклади розв ’язування задач

1. Довести, щ о векторний добуток векторів є тен

зором  на векторному просторі V3. Знайти тип цього 
тензора.

Р о зв ’язування. Нагадаємо, що векторним добутком 

називається бінарна операція, визначена в просторі V3, яка 

зіставляє парі векторів {х,у} C  V3 вектор z — [х,у\ Є У3. 

Вектор z ортогональний до кожного з цих векторів, утво

рює з ними праву трійку векторів, |іГ| = \х\ ■ |y|siny?, де φ 

кут між векторами х і у. Ця операція лінійна по кож

ному аргументу. Зафіксуємо два базиси а  — {еь . . . ,е п}: 

β ~ {єи . . . , εη} у просторі Уз. Позначимо

[єі,Є]] =  Р£ек, [єи є3] = Р кєк. (4.13)

Отже, операція векторного добутку визначає набір дійсних 

чисел {Pkj}, які відповідають кожному базису простору Уз і 

які є коефіцієнтами розкладу попарних векторних добутків 

векторів базису за цим базисом. З ’ясуємо, як змінюються ці 

набори при зміні базису. З урахуванням (4.13) маємо, що

= Р і/к  = [Єі,?з] =  [сагеа,сьзеь\ = сїс)[еа,еь] =  С?С$РДеЛ.

Із лінійної незалежності базисних векторів випливає рів

ність Ргкськ — (’і'с^Р^. Домноживши обидві частини цієї рів

ності на dqh та просумувавши по індексу h дістанемо, що

Щ 5к = dhci c)PL· аб° Щ  =  ci cbj4hpab■ Згідно з теоремою 4.2 
цей набір однозначно визначає тензор Т типу (2, 1) на V3) 

компоненти якого в даному базисі збігаються з відповідни

ми елементами набору {Р к }, який відповідає цьому базису.

Якщо χ , у Є Уз, и Є V3, то

Т(х,у, u) =  Ткхгу3ик = P kxlyj uk = Р кхгу3и(ек) =

= ^ ( Р ^ х 'у 3) =  «([є*, е^ж У ) = udx'eirfej]) =  u([x,y\).



Оскільки при фіксованому базисі, наприклад а, задан- 

ня набору {Pfj} визначає задання векторного добутку за 

формулою [х,у\ =  \еи е ^ х 3 = Р кхгу3ек\ {х,у}  С Уз, а за

дання тензора рівносильно заданню його компонент, век

торний добуток і тензор Т  мож на ототожнити.

2. Нехай L: Vn —> Vn — довільний лінійний опера

тор. З ’ясувати, чи є L тензором на Vn.

Розв ’язання. Зафіксуємо два базиси b =  {еі, . . . ,  еп}, 

β Є if1} у просторі Vn. Нехай Аь =  (a:J), Αβ = (aj)

- матриці цього оператора в заданих базисах відповідно. Із 

лінійної алгебри відомо, що ці матриці пов’язані співвідно

шенням

Αβ = С~ХАЬС,

де С  - матриця переходу від базису {е\,. . . ,  еп} до базису 

{є і , . . . ,  єп}. За означенням добутку матриць а\ = d3kakdl, 

або а\ =  c?d3kok. Таким чином, фіксація лінійного операто

ра L визначає набір чисел {а3} Є  R, г, j  Є { Ι , . , . ,η} ,  які 

відповідають кожному базису простору Уп і при зміні бази

су змінюються за формулами (4.3) (при r — 1, s = 1). За 

теоремою 4.2 цей набір однозначно визначає тензор Т типу 

(1, 1) на Vn, компоненти якого в даному базисі збігаються з 

відповідними елементами матриці цього лінійного операто

ра в цьому базисі. Якщо х Є  Vn, и Є V'n - довільні елементи,

Т (х ,и ) =  T-xlUj =  a\xlUj — а3хги(е)) =  u(a{xle.j) —

= u(L(x)3e.j) = u(L(x)).

Оскільки при фіксованому базисі задання лінійного опе

ратора рівносильне заданню його матриці, а задання тензо

ра - заданню його компонент, лінійний оператор L і тензор 

Т  однозначно визначають один одного і, отже, можуть бути 

ототожнені.

3. Довести, що операція згортки С\ довільного 

тензора Т Є Tg(Vn) не залежить від вибору базису, 

тобто це відображення визначається внутрішнім чи
ном.

Р озв ’язання. Нагадаємо, що відображення С3: 

T*(Vn) -> T*Z\(Vn) визначається формулою

( W \ ......./V ι ,ξ1........ s'" ;)

=  T(vu .. . ,V i ^ , e k,Vi, . . .  ,wr-i,£\ .. .  ,£ 3~l ,ek,£ j , . . .  ,Є,_1),

(4.14)

де {(?!,..., erJ  деякий базис простору Vn, {e1, . . . ,  en} вза

ємний базис, {?7Ь . . . ,  } C  Vn, {ξ1, .. . ,ξ 4'-1} C  V'v Нехай

{ ε ι ,· · · ,εη} - інший базис простору Vn, {ε ' , . , . , ε"} - вза

ємний до нього базис. Відносно цієї пари формула (4.14) 

визначає тензор С 3Т:

=  T ( v u  . .  . , V i - i , e k , V i , . .  . .  . ^ j ~ x , e k ^ j , . .  =

= Τ(υι, . . . ,  Vi-,, tpkep, Vi,. . . ,  vr~\ ,^ v, . . . , i 3~\dkqe4, i i , . . . ,  ξ*~1) = 

=  <?kdkqT (vb · · ■ , , Єр, Vi, . . . ,  tV_, , · ■ · , Є4, ζ3, . . . ,  f 1) =

= δ*Τ(ν1,. . .,Vi-Uep,Vi, .. . ,vr-v,i\ .. . , ξ 3~ι,β9,ξ3, . . . ,ξ ·4" 1) =

=  T(v\, . . . , Vi-i,eq, Vi, . . . ,  ur_i, ξ\ ... ,ξ3 \ eq, ξ3, . . . ,  ξ8~ι) = 

Г/7-(г,, . . . ,гг ьС1. . . . ^ 4' !).

Оскільки це співвідношення є правильним для довіль

них елементів щ ,. . . ,  wr_! Є К; ξ 1, -- £а_1 Є V̂ , то С\Т =

С]Т.

4. Нехай {еі , . . . ,еп} - базис простору Vn, {е1, .. . ,еп}

- взаємний до нього базис у просторі V ,̂



{ ч , . . . , і г }  с  { Ι , . , . , η } ;  { j , ....... ./,} C {1,. . . ,77.}. (4.15)

Перевірити, Щ О  К О Ж Н И Й  тензор Т є Tg(Vn) є лінійною 

комбінацією тензорів (4.15).

Р озв ’язання. Нехай } компоненти тензора Т

у базисі {еь . . . , еп}. Побудуємо лінійну комбінацію Т — 

{Til. '.ir e)\. l.]s }· Очевидно, що тензор Т має тип (r\s). Знай
демо компоненти цього тензора у базисі {е(, . . . ,  е„}:

fqi-q. f  _
р\...рг Х V^Pl !■■·■> Рг 5 е  ) · · · і К J

= 7uV.:i е’1® . . . ® ^ ® ^ ® . . . ®  еи (ері,. .. , Єр,., е91, . . . , Є9' ) =

- · . > ( 3 *)еЛ (е") . . .е,.,(е9·’) =

- ї & І У '& і )  ■ ■ . ..еч'{еи ) =

__ rpji--j„ ril хіт хЧі xqs __ rpqi...q, 
і\ ...ir υρ\ ■ · ' V  J1 · · ii Pl-Pr'

Таким чином, компоненти тензорів Т і 7’ у базисі 

{е\,. . . ,  е„} збігаються. Отже, 7і = Т.

5. Довести, щ о на векторному просторі \п з точ

ністю до числового множника існує лише один ко- 

сосиметричний тензор валентності п типу (77., 0).

Р озв ’язання. Нехай Т - довільний кососиметричний 

тензор валентності п типу (п, 0). Зафіксуємо у просторі 

Vn довільний базис {еь . . . , еп} і нехай 7' = { /, }. де

Тгі...1п = Т(егі,. .. , еіп), тобто

T{v\, . . .  X )  =  vk = v[ev

к Є { 1 , . . .  , n } ,  j  Є { 1 , . . . , η} .

Із означення кососиметричного тензора та властивості 1 

(див. §4.4) випливає співвідношення

7 (^ij, . . . ,  Єіп ) L іп7 (βι, . . . ,  єп) ,

тобто

7<ι*2...*η ^ύί2...ί„7ΐ2...ϊΐ) Т\2...п і  (бі, · · ·<ίη)·

Отже, у даному базисі тензор 7' допускає зображення у 

вигляді

Т(«ь . . . ,  їТ„) =  i i1i,..i„T12...„u'11 ... < n = Τ12...η · Δ,

де Δ  - визначник, складений з координат аргументів (век
торів ?71; . . ., vn):

^  =  Σ δ̂ - ^ υ11υ2 =

v [ · .

«і . . ί > 2

г,т, wn · ■ K

Якщо коефіцієнти Т\2...п — 0, то тензор Т дорівнює нулю. 

Якщо Т12 . η Ф 0, то Т /  0 за умови, що аргументи тензора 
Т лінійно незалежні. Припустимо, що 7' ф 0 і нехай Q Є 

Ї Ж )  ~ інший тензор, відмінний від нуля. Тоді, згідно з 

попереднім,

Q(v\,■■■■, Vn ) Q\2...n ■ Δ  — β ' T(v\, . . . , νη),

ДЄ β — .Ί'""" . Отже, Q = βΤ, що й потрібно було довести.
j- 12...η

6 . Нехай задано тензор Т — { /,, іт } Є 7j°(Vn). Дове
сти, що

7][іі...гг]] — 7[tj ...гГ] ·

Р озв ’язання. Якщо r =  1, то, очевидно, Т[[гі]] = 7|гі|. 

Якщо r — 2, то

% 1*2]] = ^ ( ГЛг,г2]-Т[І2гі]) = ^(-~(Тгіг.2-7"!і2гі)--^(Тг2гі-Тгі1.2))



2 !

У загальному випадку скористаємося співвідношенням

1 І > Ί  — \ Ί  І \ ,ν,!·/'···/Γ7\ .
•\?Г ’-іг] =  . . . - Σ 2τ» ■·.,)

де сума справа береться по всіх індексах j ь j 2, ■ · ·, j T, кож

ний із яких незалежно від інших перебігає всі значення від 

1 до r; =  І? якщо j\j2 ---jr парна перестановка

чисел 1, 2, г; δ{ψ;;^ =  —1, якщо j j 2 · · ■ jr ' непарна

перестановка набору 1, 2, ..., r; iff.'.'.'i’' =  0, якщо серед 
значень j ! , j 2, . . j r є пара однакових. Тоді

% 1-Ч] “7 Σ ВД.'.'.'г (4-16)

Тут у сумі, написаній справа, всі складові однакові і кожна 

складова дорівнює 7] .̂..^]. Справді, внаслідок косої симетрії 

по будь-якій парі верхніх індексів величин δ\1'"^ та косої си

метрії по будь-якій парі індексів альтернації 7]tl...ir], у кож

ному доданку суми (4.16) можна поміняти місцями довіль

ну пару індексів у наборі , . . ., j r; при цьому доданки не 

змінюються. Отже, у всіх доданках, не змінюючи їх, мож

на привести індекси до натурального розміщення. Оскільки 

δ] 2 ;; І =  1, то кожний доданок зводиться до 7]гі...ггі. Кіль

кість всіх доданків у сумі (4.16) дорівнює г\, тому із (4.16) 

випливає співвідношення

7|[гі...г,·)] — Т[іь.,г

7. Нехай Ті Є ТГ°(К ), Т2 Є Т°(Уп). Довести, що

Alt(AltTx®T2) =  A/i(T, <g> AltT2) - Л/і(2\ ®Т2).

Р озв ’язання. Передусім зазначимо, що групу підстано

вок Sr можна вважати підгрупою групи 5Г+Р, якщо ототож-

(  І ... г \ _
нити підстановку σ — І a(r)J ^ 3 шДстановкою

/  1 .. . r т + \ ... r + р \

°  у <т(1) .. . a(r) r + 1 .. . r + p J  r+p'

Тоді

(7 (Τι ® 12 ) (ϊ ι̂, . . . . Ι-V +ρ ) (7"ΐ ® Τ2 ) (νσ( ί), . . . , ĉr(r· t-p))

(71 ® Τг)(и<7(1)> ■ · ■ ) ^V(r)i r̂-fl ί · · · > r̂+p)

71 (νσ(ΐ), ■ ■ . , Уст(г)) ■ 72(υ,·+ι, · · ·, ΐ-ν+ρ)

= σΤ\(щ , . . . , ντ)·Τ2{ντi i , . . . ,  υΓ+ρ) = (σΤ, <8>Τ2)(?7,,. . . , ?7r+p). 

Звідси дістаємо, що

σ(Τ, @ 72) - σΊ\ ® Т2, о Є 5Г. (4.J 7)

Аналогічно, вклавши групу підстановок Sp у групу Sr+P

1 .. . р \ 9

σ (1)· · ·σ (ρ))  Р
з підстановкою

_  /  1 .. . r r + ] .. . r + 7; \ Q

V 1 ··· r *· + σ(1) ··· τ + σ(ρ) )  Γ+ρ’

о д е р ж и м о ,  ІЦО

σ(7\ ® Т2) =  Ті ® σΤ2, σ Є Sp. (4.18)

Урахувавши (4.17), знайдемо, що

Altl\ ® Т2 — ^ 2  ε ίσ )σΤι^ ® Т2 =-■

о CSr

шляхом ототожнення підстановки (т = І } f  . ] Є S,



= Σ ε(σ)σΤι ® τ2 = ̂  Σ £(σ)σ(τι ® γ2) =
(ĵ iSr a£Sr

= Alt(Ti 0  T2).

Звідси та з попереднього прикладу (приклад 6) випли

ває, що

уШ(Л*і (7і 0  Т2)) =  Л В Д  0  Т2) = Alt(Alt Τλ 0  Т2). 

Аналогічно, врахувавши (4.18) одержимо співвідношен-

Л В Д  0  Л/ГТ2)) - АИ(ТХ 0  Т2).

8 . Нехай {еь . . . ,е„} — деякий базис простору v;, 

{е1, .. ., е"} — взаємний до нього базис у просторі Vr[. 

Перевірити, що

β1 Л . .. Л еп(гУь . .. ,wn) =  det(w*),

де {'(/] , . . . ,  vn} — довільний набір векторів простору 

Vn, υ*· — г-та координата вектора Vj, {?-, j}  C { 1 , . . . , η}.

Р озв ’язання. Із означення зовнішнього добутку вип

ливає, що е1 Л . . . Л е" гс-ковектор на Vn. Обчислимо його 

значення на наборі векторів V\, ..., vn Є Vn:

е1 Λ  .. . Л еп(щ , . . . , νη) = n\Alt(el 0  ... 0  en)(?7], ,  ?7η) =

= ε(σ)σ(β* 0  ... 0  еп)(иь . . .. υ„) = 

a£Sn

= Σ  ε(σ )(ε ' ® · · · 0  еП) ( ^ 0 )> ■ ■ ·»*4»)) =
σ£5„ 

=  Σ еИ е1('^(і)) ■ ■ · εη(?7σ(η)) =
aeSn

= Σ ε ( σ Κ ( 1 )  ■ · ■ υσ(η) =  det(^), 
aeSn

де ?;*· г-та координата вектора и}; тобто матриця (υ*·) роз

мірності η χ η своїми стовпцями має координати векторів

u,, . . ., ϋη у базисі {еь . . . ,е„}.

Зауваження 4.3. Оскільки у просторі К, існує система

з лінійно незалежних векторів {г/1;.. . , ΰη}, то det(iij) для та

кої системи векторів відмінний від нуля. Отже, п-ковектор 

β1 Л . .. Л еп на Vn відмінний від нуля.

9. Нехай {и, ?;} C V'n довільні ковектори. Довести,

що

u A v  =  —v А  гг; V u  Є К і  : и A  u  =  U.  

Р озв ’язання. Якіцо υί: гГ2 Є 1«, то

u A v ( v і , г Т 2 )  =  2 A lt (u  0  υ ) ( г / [ , г72 )  =  ε ( σ ) σ ( ί ί  0  f ) ( ' ^ b  υ 2 )  =

σ&5'·2

=  5 3 ( u  0 υ ) ( ? 7 σ ( 1) , ί 7 σ ( 2 ) )  =  ω ( υ ι ) υ ( υ 2 )  -  i t ( i ? 2) w ( « i ) .

<тЄ5\>

Звідси випливає, що «Л  υ(ί\, ?72) =  — υ Л м(г/і, ?72), тобто 

u A v  =  —  υ А и. Зокрема, якщо и  =  то u  Л  м  =  —и А и, 

тоб то v/. Л и ~ 0.

10. Довести, що система векторів { , . . . ,  vr ) C Vn 

лінійно залежна тоді і лише тоді, коли щ А .. .A vr = 0.

Р озв ’язання. 1. Нехай система векторів {щ ,.. . ,у г} 

лінійно залежна. Тоді AjUi + ... f  Ar?7r = 0, де числові коефі

цієнти Аі, ..., Аг не всі рівні нулю. Без обмеження загально

сті вважатимемо, що Аг ф 0. Тоді vr --- μχϋ[ + . . . + μτ..ιΰτ..ι, 

де μ { = —Ai/Ar, і Є {1, . .., r — 1}. Отже,

ϋγ А  . . .  Л  vr — щ А  . . .  Л  ?7Г „ !  Λ  (μιΰι  +  . . . +  / u r _ i ? 7 r _ 1 )  =



=  μι(ΰ\ A  . . . Λ  ΰτ-ι Λ  ϋ\) - ( -  . . . +  / v  _ i ( w i  Λ . . .  Λ  vr -\ Λ  t v _ i )  =  б

внаслідок прикладу 9.

2. Навпаки, нехай V] А .. .  A  vr = 0. Припустимо, що си

стема векторів {щ , . . . ,  vr} лінійно незалежна і доповнимо 

її до базису {г/і,..., уп} простору 14. Тоді і подавно

V\ А . . .  Λ υ η =  (щ  А . . .  A v r ) A  (vr y l  А . . .  A υη) =  б,

що суперечить зауваженню 4.3. Отже, система векторів 
{'«! Л . . . Л vr} лінійно залежна.

11. Нехай задано тензор

Т = {Т/1, Tj12, T21, Т22, Т21, Т212, Tf1, Т222} =  {Т/'} Є Т2(У)·

Згорнути цей тензор за нижнім та другим верхнім 

індексом.

Р озв ’язання. Т є тензором типу (1; 2); в результаті 

згортки (ототожнення вказаних індексів) одержимо тензор 

С 2Т =  {T31 =  Т3, j  Є {1, 2}} Є їо^У і) (сумування здійснює

мо по індексу г Є {1,2}), де

т 1 =  Т/ 1 + Т212, Т2 = T f1 + т222.

12. Нехай задано тензори Т =  {а}; а{; а2; а2} Є 

ТІіУі)·) Q — {^;&2} Є Tq1 (V2). Знайти тензорний добу
ток T ® Q.

Розв ’язання. Для задання тензора досить знати його 

компоненти у просторі T2(V2), яких повинно бути 22+1 =  8. 

Для знаходження цих компонент скористаємося співвідно

шенням, яке визначає тензорний добуток тензорів у термі

нах їхніх компонент:

Отже,

T ® Q =  {c}1, c21, c” , Cg1, e}2, c22, c22, e22},

cj1 =  a\bx, c21 = Ojb1, α̂ ,δ1 =  c2l, a26' = c21,

a\b2 = c}2, a262 = r22, a2ft2 = c22, a262 = c22,

T ® Q -  тензор типу (1, 2).

13. Нехай Φ — регулярна поверхня, яка задаєть

ся параметризацією r =  г(и,г>), (it, d) Є G. Перевіри

ти, щ о коефіцієнти перш ої та другої квадратичних 

ф орм  утворюють коваріантні симетричні тензори.

Р озв ’язання. Введемо позначення u =  u1, u = u2 і 

з’ясуємо, як змінюються частинні похідні r, = —j, і Є {1,2}. 

вектор-функції г при переході від криволінійних координат 

ц1, м2 до інших координат 7/1 , υ2 . Нехай

u1' — ux' (и1, и2), и2' = и2'(и\и2). (4-19)

Вважаємо, що функції 'u'\ и2' неперервно диференцій- 

овні в G і в області G визначник

д и 1 ди}

д и 1 д и 2

ди 2 ди 2

д и 1 ди 2

відмінний від нуля. У цьому випадку рівняння (4.19) 

розв’язуються відносно и1, и2: и1 =  и1(и1',и2'), и2 = 

и2(и1 ,и2 ) і, як відомо, в деякій області G", яка відповідає

G,
д и [ д и 1

д и 1' ди 2'
ди 2 ди-

д и 1 ’ ди 2'



Отже, маємо, що

dr ди3 _ _ ди3'

T f:,‘ W W r>’ r' = a ¥ T’ ‘· 1 £ г " ' 5 2· W·20)

Нагадаємо, що перша квадратична форма поверхні має 
вигляд

І  =  E(du1)2 + 2 Fdtu'du2 + G(du2)2,

Ε  ■■= glx =  (fb fi), F  := c/!a = 021 = (ri ,r2), C := .922 = (r2, f 2).

Тоді

,-, \ ( d r  dr \ ( duk , du1 _ \
9i'j' - (Гг',ГГ) - = ( ж Гк>д ї7Гі) =

_ ^ .d u k du1 duk du1

fc’ 1 du1' du3' ®kl du}' du3'

Отже, функції gij(ul ,u 2), 1 < 1. j  < 2, при перетворен

ні локальних координат змінюються за законом (4.8), тоб

то вони утворюють тензор типу (2,0). Оскільки дп = д21, 

то тензор, який визначається сукупністю функцій {дч }, є 

симетричним і називається першим основним (метрич- 
ним) тензором поверхні.

З ’ясуємо тепер, як змінюються другі частинні похідні 

вектор-функції f  при заміні змінних. Врахувавши (4.20) 

знайдемо, що

_ _  d2f  _ _ д  д / дик _ \

13 ди1'ди3' ди1' 3 диг'\ди3' /

Введемо позначення: = D],. Тоді
ди3 3

= f u D t],D\,+ft lD[,^-lD tJ,. (4.21)

Для того, щоб утворити з цих величин тензор, необхідно 

позбутися другого доданку у правій частині співвідношення

(4.21). Для цього досить домножити всі ці величини скаляр

но на інваріантний вектор (тобто вектор, який не змінюєть

ся при переході від однієї криволінійної системи координат 

до іншої), ортогональний до векторів f ,  і Є {1,2}. Таким

• - [гі,г2] ..
вектором є одиничнии вектор нормалі п = — —— . Його

ІГі,Г2]|
інваріантність випливає з таких співвідношень:

[f 1' і Г'21 ] = [/',. ґ, І У- І)[. =

=  [ f,,f2] · D\, ■ D2, + [f2, f ]  · I) 2 ■ D\, =  [ f , f 2] · J'.

Отже, |[fi/,f2']| =  |[fi,f2]HJ'|. Змінюючи у разі необхідності 
нумерацію нових змінних будемо мати J' > 0; тоді

п' =  п. (4.22)

Перемножимо скалярно ліві і праві частини співвідношень

(4.21) та (4.22); в результаті дістанемо, що

І ̂ Зі І ̂
=  (flk,n )D ‘ D* =  (?1к,Я) —  —  .

Отже, функції

( f j . f b f j )

І [п ,г2] І
βα -  (гг7,п) = і < i j  < 2,

утворюють симетричний тензор типу (2, 0), який назива

ють другим метричним тензором поверхні. Цей тензор 

породжує диференціальний інваріант другу квадратичну 

форму поверхні:

I I  = L(du1)2 + 2 M du]du2 + N(du2)2,



L — b\\, M — bi2 — 621, N  — 622·

14. Нехай T = {Tj} - тензор типу ( 1 , 0) на глад

кому многовиді М  із системою координат ж1, . . хп.

Сукупність функцій і —4  - —-4 > називається рото-
I аж·? аж* J

ром  векторного поля і позначається символом rotT. 

Довести, що rotT - кососиметричний тензор типу (2, 

0) на многовиді М.

Р озв ’язання. Розглянемо перетворення координат

хг =  жг(с ‘ ,. . ., сп). і Є {1,. . . ,  п}:

нехай Tj - компоненти тензора Т в координатах г\ .... гп. 
Тоді

<9гг 8Т дТ
п  = т ,- к, m

ΰ / дх1 \ д (... дх3_  дТк дТ± _

kl dzl dzk c

дТг дх1 , д2х1

dzl dzk 1 dzldzk

о (т  ύχ·'
dzk V 1 dzl

д і) дх·' д2х·'

dzk dzl ^  1 dzkdzl

(дТгдхру
\ ^ L - (

\дхр dzl )’ dzk V

(не сумуються лише індекси k, І). Позначимо у першому 

доданку р через j ,  ay  другому q через І. ІЗ результаті діста

немо, що

дТі дх1 дх1 dTj дх1 дх3 / дТг д'І] \ дхг дх3

дхі dzl dzk dzl dzk dzl Vdx-? dxl ) dzk dzl

d r1 r)xі

Отже, сукупність функцій {(rot,7’)j?} при перетворенні 

координат змінюється за законом (4.8) і вона визначає тен

зор rotT типу (2, U). Кососиметричність цього тензора оче

видна.

15. Нехай М — гладкий /t-вимірний многовид із 

системою координат, яка кожній точці многовиду 

ставить у відповідність координати ж1, .. ., ж", 7’ = 

{ТЇи І Ї } ~ тензорне поле на М. Довести, що сукуп-
Q r p h - js

ність функцій "plr- також є тензором

(тензоним полем) на М  при довільній лінійній за

міні координат

x1 = aljZ3, alj =  const,

j  = Ь)х>, b ) a i ^ 6l

Р озв ’язання. Для лінійних перетворень правильними 

є співвідношення

дх' д2хг
—  - а) =  const, =  0,

dzl
—— - b) = const, a‘b3k — 0гк. 
dxJ 3

Із означення тензора випливає, що при перетворенні 

системи координат Т змінюється за законом (див. (4.8)): 

'T = {Т 3̂ ; 3: }, де

= dz>' Ί ·ι.··.ι.
ч-іт· dzl 1 ’ dzl’ дхІ1 дх1*· кі - кг

= · (4·23)



Оскільки α*· =  const, 6* =  const, то при диференціюванні 

формули (4.23) дістаємо співвідношення:

β /ri^jl...js ягрІі--Л3
'rpji - js __ _  іі ■·■»,■ __ и±кі...кг кі nk, Ui ds
Xil-ir,q Qz q ~  Qz q UH ' ' ' Uir Uh ' ' ' 'rL ~

Q rph  -ls rs p

=  a " 'kr~5— au ■ · · (:,ki TK  ■■■%*= t !1 o ^a f1 . . .  a fb i1 . . .b !s.d T Κ\...ΚτιΡ Q  ̂1 %r 11 ts

Останнє співвідношеня і є законом перетворення тензо-

Зауваження 4.4. При доведенні вказаної властивості
д2хк

істотно використано співвідношення ———— = 0. Гозгляне-
ϋ ζ4υζ3

мо, наприклад, тензор Т, типу (1, 0). При загальній заміні

02 хк
координат Xі =  χι(ζ\ .. . , ζη), і Є {1,. . . , η}, де ------ φ 0

OZqOZ:)маємо, що

'T =-L- T П
д'Ті д ( дхк\ дТкдхк д2хк

^  _____ ( Т1 ^ ^ _ к X Т

1,4 я~п dzq V к dzl ) dzq dzl кdzq dzq V 3ζτJ dzq ΰζι dzqdzl

_  дТк дхр дхк д2хк дхр dxk d2xk __ ~

dxp dzq dzl k dzqdz'J k,p dzq dzl  ̂ k dzqdz'J ~~ l'q 

π d2xk
Доданок Tk ■ ■. не має тензорного характеру. Якщо

заміна координат лінійна, то

,гГ _  дрхк дхк Г11 р к
l 'q ' l fc ’P Q z q β ζ ί -  k >Pq  і j

ЗТі
отже, — ^ = Тір - коваріантний тензор типу (2, 0).

16. Довести, щ о якщо {<%} - невироджений (|azj| ф 

0), симетричний (aij = a,ji), двічі коваріантний тен

зор , то об ’єкт, який визначається системою рівнянь

ачагк =  5к, є симетричним двічі контраваріантним 

тензором.
Р озв ’язання. Передусім зазначимо, що набір {6к} 

визначає тензор типу (1, 1), оскільки

4 ' = кк6к. (4.24)

Тоді, з урахуванням (4.24), із співвідношень аг>^аг'к' = 

Sk< дістаємо, що

(ijj\),\Jy(i‘:k = Хр,Хк 6к, 

aL'k' - о!]У'Х3'Хр Хкк6к =  AfAfa'J .
г J  J  K V 1 J

Отже, набір {аік} змінюється за законом, який визначає 

тензор типу (0, 2), що й потрібно було довести.

17. Перевірити, щ о коваріантна похідна від пер

шого матричного тензора {g tJ} поверхні рівна нулю.

Р озв ’язання. Згідно з означенням коваріантної похід

ної
ті/ 1 лі

9ihk — Quk ~ У11 ki ~~ 9іЛ jk-

Оскільки T\j — glkTkij, 9ijglk = бк, то, скориставшись 

зображенням символів Христофеля 1-го роду знайдемо, що

Ір і Λ ip I Λ dgi'J Т І  I  '   

gij,k  —  ()цк ~  pk‘ ~~ ^ 1 Pjk ~  зкі 'l 'ik ~~

- Obi _  1 ( dgJk dgJl _  ()-Jkl ) ^  1 d£jk\ = o
duk 2 \ du1 duk du3 / 2 V duk i)u] du1 /

18. Задана поверхня обертання

x =  « ’ cosu2, у — u1 sinu2, г = f (u l ), f  Є C (2).



Знайти коваріантні похідні коефіцієнтів другої 

квадратичної форм и .

Р озв ’язання. Відомо (див. приклад 13), що коефіцієнти 

{bij} другої квадратичної форми утворюють тензор (дру

гий метричний тензор поверхні). Отже, для обчислення 

коваріантних похідних від Ьг] скористаємося формулами 

(4.12), які у даному випадку мають вигляд:

Ьц* =  ^  - «  - М Т *. (4-25)

де - Христофелі 2-го роду. Для того, щоб знайти Г-?. об

числимо коефіцієнти першої квадратичної форми поверхні 

{gij} (вони, як відомо, утворюють невироджений, симет

ричний, коваріантний тензор валентності 2), потім, за допо

могою цього тензора знайдемо симетричний контраваріант

ний тензор {дгз} валентності 2, Христофелі 1-го роду, і, на

решті, Христофелі 2-го роду.

Оскільки параметризація поверхні має вигляд

r — {и1 cos u2; и1 sin и2; /  (и1)}, 

то легко бачити, що

9 і1  =  ( Г і ,  f і )  =  1 +  f ' 2 ( u l ) ,  012 =  921 =  ( f b f 2) -  0 ,

922 =  (Г2,Г2) =  (и[)2.

Тензор {<?4 } знаходимо із системи (див. приклад 16)

У даному випадку маємо, що

Δ  = (и1)2(1 + f '2(u1)), g11-  1

д12 =  д21 =  0, д22 =

1 + / '2(и1) ’

1

(u1)2’

Христофелі 1-го роду Гkij обчислюємо за формулами

г · ■ = - ( дЯк] + —-  - д<к:і \
к%3 2 V ди1 duJ дик /

Отже,

_ l ( d g n dgn dgu \ _ l d g n ,,, ь ,,,, η

ГіП - 2 №  + д і ї  - дW  ~ 2 ^ ~ j  {U ) f  {U

r  _  г 1 ( д9п , ддп дд12\ п

Гі12 - Гш - 2 \диУ + d*  - д ^ )  =  °-

р  _  1 / ^ 0 1 2  <9 <712 дд22\ ,

Гі22“  ~2 V d ^  + ~ d ^ ~ ^ )  =  ~“ ■

Р  _  1 (ду21 ддп дди \

211 2 \ди1 ди1 ди2 / ~

г  -  г  _  1  ( д 321 , д9і2 ^ 1 2  \  _  п

212 221 2 V9U1 Зп2 <9и2/

г _  1 (дд22 <9.922 3.922 \ _  п
222 2 V ди2 ди2 ди2 /

Христофелі 2-го роду Г* ■ знаходимо за допомогою фор
мул

Г',. =  gllTUj + gl2r 2lJ.

Отже,

Г 1 _  0 П Г  , , Л 2 Г  _  / V ) / ' V )ІП - 9  Гm + g  Г2п -  т -+ f ,4ul) ,



Γΐ2 — r j j — 011ГП2 + <?12Г212 — О,

^22 =  5,ПГі22 + ,912Г222 =
1 + ГЦи'У  

г ^ А ш + Л ^ о ,

Г?2 = Г2! = д21Т 112 + <?22Г212 = 0,

Г22 = #211 122 + 022Г222 =  0.

Потрібно іде мати вигляд коефіцієнтів 2-ої квадратичної 
форми bij\

j  11
(ПьП,г2)

0

COS и 2 Sin и

о /"(« ')  

2 № )
-it1 sinu2 It1 COS 'U2 0

Ьіо — bg

\/.911022 — 012 v V ) 2(i + / '2(u‘))

tt1/ " ^ 1)

k l > / l  + / ,2(u1)'

— sin и2 cos и2 0
cos и2 sin и2 /Чи ’)

ь _  (П2,Гі,Г2) —и1 sin и2 и1 cos и2 0

\/ 011022 — 012 1 u l\Vl + f 2 (и1
— о,

°22

— и1 cosit2 —гі1 sin гі2 0

COS и2 sin и2 /Чи1)
i f22, гь Г2) — u1 sinti2 u l cosu2 0

λ/ 011022 — 012 Ιω11λ/ι + f n {u l )

(u T / V )

lu4 \/і +

Нарешті, коваріантні похідні коефіцієнтів другої квад

ратичної форми обчислюємо за формулами (4.25). Для 
и? > 0 маємо, що

Ьил =  ^ Г - ЬРіГп - = Ти7 - - М І , ]  =

З / /"(« і) 2/ '(и і ) ( / " ( « 1))2
=  —  ( ди1 V (l + / '2(ui))3/2

=  / ' V ) 0 + / * ( “*))- № ' ) ( / V ))2
(1+ / '2(u1))3/2

6u ,2 = - м * »  = ^  - Ф і іГ І ,  - M 1J  = о,

і 'и , ,  ьр2г;, - 6,„Г5,

^ігГЇі — 6o2rf, — 611Г01 — біоГої = 0,
дЬ із
-^7  - 1̂21 U - W22J- 11 - ОЦІ 21 ~ 0121 21

&21Д — &12Д — 0,

6,2.2 = ~  - M t* - М Ь - ■ 4йГ?,-

-6 г 1 -6  г2 -  ц1/ ;/(ц1)
11 22 11 22 (1 + /'2(η'))3/2’

&21,2 = Ь\2.2,

^22,1 =  - « і  - b2vTV2l - - 2[621 Г<21 - 622Г2!]

9 / « ‘/ '(u 1)

^  V 1 + / ,2(^r)·

( f ' (и 1) + и 1Г ( п 1))(1  + Г 2^ 1)) -  u Lf ' { u l ) f " { u l ) 

(1 + / '2('ti1))3/2



^22,2 -  - V r 22 - Ь2рГ^2 -  - 2[62іЦ 2 - &22Г22] - 0.

Випадок и1 < 0 розглядається аналогічно.

Завдання для самостійної роботи

1. Перевірити, що мішаний добуток векторів є тензором 
типу (3, 0).

2. Нехай Т] Є Ar(Vn), Т2 Є Л.,(УП). Довести, що

Т\ ЛТ2 =  (- - ігт .л т ,.

3. Нехай υ Є ω Є V". Охарактеризувати тензор v®w.
4. Нехай Lj =  I/(ui , . . . ,  ?7r), L2 =  L(gi, . . . ,  ar) - два r- 

вимірні підпростори простору Vn. Довести, що

(Li =  L2) <=> (ό,! Λ ... Λ ar — Лг/і Λ . . .  Λ tv, А Є Μ \ {0}).

5. Довес ти, що якщо тензор {2ї,/с} симетричний відносно 
індексів г, у, то

T(jj/c) =  + Tjki + T^j).

6 . Довести, що якщо тензор {Tr/fc} кососиметричний від

носно індексів г, j ,  то

1
Т{ ijk] =  -(Tyfc + Tjfc,; + Tkij).

7. Довести, що послідовне виконання операцій симет

ріювання і альтернування тензора за наміченою парою ін

дексів зводить його до нульового тензора.

8 . Записати формули перетворення координат двова

лентного афінора, чистого тензора.

9. Перевірити, що операція тензорного добутку тензорів 

володіє властивістю білінійності та властивістю асоціатив

ності.

10. Довести, що символи Кронекера утворюють тензор 
типу (1, 1 ).

11. Довести, що середня кривина поверхні є тензором 

типу (0, 0 ).

12. Чи утворює тензор градієнт будь-якої гладкої функ
ції?

13. Щ о представляє собою поверхня, для якої: а) yklblk = 
Sj; б) Г* =  0?

14. Показати, що величини

ЯГ’ 8Г)кр г _____ і pmri ___________  pm рг
jkl дхк βχ1 jl ink jkL τηί

утворюють тензор типу (3, 1). Тензор 11·/ =  {Щ к1} нази

вається тензором Р імана другого роду.

15. Довести, що тензор Рімана другого роду володіє вла
стивостями:

а )  Щ к і  — Щ с іЬ

б )  Щ к і  =  - Щ ік ·

16. Тензор Я ь який має компоненти {дгтЩкі = R-ijki} 
називається тензором Р імана першого роду ({дІГП} 

перший метричний тензор). Довести, що тензор Рімана пер
шого роду володіє властивостями:

а) Rijki R-ijik1

б) Rijkl Rjikl'i 

^) Rijkl Rkliji

0  Rijkl Riklj Riljk — 0-
17. Тензор Rij := R lvjl називається тензором Річні. По

казати, що R[ij\ =  0.

18. Показати, що коваріантна похідна від символа Кро
некера дорівнює нулеві.

19. Переконатися, що коваріантне диференціювання су

ми, різниці і добутку тензорів здійснюється за правилами 

звичайного диференціювання.



20. Довести, що символи Христофеля 2-го роду Тгк1 є 

тензорами лише при лінійних перетвореннях локальних ко

ординат.

21. Довести, що середня кривина поверхні Н  визна

чається формулою H  -- -g^bij, {дг]} - двічі контраваріант- 

ний метричний тензор, який визначається системою рів

нянь дг]дгк =  6к, {gij} - перший метричний тензор, {Ьгі}

другий метричний тензор.

22 . Знайти поверхні, па яких виконуються рівності 

bij,k 0.
23. Тензор glkR ki, де Rki тензор Річчі, називається ска

лярною кривиною ріманового простору. Довести, що ска

лярна кривина поверхні тривимірного евклідового просто

ру збігається з подвоєною повною кривиною поверхні.

24. Нехай Xі = а1' (х г) - перетворення координат. Функ

ція J  називається відносним інваріантом ваги к, якщо

Нехай d i j ,  , а\ - двовалентні тензори. Довести, що |аг]\, 

\агі\ відносні інваріантні ваги 2, \а\\ - інваріант з вагою 

к =  0.

25. Нехай gij(xk) симетричний тензор. Довести, що 

квадратична форма g i j d x ‘ d x J інваріантна відносно довіль

ного перетворення координат.

26. Довести, що якщо аг]иги3 інваріант перетворення 

X і  = А\ul, a C tij - симетричний об’єкт відносно цього ж пе

ретворення, то d i j  - тензор, тобто (іі'у А',Ау«;?. A·,A j =δ{,.

27. Рангом двовалентного тензора називають ранг 

визначника, складеного із компонент цього тензора. Дове

сти, що ранг двовалентного тензора інваріантний відносно 

перетворення координат.

28. Задано перетворення системи координат

„І _  χ2 ’ _  у
2 і 2 ’ У 2 і 2 'х /  + у1 Xі  + у г

Знаючи компоненти тензорів у системі координат ху , 

знайти їхні компоненти в системі х'у ':

1) Ті: аи =  x1 + у2, аХ2 =  ж, а2\ =  у, а22 =  -j-— 5-;
х г + у г

2) Т2: а\ =  х , а2 — ж + у, а2 = х  — у, а2 — у;

3) Т3: а1 = х у , а2 =
У

4) Т4: а і =  ж + у, а2 = х  - у;

5) Т5: a}j =  х , а\2 =  у, =  і  + у, а '2 == ж - у, а2„ = ж2;

6) Τβ: ац = sin ж, а і2 =  cos ж, а2і =  —— , а22 = --- ;
sin ж cos ж

7) Т7: ац = ех, а 12 =  е_я, а2і = х, а22 =  у.

29. Знайти тензорний добуток тензорів Ί\, Т2, якщо

а) Ті: 6} =  ж2, 6? = у, = ж, /л2 =  у2;

Т2: Ь21 =  ж, Ь22 =  у, 612 =  ж - У, Ьп =  у;

б) Т : d2 =  ж3, d\ =  у3, rff = ж2, d2 = у2;

Т2: d2 — x, d1 =  у.

30. Тензор Т задано компонентами

Т/ 1 =  ж1 + (ж2)2, Т/ 2 = ж1 + ж2, Т21 = ж1 ж2, 7’22 = 1,

Т2И =  x 2 + (ж1)2, 722 =  ж1 - ж2, Т21 =  7 f  =  0.

Згорнути тензор Т по нижньому та першому верхньому 

індексу.

31. Тензор Т: Т\ =  sin ж1 + cos ж2, 7’1І2 =  ж1, Т2| =  (ж1)2, 

Т22 =  ж1ж2, Тг2 = sin ж1 — cos ж2, 7'22 =  ж2, Т2Х =  (ж2)2,
X^

Т2 =  — , симетріювати за нижніми індексами, альтерну- 
х г

вати за тими ж індексами.

32. Якщо atj - компоненти тензора, а і b - інваріанти і 

Ьаг] + cajt =  0, то або b — —с і  {аг]} - симетричний тензор, 

або b ~ с, а {(іу} кососиметричний тензор. Довести це 

твердження.
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