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П Е Р Е Д М О В А

П
ропонований навчальний 

посібник —  результат досвіду 

викладання автором дисципліни «Математика для 

економістів» студентам Інституту міжнародних 

відносин Київського національного університету імені 

Тараса Шевченка. Цей посібник створено для 

студентів економічних спеціальностей з огляду на 

сучасні вимоги шодо істотного підвищення рівня 

фундаментальної математичної підготовки фахівців і 

посилення її прикладної спрямованості.

Посібник покликаний допомогти майбутнім 

економістам оволодіти методами математики, які 

використовуються в економічних дослідженнях. У 

ньому містяться не лише основні математичні 

теоретичні положення, знання яких необхідні кожному 

грамотному економістові, а й численні приклади їх 

застосування. Це сприяє кращому використанню знань 

під час вибору математичних методів і побудови 

економіко-математичних моделей.

Розглядаються методи й моделі лінійної і векторної 

алгебри та аналітичної геометрії (розділи 1— 3); методи 

й моделі математичного аналізу —  теорія множин, 

числові послідовності, функції, теорія границь, 

диференціальне числення функції однієї та багатьох 

змінних, інтегральне числення та їх економічні 

застосування (розділи 4— 11 ); методи й моделі теорії 

звичайних диференціальних рівнянь (розділ 1 2 ).

Усі теми викладаються за єдиним методичним 

принципом. Спочатку подаються основні означення, 

формулюються й доводяться теореми (іноді доведення 

скорочено або зовсім опущено, бо їх можна знайти в
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класичних підручниках із вишої математики), пропонуються відомі 

економіко-математичні моделі та прикладні задачі економічного змісту з 

докладними розв’язаннями.

Відомо, шо новий навчальний матеріал засвоюється студентами 

набагато легше, якшо супроводжується достатньо великою кількістю 

прикладів із детальними розв’язаннями. Тому автор спробувала 

о б ’єднати в одній книжці теоретичний матеріал із практичним —  

розв’язуванням задач як математичного, так і економічного змісту. 

Краше розібратися в теоретичному матеріалі й перевірити рівень його 

засвоєння допоможуть контрольні запитання й приклади розв’язування 

задач, наведені до кожного розділу.

Наприкінці вмішено завдання для самостійної роботи. Завдання з 

кожної теми подано в чотирьох варіантах, аби їх можна було 

використовувати для індивідуальних і контрольних робіт студентів, шо 

. іає змогу здійснювати контроль їхніх знань за модульно-рейтинговою 

системою.

Математика нині відіграє важливу роль у природни
чо-наукових, технічних і гуманітарних дослідженнях. Су
часна економіка — наука про об’єктивні закономірності 
функціонування й розвитку суспільства — характеризуєть
ся широким застосуванням математики. Дедалі зростає 
роль математики як фундаменту для підготовки спеці
алістів фінансово-економічного профілю. Математичні 
методи й моделі є складовою методів і моделей еконо
мічної теорії. їх використання, разом зі змістовним еко
номічним аналізом, відкриває нові перспективи для еко
номічної науки й практики. Головним інструментом 
дослідження й прогнозування економічних об’єктів та 
явиш стала економіко-математична модель. Ідеться не 
просто про оволодіння студентами математичними мето
дами, а й про вміння самостійно застосовувати ці знання 
для побудови економіко-математичних моделей.

Економіко-математичну модель визначають як 
внутрішньо несуперечливу замкнену систему математич
них відношень, призначену для відтворення певних влас
тивостей досліджуваною реального явиша чи процесу. 
Прикладами економічних моделей є моделі споживчого 

вибору, моделі фірми, моделі економічною росту, мо
делі рівноваги на товарних, ресурсних і фінансових рин
ках. Будуючи моделі, економісти виявляють істотні фак
тори, шо визначають досліджуване явише, й відкидають 
деталі, несуттєві для розв’язання поставленої проблеми. 
Формалізація основних особливостей функціонування



економічних об’єктів дає змогу оцінити можливі наслідки дії на них та 
використовувати такі оцінки в управлінні.

Економіко-математична модель, шо описує дане економічне явище або 
об’єкт, будується таким чином:

1) формулюється предмет і визначається мета дослідження;

2) у розглядуваній економічній системі виокремлюються структурні й 
функціональні елементи, що відповідають даній меті, виявляються їхні 
найважливіші якісні характеристики;

3) словесно, якісно описуються взаємозв’язки між елементами;

4) вводяться символічні позначення для характеристик економічного 
об’єкта або явища й формалізуються, наскільки це можливо, взаємозв’яз
ки між ними. Тим самим формується економіко-математична модель;

5) проводяться розрахунки за економіко-математичною моделлю та 
аналізується добутий розв’язок.

Якщо з певних причин цей розв’язок не може бути застосований на 
практиці, то процес побудови економіко-математичної моделі доцільно 
повторити. Для цього постановку задачі й добутий розв’язок аналізують, 
досліджують, чи враховані всі початкові дані, порядок їх групування, взає
мозв’язок величин тошо. Після такого аналізу модель змінюють.

Розрахунки в економіці грунтуються на певних математичних моде
лях. Тому економісти мають володіти мовою математичних понять, уміти 
здійснювати математичні операції над числами, символами, множинами, 
функціями, оперувати рівняннями й нерівностями, розрахунковими мате
матичними інструментами, вміти ставити проблеми, розв’язувати їх, ана
лізувати добуті результати.

Нині завдяки сучасним комп’ютерним технологіям можливості мате
матичного моделювання практично безмежні, але скористатися ними 
повною мірою вдається лише тим фахівцям, які вільно володіють мате

матичними методами.

Розділ 1

МЕТОДИ Й МОДЕЛІ 
ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ

хт-*х<тжіі&

1.1
Основні відомості 

про матриці

Поняття матриці та алгебра матриць мають дуже важливе значен

ня для економістів: багато математичних моделей економічних об ’єктів

і процесів подаються в простій, а головне — компактній матричній 

формі.

т· Означення 1.1. Матрицею розміру т  на п називають прямокутну 

таблицю m χ п чисел, що складається з т  рядків і п стовпців. П о 

значення матриці:

А =

•41 “ 12

321 а22

и\п 

32п
(й,ї)·

Числа atJ називають елементами матриці, де і — номер рядка, а 

j  — номер стовпця, на перетині яких міститься елемент ау . 

Матрицю, що складається лише з одного рядка, називають мат
рицею-рядком і позначають

(flu, а п , ..., а ]п),

а матрицю лише з одним стовпцем — матрицею-стовпцем і п о

значають



Я? І

4т І

Дві матриці вважаються рівними, якщ о в них однакові кількості 

рядків і стовпців, а також рівні між собою  відповідні елементи.

Матрицю, всі елементи якої дорівнюють нулю, називають нульо

вою й позначають так:

0 0 ... 0

о о ... о

о о ... оV /

Квадратною  називають матрицю, в якої кількість рядків дорів

нює кількості стовпців, тобто т  = п. Її позначають так:

І н

Число п називають порядком матриці. Елементи α η , а 22, ..., апп 

квадратної матриці утворюють її головну діагональ, а елементи а 1п, 

а2п ,, ■■■, ап] — побічну діагональ.

Діагональною називають квадратну матрицю, в якої всі елементи, 

що розміщені не на головній діагоналі, дорівнюють нулю. Її познача

ють так:

'«11 0

0 а22

0 0

Одиничною називають діагональну матрицю, в якої всі елементи 

головної діагоналі дорівнюють одиниці:

( І о ... о 4

_ 0 І ... о
Е =

ν <> 0 . . .  1 ,

1.2
Дії над матрицями

1.2.1. Лінійні операції 
над матрицями

Лінійними операціями над матрицями називають операції (дії) 

додавання, віднімання матриць (лише однакового розміру) га множен

ня їх на число.

■» Означення 1.2. Сумою (різницею) двох матриць А = (ац) і В = (Ау) 

розміру m χ п називають таку матрицю С = (сц) розміру m х п, еле

менти якої визначаються рівністю  - а у + by (Су = а  у - by). Позна

чення суми (різниці):

С = А + В (С = А - В)

■ П р и к л а д  1.1. Обчислимо суму й різницю матриць

Маємо

(1 0 2 1 8
, В =

Ь  5 -1 2 -4 9\ / /

'2 8 -1

О II > со —
5 1 8

' 0  -8 5
D = А В

1 9 -10

9



■ П р и к л а д  1.2. Розглянемо спрощену модель фінансової математики, 
яку умовно називають «портфельними інвестиціями».

У реальному житті одним із багатьох джерел фінансування є 
міжнародні інвестиції. Країна може одержувати й надавати міжна
родні займи, приймати та інвестувати за кордон капітал. Продаж ак
тивів у будь-якій формі (права власності, цінні папери, золото тощо) 
означає приплив капіталу в країну. Серед інвестицій є портфельні — 
вкладення капіталу в іноземні цінні папери, які не дають інвестору 
права реального контролю над об’єктом інвестування. Такі інвестиції 
базуються переважно на приватному капіталі.

Припустимо, що інвестори можуть вкладати гроші в активи: в об
лігації (які дають точний фіксований прибуток), акції (які дають при
буток, шо може змінюватися), в землю. Нехай після виборів у даній 
країні до влади може прийти одна з двох політичних партій Хх або ХТ 
Зрозуміло, що доход від капіталовкладень залежатиме від державного 
устрою країни. Так, уряд партії X, може збільшити ціну на землю й 
зменшити ціну акцій, а уряд партії Х2 — навпаки. Наприклад, маємо 
таблицю:

Партія X, Партія Хг

Земля 1,25 0,95

Облігації 1,05 1,05

Акції 0,90 1,15

Дану таблицю можна записати як матрицю R = (г^), /=  1,2, 3; 
j  - 1 , 2  розміру 3 х 2 , що визначає доход від кожною активу:

R

1,25 0,95 

1,05 1,05 

0,90 1,15

Нехай інвестори вирішили вкласти $50 000 у землю, $100 000 — в 
облігації і $40 000 — в акції. Тоді дістанемо матрицю-рядок розміру 1 х 3: 
Р = (50 000 100 000 40 000), яка характеризує портфельні інвестиції.

Добутком матриць PR буде матриця розміру 1 х 2, яка характеризує 
можливі вартості портфельних інвестицій, якщо на виборах переможе 

партія Л1, чи Х2. Отже,

1,25 0,95

PR = (50 000 100 000 40 000) 1,05

0,90

1,05

1,15

(109 000 104 000).

Можна зробити висновок: якщо на виборах переможе партія Хи то 
вартість портфеля становитиме $10 900, а якщо партія Х2 — то $10 400.

У загальному випадкові, якщо розглядати m активів і п партій у 

країні, то добуток матриці Р = (P\P2 -Pm) розміру 1 х т, яка характе
ризує портфель інвестицій, на матрицю прибутків від кожного активу 
R = (Гу), і = 1,2, ..., m\j = 1, 2, ..., п, виражає доход на портфель Р. Це 
буде матриця PR розміру 1 x n, j -та компонента якої характеризує 
вартість портфеля Р, якшо до влади прийде партія Xj, j  = 1, 2, ..., η.

ρ» Означення 1.3. Добутком матриці А = (ац) на дійсне число а  на

зивають матрицю  В = (by), елементи якої визначаються рівністю  

by = а а у ■ Ие записують так: В = Аа або В = аА .

Матрицю (-І)А називають протилежною матриці А й познача

ють -А.

В л а с т и в о с т і  л і н і йних  о п е р а ц і й  на д  м а т р и ц я м и  

ф А + В = В  + А. (D 1 ■ А = А.

©  (А + В) + С = А + (В + С). ©  α(βΑ) = (αβ)Α.

(З) А + 0 = А. ®  а(А + В) = аА + аВ.

©  А + (-А) = 0. ®  (а + β)Α = аА + рА.

1.2.2. Добуток матриць

Дія множення вводиться лише ддя узгоджених матриць. Матрицю А 
називають узгодженою з матрицею В, якщо кількість стовпців мат

риці А дорівнює кількості рядків матриці В.

Нехай матриця А = (ау), і = 1, m, j  = 1, п, тобто має розм ір т х  п, 

а матриця В = (by), і = 1, n, j  = 1, р , тобто має розм ір п х р .

Означення 1.4. Добутком матриці А на матрицю В називають 

матрицю  С = (Су), елементи якої визначаються рівністю

П

cij - aiA j  + an b ij + ··· +ainb„j = Σ « * ν
k =1

Отже, щ об дістати елемент Су матриці С , треба знайти суму до

бутків елементів /-го рядка матриці А на відповідні елементи у'-го 

стовпця матриці В. Очевидно, ш о матриця С  = АВ матиме при цьому 

т  рядків і р  стовпців.



П р и к л а д  1.3. Обчислимо добуток матриць

А = І

Дістаємо

С = АВ -

[0 г . в = (2
1° ч

2 + 10 0·3 + 1 · 1Ί

2 + 3· 0 2 · 3 + 3 · 1 ,

0 І 

14

/  Зауваження 1.1. У загальному випадкові АВ * ВА, тобто множення 

матриць — операція некомутативна. Гак, у прикладі 1.3 маємо

(> 11

2 З
* АВ

Якщ о АВ = ВА, то матриці А і В називають комутативними.

В л а с т и в о с т і  о п е р а ц і ї  м н о ж е н н я  

м а т р и ц ь

©  АЕ = ЕА = А. ©  А(В + С)  = АВ + АС.

@ Α · 0  = 0 · Α  = 0. ©  (А + В)С = АС + ВС

©  (АВ)С = А(ВС). ©  а(АВ) - (схА)В - А(«В).

1.2.3. Піднесення матриць 
до степеня

Операція піднесення до степеня низначена тільки для квадратних 

матриць.

Означення 1.5. Цілим додатним степенем А"(п > 1) квадратної

матриці А називають добуток п матриць, рівних А, тобто

А" = А А .^А .

п ралів

За означенням А° = Е, А 1 = А. Легко показати, що А"Ат = А" * т, 

(АЛ)т = Апт.

Зазначимо, що з рівності А” = 0 не випливає, шо А — нульова 

матриця.

П р и к л а д  1.4. Знайдемо А2, де А 

Маємо

А2 = АА =

< \  2 
З 4

f 1 2 (\ 2) '1  1 0 '

1.3 4

1

Р  2 2 ,

1.2.4. Транспонування матриць

Для кожної матриці А = (a tj) розм іру m χ п можна побудувати 

матрицю А г = (яТу) розм іру л х ш ,  елементи якої визначаються рів

ністю а Ту - ajr Матрицю А 1 називають транспонованою до матриці А. 

Її можна дістати, якщ о в матриці А рядки й стовпці поміняти 

місцями:

Ат =

“II “ 21

СІ-,·,

Лт 1

а[п а їп ... ап

П р и к л а д  1.5. Транспонуємо матрицю

1 2  3
А =

Маємо

А 1 =

1 4

2 5

3 6

В л а с т и в о с т і  о п е р а ц і ї  т р а н с п о н у в а н н я  

м а т р и ц ь

©  (Аг)т = А. ©  (схА)т = оАт.

©  (А + В )т = А г + Вт ©  (АВ)Т = ВТАТ.



1.3
Визначники квадратних матриць 

та їхні властивості

Розглянемо квадратну матрицю А п-го порядку. Поняття визнач

ника цієї матриці введемо індуктивно за порядком матриці. Визнач

ник квадратної матриці я-го порядку позначатимемо так:

«11 «12 ·.. аІП

Δ = det А =
«21 «22 ·■ ■ а2п

«ні «н2 · «ті

р» Означення 1.6. Визначником квадратної матриці п-го порядку на

зивають числову функцію det А, значення якої знаходять таким чином:

• при п = 1 матриця А = (a, j). Вважатимемо визначником матриці 

першого порядку число det А = а , ,;

• при п > 1

del А = в\\М\\ - а21 М 21 + ■■· + (-1) ' " 1 <3,1 М п + ... +

+ ( - іГ Ч ,Л / „ 1 =£(-!)'■ * 4 , Л/,.., (1.1)
/ І

де а и , а 2|, ..., апХ — елементи першого стовпця матриці А; Мп — 

визначник матриці (п - 1)-го порядку, яку дістають із матриці А 

вилученням її /-го рядка й перш ою  стовпця (мінор елемента ап).

Сформульоване означення дає змогу відразу обчислити визначник 

матриці другого порядку

Д _ ί « 1Ι «1 2

і «2 1 а22 ,

Маємо

Л/„ — det (а22) — ^ 22’ ^ 2\ ~ ^«12̂  « 12'

Отже,

det А = а и а 22 - а 21 а ]2. (1.2)

Обчислимо визначник матриці третього порядку

«II «12 «13

«21 «22 «23

«ЗІ «32 «33

Маємо 

М\ і = del 

Отже,

а 22 «23

Ям
М , і = del

'12 ■4 3

V«32 « 3 3 ,

Мм - del
Я|1 Яр

а , Я) )

del А — Я|і(^22^11 - Яі2« ’3 ) — ° 2і(« і2«зз ~ «32«із) +

+ Яц(«і2«23 - а22а 1}). (1.3)

/  Зауваження 1.2. Кожний доданок алгебричної суми в останній фор

мулі t добутком елементів матриці, взятих лише по одному з кожною 
рядка й кожного стовпця. Цей добуток входить із відповідним знаком. 
Для запам’ятовування знака добутку корисно знати п р а в и л о  т р и 

к у т н и к і в , схематично зображене на рис. 1.1.

•  ·  ·

•  ·  ·

•  ·  ·

•  ·

:а'
• ·

· $ -  &

Рис. 1.1

П р и к л а д  1.6. Використовуючи правило трикутників, обчислимо ви

значник матриці третього порядку:

5 З 2

-І 2 4

7 З 6

5 · 2 ■ 6 + (-1 )3 - 2 + 3 · 4 ■ 7 - 7 · 2 · 2 - 3 ■ 4 · 5 - 3 ■ 6<-І)

= 60-6 + 84- 28 -60 + 18 = 68 .
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Н а практиці для обчислення визначників вищих порядків вико

ристовують інші формули.

Розглянемо визначник матриці п-ю порядку. Виділимо в ньому 

елемент atj.

Означення 1.7. Мінором М~ елемента ау матриці п-го порядку
називають визначник матриці (п - 1 )-го порядку, добутої з м а т 

риці А вилученням її і-го рядка т а  j -го стовпця.

Наприклад, мінором елемента а2і матриці А третього порядку буде

«11 а\1 «ІЗ
«11 «12

«21 а 12 « 2.1 —
«Ч «12

«.4 Я<2 Як

т· Означення 1.8. Алгебричним доповненням Л~ елемента а- м ат
риці п-го порядку називають його мінор, взятии зі знаком (-1)' ' J\

A j  -  (- 1 ) ' '  (1 .4 )

т об т о  алгебричне доповнення збігається з мінором, якщо сума но

мерів рядка и стовпця (і + j )  — парне число, й відрізняється від мінора 

знаком, якщо (і + j )  — непарне число.

Наприклад, А2І = (~1)2+ 3Л/23 = -Л/23; АЗІ - (-1)3+ 'Л/31 - Л/3].

Для обчислення визначників важливе значення має така теорема.

ТЕ О Р Е М А  1.1

Визначник квадратної матриці дорівнює сумі добутків еле

ментів будь-якого рядка (стовпця) на їхні алгебричні до

повнення:

П

dot А = а пАп +аа Аі2 +... + аі„АІІ, = ' £ aj Aj  (15)
j  і

і (розклад визначника за елементами /-го рядка; і = 1, //);

П

det А = a4 A Xj + a2JA 2j + ... + anjAnj = -fA!,, (1.6)
/ і

(розклад визначника за елементами j- го стовпця; j  = 1, //).
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Ш П р и к л а д  1.7. Обчислимо визначник верхньої трикутної матриці

а\\ а12 ■·■ а\п

0 а, і ... ау
А = '

0 0 ... аІШ ;

Маємо det А = а ИМи, де Ми — визначник матриці, яку дістають з А 
вилученням її перших рядка й стовпця. Продовжуючи обчислення, 

дістанемо det А = а па22...апп.

Аналогічна відповідь буде й для визначника нижньої трикутної 

матриці

'«11 0 0 N

А =
«21 «22 0

> 1 «„2 &ПИ J

Отже, ми переконалися в тому, шо визначник трикутної (й, очевид

но, діагональної) матриці дорівнює добутку елементів головної діагоналі.

О с н о в н і  в л а с т и в о с т і  в и з н а ч н и к і в

©  У  разі транспонування матриці ї ї визначник не змінюється.

©  Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) визначника дорів

нюють нулю, т о  й визначник дорівнює нулю.

©  У  разі переставлення двох рядків (стовпців) визначник змінює 

знак на протилежний.

©  Спільний множник усіх елементів деякого рядка (стовпця) виз

начника можна виносити за знак визначника.

©  Визначник, який мас два пропорційних рядки (стовпці), дорівнює 

нулю.

©  Якщо i-й рядок (стовпець) матриці С  дорівнює сумі і-го рядка 

(стовпця) матриці А т а  і-го рядка (стовпця) матриці В, а всі 

інші рядки (стовпці) матриць А, В, С відповідно дорівнюють 

один одному, т о

d e t^ .-  det A + det В.

©  Визначник не зміниться, якщо до елементів його одного рядка 

(стовпця) додати ві^цовідрі^е/ітеЯти іншого рядка (стовпця), 

помножені на довІЛЬЬЄіЧи€М)·: V"·.■ ■; ...- 5 \

17  7  ·> · о



(8) Визначник добутку матриць дорівнює добуткові визначників цих 

матриць.

(9) Сума добутків елементів будь-якого рядка визначника на алгеб

ричні доповнення відповідних елементів іншого рядка дорівнює нулю.

Наведені властивості часто використовують для обчислення ви

значників.

■ П р и к л а д  1.8. Обчислимо визначник

З -2 І
2 І З

І 2 0 -2

трьома способами: ©  за правилом трикутників; ©  ш формулою розкладу 
визначника ш елементами першого рядка; ©  використовуючи власти
вості визначника.

ф  За правилом трикутників дістаємо

Л 3 · І(-2; 4- (-2)3 · 2 + (- 2)0 1 2 - 1 ·  і - 3 - І) · 3 -

- (-2)(-2)(-2) = - 12.

©  За формулою розкладу визначника за елементами першого рядка

Л =: ЗІ
1 з

+ 2
_2 Я

+ 1
-2 1

|« -2 2 2 0

- 3(- 2> t 2(-2) + 1(- 2) = -12.

(3) Обчислимо визначник, використовуючи його властивості. Пере
ставимо місцями перший і третій рядки й, винісши з останнього спіль
ний множник, матимемо

Δ - 2 -2

З

Далі, помноживши перший рядок на 2 й додавши до другого, а потім, 

помноживши перший рядок на (-3) й додавши до третього, дістанемо

01

0 1

0 -2

Нарешті, помноживши другий рядок на 2 й додавши до третього, 

маємо

1 0

0 1

0 0

= - 1 2

як визначник верхньої трикутної матриці.

/  Зауваження 1.3. Саме третій спосіб широко використовується для 
спрощення обчислень визначників матриць порядку п > 3.

■ П р и к л а д  1.9. Обчислимо визначник

1 2 3 4

2 3 4 1

3 4 1 2

4 1 2 3

Додамо до першого рядка всі інші. Маємо

10 10 10 10 1 1 1 1

2 3 4 1 2 3 4 1
- 10

3 4 1 2 3 4 1 2

4 1 2  3 4 1 2  3

Перший рядок послідовно помножимо на (-2), (-3), (-4) й додамо 

відповідно до другого, третього й четвертого рядків:

Δ = 10

Знову помножимо перший рядок спочатку на (-1), а потім — на 3 й 

додамо відповідно до другого й третього рядків. Матимемо

1 1 1 1
1 2 -1

0 1 2 -1
= 10 1 -2 -1

0 1 2 -1
-3 2 -1

0 -3 -2 -1

Δ = 10

1 2 -1

0 -4 0

0 4 -4

Додавши другий рядок до третього, дістанемо
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Л - 10

І 2 -І

0 -4 0

0 0 -4

10 · 16 - 160

як визначник верхньої трикутної матриці.

1.4
Обернена матриця

О значення 1 .9 . Оберненою матрицею до квадратної матриці А
називають таку матрицю  А длч якої АА 1 = A 'A = Е:

' 1/1 А 2п

'hi\

Л_>

А,,,,

(1.7)

de = ( -1)' *7М у — алгебричне доповнення елемента Δ — ви

значник матриці А.

О значення 1 .10 . Квадратну матрицю називають невиродженою, 
або неособливою, якщо її визначник не дорівнює нулю (det А * 0); в 

противному разі (det А = 0) матрицю називають виродженою, або 

особливою.

Не кожна квадратна матриця має обернену.

Т Е О Р Е М А  1.2
(необхідна й достатня умова існування оберненої матриці)

Обернена матриця А 1 існує й єдина тоді й лише тоді, коли 

матриця А невироджена.

П р и к л а д  1.10. Знайдемо матрицю, обернену до матриці

1.5. Ранг

матрииі

Спочатку обчислимо визначник цієї матриці: 

З 1 -

2 2

= -16 * 0 .

Отже, матриця А невироджена й для неї існує єдина обернена мат
риця А Послідовне обчислення алгебричних доповнень елементів a:j 

матриці А дає

Л,

Л Р

-1 1 1 -1 1 -11 1
- -4, А,, - -4, А,, - і і") *) / t -1 1

о,

1 і 3 -1 3 -1
1. А ,, =

1 2
= 7, А ,, ---

1 2 1 1
-4.

Л "  1 2 

Дістаємо

Л>.,
З 1 

1 2
\ Ач

З І 

І 1

1

А ’ —
16

(-4 -4 0

-1 7 -4

З -.S -4

0
4 4

J_  - L  І
16 16 4

А  А  1
Тб 16 4

В л а с т и в о с т і  н е в и р о д ж е н и х  м а т р и ц ь

ф  (А ') 1 = А. (3) (АВ) 1 = В 'A 1.

ф  (А") 1 - (А ')". © d e t A -1 ·

1.5
Ранг матрииі

Для дослідження й розв’язування багатьох задам важливе значення 

має поняття рангу матриці.



Якш о в матриці А розм іру m χ п викреслити будь-які к рядків і 

к стовпців, то можна виокремити квадратні підматриці к-\о порядку, 

де к < шіп(/и; п).

Визначники таких підматриць називають мінерами к-го порядку 
матриці А.

Наприклад, із матриці А розм іру 3 x 4  можна дістати підматриці 

перш ою , другого й третього порядків.

β» О значення 1 .11 . Рангом матриці А називають найвищий порядок 

ненульових мінорів цієї матриці й позначають так: rang А, або г(А).

Зазначимо:

• для рангу матриці А розміру m χ п виконується співвідношення 

г(А) < шіп(ш; я);

• г(А) = 0 тоді й лише тоді, коли всі елементи матриці дорівнюють 

нулю;

для квадратної матриці л-го порядку г(А) = п тоді й лише тоді, 

коли матриця А невироджена.

Елементарними перетвореннями матриці називатимемо такі пере

творення:

• відкидання нульового рядка (стовпця);

• множення всіх елементів рядка (стовпця) матриці на число, яке не 

дорівнює нулю;

• переставлення рядків (стовпців) матриці;

• додавання до елементів одного рядка (стовпця) відповідних еле

ментів іншого рядка (стовпця), помножених на будь-яке число;

• транспонування матриці.

ТЕ О Р Е М А  1.3

Унаслідок елементарних перетворень матриці її ранг не змі- І 

нюється.

Для рангу матриці справедливі такі співвідношення:

©  г(А + В) < г(А) + г(В); 

©  г(А + В) > I г(А) - r(B) І;

©  г(АтА) = г(А);

І.Ь . Системи

лінійних рівнянь

©  /-(АВ) < шіп{г(А); г(В)};

©  г(АВ) > г(А) + г(В) - п, де п — число стовпців матриці А або 

рядків матриці В;

©  г(АВ) = г(А), якщо В — квадратна матриця й det В * 0.

П р и к л а д  1.11. Знайдемо ранг матриці

Очевидно, що існує мінор матриці А другого порядку, відмінний 

1 2
від нуля, наприклад Δ, =

З -1
*  0.

Іноді виявляється, що не потрібно далі обчислювати всі можливі 
мінори третього порядку. Якщо лише ті мінори третього порядку, які 
містять Δ, як мінор, дорівнюють нулю, то г(А) = 2. У розглядуваному 

прикладі мінорами є

1 2 3 1 2 4

Δ, = 3 -1 2 • Δ, = 3 -1 5

4 1 5 4 1 ‘)

Легко підрахувати, шо вони дорівнюють нулю. Отже, г(А) - 2.

1.6
Системи лінійних рівнянь

М. Означення 1.12. Системою т  лінійних рівнянь із п невідомими xv
X-.....χ , або лінійною системою, називають систему рівнянь вигляду

«11·*, +«12*2 + -  + « | Λ  = V

« > ΙΛΊ  + «22*2  + ··· + а 2пх п =  ^ 2 ' , 0
1 ( 1.8 )

«шІ*І + «/«2*2 + "· + «ти-'-и ^т .
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Р о з д іл  J  Метоли й моделі

лінійної алгебри

Числа ау називають коефіцієнтами, а числа bt — вільними членами 
системи (1.8).

Лінійну систему називають однорідною, якщо всі вільні члени до
рівнюють нулю. Якшо ж серед вільних членів є ненульові, то лінійну 
систему називають неоднорідною.

т  Означення 1Л З . Розв’язком системи лінійних рівнянь (1.8) нази

вають упорядковану сукупність чисел (с,, с?, ..., сл), підставлення 
яких замість відповідних невідомих x,, х2, ...,хп перетворює кожне з 
рівнянь системи (1.8) на тотожність.

т  Означення 1Л4. Систему (1.8) називають сумісною, якщо вона 

мас принаймні один розв ’язок. Якщо система (1.8) не мас розв ’язків, 
то и називають несумісною. Сумісну систему, яка має тільки один 

розв ’язок, називають визначеною. Якщо сумісна система мас не
скінченну кількість розв 'язків, її і1" твають невизначеною.

т· Означення 1Л5. Дві системи вважають еквівалентними, якщо 
множини їхніх розв ’язків однакові.

Зокрема, дві несумісні системи еквівалентні.
Подамо систему (1.8) у матричному вигляді.

Матрицю А =

Л\ І а і12

а2\ а22

\ат 1

«1н

а П

*тп

називають основною матри-

'«11 «12 ·.. а1п А )
цею, а матрицю (А|Ь) = «21 «22 · «2 я h

«m  2 «//m Ьт ,

— розширеною мат

рицею системи.

(  Y  х\ ( k )

матриці-стовпці X =
Ху

, в =
ь >

А" ,

1.6. Системи
л ін ій н и х  р івнянь

складені з невідомих і вільних членів. Тоді система (1.8) набере 
вигляду

АХ = В (1.9)

Такий запис системи називають матричним.
Розв’язуючи ту чи іншу систему рівнянь, як правило, насамперед 

з’ясовують, чи сумісна вона, й потім уже знаходять усі її розв’язки.
Нехай задано систему лінійних рівнянь (1.8), у якій число невідо

мих п не менше за кількість рівнянь т. Питання про сумісність такої 
системи розв’язує наступна теорема.

ТЕ О Р Е М А  1.4 
(К р о н е к е р а — Капел л і)

Система лінійних рівнянь сумісна тоді й лише тоді, коли 
ранг r основної матриці системи дорівнює рангу r' розши
реної матриці цієї системи.

За цією теоремою, якшо ранги основної та розширеної матриць не 
рівні, то система несумісна й немає сенсу її розв’язувати. Якшо ранги 
матриць рівні, то система сумісна.

Для сумісних систем лінійних рівнянь можливі такі випадки.

1. Якщо ранг матриці сумісної системи дорівнює числу невідомих, 
тобто r -η,  т о  система (1.8) має єдиний розв ’язок.

Справді, в цьому разі система (1.8) має квадратну невироджену 
матрицю порядку r і, за теоремою Крамера, існує єдиний розв’язок 
цієї системи, тобто система визначена.

2. Якщо ранг матриці сумісної системи менший від числа невідо

мих, тобто r < п, то система невизначена й має нескінченну 

кількість розв ’язків.

Нехай r < п\ тоді r невідомих х,, х2..... хг називаються основними,
або базисними, якщо визначник матриці з коефіцієнтів при цих не
відомих (тобто базисний мінор) відмінний від нуля. Решта n - r не
відомих називаються неосновними, або вільними. Можна показати, шо 
базисні невідоміх,, хг, ..., хглінійно виражаються через вільні невідомі. 
Оскільки вільні невідомі можуть набувати довільних значень, то в 
цьому разі система буде невизначеною.

Розв’язок системи (1.8), в якому всі п - r неосновних невідомих 
дорівнюють нулю, називають базисним.



■ П р и к л а д  1.12. Розв ’яжемо систему рівнянь

.ν, + л? + .v, + д-4 — 2,

■ 2Л| · Хі + \ ( — ,v4 = 0 , 

лл + л, + Зл4 = 0.

Запишемо основну А й розширену (А|Ь) матриці системи:

1 1 1  η 1 1 1  1 2 '

А = 2 1 1 - 1 . (A|b) = 2 1 1 - 1 0

O i l  3 ,0 1 1  3 0 /

їхні ранги г= 2, r ' = 3 відповідно. Отже, система несумісна.

■ П р и к л а д  1.13. Розв ’яжемо систему рівнянь

Л| + Л) + Л'з + л4 + Ys = 7,

Зл, + 2.ν, + Λ, + л4 - 3\s = -2, 

v, + 2 ν, + 2л4 + (i.\s = 23,

5.\·| + 4лj + Зл, + Зл4 - л’5 = 12.

Ця система сумісна, оскільки r - r ' = 2, причому ранг матриці мен
ший від числа невідомих. Отже, система має безліч розв’язків. Мінор

 ̂ * 0 , тому обмежимося лише першими двома рівняннями, а *3,

хА і дг5 візьмемо за вільні невідомі. Перенесемо вільні невідомі в праві 
частини перших двох рівнянь:

/  ЛΊ + -v2 = 7 - х3 - ·ν4 ~ л >.

|3.х"| + 2.ν, = -2 - .ν, - л'4 + Зл^.

Розв’язуючи цю систему, дістанемо

лі = -16 + v, + v4 + 5as, λ*і = 23 - 2л, - 2λ4 - бл^,

де ху л:4, χ5 набувають довільних значень.

Отже, дана система має розв’язки

(-16 + ν, + л4 + 5л5; 23 - 2л, - 2.v4 - 6л - л ,; v4; \s), 

де х3, х4, х5 — довільні числа.

1.7
Метоли розв’язування 

систем лінійних рівнянь

1.7.1. Матричний метод

Нехай кількість рівнянь системи (1.8) дорівнює числу невідо
мих, тобто m - п. Тоді матриця системи буде квадратною, а її визнач
ник Δ = det А називають основним визначником системи.

Припустимо, шо матриця А невироджена, тобто її визначник Л * 0. 
У цьому разі існує обернена матриця А"1.

Запишемо систему в матричному вигляді (1.9). Помноживши зліва 
обидві частини матричної рівності на матрицю А ', дістанемо

А'(АХ) = А 'В.

Оскільки А '(АХ) = A 'AX = ЕХ = X, то розв’язком системи буде 
матриця-стовпець

X = A 'B. (1.10)

■ П р и к л а д  1.14. Метричним методом розв яжемо систему рівнянь

Зл і · лл — λ , = 2,

Λ-, - .ν, + v, = 2,

Л| + 2л, + 2 v, - 7.

У цьому разі

А =

Ураховуючи результат, добутий у прикладі 1.10, за формулою (1.10) 

маємо
\_

4

1_

16

5 

їб

'3 1 - n ΛΊ (2\

1 -1 1 , x  = Λ'2 C
D II 2

1 2 2
V Λ»

7

X =

- 0

І  

4

_1_ 

4

Отже, задана система має розв’язок (1; 1; 2).
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1.7.2. Застосування формул Крамера 
для розв’язування систем лінійних рівнянь

Формули Крамера для розв’язування системи (1.8) використову
ються лише тоді, коли основна матриця А квадратна й невироджена.

ТЕ О Р Е М А  1.5 
(К р ам е р а )

Нехай Δ — основний визначник системи, а (J = 1, 2, ..., п) — 

визначник, який дістають із Δ заміною j-го стовпця на 
стовпець вільних членів В. Тоді, якшо Δ * 0, то система 
(1.8) має єдиний розв’язок, який визначається формула
ми Крамера:

/  Зауваження 1.4. У разі, коли Δ = 0, а серед Лу є ненульові визначники,
система (1.8 ) несумісна. В разі однорідної системи і Δ * 0 вона має
лише нульовий розв’язок; якшо ж Λ - 0, то система, крім нульовою, 
мас також інші розв’язки.

■ П р и к л а д  1.15. За формулами Крамера розв ’яжемо систему

Ях і “ 4 v j -і- 2 ν, І.

■ 7.v, - 5.х2 + 2.V, = 0 ,

-У.х'і + 7.Υ, - λχ;, = І .

Обчислимо визначники:

Δ =

Δ, =

5 -4 2

7 -5 2

-9 7 -?>

5 -І 2 

7 0 2

-9 І -З

Δ, =

= 1, Δ, =

-І -4 2

0 -5 2

1 7 -З

5 -4 -1 

7 -5 0

-9 7 1

=  - 1.

За формулами Крамера дістанемо

Після відшукання розв’язку системи рекомендується зробити пе
ревірку, підставивши добуті значення змінних у рівняння системи, й 
переконатися, шо вони перетворюються на правильні рівності.

Недоліком розв’язання систем п лінійних рівнянь із п змінними 
за формулами Крамера та матричним способом є велика трудоміст
кість, пов’язана з обчисленням визначників та відшуканням оберне
ної матриці.

1.7.3. Метод Гаусса

Розглянемо систему (1.8) m лінійних рівнянь із п невідомими в 
загальному випадкові. Зауважимо, шо й матричний метод, і метод Кра
мера пов’язані з великою обчислювальною роботою. Є економічніші 
методи розв’язування систем лінійних рівнянь, шо грунтуються на 
попередньому перетворенні розширеної матриці системи до спеціаль
ного вигляду. До них належить метод Гаусса.

Метод Гаусса — метод послідовного виключення невідомих — поля

гає в тому, що за допомогою елементарних перетворень система рівнянь 

зводиться до рівносильної системи, з якої послідовно, починаючи з ос 

танніх (за номером) змінних, знаходять усі інші змінні.

До елементарних перетворень системи лінійних рівнянь належать:

• множення рівняння системи на число, відмінне від нуля;

• додавання до одного рівняння системи іншого, помноженою на 
будь-яке число;

• переставлення місцями двох рівнянь системи.

Після застосування елементарних перетворень завжди дістають сис
тему, еквівалентну початковій.

Розглянемо систему рівнянь загального вигляду (1.8). Нехай для 
визначеності а и * 0 (якшо а,, =0, то можна переставити на перше 
місце ненульовий доданок або почати з другого рівняння). Помножимо

\

перше рівняння на і додамо до другого рівняння цієї системи.“21 

«11
Дістанемо друге рівняння, в якому коефіцієнт при x, дорівнює нулю.

Помноживши перше рівняння на і додавши до третього,

дістанемо третє рівняння, яке також не містить Зробивши ана-
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логічні дії над усіма іншими рівняннями, дістанемо систему, еквіва
лентну ( 1.8 ):

α\ ΙΛΊ + αΙ2-ν2 + ··· + а\п х п - ^  -

я (|)
22 -V, + ... + С

і
Го 

-—ν II ь"\

д (1)‘32 '-V, + .... + <7( I ) V -3/; її -

Й (І) и т\ ■X , + .. . +amlX„ = Є

. . . . Я * 1*.
З/і

, а ('1
пі 1 '

а 0) Ьтu m n' и2 ...... />,*]1 — нові коефіцієнДе а\V.....в_<у

ти й вільні члени. Індекс у дужках означає, шо нові коефіцієнти до
буто після першого кроку.

На другому кроці, припускаючи для визначеності, що а \У * 0 і 

зберігаючи перші два рівняння останньої системи, перетворимо її гак, 

щоб в усіх інших рівняннях коефіцієнти при Х 2 перетворилися в нуль.

Продовжуючи процес послідовного виключення невідомих анало

гічним чином (тобто на третьому кроці перетворюються рядки з чет

вертого до останнього, на четвертому кроці — з п’ятого до останнього 

й т. д.) доти, доки не дійдемо до останнього рядка, початкову систему 

( 1.8 ) можна звести до однієї з трьох:

1) системи трикутного вигляду

+ fll2-V2 + ■·· + йІил'н = V  

а22 л, + ... + а2пхп - о, ,

‘114

а01 "х  = Ь {ипш -Хп ип
» І)

котра, як і початкова, має єдиний розв’язок, що шукається «з кінця» 

(значення хп — з останнього рівняння, хп , — із попереднього й т. д.);

2 ) системи вигляду

а \ ΙΛΊ + а п х 1 + ··· + а \к Хк + ■■■ + а \IIх п -

а\\)х2 +... + „(О ,- , _ / , ( ! )
а2к Хк + а2/і хп - 2 ’

,,<* D 
‘k к X, + .

к < п,

яка має нескінченну кількість розв ’язків. Залишаємо члени з пер

шими к невідомими на своїх місцях, а решту переносимо праворуч, 

надаючи їм довільних значень. Дістанемо систему к рівнянь із к не

відомими трикутного вигляду. Вона легко розв’язується «з кінця», 

причому довільному наборові невідомиххк ( ,, ...,xn відповідає певний 

набір xv х2, ..., хк. Ураховуючи, шо наборів хк, ,, ..., хп існує безліч, 

дістанемо, шо початкова система невизначена;

3) системи вигляду

<7цД'| + + ... + alkxk + ... + aUlx„ = b\,

, .(0 ν , + ,д<1) _/,(!)
“ 22 2 + ■■■ + a 2k x k + α 2ιιλ ιι ~ 2 '

0  ■ Λ Α = b [ k l ) .

k < //,

яка, очевидно, несумісна, оскільки жодні значення невідомих не мо

жуть задовольнити її останнє рівняння.

Метод Гаусса успішно застосовується для будь-якої лінійної сис

теми ( 1.8 ), причому елементарні перетворення виконують не над 

рівняннями системи, а над рядками розширеної матриці (А|Ь). Пока

жемо це на прикладах.

■ П р и к л а д  1.16. Методом Гаусса розв 'яжемо систему

V, + л 2 - .V, + д 4 = 4,

2д’| — Λ·> ■ λ.ν, — 2л 4 1,

Д | - λ', + 2л 4 = 6,

З ν, - л 2 + л і - л4 = 0.

Складемо розширену матрицю (А|Ь) і виконаємо елементарні пе

ретворення над рядками матриці:

' 1 1 -і 1 4' 1 1 -1 1
4

2 -І 3 -2 1
—»

0 -λ 5 -А -7

1 0 - 1  2 6 0 -1 0 1 2

-1 1 -1 0 1

о

4 -4 -12



' 1 1 -1 1 4^ 1 1 -1 1 4 '

0 -1 0 1 2 0 -1 0 1 2

0

т'Г,

гг,1 -7 0 0 5 -7 -13

0\ 1 -1 1 3
/ 0 0 -1 2 5

/

(  1 1 -1 1 4 ( 1 1 -1 1 4

0 -1 0 1 2 0 -1 0 1 2

0 0 -1 2 5
—»

0 0 -1 2 5

0
\

0 .S -7 -13 0 0 0 3
| 2 ,

Здійснили такі елементарні перетворення над рядками матриці:

1) помножили перший рядок на (-2), (-1), (-3) й додали відповідно 
до другою, третього й четвертого рядків;

2) переставили місцями другий і третій рядки, а четвертий — по
множили на (-1/4);

3) послідовно помножили другий рядок на (-3) та 1 і додали до 
третього й четвертого;

4) переставили місцями четвертий і третій рядки;

5) третій рядок помножили на 5 і додали до четвертого.

Цій розширеній матриці відповідає трикутна система рівнянь

.ν, + л , - л , + л4 = 4,

—л? + -v4 = 2,

-.V, + 2л4 = 5,

Зл4 = 12.

Легко знайти розв’язок системи: х4 = 4, х3 = 3, х2 = 2, х, = 1.
Отже, початкова система має розв’язок (1; 2; 3; 4).

■ П р и к л а д  1.17. Методом Гаусса розв’яжемо систему

Л'і ■ Л'2 * Л; — Л'4 = 1,

Зл'і + л2 + 2л', - 2л4 = 2,

2.\'| - 4.v2 - Зл'з + 6.v4 = 7,

7,Х| + 5л, + 6 ν, - 6л4 = 6.

Запишемо розширену матрицю (А|Ь) і виконаємо потрібні елемен
тарні перетворення над її рядками:

32

1 1 1 - 1 П '1 1 1 - 1 г

3 1 2 - 2 2 0 - 2 - 1  1 -1

2 - 4 - 3  6 7
—> ОСУґ".1

О

5

7 5 6 -6\ 6
/ 0 - 2 - 1  1

\ -1
/

п 1 1 -1 г

0 -2 -1 1 -1

0 0 -2 5 8

0
V

0 0 0 0 /

Цій розширеній матриці відповідає система рівнянь

Л'4 =
—2л*2 - дг5 + .v4 = -1, або 

-2лз + 5дг4 = 8 

Вона легко розв’язується «з кінця»:

5

χ, + х2 + Jf3 = 1 + х4, 

-2х2 - x, = -1 - х4, 

-2^3 = 8 - 5.v4.

' Л 4 - 4. V;2
5 З
--- хі <
2 4 4

5 З
•V, = --- - Хл

2 4
де хл набуває довільних значень.

Отже, початкова система має розв’язки

де X.

_ З 

2 _ 4 

довільне число.

5 З
--- ;
2 4 4

1*4-4;

П р и к л а д  1.18. Методом Гаусса розв ’яжемо систему

jf] + 2jc2 - *з = 1,

■ 3.v, - х2 + 2х} = 7,

Л'і + ()х2 - 6х} = 2.

Складемо розширену матрицю (А|Ь) і виконаємо потрібні елемен
тарні перетворення над її рядками:

(\ 2 -1 1 1 2 -1 1 Ί 2 -1 1 '

3 -1 2 7 —> 0 -7 5 4 —> 0 -7 5 4

1V 9 -6 2 7 -5 1 0 0 0 5 /

Система, яка відповідає цій розширеній матриці, очевидно, несу
місна, оскільки її останній рядок відповідає рівнянню, в якому всі

2 Грисенко М. В. 33



коефіцієнти гіри невідомих дорівнюють нулю, а вільний член ненульо- 

вий. Отже, початкова система несумісна.

1.7.4. Застосування методу Гаусса 
для обчислення оберненої матриці

Метод Гаусса є універсальним у разі розв’язування систем лінійних 

рівнянь. Цей метод можна застосовувати й для обчислення оберненої 

матриці, шо набагато простіше за спосіб, розглянутий у п. 1.4.

Аби знайти обернену матрицю, потрібно виконати такі дії:

1) до даної матриці А справа дописати одиничну матрицю Е;

2) елементарними перетвореннями над рядками матриці (А|Е) мат

рицю А звести до одиничної матриці.

У результаті на місці даної матриці А буде сформовано одиничну 

матрицю, а на місці дописаної справа одиничної матриці Е знаходити

меться обернена матриця А ', тобто замість матриці (А|Е) дістанемо 

матрицю (Е|А ').

П р и к л а д  1.19. Знайдемо матрицю, обернену до матриці

' І 2

З 4
А =

До даної матриці А справа допишемо одиничну матрицю Е. За до
помогою елементарних перетворень над рядками матриці (А|Е) матри
ця А зводиться до одиничної матриці:

' 1 2 1 0
- Л 1

2
1 °1

3 4 1 0 1« -2 -3 1 J

0

-2

-2

-З

( 1

о
_1

2

Отже, обернена матриця

А ' 1 =

Правильність виконаних обчислень легко безпосередньо перевіри

ти за означенням АА 1 = A 'A = Е.

1.8
Лінійні економічні моделі

1.8.1. Модель Леонтьєва багатогалузевої економіки 
(балансовий аналіз)

Розглянемо спрощ ену економіко-математичну модель міжга

лузевого балансу. Зв ’язок між галузями зазвичай відображують у 

таблицях міжгалузевого балансу, а математичну модель, яка дає 

змогу аналізувати їх, розробл ено в 1936 р. американським ек о 

номістом В. Леонтьєвим.

Припустимо, що весь виробничий комплекс поділено на п «чис

тих» галузей. Чисті галузі є економічною абстракцією, тобто це умовні 

галузі, кожна з яких об ’єднує все виробництво даного виду продукції. 

Вважатимемо, що кожна з галузей випускає лише один певний вид 

продукції (тобто різні галузі випускають різну продукцію). В процесі 

виробництва кожна з галузей потребує продукції, виробленої в інших 

галузях.

М ета балансового аналізу — відповісти на запитання, яке постає в 

макроекономіці й пов’язане з ефективністю ведення багатогалузевого 

господарства: яким має бути обсяг виробництва кожної з галузей, щоб 

задовольнити всі потреби в продукції цієї галузі? При цьому кожна 

галузь виступає, з одного боку, як виробник даної продукції, а з іншо

го — як споживач і своєї, і виробленої іншими галузями продукції.

Основні припущення моделі, яку надалі називатимемо моделлю Ле

онтьєва, такі:

1) в економічній системі виробляються, купуються, споживають

ся й інвестуються п видів продукції, які позначимо індексами

і = 1, 2 , ..., я;

2 ) кожна галузь виробляє лише один вид продукції, отже, спільне 

виробництво різних товарів виключається. Різні галузі вироб

ляють різні товари, й тому галузь, що виробляє продукцію 

виду /, позначатимемо тим самим індексом;

3) під виробничим процесом у кожній галузі розумітимемо пере

творення деяких (можливо всіх) видів продукції, взятих у пев

них обсягах, на деякий обсяг продукції того чи іншого виду. 

При цьому припускається, ш о співвідношення витраченої й ви

пущеної продукції є сталим.



Нехай економіко-виробнича система складається з п галузей, тобто 
виробляє п видів продукції. Схему міжгалузевого балансу виробниц
тва й розподілу продукції подано в табл. 1.1, де зазначено основні 
показники та зв’язки виробництва за певний період часу (зазвичай 
за рік).

Таблиця 1.1

Галузь
вироб
ництва

Розподіл випуску продукціТ 
в галузях виробництва

Обсяг
кінце

вої
про

дукції

Обсяг
вяло-

■οΐ
про

дукції1 2 І ... П Всього

1 *11 *12 *1/ Х\п

η

Σ -'Ь
j  -  і

γι *1

2 *21 *22 *а *2л

j - 1
*2

і *,1 *й ха *«

n

Σ '»
j =  i

κ

п *„1 *п2 хт *лп

j=  1

η,

Всього

п

Σ * ί
;=1

п

Σ '*  
/ = 1

п

Σ ' »
/ = 1

η

Σ*,« 
/= 1

n n

Σ Σ Λ»
/=iy=i

У X

Введемо позначення: Xt — обсяг валової продукції і-ї галузі 
(/' = 1, 2, ..., п) за одиницю часу (наприклад, за рік); ху — обсяг 
продукції /-Ї галузі, що потребує j -та галузь у процесі виробництва 
(/, j  = 1, 2, n); Yi — обсяг кінцевої продукції /-Ї галузі, призначеної
для невиробничого споживання.

Використовуючи дані табл. 1.1, запишемо квадратну матрицю л-го 
порядку (за умови рівності поданих у балансі галузей виробництва 
та споживачів продукції). Кожен елемент матриці ху, і = 1, 2, ..., п; 

j  - 1, 2, ..., п, характеризує обсяг поставки продукції з і-ї галузі, що

йде на виробниче споживання в у'-й галузі. Взявши суму міжгалузевих 
поставок продукції /-Ї галузі в усіх галузях-споживачах, дістанемо за-

П

гальний обсяг проміжної продукції і-ї галузі: X ' = ^  ху , і = 1, 2, п. 

Сума обсягів проміжної продукції всіх галузей виробництва ста-
П П

новить загальний обсяг проміжної продукції: ΣΣ ху = X'.

і = 1 j  = 1
За економічним змістом обсяг проміжної продукції — частина об

сягу валової продукції, яка залишається після вилучення кінцевого 
продукту й спрямовується для відшкодування поточних матеріальних 
витрат у межах розглядуваного періоду часу.

Оскільки обсяг валової продукції будь-якої і-ї галузі дорівнює 
сукупному обсягові продукції, що споживається л галузями, та кінце
вої продукції, то запишемо систему

= *11 + -V|2 + .... + x,„ + К|,

X} = *21 + λ·22 + .■■ + *2 н + ^2’

X , = */1 + х і2 + .. • + */« + Yh
(1.12)

Хп = *„1 + Xfl 2 + .■■ + */m + Yfi4

або в скороченій формі:

Х і = ^ х ц  + γή / = 1,2,...,/». (1.13)
У = і

Рівняння (1.12) називають співвідношеннями балансу.
Розглянемо міжгалузевий баланс у вартісній формі, тобто коли всі 

величини, що входять у систему (1.12), виражають вартість.
Особливість системи (1.12) полягає в тому, що змінні в ній міс

тяться в першому степені, тому залежність між обсягом валової про
дукції та розподілом продукції кожної галузі лінійна.

Зауважимо, що величини ху, Xt, Yi можуть виражатися в натураль
них одиницях (штуках, тоннах, літрах тощо). Тоді йдеться про міжга
лузевий баланс у натуральній формі.

Під час побудови й практичних застосувань економіко-математич-



ної моделі міжгалузевого балансу використовують коефіцієнти пря
мих матеріальних витрат. Якщо обсяг міжгалузевих поставок i-і га
лузі в у-ту поділити на обсяг валової продукції j-'i галузі, дістанемо 
шуканий норматив:

аа - 
у X ,

і , /' = 1, 2, ..., я, (1.14)

де а у — коефіцієнт прямих витрат продукції /-Ї галузі на одиницю 
обсягу валової продукції/-Ї галузі.

Ці коефіцієнти утворюють квадратну матрицю коефіцієнтів пря
мих витрат

«і і «12 ■ «їй

А -
«21 «22 ·'· «2 я

ч«яІ ап2 ' ««я

яку іноді називають матрицею технологічних коефіцієнтів (техноло

гічною матрицею).
Матриця А містить інформацію про структуру міжгалузевих зв’яз

ків, про технологію виробництва даної економіко-виробничої систе
ми. З рівності (1.14) випливає, що

X y = a y X j .

Підставивши (1.15) в (1.13), дістанемо систему

(1.15)

X, = + Yt, і = 1, 2, ..., //.

7 = 1

Запишемо її у матричній формі:

(1.16)

або

«11  «12 

«21  а 22

«л 1 «я 2

«1я

«2«

\
ГХЛ (Уі)

X 2 -f У2
=

*2

/ Х„\ " / Уп, Х„\ "

X - АХ + Y. (1.17)

Співвідношення (1.17) називають рівнянням лінійного міжгалузе
вого балансу, або (в указаних позначеннях) моделлю Леонтьєва.

Основна задача міжгалузевого балансу полягає у відшуканні такої 
матриці обсягів валової продукції X, яка за відомої матриці прямих 
витрат А забезпечує задану матрицю обсягів кінцевої продукції Y.

Перепишемо рівняння (1.17) так:

(Е - А)Х = Y. (1.18)

Якшо матриця (Е - А) невироджена, то його можна подати у вигляді

X = (E-A)-'Y. (1.19)

Матрицю В = (Е - А)”1 називають матрицею повних витрат.
Е к о н о м і ч н и й  з м і с т  е л е м е н т і в  м а т р и ц і  В такий: 

кожен елемент by матриці В є обсягом валової продукції і-ї галузі, 

необхідної для забезпечення випуску одиниці кінцевої продукції j -ϊ галузі 

(і, j  — 1, 2, ..., п).
За економічним змістом задачі величини Хі мають бути невід’єм

ними, оскільки Yi > 0 і а у > 0, де і, j  - 1, 2, ..., п.

З математичного погляду питання про сумісність системи (1.17) 
зводиться до питання про існування оберненої матриці (Е - А)"1, скла
деної з невід’ємних елементів.

Рівняння міжгалузевого балансу можна використовувати у двох 
випадках. У першому (простішому) випадкові, коли відома матриця 
обсягів валової продукції X, потрібно обчислити матрицю обсягів 
кінцевої продукції Y (див. приклад 1.20).

П р и к л а д  1.20. Нехай матриця обсягів валової продукції галузі й 
матриця коефіцієнтів прямих витрат мають відповідно такий вигляд:

'300 '0,3 0,1 0 ,2 '

х  = 200 , А = 0,2 0,3 0,1

400 0,2 0,2 0,6
/

Використовуючи формулу (1.18) і правило множення матриць, дістає
мо матрицю обсягів кінцевої продукції, що призначена для реалізації:

Y = (Е - А)Х

0,7

- 0,2

- 0,2 - 0,2 

39

0,7 -0,1 

0,4

'300 > '110 'j

200 = 40

/ 400 60 /



У другому випадкові рівняння міжгалузевого балансу використо
вується для планування (див. приклад 1.21).

Матрицю А, всі елементи якої невід’ємні, називають продуктив
ною, якшо для довільної матриці Y із невід’ємними елементами існує 
розв’язок рівняння (1.17) — матриця X, усі елементи якої невід’ємні. 
В цьому разі модель Леонтьєва називається продуктивною.

Є  кілька к р и т е р і ї в  п р о д у к т и в н о с т і  м а т р и ц і  k . Ми 
користуватимемося таким: матриця А з невід’ємними елементами про

дуктивна, якщо максимум сум елементів її стовпців не перевищує оди

ниці, причому хоча б для одного зі стовпців сума елементів строго мен

ша за одиницю, т об т о  матриця А продуктивна, якщо: 1) a tj > 0 для
П

довільних i , j  = 1, 2 , ..., л; 2) max \  аи < 1, i , j -  1, 2 , ..., п\ 3) існує
і  і· ....." f i  J

n i - ·

номер j  такий, що У  а^ < 1, j  = 1, 2 , ..., η.

і = I

■ П р и к л а д  1.21. Розглянемо умовну виробничу систему, яка скла
дається з трьох галузей. Коефіцієнти прямих витрат одиниць продукції 
і-ι галузі, що використовуються для випуску одиниць продукції j -ϊ галузі, 
та обсяги кінцевої продукції (у вартісній формі) наведено в таблиці.

Галузь
виробництва

Обсяг
кінцевої
продукції1 2 3

1 0 0,2 0 200

2 0,2 0 0,1 100

3 0 0,1 0,2 300

Визначимо: коефіцієнти повних витрат; матрицю обсягів валової продук
ції X та план кожної галузі; коефіцієнти непрямих (посередницьких) витрат.

Позначимо матрицю обсягів валової продукції, яка визначає ви
робничу програму галузей, так:

'X ,

X = Хг

X )

де А',, Х2, ^  — планові обсяги валової продукції галузей. У розглядува
ному прикладі матрицями технологічних коефіцієнтів та обсягів кінце

вої продукції є відповідно

0 0,2 0 ί200)
А = 0.2 0 0,1 , Υ = 100

0 0,1 0.2 300
/

Виробничі зв’язки галузей задовольняють умови

λ’ι - (0 · Λ', + 0,2 · Λ, + 0 ■ Λ',) = 200.

Л", - (0,2 · А', + 0 · Х2 + 0,1 · Λ',) = 100,

Л'з -  (0 ■ .V, + 0,1 · X ,  + 0,2 Λ’, ) = 300;

Запишемо систему в матричному вигляді:

ЛГ, -0,2ЛГ, = 200, 

-0,2Л'1 + Х 2 -0,1 Λ', = 100, 

-О.ІЛҐ, + 0, «ЛГ, = 300.

(Е - А)Х = Υ.

Тоді

1 0 0 ' ' 0 0,2 0 ' 1 -0.2 0 '

Е - А  = 0 1 0 - 0.2 0 0,1 = -0,2 1 -0.1

0 0 1 0 0.1 0,2 0 -0,1 0,8 /

Знайдемо обернену матрицю:

В = (Е-А Г '. 

Визначник матриці (Е - А)

1 - 0,2 0

Δ = - 0,2

0

1

- 0.1
-0.1

0.8
= 0,8 - 0,01 - 0,032 = 0,758.

Знайдемо алгебричні доповнення елементів матриці (Е - А): 

Вп = 0,79, В21 = 0,16, В31 = 0,02,

в |2 = 0,16, В22 = 0,8,

ВІЗ = 0,02, в23 = 0,1,

Обернена матриця має вигляд

1

В32 = 0,1, 

В33 = 0,96.

В = (Е - А)-і

0,758

0,79 0,16 0 ,0 2 ' 1,04 0,21 0,03'

0,16 0,8 0,1 = 0,21 1.05 0,13

0,02 0.1 0,96 0,03 0,13 1,27 /

Тоді



f * 1]
'1,04 0,21 0,03 ' 200 '238'

X = * 2

II
><
1

шII 0,21 1,05 0,13 100 = 186

Л'зJ / 0,03 0,13 1,27 о о 400
/

Отже, планові обсяги валової продукції для галузей відповідно ста
новлять: Л", = 238, Х2 = 186, Xj = 400. (Обчислюючи обернену матрицю, 
ми округлили всі числа до сотих.)

Визначимо виробничу програму кожної галузі, використовуючи ко
ефіцієнти :

χ ,, = аиХ, = 0 · 238 = 0, х21 = a2]Xt = 0,2 · 238 = 47,6,

Хі2 = а і2Х2 = 0,2 · 186 = 37,2, х22 = а22Х2 = 0,2 · 186 = 0,

хп = a t}X2 = 0 · 400 = 0, х23 = = 0,1· 400 = 40,

*зі = азіх \ = ® ' 238 = 0,

Х 32 =  а 32Л 2 =  0 -1 ' 186 =  18 ' 6 ’

хзз = азз^з = ' 400 = 80.

Коефіцієнти непрямих (посередницьких) витрат Су матриці С виз
начаються як різниця внутрішньовиробничих витрат (елементи мат
риці В) та прямих витрат (елементи матриці А):

'1,04 0,21 0,03 ' 0 0,2 0 '1,04 0,01 0,03'

η II C
O 1 > II 0,21 1,05 0,13 - 0,2 0 0,1 = 0,01 1,05 0.03

0,03
V

0,13 1,27 0 ο,ι 0,2 j 0,03 0,03 1,07 /

1.8.2. Модель рівноважних цін

Розглянемо балансову модель, яку називають моделлю рівноваж 

них цін.
Нехай задано матриці

'«11 а І2 ■ «1 я
( X \ х\ ' Р\ '

А - а2\ а22 · • а2п
, х =

хг , Р = Рг

^пі 0«2 ■ ^пп / хп Л ,

де А — матриця прямих витрат; X — матриця обсягів валової про
дукції; Р — матриця цін, /-та координата якої дорівнює ціні одиниці 
продукції ι-ї галузі.

Тоді, наприклад, перша галузь одержить прибуток, який дорівнює 
/)|jC|. Частину свого прибутку ця галузь витратить на закупівлю про
дукції інших галузей. Так, для випуску одиниці продукції їй необхід
на продукція першої галузі в обсязі ап, другої галузі — в обсязі а2], ... 
п-'і галузі — в обсязі ап].

На закупівлю цієї продукції буде витрачено суму, що становить

а иР\ + а7\Р2+ - + ап\Рп·

Отже, першій галузі для випуску продукції в обсязі х, необхідно 
витратити на закупівлю продукції інших галузей суму, що становить

ХМ\\Р\ + а2\Р2+ - + ап\РпУ

Частину доходу, що залишилася, позначимо К, (ця частина доходу 
називається додатковою вартістю  й іде на виплату заробітної плати й 
податків, підприємницький прибуток та інвестиції).

Таким чином, справджується рівність

х,/>, =х,(а„/>, + а2]р 2 ... + ап]Рп) + V,.

Поділивши її нах,, дістанемо

р, = (а пр, + а2]р 2 + ... + ап,рп) + Wv

де W, = ν,/x, — норма додаткової вартості (тобто додаткова вартість 
на одиницю продукції, шо випускається).

Аналогічно для інших галузей дістанемо

Рг = а \гР\ + аг іР і + ··· + а т Р п + И'г.

Рп = а \пР\ + а іпРг + -  + аппРп + К  

Добуті рівності можна записати в матричній формі:

Р = АТР + W,

( 1.20)

( 1.21)

де Ат — матриця, транспонована до матриці A; W

w„

матриця

норм додаткової вартості, де Wt = VJx^ і = 1, 2, ..., п.
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Бачимо, що рівняння (1.21) відрізняються від рівнянь моделі Леонть- 
єва лише тим, що матрицю обсягів валової продукції X замінено на мат
рицю цін Р, матрицю обсягу кінцевої продукції Y — на матрицю до
даткової вартості W, матрицю А — на транспоновану матрицю Ат.

Модель рівноважних цін дає змогу за відомих норм додаткової вар
тості прогнозувати ціни на продукцію галузей, а також зміни цін та 
інфляцію, шо є наслідком зміни ціни в одній із галузей.

■ П р и к л а д  1.22. Розглянемо економічну систему, яка складається з 
трьох галузей: паливно-енергетичної, промисловості й сільського господар

ства. Нехай А 1 =

( 0 . 1 0 . 1 0,2

0.3 0.2 0.2

0,2 0,3 0,2

транспонована матриця прямих

витрат, W = (4 10 4) — матриця додаткової вартості. Визначимо рівно
важні ціни.

Скористаємося формулою (1.21):

Р = А 'Р + W або (Е - А ')Р = W.

Звідси Р = (Е - A1) 'W, де В 1 = (Е - А1) - транспонована матриця повних 
витрат. Після необхідних обчислень знайдемо

(ВТГ
І

0,444

'0,58 0,14 0,18 '

0,28 0,68 0,24

0,25 0,29 0,69

звідки Р = (Вт ) 1W =

10

20

IS

1.8.3. Лінійна модель міжнародної торгівлі

Розглянемо лінійну модель обміну, котру часто інтерпретують як 
модель міжнародної торгівлі, шо дає змогу визначити торговельні 
доходи країн (або їхні співвідношення) для збалансованої торгівлі. 
Нехай маємо групу з п країн Kv К2, ..., Кп, які ведуть між собою тор
гівлю. Позначимо через х̂  торговельний доход j-'i країни, який фор-

мується з продажу власних товарів як на внутрішньому, так і на зов- 
нішньому ринках. Структуру торговельних відносин між країнами 
вважаємо встановленою: частина qtJ торговельного доходу Xj, яку j- та 
країна витрачає на купівлю товарів /-Ї країни, є сталою.

Розглянемо матрицю

Я її Я\2 ■ Я\п

Я 21 Я22 ' Я2п

Яп\ Яп2 Япп

яку називають структурною матрицею торгівлі.

Вважатимемо, що весь торговельний доход витрачається або на 
закупівлю товарів на своїй території, або на імпорт з інших країн, 
тобто сума елементів будь-якого стовпчика матриці Q дорівнює 
одиниці:

= І  І  = і, 2 ......п. ( 1.2 2 )

( = 1

Для країни Kt доход від внутрішньої та зовнішньої торгівлі ста
новить

хі = <7,1*1 + Я а*2 + -  + Чінх„-

Для збалансованої торгівлі необхідно знайти таку матрицю торго
вельних доходів

щоб справджувалося матричне рівняння

QX = X, (1.23)

з якого можна визначити X.

■ П р и к л а д  1.23. Візьмемо три країни (наприклад, СІЛА, Німеччину й 
Кувейт) — учасниці торгівлі з торговельними доходами X]t Х2, Х3 ■ Вва-



жатимемо, що весь торговельний доход кожної країни витрачається або 
на закупівлю товарів на своїй території, або на імпорт з інших країн. 
Нехай США половину торговельного доходу витрачають на закупівлю 
товарів на своїй території, чверть — на закупівлю товарів із Німеччини 
та ще чверть — товарів із Кувейту. Німеччина порівну витрачає торго
вельний доход на закупівлю товарів зі США, на своїй території т а з Ку
вейту. Кувейт половину торговельного доходу витрачає на закупівлю т о 
варів зі США, іншу половину — з Німеччини й нічого не закуповує на своїй 
території. Визначимо доходи країн, які задовольняли б збалансовану безде
фіцитну торгівлю, якщо сума їхніх доходів становить 9000 умов. грош. од.

Запишемо структурну матрицю торгівлі:

США Німеччина Кувейт

n η
2 3 2

Нехай qtJ — частина доходу, яку j -та країна витрачає на закупівлю 
товарів і-ї країни. Зазначимо, що сума елементів матриці Q у кожному 
стовпці дорівнює одиниці.

Після підбиття підсумків торгівлі за рік і-та країна одержить при
буток x, = qliXl 4 qj2X2 + (7,3* 3, /= 1 ,2 ,3 .

Запишемо систему рівнянь для відшукання матриці X:

QX ■= X або (Q Е)Х = 0,

тобто

1 1 1

2 3 2

1 2 1

4
І

3
І

2

І

4

і

3
-1

ί  'V| ί ° 1AS = 0

1 * 3 , 0
/

З
Розв’язок цієї системи: А’, = 2Л-,, Х 2 = ^  є ^

Добутий результат означає, шо збалансованість торгівлі даних країн 
досягається за співвідношення їхніх національних доходів 2 : (3/2) : 1.

Знайдемо доходи країн, які задовольняли б збалансовану без

дефіцитну торгівлю за умови, шо сума доходів становить А, + Х2 + А3 = 
= 9000 умов. фош . од. Підставимо в цю рівність значення А-, = 2С.

А', = у С , А3 = С, де С = const. Дістанемо

2С + - С  + С = 9000,
2

звідки С-  2000. Отже, А, = 4000, Х2 = 3000, А3 = 2000 умов. грош. од.

На завершення зазначимо, шо тут наведено спрощені варіанти мо
делей міжгалузевою балансу та міжнародної торгівлі.

?
Контрольні запитання

1. Що таке матриця?

2. Які ε види матриць?

3. Які операції над матрицями називають лінійними?

4. Яку матрицю називають сумою (різницею) матриць?

5. Яку матрицю називають добутком матриці на число?

6. Які властивості лінійних операцій над матрицями?

7. Для яких матриць вводиться дія множення?

8. Яку матрицю називають добутком матриць?

9. Які властивості множення матриць?

10. Як обчислюють визначник квадратної матриці другого, 

третього, ..., я-го порядку?

11. Які властивості визначників?

12. Як записують розклад визначника л-ro порядку за еле
ментами будь-якого рядка (стовпця)?

13. Що називають рангом матриці?

14. Які перетворення матриці називають елементарними?

15. Що таке обернена матриця?

16. Які існують методи обчислення оберненої матриці?



17. Що називають розв'язком системи лінійних рівнянь?

18. Яку систему лінійних рівнянь називають сумісною?

19. Яку систему лінійних рівнянь називають несумісною?

20. Яку систему лінійних рівнянь називають визначеною?

21. Яку систему лінійних рівнянь називають невизначеною?

22. Як формулюється теорема Кронекера—Капеллі?

23. У чому полягає основна ідея методу Гаусса?

24. В якому випадкові можна користуватися матричним ме
тодом розв’язування системи лінійних рівнянь?

25. Як можна застосовувати формули Крамера для знаход
ження розв’язку системи лінійних рівнянь? В якому ви
падкові можна користуватися цими формулами?

26. За якої умови система лінійних рівнянь має єдиний роз
в’язок?

27. Що можна сказати про систему лінійних рівнянь, якщо її 
основний визначник дорівнює нулю?

28. У чому полягає суть моделі Леонтьєва багатогалузевої 
економіки?

29. Яка основна задача міжгалузевого балансу?

30. Як визначають матриці прямих, повних та посередниць
ких витрат?

31. Який існує критерій продуктивності моделі Леонтьєва?

32. Як будується економічна модель рівноважних цін?

33. У чому полягає лінійна модель міжнародної торгівлі?

Приклади розв’язування задач

j 1 І Знайти суму матриць

'3 5 7
ί 1 2

4 'j

А = 2 -1 0 . в  = 2 3 -2

4 3 2 -1 0 1
/

Маємо

'3  + 1 5 + 2 7 + 4^ 4 7 і 1 і

А + В = 2 + 2 -1+3 0 - 2 = 4 2 -2

4-1 3 + 0
2 + 1

3 3 3
/

Знайти матрицю 2А + 5В, якщо 

А =

Маємо

2А

'3 5
, в  = ί2 Ί4 1

V . 1 -2J
' 6  1 0 ' '10 15

. 2А + 5В =
16 25'

, 5В =
13 -8

V /
8 2

V і 5  -Ю,

І З І Знайти добутки матриць АВ і ВА, якщо

' 1 3 1 '2 1 0 '

А = 2 0 4 . в 1 -1 2

1 2 3 3 2 1

Маємо

1 2 + 3 1  + 1-3 1 -1 + 3(-1) + 1-2 1 0  + 3-2 + 1- ' 8 0 7 '

АВ = 2 - 2 + 0 · 1 + 4 · 3 2 -1 + 0(-1) + 4-2 2 - 0 + 0 ■ 2 + 4 ■1 = 16 10 4

1 2  + 2-1+33 1 1  + 2 (— 1) + 3-2 1 -0 +2-2  + 3 1 13 5 7 ^

'2 -1 +1-2 + 0 1 2-3 + 1 0  + 0-2 2 - 1 + 1 4 + 0 3 '4 6 6 '

ВА = 1 1 - 1-2 + 2-1 1-3-10  + 2-2 11-1-4 + 2-3 = 1 7 3

3-1 + 2 2  + 11 3-3 + 2 0  + 1-2 3 1 + 2-4+1-3 8 11 14
/

j 4 І Знайти добуток матриць

-3 2 -Г '2 '

А = 0 -1 3 , в  = 4

2 3 -1 3
/

Маємо

АВ

-З 2 -1 

0 -1 З 

2 З -1

\
'2  1 (-6 + 8 - 3 Ί '- 1 '

4 = о + о = 5

3 4 + 1 2 - 3
V

13



(2 -1 '
\ 0 - Р

, В = 2 1
2 1 0

4 ' 3 0

І 5 1 Знайти добутки матриць АВ і ВА, якщо 

А =

Маємо

АВ

ВА =

ί 2 1П  0 -1 -1  - 1 '2 1 =:
1 2 1 ° 3 0 6 -1V /
2 -1 

2 1

З 0

Ч  0 -І) 

2 1 0

0 -1 - 2 'і 

4 1 -2

З о -з

І 6 j Знайти значення матричного многочлена

/(X) = 2Х2 + ЗХ + 5Е,

'1 1 2 '

де X = 1 3 1 ; Е — одинична матриця третього порядку.

4 1 і

Маємо

1 1 2 ( 1 1 2 10 6 5 )

X2 = 1 3 1 1 3 1 = 8 11 г)

4 1 \) 4 1 1 9 8 10
/

'20 12 1 0 ' 3 3 6

2Х2 = 16 22 12 , ЗХ = 3 9 3

18
Ч

16 20 12 3 3

і 0 0 '5 0 ° ї

5Е = 5 0 1 0 = 0 5 0

0 0 1 0 0 5

Отже,

/(X) = 2Х2 + ЗХ + 5Е =

І 7 І Знайти добутки матриць АВ і ВА, якщо

28 15 16 

19 36 15 

30 19 28

Маємо

А

АВ

М ) 3'
(2 1 Г

, В = 1 5
0 3 2 І 11 І

0 9 6
f 0 Ι2Ί

, ВА = 2 16 11
1 17

-2 2 1

Отже, АВ * ВА.

І 8 j Обчислити визначник 

Маємо

а + b а - b 

а - b а + b

а + b а - b 

а - b а + b
= (а + bΫ - (а - b)2 = 

= а2 + 2ab + Ь2 - а2 + 2ab - Ь2 = 4ab.

sin a  cos а 

cos β sin β
I 9 І Обчислити визначник 

Маємо

sin a  cos α  ...
= sin a  sin β - cos a  cos β = -cos(a + β).

cos β sin β

10 Обчислити визначник 

Маємо

З 2 

8 5

З 2 

8 5
15 - 16 = -1.



111 І Обчислити визначник

cos2 φ 2 sin φ

1 + sin2 φ 1 + sin2 φ 

-2 sin φ cos2 φ

1 + sin2 φ 1 + sin2 φ

Маємо

cos' φ 2 sin φ

1 + sin2 φ 1 + sin2 φ
1

2
cos2 φ 2 sin Φ

-2 sin φ cos2 φ 1 + sin2 φ -2 sin φ
і

cos' Φ
i ■ і i ■ ■>1 + sin' φ 1 + sin φ

_ (cos2 φ)2 + 4 sin2 φ _ (1 - sin2 φ)2 + 4 sin2 φ _ (1 + sin2 φ)2 _

(1 + sin' φ)' (1 + sin2 φ)2 (I + sin' φ)'

12 Обчислити визначник

Маємо

З -2 1
0 1 З

2 0 -2

З -2 1
0 І З 

2 0 -2

З · 1(-2 ) + 0 0 1  + (-2 ) -3 -2 - 2 · 1 ■ 1 

- (—2 )0 (—2 ) - 0 · 3 · 3 = -2 0 .

13 Обчислити визначник

4 - 2  4

10 2 12

1 2 2

Оскільки спільний множник елементів деякого рядка (стовпця) можна 
винести за знак визначника, то виносимо 2 з першого й другого рядків, а 
потім — із третього стовпця. Отже,

4 - 2  4 2 - 1 2 2 -1 1

10 2 12 = 2-2 5 1 6 = 4-2 5 1 3

1 2 2 1 2 2 1 2 1

8(2 · 1 · 1 + 5 · 2 · 1 + 1(1)3 - 1 1 - 1 - 2 - 2 - 3  - 5(-1)1) = 

= 8(2+ 10- 3 - 1 - 12 + 5) = 8 · 1 = 8 .

14 Обчислити визначник Δ

-2

Від елементів першого стовпця віднімемо елементи третього стовпця, 

помножені на 2. Маємо

Δ =

0 -1 І 

-1 6 1

7 -1 -2

До елементів другого стовпця додамо елементи третього:

0 0 1

7

7 1

-З -2

Розкладемо визначник за першим рядком:

-1 7

7 -З
К -1) 1 + 3 = (-1И-3) -7 -7 = 3 - 49 = -46.

15 Обчислити визначник Δ  =

З 5 7 2 

1 2  3 4 

-2 -З 3 2 

1 3 5 4

Виконаємо такі дії:
1) від елементів першого рядка віднімемо елементи другого, помно

жені на 3;
2) до елементів третього рядка додамо подвоєні елементи другого;
3) від елементів четвертого рядка віднімемо елементи другого.
Тоді даний визначник перетвориться на такий:

0 -1 -2 -10

і 2 3 4

0 1 9 10

0 1 2 0



Розкладемо цей визначник за елементами першого стовпця:

-1 -2  - 1 0

Δ = К-1) 1 + 2 10

о

Додаючи до елементів першого рядка елементи третього й віднімаючи 
від елементів другого рядка елементи третього, дістанемо

Δ =

0 0

0 7

1 2

-10

10

0

Розкладемо визначник за елементами першого стовпця:

0 -1 0
Δ =

10
-70.

16 Обчислити визначник Δ =

3 9 3
-3

2 2 ~2

5 8 2 7

3 " з 3 3

4 5 І 2

3 “ 3
— 1

3

7 -8 -4 -5

Виконаємо такі дії:
І) винесемо за знак визначника спільні множники рядків: із першого

із другого - і 1  із третього — |, із четвертого — (-1);

2) до елементів другого стовпця додамо елементи першого, помножені
на 3;

3) до елементів третього стовпця додамо елементи першого;
4) до елементів четвертого стовпця додамо подвоєні елементи пер

шого:

-1 3 1 2 -1 0 0 0

-5 8 2 7 _ 1 -5 -7 -3 -3

-4 5 3 2 “ 6 -4 -7 -1 -6

-7 8 4 5 -7 -13 -3 -9

5) розкладемо визначник за елементами першого рядка;
6 ) винесемо спільні множники (-1) із першого й третього стовпців і 

(-3) — з третього:

З
Δ = - 

(>

7 З 1 

7 1 2

13 з з

7) від елементів другого рядка віднімемо елементи першого;
8) від елементів третього рядка віднімемо елементи першого:

Δ = - 
2

7 З 1

0 -2 1

6 0 2

= γ  (7(-2)2 + 0 · 0 ■ 1 + 3 · 6 · 1 - 6(—2)1 - 0 7 1 - 0 - 3 - 2 )  =

17 Обчислити визначник Δ =

1 1 1

а b С d

а2 b2
1

с~ d 2

а ] b' с-’ d ’

Виконаємо такі дії:
1) від елементів другого рядка віднімемо елементи першого, помно

жені на а;
2) від елементів третього рядка віднімемо елементи другого, помно

жені на а\
3) від елементів четвертого рядка віднімемо елементи третього, по

множені на а;
4) розкладемо визначник за елементами першого стовпця:

Δ =

1 1 1 1

0 b - a c - a d - a

0 b2 - ab
■>

c~ - ac d2 - ad

0 b3 - ab2 c3 d3 - ad2

= (b ~ а)(с - a)(d - а)

1 1 1

b e d

b2 c·2 d2



5) від елементів другого рядка віднімемо елементи першого, помно
жені на Ь, від елементів третього рядка — елементи другого, помножені 
на b:

Δ = (b - а)(с - a)(d - а)

1 1 1

0 с-ь  d-b

0 с·2 - cb d 2 - db

I 1

c d
= (b - a)(c - a)(d - a)(c - b)(d - b)

= (b - a)(c - a)(d - a){c - b)(d - b)(d - c)

Легко помітити, що цей визначник дорівнює нулю тоді й лише тоді, 
коли серед чисел а , b, c, d є рівні.

18 Обчислити визначник Δ =

маємо

Δ = (.V + у  + : )

0 д У -

д 0 ζ У

>’ - 0 д

= У д 0

всі інші й

1 1 1

ν 0 Ζ У

V : 0 X

- У д 0

(д + y+z)Al .

Помножимо перший рядок визначника Δ, на (- jc), (-у ), (-z) і додамо до 

другого, третього й четвертого рядків відповідно:

1 1

0 -д 

0 z - y

1 1

-д у-  х

-у X-У

-x z - х у  -  х 

z - y  - у  X - у  

y - z  x - z  -z
0 y - z  x - z  -z 

Додамо до третього рядка визначника Δ, другий його рядок:

-x z - х У - х

- у  - у  X - у

0 х - z - у  х  - z - у

( χ - z -  у)д2.

Віднімемо третій стовпчик визначника Δ2 від другого:

-д z - y  у- X

1ηГ

=41>11η

-

0 0 1
- - У ~χ

=  Д·2 - ( ζ -  >’)2 = (д + - - у)(д - Ζ + у ) .

Остаточно

Δ = (.V + у  + г)(д- - у -  г)(д + ζ - у )(  х  - ζ + у)  =

4 4 4 - » 2 2  л 2 2  л 2 2= v + у + ζ - 2х у - 2x 2 - 2у ζ .

5 3 3 ■■ 3

У 5 3 ■. 3

19 Обчислити визначник п-го порядку А - 3 3 5 ■■ 3

3 3 3 ■• 5

Віднімемо перший рядок від усіх інших:

5 3 3 3 3

-2 2 0 · • 0 0

Δ = -2 0 2 ■• 0 0

-2 0 0 · ■ 0 2

До першого стовпця додамо суму всіх інших:

5 + Ми - 1) 3 3 з ... 3

0 2 0 0 ·■■ 0

0 0 2 0 0

0 0 0 2 ■·· 0

0 0 0 0 ··■ 2



1 2 3 ■ п

-1 0 3 ■■ п

20 Обчислити визначник Δ = -1 -2 0 ■ п

-1 -2 -3 ■ 0

Додамо перший рядок до всіх інших:

1 2 3 · н

0 2 6 ■ 2п

Δ = 0 0 3 · ■ 2 η

0 0 0

21 Обчислити визначник (п + 1 )-го порядку

А =

X л X ■■ л л 1

л л X л 2 л

л л V . з л л

л II л · • л л V

V X л ■• л л л

Віднімемо перший стовпець від усіх інших:

0 0 

0 0 

0 0

0 0 1- л-

0 2 - л- 0

З - л- 0 0

χ η - .v 0

А' 0 0

Розкладемо цей визначник за останнім рядком п разів:

58

0 0 0 0 1-А

0 0 0 2-л· 0

Δ = (-1)" + 2λ 0 0 • 3 - л- 0 0 = .

п - V 0 0 0 0

п(п + S)

= (-1) 2 л(л -1)(л -2) ... (л -■//).

1 1 1 1  

1 0 1 1

22 Обчислити визначник п-го порядку А = 1 1 0 ·· 1

1 1 1 ·■ 0

Віднімемо перший рядок від усіх інших

1 1

0 -1

1 ... і 

0 ·■· 0

Δ = 0 0 -1 ··· 0 = (-1)" '·

0 0 0 ·■· -1

в) А' X ■■ X

х а 2 .ν • ■ X

23 Обчислити визначник А = .V -V Cj • ■ X

X X X ■■■ а„

Віднімемо перший рядок від усіх інших:

щ X X А

а-, - х 0 0

~ а \ 0  а ,  - л 0

~ а \ 0  0 ■ а п -



Із першого стовпця винесемо (я, - х), із другого — (я, - х), ... із л-го

Ч  - χ) ·

Δ = (Я| - л)(я, - А) ... (а„ - ,ν)

Л' X

Οι - χ а2 - х я, - л 

-1 1 0

-1 0 І

а„ - х 

0 

0

-1 0 0

Зауважимо, що = 1 +
я, - v я, - ν

і всі стовпці додамо до першого:

Δ = (я, - х)(аг - х) ... (а„ - х)

. X  X
1 +---- + ... +----

л

я, - л а„ - х а2 - х 

0 1

0 0

0 0

а„ - х 

0 

0

л(я, - х )(а, - л) ... (а„ - л )
1
— + ■

1 1 1
---+----- + ... н----

а„ - л

24

ч л а, - χ а2 - х

За допомогою елементарних перетворень знайти ранг матриці

25 31 17 43

75 94 53 132 

75 94 54 134 

25 32 20 48 /

Від елементів другого рядка віднімемо елементи першого, помножені 
на 3, від елементів третього рядка — елементи другого, від елементів чет
вертого рядка — елементи першого:

(25 31 17 43 

0 1 2  3

0 0 1 2
0 1 3 5

Відкинемо четвертий рядок, оскільки він дорівнює сумі другого й тре

тього:

'25 31 17 43'

0 1 2  3 .

0 0 1 2

Ранг матриці г- 3, бо визначник трикутної матриці, складеної з пер

ших трьох стовпців, не дорівнює нулю.

25 Знайти ранг матриці А =

(4 3 2 2 

0 2 1 1  
0 0 З З

Від елементів четвертого стовпця віднімемо елементи третього, а потім 

відкинемо четвертий стовпець:

'4 3 2 2 4 3 2 0 4 3 2 '

0 2 1 1 0 2 1 0 —> 0 2 1

0\ 0 3 3 0 0 3 0 0 0 3 /

Оскільки

4 З 2

0 2 І 

0 0 З

= 24 ф 0, то ранг матриці г = 3.

26 Знайти ранг матриці А

' 1 3 1 2 14

2 2 1 3 1

3 1 4 -1 0

4 4 2 6 2

ф  Якщо елемент а и =0, то, міняючи місцями рядки або стовпці, до

биваємося того, щоб а,і * 0. В даному прикладі о и = 1 * 0.
©  Якщо яп * 0, то, застосовуючи елементарні перетворення матриці, 

добиваємося того, щоб усі елементи першого стовпця (крім яп) дорівню
вали нулю. В розглядуваному прикладі елементи першого рядка послідов
но помножимо на (-2), (-3) і (-4) і, додавши до одержаних чисел елементи 
другого, третього й четвертого рядків відповідно, дістанемо



1 3 1 2 Р ( 1 3 1 2 1'
2 2 1 3 1

—>
0 -4  -1 -1 1

3 1 4 -1 0 0 -8  1 -7 -3
4 4 2 6 2 J 0 -8  -2 -2 - 2 ,

©  Якщо в добутій матриці а22 ф  0 (у нас а22 = ~4 ф  0), то, здійснивши 
елементарні перетворення, а саме — помноживши другий рядок на (-2) і 
додавши до елементів третього, а потім — четвертого рядків, добиваємося 
того, щоб елементи другого стовпця (крім а |2, а22) дорівнювали нулю.

Якщо в процесі перетворення дістанемо рядки (або стовпці), всі еле
менти яких дорівнюють нулю (як у даному прикладі), то відкидаємо ці 
рядки (стовпці). Маємо

' 1 3 1 2 1

0 -4 1 -1 -1

0 0 3 -5 -1

0 0 0 0 0

1 З

0 -4 

0 0

-1 -1
З -5 1

Остання матриця містить мінори третього порядку, які не дорівнюють 

1 3 1

12 * 0. Тому рані добутої матриці, а отже,0 -4 -І 

0 0 З

нулю, наприклад 

й шуканої матриці А, дорівнює 3, тобто г(А) = 3.

27 Знайти матрицю, обернену до

'З 2 2\

А = І З І

5 3 4\ /

Обчислимо визначник матриці А:

З 2 2

Δ = І 3 1 = 27 + 2 - 24 = 5.

5 3 4

Знайдемо алгебричні доповнення елементів цього визначника:

Ау, -
З 1

З 4
= 9, А,'21

2 2 

З 4
Аі

2 2 

З 1

Ап -

А у =

1 1

5 4

1 З

5 З

1, А·)·) -

= -12, А7} =

З 2 

5 4

З 2 

5 З
Лзз -

З 2 

1 1
= - 1,

З 2 

1 З

Отже, А

9

5
\_

>
П

5

4)

5

5

7

5

28 Знайти невідому матрицю X із рівняння

-3 ( -3 0

-4 X = 10 2 7

0 10 7 8

1 2 -3 -3  0 ^

3 2 -4 , в  = 10 2 7

2 -1 0 10 7 8
Введемо позначення: А = 3 2 -4 , В = 10 2 7 .  Тоді дане рів

няння матиме вигляд

АХ = В.

Помножимо це рівняння зліва на А 1:

(А-'А)Х = А 'В, ЕХ = А"\ х  = а  'в

Отже, аби знайти невідому матрицю X, потрібно відшукати матрицю, 

обернену до А, а потім помножити її на матрицю В.

Обчислимо визначник матриці А:

= 0-16 + 9 + 12-4 = 1.

Обчислимо алгебричні доповнення елементів:

63



2 - 4
-  - 4 , Аг\ - -

2 -3 2 -3

-1 0

II IIОт

2 -4

А,, - -

All -

3 -4
=

1 -3 1 -3

0
А2 2 = 6, Л}2 - -

2 2 0 3 -4

= -2,

=

3 2

II 1 II 1

1 2 1 2

2 -1
— 5, у4,з —

2 -1 3 2
= -4.

Таким чином,

Тоді

X = А В

—4 3 -2

II< ОС1 6 -5

- 7 5 -4

-4 З -2 

-8 6 -5 

-7 5 -4

10

10

-3 0 Ί '6 4 5

2 7 = 2 1 2

7 8 3 3 3

Якщо матриця А особлива, тобто Δ = 0, то матриця А 1 не існує, і роз
глянутий спосіб неприйнятний. Матричне рівняння в цьому разі або мати
ме безліч розв’язків, або не матиме жодного.

29 Знайти невідому матрицю X із рівняння

'2 - 3 '
X =

'2 3 '

4 -6 4 6 /

Тут Δ =
2 -3

= 0. Нехай X = *11 *12

4 -6 /21  *22 ,
Тоді

або

або

АХ
2 - 3 '  

4 -6

*11 *12

*21 -V22

(2л‘,, - Зл'2 1 2л'[ 2 -Зли

Г
М

1 З')

(4 ' і  і - 6 л 2 ,  4 л , 2 “  6 л 22 и 6
/

2л'і { — Зл'2і — 2, 

4лП - 6л21 = 4, 

2*12 “ 3*22 = X 
4л12 - 6л22 = 6.

Знаходимо

2 + Зл-,, 

2

_ 3 + 3.v22
'21 a, x21 = b

де a і b — довільні дійсні числа. 
Отже,

X =
2 + За 3 + З b

де а і b — довільні дійсні числа.

ЗО Знайти невідому матрицю X із рівняння

>ґ II

Ί Г
І6 V 1 1V /

Тут Δ =
4 6

= 0. Покладемо X =

/ \ 
Л11 *12

6 9 *21 *22 ,
Тоді

або

4-М і + 6л 21 - 1, 

6л*і j * 9л2 j - 1, 

4 л 12 + 6л22 =  1, 

6л'і2 + 9л-22 =  1.

Система несумісна. Отже, розв’язку не існує.

'4 6 ' '*11 *12 ' 1 г

6 9 (*21 *22 , 1 І /

31 Методом Гаусса розв ’язати систему лінійних рівнянь

Л [ + х 2 — З Λ', + 2л4 = 6,

Xj — 2\, — Л'4 - 6 , 

л і - л'з + Зл̂  = 16,

2л'| - Зл'2 + 2л'з = 6.



Запишемо розширену матрицю системи й за допомогою елементарних 

перетворень зведемо її до діагонального вигляду:

' 1 1 -3 2 6 1 1 -3 2 6

1 -2 0 -1 -6
—>

0 3 -3 3 12

0 1 1 3 16 0 1 1 3 16

2 -3 2 0 6 0 5 -8 4 6

' 1 1 -3 2

/

6

0 1 -1 1 4

0 0 2 2 12
—»

0 0 3 1 14

1 1 - 3 2  

0 1 - 1 1  

0  1 1 3

0 5 - 8 4

6

4

16

6

' 1 1 -3 2 6 ' 1 1 -3 2 6 '

0 1 -1 1 4
—»

0 1 -1 1 4

0 0 1 1 6 0 0 1 1 6

0 0 3 1 14 0 0 0 1 2 /

Отже, система набере вигляду

Лі + л2 “ + 2л4 = 6,
.ν, - л, + л4 = 4, 

л, + л4 = 6, 

Л·. = 2.

Підставивши значення х4 = 2 в третє рівняння, дістанемо х3 = 4; підста
вивши значення х4 і лг3 в друге рівняння, матимемо х2 = 6 ; підставивши 
значення хА, х} і х2 в перше рівняння, дістанемо χ, = 8 . Отже, розв’язок 

системи х, = 8 , Xj = 6 , х3 = 4, х4 = 2.

32 Методом Гаусса розв ’язати систему лінійних рівнянь

Зл, + 4л , + 5л, + 7л'4 — 1,

2 л , + 6л j - Зл;, + 4л 4 = 2, 

4л, + 2л, + ІЗл'з + 10 л 4  = 0, 

5л, + 21 λ;, + 1 Зл 4 = 3.

Запишемо розширену матрицю системи:

'3 4 5 7 1

2 6 -3 4 2

4 2 13 10 0

5 0 21 13 3
/

Додамо до елементів четвертого рядка елементи другого й віднімемо 
суму елементів першого та третього:

(3 4 5 7 1

2 6 -3 4 2

4 2 13 10 0

0 0 0 0 4

33

Отже, система несумісна.

Методом Гaycca розв 'язати систему лінійних рівнянь

І2л, + I4 .v2 - 15 л , + 23л 4 + 27л5 = 5,

16л, + 18л j - 22л, + 29л 4 + 37 .^  = 8,

18л, + 20л2 - 21л , + 32л 4 + 41л, = 9,

10л, + 12 лj - 16л , + 20л4 + 23л:, = 4.

Додамо до елементів третього рядка елементи четвертою й віднімемо 
суму двох перших:

'12 14 -15 23 27 5 ί 12 14 -15 23 27 5 'j

16 18 -22 29 37 8
—>

16 18 -22 29 37 8

18 20 -21 32 41 9 0 0 0 0 0 0

10 12 -16 20 23 4 / И) 12 16 20 23 4 /

Відкинемо третій рядок і віднімемо від першого рядка останній:

' 2 2 1 3 4 1 ' 2 2 1 3 4 1'

4 4 -7 6 10 3 — > 0 0 -9 0 2 1

10
V

12 -16 20 23 4
/

0 2 - 2 1 5 3 - 1
/

'2 2 1 3 4 1

0 2 -21 5 3 -1

0 0
V

0 -9 2 1
/

Отже, маємо систему

2л, + 2л, + .v, + Зл4 -+■ 4л'̂  = 1, 

2л‘2 — 2 1 л', + 5.v4 * Зл\ — — 1, 

-9л-., + 2л-5 = 1.



Вона невизначена. Нехай х4, х5 

2 1
дістаємо .ν, = - vs - -

вільні невідомі. З третього рівняння

Підставивши х3 в друге рівняння, матимемо

Із першого рівняння

-V, =
1

1 - 2 |- 2 V* + 6 V5"3  

.S3
'  А ---- -Хч + ---
4 18 9

2 І

9 4  9

20

- Зл4 - 4 л,

Отже, загальний розв’язок системи можна записати у вигляді

53 l 20 5 5, 5 2 , 1

*> **"і» 7 '  V *» *»*-»·
л4 = а, Ху = b,

де а і b — довільні числа.

34 Матричним способом розв ’язати систему рівнянь

2.V, + Зх, + 2л,

.Vj + 2.v2 - Зх 

Зх, + 4л2 н

Перепишемо систему у вигляді АХ = В,

= 9, 

= 14, 

= 16.

2 3 2 'j Ч  ' 9 'j

де А = 1 2 -3 ; X = ; В = 14

3 4 1 А'з·* /
16

/

Розв’язок матричного рівняння має вигляд X = А В. Знайдемо А 

Обчислимо основний визначник:

Δ  =

2 3 2

1 2 -З

3 4 1

= 28 - ЗО - 4 = -6 .

Обчислимо алгебричні доповнення елементів цього визначника:

68

Al j -

А? -

А{} -

2 -3
= 14,

3 2 3 2
А21 - - = 5, А} і -

4 1 4 1 2 -3

1 -3 IIч

1II 2 2 2 2

3 1

II

fII

3 1 1 -3

1 2 2 3 2 3

3 4
= _2, II 1

3 4
II

ч
гII

1 2

Таким чином,

Тоді

X = -- 
6

( 14 5

10 -4

-7 І

-13

8

\' 9
1

'126 + 70 - 208'

14
1

-90 - 56 + 128

16
о

18+14+16 V

-12 ^ ' 2 '

-18 - 3

12 -2
V /

Отже, х. = 2, х, = 3, х, = - 2.

35 Використовуючи формули Крамера, розв ’язати систему рівнянь

л'| + 2х 2 v ( — 8,

З \ і + 2х2 * v і = 10,

4л, + З х 2 - 2х , = 4.

Обчислимо основний визначник системи Δ  та визначники Δ ., / = 1, 2, 3: 

1 2 1

П  1 = 1 ^  ' - 2 · '  ' +1 ’  2 =14.

4 Л -2 5 -2 4 “ 2 4 ■’

8 2 1

10 2
2 1 10 1 10 2

1 = 8 - 2 + 1

3
3 -2 4 -2 4 3

4 _2



Отже,

1 8 1

3 10 1

4 4 - 2

= 1
10 1
4 -2

-8
3 1

4 -2
+ 1

3 10

4 4
= 28,

1 2 8
2 10 3 10

+ 8
3 2

3 2 10 = 1 - 2
3 4 4 4 4 3

4 3 4

= 42.

Δ, = 11 = 1, * £L = = 2, χ, = ίϋ  = -  = 3.
* !4 Δ

28

14 Δ

42

14

36 Розв 'язати систему

.ν, + ,ν2 + .ν, + дг4 + 5.ї5 = 5,

JC( + v2 + х, + 4.ν4 + .v5 = З,

х1 + х2 + Зл", + лг4 + ,vs = 15,

Xj + 2.v2 + лг3 + л'4 + л'з = 13,

Л'і -f- Х2 Ху -̂4 ■̂5

Обчислимо основний визначник системи:

Δ =

Від кожного стовпця віднімемо перший:

1 0 0 0 4

1 0 0 3 0

1 0 2 0 0

1 1 0  0 0 

1 0  0 0 0

9.

1 1 1 1 5

1 1 1 4 1

1 1 3 1 1

1 2 1 1 1

1 1 1 1 1

= 11-2 -3-4 = 24.

Обчислимо інші визначники системи, виконавши такі перетворення:

1) від усіх рядків віднімемо п’ятий;

2) винесемо з першого рядка 4, з другого — 3, з третього — 2;
3) від п’ятого рядка віднімемо суму всіх інших.
Дістанемо

5 1 1 1 5 -А 0 0 0 4 -1 0 0 0 1

3 1 1 4  1 -6 0 0 3 0 -2 0 0 1 0

15 1 3 1 1 = 6 0 2 0 0 = 4 - 3 - 2 3 0 1 0 0

13 2 1 1 1 4 1 0 0 0 4 1 0 0 0

9 1 1 1 1 9 1 1 1 1 9 1 1 1 1

-1 0 0 0 1

-2 0 0 1 0

= 24 3 0 1 0 0 = 24 ■ 5,

4 1 0 0 0

5 0 0 0 0

Δ = 
2

1 5 1 1 5 1 4 0 0 4

1 3 1 4 1 1 2 0 3 0

1 15 3 1 1 = 1 14 2 0 0

1 13 1 1 1 1 12 0 0 0

1 9 1 1 1 1 8 0 0 0

= —4 - 3 - 2
12

8
24-4,

Δ =

1 1 5 1 5 1 0 4 0 4

1 1 3 4 1 1 0 2 3 0

1 1 15 1 1 = 1 0 14 0 0

1 2 13 1 1 1 1 12 0 0

1 1 9 1 1 1 0 8 0 0

= -4-3

1 0 14
1 14

1 1 12 = -12

1 0 8
1 8

24 ■ З,



Р озд ілІЛ1

Δ  =
4

1 1 1 5  5 1 0 0 4 4

1 1 1 3  1 1 0 0 2 0

1 1 3 15 1 = 1 0 2 14 0

1 2 1 13 1 1 1 0 12 0

1 1 1 9  1 1 0 0 8 0

1 0  0 2 
1 0 2 14 

1 1 0 12 

1 0  0 8

1 0 2

= -8 1 1 12

1 0 8

-8 6 = 24(-2),

1 1 1 1 5 1 1 1 1 5 І І І І
1 1 1 4 3 0 0 0 3 -2

1 1 1 І

0 0 0 3
1 1 3  1 15 — 0 0 2 0 10 = 4

0 0 2 0
1 2  1 1 13 0 1 0 0 8

0 1 0 0
1 1 1 1 9 0 0 0 0 4

Отже,

24-5

24

24 З

= \ -V, =

24
= З,

Δ ,  24-4

Δ  ~ 24

24(-2) 

24Δ

= 4,

= -2,

As 24( — 1) 

Δ  24
- 1 .

-24.

37 Залежно від параметра λ знайти загальний розв ’язок системи рівнянь

Ад'і + х г + -v( = 1,

X j + λχ 2 + Л'з = 1, 

л-[ + л'2 + λχ( = 1.

Обчислимо основний та інші визначники системи:

λ 1 1 .

λ’ + 1 + 1 - λ - λ - λ = λ3 - 3λ + 2 = (λ - 1)2(λ + 2),Δ  = 1 λ 1

1 1 λ

Δ , =

Δ, =

1 1 1 

1 λ 1

1 1 λ

λ 1 1 

1 1 1 

1 1 λ

λ 1 1 

1 λ 1 

1 1 1

= λ2 + 1 + 1 - λ - 1 - λ = λ2 - 2λ + 1 = (λ - I)2,

= λ2 - 2λ + 1 = (λ - 1)2,

= λ2 - 2λ + 1 = (λ - I)2.

Ο  Нехай Δ ϊί 0, тобто λ * 1 або λ * -2. Тоді система має єдиний розв’язок 

1
Λ-J =  Л-2 =  Лґ, =

λ + 2

©  Нехай Δ  = 0.
При λ = 1 система має нескінченну кількість розв’язків. Справді, в 

цьому разі Xf + х 2 + х 3 =  1 , а тому jc, =  1 — дс2 — х 3, де х , , х 2 —  довільні дійсні 
числа.

При λ = -2 система набирає вигляду

-2Xf + х2 + v? = 1, 

Хі - 2х2 +*3=1, 

*і + х2 - 2хз = 1 ·

Додавши всі три рівняння, дістанемо 0 = 3, тобто система розв’язків 
не має.

38 Дані про виконання балансу за звітний період (в умов. грош. од.) наведено 
в таблиці:

Галузь
Розподіл випуску продукції 

■ галузях Обсяг кінцевої 
продукції

Обсяг валової 
продукції

1 2

1 9 25 66 100

2 8 27 165 200



Обчислити необхідний обсяг валової продукції кожної галузі, якщо обсяг кінце 
вої продукції першої галузі збільшиться вдвоє, а другої — не зміниться.

(100
Отже, маємо *, = 100, Х2 = 200. Матриця обсягів валової продукції X =

V /

Використовуючи формулу (1.14), знаходимо коефіцієнти прямих 

витрат:

100

25

200

0,09,

з|2 = ^ г  = 0,125,

“21

л 12

8

ІОО

27

200

тобто матриця технологічних коефіцієнтів А

= 0,08,

= 0,135, 

0,09 0,125 4
має невід єм-

0,08 0,135
V <

ні елементи й задовольняє критерій продуктивності:

шах {0,09+ 0,08; 0,125 + 0,135} = max {0,17; 0,26} = 0,26 < 1.

Тому для довільної матриці обсягів кінцевої продукції Y можна знайти 

необхідний обсяг валової продукції X за формулою

X = (Ε - A)-’Y.

Знайдемо матрицю повних витрат В = (Е - А)-1:

Е - А
1 0 ' ω ,0 9  1,125' ' 0,91 -0 ,1 2 5 '

0 1\ / 0,08 0,135,< >
-0 ,0 8  0,865\ /

Оскільки det ІЕ — АІ = 0,777 15 * 0, то

В = (Е - А) 1 =
1 0,865 0,125 

0,08 0,910,777 15

За умовою матриця обсягів кінцевої продукції Y 

ця обсягів валової продукції 

X

132

165
Тоді матри-

1

0,777 215

(132' 173,461 '

165 206,794 /

0,865 0,125

0,08 0,91

тобто обсяг валової продукції в першій галузі треба збільшити до 173,461 умов, 

грош. од., а в другій — до 206,794 умов. грош. од.

74

39 Розглядається економічна система, що складається, наприклад, із трьох 
галузей — вугільнодобувної, електроенергетики й транспорту. Припус
кається, що для виробництва вугілля на 1 грн. необхідно виробництво 
електроенергії на 0,25 грн. т а  транспортних витрат на 0,25 грн. На ви
робництво електроенергії на 1 грн. необхідно виробити запасів вугілля на 
0,65 грн., електроенергії на 0,05 грн. та транспортних витрат на 0,05 грн. 
Забезпечення транспортних перевезень на 1 грн. потребує виробницт
ва запасів вугілля на 0,55 грн. й електроенергії на 0,10 грн. Кожного 
тижня зовнішні потреби економічної системи в запасах вугілля ст а 
новлять на 50 000 грн. та в запасах електроенергії на 25 000 грн. Визна
чити зовнішні потреби транспорту. Який обсяг щотижневих витрат не
обхідно спланувати для кожної галузі?

Нехай *, — обсяг виробництва запасів вугілля, Х2 — обсяг виробництва 
електроенергії, * 3 — транспортні витрати (грн.). Загальні потреби для кож
ної з галузей становлять:

Ху = 50 000 + 0,65*2 + 0,55*3,

*2 = 25 000 + 0,25*, + 0,05*2 + 0,10*,,

* ,  = 0 ,2 5 * |  + 0 ,0 5 *2 .

Отже,

' 0 0,65 0,551 '50 0 0 0 '

X = 0,25 0,05 0,10 X + 25 000

0,25 0.05 0 0 /

Розв’язавши це рівняння, дістанемо

(Е - А)Х = Y, X = (Е

АХ + Y.

АГ'Х.

Обернену матрицю (Е - А)-1 можна обчислити таким методом. Справа 
від матриці (Е - А) записують одиничну матрицю. За допомогою елемен
тарних перетворень над рядками матриці зводять матрицю (Е - А) до оди
ничної. Тоді права матриця буде оберненою. Маємо

' 1 -0,65 -0,55 1 0 0^ (1 -0,65 -0,55 0 0)

-0.25 0,95 -0,10 0 1 0 —> 0 0 ,7875 -0,2375 0,25 1 0

-0,25
V

-0,05 1 0 0 1 0 -0,2125
\

0,8625 0,25 0 1
/

Ί -0,65 -0,55 1 0 0 '

—> 0 1 -0,301 587 0,317 46 1,269 84 0 —>

0
V

-0,2125 0,8625 0,25 0 1
/

—>



Р о зд ілІЛ1
-0,65

І

0

-0,65

І

0

-0,55 

-0,301 58 

-3,7524

-0,55 

-0,301 587

1

0,317 46 

-1,493 93

1

0 0

1,269 84 0

-1,269 84 -4,705 88

0 0 

0,317 46 1,269 84 0

0,397 614 0,337 972 1,252 48

\

Ί  -0,65 0 1,218 69 0,185 885 0,688 8 6 6 '

—> 0 1 0 0,437 376 1,371 77 0,377 733

0 0 1 0,397 614 0,337 972 1,252 48

1 0 0 1,502 98 1,077 53 0,934 392'

0 1 0 0,437 376 1,371 77 0,377 733

0 0 1 0,397 614 0,337 972 1,252 48
/

чином,

' 1,502 98 1,077 53 0,934 392 '

(Е - А Г 1 = 0,437 376 1,371 77 0,377 733

0,397 614
V

0,337 972 1,252 48 /

X = (Е - A) Y =

102 087 λ 

56 163 

28 330

Розділ 2

2.1
Вектори на площині 

й у просторі

2.1.1. Поняття вектора

Узагальнимо поняття про вектори, які відомі зі шкільного курсу 
математики.

Під вектором розуміють відрізок, на якому зазначено напрям. Якшо 

А і В — дві точки, то вектор АВ (напрям від А до В\ А — початок 

вектора, В — його кінець) відрізняється від вектора ВА (напрям від 
В до А; В — початок вектора, А — його кінець).

Позначатимемо вектори літерами зі стрілками: ά, b, с і т. д. Якщо 
треба підкреслити, що точка А — початок вектора, а точка В — його 

кінець, писатимемо АВ. Графічно вектор зображується відрізком зі 
стрілкою (рис. 2.1).

В

Означення 2.1. Відстань м іж  початком вектора т а  його кінцем 

називають довжиною (або модулем) вектора. Довжину вектора АВ 

позначають \ АВ |, вектора ά — | ά \.

Вектор, початок і кінець якого збігаються, називають нульовим і 

позначають (). Можна вважати, що нульовий вектор має довільний,



наперед вибраний напрям, а його довжина дорівнює нулю, тобто 

|()|=().

р» Означення 2.2. Вектори називають колінеарними, якщо вони роз

міщені на одній прямій або на паралельних прямих.

Компланарними називають вектори, які лежать в одній площині. 

ψ*  Означення 2.3. Два вектори ά і b називають рівними, якщо вони 

мають однакові довжину й напрям; при цьому пишуть ά = b.

Таким чином, не розрізняються вектори, що мають однакові на
прями й довжини, але розташовані в різних частинах простору. 
Інакше кажучи, вектор можна переносити паралельно самому собі, 
розміщуючи його початок у будь-якій точці простору. Такі вектори 
називають вільними.

** Означення 2.4. Ортом даного вектора ά називають вектор, дов

жина якого дорівнює одиниці, а напрям збігається з напрямом дано
го вектора ά. Орт вектора а позначають а„, причому | о0 | = 1 і
ά = І ά І а„.

2.1.2. Лінійні операції над векторами

Лінійними операціями над векторами є операції (дії) їх додавання 
та множення дійсного числа на вектор.

Р* Означення 2.5. Добутком числа а  на вектор ά називають вектор 

b - α ά , що має довжину \ b \ - \ а  || ά |, і напрям якого збігаєть

ся з напрямом вектора а, якщо а  > 0, і протилежний йому, якщо 

а < 0 (рис. 2.2).

2.1. Вектори на площині 

й у просторі

m Означення 2.6. Протилежним вектором (-d) називають добуток 

числа (-1) на вектор я, тобто -ά = (-І)а.

р* Означення 2.7. Сумою векторів ά і b називають вектор с = ά + b, 

початок якого збігається з початком вектора а, а кінець — із 

кінцем вектора b за умови, що початок вектора b збігається з 

кінцем вектора ά ( п р а в и л о  т р и к у т н и к а  (рис. 2.3)).

b

σ, + Oj + Oj +

Вектор с, очевидно, є діагоналлю паралелограма, побудованого на 
векторах ά і b ( п р а в и л о  п а р а л е л о г р а м а  (рис. 2.3)).

Сума векторів а,, α2, ..., d„ знаходиться послідовно: спочатку до
даються вектори α'ι і а, - потім до їх суми а, + а, додається вектор ά\ 
і т. д.

Сумою кількох векторів є вектор, що сполучає початок першого 
вектора й кінець останнього за умови, що початок кожного наступно
го вектора збігається з кінцем попереднього ( п р а в и л о  м н о г о 
к у т н и к а  (рис. 2.4)).

Рис. 2.4 Рис. 2.5

Якшо від однієї точки в просторі відкласти три некомпланарних 

вектори σ, b і с, то неважко переконатися, шо вектор d = ά + b + c 

буде діагоналлю паралелепіпеда, побудованого на векторах ά, b і с , 
котрі не лежать в одній площині або в паралельних площинах ( п р а 
вило паралелепіпеда  (рис. 2.5)).



р» Означення 2.8. Різницею двох векторів d і b називають суму 

вектора а й вектора (-Ь), протилежного b (рис. 2.6).

-Ь

Рис. 2.6

Неважко переконатися, що в паралелограмі, побудованому на век

торах а і Ь, одна діагональ є сумою цих векторів, а інша — їх різни

цею (на рис. 2.7 АС = d + b = c, DB = ά - b = d).

Рис. 2.7 

ТЕ О Р Е М А  2.1
(необхідна й достатня умова колінеарності векторів)

І Два ненульових вектори колінеарні тоді й лише тоді, коли | 

f b = аа , де а — деяке дійсне число. І

2.1.3. Проекція вектора на вісь.
Координати вектора

Нехай задано два вектори ОА і ОВ. Кутом φ між ними нази
вають кут А О В, на який потрібно повернути один із векторів, 
щоб його напрям збігся з напрямом іншого вектора. Вважають, 

шо 0 < φ < π. Якщо початки векторів d і b не збігаються, то 
кутом між ними називають кут між векторами ОА і ОВ, де 

ά - ОА і Ь = ОВ.

2.1. Вектори на площині 
й  у просторі

Нехай d = АВ. Проведемо через точки А і В прямі, перпендику

лярні до вектора Ь. Позначимо точки перетину цих прямих із векто

ром b через А ' і В ' (рис. 2.8).

Проекція вектора А В на напрям вектора b дорівнює довжині век

тора А В, помноженій на косинус кута φ м іж  векторами d і Ь:

пр^АВ =| АВ I cos φ.

Нехай у просторі задано систему координат Oxyz і довільний век

тор а. Розглянемо проекції вектора d на координатні осі. Нехай

* = "P(ha< У = "Роуа і - = пРо-а-
Проекції x, у, z вектора d на осі координат називають його коор

динатами. При цьому записують d = (jc, у, z).

Вважатимемо, що вектор d = ОА виходить із початку координат і 
не лежить у жодній координатній площині. Через точку А проведемо 
площини, перпендикулярні до осей. Разом із координатними площи
нами вони утворюють прямокутний паралелепіпед, діагоналлю якого 
є відрізок О А (рис. 2.9).

Оскільки квадрат довжини діагоналі прямокутного паралелепіпеда 
дорівнює сумі квадратів трьох його вимірів, то

І d 12 = І ОА 12 = jc2 + у2 + z2,

тобто

І · І Г~ї 2 ~j а І = у]х + у + z .



Позначимо через α, β, γ кути між вектором ά та осями коор

динат. Оскільки координати вектора χ = | ά | cos а, у = | ά | cos β, 

ζ = \а\ cos γ, το cos a, cos β, cos γ називають напрямними косинусами 
вектора ά. їх обчислюють за формулами

Х  Q Уcos а  = . cos β -
І > Γ ’ 1 І 7 7 T '

\Jx~- + y~ + r~ y]x- + y ' + z '

cos γ = ~ = .
/ 7  7 7

Vx' + Г  + z-

Піднісши до квадрата ліву й праву частини кожної рівності та до
давши їх почленно, матимемо

cos2 а + cos2 β + cos2 γ = 1.

2.2
n-Вимірні вектори й д ії над ними

р» Означення 2.9. п-Вимірним вектором називають упорядковану су

купність п чисел αλ, а2, ..., ап і позначають вектор-стовпцем

або вектор-рядком ά = ( α ν а2, ..., ап).

Числа а і,, і = 1, 2, ..., п називають компонентами вектора, або 
його координатами.

Поняття л-вимірного вектора широко застосовується в еконо
мічних задачах. Наприклад, вектором х = (хр х2, ..., хл) можна сха
рактеризувати деякий набір товарів обсягами хр х2, ..., хя, а векто
ром ρ - (ρν р2, ..., рп) — набір відповідних цін цих товарів.

Вектор, у якого всі компоненти дорівнюють нулю, називають ну
льовим і позначають () = (0; 0; ...; 0).

2.2. п Вимірні вектори 

й дії над ними

Два /j-вимірних вектори ά = (а,, а2, ..., ап) і b = (bv b2, ..., bn) 

називають рівними, якшо їхні відповідні компоненти рівні:

а, = bt, і = 1, 2 , ..., п.

Визначимо дію додавання л-вимірних векторів.

** Означення 2.10. Сумою двох п-вимірних векторів називають век

тор, компоненти якого дорівнюють сумі відповідних компонент век

торів доданків, т обто

с = ά + b = Ц  + ό,, а2 + b2, ..., ап + bn ). (2.1)

Властивості  ді ї  додавання векторів

©  Для будь-яких двох п-вимірних векторів ά і b виконується рів

ність

ά + b = b + ά (2 .2 )

(комутативна властивість додавання).

©  Для будь-яких трьох п-вимірних векторів a, b і с справедлива 

рівність

(а + Ь) + с = ά + (Ь + с) (2.3)

(асоціативна властивість додавання).

©  Для довільного п-вимірного вектора ά існує нульовий вектор () 

такий, що

ά + 6 = ά. (2.4)

©  Для довільного п-вимірного вектора існує протилежний вектор 

(-а) такий, що

ά + (-ά ) = (j. (2.5)

Ураховуючи останню властивість, різницю двох векторів можна 
записати так:

ά - b = ά  + (-b ).

Отже, у випадку алгебричної суми, наприклад, для трьох векторів 

a, b і с їх алгебрична сума ά - b +с знаходиться за формулою
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Q — Ь + C — (i7j — Ь\ + С‘|, Q-) — Ь~) + С‘>, ..., СІп — Ьп + Сп ).

Визначимо дію множення числа на я-вимірний вектор.

р» Означення 2.11. Добутком дійсного числа а  на вектор
ά = (flj, а2, ..., ап) називають вектор αά, компоненти якого дорів

нюють добуткам числа а  на відповідні компоненти вектора а:

αά - (аах, αα,, ..., а ап). (2.6)

Введені дії додавання векторів і множення числа на вектор пов’я
зані між собою дистрибутивними (розподільними) властивостями.

©  Для двох довільних п-вимірних векторів ά і b т а  дійсного числа 
а  справджується рівність

a(a' + b) = αά + ab (2.7)

{дистрибутивна властивість відносно суми векторів).

©  Для довільних дійсних чисел а  і β т а  п-вимірного вектора ά 
справджується рівність

(а + β)α = αά + βα (2.8)

(дистрибутивна властивість відносно суми числових множників).

Крім того, виконуються такі властивості.

(7) Для довільних дійсних чисел α, β і п-вимірного вектора ά

α(β<7) = (αβ)α (2.9)

(асоціативна властивість відносно числового множника).

(8) Для довільного п-вимірного вектора ά виконуються рівності

1 · ά = ά ,  () ·α  = (). (2 .10)

*+ Означення 2.12. Множину п-вимірних векторів із дійсними ком

понентами, в якій визначені операції додавання векторів т а  мно

ження числа на вектор, що мають властивості (2.2)—(2.5) і (2.7)— 

(2.10), називають векторним простором. Позначатимемо його Л".

/  Зауваження 2.1. Елементи простору R" можна розглядати не лише як 
вектори, а й як елементи (об’єкти) довільної природи. В цьому разі 
відповідну множину елементів називають лінійним простором.

84

Векторні простори R l, R 2, R 3 можна розглядати як множину век
торів на прямій R (множину дійсних чисел); R 2 — множина векторів 
на площині; R 3 — множина векторів у тривимірному просторі.

2.3
Вимірність і базис 

лінійного простору

Нехай задано m векторів векторного простору R": ά{, ά2, ..., άηι. 

Задану множину називатимемо системою т  векторів.

р» Означення 2.13. Вектор ά називають лінійною комбінацією век
торів άχ, а , ..... ат , якщо для деяких дійсних чисел а,, <х2, ..., а т

справджується рівність

ά = а,а, + а ,а , + ... + (2.11)

Лінійну комбінацію, всі коефіцієнти а,, а2, ..., ат якої дорівню
ють нулю, називають тривіальною. В противному разі лінійну комбі
націю називають нетривіальною.

т  Означення 2.14. Систему векторів в,, а2, ..., ат векторного про

стору R " називають лінійно залежною, якщо існують такі числа а,, 
а 2, ..., ат , не всі одночасно рівні нулю, що виконується рівність

«[СІ] + α 2ά2 + ■■■ + α,,Α, = 0. (2.12)

У противному разі вектори άλ, ά2.....ά,η називають лінійно не
залежними.

ТЕ О Р Е М А  2.2

Система векторів лінійно залежна тоді й лише тоді, коли і 
: хоча б один із них є лінійною комбінацією інших.

Доведен ня

Необхідність. Якшо система векторів о,, ά2, .... dm лінійно залеж
на, то хоча б один із коефіцієнтів у рівності (2.12) ненульовий.
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Нехай а, * 0. Тоді а, = - — а^ -... - о тобто вектор
а ( aj а!

а, є лінійною комбінацією інших векторів. 

Достатність. Якщо який-небудь вектор, наприклад с ,, є ліній
ною комбінацією інших векторів, то виконується рівність 

= α2ά2 + α,α-, + ... + атат. 

Перепишемо її у вигляді

ά{ - α 2ά2 -  α-,ά-, -  ... -  α ,„α „, = 0.

Отже, нетривіальна лінійна комбінація даних векторів дорівнює 
нулю, тобто система векторів лінійно залежна. 

Теорему доведено.

■ Пр ик ла д  2.1. Покажемо, що три компланарних вектори a, b і с у 
просторі R 3 лінійно залежні.

Нехай задано ненульові компланарні вектори ά, b і с. Якщо будь- 

які два з них колінеарні, наприклад d і Ь, то b = а а. Тоді

асі + (-І)й + 0 · с = 0,

а це означає, що вектори д, b і с лінійно залежні.

Нехай тепер серед векторів ά, b. с немає колінеарних. Оскільки 

ці вектори компланарні, то вони лежать в одній площині. Відкладемо 
їх від однієї точки О (рис. 2 .10).

Через кінець вектора с проведемо прямі, паралельні векторам в і Ь. 

Вони перетнуть прямі, на яких лежать вектори ά і Ь. у точках А і Д Тоді

за правилом паралелограма с = ОС  = ОА + ОВ Але вектори ОА і ОВ
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колінеарні векторам d і Ь. Тому ОА = αά і ОВ = $Ь. Таким чином, 

с- = αά + βώ, а це означає, шо вектори a, b і с лінійно залежні.

■ Приклад  2.2. Покажемо, що два неколінеарних вектори на площині 
лінійно незалежні.

Нехай задано два ненульових неколінеарних вектори щ і о2. Припус

тимо, що вони лінійно залежні. Це означає, що рівність α,α, + α 2α2 = 0 

виконується тоді й лише тоді, коли або а ,, або а 2, або обидва водночас

не дорівнюють нулю. Припустимо, що ос, * 0. Тоді а, = д2. А це
“2

означає, що вектори άχ і ά2 колінеарні. Дійшли суперечності.

Отже, вектори в'ї і а2 лінійно незалежні.

■ Пр икла д  2.3. З ’ясуємо, чи будуть лінійно залежними вектори

а, = (1; 2; 3; 4), с2 = (2; 1; 1; 3). а} = (2; - 1; 1; 3).

Запишемо векторну рівність:

α,β! + α2ά2 + = 0.

Перепишемо її у вигляді

ot,(l; 2; 3; 4) + α 2(2; 1; 1; 3) + а , (2; -1; 1; 3) = (0; 0; 0; 0).

Ця рівність еквівалентна системі лінійних рівнянь

а, + 2а2 + 2а3 = 0,
2at + а2 -  а3 =0,
ЗоС[ + а2 + а3 = 0,

4оц + З а 2 + 3dj = 0.

Запишемо розширену матрицю системи та зведемо її до діагональ
ного вигляду за допомогою елементарних перетворень:
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Таким чином, маємо систему рівнянь



а, + 2а> + 2а , = 0 , 

а 2 + а , = 0 ,

2а , = 0 .

Знаходимо її розв’язок а, = а 2 = а 3 = 0. Це означає, що рівність 
«,β[ + а 2а2 + п іа] = 0 можлива тільки при «, = а 2 = а 3 = 0. Отже, век
тори лінійно незалежні.

^  Означення 2.15. Базисом векторного простору R " називають до
вільну систему п лінійно незалежних векторів.

У прикладі 2.2 було встановлено фундаментальну властивість мно
жини векторів на площині, яку можна сформулювати так: будь-які 

два неколінеарних вектори площини утворюють базис у множині век
торів цієї площини.

Векторний простір R " називають п-вимірним, якщо в ньому існує 
система п лінійно незалежних векторів, а будь-які з (п + 1) векторів є 
лінійно залежними. Число п називають вимірністю простору R ". Інак
ше кажучи, вимірність простору — це максимальне число лінійно не
залежних векторів, що містяться в ньому.

ТЕ О Р Е М А  2.3  
(про розклад вектора за базисом)

І Будь-який вектор а векторного простору R " можна пода- f 
І ти, й причому єдиним способом, у вигляді лінійної комбі- і
І нації векторів базису. І

Доведення

Нехай задано довільний базис ή , <?2, ..., еп простору R". Виберемо 
довільний вектор ά є Rn Тоді система векторів а, <?,, <?>, ..., еп є лі
нійно залежною, тобто існують числа а р а2, ..., ал, а, які не всі водно
час дорівнюють нулю, такі, що виконується рівність

а,<?і + а 2е2 +... + а пеп + а  а = 0,

причому а * 0.
У противному разі, якщо а = 0, то хоча б одне з чисел а р а2, ..., ал 

не дорівнює нулю. Це означало б, що вектори е], е2, ..., еп були б 
лінійно залежними.

Отже,
а, . а , . а„ .

Позначимо а{ = - — , а-, - - — , а„ = - —  .Тоді
а  ~ а  а

а - а,е) + а2е2 + ... + а„е„. (2.13)

Доведемо єдиність виразу (2.13) від супротивного.
Припустимо, що вектор можна записати у вигляді

ά = і\е{ + Ь2е, + ... + Ьпе„, (2.14)

причому аі * Ь і  = 1, 2, ..., п. Віднімемо рівності (2.13) і (2.14):

(а, - 6, )е1 + (а, - Ь2 )е2 + ... + (а„ - Ьп )сп = 0.

Оскільки вектори <?!, <?2 , е„ лінійно незалежні, то коефіцієнти 
лінійної комбінації α, - А, = а2 - Ь2 = ... = ап - Ьп = 0, тобто а, = bv 

а2 - Ь2, ..., an - Ьп.
Теорему доведено.

Рівність (2.13) називають розкладом вектора ά в базисі с\, е2, . . t;„, 
а числа а,, а2, ..., ап — координатами вектора ά в цьому базисі.

■ Приклад  2.4. З ’ясуємо, чи буде система векторів с, = (І; 0 ; 0),

е2 = (0; І; ...; 0)..... е„ = (0; 0; ...; 1) базисом простору R".

Справді, ці вектори лінійно незалежні й будь-який вектор

ά = («!, о , ....а„) є  R", очевидно, можна подати у вигляді

ά = + а2е2 + ... + аПе„,

тобто як лінійну комбінацію векторів є,, е2..... е„.

Отже, система векторів із простору R" утворює базис, якщо и,і век

тори лінійно незалежні й будь-який вектор із R n є лінійною комбінацією 

векторів даної системи.

■ П р икла д  2.5. У базисі ή , ?? · еі простору R 3 задано вектори

ά = (2; 0 ; 1), b = (  1; -1; 2), с = (3; 1; 1), d = (1; 1; 1). 

Покажемо, що вектори a, b, с також утворюють базис простору R 3. 

Знайдемо координати вектора d у базисі векторів d. b, c.

Вектори d. b і с· утворюють базис простору Λ 3, якщо вони лінійно 

незалежні.
Запишемо векторну рівність:

a\d + а 2Ь + ще = 0 .



Р о зд іл 2
Перепишемо ї ї  у ВИГЛЯДІ

«,(2; 0; 1) + α 2(1; -1; 2) + α 3(3; 1; 1) = (0; 0; 0). 

Дістанемо однорідну систему лінійних рівнянь

2 а !  + а 2 + Зсх3 =  0, 

-сх2 + «) = 0 , 

ttj + 2аг + а3 = 0.

Оскільки основний визначник системи Δ =

2 1 З

0 -1 1

1 2 1

-2 * 0, то

система має єдиний розв’язок а, = а 2 = « 3 = 0. Це означає, шо вектори

a, b, с лінійно незалежні. Отже, вони утворюють базис.

Позначимо координати вектора d = ( v, у, :)  у базисі векторів а, Ь, с. 

Тоді справджується векторна рівність

d = χά + yb + :с.

Вона рівносильна системі лінійних рівнянь

2 х + у + Зг = 1,

-х + у = 1, 

х + 2 у + z = 1.

Оскільки основний визначник системи Δ = -2 * 0, то система має 
єдиний розв’язок, який можна знайти, наприклад, за формулами Кра
мера. Отже, х = -3, у = 1, z = 2.

Таким чином, у базисі векторів ά, b , с вектор d = (-3; 1; 2).

2.4
Скалярний добуток векторів 

і його властивості

р» Означення 2.16. Скалярним добутком двох векторів
ά = (α,, а2, ..., ап) і b = (Z>,, b2, ..., b j  називають число

2.4. Скалярний добуток векторів

і його властивості

ά ■ b = â by + a2b2 + ... + anbn, (2.15)

тобто скалярний добуток двох векторів дорівнює сумі добутків їхніх 

відповідних компонент.

Для трьох довільних векторів о, b і с і довільного дійсного числа 
а  справедливі такі рівності:

0  а ■ b = b ■ ά (комутативна властивість) ',

Ф  (аа)Ь = а(а ■ b) (сполучна властивість відносно числового множ

ника)',

ф  (а + Ь)с - а ■ c + b ■ с (асоціативна властивість);

@ ά а > 0 і ά ■ d = 0 тоді й лише тоді, коли ά = 0.

Зазначені властивості легко доводяться. Пропонується зробити це 
самостійно.

т  Означення 2.17. Якщо в лінійному просторі визначено скалярний 

добуток двох векторів за формулою (2.15) із властивостями © —© ,  

то цей простір називають евклідовим.

Якшо вектори ά і b належать простору R 2 або Λ3, можна дати 
інше означення.

т- Означення 2.18. Скалярним добутком двох векторів ά і b нази
вають число, яке дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус 

кута між  ними:

а ■ b = I d І) b I cos φ. (2.16)

З означення скалярного добутку випливає: якшо ά = b, то кут між 
ними φ = 0°, a cos 0=1,  тому а ■ ά =| ά \2, або | ά \ = 4ά~ά.

Отже, якщо вектори ά = (αρ а2, ..., ап) і b = (bv b2, ..., bn) л-вимірні,
то, використовуючи формулу (2.16), дістанемо вираз для визначення 
довжини вектора:

І d І = \Jaf + а\ +... + а~. (2-17)

ТЕ О Р Е М А  2.4
(необхідна й достатня умова перпендикулярності двох векторів)

1 Ненульові вектори d і b взаємно перпендикулярні тоді й \

І лише тоді, коли їх скалярний добуток дорівнює нулю.



До в е д е н н я

Необхідність. Нехай вектори ά і b перпендикулярні. Тоді

a-b = \a\\b \ cos 90 = 0.

Достатність. Нехай ά b =0. Якшо один із векторів нульовий, 
го оскільки напрям нульового вектора не визначений, його можна 

вважати перпендикулярним до іншого вектора. Якшо ά /  0 і Ь *  0, 

то з рівності ά b - 0 та формули (2.16) випливає, шо cos φ = 0, тобто 
φ = 90°.

Теорему доведено.

Використовуючи вираз (2.16), запишемо важливу формулу для 

знаходження кута між двома ненульовими векторами ά і Ь у «-ви
мірному просторі R

cos φ = -----  . (2.18)
І ά II ь I

Цей кут φ існує і 0 < φ < π; оскільки | ά \ φ 0 i | b \ * 0, το 

I.
I ά 11 b I

Якщо cos φ = 1, то вектори ά і b колінеарні й однаково на
прямлені.

Якщо cos φ = -1, то вектори ά і b колінеарні й протилежно на
прямлені.

Використовуючи (2.15) і (2.17), формулу (2.18) можна записати у 
вигляді

а,Ь, + Ofb·) +... + anb„ 
cos φ = . 1 ......-■ - ■■ ■ ■ " ”■ , (2.19)

yjaf + а\ + ... + а\ yjb,2 + bj + ... + bf,

де вектори ά = (о,, α2, ..., αη) i b = (/>,, b2, ..., bn) и-вимірні.

т  Означення 2.19. Два вектори називають ортогональними, якщо їх 

скалярний добуток дорівнює нулю.

/  Зауваження 2.2. Для дво- й тривимірних векторів поняття ортого- 
нальності та перпендикулярності збігаються.
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2.4. Скалярний добуток векторів

і йото властивості

■ П р и к л а д  2.6. Визначимо кут м іж  векторами ά = (2; 1; 3; 2) і 

b = ( 1; 2 ;- 2 ; 1).

За формулою (2.19) знаходимо косинус кута φ між векторами ά і b :

2 1 + 1 2 + 3( -2 ) + 2 1
cos φ = , —  , —  = = 0.

λ/22 +Ι2 + 32 + 22 л/12 +21 + (—2)2 + I2 

Оскільки cos φ = 0, το φ = π/2. Отже, дані вектори ортогональні.

Очевидно, що нульовий вектор ортогональний до будь-якого іншо
го вектора. З означення випливає: якшо два ненульових вектори ор
тогональні, то кут між ними дорівнює π/2 (оскільки cos(jt/2) = 0).

т· Означення 2.20. Вектори <?,, е2.....е„ п-вимірного простору R "
утворюють ортонормований базис, якщо ці вектори попарно орто

гональні й довжина кожного з них дорівнює одиниці, тобто якщо 

е, ■ i>j = 0 при і * j, I t ; , | = 1 при і = j, dej, і = 1, 2 , . . . ,  п.

Я П р и к л а д  2.7. Покажемо, що вектори і = (1; 0; 0). j  = (0; 1; 0), 

k = (0; 0 ; 1) простору R 1 утворюють базис.

Знайдемо скалярні добутки векторів:

і ■ і = 1, і ■ j  = 0, / ■ А = 0, 

j  і = 0 , j  ■ j  = 1, j  k = 0, 

k ■ / = 0 , k ■ j  = 0 , k ■ k = 1.

Оскільки I / I = I j  I = I k \ = 1, то вектори /', j ,  k ортогональні й 

утворюють ортонормований базис простору R 3.

Базис векторів і , j , k називатимемо стандартним базисом про

стору R 3.
Справедливе таке твердження.

Т В Е Р Д Ж Е Н Н Я

І Будь-який вектор ά = (х, у , ζ) простору R 3 можна записа- j 
І ти єдиним способом у вигляді

ά = хі + yj + zk. (2.20) I

Координати вектора ά в ортонормованому базисі /, у, k нази
вають його прямокутними координатами, а рівність (2.20) — розкла

дом вектора ά в стандартному базисі простору R 3.
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2.5
Простір товарів. 

Вектор цін

Під товаром розуміють деяку продукцію або послугу, яка надхо
дить на ринок для продажу в певний час і в певному місці. Вважати
мемо, що маємо п різних товарів. Обсяг /'-го товару позначимо через 
x,, і = 1, 2, ..., п. Тоді деякий набір цих товарів можна записати у 
вигляді вектора х = Схр х2, ..., хп), тобто л: є я-вимірним вектором.
З економічних міркувань розглядатимемо лише такі набори товарів, у 
яких компоненти хі > 0 для довільного і - 1, 2, ..., п. Множину всіх 
наборів товарів називають простором товарів С. Ця множина є про
стором тому, що в ній можна додавати два довільних набори й мно
жити будь-який набір товарів на довільне невід’ємне число.

Вважаємо, що кожен товар має певну ціну. Всі ціни строго до
датні. Нехай ціна одиниці /-го товару становить рг і = 1, 2, ..., п. Тоді 
вектор /> =(/?,, р2, ···, Р„) називають вектором цін.

Для набору товарів л: = (де,, х2, ..., хп) розглянемо вектор відповід
них цін р = (p v р2, ..., рп). Скалярний добуток цих векторів

р х  = Р\Х\+ Р2Х2 + ·■■ + Рпхп 

є числом, яке визначає ціну набору товарів і позначається с(х).

■ П р и к л а д  2.8. Витрати фірми на ресурси, які використовуються для 
виготовлення одиниці продукції, задано в таблиці:

Ресурси (*,) КІЛЬКІСТЬ Ціна (р,)

Сировина 
першого виду (х,) 200 кг 3 грн./кг

Сировина 
другого виду (х2) 500 м2 5 грн./м2

Витрати праці (х3) 0,65 людино-год 10 грн./людино-год

Обладнання (х4) 0,7 машино-год 15 грн./машино-год

Визначимо ціну всіх ресурсів, що використовуються фірмою для виготов
лення одиниці продукції.

2.5. Простір товарів. 
Вектор п ін

Введемо вектор витрат ресурсів на одиницю продукції

v = (200; 500; 0,65; 0,7) та вектор цін одиниць відповідних ресурсів
р = (3; 5; 10; 15). Вартість усіх ресурсів, шо використовуються для 
виготовлення одиниці продукції, буде скалярним добутком векторів V 

та р . Тому

4

с(л) = хр = £ л ,  ■ Р, = -V,Р\ + х2р2 + л ,р , + л4р4.

і- 1

Отже,

х- р = 200 · 3 + 500 ■ 5 + 0,65 · 10 + 0.7 · 15 = 3117 грн.

■ П р и к л а д  2.9. Комерційний банк, що бере участь у будівництві бага
топоверхових будинків на одному з масивів міста, одержав кредити від 
трьох комерційних банків. Кожен із них надав кредити в розмірі відповідно 
200, 300, 400 тис. грн. під річну процентну ставку 40, 25 і ЗО %. Визначимо, 
яку суму треба заплатити за кредити наприкінці року.

Розглянемо вектор кредитів v = (200; 300; 400) і вектор процентних 
ставок р = (1,40; 1,25; 1,30). Простим розрахунком керівник комер
ційного банку може визначити, скільки потрібно заплатити наприкінці 

року за кредити, взяті у банків:

р ■ х = 200 1,4 + 300 1.25 + 400 1,3 = 1175 тис. грн.

■ П р и к л а д  2.10. Визначимо індекс цін та індекс інфляції через розраху
нок вартості «споживчого кошика», який складається з 300 видів товарів
і послуг. Приклад, як можна обчислити індекс цін для певного місяця, наве

дено в таблиці:

Вид
товару

Обсяг
товару

Ціна 
одиниці 
товару в 

поточному 
місяці

Витрати 
споживачів 
у поточному 

місяці

Ціна 
одиниці 
товару в 

попередньо
му місяці

Витрати 
споживачів 
у поперед

ньому 
місяці

А 3 4000 12 000 3500 10 500

В 10 2000 20 000 1800 18 000

С 2 4000 8000 4500 9000

Загальні
витрати — — 40 000 — 37 500



Розрахуємо індекс цін: 40 000 : 37 500 · 100 = 106,7 %. Таким чином, 
індекс інфляції становить 6,7 %. Введемо позначення: q = (3; 10; 2) — 
вектор обсягу споживчих товарів; с = (4000; 2000; 4000) — вектор цін у 
поточному місяці; с„ = (3500; 1800; 4500) — вектор цін у попередньому 
місяці.

Тоді індекс цін (%) обчислюється за формулою

Р = — 100.
 ̂п Я

звідки 100 · c' · q =рс„- q або (100 c - рс„ )q = 0 , тобто індекс можна 
визначити як числовий коефіцієнт р , який робить вектор q перпенди
кулярним до вектора (100 с - рс„).

Індекс інфляції обчислюється за формулою

,· = р - юо = loo - 1 оо = (с Г с" )ч юо.
' Я * Ч

- „ <5<KVJ<CW. V>s» νλ> - ·»··> -.і·* ' >·.'/*■-КЧЄ- 'Я* ·*' «» ■>

Контрольні запитання

1. Що таке вектор?

2. Як позначають і зображують вектор?

3. Що називають довжиною вектора?

4  Який вектор називають нульовим?

5. Які вектори називають рівними?

6. Які вектори називають компланарними?

7. Що таке орт вектора?

8. Які лінійні операції можна виконувати над векторами?

9. Які властивості мають операції додавання векторів і мно

ження числа на вектор?

10. За якими правилами можна знайти суму векторів?

11. Які вектори називають колінеарними?

12. Як формулюється необхідна й достатня умова колінеар- 
ності двох векторів?

13. Що таке координати вектора?

14. Що називають лінійною комбінацією системи векторів?

15. Яку лінійну комбінацію називають тривіальною?

16. Яку систему векторів називають лінійно залежною, а яку — 
лінійно незалежною?

17. Яка необхідна й достатня умова лінійної залежності сис
теми векторів?

18. Як виконують лінійні операції над векторами, заданими 
своїми координатами?

19. Яка система векторів утворює базис у /7-вимірному про
сторі?

20. Яким чином записують розклад вектора в базисі?

21. Як визначають координати вектора в даному базисі?

22. За якими формулами обчислюють довжину, проекції на 
координатній осі, напрямні косинуси вектора?

23. Як визначають скалярний добуток векторів?

24. Які властивості має скалярний добуток векторів?

25. Як виражається скалярний добуток двох векторів через 
координати векторів співмножників?

26. Яка необхідна й достатня умова перпендикулярності двох 
векторів?

27. Як виражається ця умова в координатній формі?

28. За якою формулою обчислюють кут між двома векто
рами?

29. Які вектори ортогональні?

30. Який простір називають простором товарів?

31. Що таке вектор цін?

32. Як обчислюють ціну набору товарів?

Приклади розв’язування задач

[ 1 1 у  трикутнику ABC проведено медіани AD, BE, СК (рис. 2.11). Довести, 

що AD + BE + СК = 0.

Розглянемо вектори АВ, ВС. СА Очевидно, що АВ + ВС + СА = () 
Оскільки, точки D, Ε, К ділять відповідні сторони трикутника ABC нав
піл, то



AD = АВ + γ  ВС,

BE - ВС + ~СЛ,

СК = СА А В.

Додамо ліві й праві частини цих рівностей:

AD+ BE + СК ~^(АВ+ ВС + СА) = 0, 

шо й треба було довести.

[У] На векторах ОА = (5; 10; 15) і ОВ = (0; 10; 5) побудувати трикутник 
АОВ. Точка М ділить сторону АВ у відношенні 2 : 3. Знайти координати 

вектора ОМ.

Трикутник А ОВ побудовано на рис. 2.12, з якою видно, шо

АВ = ОВ - ОА = (0; 10; 5 ) -(5; 10; 15) = (-5; 0; -10),

2 7 
ОМ = ОА + AM = ОА + — АВ = (5; 10; 15) + 0; -10) =

5

= (5; 10; 15)+ (-2; 0; -4) = (.Я; 10; I I ) .

Г П  Дано вектори ά і b: \ а | = 11, | Ь | = 23, | а - b \ = 20. Знайти \ а + b |.

Вектори ά + b і а - b є діагоналями паралелограма, побудованого на 

векторах ά і b як на сторонах (рис. 2.13). Відомо, що сума квадратів діаго

налей паралелограма дорівнює сумі квадратів довжин чотирьох його сторін.

Тому

І ά + b I2 + I a - b |2= 2(| ά |’ + | b |2).

Звідси випливає, що

I ά + b I = ,/2(1 ά 12 + I b \2) - | d - b |2 =

= y jn l l 2 + 232 ) - 202 = 30.

1 4 І Записати лінійну комбінацію 3α, + 5α, - α, векторів

at = (4; 1; 3; -2), d2 = (1; 2; -3; 2), α, - (16; 9; I; -3).

Користуючися правилами виконання лінійних операцій над вектора
ми, заданими своїми координатами, дістанемо

За, + 5«, - А, - 3(4; 1; 3, -2) + 5(1; 2; -3; 2) - (16; 9; і; -3) =

= (12; 3; 9; -6 ) ч (5; 10; -15; 10) - (16; 9; 1; -3) - ( І; 4; -7; 7).

І 5 І Дано точки /1(1; 5; -10), В(5; -7; 8), С (2; 2; -7) і D (5; -4; 2). Перевіри

ти, чи колінеарні вектори А В і CD.

Запишемо координати векторів АВ і CD:

АВ = (5 + 1; -7-5; 8 + 10) = (6; -12; 18),

CD = (5 - 2; -4-2; 2 + 7) = (3; -6 ; 9).

Колінеарні вектори мають пропорційні координати, тому

6 - 1 2 1 8  

З ~ -6 ~ Т  ”

Отже, А В = 2CD

И  З'ясувати, за яких значень І і т  вектори а = (/; -2; 5), b = (1; /w; -3) 
колінеарні.

Умова колінеарності двох векторів ά = kb. Для заданих векторів ця 
умова запишеться так: (/; -2; 5) = λ(1; т\ -3).

Використовуючи умови рівності двох векторів, дістанемо

/ = λ, -2 = ληι, 5 = —3λ.

З останньої рівності знаходимо λ = -5/3. Підставляючи значення λ у першу 
й другу рівності, матимемо /= -5/3, т = 6/5.



І 7 j Показати, що вектори

'1 (1; 2; 1; 2), д;2 =(-1; 3; 2; 1), .v, =(-13; -1; 2; -11)

лінійно залежні.

Запишемо лінійну комбінацію oq.vj + а 2х2 + а,л:, = 0 або

(1; 2; 1; 2 )+ «2(-1; 3; 2; 1) + а 3(-13; -1; 2; -11) = (0; 0; 0; 0).

Це векторне рівняння еквівалентне такій системі:

а! - а 2 - 13а3 = 0,

2а, + За2 - а 3 =0, 

а, + 2а2 + 2а3 = 0,

2а) + а 2 - 11а3 = 0.

Запишемо розширену матрицю системи й зведемо її до діагональною 

вигляду:

Ί -1 -13 0 f

2 3 -1 0
—>

1 2 2 0

2V
1 -11 0 V

' 1 -1 -13 0 ' 1 -1 -13
° 1

0 5 25 0
—>

0 1 5 0

0 3 15 0 0 1 5 0

0
\

2 10 0
У

0
\

1 5 0
/

' 1 -1 -13 0 '

0 1 5 0

0 0 0 0

0V 0 0 0 /

<=>

а, а 2 - 1 За3 = 0, 

а 2 + 5а3 = 0, 

а 3 є R

Отже, а 3 є R, а 2 = -5а3, а, = 8а 3. Тому лінійна комбінація векто

рів Д[, х 2 1 X} матиме вигляд 8 *!  -  5 х 2 + .v} = 0. Це означає, що вектори 

Х\, х2 і Xj лінійно залежні.

І 8 І Показати, що вектори а = (-2; 0; 1), b = (1; -1; -2), с = (3; 1; -1) лі

нійно незалежні.

Оскільки ajd + a -,b + a 3c' = 0 лише при a, = a2 = a 3 = 0, то запишемо цю 

рівність у вигляді

aj(-2; 0; l) + a ,( l;  -1 ;-2) + a 3(3; 1 ;-1) = ((); 0; 0). 

тобто маємо систему лінійних рівнянь

100

-2«, + а , + За, = 0, 

-а2 + а 3 = 0 , 

а, - 2а 2 - а , = 0 .

Оскільки її визначник Δ =

-2 1 З
0 -1 1

1 -2 -1
-2 * 0, то система має єдиний

розв’язок а, = а 2 = « 3 = 0. Отже, вектори ά, b і с лінійно незалежні.

1 9 І У базисі векторів із попереднього прикладу знайти координати вектора 

d = (!; І; 1).

Позначивши через jc, у, z координати вектора d у базисі (а , Ь, с), 
маємо

або

ха + yb + :с  = d.

-2л- + v + Зг = 1,

->■ + г = 1,

.v - 2у - г = 1.

Оскільки визначник цієї системи Δ = 2 * 0, то вона має єдиний розв’язок,
який можна легко знайти. Після відповідних обчислень дістанемо

х = -1, у=  -1, z — 0 .

Таким чином, у базисі векторів ά, b і с вектор d = (-1; -1; 0).

10 Знайти довжину та напрямні косинуси вектора а = (1; -2; 2). 

За формулами | ά \ = yjx1 + у2 

дістанемо

І ά І = у]і2 + (-2)2 + 22 =>/9=3.

+ г2 , cos a  = cos β = ρ - ,  COS γ =
Iα I ο \α

1 α 2 2
co sa  = -, cos і = — , cos ν = —,

З З З

j j j  Визначити вектор, довжина якого дорівнює 1, а напрям збігається з напря
мом вектора а = (3; 4; -12), а також знайти його напрямні косинуси.



Знаходимо довжину вектора ά: \ά\ = \J?>2 + 42 + (-12)“ = 13. Тоді ортом 

вектора а є вектор

а0 =
а ( 3 4 12

а І 13 13 13

Вектор oq має довжину 1. Напрямні косинуси вектора ά є координатами

З .. 4 12
вектора а0: cos а  = — , cos (і = — , cos γ = - — .

12 Дано вектори ά і b, які утворюють кут 60°. Знайти довжину вектора

с = За + 2Ь, якщо \ ά | = 3, | Ь | = 4.

Довжину вектора с: можна знайти за формулою | c | = -Jc ■ c = -J7~. 

Користуючися властивостями скалярного добутку, маємо

с ■ с = (За + 2Ь)~ = 9а 2 + 12аb + 4b2.

Оскільки о 2 = І ά 12 = 9, b1 = \ b |2 = 16, ά ■ b = \ ά || b \ cos 60 = 6 , то

c'2 =9-9 + 12 6 + 4 16 = 217.

Звідси випливає, що | c \ = -v/217.

13 Визначити, при якому значенні а  вектори а = (а; -3; 2) і b = (1; 2; -а) 

взаємно перпендикулярні.

Запишемо умову перпендикулярності векторів ά і b: a b = 0, тобто

α  · 1 + (-3)2 + 2(-а) = 0, - 6 - а  = 0. Отже, а  = -6 .

14 Дано вектори ά = (3; -2; 1) ib  = (-1; 1; -2). Знайти векторе = ( а , у, г), 

який перпендикулярний до векторів ά і b і має довжину %/35.

Запишемо умову перпендикулярності векторів а і с; та b і с:

Зх - 2у + z = 0, -х + у - 2z = 0.

Крім того, за умовою довжина вектора | c \ = ijx2 + у~ + : 2 = >/35, тобто, 

х 2 + у 2 +z2 = 35.
Складемо й розв’яжемо систему рівнянь:

З л- - 2у + z = 0 

-л- + у - 2: = 0 

Д-2 + у-2 * -2 + =2 = 35,

Зл- - 2у + r = 0 , 

у = 5г, 

Д-2 + у1 + г2 = 35, 
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Зл - 9г = 0, 

У = 5=. 

д·2 + у2 + : г = 35,

д = Зг, Л = Зг, л = ±3,

=> ■ J' = 5z. => ■У = 5г, => · У = ±5,

9г2 + 25г2 + г2 = 35, _2 = 1, г = ±1.

Отже, маємо два вектори с] = (-3; -5; -1) і сг = (3; 5; 1), які задоволь
няють умову задачі.

15J Дано вершини трикутника А (3; 2; -3), 5(5; 1; -1), С(1; -2; 1). Знайти 
внутрішній кут при вершині А.

Шуканий кут є кутом між векторами АВ і АС:

АВ = (2; -1; 2), АС  = (-2; -4; 4).

За формулою (2.17) дістанемо

2( —2) + (—1)(—4) + 2-4 4
cos φ

УІ2і + (-1)2 + 2і у](-2)2 + (-4)2 + 42 9 ’

тобто φ = arccos

16 Знайти кут між діагоналями паралелограма, побудованого на векторах
ά = (2; 1; 0) і b = (0; -2; 1) (рис. 2.14).

Введемо позначення:

ά = AD = ВС; Ь = АВ; - b' = CD; АС = ά  + b; BD = ά - 6 .

Діагоналями паралелограма, побудованого на векторах я та 4, будуть 

вектори АС = а + b і BD = a-b .  Знаходимо координати цих векторів: 

АС = (2; -1; 1), BD = (2; 3; -1). За формулою (2.18) обчислюємо косинус 

кута φ між векторами АС і BD.

2 · 2 + (-1)3 + 1(— 1) 4- 4

л/22 +(-1)2 +12>/22 + З2 + (-1)2 VeVI?
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cos φ = =  0 .



Оскільки cos φ = 0, то φ = π/2, отже діагоналі даного паралелограма 

перпендикулярні.

17 Вектор Ь, колінеарний вектору ά = ((>; -8; -7,5), утворює з віссю Οζ 
гострий кут. Знайти його координати, якщо \ b \ = 50.

Нехай координати вектора b = (xb. yh, : ь). З умови колінеарності век

торів а і b маємо

λ'λ Уь _ : ь _ \
Τ  = ^ " ΐ ^ - λ·

Отже, хь = (>λ, уь = - 8λ, : h = -7,5λ.

Оскільки вектор b утворює з віссю Οζ гострий кут, а вектор ά з тією 

самою віссю — тупий кут (ζα = -7,5 < 0), то вектори протилежно напрям-

I Ь І 50
лені. Тому λ = -т—  = = -4.

М  12,5

Отже, xh = -24, yh = 32, : b = 30.

Розділ З

3.1
Рівняння піни на площині

Рівняння лінії є найважливішим поняттям аналітичної гео

метрії. Нехай на площині задано деяку лінію (криву); координати 

х та у точки, щ о належить цій л інії, зв’язан і між соб ою  певним 

способом . Такий зв’язок  аналітично записується у вигляді деяко

го рівняння.

р* Означення 3.1. Рівнянням лінії (кривої) на площині називають 

рівняння з двома змінними х т а  у, яке задовольняють координати 

довільної точки цієї лінії й не задовольняють координати будь-якої 

точки, що не лежить на цій лінії (рис. 3.1).

У

М(х, у)

Рис. 3.1

У загальному випадкові рівняння лінії L записується так:

Fix, у) = 0.
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Іноді змінну у можна виразити з рівняння (3.1); тоді рівняння лінії 
має вигляд

y = f (x ) .  (3.2)

■ П р и к л а д  3.1. Запишемо рівняння лінії точок, рівновіддалених від двох 

точок площини А (-2; 1) і В{4; -1).

Рис. 3.2

Відстань між двома точками Af,(x,; у,) і М2(х2\ у2) визначається за 

формулою

' " “  (3.3)d = ^(хг -x t )2 +(>-2 -Уі)2.

Нехай М(х\ у) — довільна точка шуканої лінії (рис. 3.2). Тоді, 
підставляючи координати точок М(х, у), А(-2; 1), 5(4; -1) у формулу 

(3.3) і прирівнявши відстані, матимемо

4(х + 2)2 + (у - 1)2 = V(* - 4)2 + (у + І)2.

Піднесемо до квадрата обидві частини рівняння. Після перетворень 

дістанемо

Зх-  у - 3 = 0,

або

у= За: - 3.

Це рівняння прямої MD, що є серединним перпендикуляром до від

різка АВ.

Взагалі можна записати рівняння будь-якої лінії, але на практиці 
це не завжди просто зробити.

Щоб переконатися, чи належить точка М(х0; _у0) даній лінії L, 
рівняння якої F(x, у) = 0 , треба перевірити, чи задовольняють коорди
нати цієї точки дане рівняння.

3.2
Рівняння прямої на площині

Найпростішою лінією на площині є пряма. Щоб скласти рівнян
ня прямої лінії на площині, треба певним способом задати умови, 
які визначають положення прямої відносно координатних осей. 
Пряму на площині відносно системи координат можна задати, на
приклад, двома різними точками, точкою та напрямом (вектором), 
точкою та вектором, перпендикулярним до прямої, або іншими спо
собами. Таких способів кілька, тому ми можемо дістати рівняння 
прямої в різних формах.

3.2.1. Рівняння прямої, що проходить 
через дану точку перпендикулярно 

до даного вектора

Запишемо рівняння прямої, що проходить через дану точку 
A/(jc0; у0) перпендикулярно до даного вектора й = (а, Ь).

Виберемо на прямій L довільну точку М (х ; у). Розглянемо век

тор М 0М  = (х - х0, у - у0). Вектори М 0М  та η перпендикулярні 
(рис. 3.3), тому їх скалярний до
буток дорівнює нулю. Дістанемо 
рівняння прямої

а(х-х0) + Ь(у-у0) = 0, (3.4)

яке називають рівнянням пря
мої, що проходить через дану 
точку перпендикулярно до дано
го вектора.

Рівняння (3.4) задовольняють 
координати будь-якої точки, шо



лежить на прямій, і не задовольняють координати точки, шо не ле
жить на прямій. Тому рівняння (3.4) є шуканим.

■ П р и к л а д  3.2. Запишемо рівняння прямої, що проходить через точку 
Л/(3; -1) перпендикулярно до вектора іі = (2; 4).

Підставивши в рівняння (3.4) координати вектора /і = (2; 4) і точ

ки М (3; -1), матимемо

2(х - 3) + 4 +  1) = 0 , або 2х + 4^ - 2 = 0 , або х + 2у - 1 = 0 .

3.2.2. Рівняння прямої 
з кутовим коефіцієнтом

Нехай пряма перетинає вісь Оу у точці В(0; Ь) й утворює з віссю 
Ох кут а  (рис. 3.4), який називають кутом нахилу прямої.

Виберемо на прямій довільну точку М(х; у). 

Розглянемо трикутник MBN, в якому tg а =
MN у - b 

NB ~ х

Ψ+ Означення 3.2. Кутовим коефіцієнтом прямої називають тан
генс кута а, який утворює пряма з додатним напрямом осі Ох:

k = tg а.

у = kx + Ь.

(3.5)

(3.6)

Рівняння (3.6) називають рівнянням прямої з кутовим коефіцієн
том.

Розглянемо о к р е м і випадки  р і в н я н н я  (3.6).
1. Якщо b = 0, то пряма у = кх проходить через початок координат 

(рис. 3.5). Якщо k = tg а > 0, то пряма утворює з віссю Ох гострий кут. 
Якщо ж k = tg а < 0, то пряма утворює з віссю Ох тупий кут.

2. Якщо к = 0, то tg а = 0, a отже, а  = 0; тому пряма у = b паралель
на осі Ох. Рівняння осі Ох має вигляду = 0 (рис. 3.6).

У

0(0; Ь) и= b п* т — 0

a

х — a

О-

О у=0 х О A(cr, 0) x

Рмс. 3.6 Рис. 3.7

3. Якшо α = π/2, то tg(n/2) не існує, тобто вертикальна пряма не 
має кутового коефіцієнта. Дана пряма паралельна осі Оу, і її рівняння 
має вигляд x = a (рис. 3.7).

3.2.3. Рівняння прямої, 
яка проходить через дану точку в даному напрямі

Нехай пряма проходить через точку Л/0(лс0; _у0) і утворює з віссю Ох 
кут а (а *  π/2). Оскільки точка М0(х0; у0) лежить на прямій, то її 
координати задовольняють рівняння (3.6), тому



у0 = кх0 + Ь. (3.7)

Віднімаючи рівняння (3.7) від (3.6), дістанемо

у  - у0= к(х - х0). (3.8)

Це рівняння прямої, яка проходить через дану точку Л/0(х0; уи) у дано
му напрямі. Його ще називають рівнянням пучка прямих, що прохо
дить через точку л/0(х0; >>0).

■ П р и к л а д  3.3. Запишемо рівняння прямої, що проходить через точку 
Л/0(1; -2): ©  паралельно осі Ох; ©  паралельно осі Оу; ©  під кутом 

а  = 135°.

©  Якщо пряма паралельна осі Ох, то кутовий коефіцієнт цієї пря
мої к= 0. Тому її рівняння має вигляд у = Ь. Підставляючи в це рівнян
ня координати точки Л/()(1; -2), дістанемо b - -2. Отже, рівняння шука

ної прямої у = -2 .

©  Якщо пряма паралельна осі Оу, то вона утворює кут а  - π/2 з 
віссю Ох. Тому k = tg(Tt/2) не існує, й рівняння прямої має вигляд х = а.
Підставивши координати точки А/0( 1; -2), дістанемо а =  1. Отже, рів
няння шуканої прямої х = 1.

©  Якщо пряма утворює з віссю Ох кут 135°, то її кутовий коефіці
єнт k = tg 135° = — 1. Використовуючи формулу (3.8), матимемо у + 2 = 
= -1(χ - 1), або у = -х -1, що є рівнянням шуканої прямої.

3.2.4. Канонічне рівняння прямої

Нехай пряма проходить через задану точку М0(х0\ _у0) паралельно 
даному векторові s = (/, т) (рис. 3.8).

Виберемо на прямій довільну точку М(х; у) і розглянемо вектор 

М 0М = (х - х 0,у-Уц). Вектори М {)М  і s колінеарні, тому їхні коор
динати пропорційні. З цієї умови дістанемо рівняння

х - *о _ У- У о (3.9)
/ т

яке називають канонічним рівнянням прямої. Вектор s називають на
прямним вектором прямої.

3.2.5. Рівняння прямої, що проходить 
через дві задані точки

Нехай пряма проходить через дві задані точки A/,(jc,; _у, ) і М2(х2; у2) 

(рис. 3.9). Тоді напрямним вектором прямої буде s = М{ М-, = (х2 - хх, 

у2 - у і). Підставивши його координати й координати заданої точки 
/*,(*,; >"|) у рівняння (3.9), дістанемо рівняння

• * іі . У -У  і

*2 - *1 У2 - Уі
(3.10)

яке називають рівнянням прямої, що проходить через дві задані 
точки.

П р и к л а д  3.4. Запишемо рівняння прямої, що проходить через точки 
Л/,(3; 1) і М2(5; 4).

Підставляючи координати заданих точок у рівняння (3.10), діста
немо рівняння шуканої прямої:

v _ 3 _ v -1 , v - 3 _ j - l

5-3 4 - Г
або

2 З
або Зх - 2у - 7 = 0.



3.2.6. Рівняння прямої у відрізках

Запишемо рівняння прямої, яка відтинає від осей координат Ох і 
Оу задані відрізки а * 0 і b * 0 відповідно (рис. 3.10).

Використовуючи рівняння пря
мої (3.10), яка проходить через точ
ки А (а; 0) і В (0; Ь), дістанемо 

у -() _  х - а
рівняння

Ь - 0 
перетворень

0-а

£  + ϋ  = ι.
а b

або після

(3.11)

Рівняння (3.11) називають рівнян

ням прямої у відрізках. Його зруч
но використовувати під час побу
дови прямої.

Приклад  3.5. Запишемо рівняння прямої, що проходить через точку 
М (4; -1) і відтинає від додатної півосі Ох відрізок удвоє більший, ніж на 
додатній півосі Оу, й побудуємо цю пряму.

За умовою а = 2Ь (а > 0, b > 0). 
Підставивши ці значення в рівнян
ня (3.11), дістанемо

±  + у = і .
2 b b

Оскільки точка М (4; -1) лежить на
прямій, то її координати задовольня-

„ 4 1 ,
ють це рівняння. О т ж е ,-----= 1.

2 b Ь
Звідси b = 1. Тоді а = 2. Рівняння шуканої прямої (рис. 3.11) має вигляд

± + у = і .
2 1

3.2.7. Загальне рівняння прямої

Розглянемо рівняння першого степеня відносно змінних х і у

ах + by + с = 0. (3.12)
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Якщо коефіцієнти а і b цього рівняння одночасно не дорівнюють 
нулю ( а 2 + Ь2 > 0), то його називають загальним рівнянням прямої. 

Окремі  випадки р і вняння  (3.12) подано в табл. 3.1.

Таблиця 3.1

Значення
коеф іціснті·

Вигляд
рівняння

Положення
прямої

с = 0 ах + by = 0 (у = кх) Проходить через початок
координат

а = 0 by + с — 0 (у = d) Паралельна осі Ох

Ь = 0 ах + с = 0 (д: = g) Паралельна осі Оу

а = с = 0 у =  0 Збігається з віссю Ох

і  = с = 0 * =  0 Збігається з віссю Оу

3.2.8. Взаємне розміщення двох прямих

□ Перетин двох прямих. Нехай задано дві прямі: α,χ + b^y + с, = 0 і 
а^х + Ь2у + с2 = 0, які перетинаються. Оскільки координати точки пе
ретину цих прямих мають задовольняти рівняння кожної прямої, то 
їх можна знайти, розв’язавши систему рівнянь

а{х + />!>> + q = 0, 

а2 х + Ь2у + с2 = 0.
(3.13)

Якщо система (3.13) має єди
ний розв’язок 0с0; у0), то прямі пе
ретинаються в точці М0( х _у0).

□ Кут між прямими. Нехай по
трібно знайти кут між прямими
L·: у - куХ + Ь} і L2: у = к^х + Ь2

(рис. 3.12). Із рисунка видно, що 
кут між прямими L] і L2 становить 
φ = α2 - а,. Оскільки кх = tg α,, 
k2 = Xg α2, то за умови, шо α, * π/2 
і а2 * π/2, дістанемо



, / ч lg а ,  - tg а,
tg φ = tg (a 2 - а , )  = ---- =------L

1 + tg a! tg a 2

або

tg φ:
kj-kj

1 + kx k2
(3.14)

Формула (3.14) визначає один із кутів між прямими, що перетина
ються. Інший кут дорівнює π - φ.

□ Умова паралельності прямих. Якщо прямі у = кхх + bx і Ь2:
у = к^х + Ь2 паралельні, то кут φ = 0, а отже, tg φ = 0. Із формули (3.14) 
випливає, що

*, = *2. (3.15)

1 навпаки, якшо кх = к2, то з формули (3.14) випливає, що tg φ = 0, а 
отже, і φ = 0. Таким чином, умова (3.15) є необхідною й достатньою 

умовою паралельності двох прямих.

Ш П р и к л а д  3.6. Запишемо рівняння прямої, що проходить через точку 
М(-2; 4) паралельно прямій 2х - Зу + 6 = 0 (рис. 3.13).

Записавши рівняння заданої прямої у вигляді у = — х  + 2, знайде

мо її кутовий коефіцієнт к] = 2/3. Оскільки задана й шукана прямі па

ралельні, то їхні кутові коефіцієнти рівні, тобто кх = к2 = 2/3.
Шукана пряма проходить через точку А/(-2; 4) і має кутовий ко

ефіцієнт к2 = 2/3. Тому її рівняння має вигляд

□ Умова перпендикулярності двох прямих. Якщо прямі Ly у = 

= кхх + b і L2. у = kjX + b2 перпендикулярні, то кут φ = π/2; при цьому

^ 1 \ + к,к-, ,, „
ctg φ = ctg (π/2) = 0 або ctg φ = ---= -— = 0. Отже, справедяи-

tg φ k-, - kx 
ва рівність

кхк2 = -1. (3.16)

Таким чином, умова (3.16) є необхідною ά достатньою умовою перпен

дикулярності двох прямих.

□ Відстань від точки до прямої. Нехай задано точку М0(х{)] >>0) і пря
му L: ах + by + с = 0. Відстань від точки М0(х0; у0) до прямої L є 
довжиною перпендикуляра d = M0N (рис. 3.14), яка обчислюється за 
формулою

d  =  \ j i X o + b y g + c \  ^

лРТТ1

■ П р и к л а д  3.7. Знайдемо відстань між двома паралельними прямими 

АВ. 4х + Зу - 8 = 0 і DC: 4х + 3у -33 = 0 (рис. 3.15).

Через довільну точку А на будь-якій із прямих (наприклад АВ) про
ведемо перпендикуляр AM. Визначивши координати точок перетину 

цього перпендикуляра із заданими прямими, знайдемо відстань між
4



товий коефіцієнт прямої AM, шо проходить через точку А(2 ; 0 ) пер-

1 З
гіепдикулярно до прямої АВ, з умови (3.16): *-> = = —· Отже, рів-

А-, 4

няння цього перпендикуляра має вигляд

у - 0 = — (.v - 2), або Зх - 4у - 6 = 0.
4

Знайдемо точку перетину перпендикуляра AM із прямою DC, роз

в’язавши систему

J4.Y + .V-33 = 0.

I Зл - 4 v - 6  = 0.

Звідси дістаємо координати точки перетину Л/(6 ; 3).
Обчислюємо відстань між точками А і М:

AM  = V(2 - б)2 + (0 - З)2 = >.

3,3
Моделі й задачі 

економічного змісту 

3.3Л. Модель рівноваги ринку

Розглянемо просту математичну модель рівноваги ринку, в якій 
основними є співвідношення між двома величинами: ціною одиниці 
товару р та обсягом товару на ринку q.

В основу зазначеної математичної моделі покладено просту ідею: 
розглянути ціну одиниці товару р та обсяг товару q як упорядковану 
пару чисел {р, q) і поставити їй у відповідність на площині точку з 
координатами (р\ q). Через р позначимо вісь абсцис, а через q — вісь 
ординат. Наприклад, пара (7; 2000) відповідає ситуації, коли 2000 оди
ниць товару можна продати за ціною 7 грн. за одиницю.

Візьмемо деякий товар. За даної ціни р за одиницю товару через 
s (р) позначимо число одиниць товару, які продавці на ринку пропо
нують для продажу. Функцію s = s(p) називають функцією пропозиції 
товару. Через q (р) позначимо число одиниць товару, які покупці ба-

жаюгь купити. Функцію q = q{p) називають функцією попиту на т о
вар. З  економічних міркувань функція пропозиції s - s(p) зростаюча, 
а функція попиту q- q (p ) спадна.

р»  Означення 3 .3 . Ціну, за якої попит на певний товар дорівнює про

позиції цього товару на ринку, називають рівноважною ціною. Тоб

то за рівноважної ціни р* виконується рівність s(p*) = q(p*)· Точку 

E (р*\ q *) називають точкою рівноваги (рис. 3.16).

Рис. 3.16

Розглянемо задачу. Нехай задано лінійні функції

s{p) = bp - а і q(p) - с - dp,

де а , b, c, d — додатні числа; функція s = s(p) визначає пропозицію, а 
функція q-q(p)  — иопит на певний товар на ринку. Потрібно знайти 
рівноважну ціну/?*.

Якщо відсутні всілякі податки, то рівноважна ціна визначається 
як розв’язок рівняння s(p*) = q(p*) або системи лінійних рівнянь

s* = Ьр* - а , 

q* - с - dp*.

Звідси bp* - а = с - dp* або p*(b + d) = а + с.

Отже,

р* = (3 .18)
b + d

Ш П р и к л а д  3.8. Нехай задано функцію п о п и т у  q = -5 р + 40 і функцію 

пропозиції і  = р - 10. Знайдемо точку рівноваги.



Координати точки рівноваги Е{р*\ q*) задовольняють умову рів

новаги s* = q*, тобто —  р - 10 = 40 - 5р, звідки р*  = 4, a s* = q* = 40 -

- 5р* = 20.

Рис. 3.17

Отже, шукана точка рівноваги — це точка Е(4; 20) (рис. 3.17).

П р и к л а д  3.9. Припустимо, що уряд деякої країни встановив акциз
ний податок Т за одиницю товару, причому цей податок є фіксованим 
числом, а не процентом від продажної ціни. Скориставшися даними при

кладу 3.8 (функція попиту q = 40 - 5р, функція пропозиції s = ^  р - 10,

рівноважна ціна р* =4), визначимо, як зміняться при цьому рівноважна 
ціна та обсяг товару.

Якщо уряд установить акцизний податок Т за одиницю товару, то 
функція пропозиції зміниться й задаватиметься співвідношенням

sT - = s (p - T )= ~ (p - T )-  10,

а функція попиту залишиться незмінною. Тоді нову точку рівноваги 

{р7; q т) можна визначити з умови рівноваги s т = q т, тобто 4 0 - 5  р Г =

15 τ т З
= — (/>' - Т) - 10. Отже, нова рівноважна ціна р = 4 + — Т, а відповід

ний обсяг товару s = q = 20 - З Т. Дістали нову точку рівноваги

Наприклад, якщо податок Т = 1 грн. за одиницю продукції, то рівно
важна ціна збільшиться від 4 до 4,6 грн., а обсяг товару (пропозиція)
зменшиться з 20 до 17, тобто обсяг одиниць товару для продажу змен-

Ί
шується на ЗГ, а ціна збільшується на —T.

Розглянемо загальнішу ситуацію, коли функції попиту q = с-  dp і 
пропозиції s = bp - a лінійні (a, b, c, d — деякі додатні числа). Якщо 

встановлено податок Т за одиницю товару, то нова ціна будер т- Т. 

Визначаємо нову точку рівноваги з умови s r = q 1, де s1 = b ip1 - T) - a, 

a q 7 = c - dp1 .Тоді bpT - Tb - a = c - dpT. Із цієї рівності знаходимо
/ а + c b

нову рівноважну ціну р  = --- + —  Т.
b + d b + d

Ураховуючи результат прикладу 3.8 та формулу (3.18), матимемо

р т = р *  + 1± - Т .  (3.19)
b + d

Отже, нова рівноважна ціна підвищується на —-— Т.
b + d

Оскільки b > 0 і d > 0, то 0< —-— <1 і 0 < — Т <Т .
b+d b+d

3.3.2. Модель рівноваги 
доходів і збитків компанії

Розглянемо просту модель рівноваги доходів і збитків компанії. 
Компанія випускає продукцію й продає її за ціною р  (грн.) за одини
цю. Керівництво компанії встановило, що змі
на суми ун загальних щомісячних витрат на ви
готовлення продукції в кількості х (тис. од.) 
має таку закономірність: ув - ах+ b (рис. 3.18).
Знайдемо точку рівноваги, області прибутків і 
збитків компанії.

Оскільки доход від продажу я: (тис.) ви
робів продукції ціною р (грн.) за одиницю ви
значатиметься функцією доходу у - рх, то д ля 
рівноваги доходів і витрат потрібно, щоб ви
конувалась умова рівноваги



ул = у»·

Знаходимо розв’язок рівняння рх = ах + Ь. Маємо

* ьх = ---- .
р - а

Отже, ми визначили точку рівноваги Е L·· Рь
- а ' р - а

Розглянемо можливості компанії. Прибуток Р  компанії визна
чається рівністю

Р  = Уа ~ У к =  рх - ах - b = х (р  - а) - Ь.

Отже, точка рівноваги — це коли прибуток компанії Р=  0.
Якщо 0 < де < де*, то графік функції доходу уа проходить нижче за 

графік функції витрат ук, і уа < ук (рис. 3.18). Тоді Р  < 0, і компанія 
несе збитки.

Якщо х > х*, то уд > уь, тобто графік функції доходу уа проходить 
вище за ірафік функції витрату. Тоді Р>  0, і компанія одержує при
буток.

Отже, область збитків компанії х є |0; де*), а область прибутків 
х  є (де*; -fee).

■ Приклад 3.10. Транспортні витрати на перевезення одиниці вантажу 
залізничним транспортом виражаються функцією у = 2х + 10, а автомо
більним транспортом — функцією у - х + 20, де х вимірюється десятками

кілометрів. Визначимо, на які відстані вигід
ніше перевозити вантажі залізничним і ав
томобільним транспортом.

Побудуємо графіки транспортних ви
трат перевезення (рис. 3.19). Прямі пере
тинаються в точці Л/(10; 30). Для перевірки 
її координат знайдемо точку перетину пря
мих, розв’язавши систему рівнянь

v = л + 20, 

у  = ї х  + 10.

Розв’язком цієї системи є точка з коорди
натами х — 10, .у = 30.

Графічний аналіз функцій витрат дає змогу зробити такі висновки:
1) якшо х є |0; 10), тобто х < 100 км, то транспортні витрати на 

перевезення вантажу автомобільним транспортом нижчі, ніж заліз

ничним;
2) якщо л: є (10; +<=), тобто де > 100 км, рентабельнішим буде заліз

ничний транспорт.

3.3.3. Бюджетні множини 
й лінії бюджетного обмеження

Розі линемо «-вимірний простір товарів С. Нехай задано вектор пін 

р = (Р\, р2, ·■·, Рп)· Тоді ціна набору товарів де = (де,, де2, ..., хп) є скаляр-

П

НИМ добутком ЦИХ векторів: с{х) - Р · де = У  р, -X, .

/ --1
Для простоти розглянемо простір двох товарів. Легко побачити, 

шо набори товарів, котрі мають однакову ціну с (де), це множина точок, 

які угворюють частину прямої Lc, заданої рівнянням уз, де, + р-рс2 = с і 

розміщеної в першому квадранті (оскільки де, > 0, х2 > 0) перпендику

лярно до вектора пін (рис. 3.20).

Якщо с, < с, то пряма Lc, задана рівнянням /?,ДС| + /ye2 = с,, пара
лельна прямій Lc і лежить ближче до початку координат (рис. 3.20).

Нехай зафіксовано деяку грошову суму R, яку ми називатимемо 
бюджетом (або доходом).

г» О значення 3 .4 . Множину всіх наборів товарів, ціна яких не пере

вищує R, називають бюджетною множиною й позначають В(р, R).



Бюджетну множину можна визначити за допомогою звичайних або 
векторних нерівностей

В (р , R) = {х є C: р ххх + р 2х2 < R , х, > 0, х2 > 0}

або

В (р , R ) = {х є С: рх  < R, х{ > 0, х2 > 0}.

т· Означення 3 .5 . Межею бюджетної множини G називають мно

жину наборів товарів, які мають ціну рівно R.

Межу бюджетної множини можна визначити за допомогою зви
чайних або векторних рівностей

G (p , R ) = {х є С: ργχ{ + р 2х2 - R)

або

G (p , R) = {хе  С: рх = R}.

Якшо простір товарів дво- або тривимірний, то бюджетну множи
ну можна зобразити наочно.

■ П р и к л а д  3.11. Розглянемо бюджетні множини за різних цін р і бюд
жетів (або доходів) Я

Якщо задано бюджет R = 20 умов. грош. од. і вектор цін р = (2; 1), 
то бюджетна множина задається нерівністю 2х, + х2 < 20, х, > 0, х2 > 0.

Будуємо межу бюджетної множини: це буде пряма, задана рівнян

ням ^  = 1 (рис. 3.21). Ураховуємо, що х, > 0, х2 > 0.

У випадку, коли R = 40, а р  = (2; 1) (рис. 3.21), бюджетна множина 

В(рі 40) — л'з)" 2л*і + л*2 ^ 40, Xj > 0, л*2 — 0},

а її межа

Є < л 4 0 ) .{ (л,л-г): І и | |  = 1}

При Л= 20 і р = (1; 2) (рис. 3.22) бюджетна множина 

В(р, 20) — {(.ї|, Х2)· ^і + — ^0, ΛΊ — 0, — 01,

а її межа

С (,.20 ) = { (л „л - ,):І + І  = і}.

Якщо R = 60 і р = (1; 2) (рис. 3.22), то бюджетна множина

В(р , 60) = {(Α',, х 2): Х\ + 2х 2 < 60. v, > 0 ,  х 2 > 0),

а її межа

Із рисунків видно, що межею бюджетної множини буде відрізок
між осями координат у першому квадранті, перпендикулярний до век

тора цін.

У тривимірному просторі товарів бюджетна множина буде три

гранною пірамідою, а її межа — однією з граней піраміди, частиною 

площини, що розміщена в першому квадранті.

Очевидно, що бюджетна множина В(р, R )  залежить від цін р  і 

бюджету (доходу) R. У разі збільшення бюджету R межа бюджетної 

множини паралельно рухається в напрямі від початку координат. За 

зменшення цін бюджетна множина також збільшується.

Н а завершення зазначимо, ш о поняття, які було введено в цьому 

пункті, використовуються в теорії оптимального планування, ліній

ного програмування та в мікроекономіці.



3.4
Лінії другого порядку

Лінії, координати точок яких задовольняють рівняння, що в пря
мокутній системі координат є рівнянням другого степеня, називають 
лініями, або кривими, другого порядку. До них належать коло, еліпс, 
гіпербола, парабола.

3.4.1. Коло

т  Означення 3.6. Колом називають геометричне місце точок пло
щини, рівновіддалених від заданої точки — центра кола — на задану 
відстань — радіус кола.

Виведемо рівняння кола. Нехай задано коло з центром у точці 
C (а\ Ь) і радіусом R. Візьмемо на колі довільну точку М(х; у) (рис. 3.23). 
Тоді за означенням кола CM = R, тобто

CM = yj(x - а )2 + (у  - Ь)2 = Λ,

(х-  а)2 + (у-  Ь)2 = R 2. (3.20)

У

О х

Рис. 3.23

Цю рівність задовольняють координати довільної точки М(х; у), що 
належить колу. Рівняння (3.20) є канонічним рівнянням кола.
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Якщо центр кола знаходиться в точці (0; 0), то його рівняння має 

вигляд
x 2 + y 2 = R 2. (3.21)

3.4.2. Еліпс

»» Означення 3.7. Еліпсом називають геометричне місце точок пло
щини, сума відстаней від яких до заданих точок (фокусів) є величи

ною сталою й більшою за відстань м іж  фокусами.

Виведемо рівняння еліпса. Через F\, F2 позначимо фокуси, 2с — 
відстань між ними, 2а — суму відстаней від довільної точки еліпса до 
фокусів. За означенням еліпса 2а > 2с, тобто а > с.

Через точки Fv F2 проведемо вісь абсцис, а вісь ординат спрямує
мо так, щоб вона проходила через середину відрізка f -, F2 перпендику
лярно до осі Ох (рис. 3.24, а).

У

θ2<0; b)

А ,{-а, О К ^ О )0 F i(^V )/Al(a· 0) х

β,(0; -b)

У

у )Ґ
>4г(0; а)

'F2(0; с)

І
Si(-b;0)l \ О J ^ b ;  0 )*

Ш  -с)

И,(0; -σ)

Рис. 3.24

У вибраній системі координат F](-с; 0), F2(c\ 0). Виберемо на еліпсі 
довільну точку М(х\ у). За означенням еліпса FXM  + F2M  = 2а.______

Оскільки / jM  = yj(x + с)2 + (у-  О)2 і F2M  = yj(x - с)~ + (у - ())', 

то маємо рівняння еліпса

7(х + с)2 + jr  + yj(х-с )2 + у2 = 2а.

Спростимо це рівняння, перенісши один корінь у праву частину й під
нісши до квадрата обидві частини рівності:



л](х + с)2 + у 2 = 2  а -  л](х - с )2 + >>2,

(х + с )2 + у 2 = 4а 2 - 4ау](х - с )2 + у 2 + (х - с )2 +>>2,

x2 + 2сх + с 2 = 4а 2 - 4ayj(x - с)2 + у 2 + х2 - 2сх + с2,

4ayj(x - с)2 + у2 = 4а2 - 4сх,

ау](х - с)2 + у 2 = а 2 - сх.

Знову піднесемо обидві частини рівності до квадрата:

а 2х 2 - 2а2сх + а 2с 2 + у 2с 2 = а 4 - 2а 2сх + с 2х 2,

( а 2 - с 2)х2 + а 2у 2 = а 2(а 2 - с 2).

Поділимо обидві частини на а 2{а2 - с 2)\

За означенням еліпса а 2 > с 2. Позначимо Ь 2 = а 2 - с 2. Тоді рів
няння матиме вигляд

JC2 V2
— + 77 = 1, а > ь .  (3.22)
а- Ь~

Це канонічне рівняння еліпса, фокуси якого лежать на осі Ох (рис. 
3.24, а).

Дослідження рівняння еліпса дає змогу зробити висновок, шо па
раметри а і b є довжинами півосей еліпса, які розташовані на осях 
координат.

Вершинами еліпса є точки Л,(а; 0), Л2(а; 0), 5,(0; -b), В2{0; Ь). 

Відрізки А}А2 = 2 а і  В\В2 = 2b утворюють відповідно велику й малу осі 
еліпса.

Якщо фокуси еліпса лежать на осі Оу (рис. 3.24, б), то його кано
нічне рівняння має вигляд

2 2

V ^ T  = 1. а > ь ■ (3·23)
Ь~ а~

Фокусами цього еліпса є точки /'ДО; -с) і Р2(0; с), вершинами — 
точки /1,(0; -а), А2(0; а), В^-Ь; 0), В2(Ь; 0), і відрізки А,А2 = 2а  і 
В] В2 = 2b утворюють відповідно велику й малу осі еліпса.

Ексцентриситетом еліпса називають величину е = с/а. Оскільки 
за означенням еліпса а>  с, то 0 < е < 1.

Ураховуючи співвідношення між параметрами с 2 = а 2 - b , маємо

тому

а

З останньої рівності випливає геометрична інтерпретація ексцен

триситету. При малому е числа а і b майже рівні, тому еліпс близь
кий до кола, причому для кола е = 0. Якщо е близький до 1, то 
число b дуже мале порівняно з числом а, і еліпс сильно «витягну
тий» уздовж великої осі. Таким чином, ексцентриситет еліпса ха

рактеризує його форму.

3.4.3. Гіпербола

Означення 3.8. Гіперболою називають геометричне місце точок 
площини, для яких модуль різниці відстаней до двох заданих т о 

чок (фокусів) є величиною сталою й меншою, н іж  відстань м іж  

фокусами.

Виведемо рівняння гіперболи. Виберемо систему координат таким 
чином, щоб вісь Ох проходила через фокуси F, і F2, а вісь Оу — через 
середину відрізка F]F2 перпендикулярно до нього. Тоді у вибраній си
стемі координат F}(-c', 0) і F2(c; 0). Візьмемо на гіперболі довільну 
точку М (х; у) (рис. 3.25, а).

За означенням гіперболи відстань між фокусами 2с більша за 
різницю відстаней до фокусів 2а, тому а < с і маємо | FXM  - F2M \ = 2а, 

FXM -  F2M =  ±2а. Отже,

у](х + с)2 + у2 - у](х - с)2 + у2 = ±2а.

Аналогічно, як і у випадку еліпса, можна перетворити рівняння 
(що пропонується зробити самостійно) й звести його до вигляду



Для гіперболи за означенням с 2 > а 2. Позначимо Ь2 = с 2 - а 2. Тоді 
рівняння гіперболи матиме вигляд

'У }

a2 b2

Це канонічне рівняння гіперболи, фокуси якої лежать на осі Ох 

(рис. 3.25, а)

Дослідження рівняння гіперболи дає змогу визначити властивості 
гіперболи й побудувати її (рис. 3.25, а).

Рис. 3.25

Точки А,(-а; 0) і Л2(а; 0) називають вершинами гіперболи. Відрізок 

А}А2 - 2а утворює дійсну вісь гіперболи, а відрізок ВхВг - 2 b — її уявну

вісь. Прямі у - ± — х є асимптотами гіперболи. Ексцентриситет
а

гіперболи е - с/а > 1 характеризує її форму.
Якщо фокуси гіперболи лежать на осі Оу (рис. 3.25, б), то її кано

нічне рівняння має вигляд

4 - 4  = !. аб° £ - - 4  = -·. (3.25)
а - b b~ а~

а рівняння асимптот

, а
у = ±-х. 

b

Якщо дійсна та уявна осі гіперболи рівні, то гіперболу називають 
рівносторонньою.

3.4.4. Парабола

^  Означення 3.9. Параболою називають геометричне місце точок 
площини, відстані від яких до заданої точки (фокуса) й заданої пря
мої (директриси) рівні.

Виведемо рівняння параболи. Виберемо систему координат таким 
чином, щоб вісь Ох проходила перпендикулярно до директриси через 
фокус параболи — точку F. За початок координат візьмемо точку О, 

що є серединою відрізка FN (рис. 3.26, а). Відстань між фокусом і 
директрисою позначимо р. Тоді фокус параболи F(p/2; 0), а рівняння 
директриси х - -р/2.

Рис. 3.26

Виберемо на параболі довільну точку М(х; у). За означенням 
FM = КМ. Оскільки



FM = ^ (х  - р /2 )2 + у 2, КМ  = yj(x + р /2 )1 = х + р / 2, 

/>/2 = ^ (х  - />/2)2 + у 2.

то

X +

Піднісши до квадрата обидві частини рівності й здійснивши перетво
рення (пропонується зробити це самостійно), матимемо рівняння

у = 2рх, р > 0, (3.26)

яке називають канонічним рівнянням параболи, симетричної відносно
осі Ох, із вершиною в початку координат і вітки якої напрямлені впра
во (рис. 3.26, а).

Рівняння параболи з вершиною в початку координат, віссю си
метрії якої є вісь Ох і вітки якої напрямлені вліво (рис. 3.26, б), має 
вигляд

у 2 = -2рх, р >  0. (3.27)

Координати її фокуса F(-p/2; 0), а рівняння директриси х = р/2.
Рівняння параболи з вершиною в початку координат, віссю си

метрії якої є вісь Оу і вітки якої напрямлені вгору (рис. 3.27, а), має 
вигляд

х 2 = 2ру, р  > 0. (3.28)

Координати її фокуса F(0; р/2), а рівняння директриси у = -р/2.

У\

р /щ

О X

У = -р/2

Рис. 3.27

Рівняння параболи з вершиною в початку координат, віссю си
метрії якої є вісь Оу і вітки якої напрямлені вниз (рис. 3.27, б), має 
вигляд

х 2 - -2ру, р > 0. (3.29)

Координати її фокуса F(0; -р/2), а рівняння директриси у = р/2.

3.5
Площина й пряма в просторі

3.5.1. Рівняння площини

Виведемо рівняння площини в тривимірному просторі. Нехай на 
площині Р задано точку Л/0(х0; _у0; ζυ) і вибрано вектор ri = (a, Ь, с), 

перпендикулярний до неї (вектор нормалі). Візьмемо на площині Р 

довільну точку М(х\ у\ ζ). Тоді вектор М ()М  = (х - х0, у - Ζ  -  Ζ0) 

перпендикулярний до вектора /і = (a, b, с) (рис. 3.28).

Запишемо аналітично умову перпендикулярності цих векторів:

а(х  - х0) + Ь (у - у 0) + c (z — Zq) = 0. (3.30)
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Це рівняння площини, що проходить через задану точку М0(х0; >>0; z0) 
перпендикулярно до заданого вектора ή = (а, Ь, с).

Якщо позначити сталу величину d = -αχ0 - by0 - cz0, то рівняння 
(3.30) матиме вигляд

ах + by + cz + d = 0. (3.31)

Якщо а 2 + й2 + с 2 >0, то рівняння (3.31) називають загальним 
рівнянням площини.

Розглянемо о к р е м і випадки  р і в н я н н я  (3.31).

1. о = 0 — площина паралельна осі Ох.

2. b = 0 — площина паралельна осі Оу.

3. с = 0 — площина паралельна осі Oz.

4. d = 0 — площина проходить через початок координат О.

5. а = Ь = 0 — площина перпендикулярна до осі Oz.

6. а = с = 0 — площина перпендикулярна до осі Оу.

7. Ь = с - 0 — площина перпендикулярна до осі Ох.

8. а = d = 0 — площина проходить через вісь Ох.

9. b = d - 0 — площина проходить через вісь Оу.

10. c = d = 0 — площина проходить через вісь Oz.

11. а = b = d = 0 — площина проходить через осі Ох, Оу (площина 
хОу).

12. а = c = d = 0 — площина проходить через осі Ox, Oz (площина 
xOz).

13. b = c = d = 0 — площина проходить через осі Оу, Oz (площина 
yOz).

Якщо жоден із коефіцієнтів рівняння (3.31) не дорівнює нулю, то 
загальне рівняння площини можна записати у вигляді

Τ Ί +τ - 1 <3'32>

d d d . .
де λ  - — , а  - - —, c = —  — відрізки, шо відтинає площина від 

a b с

координатних осей.
Рівняння (3.32) називають рівнянням площини у відрізках на осях.

Нехай задано три точки Л/,(х,; у{, z,), М2(х2; у2; z2), М3(х3; у3; z3), 
які не лежать на одній прямій. Запишемо рівняння площини, що про
ходить через ці три точки. Перепишемо рівняння (3.31) у вигляді

akx + bky + ckz + d = 0, k=  1,2,3.

Віднявши почленно ці рівняння, складемо систему

α(χ — λ-, ) + Ь(у ->’,) + <-(- - г,) = 0,

• а(х2 - .v,) + Ь(у2 - >’і ) + с(=2 - г,) = 0, 

а(ху - х ,) + Ь(уу ->’,) + с (:у - -і) = 0.

Оскільки ця однорідна система рівнянь має ненульовий розв’язок а , 
Ь, с, то її визначник дорівнює нулю:

X - ΛΊі У-У\

Х1 - Х\ >2 - У1 -2 - -І 

Ху - Х\ Уу - У\ 2у - -і 

Це рівняння площини, що проходить через три задані точки.

= 0. (3.33)

П р и к л а д  3.12. Запишемо рівняння площини, що проходить через три 
точки Λ/,( 1; 2; 3), Л/2(4; -1; -2), Л/3(4; 0; 3).

Використовуючи (3.33), запишемо рівняння площини

х - 1 у -2 z - З

З -3 -5

-З -2 0

0.

Розкривши визначник, дістанемо шукане рівняння площини:

Юх + 15у - 3z - 31 =0.

3.5.2. Відстань 
від точки до площини

Задано площину ах + by + cz + d = 0 і точку Л/Дх,; у і ; z,) поза 
нею. Нехай точка Л/0(х0; yfj\ z0) лежить на площині. Тоді відстань d від 
точки Л/Дхр z,) до площини дорівнює модулю проекції вектора 

М0М - (х, - х0, у̂  - у0, z( - z0) на нормаль до площини (рис. 3.29).



Отже,

п · Щ М Х а(хj - х0) + Ь(ух - у0) + c(zx - 

'Ja2 + b + c2

-о)

Оскільки d = -ах0 - by0 - cz0, то

αχ, + by\ + czl +d
(3.34)

Va2 + b2 + c2 

Це формула відстані від точки до площини.

3.5.3. Взаємне розміщення 
двох площин

Нехай дві площини Рх і Р2 задано загальними рівняннями

a,x + byy + CjZ + d{ =0,

a2x + Ь2У + c2z + d2 = 0

відповідно.
У разі довільного розміщення площин Р х і Р2 у просторі один із 

кутів φ між ними дорівнює куту між їхніми нормальними векторами 
«! = (о,, bv с,), п2 = (а2, Ь2, с2) і обчислюється за формулою

cos φ
η, η1 2

щ II »2 
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a\a 2 ^  bt Ьу + Сі Су i ncos φ = =J==A====L· j (3.35)
у a2 + b\ + c2 уа2 + b2 + cj

Другий кут дорівнює π - φ.
Якщо площини Ρ\ і Ρ2 перпендикулярні, то їхні нормальні векто

ри також перпендикулярні, й навпаки. Тому з формули (3.35) дістане
мо умову перпендикулярності двох площин

a,a2 + bxb2 + с,с2 = 0. (3.36)

Якщо площини Рх і Р2 паралельні, то їхні нормальні вектори ко
лінеарні, й навпаки. Тоді їхні координати пропорційні, отже, маємо 
умову паралельності двох площин:

i !  = iL  = fL . (3.37)

a2 b2 с2

Дві площини збігаються, якшо виконується рівність

£ l = 4l = .£l = .4_. (3.38)
a2 bj с2 d2

3.5.4. Рівняння прямої в просторі

Будь-яку пряму L у просторі можна розглядати як лінію перетину 
двох непаралельних площин. При цьому, якщо площини Рх і Р2 задані 
загальними рівняннями, то система

a,x + bly + cl= + dl = 0, 

а2х + />2 у + c2z + d2 = 0

задає загальні рівняння прямої в просторі.
Нехай задано точку А/0(х0; у0; Zg) і вектор s = (/, т, п), паралельний 

цій прямій. Тоді вектор s називають напрямним вектором прямої. 
Нехай M  (х; у, z) — довільна точка прямої L.

Вектор М 0МХ = (х - х0, у - у0> z - zo) колінеарний вектору 
s = (/, т, п), тому їхні координати пропорційні:

* - *о = У у;..-Уо. = - ~ =о (3.40)
І m п

Рівняння (3.40) задає канонічні рівняння прямої у просторі.



Нехай t — коефіцієнт пропорційності векторів s і М ()М  , тобто 

М 0М  = ts .
Із рівняння (3.40) маємо

*- *о  = У - >'о = - - -о = ,
/ m п

Ці рівняння можна переписати у вигляді

х  — х0 + It,

<y = y0 + mt, (3.41)

r  = r 0 + ut.

Рівняння (3.41) задає параметричні рівняння прямої в просторі.
Параметричні рівняння зручно використовувати в тих випадках, 

коли потрібно знайти точку перетину прямої з площиною.

V - 2 у - З
■ П р и к л а д  3.13. Знайдемо тонку перетину прямої —-— = — — =

= ' з площиною x + 2у - 3z - 4 = 0.
5

Запишемо рівняння прямої в параметричній формі. Припустивши,

шо -— - = —— - = ~ + - = t, дістанемо х = 2 + 4/, у = 3 + 2/, z = -1 + 5/.
4 2 5

Підставивши знайдені значення x, у, z у рівняння площини, маємо

2 + 41+2(3 + 21) - 3(-1 + 5/) - 4 = 0.

Звідси / = 1. Підставивши значення t - 1 у параметричне рівняння пря
мої, дістанемо х = 6, у = 5, z = 4. Отже, (6; 5; 4) — шукана точка 

перетину прямої і площини.

Нехай пряму задано двома її точками Л/Дх,; .у,; z,) і М2(х2, у2; ζ 2). 

Тоді вектор А/, Л/, = (х2 - xv у2 - y v ζ2 - ζ ,) можна взяти за напрям

ний вектор прямої. Підставивши його координати в рівняння (3.40),

дістанемо

х ~..*! . = у ~ її = £-Z.£l. (3.42)
.V, -X) У2 - У\ -2 — -І

Це рівняння прямої, що проходить через дві задані точки.

3.5.5. Відстань від точки до прямої. 
Відстань між прямими

Відстань d від точки Л/,(х,; >»,; z() до прямої L. х - *о _  У - Уо _

І m

яка проходить через точку A/0(jc0; у0; z„), обчислюють за

формулою

d =

У\ - Уо
2

+ Ч
: 1 и 11 о

2

+ Х1 - хо -і _ -0
2

V 1 т m η / п .(3.43)
У 7

+ m + tr

Знайдемо відстань між двома мимобіжними прямими L , і L2:

У -У , х - х , У ~ У , (3.44)
<, пц /, т 2

Довжину відрізка спільного перпендикуляра до двох мимобіжних 
прямих, кінці якого лежать на цих прямих, називають відстанню м іж  

двома мимобіжними прямими. Цю відстань можна обчислити за 
формулою

d =

*2 - *1 У2 -Уі -2 - -1

т \

т 2

І Щ "і
2

/ , щ 2
/ ,  ІЯ,

J +
h

+
/ 2 « 2V т2 п "2

(3.45)

3.5.6. Взаємне розміщення 
двох прямих

Якшо прямі L, і L2 задані рівняннями вигляду (3.44), то за довіль
ного розміщення в просторі один із двох кутів між ними дорівнює кугу φ 
між їхніми напрямними векторами ή = (/,, /п,, я,) і і, = mv п2)> а 
інший — π - φ.



Кут між прямими І , і L2 обчислюється за формулою

cos φ =
/|/2 + т хт 2 + П\ t>2 (3 46)

Ф\ + Щ2 + "і2 \ί12 + Щ  + п\

Умову паралельності прямих Lx і L2 дістаємо з умови колінеар- 

ності їхніх напрямних векторів ή = (/,, т х, пх) і s2 - (12, т 2, п2):

А. = 0!l  - !h- (3.47)

h  т 2 »2

Умову перпендикулярності прямих L x і L2 дістанемо з умови 

перпендикулярності їхніх напрямних векторів ή = (/,, т х, я,) і 

s2 = (12, т 2, п2):

/,/2 + т хт 2 + пхп2 - 0. (3.48)

3.5.7. Взаємне розміщення 
прямої й площини

Нехай задано площину Р  : ах + by + cz + d - 0 і пряму L: ^Х° ~

_ У_2У± - ~ ~~° . Знайдемо кут φ між цією прямою та заданою пло-
т  п

шиною. Обчислимо додатковий кут θ = π/2 - φ між вектором нормалі 
n = (а, Ь, с) площини та напрямним вектором прямої s = (/, т , п):

a l + Ьт + сп
cos Θ =

Vfl2 + b2 + с2 уіі2 + m2 + η2

Якщо θ < π/2, το φ = π/2 - θ i sin φ = sin (π/2 - θ) = cos θ (як на 
рис. 3.30).

Якшо θ > π/2, το φ = θ - π/2 i sin φ = sin (θ - π/2) = -cos θ.
У будь-якому випадкові sin φ = | cos Θ |. Тому справедлива рівність

I al + bm + сп I 
Sin φ - —J - , (3-4У)

yja2 + b2 + c2 у112 + m2 + n2

звідки випливають умови паралельності й перпендикулярності прямої 
та площини в просторі.

Пряма паралельна площині тільки в тому разі, коли напрямний 
вектор прямої s = (/, m, η) перпендикулярний до нормального векто
ра n = (a, b, c) площини.

Рис. 3.30

Звідси дістанемо умову паралельності прямої в площини в просторі:

аі + Ьт + сп = 0. (3.50)

Пряма перпендикулярна до плошини тоді й лише тоді, коли її 
напрямний вектор s - (/, т , п) колінеарний нормальному векторові 
п - (a, b, с) площини. Звідси дістанемо умову перпендикулярності пря
мої ά площини в просторі:

а _ b _ с

І m п
(3.51)

?

Контрольні запитання

1. Як на площині й у просторі задається прямокутна (де- 
картова) система координат?

2. Як на площині можна задати лінію?

3. Як записується рівняння лінії в загальному випадкові?

4. Як задається пряма на площині?

5. Які є види рівняння прямої на площині?



6. За якою формулою обчислюють кут між двома прямими 

на площині?

7. За якою формулою обчислюють відстані від точки до 

прямої?

8. Як можуть розміщуватися дві прямі на площині?

9. Які необхідні й достатні умови паралельності двох пря

мих на площині?

10. Які необхідні й достатні умови перпендикулярності двох 

прямих на площині?

11. Як записують рівняння кола з центром у точці С(а\ Ь) і 

радіусом R ?

12. Як записують канонічне рівняння еліпса?

13. Яким чином будують еліпс?

14. Який геометричний зміст параметрів, що входять у кано

нічне рівняння еліпса?

15. Як залежить форма еліпса від його ексцентриситету?

16. Як записують канонічне рівняння гіперболи та рівняння її 
асимптот?

17. Який геометричний зміст параметрів, що входять у кано

нічне рівняння гіперболи?

18. Як залежить форма гіперболи від його ексцентриситету?

19. Я кі гіперболи називають рівносторонніми?

20. Який вигляд має канонічне рівняння параболи, симетрич

ної відносно осі Ох?

21. Який вигляд має канонічне рівняння параболи, симетрич

ної відносно осі Оу?

22. Які є види рівняння площини в просторі?

23. Як можуть розміщуватися дві площини в просторі?

24. За якою формулою обчислюють кут між двома пло
щинами?

25. Які умови паралельності й перпендикулярності двох 

площин?

26. Які є види рівняння прямої в просторі?

27. Як можуть розміщуватися дві прямі в просторі?

28. За якою формулою обчислюють кут між двома прямими 

в просторі?

29. Які умови паралельності та перпендикулярності двох пря

мих у просторі?

30. Як можуть розміщуватися пряма й площина в просторі?

31. За якою формулою обчислюють кут між прямою та пло
щиною?

32. Які умови паралельності й перпендикулярності прямої та 
площини?

33. За якою формулою обчислюють відстань від точки до 
площини?

34. За якою формулою обчислюють відстань між двома точ
ками в просторі?

35. У чому полягає суть економічної моделі рівноваги 
ринку?

36. Що таке рівноважна ціна, точка рівноваги?

37. Як знаходять рівноважну ціну в економічній моделі рівно
ваги ринку за умови, що функції попиту й пропозиції 
лінійні?

38. У чому полягає суть економічної моделі рівноваги та 
збитків компанії?

39. Як визначаються бюджетна множина, її межа й лінії бюд
жетного обмеження?

Приклади розв’язування задач

1 1 І Обчислити відстань між точками А/,(—2; 3) і Л/2(—8; -5) та відстань від 
точки М] до початку координат.

Користуючися формулою відстані між двома точками, дістаємо 

М ХМ 2 = V<-8-(-2))2 +(-5-З)2 = 10;

Л/,0 = V(-2)2 + З2 = л/Гз.

І 2 І На осях координат знайти точки, рівновіддалені від точок /4(1; 1) і fl(3; 7).

Нехай Л/, і М2 — шукані точки, причому точка Л/, лежить на осі Ох 
(тоді її координати (х; 0)), а точка М2 — на осі Оу (її координати (0; >')).

Оскільки точки А/, і М2 рівновіддалені від точок А і В, то відстані 
Л/,Л= МХВ і М^А= МгВ.



Скориставшіїся формулою відстані між двома точками, маємо 

л/(1 - .v)2 + 0 - 0 )2 = J o ~ x ) 2 + (7-О)2,

Vd - О)2 + (І - >')2 =sl(l-0)2 +(7 -V)2.

Розв’язуючи рівняння, знаходимо х = 14;^= 14/3.

Тоді А/,(14; 0), Л/2(0; 14/3).

І З І Задано залежності попиту q і пропозиції s від ціни р:

<? = 400 - 5/7, s= 100 +5р.

Знайти рівноважну ціну й доход за рівноважної ціни.

Точка рівноваги визначається з рівності попиту та пропозиції на рин

ку: і?(/») = S(P)· Т °МУ 400 - 5Р = 1°° + 5А звідки р = 30. Отже, рівноважна ціна 
/»=30.

Доход за рівноважної ціни становить

Λ (30) = q (30) 30= 7500.

[ 4 І Три послідовні вершини паралелограма мають координати А (3; -3), 
В (-1; 1), С(-1; 6). Знайти координати четвертої вершини D (рис. 3.31).

Відомо, що діагоналі паралелограма в точці перетину вділяться навпіл. 

Знайдемо цю точку як середину відрізка АС:

3 + 1 ,  -3 + 6 З

' * = т ~ "  у'  - —  = ґ

Таким чином, Е (2; 3/2).
Якщо xD і yD — координати точки D, то дістанемо рівняння

2 = \Х~~ ’ 4 = -1+Л/,; л'/> = у  = — •̂ = 1+>'θ’ Уо = 2

Отже, вершина D (5; 2).

І 5 І Дано координати середин сторін трикутника Е (7; 8), F(-4; 5), АГ(1; -4)
(рис. 3.32). Визначити координати вершин трикутника.

Нехай А ( х а \ уА), В ( х в \ ув), С ( х с ; ус ) — шукані вершини трикутника. 
Точка Е — середина сторони А В :  2х + у - 7 = 0. Тоді

або

або

хл + хв .
Уе

Ул + У в

7 = хл + хв . 8 = У а + У в

л., + лд = 14; ул +ув = К).

β

Рис. 3.32

Точка Ζ7— середина сторони АС. Тоді

v . + .V

>7

або

>’.4 + >’<·

2

 ̂ _ -y/t + лг . 5 _ У а + .Ус
2 ’  2

або

або

Л/і + 'V = -8; уА + 3V = 10.

Точка К — середина сторони ВС: у + 1 = -2(х - 4). Тоді

_ хв + хс .  _Ув+ У с
л A’ - j  ’ ■к ~ --- 2--- ’

■ _ х в + л ( . л _ У в + Ус

або

хв + хс = 2; + ус = -8.
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Таким чином, для визначення шести невідомих дістали дві системи 

рівнянь:

хА + χ β = 14, 

x* + Хг = -8,

У А + У в = 1<>. 

Уа + У с  =  Ю ,  

У в + Ус = _8.хв + хс = 2;

Розв’яжемо першу систему. Додавши почленно рівняння, маємо

2(Xj + хв + jcc ) = 8, або χλ + хв + хс = 4.

З третього рівняння системи дістанемо хА = 2, з другого — хв = 12, із першо

го — хс = -10.
Отже, хл - 2, хв = 12, хс = -10.
Аналогічно розв’язуючи другу систему, дістаємо

Ул = 17> J;e = - 1. Ус=~7·

Отже, вершини трикутника А(2; 17), В( 12;-1), С(-10;-7).

І 6 І Вершини трикутника знаходяться в точках А (У, -5), В(-3; 3), С(-1; -2) 
(рис. 3.33). Визначити довжину бісектриси його внутрішнього кута, про

веденої з вершини А.

Відомо, що бісектриса внутрішнього кута трикутника ділить проти
лежну сторону на частини, пропорційні довжинам прилеглих сторін. Знай
демо довжини цих сторін:

АВ = V(-3 - З)2 + (3 + 5)2 = 10,

АС = ->/(-1 - З)2 + (-2 + 5)2 = 5. 
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Якщо D(x\ у) — точка перетину бісектриси й сторони ВС, то вона 

ділить цю сторону у відношенні

BD АВ 10 2

” DC ~ АС ~ 5 

Тепер знаходимо координати точки D:

_ -3 + 2(-1) 5. _ 3 + 2(-2) 1

А “ 1 + 2 3 ’ У ~ 1+2 З

Довжина бісектриси

AD

, . .2

-^-3
з

I +5 i = l W I
з з

І 7 І Знайти координати точки перетину медіан трикутника, якщо його вер
шинами є точки /4(7; 4), Д(-1; 8), С(-12; -1).

Відомо, шо медіани трикутника перетинаються в одній точці М, яка 
ділить кожну з медіан у відношенні 2: 1,  рахуючи від відповідної вершини 

трикутника.
Знайдемо координати точки D — середини сторони ВС:

хв + хс . . .  У в + Ус
хп  -- 2--- ’ - п --- 2-- '

Визначаємо координати точки М, яка ділить медіану AD у відношенні 

λ = 2 : 1 = 2 (від А до D):

: Хв + Хс

ХМ -
ХА + λХр = Ха+1 2 = Хл + хв + Хс

1 + λ 1 + 2 З

ν , 2 Ув+Ус
Уа + λ>7) Λ/Ι 2 . Уа + У в + Ус

Ум = 1 + λ “ ГТ2 “ з ·

Таким чином, координати точки перетину медіан трикутника дорів
нюють середньому арифметичному однойменних координат його вершин. 

Підставляючи в ці формули координати заданих точок А, В і С, маємо

7-1-12 6 . -4 + 8-1 3 .

— і — = - ї  = -2; > 1 

Отже, точка М(-2; 1).

І 8 І Побудувати пряму, задану рівнянням

х - 2 у - 4  = 0.



Спосіб 1. Пряма на площині визначається двома точками. Знайдемо 
точки А і В її перетину з осями координат. Якщо А — точка перетину з 
віссю Ох, то її ордината дорівнює нулю. Отже, для відшукання її абсциси 
підставимо в рівняння прямої значення у = 0 і дістанемо х = 4. Якщо В — 
точка перетину з віссю Оу, то її абсциса дорівнює нулю. Отже, підставив
ши в рівняння прямої значення х = 0, дістанемо у = -2.

Побудуємо знайдені точки А(4; 0) і В(0; -2) і проведемо через них 
пряму (рис. 3.34).

Рис. 3.34

Спосіб 2. Пряму задано загальним рівнянням. Запишемо це рівняння у 
відрізках на осях. Для цього вільний член перенесемо в праву частину 
рівняння і обидві його частини поділимо на чотири:

* +^-  = і.
4 -2

Побудуємо відрізки, які пряма відтинає на осях координат. Для цього 
відкладемо від початку координат управо по осі Оу чотири одиниці й униз 
по осі Оу — дві одиниці. Дістанемо точки А і В, через які проведемо 
пряму АВ.

[ 9 І Визначити площу S і периметр р трикутника, утвореного прямою 
Зх - 4у - 12 = 0 т а  осями координат.

Загальне рівняння прямої перетворимо на рівняння прямої у відрізках 
на осях:

* + ^  = 1.
4 -З

Пряма відтинає на осях координат відрізки довжиною в 4 і -3 од. 
відповідно.

Отже,

5 = γ4  -3 = 6 кв. од.

Для визначення периметра трикутника знайдемо довжину с його 
гіпотенузи:

с = 7(4 - О)2 + (0 + 3 ) 2  = 5.

Тоді

/» = 4 + 3 + 5 = 12 од.

101 Записати рівняння прямої, паралельної бісектрисі другого координатного 
кута, яка відтинає на від ’ємній півосі Оу відрізок, що дорівнює 4 од.

Шукана пряма як бісектриса другого координатного кута утворює з віссю 
Ох кут, що дорівнює 3π/4. Тому кутовий коефіцієнт k = tg(3it/4) = -1. Крім 

того, відомо, що b = -4. Тоді можна записати рівняння прямої у вигляді

у = -х- 4.

11 Обчислити кут між прямими:

©  у = Зх і у = -2х + 5;

©  у = 4х - 7 і у = -х/4 + 2;

(з) у = 5х - 3 /' у = 5х + 8.

©  Оскільки kt = 3, к2 = -2, то

ку - кх -2-3
їц ф = —----— = ---- = І.
Ь Ψ 1 + Аг,^2 1-6

Кут між прямими у = Зх і у = -2х + 5 дорівнює π/4.

4

. , - - - 4
- Α'ι _ 4

©  При k = 4, к2 =

1 + к{к2 1-1

тобто tg φ не існує, отже φ = π/2.

®  При кі = 5, к2 = 5

кη — к\ 5 5
tg φ = —2---L = --  = 0.

1 + kykj 1 + 25

Отже, φ = 0.

Визначити кут між гіпотенузою, яка лежить на прямій у = ->/Зл + 1, і12
катетом прямокутного трикутника, що лежить на прямій у - л/Зх - 5.

За умовою задачі кЛ = -л/З, к2 = >/3. Тоді
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. к-> — к\ -/З + \[?і лг-
tg ф = , ~ , . tg φ = ------j=—j= = -V3,

1 + k\k2 1 — V3 V3

звідки кут φ = 2π/3 > π/2.

Оскільки кут між прямими, на яких лежать гіпотенуза й катет трикут
ника, гострий, то задано значення зовнішнього кута трикутника, суміжно
го з шуканим. Тоді шуканий кут дорівнює π - φ = π/3.

13 Записати рівняння прямих, на яких лежать катети рівнобедреного пря
мокутного трикутника, якщо відомі рівняння прямої, на якій лежить 
гіпотенуза Зх - у + 5 = 0, і вершина прямого кута С (4; -1).

Оскільки трикутник прямокутний і рівнобедрений, то його гострі кути 
дорівнюють іг/4. Позначимо через к2 = 3 кутовий коефіцієнт прямої, на 
якій лежить гіпотенуза, а через — кутовий коефіцієнт тієї прямої, на 
якій лежить один із катетів трикутника й яка утворює з прямою, шо визна
чає гіпотенузу, кут φ = π/4. Тоді tg φ = 1. Отже,

j _ к2 - Ai j _ 3 - A', _ \_

1 + Α',Α'2 ’ 1 + ЗА·, ’ 1 2 '

Знаючи кутовий коефіцієнт прямої і точку, через яку вона проходить,

запишемо и рівняння: у + 1 = — (де — 4), або х - 2у - 6 = 0. Оскільки прямі, 

на яких лежать катети, перпендикулярні, то кутовий коефіцієнт к3 прямої,

на якій лежить другий катет, визначимо зі співвідношення к, = ——: к = -2.
h

Знаючи кутовий коефіцієнт і точку, через яку проходить пряма, запишемо 
її рівняння: у + 1 = -2(х - 4), або 2х + у - 7 = 0. Отже, рівняння шуканих 
прямих

jc-2j'-6 = 0 і 2дс + .у - 7 = 0.

14 Основа рівнобедреного трикутника лежить на прямій х - 2у = 0, а одна з 
бічних сторін — на прямій х + у - 3 = 0. Записати рівняння прямої, на якій 
лежить друга бічна сторона, знаючи, що вона проходить через точку 
Л/(1;-1).

Позначимо через Л, = 1/2 кутовий коефіцієнт прямої, на якій лежить 
основа трикутника, через к2 = -1 — кутовий коефіцієнт прямої, на якій 
лежить задана бічна сторона. Тангенс кута φ між прямими, на яких лежить

к - к
основа й задана бічна сторона, визначаємо за формулою tg φ = —2---L :

1 + kxki

-1-1/2 ,
tg φ =------ = -3.

1 - 1/2

Оскільки кут між прямими, на яких лежать основа й друга бічна сторона, 
дорівнює π - φ (рис. 3.35), то тангенс кута між ними tg(rr - φ) = -tg φ = 3.

Якщо λ, — кутовий коефіцієнт прямої, на якій лежить шукана бічна

З =

сторона, то

*3 -А, А, - 1/2

1 + А|А, 1 + А,/2 ’

звідки А3 = -7.
Запишемо рівняння шуканої прямої, що проходить через точку М( 1; -1) 

і в даному напрямі (А3 = -7), на якій лежить бічна сторона:

+ 1 = —7(де — 1), або 7х + >’ -6 = 0.

15 Записати рівняння прямої, що проходить через початок координат і точ- 

ісу (-1; 8).

Шукана пряма проходить через дві точки (0; 0) і (-1; 8). Її рівняння 

можна записати у вигляді

.ν - 0 _ > ’ -()

- 1 - 0  8 - 0
, або у = -8х.

16 Задано вершини трикутника /4(1; -2), В (5; 4) і С(-2; 0). Записати 
рівняння бісектриси його внутрішнього кута при вершині А.

Відомо, що бісектриса внутрішнього кута трикутника ділить проти
лежну сторону на частини, пропорційні довжинам протилежних сторін. 

Тоді ВМ/МС = АВ/АС.
Точка М перетину бісектриси AM зі стороною ВС ділить відрізок ВС у 

відношенні λ = АВ/АС. Знайдемо відстані між точками А і В та А і С:

АВ = л](5 - І)2 + (4 + 2)’ = V52. 
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АС = V(-2 - І)2 +(0 + 2)2 =

λ = V52/VT3 = 2.

Знайдемо координати точки М :

5 + 2(—2) 1 4 + 2 0 4 „ ( І  4
л = — :  —  = -; у = -------= - , Л/ -; -

1 + 2 3 1 + 2 3 [з З

Запишемо рівняння бісектриси AM:

X - 1 v + 2

1/3 - 1 4/3 + 2 '
або 5х + у - 3 = 0.

17 Установити, які з пар прямих паралельні, збігаються або перетинають
ся (в останньому випадку знайти точку їх перетину):

© х  + .у-3 = 0 /2х+ Зу- 8  = 0;

©  у = х + 5 і 2х - 2у + 3 = 0;

©  у = ~ .v * 2 і -\х = 1.
2 4 2

©  Прямі задані своїми загальними рівняннями. Тому зручно по
рівнювати відношення їхніх коефіцієнтів AJA2 = 1/2, В]/В2 = 1/3. Оскільки 
Л|/Л2 * B J В2, то прямі перетинаються. Для знаходження точки перетину 
розв’яжемо систему рівнянь

Л- + У  -  з = о ,

2л· + ?>у - 8 = 0,

звідки х=  1, у= 2.

Отже, точка перетину (1; 2).

©  Перетворимо рівняння другої прямої на рівняння з кутовим кое
фіцієнтом у = х + 3/2. У даних прямих рівні кутові коефіцієнти k] = к2 = 1, а 
вільні члени не рівні: й, = 5, Ь2 = 3/2.

Отже, прямі паралельні.

©  Перетворимо друге рівняння на рівняння прямої з кутовим коефі-

1

2

члени = b2 = 2.

Отже, прямі збігаються.

Записати рівняння прямої, на якій лежить перпендикуляр, установлений 
у точці перетину прямих

цієнтом у = — х + 2. У даних прямих кутові коефіцієнти к] = к2 = 1 і вільні

18

4х +3у -5 = 0 і 8х - 5^ + 23 = 0,

до першої прямої.

Знайдемо точку А(х\ у) перетину прямих, розв’язавши систему

ί 4л + 3>· -5=0 ,

|8.v - >у + 23 = 0.

Маємо А(-1; 3).
Визначимо кутовий коефіцієнт к] першої прямої: к] = -4/3.
Оскільки шукана пряма перпендикулярна до першої заданої прямої, 

то її кутовий коефіцієнт к2 = - Ι/λ, = 3/4. Знаючи кутовий коефіцієнт і точ
ку, через яку проходить шукана пряма, запишемо її рівняння:

у - 3 = — (х + 1), або Зх - 4.У + 15 = 0.
4

119 І Знайти координати точки, симетричної точці М(-2; 9) відносно прямої

2х-3>+ 18 = 0.

Якщо N — точка, симетрична точці М відносно прямої 2х - 3у + 18 = 0, 
то точки M і N лежать на прямій MN, перпендикулярній до даної прямої, й 
рівновіддалені від цієї прямої, тобто МР= PN, де точка Р — проекція точ
ки М на задану пряму 2х -3у +18 = 0 (рис. 3.36).

Запишемо рівняння прямої MN. Оскільки кутовий коефіцієнт даної пря
мої fc, = 2/3, то кутовий коефіцієнт прямої MN становить к2 = -1 /к] = -3/2. 
Оскільки пряма проходить через точку М(-2; 9), то рівняння прямої MN



Знайдемо координати точки Р як точки перетину даної прямої та пря
мої MN. Для цього розв’яжемо систему рівнянь

ί 2х - Зу + 18 =  0 ,

[Зх + 2у-12=0 .

Точка Р має координати /*(0; 6) і ділить відрізок MN навпіл. Зі співвід-

- 2  + .v . ,  9  + >'
ношень ϋ = — -—  і О = ——  знаходимо координати точки Ν: х = 2, у = 3. 

Отже, УУ(2; 3).

20 На прямій 2х + у - 6 = 0 знайти точку М, рівновіддалену від точок А (3; 5) 
іВ ( 2; 6).

Позначимо координати точки Μ(χϋ·, >>0). Тоді

МА = V(.v0 - З)2 + <>·„ - >)2. MB = j (x 0 - 2)2 + (Л  - б)2.

Оскільки МА = MB, то

yj(xо - З)2 + (>■„ - 5)2 = yj(x0 - 2)2 + (у0 - б)2.

Після піднесення до квадрата й спрощень дістаємо Xq - ,у0 + 3 = 0.
Точка М (д̂ ; _у0) належить прямій 2х + у - 6 = 0. Отже, її координати 

задовольняють це рівняння.
Розв’язавши систему рівнянь

Л о -  >’о + 3 - 0 ,  
2*о + л> - 6 = 0,

дістаємо = \ , у0 = 4. 
Отже, М( 1; 4).

21 Знайти відстань від точки М (-1; 5) до прямої

4х + Зу - 5 = 0.

Використовуючи формулу відстані від точки до прямої, маємо 

^ _ І 4(-1) + з - 5 - Д І 6

у / Ї Т з 1 5'

22 Знайти відстань між паралельними прямими

Зх + 4у - 18 = 0 та Зх + 4у + 43 = 0. 
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Візьмемо на прямій Зх + 4у - 18 = 0 довільну точку, наприклад (6; 0), і 

знайдемо відстань від неї до другої прямої:

І 3 -6 + 4 0 + 43 І _ 61 

Це і є відстань між даними паралельними прямими.

23 Записати рівняння прямої, на якій лежать бісектриси кутів між пря

мими

Зх - 4у + 7 = 0 і 5х + 12у - 1 = 0.

Бісектриса — це геометричне місце точок, рівновіддалених від сторін 
кута. Отже, якщо М(х\ у) — довільна точка бісектриси, то відстані d , і d2 
від точки М до двох заданих прямих рівні між собою: = d2. Знайдемо ці

відстані:

І Зх - 4у + 7 I I 5.V + 12у - 1 |
</.=---- ----- . d2 = ---------- ·

Запишемо рівність

i | 3 . v - 4 ^  + 7 | = - l | 5 . v  + 12>--l|, 
.ί  13

або

-|r(3.v - 4у + 7 )  = ± ^ ( 5 . v  + 12 v - 1).

Звідси дістанемо рівняння бісектриси:

- (3 .V  -  4 v + 7 ) =  —  (5-Х' + \2у - 1 ), або 7х - 5 6 j  + 48 =  0 ,

5  13

4(3.v - 4у + 1) = -γ^{5χ + 12у - 1), або 32.v + 4у + 43 = 0.

24 За яких значень параметра а пряма

(а + 2)х + ( а 2 - 9)у + Зо2 - 8а + 5 = 0

©  паралельна осі Ох;

©  паралельна осі Оу;

®  проходить через початок координат?

©  Якщо пряма паралельна осі Ох, то в її рівнянні коефіцієнт при х 

дорівнює нулю, тобто а + 2 = 0, а = -2.



©  Якщо пряма паралельна осі Оу, то а 2 - 9 = 0. Отже, а = 3 і а = -3.

(D Якщо пряма проходить через початок координат, то х = 0 і у = 0 
задовольняють її рівняння. Тому З а2 - 8а + 5 = 0. Розв’язавши це рівняння, 
знайдемо два значення: а = 5/3 і а = 1.

25 Записати рівняння прямих, на яких розміщені сторони трикутника ABC, 
знаючи координати вершини А( 1; 3) та рівняння двох його медіан

^  — 1=0 / х - 2у + 1 = 0.

Легко перевірити, що задані медіани не проходять через точку А. Не
хай х - 2у + 1 = 0 — рівняння медіани BBt, а у - 1 = 0 — рівняння медіани 
СС,. Точки В і С мають координати В(хв; ув), С(хс ; ус ). Тоді координати 
точки В]

В, ( 1 + л г ) ;  y^  (3  + у г ) ;  

координати точки С,

-Vi = + *s); Ус, = γ + Ув)·

Точка В] належить медіані СС,, тому її координати задовольняють

рівняння у  (1 + хс ) - (3 + ус ) + 1=0.

Точка С, лежить на медіані BBV тому її координати задовольняють

рівняння — (3 + ус ) - 1 = 0 .  Крім того, медіана СС, проходить через точку

С, а тому ус - 1 = 0, а медіана BBt — через точку В, тобто хв - 2ув +1=0 .  
Таким чином, дістали системи рівнянь

2Ус - 3 = 0 , |л5 - 2ув + 1=0,

Ус -1=0; j ув + 1 = 0.

Розв’язавши їх, матимемо

хв = "З: ^ = - 1 ;  ^ с = 5: Ус= !■

Використовуючи рівняння прямої, що проходить через дві задані точ
ки, знаходимо рівняння сторін трикутника.

26 Записати рівняння сторін трикутника ABC, якщо задано координати 
однієї з його вершин В(-4; -5) і рівняння прямих, на яких лежать дві його 
висоти:

Легко переконатися в тому, шо координати точки В (-4; -5) не задо

вольняють задані рівняння. Справді,

5(-4) + 3(-5) - 4 * 0 ,  (-4)3 + 8(-5) + 13*0.

Нехай рівняння 5х + Зу - 4 = 0 задає пряму, на якій лежить висота АК, 
рівняння Зх + 8>> + 13 = 0 — пряму, на якій лежить висота CZ. Пряма ВС 
проходить через точку В перпендикулярно до прямої АК. Використаємо таку 

форму рівняння прямої: у - у0 = к(х - х0). Тут х0 і — координати точки 
В(-4; -5). Кутовий коефіцієнт к задовольняє співвідношення кк̂  = -1, де 

λ, — кутовий коефіцієнт прямої АК. Але кі = -5/3, тому к = 3/5.
Рівняння прямої, на якій лежить сторона ВС, має вигляд

у + 5 = -(.v + 4).

Аналогічно знаходимо рівняння прямої, на якій лежить сторона АВ, 
як прямої, що проходить через точку В перпендикулярно до висоти CZ. Це 

рівняння має вигляд

у + 5 = у(.\- + 4).

Для того щоб записати рівняння прямої АС, знайдемо координати то
чок А і С. Точку А можна розглядати як гочку перетину прямих АВ і АК, 

тому її координати є розв’язком системи рівнянь

у + 5 = -(.v + 4),

5д· + Зу - 4 = 0.

Легко переконатися в тому, що координати точки і  χ = -І; з» = 3 t 

розв’язком системи.
Аналогічно координати точки С знаходимо як розв’язок системи 

рівнянь

|_у + 5 = ^(д + 4),

І3л+8у + 13 =0.

Координати точки С: х=  1; у=  -2 є розв’язком системи. Використову
ючи рівняння прямої, що проходить через дві задані точки А і С, маємо 

рівняння прямої АС:

х - — = -— -, або 5х + 2у - 1 =0.
2 -5



Записати рівняння прямих, на яких лежать катети прямокутного рівно- 
бедреного трикутника, знаючи координати вершини С (5; -1) прямого 
кута й рівняння гіпотенузи

2л - Зу + 5 = 0.

Даний прямокутний трикутник рівнобедрений, тому катети утворю
ють із гіпотенузою кути, шо дорівнюють π/4. Кутовий коефіцієнт прямої, 
на якій лежить гіпотенуза, А, = 2/3. Позначимо кутовий коефіцієнт прямої,

на якій лежить катет, через k. За формулою tg φ = -̂=— — , де φ — кут,
1 + A j А ■)

утворений прямими, дістанемо

i = ± * - W
1 + 2/ЗА

Звідси знаходимо два кутових коефіцієнти. Тоді рівняння прямих, на яких 
лежать катети,

у + 1 = 5(.у - 5) і у + 1 = -4(.v - 5).
η

28 Компанія випускає продукцію й продає її по 7 грн. за одиницю. Керівниц
тво компанії встановило, що сума загальних щотижневих витрат на 
виготовлення продукції в кількості х (тис. од.) має таку закономірність: 
ун = 1000 + 5х. Знайти точку рівноваги та області прибутку й збитків 
компанії.

Оскільки доход від продажу х тис. виробів продукції вартістю 7 грн. 
за одиницю буде уд = їх , то для рівноваги доходу й витрат потрібно, 
щоб виконувалася рівність уД = ув. Тому 1000 + 5л: = 7л, або 2л = 1000, або 
х=  500.

Отже, при х=  500 прибуток компанії /*=0. Якщо компанія виробляє 
менше, ніж 500 одиниць продукції, то вона несе збитки. Якщо компанія 
вироблятиме більш як 500 одиниць продукції, то одержуватиме прибу
ток.

29 Записати рівняння кола з центром у точці (1/2; -3/4) і з радіусом, що 
дорівнює 2. Побудувати це коло.

За умовою задачі а = 1/2, b = -3/4 і r = 2. Підставивши ці значення в 
канонічне рівняння кола, маємо

(.v  -  1 / 2 ) ’  + ( у  -  ( - 3 / 4 ) ) 2 =  4 , або ( v  -  1 / 2 ) 2 + ( у  + 3 / 4 ) 2 =  4 .

Побудуємо коло. Будуємо його центр С(1/2; -3/4), з якого радіусом, 
що дорівнює 2, описуємо коло (рис. 3.37).

Рис. 3.37

Отже, рівняння кола

(Λ- - 1/2)2 +<>· + 3/4)2 = 4.

ЗО Записати рівняння кола, що має центр у точці (5; -7) і проходить через 

точку (2; -3).

Знайдемо радіус кола як відстань від центра до заданої його точки:

r = 7(2 - 5)2 + (-3 - (-7))2 = 5.

Тепер у рівняння кола підставимо координати центра й значення радіуса:

(х - 5)2 + (у + 7У = 25.

31 Знайти координати центра й радіус кола

х 2 + у 2 - 4х - 14у+ 17 = 0.

Перепишемо дане рівняння:

х 2-4х + 4 + у 2- 14у + 49 + 17-4 - 49 = 0,

або

(л - 2)2 + (у - 7)2 - 36 = 0,

або

(л - 2)2 + (у - 7)2 = 6 2.

Порівнюючи це рівняння з канонічним рівнянням кола, дістанемо: а = 2, 
d= 7 і г= 6. Отже, центр кола знаходиться в точці (2; 7); його радіус дорів

нює 6.



Записати рівняння кола, що проходить через точки /1(3; 1), В(-2; 6) і

С(-5; -3).
Нехай 0,(а; Ь) — центр шуканого кола. Тоді Ο,Λ = 0 ,θ= 0 ,Сяк  радіуси 

одного кола. Маємо

0,/1 = J ( a - l ) 2 + (b- l)2,

OlB = J(a  + 2)2 + (b- б)2.

0,С = 7(о + З)2 + ( і + З)2.

Складемо систему рівнянь відносно невідомих а та й і розв’яжемо її:

а - b + 3 = О,

2а + Z> + 3 = 0.

Розв’язок системи: а = -2, А = 1. Отже, точка 0,(-2; 1) є центром кола.

Знаходимо радіус кола: r = (\А = ^(-2 - З)2 + (1 - І)2 = 5.

Отже, шукане рівняння кола має вигляд

(х + 2)2 + (у - І)2 = 25.

V(«~3)2 + (Ь--і)2 = УІ(а + 2)2 + (Ь- 1

,УІ(а- З)2 + -і)2 = >І(а + >)2+ (Ь +З)2, 1

33 Записати рівняння кола, центр якого знаходиться в точці С(1; -1 )  і пря
ма 5х - \2у + 9 = 0 є дотичною до кола.

Радіус кола — відстань від точки С до дотичної — становить

р |5 l-12(-l) + 9j

УІ>2 +(-12)2

Рівняння кола запишемо у вигляді

(x- 1)2 + Cv+ І)2 = 4.

Записати рівняння кола, яке дотикається до осей координат і прохо
дить через точку /1(18; -4).

Центр шуканого кола, яке дотикається до осей координат і проходить 
через точку А, розташовану в IV квадранті, має координати 0,(а; -а), де 
а > 0 (рис. 3.38).

Радіус кола r = а. Отже,

34

a - 44a + 340 = 0,

α, = 34, α2 = 10.

Таким чином, є два центри 0,(34; -34) і 0 2(Ю; _ ^ )  та Два значення 
радіуса г, = 34, г2 = 10, тобто умову задачі задовольняють два кола:

(jc - 34)2 + (у + 34)2 = 342,

(χ - 10)2 + (у + 10)2 = 102.

35 Записати канонічне рівняння еліпса, що проходить через точку М (5; 0), 
якщо фокальна відстань (відстань між фокусами) дорівнює 6.

Оскільки відстань між фокусами дорівнює 6, то с=  3. За умовою точка 

М(5; 0) належить еліпсу, тож її координати задовольняють рівняння еліпса. 

Тому 25/а 2 =1, а 2 = 25. Із рівності а 2 - с 2 = Ь2 знаходимо Ь2 = 25 - 9 = 16. 

Отже, шукане рівняння

■> ?
X'

25
+ 21 = і. 

16

36 Звести до канонічного вигляду рівняння 36л:2 + 100_у2 = 3600 ; показати, 
що воно є рівнянням еліпса. Знайти координати фокусів.

Перепишемо дане рівняння у вигляді 36х2 + lOOy2 = 3600 і поділимо 

обидві його частини на 3600:



Це рівняння еліпса. Оскільки для еліпса а 2 - Ь2 = с 2 і а 2 = 100, Ь2 = 36, то 

с 2 = 64, тобто с = 8. Фокуси еліпса знаходитимуться в точках (—8; 0) і 

F2(8; 0).

37 Записати рівняння еліпса, фокусами якого є точки (0; S )  і (0; S ) ,  
а велика вісь дорівнює 6.

Фокуси еліпса лежать на осі Оу, отже, b = 3.

За формулою а 2 - c2 = b2 знаходимо а2 = З2 - (V5)2 = 4. Підставивши 

значення а 2 і Ь2 в канонічне рівняння, маємо

7 ■>
^-  + 21 = 1.
4 9

2 2
38 Визначити точки еліпса —— + —  = 1, відстань від яких до правого фо-
—  100 36

куса дорівнює 14.

Відстань від точок еліпса до правого фокуса визначається за формулою

с
r, - а -- .v.

а

-----  8
а2 - Ь2 =8. Тоді 14 = 10-—  х, звідки

х = -5. Підставивши знайдене значення х у рівняння еліпса, дістаємо

у = ±.V3.
Таким чином, шукані точки Л/((-5; З-УЗ) і М 2(-5; —3%/3).

39 Записати рівняння еліпса з фокусами на осі Ох, якщо відстань між фоку
сами дорівнює 12, а ексцентриситет е = 0,6.

За умовою задачі F]F2 = 12, отже, с = 6, е = с/а = 0,6. Підставивши в цю 

рівність значення с, дістанемо в/а = 0,6, тобто а = 10.

За формулою а 2 - с 2 = Ь2 знайдемо b2 = 102 - б2 = 64.

Отже, шукане рівняння має вигляд

2
^  + ^-  = 1.
100 64

2 2 2 2 у у χ у
Побудувати еліпси 1— + —  = 1 і :-- v —  = 1. Для кожного з них обчис-

γ у 25 16 25 9
40

Знаходимо півосі заданих еліпсів: а, = 5, й, = 4; а2 = 5, Ь2 = 3. 
Позначимо на рис. 3.39 вершини першого еліпса: >4,(5; 0), 5,(0; 4), 

С,(-5; 0), £>,(0; -4). Дві вершини другого еліпса знаходяться в точках Л, і С,, 
а дві інші вершини — в точках В2(0; 3) і ΰ 2(0; -3).

Побудуємо коло х 2 + у 2 = 25.
Точки першого еліпса дістанемо зсувом до осі Ох точок кола, при яко

му ординати зменшуються у відношенні bl/a ] = 4/5.
Точки другого еліпса дістанемо зсувом точок кола, при якому ордина

ти зменшуються у відношенні b2/a2 = 3/5.
Зазначимо, що достатньо одержати точки еліпса в одному з квадрантів 

координатної площини, а потім скористатися симетрією еліпса відносно 
осей координат. На рис. 3.39 перший еліпс зображений кривою ASB^C^DV 
другий — кривою А]В2 C]D2.

Ексцентриситети еліпсів знаходимо за формулою

\la2 - Ь 2с
е = — =

а а

Маємо

‘’і 1 -
]6

25

ί Ь>
у

= М ~
25

У другого еліпса ексцентриситет більший, ніж у першого; другий еліпс 
сильніше стиснутий до своєї великої осі.

41 v2 v2
Знайти координати точок перетину еліпса — - + ™  = 1 з прямою



Для того щоб знайти координати точок перетину еліпса й прямої, тре

ба розв’язати систему рівнянь

100 25

v + 2у -14 = 0;

-v = 8.

у = 3;
V =  6.

І v = 4.

Отже, еліпс і пряма перетинаються в точках (8; 3) і (6; 4).

42 З ’ясувати, яку лінію визначає рівняння ї х 2 - 9у2 = 63.

Поділивши обидві частини рівняння на 63, дістанемо

7

9~ 7
± 1-21 = і.

Порівнюючи дане рівняння з канонічним рівнянням гіперболи, зробимо 
висновок, шо рівняння визначає гіперболу з дійсною піввіссю а = 3 та 

уявною піввіссю b = уі7.

43 Дано асимптоти гіперболи у = ± — х і відстань між фокусами 2с = 10. 

Записати рівняння гіперболи.

Із рівнянь асимптот гіперболи випливає, що й/α = 1/2, звідки а = 2Ь. 

Користуючися рівністю а 2 + Ь2 = с 2, дістаємо 4Ь2 + Ьг = 25, звідки b2 = 5. 

Тоді а 2 = АЬ2 = 20. Запишемо шукане рівняння гіперболи:

? 7

± 1-21 = 1.
20 5

44 Записати рівняння гіперболи, фокуси якої лежать на осі абсцис симет
рично відносно початку координат, якщо задано точку М(-5; 3), що ле

жить на гіперболі, т а її ексцентриситет е = Ί ϊ .

\~ V"
Канонічне рівняння гіперболи має вигляд —  - —  = 1.

а~ Ь~

Знайдемо а і Ь. Оскільки е = с/а, то с = са - а-Л.

Користуючися рівністю а 2 + Ь2 = с 2, матимемо 2а 2 = а 2 + Ь2, звідки

а 2 - Ь2.
Координати точки М задовольняють рівняння гіперболи. Тому

* - * = ! .2 і. 2 a b
2 12 a - b .

Звідси випливає, що 16/а2 = 1. Отже, а 2 = Ь2 = 16. Тоді шукане рівняння 
гіперболи запишемо у вигляді

х 2 — у 2 — 16.

45 Знайти ексцентриситет гіперболи, симетричної відносно координат
них осей, асимптота якої утворює з дійсною віссю кут: φ  60°; ©  гх,
0 < (χ < π/2.

©  Рівняння однієї з асимптот, яка утворює з дійсною віссю гострий

кут φ = 60°, має вигляд ν = — х. Отже, її кутовий коефіцієнт k, з одного
а

боку, дорівнює b/α , а з іншого — tg φ = tg 60 = ч/З. Звідси b/a = ч/З.

Ураховуючи, що ексцентриситет гіперболи обчислюється за формулою

матимемо

e  = s j  1 + ф ) 2 = 2.

©  Аналогічно випадку ©  маємо b/a = k - tg сх, отже,

t' = Vі + (Г а  = J — 1—  = — —
V cos' а  cos а

= sec а.

46
.2 2

Знайти відстань від фокуса гіперболи 2̂ - - 2_ = | до її асимптот і кут 

між асимптотами.

Виходячи з канонічного рівняння гіперболи, знайдемо довжини її піво
сей: а = 4, b = 3. Відомо, що гіпербола має фокуси в точках /■’, і F2 з коорди

натами (-л/α2 + Ь2: 0) та (\Іа~ + Ь~; 0), а рівняння асимптот мають вигляд 

b _ .
у = ± — -v. Підставляючи відомі значення а і Ь, дістанемо координати фо- 

а

кусів /·’,(—5; 0), F2(5; 0) та рівняння асимптот v = ± — х.
4



Оскільки гіпербола складається з двох віток, симетричних відносно ко
ординатних осей, то з міркувань симетрії випливає, що відстані dv d2, d3, dA 
від будь-якого фокуса до асимптот однакові (рис. 3.40).

Рис. 3.40

Для визначення шуканої відстані скористаємося формулою для об-

3
числення відстані від точки / 2 до прямої у = ±-х:

- 5  + 0 
4

7(3/4)2 +(-02

= 3.

к - к
Кут між асимптотами φ обчислимо за формулою tg φ = , 1 , для

1 + к ік2

З З
кута між двома прямими v = — х та у = -—х:

4 4

tg ф =
3/4 - (-3/4) 24

1 + 3/4(—3/ 4) “ 7 '

Звідси φ = arctg (24/7).

47 На гіперболі 9х2 - 16 у 2 = 144 знайти точку, відстань якої від лівого фоку

са вдвоє менша, ніж від правого.

Запишемо рівняння гіперболи в канонічному вигляді, поділивши оби

дві його частини на 144:

Отже, a = 16, b = 9 , c = a + b =25. Звідси знаходимо фокуси Ft(-5; 0)
і F2(5; 0) та ексцентриситет е= 5/4.

Нехай Л/0(х0; у0) — шукана точка, причому з умови задачі випливає, що 
вона має знаходитися на лівій вітці гіперболи, тобто х  ̂< 0 (рис. 3.41). Запи
шемо фокальні радіуси л, та г2 шуканої точки М0:

Рис. 3.41

г\ = І M{)Fі І = І с'л-0 +а

12 = і а д е.хп - а =

л'о + 4 

хп - 4

Оскільки за умовою 2г] = г2, дістаємо рівняння

Розв’язуючи його, знаходимо Хр = -9,6. Підставивши це значення в рівнян- 

ня гіперболи, матимемо >>0 = ± — у/і 19. Отже, умову задачі задовольняють

дві точки А/0(-9,6; 0,6^119) і Л/^(-9,6; -0,б7ГЇ9), симетричні відносно 

осі Ох.

48 На гіперболі х 2 - у 2 - 4 знайти точку, фокальні радіус-вектори якої 
перпендикулярні.

Запишемо рівняння гіперболи в канонічному вигляді:

і -) 

4 4

165



Це рівняння рівносторонньої гіперболи з параметрами а = Ь =4. Тоді

с 2 = а 2 + Ь2 = 8.

Маємо фокуси (—2>/2; 0), (2л/2; 0) та ексцентриситет е = Л .

Розглянемо Δ/^MFj. Якщо ZF lMF2 = 90°, то точка М має знаходитися на 
півколі, побудованому на відрізку FfF2 (оскільки вписаний кут, що спи

рається на діаметр, прямий). Радіус цього кола R = — \ FlF2 | = | OF2 \ = 2уі2,

а його рівняння х 2 + у 2 = 8.
Отже, точка М (і всі такі точки) є точками перетину гіперболи та кола. 

Розв’язуючи відповідну систему рівнянь

|д-2 - Г  =4.

|л-2 + у2 = 8,

дістанемо всі її розв’язки: (л/б;Т2), (V6; -V2), (-7б; V2), (-7б; -V2).

Таким чином, умові задачі відповідають чотири точки, розташовані 

симетрично точці М відносно координатних осей та початку координат 

(рис. 3.42).

49 Задано рівносторонню гіперболу х 2 - у 2 = 8. Знайти рівняння еліпса, фо
куси якого знаходяться у фокусах гіперболи, якщо відомо, що еліпс прохо

дить через точку А (4; 6).

V2 у2
Канонічне рівняння гіперболи має вигляд —--- — = 1. Із нього знахо-

О О

димо а 2 = Ь2 = 4, с 2 = а 2 + Ь2 = 16. Отже, /",(-4; 0), F2(4; 0). Позначимо через 
я, та довжини відповідно великої та малої півосей шуканого еліпса.

Оскільки, з одного боку, відстань між фокусами еліпса 2с = 8, а з іншо

го — 2\jaf~-bf, то для невідомих параметрів еліпса дістаємо перше спів

відношення

8 = 2yja2 - b\ , або a\ - by = 16.

Оскільки за умовою точка А належить еліпсу, то її координати (4; 6)

х2 у2
мають задовольняти його рівняння —  + -̂у = 1. Дістаємо друге співвідно-

а,- bf
шення:

16 36 ,
— + тт = 1' 
а{ Ь{

Для визначення параметрів of та bf одержуємо систему рівнянь

о2 - Ь? = 16,

16 36 ,

7Г + 7Т = 1·

Розв’язавши її, матимемо о2 = 64 і by = 48. 

Отже,

±І + ^  = 1. 
64 48

50 Записати рівняння параболи, вершиною якої є точка (0; 0) і яка прохо
дить: ф  через точку (-1; 2) симетрично відносно осі Ох, ©  через точку 
(2; 4) симетрично відносно осі Оу.

©  Оскільки парабола проходить через початок координат і через точку 
(-1; 2) з від’ємною абсцисою, а її віссю симетрії є вісь Ох, то рівняння 
параболи слід шукати у вигляді у 2 = -2рх. Підставляючи в це рівняння 

координати точки (-1; 2), дістанемо 4 = -2р(-1), р = 2. Шукане рівняння 
має вигляд у 2 = -4х.

©  Рівняння параболи шукатимемо у вигляді х 2 = 2ру. Підставляючи в 
це рівняння координати точки (2; 4), дістанемо 4 = 2р ■ 4, р = 1/2. Отже, 
шуканим рівнянням параболи є х 2 = у.

51 На параболі у 2 = 6х знайти точку М, фокальний радіус якої дорів
нює 4,5.



Порівнюючи дане рівняння параболи з канонічним, дістанемо 2р = 6. 

Отже, р = 3. Фокальний радіус r точки М(х\ у) обчислюється за формулою 
r = х + р і2. Підставляючи в це співвідношення відомі величини r та р , ма
тимемо рівняння 4,5 = х + 1,5. Звідси х = 3. Підставляючи в рівняння 
параболи у 2 = вх абсцису х невідомої точки М, знайдемо п ординату: 

у = ±%/Ї8 = ±з4ї. Отже, умову задачі задовольняють дві точки — Л/, (3; ЗVI)

і М-,(3; -3%/2), які розташовані симетрично відносно осі Ох.

52 Визначити область розташування кривої у = -v-.v. Побудувати її.

Область визначення функції, що задає криву, -х > 0, тобто х < 0, а об

ласть її значень у = — V—х - 0. Отже, крива цілком розташована в III квад

ранті: {(.v, >’) є R2 І x < 0, у < О}.
Запишемо рівняння кривої у вигляді

Рис. 3.43

Робимо висновок, що шуканою кривою є нижня половина параболи з 

параметром р = 1/2, розташована в III квадранті (рис. 3.43).

53 Із вершини параболи у 2 = 2рх проведено всі можливі хорди. Записати 

рівняння геометричного місця середин цих хорд.

Нехай А(х\ у) — довільна фіксована точка на параболі, ОА — відповід

на хорда, Л ,(х у ,)  — середина цієї хорди (рис. 3.44). Оскільки А] — середи

на відрізка ОА, то х, = х/2 і у] = у/2.

Оскільки точка А лежить на параболі, то її координати мають задо
вольняти рівняння у 2 = 2рх. Підставляючи в це рівняння співвідношення 
х = 2х, і у = 2yv дістанемо рівняння для визначення координат точки

А у (2 у,)2 = 2/?(2х,), тобто уЇ = 2уХ ,. Це рівняння визначає параболу, пара

метр якої вдвоє менший від параметра початкової параболи.

54 Записати рівняння площини, що проходить через вісь Oz і точку Л/ (1; 2; 1).

У загальному рівнянні площини ах + by + cz + d = 0 коефіцієнти c = d = 0, 
оскільки площина проходить через вісь Oz. Тоді шукана площина задаєть
ся рівнянням ах + by = 0. Точка Μ, за умовою, лежить на цій площині, 
отже, її координати задовольняють рівняння площини: а - 2Ь = 0, тобто 
а = 2Ь. Підставивши значення а в рівняння площини й скоротивши на Ь, 
дістанемо рівняння шуканої площини

2х + у = 0.

55 Площина проходить через точку Л/(3; 8; -4) і відтинає на осі абсцис 
відрізок а = —3, на осі аплікат — с = 2. Записати рівняння площини.

Запишемо рівняння площини у відрізках на осях: — + — +
b

1. За умо-

 ̂ т x v :
вою а = -3, с = 2, тому —  + — + —

-З b 2

а о с

= 1. Точка М (3; 8; -4) лежить на пло-

3 8 - 4 ,
шині, тому π координати задовольняють рівняння площини —- + — + —  = 1, 

звідки b = 2.



Отже, шукане рівняння

—  + — + — = 1, або 2jc - Зу - 3z + 6 = 0. 
-3 2 2

56 Точка М (2; -1; 2) — основа перпендикуляра, опущеного з початку коор

динат на площину. Записати рівняння площини.

За умовою задачі радіус-вектор точки М  перпендикулярний до площи

ни, а його координатами є координати точки М, тобто ОМ  = (2; -1; 2). 

Отже, відомі вектор, перпендикулярний до площини ή = ОМ = (2; -1; 2), і 

точка М (2; -1; 2), що лежить на площині. Використовуючи рівняння пло
щини, що проходить через дану точку із заданим нормальним вектором 

(3.29), дістанемо

2(х- 2) - 1(у+ 1) + 2(ζ- 2) = 0, або 2х - у + 2ζ - 9 = 0.

57 Записати рівняння площини, яка перпендикулярна до осі Ох і проходить 
через точку Ма(2; -1; 3).

Рівняння площини, перпендикулярної до осі Ох, має вигляд x + d = 0. 
Підставивши в це рівняння координати точки М0, знаходимо d - -2а. 
Підставивши значення d у рівняння ах + d = 0 і поділивши на а, діста

немо

х - 2 = 0.

58 Записати рівняння площини, яка проходить через точку Л/0(-2; 3; 4) і 

паралельна площині x + 2у - 3z + 4 = 0.

Оскільки шукана площина паралельна площині x + 2у - 3z + 4 = 0, то за 
її нормальний вектор можна взяти вектор ή = (1; 2; -3) даної площини. 
Використовуючи рівняння площини, що проходить через задану точку із 

заданим нормальним вектором (3.29), дістанемо

(х + 2) +2(у - 3) - 3(ζ - 4) = 0, або x + 2у - 3ζ + 8 = 0.

59 Знайти відстань між паралельними площинами

2х - Зу + 6ζ + 28 = 0 т а 2х - Зу + 6ζ - 14 = 0.

Щ об знайти шукану відстань, треба взяти точку на одній із пло
щин і визначити відстань від цієї точки до іншої площини. В рівнянні 
першої із заданих площин покладемо у = 0, ζ = 0. Маємо 2х + 28 = 0, 
тобто х = -14. Отже, дістали точку М (-14; 0; 0). Тепер, використовуючи

формулу (3.33), знаходимо відстань від точки до другої площини
2х - Зу + 6ζ - 14 = 0:

. І 2(-14) - 3 - 0 + 6 · 0 - 14 І ,

— т т т , — =2-

60 Знайти кут між площинами

х + у - 1 = 0 та  2х - у + ч/З ζ + 1 =0 .

Для відшукання кута між площинами скористаємося формулою (3.34). 
Дістанемо

Ι ·2*Κ-ΙΗ0Λ . 2 - 1  І

>/і2 + І2 +02^22 +(-1)2 +(л/3)2 V2 V8 4 ’

тобто φ = arccos— = 76
4

61 Записати канонічні й параметричні рівняння прямої, що утворює з ося
ми координат кути а  = π/3, β = π/4, γ = 2π/3 і проходить через точку0; 5).

За напрямний вектор s прямої можна взяти її одиничний вектор. Його

і Ίτ.
координатами є напрямні косинуси cos а  = cos- = cos β = cos— = —

3 2 μ 4 2 ’

2π 1 с
cos γ = cos —  = — , тобто 5 = 

З 2
ί ΐ ·  А .  і  
2 ’ 2 ’ 2

V

Використовуючи канонічні рівняння прямої, дістанемо

х + 1 у - 0  ζ - 5

~ T /2 ~ j2 /2 ~ ^ l/2 '

або

v + 1 _ у _ r - 5

~ Г ~ 7 2 - — ·

Якщо прирівняти кожне з цих відношень до t, то

х+1 . у r -5

1 ’ V2 =Л ̂ Г  = Л

Тоді параметричні рівняння прямої такі:



Звести до канонічного вигляду рівняння прямої

х - 2у + Зг - 4 = 0,

Зх + 2у - 5г - 4 = 0.

z + 4
Додамо обидва рівняння. Дістанемо 4х - 2z - 8 = 0, або л = —-— 

Помножимо перше рівняння на 5, друге — на 3 й почленно додамо їх:

14х - 4у - 32 = 0, або х = ̂  у--·--, або Л = ^ Д “·

Прирівнюючи результати, дістанемо канонічні рівняння у вигляді

v + 8 :+ 4  х у + 8 z + 4
д- =  --- = ---- , або — = — = — -— .

7/2 2 2 7 4

63 Записати канонічне рівняння перпендикуляра, опущеного з початку коор
динат на площину 4x-y+ 2z- 3  = 0.

Вектор ή = (4; -1; 2) перпендикулярний доданої площини, паралель
ний шуканій прямій, і його можна вважати напрямним вектором цієї пря

мої. За формулою (3.39) дістанемо

-  = -L = =.
4 -1 2'

64 Записати рівняння прямої, яка паралельна осі Ох і проходить через точ

ку Af0(l; 1; 1).

Напрямний вектор і  прямої колінеарний осі Ох, отже, його проекції 
на координатні осі Оу і Οζ дорівнюють нулю. Виберемо за вектор s орт 

осі Ох і = (1; 0; 0) і запишемо канонічне рівняння

х - 1 v - 1 - - І

~Т 0 “ 0

Загальні рівняння шуканої прямої мають вигляд

[ у - 1 = 0,

-1  =  0 .

65 Записати рівняння прямої, яка проходить через точку Л/0(— 1; 2; 1) і па-

х - 3 _ у - 2 _ z + 2
ралельна прямій

2 З 1 
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Оскільки шукана пряма паралельна заданій, то за її напрямний вектор
можна взяти вектор s = (2; 3; 1) даної прямої. Використовуючи формулу
(3.39), дістанемо канонічні рівняння шуканої прямої

л + 1 у - 2 z- [

2 3 “ 1

66 Обчислити гострий кут між прямими

67

.v - 3 у - 1 z + 4 χ + 1 у + З z — 2
----= ---- = ----  та  --- = ----= ----

2 1 2  12 3 4

Використовуючи формулу (3.45), дістанемо

2-12+1-3+2-4 
cos φ = —  ............. - = 0,8974.

yj2і +\2 +22 V122 + З2 + 42

Отже, φ = arccos 0,8974 = 26 .

Обчислити кут м іж  прямою —— - = —  ■■ = :::— - т а  площиною
3 4 2

х + 2у - 3z + 4 = 0.

Використовуючи формулу (3.48), дістанемо

sin φ = ... 1 3  + 2-4 + (-3)2 =

V І2 + 22 + ( - 3 )2л/з2 + 4 2 + 22

Отже, φ = arcsin 0,2482 = 14 .

Записати рівняння площини, яка проходить через точку М(-1; 2; -3)

перпендикулярно до прямої ■

За нормальний вектор // шуканої площини можна взяти паралельний 
йому напрямний вектор s = (4; 3; 2) прямої. Використовуючи рівняння 
площини (3.29), дістанемо

4(х + 1) + 3(у - 2) + 2(z + 3) = 0, або 4х + Зу + 2z + 4 = 0.

68

69 Записати рівняння площини, яка проходить через точку М( 1; 3; 2) пер
пендикулярно до площини х - 2у + 2z - 3 = 0.

За напрямний вектор шуканої прямої візьмемо паралельний йому нор
мальний вектор ή = (1; -2; 2) даної площини.



Використовуючи формулу (3.39), дістанемо канонічне рівняння 

прямої:

х - І у - 3 г - 2

1 ” -2 “ 2

70 Знайти проекцію М, точки М (5; 2; -1) на площину 2х - у + 3z +- 23 = 0.

Вектор /і = (2; -1; 3), перпендикулярний до даної площини, можна 
взяти за напрямний вектор перпендикуляра ММу Тому канонічні рівнян
ня цього перпендикуляра мають вигляд

v - 5 v - 2 r + 1

2 * -1 " ~ Г

Параметричні рівняння прямої ΜΜλ\ х = 5 + 2t, у = 2 - t, z = 3t - 1.
Підставивши значення x, у, z у рівняння даної площини, дістаємо

2(5 + 2і) - (2 - О + 3(31- 1) + 23 = 0.

Знайдемо t - -2 — значення параметра, що відповідає точці Л/, як точці 

перетину прямої Л/Л/, із заданою площиною.
Отже, М ,(1; 4; -7) — шукана точка.

71 Знайти проекцію Р точки Q(4; 3; 10) на пряму

х - 1 _ У - 2 _ - - З
2 "  4 "  5

Точка Р є точкою перетину даної прямої з перпендикулярною до неї 
площиною, що проходить через точку Q. Оскільки вектор = (2; 4; 5) є 

перпендикуляром до цієї площини, то її рівняння

2(х - 4) + Цу - 3) + 5(ζ - 10) = 0, або 2х + Ay + 5ζ - 70 = 0.

Тим самим методом, шо й у попередньому прикладі, знайдемо координати 

точки перетину заданої прямої й заданої площини.

Отже, Р (3; 6; 8).

4.1
Метоли теорії множин

4.1.1. Множини. Основні поняття

Поняття множини — одне з основних у математиці. Слона су

купність, клас, система, набір часто вживають як синоніми слона 
множина.

Множина — це деякі об’єкти (елементи множини), шо виділені за 
певною ознакою (або ознаками) з інших об’єктів і розглядаються як 
одне ціле. При цьому клас усіх розглядуваних об’єктів має бути опи
саний іше раніше будь-яким способом. Цей клас називають універ
сальною множиною й позначають U.

Множини зазвичай позначають великими латинськими літерами 
(А, В, С, ...), а елементи множини — маленькими (а, Ь, с, ...).

Належність елемента а множині А позначають так: а є А {а нале
жить до множини А). Якшо елемент а універсальної множини Uне є 
елементом множини А, то це позначають як а е А (а не належить до 
множини А).

Множину, що не містить жодного елемента, називають порожньою 
множиною й позначають 0.

Якщо вдається перелічити всі елементи множини А, то їх запису
ють у фігурних дужках і позначають як А - [а, Ь, с, ..., d}. Найчасті
ше множина задається виразом А - {а \ Р(а)}. Такий запис означає, що 
А — множина всіх елементів певної універсальної множини, шо мають 
властивість Р.

Якщо через А і В позначено певні множини, то рівність А = В 
завжди означає, що А і В — та сама множина.

Якшо кожен елемент множини А є елементом множини В, го А 
називають підмножиною множини В. Позначається це так: А с  В.



Порожня множина вважається підмножиною будь-якої іншої мно
жини.

Нехай А — деяка множина. Тоді через А позначатимемо множину 
всіх елементів універсальної множини, які не належать до А, й нази
ватимемо доповненням множини А.

Нехай задано множини А і В.

ψ+ Означення 4 .1 . Об’єднанням двох множин А і В  називають мно
жину А и В усіх елементів, які належать хоча б одній із цих 

множин:

Avj В =  {х\х & А або х є В).

Аналогічно об’єднанням кількох (і навіть безлічі) множин є мно
жина тих елементів, які належать принаймні одній із цих множин.

П
Об’єднання множин Ах u  А2 и  ... u  Ап коротко позначають Ak.

Якшо Ах, Λ2, ..., Απ, ..., то їх об’єднання позначають так: ^  Αχ.

f» Означення 4 .2 . Перерізом (перетином) двох множин А і В  назива
ють множину A n  В  усіх їхніх спільних елементів, тобто елементів, 

які належать як множині А, так і множині В  .

А п В = { х \ х є  А і х є В}.

Аналогічно перерізом кількох (і навіть безлічі) множин називають 
множину всіх їхніх спільних елементів.

п
Переріз множин Αχ η А2п ... η  Ап позначають так: n  Ak, а не-

і

скінченної КІЛЬКОСТІ МНОЖИН Аг — як n  Ak.
k k=\

ρ» Означення 4 .3 . Різницею двох множин А і В  називають множину 

А \ В  усіх елементів, що належать множині А, але не належать 

множині В  :

Л\.в={х|;сєЛ і хг  ί ) .

Зауважимо, шо А = U\ А, де U — універсальна множина. 
Об’єднання, переріз та різницю множин А і В  зображено на 

рис. 4.1—4.3 відповідно, які часто називають діаграмами В ’єнна, або 
кругами Ейлера.

Α ν  В 

Рис. 4.1

А пВ  

Рис. 4.2

Рис. 4.3

П р и к л а д  4.1. Нехай А = {(х, у )|х2 + у 2< \ \ і В = {(х, у) \ \ х \ + | у \ < 1}. 

Зобразимо множини А, А, В, В, Α ν  В, А п В, А \ В, В \ А.

Якщо зображувати їх як множини точок площини з координатами 
(х; у), то множина А складається з внутрішніх точок круга з центром у 
точці 0(0; 0) одиничного радіуса, причому точки кола х 2 + у 2 = 1 не 
входять у множину А (рис. 4.4). Множина А, — це зовнішність круга 
разом із точками колах2 + у 2 = 1 (рис. 4.5).
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Множина В — це множина внутрішніх точок квадрата, обмежено

го лінією j χ І + І у| = 1, разом із точками його сторін (рис. 4.6), а множи
на В  — це множина точок поза межами квадрата (рис. 4.7).

Множина А и В у даному прикладі збігається з множиною А 
(рис. 4.8). Переріз множин А η  В збігається з множиною В (рис. 4.9).

Різниця множин А \ В — це сегменти круга одиничного радіуса без 
точок (-1; 0), (1; 0), (0; -1), (0; 1) (рис. 4.10). Різниця множин В\ А — це 
точки (-1; 0), (1; 0), (0; -І), (0; 1) (рис. 4.11).

р» Означення 4.4. Декартовим добутком множини А на множину В
називають множину А х В, елементами якої є всі можливі пари 

(х; у), в яких елементи х належать до множини А, а елементи у — 
до множини В.

Декаргів добуток позначають А х В = {(х, у) \ х є А і у є В).

Елементи х і у називаються координатами пари (х, у).

Слід наголосити, шо пари (х, у) і (у, х) різні. Крім того, пари в 
жодному разі не можна тлумачити як множини, шо складаються з двох 
елементів. До того ж координати пари можуть бути однакові, тоді як 
множина, за її означенням, не може містити двічі один і той самий 
елемент.

Пари — це нові специфічні об’єкти, які за своєю природою від
різняються як від елементів, що є їхніми координатами, так і від мно
жин, котрі можуть утворювати ці елементи.

Декартів добуток А х А називають декартовим квадратом множи
ни А. Його позначають А х А = {(х, у) | х є А і у є А).

Наприклад, R x R = R 2 — множина дійсних чисел — це множина 
всіх можливих пар дійсних чисел. Якщо на площині зобразити прямо
кутну систему координат, то ці пари є координатами точок площини.

4.1.2. Числові множини

У математиці використовуються такі основні числові множини:

• множина натуральних чисел N = {1; 2; 3; 4; 5; ...};

• множина цілих чисел Ζ = {0; ±1; ±2; ±3; ±4; ±5; ...};

• множина раціональних чисел Q = |— , т  є Ζ, п є /V j ;

• множина ірраціональних чисел І  (чисел, які не можна подати у

вигляді дробу — , де т  є Z, n е ЛО; 
п



• множина дійсних чисел R =  Q vj 1 (будь-яке дійсне число можна 
подати у вигляді нескінченного десяткового дробу — періодич
ного, якщо число раціональне, й неперіодичного, якшо число 
ірраціональне);

• множина комплексних чисел С.

Означення 4.5. Комплексним числом називають число а + Ьі,
a, Ь є R, і 2 = -1.

Дійсне число а називають дійсною частиною комплексного числа 
а + Ьі, а дійсне число b — його уявною частиною. Число і називають 
уявною одиницею.

Числа а х + Ьхі і а2 + Ь2і рівні лише у випадку а х = а2 і Ьх = Ь2.

Число а - Ьі називають комплексно-спряженим до числа а + Ьі.
Дії додавання, віднімання, множення й ділення комплексних чи

сел вводяться відповідно за такими формулами:

(а, + Ьхі) + (а2 + Ь2і) = (ах + а2) + (Ьх + Ь2)і;

(ах + Λ,/) " (а2 + V )  = (°і - аг) + (йі “ ьі)^

(ах + Ьхі)(а2 + Ь2і) = (аха2 - bxb2) + (ахЬ2 + а2Ьх)г,

ах + t\i _  (а, + ^/')(а, - b2i) _  аха2 - axb2i + a2V  - bxb2i _  

а , + Ь2і (а2 + Ь2і)(а2 - Ь2і) а\ + b]

_ аха2 + byth а2Ьх - аф2 .
~  > 1 ^  l 2  l 'а2 + Ь2 а2 + Ь2

Крім стандартної алгебричної форми запису комплексного числа 
z = а + Ьі, використовують тригонометричну й показникову.

4.1.3. Обмежені 
числові множини

Розглянемо множину дійсних чисел R. Дійсні числа можна зобра
жати точками числової осі, тобто між точками прямої і множини R  

можна встановити взаємно однозначну відповідність. Тому множину 
R часто ототожнюють із числовою прямою (віссю), а її елементи — з 
точками числової осі, які задані своїми координатами.

Нехай а, Ь є R, причому а < Ь. Введемо позначення:

(а, Ь) = {х є R  І а < х < Ь) — інтервал (а, Ь)\

[а, Ь] = {х є R  І а < х < Ь) — відрізок [а, Ь];

(а, Ь] = {х є R \ a < x < b } — півінтервал (а, Ь\, який містить кі
нець Ь\

[а, Ь) = {х є R  І а < х < Ь) — півінтервал [о, Ь), який містить кі
нець а.

Надалі інтервали, відрізки й півінтервали називатимемо числовими 

проміжками або просто проміжками.
Числові множини

(а, +оо) = {jc є  R  І а < x}, [а, +оо) = {jc є R  \ а < х},

(-оо, Ь\ = {х є R  І х < Ь), (-оо, Ь) - {х є R  І х < Ь)

називатимемо необмеженими проміжками.
Множину всіх дійсних чисел позначатимемо R  = (-оо, +оо). 

Розглянемо деяку множину X  <= R.

т- Означення 4.6. Числову множину X  називають обмеженою зверху, 
якщо є таке число с є R, що для всіх елементів х є X  виконується 

нерівність х < с. Число с — верхня межа множини X.

Числову множину X  називають обмеженою знизу, якщо є таке чис
ло с є R, що для всіх елементів х є X  виконується нерівність х>  с. 

Число с — нижня межа множини X.
Якщо множина X  обмежена й зверху, й знизу, т о  її називають 

обмеженою.

ρ* Означення 4.7. Найменшу з усіх верхніх меж називають точною 
верхньою межею множини X  і позначають sup X  (супремум множи
ни X).

Найбільшу з усіх нижніх меж називають точною нижньою ме
жею множини X  і позначають inf X  (інфінум множини X).

Сформулюємо о зн аку ,  за якою можна встановити, що число с 
справді є точною верхньою (нижньою) межею множини X: для всіх 

х є X  виконується нерівність х<  с (х>  с), причому для довільного d < с 

(d > с) знайдеться такий елемент х є X, що

x > d (х<  d).

Т Е О Р Е М А  4.1

І У будь-якої не порожньої обмеженої множини X  існують І 
ί точна верхня й точна нижня межі.



Як правило, у випадку, коли множина X  не обмежена зверху (зни
зу), використовують позначення sup X  = +00 (inf X  = -00). За такою 
домовленістю можна вважати, що будь-яка числова множина має скін
ченну або нескінченну точну верхню (нижню) межу.

4.2
Числові послідовності

Числові послідовності — це нескінченні множини чисел.

р» Означення 4.8. Нехай кожному натуральному числу n e N  по
ставлено у відповідність деяке дійсне число хп. Тоді кажуть, що 

задано числову послідовність де,, х2, ..., хп, ..., або коротко — по

слідовність {хл}.

Отже, послідовність — це функція xn= f(n ), η є Ν, визначена на 

множині натуральних чисел. Числа jc,, х2, ..., х„, ... є членами (еле
ментами) послідовності, хп — загальним її членом (загальним еле
ментом), а η — номером члена.

Щоб задати послідовність, треба вказати правило, за яким кожно
му числу η ставиться у відповідність одне й лише одне число хп. По
слідовність визначається формулою її загального члена.

■ П р и к л а д  4.2. Нехай загальний член послідовності хп = ^  + ^ . Знай

демо Χη.

За цією формулою можна знайти будь-який член послідовності, 
підставивши замість п його номер. Наприклад,

2-7 + 1 _ 15 _  3 _

А? 72 + 1 50 10

Інші приклади послідовностей:

1 , 1 1 1
1) х„ = - ,  х„: 1; ...;

п 2 3 4

2) хп = (-1)", 1; -1; 1;

3 ) Х  х . _ і . 2 . _ 3 . і .  ·

5 )  " И + 1  ' "■ 2 ’ 3 ' 4 ’ 5 ..........

4 )  хп =  п\, хп. 1; 2;  6;  24 ;  ...;

s, _ J_ J_. J_.
> x« y , ’ x»· 3 ’ 9 ’ 27’ 81’

Означення 4.9. Числову послідовність називають монотонно 
зростаючою, якщо для довільного n e N виконується нерівність

П р и к л а д  4.3. Послідовність х„ = п є монотонно зростаючою,
п + 1

оскільки

п + 1 її _ (// + І)2 - //(// + 2) _

Л + 1 " п + 2 її + 1 (// + 1)(// + 2)

_ /г + 2// + 1 - її2 - 2н _ 1 ^ q

(її + 1)(// + 2) (її + 1)(// + 2)

Тоді х. . > х. для довільного п є N.П + І п

Означення 4.10. Числову послідовність називають монотонно спад
ною, якщо для довільного n є N  виконується нерівність хп +, < хп.

П р и к л а д  4.4. Послідовність х = — є монотонно спадною, ос-
II

кільки

1 1 н - π -1 1
л„ . , - v = ------- = --------= ------- < 0.
" + 1 " n + 1 n 11(11 + 1) 11(11 +1)

Тоді дгл+ І < хп для довільного n є N.

Означення 4 .1 1 . Числову послідовність {хл} називають:

• обмеженою зверху, якщо існує т ак е  число М, що для довіль

ного п є N  виконується нерівність хп < М\

• обмеженою знизу, якщо існує т аке  число т , що для довільного 

п є N  виконується нерівність хп > т\

• обмеженою, якщо існує т ак е  число С  > 0, що для довільного 

п є N  виконується нерівність | хп | < С;



• необмеженою, якщо для довільного п є N  послідовність не обме

жена ні зверху, ні знизу.

П р и к л а д  4.5. Визначимо, які з наведених послідовностей обмежені:

©  χ„ = ©  х„ = — ®х „  = (-і)"; ®  = »■
η п +1

©  Очевидно, що 0 < — < 1, тобто послідовність обмежена знизу 
п

числом 0, зверху — числом 1. Для довільного п є А'' |дсл| < 1. Отже, 

послідовність обмежена.

©  Оскільки І х„ ! =
п +1

п + 1 - 1 . 1 ,
= 1-----< 1, то послі

ді + 1 п + 1 п + 1

довність обмежена.

©  Оскільки І хп І = І (-1)л| < 1, то послідовність обмежена.

©  Оскільки хп = п > 1, то послідовність обмежена знизу, але не 

обмежена зверху.

■ П р и к л а д  4.6. Послідовність чисел арифметичної прогресії.
Арифметична прогресія — це числова послідовність, кожен член 

якої, починаючи з другого, дорівнює попередньому плюс деяке число 
d, яке називають різницею прогресії, тобто ап - ап , = d.

Формула загального члена арифметичної прогресії ап = ах + d(n - 1).

■ П р и к л а д  4.7. Послідовність чисел геометричної прогресії.
Геометрична прогресія — це числова послідовність, кожен член якої, 

починаючи з другого, дорівнює попередньому, помноженому на деяке

- ап + 1
число q, яке називають знаменником прогресії, тобто --- = q для до-

вільного п € N.
Формула загального члена геометричної прогресії ап - a, qn~l.

Арифметична й геометрична прогресії часто використовуються в 
банківських розрахунках. Прикладом послідовності є нарощені гро
шові суми, покладені в банк. Коли вкладник робить вклад у банк, то 
банк дістає можливість розпоряджатися (в певних межах) цією гро
шовою сумою протягом року. Виплата процентів вкладникові і є пла
тою банку за цю можливість.

П р и к л а д  4.8. У банк зроблено вклад S (грн.) за процентної ставки 
р(%). Сума, яку одержить вкладник через час t за умови нарахування 
простих процентів, виражається формулою

s, = s ( i+  pt
100

тобто залежність нагромадженої суми від часу є лінійною. Якщо нара
хування проводяться після цілого числа років, то нагромаджена сума є 
арифметичною прогресією з початковим членом а0 = S і різницею

d = * L .
100

Розглянемо ситуацію, коли банк нараховує складні проценти. Тепер 
сума 5,, яку вкладник одержить через час t, виражається формулою

S , = S 1 + ^ ΐ .
100

тобто залежність нагромадженої суми від часу te показниковою. Якщо 
нарахування відбувається тільки після цілого числа років, то нагро
маджена сума є геометричною прогресією з початковим членом а0 = S

і знаменником а = 11 + —̂—
1 100

4.2.1. Границя числової 
послідовності

Нехай задано числову послідовність {jcn}.

Означення 4 .12 . Число а називають границею числової послідовності
{хл}, якщо для будь-якого числа ε > 0 існує такий номер Ν  - Ν(ε), що 
для всіх членів послідовності з номерами п, більшими за цей номер 

(η > N ), виконується нерівність | хп - а | < ε . 
Границя числової послідовності позначається так: 

lim х„ = а або хп -> а при п оо.
П —> 'Г

Послідовність, яка має границю, називають збіжною. Якшо по
слідовність границі не має, то її називають розбіжною. 

Використовуючи логічні символи — квантор загальності V (замість 
слів «для кожного», «для всіх») і квантор існування 3 (замість слова 
«існує»), запишемо означення границі послідовності:



lim  х„ = а  <=> Ve > 0 3 N  - Ν (ε) V/; > N: \ х„ - а \ < ε,

зміст якого полягає в тому, що за достатньо великих п члени послідов- 

ності fx j дуже мало відрізняються від числа а  (за модулем менше, ніж 

число ε, хай би яким малим воно було).

■ П р и к л а д  4.9. Використовуючи означення границі числової послідов

ності, доведемо, що lim 1 +(-1)
п \

Розглянемо послідовність Д- = 1 +
-1)" . Тоді

1 +
(-1)«

- 1
(-1)"

= — < ε. 
п

1
Нехай, наприклад, ε = 0,1. Тоді |дг_ - а | = —<0,1 = — , і ця не-

п 10

рівність виконується при п > 10.
Аналогічно можна показати, що для ε = 0,01 нерівність | хП - а | =

— < ε = — виконується при η > 100. 
η 100

У загальному випадкові для довільного ε > 0 нерівність

-ν„ - а =
і
— < ε 
η

виконується при η > -
і

Отже, виберемо N =

\/ε > 0 3Ν = - V/; > Ν: \ хп — 1 | < є, а це означає, що lim х„ = 1.

г
, де

ГГ 1
— ціла частина числа -

ε ε

Розглянемо геометричний зміст границі послідовності.

РОЗМІСТИМО члени ПОСЛІДОВНОСТІ JC,, *2, ..., хп, ... на числовій прямій 

(рис. 4.12).

Ху х3 х5 а — ε а а + ε хь х4 х2

Рис. 4.12

Нерівність І хп - а | < ε рівносильна нерівності -ε < хП - а < ε , або 
а - ε <*„< а + ε, тобто хп є (а - є, а + ε).

Проміжок (а - ε, а + ε) називають ε-окалом точки а. Отже, число а 

є границею послідовності {хл}, якщо для довільного ε > 0 існує такий 
номер Ν, починаючи з якого (η > Ν), всі члени послідовності потрап
ляють в ε-окіл точки а, хай би який вузький він був. Поза цим око- 
лом знаходиться лише скінченне число членів даної послідовності.

Розглянемо застосування поняття границі числової послідовності 
в економічній теорії.

4.2.2. Павутинна модель ринку

Ця модель дає змогу дослідити стійкість цін та обсягів товарів на 
ринку, що описуються традиційними кривими попиту й пропозиції за 
наявності запізнення в часі (лага).

Нехай виробник (наприклад, деяка фірма) визначає пропозицію 
товару в поточному періоді t на підставі цін, які було встановлено в 
попередньому періоді (t - 1), тобто обсяг пропозиції s(t) залежить від 
ціни товару в попередньому періоді: s(t) = st(pt (). Отже, у функцію 
пропозиції включається часовий лаг тривалістю в одиницю часу (на
приклад, один рік). Справді, рішення щодо обсягу виробництва прий
мається з урахуванням поточних цін, але виробничий цикл має певну 
тривалість, і відповідне цьому рішення пропозиції на ринку з’являєть
ся по завершенні даного циклу. Оскільки попит характеризує за
лежність обсягу попиту на товар від ціни товару в даному періоді, то 
q(p) = q,(p,)· Таким чином, динаміку ціни можна описати системою 
рівнянь s(t) = s,(p,_ i), q, = qt{pt), q, = st або одним рівнянням

q,(p,) = s,(P,-i), (4.1)

звідки можна знайти значення ціни pt у поточний період часу за 
відомим значенням pt , у попередній період часу. Схема розв’язання 
проста:

Qo -» />о = Я~](Ро) -» Я\ = s{p0) -> Р\ = <7 '(/>,) -> q2 = s{pt) ..., 

де q~' — обернена функція попиту.



Нехай початкову ціну р х називає виробник (у найпростішому 
випадкові він і є продавцем). Цінар х виша за рівноважну (оскільки 
будь-який виробник намагається одержати максимальний прибу
ток зі свого виробництва). Покупець оцінює попит qx за цієї ціни 
й визначає свою ціну р 2, за якої попит q] дорівнює пропозиції. Ціна 
р2 нижча, ніж рівноважна (оскільки будь-який покупець намагаєть
ся придбати товар якнайдешевше). Своєю чергою, виробник оці
нює попит q2, що відповідає ціні р 2, і визначає свою ціну р 3, за 
якою попит дорівнює пропозиції; ця ціна вища від рівноважної. 
Процес торгу, що продовжується за певних умов, приводить до 
стійкого наближення до рівноважної ціни, тобто до «скручування» 
спіралі (рис. 4.13).

Якщо розглядати числову послідовність, яка складається з цін у 
процесі торгу p v р 2, pv ... рп, ..., то границею цієї послідовності є

рівноважна ціна р0, тобто р0 = lim р„. Але «спіраль» установлення
П —> *

рівноважної ціни не завжди «скручується» до точки р0. Якшо економі
ка «хвора», то криві попиту й пропозиції можуть мати інший вигляд, 
наприклад, як на рис. 4.14, де ілюструється випадок, коли пропозиція 
явно недостатня, а купівельна спроможність населення дуже низька. 
У цьому разі рівноважна ціна р{) нестійка в тому розумінні, що процес 
торгу «розкручує» спіраль цін від ціни р0, покупцеві не вдається втри
мали ціну, й у результаті такого торгу виграє виробник. Така ситуація

можлива, якшо виробник є монополістом. Тоді рівноважну ціну мож
на втримати лише неринковими засобами (наприклад, державним 
втручанням).

Розглянемо окремий випадок павутинної моделі, в якій функції 

попиту й пропозиції лінійні:

s(p) = a + bpt ], q(p) = c - dpt .

Тут b > 0, оскільки функція пропозиції зростаюча; d > 0, оскільки 
функція попиту спадна; с > а > 0, тобто ^(0) > 5 (0 )  > 0 (вважаємо, шо 
за нульової ціни попит перевищує пропозицію).

Запишемо умову рівноваги:

Я(Р,) = s(pt_ ,), або с - dp' = а + bp,_v

Спочатку знайдемо рівноважну ціну р  * та рівноважний обсяг ви
робництва q*. Вони задовольняють рівняння q* - с - dp* = а + Ьр*, 
звідки

* с - а * be - ad 
Р =  , я =

b + d '  b+d

Далі дослідимо тенденцію цін та обсягів виробництва в тому ви
падку, коли початкова точка не збігається з рівноважною. Цю задачу 
можна розв’язати графічно й дістати «павутину», що підтверджує наз
ву моделі.

Задавши певні початковий обсяг товару й ціну, які не дорівню
ють рівноважним, послідовно наноситимемо точки відповідно до 
процедури розрахунку за моделлю й сполучатимемо їх горизонталь
ними та вертикальними прямими. З графічного аналізу можна діста
ти такі результати. Якщо крива пропозиції нахилена крутіше, ніж 
крива попиту (b < d), то рівновага на такому ринку буде стійкою 
(рис. 4.15). Якщо крива попиту нахилена крутіше, ніж крива пропо
зиції (b > d), то рівновага на ринку буде нестійкою (рис. 4.16). За 
рівного нахилу кривих попиту й пропозиції {b = d)  ціни на ринку 
регулярно коливатимуться зі сталою амплітудою (рис. 4.17).

Перейдемо до математичного аналізу моделі. Виразивши pt через 
pt ,, матимемо рекурентне співвідношення

c - a b

p’ = ~ r —d p

Послідовно застосовуючи його, знаходимо
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Вираз у квадратних дужках є сумою ί членів геометричної про
фесії. Використаємо формулу суми п членів геометричної прогресії

S _ fM]— ?_) дкщо \д\< і ? то lim SN = —...
1 - q "■ 1 - q

п .. . b c - а
Для павутинної моделі q - — , ах = --- , звідки дістаємо вираз

d d

для ціни pt у будь-який момент часу t :

Ро-
c - a  l- (- D ' (b/d)'C U ‘ \ 1 / V. / / J І J

Pt - — j---------- j— 777,—  + ( - i )
d I + b/d vd  /

Очевидно, що при — < 1, тобто за крутішого нахилу кривої пропо- 
d

... . .. (ь  Y
зици, ніж кривої попиту, —

И  )

і рівновага є стійкою. Якщо — > 1, тобто крутіший нахил кривої по-
d

питу, то
и

Kd ) χ при t —> χ , і процес розбігається (рівновага не

стійка). При — = 1, тобто b - d, значення pt коливаються навколо 
d

рівноважного значення.

4.2.3. Нескінченно малі 
й нескінченно великі послідовності

f» Означення 4 .13 . Якщо границя числової послідовності дорівнює нулю, 

т о  таку послідовність називають нескінченно малою при п —» оо, тоб

то, якщо Ііш а„ = ()<=> \/ε > 0 3Ν  V/; > /V: | а„ | < є.

■ П р и к л а д  4.10. Розглянемо послідовність хп = —. Покажемо, во/ш
п

нескінченно мала при п -» оо.



Візьмемо довільне число є  > 0. Із нерівності І α„ І = < ε маємо,

шо п >

Якщо вибрати N = , то для всіх η > N виконуватиметься не

рівність І га„
1

< е. Отже, Ve > 0 3N =
І

Vη > Ν:
1

п ε п
< є.

Це означає, що lim — = 0.
п-> > п

/  Зауваження 4.1. Якщо існує границя послідовності {х ) і lim ,v„ = а,
П —> /

то послідовність {«„} = {хп - а} є нескінченно малою при η -> оо, ос

кільки Ve > 0 З N V/i > N: |.v„-a|<e. Тому збіжну послідовність 

{*„}, яка має границю а, можна подати у вигляді

хп = а + а п, (4.2)

де а п — нескінченно мала при η —> α>.
Співвідношення (4.2) часто використовують, доводячи теореми про 

границі.

»» О значення 4 .1 4 . Послідовність {jcn} називають нескінченно вели

кою при п —» ос, якщо для довільного числа Е  > 0 існує такий номер 

N, що для всіх n > N  виконується нерівність \хп\> Е. 

Очевидно, що нескінченно велика послідовність не має скінченної 

границі. Тому кажуть, що вона має нескінченну границю й записують

так: lim  хп = χ (-оо або +оо).
П —» f

■ П р и к л а д  4.11. Розглянемо послідовність хп = п і покажемо, що вона 

нескінченно велика при п —> оо.

Виберемо довільне число Е > 0. Із нерівності | хп | = | n | > Е дістане
мо, що n > Е. Якщо взяти N = [ Е\, то Vw > N виконується нерівність

\хп\> Е, тобто Ve > 0 3jV = \Е\ V« > /V: | л„ | > E. Це означає, що по

слідовність нескінченно велика при я —> ОО.

ТЕ О Р Е М А  4.2  
(про зв’язок між нескінченно малими 

й нескінченно великими послідовностями)

Якщо послідовність [хп} нескінченно мала при п - >  о о , то - 

послідовність \ —  і  нескінченно велика при п —> о о . 1 на- І
К  і І

і
впаки, якщо послідовність {хл} нескінченно велика при | 

• ■ 1 11 і п —> о с , то послідовність < — - У нескінченно мала при п —> ж. ?

До в е д е н  ня

Нехай послідовність {дгп} нескінченно велика при п —> о о . Для до

вільно взятого числа ε > 0 покладемо Е = —. За означенням для цього
ε

Е існує такий номер Ν, що при η > N : \ хп | > Е. Звідси дістанемо 

< — = ε для всіх η > Ν, тобто послідовність ·>—  [> є не-

скінченно малою при п —> оо . 

Друга частина теореми доводиться аналогічно.

О с н о в н і  в л а с т и в о с т і  н е с к і н ч е н н о  ма л и х  

п о с л і д о в н о с т е й

ф  Алгебрична сума скінченного числа нескінченно малих послідовно
стей є нескінченно малою послідовністю. 

©  Добуток скінченного числа нескінченно малих послідовностей є 
нескінченно малою послідовністю. 

(3) Добуток нескінченно малої послідовності на обмежену послі

довність є нескінченно малою послідовністю. 

@ Добуток нескінченно малої послідовності на стале число є не
скінченно малою послідовністю. 

Ці властивості легко довести, користуючись означеннями.



4.2.4. Основні властивості 
збіжних послідовностей

Т Е О Р Е М А  4 .3

Збіжна послідовність має лише одну границю.

До в е д е н н я

Доводитимемо від супротивного. Припустимо, ш о посл ідов

ність {а } має дві р ізн і границі l im ап = я, l im а„ = b \a*b.  Тоді
П  — > / N /

Ve > 0 3/V, V/i > /V, : | ап - а \ < ε і 3N2 Vn > /V2 : | απ - Л | < ε. 

Виберемо yv= max {/V,; jV2}. Тоді V/i > /V

|а-Л| = | а - а + а - А | < | а - а І  + |а„-/>| =I I I  n n 1 1  Л 1 1 n '

= \ап-а\ + \ап-Ь\<е + г = 2г,

a це означає, шо а = b.

Теорему доведено.

Т Е О Р Е М А  4 .4

Всяка збіжна послідовність обмежена.

Д о в е д е н н я

Я кш о послідовність збіжна, то вона має іраницю  а  - lim  а„. За

означенням νε  > 0 3 N  4 η > Ν : \ α η - α \ < ΐ  або -ε < ап - а < ε, або 

α - ε < α η < α  + £ .  Тобто в ε-околі (а - ε, а  + ε ) точки а знаходяться 

всі члени ап для всіх η > Ν, а поза ε-околом точки залишається 

ск інченне число членів посл ідовності а ,, а 2, ..., α Ν _ Виберемо  

число С  = max {| а \ + ε; | а, |, ..., | αΝ |}. Тоді, очевидно, | ап \ < С  для всіх 

натуральних п, а це означає, шо послідовність обмежена.

Теорему доведено.

/  Зауваження 4.2. Обернене твердження, взагалі кажучи, невірне. Об
межена послідовність може бути розбіжною. Наприклад, послідовність 

хп = (-1)" обмежена, але границі не має.

Нехай задано дві послідовності {ап, п > 1} і {Ьп, п > 1}. Тоді з них 

можна утворити нові послідовності за допомогою арифметичних дій 

над відповідними їхніми членами:

{ап ± Ьп) = о, ± bv а2 ± b2, а3 ± bv  ..., ап ± Ьп, ...

{апЬп} = о,А,, а2Ь2, а3Ь3, ..., апЬп, ... 

а„ 1 а{ а, я, ап

τ χ - ι , - ΐ - τ ........ к ........... я к ш о  *  ° -

ТЕ О Р Е М А  4.5  
(про арифметичні дії над границями)

Якщо послідовності {ап} і {Ьп} збіжні, тобто існують гра

ниці lim ап - а і lim b„ = Ь, то
П * П -> /■

1) lim (ап ± b„) = а ± b:
П —> >

2) lim апЬ„ - аЬ:
П —* ·

3) lim —  = —, якщо Ь ф 0.
п > - ь„ b

До в е д е н н я

Якшо lim а„ = а і lim bn - Ь, то з рівності (4.2) дістанемо
П -> П -» >

ап - а + а п і bn = b + βπ, де αη і βη - нескінченно малі послідовності
п р и  п -> оо.

Тоді маємо:

(ап 1 Ьп) - (а ± Ь) = (ап - а)±  (bn - Ь) = а п± β„.
За властивостями нескінченно малих послідовностей послідовність 
{ап ± Ьп) нескінченно мала при п —» оо, тому послідовність \(ап ± Ьп) -

- (а ± b)} також нескінченно мала при η —> оо. Отже, lim (а„ ± Ь„) =
, і П > /

- а ± Ь\

2) апЬп - аЬ=  (а + а П)(Ь + βη) - ab = ab + αβη + Ьап +αηβη - ab =

= °βη + ban +
За властивостями нескінченно малих послідовностей послідовності 

іа„Ьл}, {Ьап}, {αηβη} нескінченно малі при η -»оо, тому послідовність

\апЬп - аЬ} нескінченно мала при η -»оо. Отже, lim а„Ьп = аЬ;
П —> /



3) якшо b *  0, то елементи послідовності {Ьп) не перетворюються в

нуль, починаючи з деякого номера N, тому частка має зміст при
“tl

всіх п > N. Тоді

aJL_a_ _  апЬ - ab„ _  Ь(а + «„ ) - а(Ь + β„) _

Ь„ b bb„ bb„

_ ab + ba„ - ab - αβ„ _

bbn bn
a n

За властивостями нескінченно малих послідовностей послідовність 

α η ~  j  нескінченно мала при п —> о о .

Покажемо, ш о послідовність \ 1 обмежена. Оскільки lim  bn = Ь.
І М

то для ε = З N  V n > N : \ b n -b\< Тому

\bn\ = \b-(b-bn)\>\b\-\bn-b\>\b\-l- ^  = 1- ^ .

Оскільки І b І > то —Ц  < — при всіх п > N. Тоді послідов-
2 \Ь„\ І b І

ї ї ,  . .  ί 1 ( а п '

нескінченно мала як добуток нескінченно малої послідовності на об 

межену послідовність.

Отже, послідовність \η·—-~r \ нескінченно мала при п —> оо, а це

ність < —  \ обмежена. Це означає, ш о послідовність \ —

b. b

.. ап а 
означає, що lim  -f- = —.

η - ->' b„ b

Теорему доведено.

♦ Наслідок. Якщо lim  а„ = а, т о  lim  са„ = са , де с - const.

4.2.5. Граничний перехід 
у нерівностях

ТЕ О Р Е М А  4.6

1 Якшо члени збіжної послідовності {ап} задовольняють не- f 

> рівність а > b (або а < Ь) для всіх п і lim а„ = а, то а  > b j
η t I

■ (або а  < b). j

Д о в е д е н н я

Доводитимемо від супротивного. Припустимо, шо а  < Ь. Вибе
ремо ε = b - а > 0. Тоді З N  Vw > N:\an - b \ < ε = b - а. Це рівносильно 
-(b - а) < ап - а < b - а, тобто ап < Ь, шо суперечить умові.

Теорему доведено.

♦ Наслідок 1. Якщо елементи збіжних послідовностей { a j  і {Ьп} 

задовольняють нерівність а п < Ьп, починаючи з деякого номера, 

т о  їхні границі а  = lim а„ і b = lim bn задовольняють нерівність
. n—>-f η —> I

a <  b.

Справді, починаючи с деякого номера, елементи послідовності 
{Ь„ - а„) невід’ємні. Тоді за теоремою

lim (b„ - ап) = lim b„ - lim а„ - b - а > 0.
п і п —> * п —> f

Отже, b > а.

♦ Наслідок 2. Якщо елементи збіжної послідовності {ап} знаходяться

на відрізку [с, Ь\, т о  й границя а  = lim ап т ак ож  належить відрізку 

[с, Ь\, т обт о  а  є [с, Ь\. " ’

Справді, якщо c < ап < b для всіх п, то с < а < Ь.

ТЕ О Р Е М А  4.7  

(про три послідовності)

І Якщо існують фаниці послідовностей {хп} та {zn} і lim х„ = |
І п ̂  * І 

= lim = а  і для всіх п виконується нерівність xn <yn<zn
І П —* І

і послідовність {уп} збіжна, то lim уп - а.
п —> / І



До в е д е н  ня 

Оскільки а - lim х„ - lim г„, то Ve > 0
П —> *! П —> or

З TV, V/i > V̂, : І дся - α І < ε <=>а-е<л:я< а  + е,

3jV2 V«>jV2 :|zn-fl|<e а ~ ε < zn < а + ε.

Виберемо Ν  = max {jV,; W2}. Тоді для всіх я > N

a - £ < x n < yn < z n < a  + t  <=> α - ε < > ’η<α + ε <=> | >>л - а | < ε.

Це означає, що lim у„ = а.
П -> on

Теорему доведено.

Сформулюємо й доведемо ознаку збіжності монотонної послідов
ності.

ТЕОРЕМА 4.8 
(Вейєрштрасса)

t Будь-яка монотонна обмежена послідовність має границю. І

Д о в е д е н н я

Розглянемо множину значень послідовності {хп}. Ця множина об
межена, тому вона має точну верхню й точну нижню межі. Для виз
наченості вважатимемо, що послідовність {х„} монотонно зростає.

Позначимо М  = sup {де} і доведемо, що lim х„ = М.
tl —> оо

При всіх я за умовою теореми виконується нерівність хп < М. Ви
беремо довільне число е > 0. За означенням точної верхньої межі мож
на знайти значення xN таке, що xN > М  - е. Оскільки послідовність 
монотонно зростає, то при я > N  маємо хп > xN > М  - е.

Із нерівностей Μ  - е < хп < М  випливає: Μ - ε<  χη< Μ  + ε , тобто

\хп - М  \ с  ε. Це означає, що lim х„ = М.

Теорему доведено. П '

♦ Наслідок 1. Монотонно зростаюча обмежена зверху послідовність 

має границю.

♦ Наслідок 2. Монотонно спадна обмежена знизу послідовність має 

границю.

4.2.6. Число е

Розглянемо послідовність чисел х„

иерших членів послідовності:

' х Л
η

Обчислимо кілька

Х\ = 1 + - 
1

х?

\2

1 + -  
2

= - = 2,25, 
4

1 +
64

27
2,37,...

Доведемо, що послідовність {хл} монотонно зростає й обмежена 
зверху.

Застосуємо формулу бінома Ньютона'.

(4.3)

де с ; =
Я:

к\(п - к)\
— біноміальні коефіцієнти. Тоді

= ' і  + І 
П

\п t | я і  | я (я- 1 ) 1 | я (я-1 )(я  -2 ) 1 | 

1! я 2! „ 2 3! „ 3

я(я - 1)(я - 2)...2 · 1 1

2!

Скоротивши дроби, маємо

11 + 1 +
2!

1
+ —  

я!

Я / З!
1 - -

п

2
1 - -

я
+... +

ч/ , - Г

V "

(4.4)

Замінімо в цьому розкладі η на я + 1. Тоді число доданків збільшиться 
на одиницю. Матимемо



кп +1 = 2 +
и + 1 

1

/

V

З! и + 1 п+ І
+... +

п + 1

2

(и + 1)! и +1

и + 1 

1-

//-1

и+1
+

и + 1 и + 1

Оскільки я < п + 1, то — > ---7
и и + 1

— < -----
и я + 1

< 1-
и + 1

і для довільного А: (1 < к < п) виконується нерівність

k к
1-- < 1----- . Тому χ < χ , для довільного я є Ν. Це означає, що

я я + 1

послідовність {хл} монотонно зростає.
Доведемо обмеженість послідовності {хп}.
Скористаємося нерівністю я! > 2” 1 для довільного я є Ν. У фор

мулі (4.4) значення кожного виразу в дужках менше за одиницю. 
Отже,

, 1 1  1 , 1 1  1
2 < X,. < 2 Н-- Н----Ь ... Н   < 2 4- ·”  н— — + ... 4----r —

2! З! я! 2 2 2" 1
геометрична протресія 

1
іі знаменником q~-

= 2 + -

1-

= 2 +

1-

1- —  
2"

= 3 - —  < З, 
2"

тобто послідовність {хп} обмежена: 2 <
Y'

1 + -  
п

єрштрасса послідовність має границю и

lim
'І П —> У

1 +

< 3. За теоремою Вей-

Число е ірраціональне, е ~ 2,7182 (літерою е це число позначив 
J1. Ейлер).

4.2.7. Задача про неперервне 
нарахування процентів

Нехай початковий вклад у банк становив 50 (грн.). Банк нарахо
вує р(% ) річних. Треба знайти розмір вкладу St через t років.

У разі використання простих процентів розмір вкладу щороку

збільшуватиметься на одну й ту саму величину 50, тобто

1 + —  , 5, = S0 
100 1 -

/ 1 + І ^ Л 
100

1 +
tp

100
На практиці частіше застосовуються складні проценти. В цьому 

випадку розмір вкладу щороку збільшуватиметься в одне й те саме

число 1 +
100

разів, тобто

1 +
100

1 +
100

5, - 50 1 +
100

Формули такого типу застосовуються також у демографічних роз
рахунках (приросту населення) та в економічних прогнозах (збільшен
ня валового національного продукту).

Нехай початковий депозит S0 покладено в банк під р  = 100 % 
річних. Тоді через рік (п = 1) сума депозиту становитиме 250. При
пустимо, шо через півроку (я = 2) рахунок закрито з результатом

S, = Sn 1 + = .Sq , і цю суму знову покладено як депозит у той са

мий банк. Наприкінці року депозит становив = S0 1 + = 2,2550.

Будемо зменшувати строк розміщення депозиту в банку за умови 
його подальшого розміщення після вилучення. За щоквартального 
повторення цих операцій депозит наприкінці року становитиме



Якщо є можливість повторювати операцію вилучення-розміщення 
протягом року скільки завгодно разів, то за щомісячного виконання цієї

операції (я = 12) сума за рік становитиме 5’и = 50
1+ 12

2,6150;

за щоденного відвідування банку (п = 365) Syb5 - S( 1 +

2,71450; за щогодинної активності (л = 8760) 58760 = S0 1 + -

365 

1

/

\8760

8760

= 2,71850 і т. д. Неважко помітити, що послідовність значень початко

вого вкладу {<?„} = j-- j збігається з послідовністю, фаницею якої є

число е при П —» 00.
У загальному випадкові, якщо процент нарахування р  і рік розби

то на п частин, то через t років сума депозиту становитиме

S , = S 0 1 + -
100«

Тоді

Sf = lim
\nt

1 +
100 н

= 5η lim

100л

1 +
100«

tp

100

= 50t?100,

tp

100

або

S, = s 0e™ . (4.6)

Розрахунки, виконані за формулою (4.6), називають обчисленнями 

за неперервними процентами.

/  Зауваження 4.3. Хоча в практичних фінансово-кредитних операціях 
неперервне нарахування процентів застосовується рідко, проте воно є 
ефективним у разі аналізу фінансових проблем, зокрема обгрунтуван
ня й вибору інвестиційних рішень.

Контрольні

запитання

4.2.8. Терема про вкладені відрізки

ТЕОРЕМА 4.9 

(про вкладені відрізки)

І Нехай задано послідовність відрізків [о,, 6,], [а2, й2], ..., |
І Іfln’ Ь„\, ■■■ таких, що кожний наступний лежить у попе- |
І редньому, тобто [an, bn ] о  [an+,, bn+ J , η є Ν. Тоді, якщо і 
І Ьп - ап 0 при η -> о о , то існує єдина точка, яка належить і 
f усім відрізкам цієї послідовності. І

До в е д е н  ня

З умови [αη, Ьп \ з  [an+,, Ьп+,] для довільного η є N  випливає, шо 
an< ап+і< b n+]< Ьп при всіх η є 7V, тобто послідовність {ап} неспадна 
й обмежена зверху, а послідовність {6П} незростаюча й обмежена 
знизу.

Тоді за теоремою Вейєрштасса існують lim ап = сь lim bn = с2. 

Оскільки й - ап -> 0 при η о о , то lim (b„ -а„) = lim а„ - lim bn =
n n П —> or- η —> <*' П —> '~t'

c2 - c, = 0, тобто c2 - cy Отже, послідовності {an} і {bn) мають спільну 
фаницю. Позначимо її через с. Оскільки послідовності {ап} і {6Л} мо
нотонні, то при будь-яких η є N  виконуються нерівності an< с<  Ьп, 

тобто точка с справді належить відрізкам [an, Ьп\.

Доведемо, що точка с єдина. Справді, якби існувала ще одна точка d, 
яка належала б усім відрізкам, то відрізок із кінцями c і d належав би 
усім відрізкам; але тоді при будь-якому η є N  виконувалися б не

рівності Ьп - αη > І d - c І > 0, що неможливо, оскільки Ьп - ап -» 0 при 
η —>00. Отже, c = d.

Теорему доведено.

: ?

Контрольні запитання

1. Що таке множина?

2. Як позначають множини?

3. Яку з множин називають універсальною?
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4 Яку з множин називають порожньою?

5. Яку множину називають підмножиною даної множини?

6. Яку множину називають об’єднанням двох даних мно
жин?

7. Яку множину називають перерізом двох даних мно
жин?

8. Яку множину називають різницею двох даних множин?

9. Які числові множини ви знаєте?

10. Яке означення числової послідовності?

11. Які числові послідовності називають монотонними?

12. Які числові послідовності називають обмеженими?

13. Яку послідовність називають арифметичною прогре
сією?

14. Яку послідовність називають геометричною прогре
сією?

15. Як формулюється означення границі числової послідов
ності?

16. Яку з послідовностей називають нескінченно малою?

17. Який геометричний зміст границі числової послідов
ності?

18. Який економічний зміст границі числової послідов
ності?

19. У чому полягає суть павутинної моделі ринку?

20. Які властивості нескінченно малих послідовностей?

21. Яку з послідовностей називають нескінченно великою?

22. Який зв’язок існує між нескінченно малими й нескінченно 
великими послідовностями?

23. Яку послідовність називають збіжною, а яку — розбіж
ною?

24. Які основні властивості збіжних послідовностей?

25. Як здійснюється граничний перехід у нерівностях?

26. Як формулюється теорема про три послідовності?

27. Як формулюється теорема Веєрштрасса?

28. Як визначається число е?

29. У чому полягає суть задачі про неперервне нарахування 
процентів?

30. Як формулюється теорема про вкладені відрізки?

Приклади розв’язування задач

І 1 І Задано множини А, В і С. Визначити, які з наведених тверджень пра
вильні, а які ні:

©  (А а  А);

©  ( А < = 0 ) ^ ( А =  0);

®  ((А с  В ) і (А а  В )) <^(А = В)\

©  ((А с  В ) і (В  => С)) => (A z) С).

©  Твердження правильне, оскільки кожен елемент множини А нале
жить до множини А.

©  Твердження правильне, оскільки порожня множина 0  не містить

жодного елемента, а множина А є її підмножиною. Тому множина А також
не містить жодного елемента й збігається з порожньою множиною.

©  Твердження правильне, оскільки кожен елемент множини А нале
жить до множини В, і навпаки, кожен елемент множини В  належить до 
множини А. Тому за означенням такі множини рівні.

@ Твердження неправильне, оскільки кожен елемент множини А є еле
ментом множини В, а кожен елемент множини С  є елементом множини В, 

а це зовсім не означає, що кожен елемент множини С  є елементом мно
жини А.

І 2 І Фірма А випускає товари a, b, c, d, а фірма В — товари b, c, d. 
Оптова база закуповує товари обох фірм. Знайти множину тих т о 
варів, які база закуповує: ©  або на фірмі А, або на фірмі В; ©  тільки 
на фірмі А; ©  тільки на фірмі В; @ одночасно на фірмах А і В.

Позначимо множини: А = {e, b, c, d) і В  = {b, c, d).

©  Множина тих товарів, які база закуповує або на фірмі А, або на 
фірмі В, є об’єднанням множин А = {о, b, c, d) і В = {b, c, d). Тоді Α ν  В = 
= {χ І х є А або х є В), тобто A u  В = { a, b, c, d } = А.

©  Множина тих товарів, які база закуповує тільки на фірмі А, є різни
цею двох множин /< i/f:v i\ .e={jc| jte  А і x е В). У нашому випадкові ця 
множина складається лише з одного елемента А \ В  = {а}.

©  Множина тих товарів, які база закуповує тільки на фірмі В, є різни

цею двох множин В  іА: В  \ А = {x j х є В і х и  А). В нашому випадкові ця 
множина не містить жодного елемента, тобто В \ А = 0 .

@ Множина тих товарів, які база закуповує водночас на фірмах А і В, є 
перерізом множин А = {a, b, c, d} і В  = {Л, c, d), тобто множинок) їхніх 
спільних елементів: А η В  = {x \ х є Л і х є  В).  У нашому випадкові ця 
множина збігається з множиною В. Отже, А η В  = В  = {b, c, d).



З Знайти загальний член послідовності 1, 4, 9, 16, 25, ...

Легко бачити, що

й, = 1 = 12, а2 = 4 = 2 2, о3 = 9 = 3 2, а4 = 16 = 4 2, а3 = 25 = 52, ...

Отже, ап = я 2.

І 4 І  Знайти загальний член послідовності 1, - —, —, , ...
1-- 1 3 5 7 9

Маємо

,
а2 1 =

1 _ 1 1
! «з

- 1 _ 1 _
1’ 3 “ 3 1+2 ’

-
5 5

1 _ 1 _ 1
1 «5 1 =

1 1 1

7 ~ 1 2 · 3 + Г 9 9 2 •4 + 1

Отже,

1 1

2(/і - 1) + 1 2 · н - 1

Оскільки а, > 0, а7 < 0, а-, > 0 і т. д., то загальний член послідовності

а„ =
(- 1)

и + 1

2 ■ я - 1

І 5 І Визначити, чи буде послідовність а„ = монотонною.

Оскільки

1 і 2" - 2 2"(1 - 2) 1 
ап +1 - а„ = — г - —  = .. , = ... г < 0,

2и + 1 2 "  2 "  · 2

то ап+1< ап для довільного я є N. Отже, дана послідовність монотонно 
спадна.

Визначити, які з послідовностей обмежені:

©  а = sin 2"; ©  а„ = — + —?— + ...+-- !-- .
п " 1-2 2-3 я(я +1)

©  Оскільки І ап І = | sin 2 " \ < 1, то послідовність обмежена.

1 1 1
©  Оскільки справедлива рівність

я(я + 1) я я + І 
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, то

1 1
- н---------------- к . . -

" 1-2 2-3 " я(я+1)

1 2 2 З
1 1

1 - -

п п + II я + 1

Очевидно, що 0 < an< 1, тобто послідовність обмежена знизу числом 0, 
а зверху — числом 1. Для довільного я є N  маємо | хп \ < 1. Отже, по
слідовність обмежена.

І 7 І Використовуючи означення границі послідовності, показати, що lim = 0.

Розглянемо послідовність Д· — _ 1
. У

10"

довільного е > 0 нерівність 1 Д-, , -а і = —  -0 
10"

я > lg-. Отже, виберемо N =
е

Г і Ί

ig-
ε

. де Ig~
ε

10"

< г виконується при

ціла частина числа lg-.
є

Тоді Ve >0 3N  = ig- V// > Ν: — -0 < е, а це означає, що lim
ε 10" п /

Використовуючи означення границі послідовності, показати, що lim —  = 0,
Я -»ог і /

k є N. "

У даному випадкові можна знайти вираз для числа N залежно від ε. Для

довільного є > 0 нерівність І л„ - а \ = | х„ - 0 | = -ί- < ε виконується при
>Г

n > . Виберемо N  =
1 ‘ 1 '

J /ε
, де ціла частина числа 77= Тоді

Ve

Ve > 0 3N = V/ί > N: І ,ν. - 0 І < ε, а це означає, що lim —  = 0.
я-»·' я

9 Обчислити границю послідовності із загальним членом а.. = — —.
—  2 я - я4 - 1

Потрібно знайти lim ,+ ^П, +- . Перетворимо загальний член по- 
2tr' - я4 -1

слідовності, поділивши почленно чисельник і знаменник на я 5:



а„ =
5я + З я + 2 

2и5 - я4 -1

Оскільки Ііш (5 + + -Дг 1=5, lim І 2
л-> і̂ nl ff> і

3
~т
Я'

2
+ —  

я5
1 1

я я1

1 1 'і

я я5
= 2 * 0 ,  то

5я5 + 3 я3 +2
> + -

З 2

= lim-- /d _ a L = 5 = 2.5.
5 „4 , 1 1 2

lim =
я->.г. 2я5 - я4 - 1 я->  ̂ 2

я гґ

10
„ .. Зя2 + 2я + 4
Обчислити границю lim — ------- .

η~> χ· 4п- + п _ з

Поділивши чисельник і знаменник на я 2, дістанемо

3 +
2 4

.. З//2 + 2// + 4 .. н п-
lim — ;------ = lim ---  — =

lim І 3 + — + Д-
я н

і'Т ' 4,(2 + «-  з “ «“ « 4 + І _ _ з .  1 іт Г4 + І  _ з
Я п п->ігі и н

3 + 2 lim - + 4 lim
Я —► сс /І « —> ос fl З

4 + lim - - 3 lim - ί ^
п-> х η л -> ц1

11 Обчислити границю lim ^  COS И.
л -»сс И + 1

Поділимо чисельник і знаменник на я:

r  ~r=cos я lim -4= lim cos η
Hm Ί η cos η - iim ν я = "-->*■ Уя »->*■ = 0 _  q
«-»■» н + 1 я-»» 1 + 1/я 1іт(1 + 1/я) 1 + 0

Ми врахували, шо послідовність {cos я} обмежена, тобто для всіх я є  N

іг]виконується нерівність I COS Я І < 1, І ПОСЛІДОВНОСТІ <1-7=4 і І-!· нескінчен

но малі при я -> оо.

12 Обчислити границю lim (-s/я + 1 - -J7i).
η -»·/

Помножимо й поділимо чисельник і знаменник на спряжений вираз:

(у/п + 1 - у[Й)(у/і) + 1 + л/н)
lim (V// + 1 - л/я) = lim

.. я + 1-я .. 1
= lim --r-" -----;= = lim

V«+T + %/я

lim -1=
я-»j  Уя

"-►< 7я + 1 + л/я «->■' >/я + 1 + л/я lim (̂ /1 + 1/я + 1) 1 + 1
0.

13 Довести, що послідовність хп = q О  нескінченно мала при | q \ < 1; ©  не

скінченно велика при І q \ > 1.

©  Якщо q = 0, то справедлива рівність lim q" = 0.
П -> /

Нехай ε > 0 довільне й 0 < | q \ < 1. Тоді, користуючися нерівністю Бер- 
нуллі (1 + х)п > 1 + ях при я > 1, дістанемо

1
/ / 
1 + І > 1 + п

1
-1 > я

Звідси

\ч\" =\ч" І < —Г^— < Є.

Ця нерівність виконується \/я > — — — . Виберемо N  =
ε(1- І q І) ε(1- І Ч І)

Тоді для всіх я > Довиконується нерівність І q" \ < є. Це означає, шо lim q" = 0 

при І q І < 1, тобто послідовність нескінченно мала при я —> оо.

©  Нехай І ί  І > 1 і Δ > 0 довільне. Тоді з нерівності

|?Г>((1 + (к | -  1))"> 1 + n(\q\- 1)>я(|<7| - 1)>Δ

знаходимо

q І" > Δ  V h >  -

Це означає, що lim q" = оо при | ? | > 1, тобто послідовність нескінченно
п —» ар

велика при л оо.



14 Нехай попит і пропозиція виражаються лінійними функціями q(p) = 10 - 2р 
і s {р) = 4 + р. Визначити рівноважну ціну. Встановити графічним спосо
бом, якою буде павутинна модель ринку.

Рівноважну ціну можна знайти з умови рівноваги q(p0) = s(p0), тобто 

10 - 2pQ = 4 + р0. Отже, ра = 2.

Виразимо ціну через попит: р = 5 Нехай, наприклад, початко

ва ціна Р\ = 2,8. Оскільки попит <7,(2,8) = 10 - 2 · 2,8 = 4,4, а пропозиція

5,(2,8) = 4 + 2,8 = 6,8, то q] < s,. Тоді ціна зменшується до р 2 так, щоб

і, = <72> тобто ρ-, = 5 - у6,8 = 1,6. Але за ціни р2= 1,6 пропозиція s2( 1,6) =

= 4 + 1,6 = 5,6 менша, ніж попит q2 = 6,8. Це спричиняє зростання ціни до

р} = 5-1-5,6 =2,2 так, щоб s2 = q3. Але за ціни р3 = 2,2 попит q3(2,2) =

= 10 - 2 · 2,2 = 5,6 менший, ніж пропозиція s3(2,2) = 4 + 2,2 = 6,2, що зумов

лює падіння ціни до р3 = 1,9. Продовжуючи цей процес, дістанемо послі-
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довність цін рП: 2,8; 1,6; 2,2; 1,9; 2,05; 1,975; ... та попиту qn: 4,4; 6,8; 5,6; 6,2; 

5,9; 6,05; ... Зобразимо точки з координатами (pr, qt) на графіку (рис. 4.18). 

Годі рп р0 = 2, qn <70 = 6 при η оо. Маємо точку рівноваги (2; 6).

Обчислити границю:

( 4 У
(

4 f *
1+- = lim 1+-

» "  1 j
16 Обчислити границю:

limlim
«-»■·< 2« + 1

2 η + 1 

In
lim

2 n )

In V 1/2 A 
- e 2

\_

'fe 

l l Нехай межа інфляції становить 1 % на день. Визначити, наскільки змен
шиться початкова сума вкладу через півроку.

Застосування формули складних процентів дає S = 50| 1

Л 82

, ДЄ

— початкова сума; 182 — число днів у півріччі. Перетворимо цей вираз:

1 -
100

100
182

Ίοο
'·82,

тобто інфляція зменшить початкову суму майже в 6 разів.



5.1
Функції однієї змінної

т- Означення 5 .1 . Нехай X  і Y — деякі числові множини. Якщо к ож 

ному елементові х множини X  (х є X ) ставиться у відповідність 

певний елемент у із множини Y (у є Y), т о  кажуть, що на множині 

X  задано функцію у = f(x). При цьому х називають незалежною 

змінною (аргументом), у — залежною змінною (значенням функції), 
a f  означає закон відповідності. Множину X  = D {f) називають облас

тю  визначення функції, множину у - £ ’( / )  — областю значень 
функції. Позначення: / :  X  —> Y

Якш о множину X  спеціально не обумовлено, то під областю виз

начення функц ії розум іють область допустимих значень (О Д З) 

незалежної змінної х, тобто множину таких значень х, при яких функ

ція у = f(x )  має зміст.

■ П р и к л а д  5.1. Знайдемо область визначення функції у = х 2 + *J5 - х.

Підкореневий вираз 5 - л: > 0, х < 5. Отже, область визначення 
функції D (f) = (-оо; 5].

5.1.1. Способи 
задання функції

Задати функцію /  — означає вказати, як за кожним значенням 

аргументу х знаходити відповідні значення функції у = /(х ). Є  кілька 

способів задання функції.

□  Аналітичний спосіб, який найчастіше застосовується на практиці, 

полягає в заданні функції формулою.

■ П р и к л а д  5.2. Знайдемо область визначення та область значень 
функцій.

©  у = х 2. Маємо D(y) = R, Е(у) = |0; оо);

1, якщо х > 0,

©  у = sin х = 0, якщо v = 0,

-1, якщо v < 0.

Дістаємо D(y) = R, Е(у) = {-1; 0; 1(.

■ П р и к л а д  5.3. Розглянемо взаємозалежність між ціною р деякого т о
вару та попитом q на нього.

Цю залежність можна виразити, наприклад, формулою q = 50 - 0,06р.

□  Табличний спосіб, який дуже часто використовується в еко

номіці, полягає в тому, що функціональна залежність задається у 

вигляді таблиці, в якій для кожного значення х указано відповідне 

значення у.

■ П р и к л а д  5.4. Функціональну залежність між ціною р товару та по
питом q на нього задано у вигляді таблиці:

Р 100 150 200 250 300

я 44 41 38 35 32

Підставивши значення ціни у формулу q = 50 - 0,06р, дістанемо 
відповідні значення попиту.

□ Графічний спосіб полягає в заданні функції за допомогою 
графіка.

Означення 5 .2 . Графіком функції у = / (х ) називають геометрич

не місце точок  на координатній площині, що мають координа

ти  (x; f{x)) й у яких абсциси — це значення незалежної змінноїх, а 

ординати — відповідні значення у = /(х).

■ П р и к л а д  5.5. Для побудови графіка функції попиту q = 50 - 0,06р 
треба відкласти значення величин р та q, які дано в таблиці (див. прик-
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лад 5.4), на відповідних координатних осях і сполучити добуті точки 

(рис. 5.1).

На практиці графіки зазвичай будують за допомогою спеціальних 

приладів, наприклад барографа, який реєструє у вигляді кривої на 

рухомій стрічці зміни атмосферного тиску залежно від висоти над 

рівнем моря.

□  Словесний спосіб використовується, якшо функція описується 

правилом її одержання за допомогою слів.

■ П р и к л а д  5.6. Функція Діріхле fix ) = 1, якщо х — раціональне
число, й /(х ) = 0 — якщо х — ірраціональне число.

/  Зауваження 5.1. Якщо функцію задано аналітично, то неважко пе
рейти до табличного або графічного способу її задання, що потребує
певних знань і навичок. Іноді такий перехід удається здійснити лише 

наближено.

т- Означення 5.3. Функцію у = f ix )  називають однозначною, якщо 

кожному значенню х відповідає тільки одне значення у. Функцію 

у  = f { x )  називають багатозначною, якщо кожному значенню х відпо

відає кілька значень у.

**■ Означення 5.4. Функцію називають явною, якщо її задано форму

лою у = f(x ).

■ П р и к л а д  5.7. Функція у = х 2 + 5х + 6 явно виражає х через у.

Означення 5.5. Функцію у аргументу х називають неявною, якщо 

ї ї  задано рівнянням Fix, _у) = 0, яке не розв ’язне відносно у.

Я П р и к л а д  5.8. Функцію задано рівнянням х 3 +у2 -х= 0. Ця рівність 

взагалі задає дві функції: у = -Jx - .v3 при у > 0 і у - -V-v - х3 при у < 0.

5.1. Функції

ОДНІЄЇ з м ін н о ї

т· Означення 5.6. Нехай х і у — функції однієї незалежної змінної 
ί : х = <р(0, У = ψ(0> причому вони визначені й неперервні на зада
ному проміжку Т. Тоді кажуть, що функцію у = f ix ) задано пара
метрично.

■ П р и к л а д  5.9. Нехай функцію задано параметрично: x = a cos t, 
у = a sin t, І є [0; 2π]. Якшо піднести до квадрата обидві частини рівно- 
стей і почленно додати, то дістанемо рівняння х 2 + у 2 - а 1 — рівняння 
кола з центром у початку координат і радіусом | а  |.

Крім «арифметичних» дій над функціями — додавання, відніман
ня, множення й ділення, є операції, що дають змогу за даними функ
ціями будувати нові.

□ Обернена функція. Нехай на деякому проміжку D задано функ
цію у - f(x) і Е — область її значень. Візьмемо деяке число у() з області Е. 

Тоді в області D обов’язково знайдеться хоча б одне число х(), при 
якому дана функція набуває саме значення _у0, так що у0 - /(х0). Щоб 
дістати значення х0, достатньо через у{) на осі ординат (рис. 5.2) про
вести пряму, паралельну осі абсцис. Ця пряма перетне графік функції 
У = f(x) в одній або кількох точках. Абсциси цих точок і дають шукані 
значення х (одне з них х0), при яких функція дорівнює у0.

Таким чином, кожному значенню yt] з області Е відповідає одне 
або кілька значень х, шо належать проміжку D. Цим в області D виз
начається однозначна (якшо кожному у із Е відповідає лише одне зна
чення х із D) або многозначна функція x = g(y), яку називають обер

неною до функції у = fix).



Графіки функції у =f(x) і оберненої до неї функції х = g(y) збіга
ються, тільки аргумент оберненої функції розглядається по осі Оу. 
Але оскільки звично аргумент позначати літерою х і відкладати 
його на осі абсцис, то замінимо позначення * на у і замість рівнян
ня х = g (у) писатимемо у = g(x), і графік функції у = g(x), взагалі 
кажучи, відрізнятиметься від графіка функції .у = /Ос).

Графіки взаємно обернених функцій симетричні відносно бісект
риси першого й третього координатних кутів — прямої у = X. 

Сформулюємо ум о в у і с н у в а н н я  о б е р н е н о ї  функц і ї .

Т В Е Р Д Ж Е Н Н Я  5.1

Нехай однозначна функція у =/(х) визначена й монотонно 
зростає (спадає) на проміжку D і набирає значень із про
міжку Е. Тоді існує обернена до неї функція у = g(x), яка 
визначена на проміжку Е, однозначна й також зростає (спа
дає ) на проміжку D.

Відшукання оберненої функції зводиться до розв’язування рівнян
ня у - f(x) відносно х. Припустимо, що можна подати розв’язки цього 
рівняння у вигляді формули х = g(y)· Якшо ця формула кожному у з 
області значень Е if) ставить у відповідність тільки одне значення х, 
то д: = g(y) можна розглядати як функцію, визначену на проміжку Е 

(це й буде обернена функція).
Якшо одному значенню у із проміжку Е відповідає кілька значень 

х, то однозначна обернена функція для у -f(x) на всій області визна
чення не існує. Але функція у = /(х) має однозначну обернену на кож
ному проміжку монотонності .

Оскільки традиційно незалежну змінну позначають через х, а зна
чення функції — через у, то, замінивши позначення, дістанемо функ
цію у = g(x). Часто обернену функцію позначають у = / ' ( * ) .

■ П р и к л а д  5.10. Функція у = _+ ^ визначена для всіх х є (-оо, +со),

зростає й набирає значень у є (-<», -юо). Виразимо х через у : 2л: +3 = 5у, 

тобто л = ^ — обернена, визначена й зростає на всій числовій

прямій. Замінимо позначення х на у. Дістанемо функцію у = .

обернену до даної.

5.1. Ф ункц і ї
о д н іє ї  ЗМІННОЇ

Я П р и к л а д  5.11. Вкажемо функції, обернені до заданих.
©  у = а х, де а > 0, а * 1. Виразимо х через у : x = loga у або в звичай

них позначеннях обернена функція у = logu х.

©  у = sin х. Обернена функція у = arcsin x, | x \ < 1.

□  Складна функція. Нехай функція у = f(u )  є функцією аргументу и 

(f: U -> У ), а змінна и — своєю чергою, функцією u = g(x ) від змінної 

x(g : X  -> U ). Тоді на множині X  задано функцію у  = h(x) = f{g(x)), 

яку називають складною, або композицією функцій, суперпозицією функ
цій, функцією від функції', при цьому h: X Y.

Я П р и к л а д  5.12. Розглянемо функцію у = lg(tg х). Тут так звана внут
рішня функція u = tg х, а зовнішня — у = lg u.

5.1.2. Властивості функцій

□ Парні або непарні функції.

** О значення 5 .7 . Функцію у = / (х ) називають парною, якщо для 

всіх х є / ) ( / )  справджується рівність f(-x) = f ix ) , і непарною, якщо 

f(-x) = - fix ). У  противному разі функцію у = f{x) називають функ
цією загального вигляду, або ні парною, ні непарною.

Графік парної функції симетричний відносно осі Оу, а непарної — 

відносно точки (0; 0).

■ П р и к л а д  5.13. ©  Для функціїу = х 1 справджується рівність у (-х) =
= (-х)2 = х 2 = у{х). Тому ця функція парна.

©  Для функції у = х 3 справджується рівність j'(-x) = (-х)3 = -х3 = 
= -j'(x). Тому ця функція непарна.

©  Функція у = х 2 + Зх ні парна, ні непарна.

□ Обмежені функції.

р* О значення 5 .8 . Функцію у = f(x ) називають обмеженою на дея

кому проміжку X, якщо існує таке додатне число С  > 0, що для всіх 

х  є D (/): |/(х) І < С. У  противному разі функцію називають необме
женою.

■ П р и к л а д  5.14. ©  Функція у = sin х обмежена, оскільки виконуєть
ся нерівність І sin x І < 1 Vx є D(f).

©  Функція у = 1/х необмежена, оскільки вона набирає значень
(-ос; 0) и  (0; + х).



□ Монотонні функції.

ί» Означення 5 .9 . Якщо для функції у = f ix )  і для будь-яких значень 

аргументу jc, , х2 є  D ( / )  таких, що х, < х2, виконується нерівність:

• f ix  |) < f ix  2) ’ т о  Функцію називають зростаючою (рис. 5.3, а);

• f(X\) > / U 2), wo функцію називають спадною (рис. 5.3, б)\

• /(x ,)  > f i x 2), т о  функцію називають неопадною (рис. 5.3, в)\

• f i x ,) < f ix j) ,  т о  функцію називають незростаючою (рис. 5.3, г).

Рис. 5.3

□ Періодичні функції.

т  Означення 5.10. Функцію у ~ f ix )  називають періодичною з най

меншим періодом 7V 0, якщо для всіхх із області визначення функції 

справджується рівність f ix  - Т) = f ix  + Т) = fix ).

■ П р и к л а д  5.15. Функція у = sin(x) має період 7 = 2π, оскільки 
sin(x - 2к) = sin(x + 2π) = sin(x).

5.2
Елементарні функції

Розглянемо властивості найпростіших елементарних функцій, до 

яких належать: лінійна, квадратична, степенева, показникова, лога

рифмічна, тригонометричні й обернені тригонометричні функції.

□ Лінійна функція — це функція вигляду y = kx+ b, a e k i b  - дійсні 

числа.



Функція визначена на всій числовій прямій. Якщо к * 0, то мно
жиною її значень є вся множина Л; якшо ж к = 0, то множина зна
чень складається з одного числа Ь.

Функція у = кх + b монотонна: при к > 0 вона зростає на R  

(рис. 5.4, а),  при к < 0 — спадає (рис. 5.4, б), а при к = 0 стала 
(рис. 5.4, в). Графіком лінійної функції у = кх + b є пряма, шо прохо
дить через точку (0; Ь) і утворює з додатним напрямом осі Ох кут а. 

Число k = tg а називають кутовим коефіцієнтом  даної прямої.
При b = 0 пряма проходить через початок координат (рис. 5.4, г).

□ Квадратична функція — це функція вигляду у = а х 2 + Ьх = с, де а, 

b, с — дійсні числа і а /  0. Вона визначена на всій числовій осі, а її 
значення заповнюють числову піввісь. У найпростішому випадкові, 
коли а = 1, b = с = 0, тобто у = х 2, ця функція є парною, невід’ємною 
й набирає значень із множини 10; +оо). На проміжку (-оо; 0) вона спа
дає, а на проміжку (0; +со) — зростає; при х = 0 — досягає мінімально
го значення. Графіком цієї функції є парабола з вершиною в точці 
(0; 0) і віссю симетрії Оу.

Для довільного а > 0 графік функції у = а х 2 утворюється з графіка 
функції у = x 2 стисканням до осі Ох в І /а  разів.

При а < 0 функція у - а х 2 на проміжку (- ос ; 0) зростає, а на про
міжку (0; +оо) — спадає; точка х  =  0 є ї ї  точкою максимуму.

Графік функції у = а х 2 при а  < 0 можна дістати з графіка функції 
у=\а\х дзеркальним відображенням відносно осі Ох.

Отже, графіком функції у = а х 2 є парабола, симетрична відносно 
осі Оу із вершиною в точці 0(0; 0). Вітки параболи при а  > 0 напрям
лені вгору (рис. 5.5, а), а при а  < 0 — вниз (рис. 5.5, б).

Рис. 5.5

Оскільки
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Вітки

параболи при a > 0 напрямлені вгору, а при a < 0 — вниз.

□ Степенева функція — це функція вигляду у = х р, р є Z.

1. Якщо ρ = η, п є N, то у = х" визначена на всій числовій осі. При 
п = 1 дістанемо лінійну функцію, а при п = 2 — квадратичну.

Якщо п — парне число, тобто п = 2k, функція у = х 2к парна. Гра
фіком цієї функції є парабола з вершиною в точці 0(0; 0), симетрич
на відносно осі Оу, вітки якої напрямлені вгору (рис. 5.6, а).

Якщо п — непарне число, тобто п = 2к + 1, функція у = х 2к' 1 
непарна, і її графік симетричний відносно початку координат. При 
л: < 0 графік опуклий угору (лежить під дотичною, проведеною в 
довільній його точці). При х > 0 графік опуклий униз (лежить над



дотичною, проведеною в довільній точці). В початку координат опук
лість угору змінюється опуклістю вниз. Дотичною до графіка в цій 
точці є вісь Ох, але в точці дотику О графік переходить з одного боку 
дотичної на інший. Такі точки називають точками перегину даної кри

вої (рис. 5.6, б).

2. Якщо р = -η, п є /V, то функція у - \/хп має область визначення 
х є (-оо; 0 )  u  (0; +оо).

Якщо п — парне число, тобто п = 2к, то функція парна (рис. 5.7, а); 

якщо п — непарне число, тобто п = 2к + 1, то функція непарна 
(рис. 5.7, б).

Рис. 5.7

Якщо п є 7V довільне, то функція необмежено зростає (або спадає) 
в разі наближення її аргументу до точки х = 0 і наближається до нуля 
в разі необмеженого зростання чи спадання аргументу. Графіком 
функції є гіпербола.

3. Якщо р - l /η, п є N, то функція у = \[х при непарному п 
визначена на всій числовій осі, а при парному п — тільки на півосі 
х > 0.

Функція у = ilfx обернена до степеневої функції у = х". Тому її 

графік симетричний відносно бісектриси першого й третього коорди
натних кутів (рис. 5.8, а — при непарному п > 1, рис. 5.8, б — при 
парному п).

Рис. 5.8

4. Графік функції у - л'" ", х > 0. ///, /; є Z  при m/η > 1 доти
кається до осі Ох. Якщо 0 < т/п  < 1, то п/т > 1, і, отже, графік даної 
функції дотикається до осі Оу. Якщо т/п > 0, то в разі необмеженого 
зростання х значення у також необмежено зростають. Якщо т/п < 0, 
го в разі необмеженого зростаннях значення ̂ необмежено спадають, 
а з наближенням х до нуля — необмежено зростають. При х < 0

функція у визначена не для всіх х. Якщо ж вбна визначена
при х < 0, то вона або парна, або непарна, й, отже, її графік при х < 0 
можна дістати з її графіка при х > 0 за допомогою симетрії.

□ Дробово-лінійна функція є відношенням двох лінійних функцій:

ax + b
г =

сх + d

Якщо a - d - 0, то, позначивши b/c = k, дістанемо у = k/χ, тобто 
обернено проггорційну залежність.

Відповідний г рафік називають гіперболою (рис. 5.9, а, б).

Оскільки у - к/х не визначена при х = 0 і непарна, то гіпербола 
має центр симетрії — точку 0(0; 0) і дві асимптоти х = 0, у = 0, тобто 
осі Оу та Ох відповідно.

Функція у = визначена для всіхх, за винятком точки x = -d/c.

Оскільки
сх + d

ах + b 

сх + d

х +  - + b -
ad

t ( . Y  + d/c)

a be - ad 1
—--1---- ----------

c c- x + d/c



Рис. 5.9

то графік дробово-лінійної функції можна дістати паралельним перенесен

ням r ; — ) (рис. 5.9, в) із графіка функції у = —, де к = ^С ^ .
с с )  X с-

(Паралельне перенесення — це перетворення, за якого графік змі
шується в іншу точку, не повертаючися при цьому.)

□ Показникова функція — це функція вигляду у = а х, а > 0, а * І. 
Вона визначена на всій числовій прямій і взаємно однозначно 
відображує проміжок (- ос , +оо) на проміжок (0; +оо). При а > 1 функ
ція у = а х зростає, при 0 < а < 1 — спадає. Вісь Ох (пряма у = 0) є 
горизонтальною асимптотою графіка функціїу = а х при jt —> -к», якшо
0 < а < 1,і при х —> -оо, якшо а > 1. Графік функції у = а х опуклий 
униз (рис. 5.10, а , б).

Рис. 5.10

□ Логарифмічна функція — це функція вигляду у = loga x, a > 0, 
α Φ 1. Ця функція є оберненою до показникової функції у = а х. Вона 
визначена тільки для х > 0 і взаємно однозначно відображує проміжок 
(0; +00) на проміжок (-оо, +оо). Якшо а > 1, то функція у = loga х є 
зростаючою й опуклою вгору (рис. 5.11, а), а якшо 0 < а < 1, то вона 
спадна й опукла вниз (рис. 5.11, б).

Рис. 5.11

Вісь Оу є вертикальною асимптотою графіка логарифмічної функ
ції. Вісь Ох графік функції у = logfl jc перетинає в точці х = 1. Графік



у - loga х можна дістати з графіка функції у - а х дзеркальним відоб

раженням відносно бісектриси першого й третього координатних 

кутів — прямої у = X.

□  Тригонометричні функції. Перш ніж досліджувати триї ономет- 

ричні функції у - sin X, у = COS X, у = tg X, у =  ctg х, введемо поняття 

синуса й косинуса кута на одиничному колі (рис. 5.12).

Розглянемо так зване «тригонометричне коло» — одиничне коло з 

ценгром у точці 0 (0 ; 0). Горизонтальний радіус ОА вважають нерухо

мим і початковим для всіх кутів у крузі. Кінцеву сторону цих кутів 

утворює радіус ОМ, який називають рухомим. Кожному дійсному чис

лу а  відповідає єдине положення рухомого радіуса ОМи (або точки Мп 

на колі), шо утворює кут а. Обернений зв’язок неоднозначний — кож

ному положенню радіуса ОМи (або точки Ми на колі) відповідає не

скінченна множина дійсних чисел а  — значень усіх кутів, визначених 

цим положенням рухомого радіуса ОМи. Всі ці числа містяться у ф ор 

мулі а  + 2кк, де к є Z.

т· О значення 5 .1 1 . Синусом кута називають ординату у точки Ми 

рухомого радіуса одиничного кола: у = sin а. Косинусом кута назива

ють абсцису х точки Ми рухомого радіуса одиничного кола: x = cos а.

Тангенсом кута називають відношення —— — = tg а . Котангенсом
cos а

., cos (X
кута називають відношення -----= ctg а.

sin (X

Аналогічно вводяться поняття косинуса, синуса, тангенса й котан
генса числового аргументу, тобто коли аргументом є число, яке вира
жає радіанну міру кута. Кожному числу, яке виражає радіанну міру 
кута, ставиться у відповідність ордината або абсциса точки на одинич
ному колі. Таку залежність називають функціями синуса або косину

са. Функція у - tg х визначається як відношення у = tg л = sm л~ , а
cos л

функція у - ctg х — як відношення у = Ctg V = С(Ь А .
sin л

В л а с т и в о с т і  т р и г о н о м е т р и ч н и х  фу н к ц і й 

та ї х н і  г р а ф і к и

©  Областю визначення функцій у - sin х, у = cos x с вся числова 

пряма, а областю значень — проміжок |-1; 1]. Це випливає з 
означення.
Областю визначення функції у - tg x с множина всіх дійсних чи

сел, крім точок  π/2 + кк, k є Z, а областю значень — проміжок
(—ОО, +Ofj).

Областю визначення функції у - ctg x с множина всіх дійсних 

чисел, крім точок кк, k e Z, а областю значень — пром іжок
(-СО, +со).

©  Тригонометричні функції періодичні.

Функції у = sin x і у = cos х мають період 2тс, а функції у = tg х 
і у = ctg х — період к.

©  Функція у = cos х парна, а  функції у = sin х, у - tg х т а  у = ctg х 
непарні. Щоб побудувати графіки тригонометричних функцій, до

статньо побудувати графік функції у = sin х на проміжку |0; 2к\ 

і графік у  = tg х на проміжку (-π/2; π/2).

@ Функція у = sin х на проміжку (0; π) опукла вгору, а на проміжку 

(π; 2π) — опукла вниз. Функція у = tg х на проміжку (0; π/2) 
опукла вниз, а на проміжку (-π/2; 0) — опукла вгору.

З означення випливає, шо функція у = sin х при х є (0; π/2) зро
стає, набуваючи значень від 0 до 1, при х є (π/2; 3π/2) спадає від 1 до 
-1, при х є (3π/2; 2π) зростає від -1 до 0. Графіком функції у = sin х є 
синусоїда (рис. 5.13).
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Оскільки у = cos x = sin(x + π/2), то графіком функції у = cos х є 
синусоїда, перенесена вздовж осі абсцис ліворуч на π/2 (рис. 5.14).

Функція у = tg х монотонно зростає на проміжку (-π/2; π/2). Її 
графік зображено на рис. 5.15.

Оскільки ctg x - -tg(jc + π/2), то графік функції у = ctg х можна 
дістати з графіка функції' у = tg х перенесенням уздовж осі Ос ліворуч на 
π/2 з наступним симетричним відображенням відносно осі Ох (рис. 5.16).

□ Обернені тригонометричні функції та їхні властивості. Всі три
гонометричні функції, будучи періодичними, не є монотонними в усій 
області визначення. Звідси випливає, шо функції, обернені до триго
нометричних, багатозначні. Щоб дістати однозначні вітки цих бага
тозначних функцій, треба взяти проміжки монотонності, на яких три
гонометрична функція або зростає, або спадає, набуваючи при цьому 
всіх можливих для неї значень.

Розглянемо обернені функції до кожної з тригонометричних функ
цій окремо.

Функція у = arcsin х. Якшо для функції у = sin jc розглядати не всі 
значення аргументу х, а лише значення jc є  | —π/2; π/2|, то кожному 
значенню у є  |-1; 1] відповідає лише одне значення х. Згідно із за-



гальною теорією існує обернена однозначна функція, щ о визначена 

на проміжку 1-1; 1J і монотонно зростає, набуваючи значень із п ро

міжку [-π/2; π/2], Її називають арксинусом і позначають у = arcsin х.

т- Означення 5 .1 2 . Арксинусом числа х називають таку змінну величину 

у, яка набуває значень із проміжку [-π/2; π/2] і синус якої дорівнює х.

Оскільки функції у  = sin х  і у = arcsin х взаємно обернені, то 

sin(arcsin х) = х, якщ о | х | < 1, і arcsin(sin х) = х, якщо | χ \ < π/2.

Графік функції у  = arcsin х є симетричним відображенням синусої

ди, взятої з проміжку [—π/2; π/2), відносно прямої у = х (рис. 5.17, а).

О с н о в н і  в л а с т и в о с т і  ф у н к ц і ї  у - arcsin х

ф  Область визначення функції у - arcsin х  — це проміжок [-1; 11, а

область значень — проміжок [-π/2; π/2].

(D Функція у = arcsin х непарна: arcsin(-x) = -arcsin x.

(3) Функція монотонно зростає від -π/2 до π/2. Це випливає з того,

що функція, обернена до монотонно зростаючої функції, та

кож монотонно зростає.

Рис. 5.17

Функція у = arccos х. Розглянемо графік функції у  = cos х. К ожно

му значенню у з проміжку [-1; 1] відповідає безліч значень х  таких, 

ш о cos х  = у.

Якш о розглядати х  лише із проміжку [0; π], де функція у = cos х 

монотонно спадає й однозначна, то кожному значенню у  (-1 < у < 1) 

відповідає лише одне значення х  (позначимо його х = arccos у) таке, шо 

cos у = х, тобто функція у = cos х  на проміжку [0; π] має однозначну 

обернену функцію, яку називають арккосинусам і позначають х  = arccos у.

~  Означення 5 .1 3 . Арккосинусом числа х називають таку змінну ве

личину у, яка набуває значень від 0 до π і косинус якої дорівнює х, 

тобто  cos(arccos χ) = χ, \ х \ < 1, arccos(cos х) = де, 0 < х < п.

Оскільки функція у - arccos х  обернена до функції у - cos х  на 

проміжку [0; π], то її графік є симетричним відображенням косинусої- 

ди, взятої на проміжку 10; π], відносно прямої у = х  (рис. 5.17, б).

О с н о в н і  в л а с т и в о с т і  ф у н к ц і ї  у = arccos х

©  Функція у = arccos де визначена на проміжку [-1; 1]; область її 

значень — проміжок [0; π]. 

ф  На проміжку [-1; 1 ] функція у = arccos де монотонно спадає від π 

до 0. Це випливає з того, що функція у = cos х  спадає на п ро

міжку [0; π І від 1 до -1, а функція, обернена до монотонно 

спадної функції, монотонно спадна.

(3) Функція у  = arccos х  — загального вигляду, але справджується 

рівність arccos(-x) = π - arccos χ.

Функція у = arctg х. Розглянемо функцію  у = tg х  на проміжку 

(-π/2; π/2). Н а цьому проміжку функція у = tg х монотонно зростає й 

однозначна, тому для кожного значення у існує тільки одне значення 

де (позначимо його x = arctg у) із проміжку (-π/2; π/2) таке, що tg де = у. 
Отже, функція у = tg х на проміжку (-π/2; π/2) має обернену функцію, 

яка називається арктангенсом і позначається x = arctg у. Змінимо по

значення, помінявши місцями х і у.

** Означення 5 .1 4 . Арктангенсом числа х називають таку змінну ве

личина у, яка набуває значень із проміжку (-π/2 ; π/2) і тангенс якої 

дорівнює х, т обт о  tg(arctg χ) = χ, х є R, arctg(tg х) = де, | χ | < π/2.

Граф ік функції у = arctg х утворюється симетричним відображен

ням графіка функції у = tg х на проміжку (-π/2; π/2) відносно прямої 

у = х (рис. 5.18, а).

О с н о в н і  в л а с т и в о с т і  ф у н к ц і ї  у=  arctg х

©  Функція у = arctg х визначена при всіх х; область її значень — 

проміжок (-π/2; π/2).



(2) Функція у = arctg х на проміжку (- оо , +сс) монотонно зростає від 

-π/2 до π/2.

©  Функція у = arctg х непарна: arctg(-x) = -arctg χ.

Рис. 5.18

Функція у = arcctg х. Розглянемо функцію у - ctg х  на проміжку 

(0; π), на якому вона монотонно спадає від -оо до +оо і однозначна. 

Тому для будь-якого значення у  існує тільки одне х (позначатиме

мо його х = arcctg у) з проміжку (0; π) таке, шо ctg х  = у. Отже, функція 

у = ctg х на проміжку (0; π) має обернену функцію. Функція, обернена 

до функції у = ctg х  на проміжку (0; π), називається арккотангенсом і 
позначається х = arcctg у. Змінимо позначення, помінявши місцями х і у.

**■ Означення 5 .1 5 . Арккотангенсом числа х називають таку змінну 

величину у, яка набуває значень із проміжку (0; π) і котангенс якої 

дорівнює х, т обт о  ctg(arcctg χ) = χ, х  є R, arctg(ctg χ) = х, 0 < χ < π.

Графік функції у = arcctg х утворюється з графіка функції у = ctg х 
на проміжку (0; π) симетричним відображенням відносно прямої у = х  

(рис. 5.18, б).

О с н о в н і  в л а с т и в о с т і  ф у н к ц і ї  у = arcctg х

©  Функція у  = arcctg х визначена при всіх х; область її значень — 

проміжок (0; π).

©  Функція у  = arcctg х монотонно спадає від к до 0.

©  Функція у  = arcctg х непарна, й справджується рівність arcctg(-x) = 

= π - arcctg χ.

Крім того, виконуються рівності

arcsin x + arccos χ = π/2 i arctg χ + arcctg χ = π/2.

5.3. Застосування функцій 

в економічній теорії

р» Означення 5.16. Функції, добуті з найпростіших елементарних 

функцій за допомогою скінченного числа алгебричних дій додавання, 

віднімання, множення, ділення т а  скінченного числа утворень склад

ної функції, називають елементарними.

■ П р и к л а д  5.16. Функція г = ^ sm Л + \j\g х - 1 елементарна, а
і / х  + 52л

функції у = І χ І, у = [х] (ціла частина числа) неелементарні.

□ Класифікація елементарних функцій. Ці функції поділяють на 
алгебричні й неалгебричні (трансцендентні).

р» Означення 5.17. Алгебричною називають функцію, в якій над аргу

ментом проводиться скінченне число алгебричних дій.

До алгебричних належать такі функції:
• цілі раціональні (многочлени або поліноми)

у = а ^  + α,χ" ' 1 + ... + ап ,х + ап,

• дробово-раціональні — відношення двох многочленів

а{)х" + <2|.v" 1 + ... + ап_ |Х + ап 

У b0xm + V*'" ' + ... + Ьт |Х + Ь„, '

• ірраціональні (якшо серед операцій над аргументом є добування 
арифметичного кореня).

До неалгебричних (трансцендентних) належать показникові, лога
рифмічні, тригонометричні та обернені тригонометричні функції.

5.3
Застосування функцій в економічній теорії

Спектр функцій, що використовуються в економічній теорії та 
практиці, достатньо широкий: від лінійних до таких, які дістають за 
певним алгоритмом за допомогою так званих рекурентних співвідно
шень, шо пов’язують стани об’єктів, які вивчаються в різні періоди
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часу. Поряд із лінійними використовуються дробово-раціональні, сте
пеневі, показникові, логарифмічні та інші функції. 

Найчастіше в економіці використовуються такі функції:

• функція корисності (функція переваг) — у широкому розумінні — 
залежність корисності, тобто результату, ефекту деякої дії від її 
рівня (інтенсивності);

• виробнича функція — залежність результату виробничої діяльності 
від факторів, шо її зумовлюють;

• функція випуску (окремий вид виробничої функції) — залежність 
обсягу виробництва від наявності або споживання ресурсів;

• функція витрат (окремий вид виробничої функції) — залежність 
витрат виробництва від обсягу продукції;

• функції попиту, споживання та пропозиції — залежність обсягу по
питу, споживання й пропозиції окремих товарів або послуг від 
різноманітних факторів (наприклад, ціни, доходу тощо).

Оскільки економічні явища й процеси зумовлені дією різноманіт
них факторів, для їх дослідження широко використовуються функції 
багатьох змінних (див. розд. 8). Якщо дією побічних факторів можна 
знехтувати або вдається зафіксувати ці фактори на певних рівнях, то 
вплив одного головного фактора вивчається за допомогою функції 
однієї змінної. Розглянемо приклади.

■ П р и к л а д  5.17 (залежність попиту від доходу). Використовуючи за
лежності попиту у на різні товари від доходу х, можна встановити рівні 
доходів о,, flj, а3, за яких починається придбання тих або інших товарів і 
послуг, та рівні (точки) насичення bi і Ь2 для груп товарів першої й другої 
необхідності. Ці залежності описуються функціями JI. Торнквіста (рис. 5.19):

5 3. Застосування функцій 

в економічній теорії

v bi (x - « i)
Л - c,

А > tfj,

Ih (x - α-,)
> -

Λ - c2
X > а2,

M-V-Яз) х > ау.
* - Су

Ш П р и к л а д  5.18 (залежність попиту й пропозиції від ціни). Роз
глядаючи в одній системі координат криві попиту q = q (р) та пропозиції 
s = s(p), можна встановити ринкову (рівноважну) ціну р0 даного товару 
в процесі формування ціни в умовах конкурентного ринку (рис. 5.20). 
Приклади лінійних функцій попиту й пропозиції наведено в розд. 3.

■ П р и к л а д  5.19 (функція споживання т а  лінії бюджетного обмежен
ня). В теорії споживчого попиту на два товари х та у перевага споживача 
описується кривою байдужості U(x, у) = UQ — лінією, вздовж якої ко
рисність двох товарів х і у однакова, і розглядаються бюджетні обме
ження (витрати споживача не перевищують його доход). У випадку, 
коли споживач витрачає весь свій доход на дані товари, маємо лінію 

бюджетного обмеження.
Розглянемо, наприклад, простий випадок функції корисності 

U(x, у) = ху. Якшо U0 — рівень корисності (добробуту), то лінія бюд
жетного обмеження рхх + руу = R, де Рх і Ру — відповідні ціни товарів, 

R — доход споживача. Дістанемо функції

v = i/o J L - h . x

X ' Ру Ру '

Графіком першої з цих функцій (кривої байдужості) є гіпербола, а графі
ком другої (лінії бюджетного обмеження) — пряма (рис. 5.21).



■ П р и к л а д  5.20 (залежність витрат і доходу від обсягу виробницт
ва). Розглядаючи функції витрат C = C(q) (повних витрат) і доходу фірми 
R = /?(<?) = qp, можемо встановити залежність прибутку P(q) = R(q) - C(q) 
від обсягу виробництва q. У типовому випадкові витрати виробництва 
фірми великі за невеликого обсягу виробництва й спочатку ростуть 
швидше, ніж доход. Зі збільшенням обсягу виробництва швидкість рос
ту витрат зменшується, в певний момент вони дорівнюють доходу, й 
фірма починає одержувати прибуток. Зі збільшенням обсягу вироб

ництва прибуток збільшується, досягаючи максимального значення. 
За подальшого збільшення обсягу виробництва витрати знову почина
ють рости швидше, ніж доход (вичерпано ресурси, потрібні додаткові 
приміщення, сировина, кваліфікована робоча сила), й прибуток фірми 
зменшується, досягаючи від’ємних значень за достатньо великих об
сягів виробництва. Типові графіки доходу, витрат і прибутку наведено 
на рис. 5.22. їм, наприклад, можуть відповідати функції R(q) = aq - bq2

Рис. 5.22

і C(q) = cq - dq2 + eq3, де α, b, c, d, e — додатні числа. Можна виявити 

рівні обсягу виробництва, за яких виробництво продукції збиткове 
(0 < q< q2, q> q4) або прибуткове (q2< q< q4), дає максимальний прибу
ток при q = q3 або максимально збиткове п]зи q= q{, і визначити розміри 
цих збитків і прибутків.

5.4
Границя функції

5.4.1. Означення 
границі функції в точці

Розглянемо функцію у = / ( jc). Нехай х0 є (о, Ь) і функція у - f(x) 

визначена на інтервалі (а, Ь), за винятком, можливо, точки х0.

Означення 5.18 (Гейне). Число А називають границею функції 
у ~f(x) у точці jc0, якщо для будь-якої збіжної до х () послідовності 

значень аргументу, усі елементи якої відмінні від х0, відповідна по

слідовність значень функції {/(*„)} збігається до числа А :

А = lim  f(x ) <=> V {х„}: х„ -> х„
Л —» Ло

при п —> х, х„ *  х0: {/„(.v,,)}-> А при п -»оо. (5.1) 

Сформулюємо інше означення, еквівалентне попередньому.

ψ* Означення 5.19 (Коші). Число А називають границею функції 
у - f(x) при х —> х0, якщо для довільного числа ε > 0 знайдеться 

таке число δ > 0, що для всіх х із δ-околу точки х0, тобто таких, які 

задовольняють нерівність 0 < | х - х0 | < δ, виконується нерівність 

|/(х) -Α\<ε:

А =  lim /(x) -t=> Ve > 0 3δ > 0
X  —> Λ о

Vx є D(y) : 0 < | χ - χ 0 |<δ:| /(x ) - А \ < ε. (5.2) 

Перше означення границі функції називають означенням «мовою 
послідовностей» (границя функції за Гейне), друге — означенням «мо
вою ε—δ» (границя функції за Коші).

ТЕ О Р Е М А  5.1

І Перше й друге означення границі функції в точці еквіва- |
І лентні. j

Зміст означення границі функції у - f(x) у точці х0 полягає в тому, 
шо для всіх значень х з області визначення функції, достатньо близь
ких до х0, значення функції у = f(x) як завгодно мало відрізняються 
від числа Λ (за абсолютним значенням).
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Розглянемо геом ет ри чн и й  з м іс т  г р ан и ц і ф у н к ц і ї  в 
т оч ц і.

Нерівність |/(х) - А І < ε рівносильна нерівності -ε </(х) - А < ε 
або А - ε < f(x) < А + ε. Якщо розглянути границю функції у = /(х) 
(рис. 5.23), то нерівність А - ε < /(х) < А + ε відповідає розміщенню 
частини графіка в смузі завширшки 2ε для всіх х із δ-околу точки х0, 
тобто таких, що χ0 - δ < χ < χ 0 + δ.

Число А є границею  функц ії у = /(х ) при х —> х0, якш о для д о

вільного ε > 0 знайдеться такий δ-окіл точки х0, ш о для всіх jc ф x(j з 

δ-околу точки х0 відповідні ординати графіка функції /(де) лежать у 

смузі А - ε < f(x ) < А + ε, хай би якою  вузькою вона була.

■ П р и к л а д  5.21. Нехай fix) = х 2. Користуючися означенням границі 

функції за Коші, доведемо, що lim v2 = 4.
λ —> 2

Нехай ε — довільне додатне число. Потрібно довести, що мож
на вибрати таке δ > 0 , що для всіх jc, які задовольняють нерівність
0 < І х - 2 І < δ, виконуватиметься нерівність | jc2 - 4 | < ε.

Якщо 0 < І х - 2 І < δ, то

|x + 2| = |x-2 + 4 | < | x - 2 | + 4 < 5  + 4

1

І .v2 - 4 І = І .v-2 U л + 2 І <δ(δ + 4).

Для виконання нерівності | х 2 - 4 1 < ε достатню покласти ε = δ(δ + 4),

тобто δ ’ + 4δ - ε = 0. звідки δ = -2 + -J4 + ε (другий корінь δ = -2 - -J4 + ε 

відкидаємо, оскільки δ має бути додатним).

Таким чином, для довільного ε > 0 існує таке δ = V4 + ε - 2 > 0, що

з нерівності І х - 2 І < δ випливає нерівність | х 2 - 4 1 < ε. Отже, lim х2 = 4.
л —> 2

■ П р и к л а д  5.22. Доведемо, що функція /  (л) = sin— не має границі в 
точці jc0 - 0 . л

Зазначимо, що точка хи = 0 не належить до області визначення 
функції. Візьмемо дві різні послідовності точок, що збігаються до 

нуля:

і І 2 „ І = 2

2т і ' " 2т і  + π /2  (4// + 1)π

Тоді відповідні послідовності значень функції

f ix i)  = sin(2тс/г) = 0 , /(лг2) = sin(π/2  + 2πη) = 1.

Таким чином, для двох різних послідовностей значень аргументу, 
які збігаються до нуля, відповідні послідовності значень функції ма
ють різні границі. Отже, з означення границі функції за Гейне випли
ває, що функція не має границі в точці х0 = 0 .

р» Означення 5 .2 0 . Границею функції у = /(jc) на +* або -оо назива

ють число

А =  lim  f ( x )  <=> V ε > 0 3 Δ > ( )
-V —» + /

Vx : χ > χ0, χ > Δ : | / (χ )  - Α \ < ε,

Α =  lim  / (χ )  <=> V ε > 0  3Δ  > 0
γ  -·τ·

Vx : χ < χ0, χ < Δ : I / ( χ )  - Α \ < ε.

5.4.2. Нескінченно малі 
й нескінченно великі функції

«» Означення 5.21. Функцію у = а(х) називають нескінченно малою 

при X -» х0, якщо

lim а(х) = 0. (5.3)
Л —> л0



Означення 5.22. Функцію у  = / (х ) називають нескінченно великою 

при X —> JEq, якщо

lim f  (x) — χ. (5.4)

Є  тісний зв’язок між нескінченно малими й нескінченно велики

ми функціями.

ТЕ О Р Е М А  5.2

j Якш о при х —> х0 функція у = а(х) нескінченно мала, то І

! функція У = /(-*') = ——- п рих  -» х„ нескінченно велика, і І
І сх(.х) и
j навпаки, якш о при х -> х0 функція у = /(х ) нескінченно

І велика, то функція у = а (х )  = } при х ->хп нескінчен-
/(•V) І

І но мала.

ТЕ О Р Е М А  5.3
(про зв’язок нескінченно малих функцій із границями функцій)

J Для функції у - f(x ) існує скінченна границя lim  f ( x ) - A  |
1 ».\'q

І тоді й лише тоді, коли цю функцію можна подати у ви- |

I І'ЛЯДІ суми І

І Дх) = А + а(х), (5.5)

І де lim α(.ν) = 0 .
I  V ' > 4

Д о в е д е н н я

Необхідність. Нехай lim / (х) = А. Тоді за означенням Ve > 0 3δ > 0
Λ·-»Λ·0

Vx : 0 < I x - x0 I < δ : | /(χ) -A  | < ε. Це означає, шо для функції 

а(х) = /(х) - А виконується нерівність | а  (χ) | < ε, тобто lim а(х) = 0.
л —̂ -Vo

Отже,/(х) = А + а(х), де lim а(х) = 0.
д->д0

Достатність. Нехай виконується рівність (5.5). Перейдемо до гра
ниці при х -» х0 у цій рівності:

lim /(х ) = lim (А + а(х)) = А + lim а(х) = А + 0 - А,
ΛΓ->.ν0 -V -> Λ о -V->.V0

що й треба було довести.

5.4.3. Властивості й порівняння 
нескінченно малих функцій

Ф  Алгебрична сума скінченного числа нескінченно малих функцій є 

нескінченно малою функцією.

©  Добуток нескінченно малої функції на обмежену функцію є не

скінченно малою функцією.

©  Добуток нескінченно малої функції на константу є нескінченно 

малою функцією.

©  Добуток скінченного числа нескінченно малих функцій є нескін

ченно малою функцією.

©  Частка від ділення нескінченно малої функції на функцію, грани

ця якої не дорівнює нулю, є нескінченно малою функцією.

Доведемо, шо сума двох нескінченно малих функцій є нескінчен
но малою функцією. Нехай у = а(х) і ^ = β(χ) — нескінченно малі 
функції при х -» х0, тобто

lim α(χ) = 0 »  Vet = ε/2 > 0
Λ ->.ν0

3δ] >0 Vx : 0 < I χ - χ0 I < δ| : | α(χ) | < ε( = ε/2, 

lim β(χ) = 0 «· 3δ2 > 0 Vx : 0 < I χ - χ0 I < δ2 : I β(χ) | < εΙ = ε/2.
Λ' —> Λ'ο

Виберемо δ = min(6 ,; δ2). Тоді Vx : 0 < | χ - Xq | < δ:

I α(χ) + β(χ) I < I α(χ) | + | β(χ) | < ε/ 2  + ε/ 2  = ε.

Це означає, що lim (α(χ) + β(χ)) = 0.
x->x0

Інші властивості пропонується довести самостійно.
Під час дослідження функцій часто доводиться мати справу не з 

однією, а з кількома нескінченно малими функціями. Для їх по

рівняння розглядають частку цих функцій .

т· Означення 5 .2 3 . Нехай у = а(х) і у - β(χ) — нескінченно малі 
функції при х  -> х0. Тоді:



α(
якщо існує lim —-— = А, де число А Ф  0, то функції у = а(х) 

-v̂ .vo β(χ)
і у = β(χ) називають нескінченно малими одного порядку при
X -> х0;

якщо існує lim ™—  ̂= 1, то  функції у = а(х) і у = β(χ) назива- 
-V—>д'о β(χ)

ють еквівалентними нескінченно малими при jc  —> jc 0 і познача
ють так: сс(х) ~ β(χ), х —> х0;

якщо існує lim = 0 , то  функцію у = а.(х) називають не- 
х -* χο β(χ)

скінченно малою вищого порядку порівняно з функцією у = β(χ) 
при х -» х0. У цьому разі використовують символ о («о мале»), 
тобто а(х) = ο(β(χ)), х -» х0;

нескінченно малу функцію у = а(х) називають нескінченно малою 
порядку р  порівняно з нескінченно малою функцією у - β(χ), якщо

lim -·α—  ̂ = А, де число А Ф  0.
-'^*0 (βίχ))^

5.4.4. Однобічні границі

Означення 5.24. Число А називають правою (лівою) границею фун
кції у = /(де) ^ точці дс0, якщо для довільної збіжної послідовності 

{хп} такої, що хп > х0 (хп < х0), хп —» х0 при п —» оо, відповідна по
слідовність значень функції Д хп) —> А при п -> оо.

Для правої (лівої) границі функції використовується такий 
запис:

. + 0
lim Д х ) = /(х 0 +0) А = lim Д х ) = / (х 0 - 0)

-о

Можна дати означення однобічних границь «мовою ε—δ».

Означення 5.25. Число А називають правою (лівою) границею фун

кції = Д х) j  точці дг0, якщо для довільного ε > 0 існує таке δ > 0, 
що для всіх х таких, що х0 < χ < х0 + δ (х0 - δ < х < х0), виконується 

нерівність |/(х) - А | < ε.

П р и к л а д  5.23. Розглянемо функцію

1, .v > 0,

f ix )  = sign(.v) = -j 0, Λ- = 0, 

-1, .v < 0.

19
у =  siqn(x)

0 - 1

Рис. 5.24

У точці х = 0 обчислимо однобічні границі (рис. 5.24): 

lim sign(.v) = -1, lim sign(.v) = 1
Λ —> 0 — 0 л - .0  + 0

ТЕ О Р Е М А  5.4
(про зв’язок між однобічними границями й границею функції)

І Функція у =/(х) має границю в точці х0 тоді й лише тоді, 
І коли в цій точці існують права й ліва границі й вони рівні 
f між собою:

lim /(х ) = А <=> lim /(x ) = lim /(х ) = А.

Д о в е д е н н я

Необхідність. Нехай існує lim /(х ) = А. Тоді за означенням
Д-̂Л'о

Ve > 0 3δ > 0 Vx : 0 < І x - x0 | < δ : | /(x) - A \ < ε.

Отже, при x0 - δ < χ < x0 і при х0 < χ < х0 + δ виконується нерівність 
|/(х) - А І < ε. Відповідно до означення однобічних границь

lim /(x ) = lim f (x )  = A.
χ —> л0 +0 .v -> ,ν0 - 0



Достатність. Нехай у функції y - f ( x ) існують однобічні границі 
в точці х0, які дорівнюють А. Тоді для довільного ε > 0

3δ, >0 Vx : Xq — δ( < χ < x0 : | f (x )  - A \ < ε ,

3δ2 >0 Vx : x0 < χ < x0 + δ2 : | /(x ) - A \ < ε .

Виберемо δ = Γπϊηΐδ,; δ2}. Тоді для всіх х таких, що 0 < |х - х0 | < δ : 

|/(х) - А І < ε. Це означає, що А = lim / (х).
Л ->л „

5.4.5. Основні теореми про границі 

Т Е О Р Е М А  5.5

І Якщо функція у  = Д х) має границю А при х -> х0, то ця і 
і границя єдина.

Д о в е д е н н я

Доводитимемо від супротивного. Припустимо, що існують дві 

різні границі 3 lim /(х ) = А та 3 lim f ( x )  = B і А *  В. Тоді за тео-
X  —> Л-0 χ  -> д„

ремою 5.3 про зв’язок між границями й нескінченно малими функці
ями (5.5) маємо

Д х) = А + а(х) і Д х) = В + β(χ),

де функції у = а(х) і у = β(χ) нескінченно малі при х -4  х0. Віднімемо 
почленно рівності:

0 = А - В + (α(χ) - β(χ)).

Функція у = (а(х) - β(χ)) нескінченно мала при х -> х0. Отже, А - В. 

Теорему доведено.

Т Е О Р Е М А  5.6  
(про арифметичні д ії  над границями)

j Нехай функції у - Д х )  і у - g(x) мають границі в точці х0 :

З lim f ( x )  - А і 3 lim g(x) = В.
X  — > X q  X  —> Λ'()

І
1 ) lim (/(χ) ± g(x)) = Α± В; (5 .6 ) J

' »V„

2) lim f  (x )g(x) = АВ; (5.7) І
x * 'o

3) lim = —, В *  0. (5.8) i
> " .« ( .v )  В

Д о в е д е н н я

Доведемо, наприклад, п. 2). Оскільки границі 3 lim f ( x )  = А і
Д -> Д D

З lim g(x) = В , то на підставі теореми 5.3 про зв’язок нескінченно
д- -).V0

малих із границями функцій (5.5) дістанемо

Д х) = А + а(х), Д х) = В + β(χ), 

де функції у = а(х) і у = β(χ) нескінченно малі при х —> х(|. Тоді добуток 

f(x )g (x ) = (А + α(χ)) (В  + β(χ)) = А В + Α β(χ) + Βα(χ) + а(х) β(χ). 

Функції Α β(χ), В а(х), α(χ)β(χ) нескінченно малі при х -» х0. Отже, 

lim f (x )g (x ) = АВ.
X -> д0

Пункти 1) і 3) пропонується довести самостійно.

♦ Наслідок 1. Для довільного числа С

lim C /(x) = C lim / ( х ) .  (5.9)
д —> д0 ' * >„

♦ Наслідок 2. Для довільного т  є N

г ' Ί m

І і т | / ( * ) Г  =
Λ -» Λ 0

lim / ( x )
.Λ —> xo

♦ Наслідок 3. Для довільного k є N

lim \lf(x) = J  lim / (x ) .  (5.11)
Д * '0 \ ' · Xn

♦ Наслідок 4.

lim [ /< х )Г (л> = lim / ( x )

lim g{.\)

! ' * 'O _ -v  ̂Д o



Т Е О Р Е М А  5.7  
(про три ф ункц ії)

І Якщ о в деякому околі точки х0 виконується нерівність І

j φ(χ) < /(х ) < ψ(χ), причому lim  φ(χ) = lim  ψ(χ) = А, то
I х ~~> v0 л ->л‘о

lim  /(.v ) = А.
І л -> -' о !

Д о в е д е н н я

Нехай lim  φ(χ) = lim  ψ(χ) = А. Тоді за означенням
.V ,v0 .V -> Xq

Ve > 0 Βδ > 0 Vx : І φ(χ) - A | < ε і І ψ(·*) - Α \ < ε

або

Α - ε < φ(χ) < Α + ε і Α - ε < ψ(χ) < Α + ε .

Отже, Α - ε < φ(χ) < /(χ ) < ψ(χ) < Α + ε => |/(χ) - Α \ < ε <=>

<=> lim  / ( χ )  = Α.
χ λ0

Теорему доведено.

■ П р и к л а д  5.24. Обчислимо границі:

©  lim(5x2 - 6х + 7) = 5 - 6 + 7 = 6 .
Л' —> 1

©  lim — j ---!—  = _ ί. = і .
.v-*o 2.V - χ - 1  -1

_  1 lim jr2
©  1іт(3х)л = lim (За)' 2 = 6 .

х —> 2 лг —> 2

©  lim sin .v = sin — = 1.
лг̂тг/2 2

У простих випадках обчислення границь зводиться до підстав

ляння в даний вираз граничного значення аргументу, але часто це

0  ос
призводить ДО невизначеностей типу —, —, 0 · оо, 0°, 00°, 1°°, 00 - 00.

0 χ
Розглянемо приклади на обчислення границь функцій.

П р и к л а д  5.25. Обчислимо границю:

2 л -  2 а  (,() J v—>2 х ( х  -  2)

.. х  - З -1 
= l im ----= — .

л-->2 X 2

■ П р и к л а д  5.26. Обчислимо границю:

lim = ί — 1 = H m - L ^ A  = 2.
λ--»./· χ - + 10 ( χ  J χ-* ·' · 1 + 10/χ

У прикладах, подібних до 5.26, чисельник і знаменник почленно 
ділять на х", де п — степінь многочлена в знаменнику.

■ П р и к л а д  5.27. Обчислимо границю:

ljm ^  + л' 2 ~ 1 - ( - 1 - lim + А’2 "  + χ1 + ^  -
♦ о X ° j  'v^ °  x2(sj\+x2 +1)

1 + .v2 - 1
= l im --- ......·.-----= lim

Л' ^ ° х 2(л/і + * 2 +1) л (Vl +x2 +1) 2

■ П р и к л а д  5.28. Обчислимо границю:

lim (V* + a - Vx) = (ce-cc) =
x —* + oc

(Vx + a - Vx)(V x + a + Va) .. x + a - x
lim  ------ ί-— ^ -7=------1 = lim

Vx + ο + Ίχ  λ·-»+.̂  Vx + a + Vx

= a lim -- =r = 0 .
*->+■» Vx + a + Vx

У прикладах 5.27 i 5.28 помножено й поділено ірраціональні вира
зи на спряжені.

Приклади розкриття невизначеностей інших типів розглянемо 
далі.



5.4.6. Перша важлива границя

Обчислюючи границі трансцендентних функцій, часто використо
вують формулу

(5.13)

Для її доведення розглянемо коло радіусом 1 із центром у точці О. 
Нехай ОВ — рухомий радіус, шо утворює кут де (0 < χ < π/2) із віссю Ох 
(рис. 5.25).

Із рисунка видно, шо SMO/J < ScqkA0B < S ^oc.

Saaob - j  OA · BD - 2  1 ‘ s*n x ’ с̂еклов ~ x ’

1 1
Sa a o c =  X OA A C=  - 1 tgx

Отже,

1 . 1 I
— sin x < —x <  —tgx.
2 2 2

Поділимо на — sin x > 0. Дістанемо cos x < S‘n * < 1. 
2  x

Оскільки cos Jt і Sin A- — функції парні, то добута нерівність
х

справедлива й при -π/2 < х < 0. Перейдемо до границі при х -» 0. 
Дістанемо

lim cos х = 1, lim 1 = 1 .
.v —>0 λ—>0

... ,. sin X .
За теоремою про три функції lim --- = 1.

-λ -> о X

Розглянемо приклади, в яких потрібно обчислити границі даних 
функцій.

■ П р и к л а д  5.29. Обчислимо границю:

sin 6 .Y 6 sin бдг З
l im -----= — lim — ----= —.
λ -> о 4 х  4  v о Од- 2

П р и к л а д  5.30. Обчислимо границю:

1 -cosx .. 
l im --- ---= lim

τ · 2 х 
2 s i n  —

λ- -> о ,ν_>0 χ-
— lim
2 .v -> о

>· V
sin

х/2 2 і 2

♦ Наслідок 1.

sin ах а
hm  “ — Т  = Т ■Л·-» о sin ох b

Справді,
Ьх аsm ах ах Ьх а  .. sin ах .. 

lim ---- ----- — = - l im ---- hm _
-v-»o ax bx sm bx b *^>o ax v >o sin ox b

.. Ig ax 
lim —
v —>0 bx

Справді,
tg ax sin ax

lim ——  = lim
bx

lim

o bx cos ax 

sin ax

lim
sm ax I ax

(5.14)

(5.15)

o ax cos ax bx 

1 a _ a 

o ax v ->o cos ax b b
lim



♦ Наслідок 3.

lim
arctg ах а

Справді,

lim arct£ ах - 
χ -> о Ьх

v -*о Ьх

arctg ах = t, t - 4  0

αχ = tg f, .v = — tg t 
a

(5.16)

= lim—r
/-> ο , 1

b — tg t 
a

5.4.7. Друга важлива 
границя

У π. 4.26 було введено число е. Доведемо, шо

і lim
\ -v

1 + = Є. ! (5.17)

Для доведення (5.17) припустимо, що х > 0 ,  х - »  + оо . Для будь- 
якого х знайдеться натуральне число п таке, що η < х <  п + 1. Тоді

1 ^  1 1 ^  , 1 , 1 , 1
— > — > --- , або 1 + — > 1  + — > 1  +--- .
η χ  п + 1  η χ  n  + 1

Якщо велике число піднести до великого степеня, нерівність лише 
підсилиться. Дістанемо нерівність

' і+ і-
п

я +1

1 + 1
Vv

1 +
1

п+ 1

Обчислимо граниш:

lim
п +У‘

\п

1 +  -
п +1

= lim

\П +1

1 +
// + 1

1 +
1 1

е _

н + 1

За теоремою про три функції маємо lim і + І = е.

Нехай тепер х < 0, х —> -оо. Обчислимо границю:

lim
V —> - у

1 +

ч

х = - 1  - у 

у = -х - 1 

у —> + х

= lim
у —» +ОГ

1 +
-1 - у

■і - у

= lim
у —> +ог - 1 - у

■!->·

= lim
у + 1

lim 1 + У

= lim
У^+У

\> ' + І

1 +
У

= lim
>>-»+·» У

\У

е · 1 = е.

Якщо зробити заміну 1/х = t, то при х -> ао, / -> 0 матимемо

і//
1іт (1 + ?) -е.
/ -<()

(5.18)

♦ Наслідок 1.

Справді,

І іт 1п(1+Х> = 1. (5.19)

lim  - Hm ln(l + x ) / = lnlim (l + x ) / = ln e = 1 .
Λ > 0 χ л -> 0 -v -»0

♦ Наслідок 2.

lim + = log,, e, a > 0 , a ф 1 .
л —* 0 X



та їхні графіки

Справді,

v -> 0 χ

♦ Наслідок 3.

.. log (1 + л) ln(l+.v) J
lim —^ ----   = hm —Ц--   =  -- = log„ e.

*() .v ln a ln a

Справді,

.· ^  - 1 lim —---
V »0 χ

.. ί·* - 1 
11 m -----

Λ —» 0 X

у = ех - 1 

1 + у = ех 

х = 1п(1 + у)

= lim -- ——
v —> о 1п(1 + у)

(5.21)

♦ Наслідок 4.

Справді,

.. а х - 1  .
lim ---- = In а.
V -> 0 χ

.. яЛ - 1  .. е
lim ---- = lim

л In a

v —>0 χ x їо л‘ 1п a
■In a = ln a.

(5.22)

Ф Наслідок 5.

Справді,

,. (1 + x )"  - 1
lim ---- ---- = a.
.v -> 0

(5.23)

lim
(1 + χ)α - 1

λ -> o .v

(І + л Г  - 1  = y  

(1 + x)u = 1 + y 

a ln(l + x) = ln(l + y) 

a ln(l + x)

ln(l + y)
1

Уa  lim __
v -»o ln(l + >’) v ->° x

.. ln(l+x) 
lim —---- - = a.

із рівності (5.23) випливає, шо

lim
.v ->о

т  + х - і  і

5.4.8. Границя показниково-степеневої функції

Розглянемо методи визначення границь показниково-степене

вої функції у = f ( x f w . Нехай існують границі lim f (x )  = А і
X  —> Х 0

lim g(x) = В. Тоді існує границя показниково-степеневої функції
V -» А0

у = f ( x f ix\ причому

lim Д х )* ІХ) = АВ.
X -» Л 0

Використовуючи основну логарифмічну тотожність, можна записати:

f ( X)g<x> = с-1п /(-'>*"’ = ί.λ'<Λ»1η /<Л>. (5.24)

Унаслідок неперервності показникової й логарифмічної функцій 
маємо

lim Д х)« (' } = lim е*(Л)1п /(л) = ев 1,1 л = Л в,
Λ —» Λо V —> Л о

тобто

lim Д х ? {х) lim Д х )
X -»л 0

ч lim g(x)
• Ό _  е В III А = А В (5.25)

Формули (5.24) і (5.25) застосовуються, коли потрібно розкрити 
невизначеності типу 0°, Г\ оо°.

Нехай lim f (x )  = 1. lim g{x) = χ. Тоді з формули (5.25) маємо
Л —» Л'о X —> Л'о

lim / (χ)λ’<ν) = lim

= e

(1 + < / ( * ) - ! ) )

lim (/(.v) - 1 >ίί(.ν)
v * ч)



Отже,

lim (/(.v)-l)s(.v)
(5.26)

П р и к л а д  5.31. Обчислимо границю lim
Λ -> >

У нашому випадкові

' Λ-2 + І 

v2 - 2

/(л) =
< χ1 + 1 

х2 - 2
. g (x )= x 1

(Д х )  - l)g(.v) =

Отже,
л - 2

lim
д -  -  2

ІІГП
Зл*

с< ' 1 -

П р и к л а д  5.32. Обчислимо границю lim (! + .v2)tig Л .
л--»о

Використовуючи формулу (5.26), дістанемо

. ї lim .rctg2.v I

tim (1 + λ  )ctg v
λ -»0

5.5
Неперервність функції

5.5.1. Основні поняття

Означення 5.26. Функцію у = Дх), визначену в деякому околі точки 

jc0, називають неперервною в точці лс0, якщо існує границя функції і 
її значення в цій точці рівні, тобто

lim /(х) = /(х 0). (5.27)
Λ ->.v0

Оскільки lim χ = х„, то співвідношення (5.27) запишемо у ви-
X —> Лл

гляді

Λ

-'о
lim / ( х )  = f  lim (λ ) . (5.28)

Отже, для неперервної функції можна міняти місцями знаки функ
ції та іраниці. 

Величину Δχ = х - х„ називають приростом аргументу, а величину 
Ду = /(х0 + Δχ) - /( х„) — приростом функції в точці х0.

т· Означення 5.27. Функцію у = f(x) називають неперервною в т оч 

ці якщо її приріст у цій точці є нескінченно малою функцією при 

Δχ —> 0, тобто

lim Δ>’ = 0. (5.29)
Δχ —> 0

Саме це означення найчастіше використовують на практиці.

■ Приклад  5.33. Доведемо за означенням, що функція у - sin д неперерв
на в будь-якій точці х(| є R.

Надамо аргументові приросту Ах. Тоді функція дістане приріст

. . д-п + Δχ’ — Λη д0 + Δχ -f An
Ay = sin(.v0 + Δχ) - Sin(.X0 ) = 2 Sill—!--------—cos— ---------=

. Δχ ( Ax 
= 2 sin — cos x0 + —

Якшо Δχ —> 0, то Ay ~̂> 0. Отже, функція у = sin х неперервна в 

К О Ж Н ІЙ  Т О Ч Ц І  Дц є R.

т· Означення 5.28. Функцію у =Дх) називають неперервною на про
міжку (а, А), якщо вона неперервна в кожній точці цього про

міжку.

т  Означення 5.29. Функцію у = Дх) називають неперервною в точці 

х0 справа (або зліва), якщо

lim /(х ) = / ( х 0 +0 ) = /(х ,,)
λ -> .ν0 + 0

(або lim /(x) = / (x 0 - 0 ) = /(x0))·
.v~>.v0-()



Для неперервності функції y = f (x )  у точці х0 необхідно й достат

ньо, щоб виконувалися такі у м о в и :

1) функція у = f ix )  визначена в точці х0, тобто існує значення 

Л*о);
2) існує скінченна ліва границя lim  f ( x )  = / ( х 0 - 0 );

.v -> д 0 - 0

3) існує скінченна права границя lim  f ( x )  = f  (х0 + 0);
x —> _Yq + 0

4) однобічні границі рівні між собою : Дх0 - 0) = / (х 0 + 0) = / (х 0)· 

Якщ о виконуються умови 1)—4), то точку х0 називають точкою
неперервності функції у = Дх).

Якш о хоч одна з цих умов порушується, то точку х0 називають 

точкою розриву функції у = f(x ).

5.5.2. Класифікація 
точок розриву функції

** Означення 5 .3 0 . Точку х0 називають:

. точкою усувного розриву функції у = f ix ) , якщо

Дх0 - 0) = / (х 0 + 0) * / ( х 0);

• точкою розриву першого роду, якщо існують однобічні границі 

/ ( х 0 - 0 ) і / ( х 0 + 0 ), але вони не рівні м іж  собою:

f ix  о - 0 ) * / ( * 0  + 0 );

• точкою розриву другого роду, якщо в точці х0 не існує або не

скінченна принаймні одна з однобічних границь функції у = f ix ) .

є* Означення 5 .3 1 . Функцію у = Д х) називають розривною, якщо вона 

має хоча б одну точку розриву.

5.5.3. Властивості 
неперервних функцій

Розглянемо основні властивості неперервних функцій, які випли

вають з означення неперервності й відповідних властивостей границі 

функції.

ТЕ О Р Е М А  5.8

І Якщо функції у  = f i x )  І у  = g (x )  неперервні В ТОЧЦІ Х0, TO І

І функції У - f ix )  ± g ix ) ,y  = f (x )g ix ) ,  У = (при g  (Xq) φ 0) j
gix)  і

також неперервні в цій точці. |

Доведення теореми випливає з означення неперервності й теоре
ми про арифметичні дії над границями функцій. Справді, якшо функ
ції у  = f i x )  і у  = g{x) неперервні в точці Х0, то

lim /(х ) = /(х„) і lim g(x) = g(x0).

Тоді

lim ( f (x )  ± g(x)) = lim f ( x )  ± lim g(x) = f ( x 0) ± g(x0 );
Λ —» Λ ο X  —> Λ'ο Λ' —> Λ'ο

lim f (x)g(x) = lim f ( x )  Inn g(x) = f i x 0 )g ix„);
X  —> Λ'ο X  —> Λ'ο Λ' —► Λ'ο

lim  / U )  = -v-,.v°/ (  » = / ( ^  g (jc ) *  ο.

ν^Λ0 g(x) lim g(x) g(x0)
λ->.υ0

Це означає, що у = f ix )  ± g{x), у =f{x)g ix ), у = _  неперервні

функції в точці х0.

ТЕ О Р Е М А  5.9  
(про неперервність складноТ ф ункц ії)

І Нехай у = f ig  іх)) — складна функція, де у =Д и), а и = g(x); 1 
j ПРИ ЦЬОМУ ФУНКЦІЯ U = g ix )  неперервна В ТОЧЦІ Хц, ау  =Ди) —

І в точці и0 - g(x0). Тоді складна функція неперервна в j 

І точці х„. !

Д о в е д е н н я

Розглянемо довільну послідовність {хл}, Хп -> Х0 при η -> оо. Уна

слідок неперервності функції и = g(x) послідовність ип = g ixn) -» g(xQ) 

при η > оо. Оскільки функція у = Д и) неперервна в точці и0 = g (х0), 

то /(« „ )  н> /(и0) при η -> оо, тобто f ig ix „ ) )  - > /(g (x 0)) при η -> 00.



Отже, lim  f (g ( .v)) = f ( g (x 0)), а це означає, шо функція у = f(g (x ))
Л'->Л'о

неперервна в точці х0.

Теорему доведено.

Доведені теореми дають змогу встановити неперервність ш иро

кого класу функцій. Зокрема, як наслідок можна стверджувати, шо 

основні елементарні функції у - х п, у = а х, у = logfl х (а > 0 ), у - sin χ, 

у = cos х, у = tg X, у = ctg X, у = arcsin х, у = arccos х, у = arctg х, 

у = arcctg х неперервні в усіх точках своєї області визначення.

Із цих теорем випливають такі наслідки: функція, що складена 

скінченним числом алгебричних дій т а  утворенням складних функцій від 

функцій з основних елементарних функцій, є неперервною в усіх точках, 

в яких визначені всі елементарні функції, що її утворюють, за винятком 

точок, в котрих який-небудь зі знаменників перетворюється в нуль.

Зокрема, всякий многочлен є функцією, неперервною в області 

дійсних чисел; дробово-раціональна функція (відношення двох мно

гочленів) неперервна в усіх точках, в яких знаменник не дорівнює 

нулю.

sin X
U П р и к л а д  5.34. Дослідимо на неперервність функцію / (х)  = — -— і 

встановимо характер точок розриву.

Оскільки функції у = sin * і у = х неперервні в усіх точках своїх

sin X _
областей визначення, то функція у = ---- буде неперервна в усіх точ

ках, крім х = 0. У точці х = 0 дана функція не визначена, тому має

sin х , . ,
розрив. Але існує Іпп---- = 1, тому розрив у ти точці буде усувнии.

л -> 0 χ
sin X ..
---- при х ф 0 . _

Якщо покласти /(0) = 1, то функція F (x) = х буде

неперервною В ТОЧЦІ X = 0. [ І нри X = 0

5.5.4. Економічна інтерпретація 
неперервності

Більшість функцій, що використовуються в економіці, є неперер

вними. Наведемо приклади.

■ П р и к л а д  5.35. Графік податкової ставки /V має вигляд, як на 
рис. 5.26. На кінцях проміжків функція розривна й має розриви першо
го роду. Але сам розмір прибуткового податку Р є неперервною функ
цією річного доходу R (рис. 5.27). Отже, якщо річні доходи двох осіб не 
дуже відрізняються, то треба, щоб різниця за прибутковим податком, 
яку вони мають заплатити, також не була дуже великою. Цікаво, шо цю 
обставину більшість осіб сприймає як природну.

N\ ________

Якщо ж результат не неперервно залежить від початкових даних, 
параметрів, шо характеризують економічну задачу, то таку задачу вва
жають некоректною.

■ П р и к л а д  5.36. За своїм економічним змістом функції попиту 
q = </(/>) і пропозиції і  = s(p) неперервно залежать від ціни р. Отже, за 
малих коливань цін попит і пропозиція також змінюються неперервно. 
За глибшого аналізу часто виявляються психологічні причини, за яки
ми попит, наприклад, може змінитися стрибкоподібно. Так буває в разі 
«пробиття» круглої ціни. Ціна підвищується, але люди «терплять», і 
попит зменшується неістотно. І ось ціна завмерла біля «круглої» циф
ри. Коли ціна перевищує «круглу» цифру, може відбутися різке стриб
коподібне зменшення попиту. Це добре знають фахівці, які працюють 
на валютних та інших фінансових ринках.

5.5.5. Властивості функцій, 
неперервних на відрізку

Розглянемо важливі властивості функцій, неперервних на 

відрізку [о, Ь\. П ри цьому будемо розуміти, щ о функція у = / (х ) 

неперервна на відрізку |а, Ь\, якш о вона неперервна в усіх точках



проміжку (а, і ) ,  а в самих точках а  і b неперервна відповідно спра

ва й зліва. Сформ улю єм о без доведення ці властивості у вигляді 

теорем.

ТЕОРЕМА 5.10 
(Вейєрштрасса)

S Якщ о функція неперервна на відрізку [а, Ь\, то вона обме- |

І жена на цьому відрізку.

/  Зауваження 5.2. Умова неперервності функції на відрізку [а, Ь\ суттє
ва. Неперервна на проміжку (а, Ь) функція не обов’язково обмежена 
на ньому. Наприклад, функція у = 1/х неперервна на проміжку (0; 1), 

але необмежена на (0; 1) (рис. 5.28).

ТЕОРЕМА 5.11 
(Вейєрштрасса)

І Неперервна на відрізку [а, Ь\ функція у = f ix )  досягає на |

І ньому свого найбільшого й найменшого значень, тобто існу- j
S ють точки с, і с2 такі, щ о с,, с2 є [а, Ь\, причому

шах / ( .v ) — /(e ,) . m in f ( x )  = f ( c 2)·
І д е |я. bI v· [я. Λ]

/  Зауваження 5.3. На неперервні на проміжку (о, Ь) функції друга 
теорема Вейєрштрасса, взагалі кажучи, не поширюється. Наприк
лад, функція у = х неперервна на проміжку (0; 1). Ця функція обме

жена. Її значення мають точну верхню (М  = 1) і точну нижню (т  = 0) 
межі (рис. 5.29). Але дана функція не досягає свого найбільшого й

найменшого значень. У теоремі 5.11 істотно, що [а, Ь\ — обмежена 
множина.

ТЕОРЕМА 5.12 
(Больцано—Коші)

j Якщ о функція у  = f(x )  неперервна на відрізку [а, Ь\ і набу- 

: ває на кінцях цього відрізка значень різних знаків, тобто 

f (a ) f (b ) < 0 , то всередині відрізка існує принаймні одна точ- ! 

к а с е  (а, Ь) така, що f(c ) = 0 .

/  Зауваження 5.4. Ця теорема має простий геометричний з м і с т :  
якщо функція на кінцях відрізка набуває значень різних знаків, то її 
графік обов’язково перетне вісь Ох у деякій точці с є (a, b) (рис. 5.30 
або 5.31).

Справедливе й таке твердження, що узагальнює теорему 5.12.

ТЕОРЕМА 5.13 
(Больцано—Коші)

І Якш о функція у  = fix') неперервна на відрізку [а, Ь\ і на j 

І його кінцях набуває різних значень f (a )  = А, Д Ь) = В, при-1



1 чому А Ф В, то при будь-якому С (А <  С < В) знайдеться j 

принаймні одна точка с є (a, b) така, що/(с) = С. 

Г е о м е т р и ч н и й  з м і с т  т еорем и  5.13 полягає в тому, шов 
разі виконання відповідних умов пряма у = С  перетинає графік 
функції у = f(x ) принаймні в одній точці (рис. 5.32).

♦ Наслідок. Множиною значень функції у = f (x ) , відмінної від с т а 

лої функції, неперервної на відрізку [а, Ь\, є відрізок [т, М], де

m = min f ( x )  і М  = шах /(*)·
д е [я. і] д є [« . Ь\

Контрольні запитання

1. Що таке функція одного аргументу?

2. Що називають областю визначення функції?

3. Що називають областю значень функції?

4. Які основні способи задання фуккції?

5. Яку функцію називають: монотонною, додатною, від’єм

ною, знакосталою, парною, непарною, періодичною?

Контрольні

запитання

6. Яку функцію називають обмеженою, а яку — необмеже
ною?

7. Яку функцію називають складною?

8. Які функції називають взаємно оберненими?

9. Які функції належать до основних елементарних?

10. Які функції називають: цілою раціональною (многочле
ном), дробово-раціональною, трансцендентною?

11. Які функції використовуються в економічній теорії?

12. Як формулюються означення границі функції в точці?

13. Чи рівносильні означення границі функції за Гейне й за 
Коші?

14. Який геометричний зміст границі функції в точці?

15. Які основні властивості функції, що має границю?

16. Яку функцію називають нескінченно малою, а яку — не
скінченно великою? Який зв’язок між ними?

17. Які основні властивості нескінченно малих функцій?

18. Як порівнюють нескінченно малі функції?

19. Які нескінченно малі функції називають еквівалентними?

20. Які нескінченно малі функції називають нескінченно ма
лими одного порядку малості?

21. Як формулюються основні теореми про границі функцій?

22. Як визначають важливі границі?

23. Які існують типи невизначеностей?

24. Як обчислюють границю показниково-степеневої функції?

25. Яке означення неперервності функції в точці?

26. Які точки називають точками розриву функції?

27. Як класифікують точки розриву?

28. Яке означення неперервності функції на відрізку?

29. Які властивості неперервних на відрізку функцій?

30. Яка економічна інтерпретація неперервності?



та їхні графіки

Приклади розв’язування задач

Ш Використовуючи означення Коші, довести, що lim —---- 1.
л -·' л" + 1

Нехай ε — довільне додатне число. Потрібно довести, шо можна доб
рати таке М > 0 , що для всіх де, які задовольняють нерівність |х| > М,

виконуватиметься нерівність
Л·2 + 1

< є.

Якщо І х| > М, то χ 2 > М 2 і і
X '  +

-1
л·2 +1 М 2 + 1 М 2

Отже, аби виконувалася нерівність
д2 + 1

< ε , достатньо знаити

М > 0 з умови — = ε, тобто М = Звідси випливає, що 
М

νε > 0 З М =-\= Ух : ! -v І > М  : 
>/ε А" +

- 1 < ε.

А це означає, що lim —---= 1
Л -* ' л-2 + 1

І 2 І Використовуючи означення Коші, довести, що lim
1

= +%.
Ч д г - І Г

Нехай £ > 0  довільне. Тоді нерівність -----γ < Е виконується, якщо
(.v - 1)-

виконується нерівність (х - І)2 < — або 0 < | л — 1 | < - j=  - δ(£·). Звідси

випливає, що ME >0  Ξδ = —== V.v : 0 < | .v - 1 | < δ :
■Je (v - 1)

> E.

\ З І Показати, що функція у = sin х при x -» оо (або х -> -оо) не має гра

ниці.

Найлегше це довести, використовуючи означення границі функції «мо
вою послідовностей» (за Гейне).

2п - ~ ) π і .v' = f 2я + -І- І πРозглянемо дві послідовності аргументів: л„ = 

при П -» ОС, Хп +00, .v' -> +ТС.
Відповідні послідовності значень функції:

f(x„) = sin^2/ί - у  j π = -I, f(x'„) =sinj^2rt + y | π = 1,

тобто функція не має границі при х —> оо.

2 _ І
4 Обчислити границю lim — —

L— 1 .ϊ-*0 ?ν2' 2 λ - .v - 1

Оскільки lim(.v2 - 1) = -1, lim(2.v2 - λ - 1) = -1 * 0, то за теоремою про
л* 0 .v -»0

арифметичні дії над границями дістанемо

2 , lim(.v2 - 1)
.. л - 1 л- _> о - 1 .
lim — ------ = ------ ------- = —  = 1.
.v-.» 2л - л - 1 1іт ( 2л - л - 1) -1

.v —* 0

І 5 І Обчислити границю Ііт —
--  л  ̂X

χ1 -9

2 За

Чисельник і знаменник дробу при х 3 прямують до нуля, тобто має

. Тому, розклавши й чисельник, і знамен-місце невизначеність типу —
0

ник на множники, дістанемо

.. А·2 -9 .. (А -3)(а  + 3) д +3 3 + 3 .
lim ----= lim ----- ---- - = lim ----= — - = 2.
Л - > 3 д— — 3д v -> Ч А'(Д'-З) v -> і χ  З

-3 -2 х + 1
І 6 І Обчислити границю lim —— ·Λ· ■ ■ ■ Х +
----  Л ' ^ І А -  + . V -  - X  - 1

У цьому прикладі при х —> 1 чисельник і знаменник функції нескінчен-

■ к ( °но малі, тобто має місце невизначеність типу —

ники чисельник і знаменник дробу та обчислимо границю:

. Розкладемо на множ-



lim + ' - lim *| (*- ·> - < ΐζ ί)
-*і λ + λ “ - λ - 1 ' ί ν' (λ + 1) - (,ν + 1)

. І І т (У-І>г< > * 1> = Ит ^ І О , 0

Λ -*> (λ  -  1)(д + 1) Д - .ІЛ  +1 2

I 7 І Обчислити границю l im
Зд-3 + їх  - 5

4х - 2х + 1

При х -»оо чисельник і знаменник є нескінченно великими, тобто має

місце невизначеність типу . Для її розкриття поділимо й чисельник, і

знаменник даного дробу на х 3 і до нового дробу застосуємо теорему про 

арифметичні дії над границями:

,  А
Злг3 + 2л- -5 .. ' + χ2 v3

lim — ------- = l im --- 4г-- =
x-**· 4.v* - 2х + 1 *-*■* а і

2 3X X

З + 2 lim —̂— 5 lim -~у 1
.V —» і  χ  х  —> ж

4-2  lim у + lim ^
x jc .v —> τ д·'

Тут ураховано, що lim = 0, lim -L- = 0.
*-»'Л

И  Обчислити границю lim + * *
л-»0

У цьому прикладі має місце невизначеність типу 1-І.  Щоб розкрити

її, помножимо чисельник і знаменник на вираз, спряжений із чисельни
ком. Після цього можна буде скоротити на х . Дістанемо

V1 + л·6 - 1 .. 1 + л6 - 1 1
l im -- ----- = lim —, ------- = lim , --
л - °  X v“>0(Vl + λ 6 + 1 )  Λ-6 Λ _ > 0 ^ 1  + λ 6 + 1

I 9 І Обчислити границю lim ^  + x
1-- '

_ +  λ·ζ -1

0 Л-

Знову має місце невизначеність типу . Помноживши чисельник і

знаменник на неповний квадрат суми, тобто ((^1 + x2 )2 + Ĵ\ + х 2 + 1), ді
станемо

n/ і + а-2 -  1 1 + ,ν2 -  1
l im ---- т--- = l im ........... ......... .........., --- =

ЛГ2 χ-'°χ2((φ  + χ2 )2 +\Jl+ χ2 +1)

,. 1 1 
= lim

10 Обчислити границю lim ( /̂(л + т)(х  + п) - л).

Має місце невизначеність типу (сю - оо). Помножимо й поділимо вираз 
на спряжений. Тоді

lim (4 (х + т)(х  + п) - л) = lim <* + ~ =
*->■' yj(x + т)(х + n) + х

lim + т х̂ + тп - lim + + т,,/х - т  + "
уі(х + т)(х + η) + x

1 +  -  

Л'
і + -  1 + 1

1111 Обчислити границю lim
sin 2лг

v -> 0 χ

При х —> 0 величина а  = 2х —> 0. Тому, помноживши й поділивши чи
сельник і знаменник на 2  і застосовуючи формулу (5.13), дістанемо

sin їх  .. 2 sin їх  sin 2х .  . ,
l im -----= lim -------= 2 lim ----- = 2-1 = 2 .
-v-»0 X ΛΓ-*0 2-Х" лг->0 2лг

Обчислити границю lim x sin — .
л -> / X

12

У цьому прикладі при х -> оо величина а  = -— > 0. Тому
лг



. 1 
sin —

v ,· sin а  . 
Л = l im ----= 1.lim л sin — = lim

λ·-»* χ л-->/ 1/д- « —>0 а

13 Обчислити границю lim -— C°,S .
л->0 д-

Оскільки справедлива формула 1 - cos 2х = 2 sin2 х, то, користуючися 

формулою (5.13), дістанемо

1 - cos 5* ..
l im ----г---= lim ·
л->0 л->0

2 lim
л->0

. XV 
sinT

5х/2 U j
25 

2 '

Ig x
14 Обчислити границю lim ,--------

л'^ °  щ і  - COS Λ')2

„ . Sin Λ' , -1 · } x
Оскільки tg λ- = ---------, a 1 -  cos .v = 2 sin" —, то, виконавши тотожні

cos х 2

перетворення й урахувавши, що lim cos χ = 1, дістанемо

lim
tg -v

= lim
Sill Л' 1

Ϊ 0 - « κ .ν ) ! i| (2 s in if

= lim lim
sin Λ

,  . Λ' x 
2 sin — cos —

lim lim 2 _

-v-»0 COS Λ' -v-»0 , r  χ !  v V /3 л'-)0 COS Л" -v-*0 ,r— . χ ,
л/4 sin— sin— I V4 sin —зsm- ψ ιη -

2 lim — i—  lim cos— lim ^
ЇІ4 .ї-ч>0 COS Л' -t-»0 2 v—>o I χ IJ4

3/sin-

1 · 1 · 00 = 00.

15 Обчислити границю lim(l + te x)ctg л.
--  x->0

Має місце невизначеність типу Iх.

Оскільки ctg λ = — — , то, поклавши α = tg x, при χ -» 0, α -> 0 дістанемо
tg -v

,.t„ ^ 1/tg χ І/a
lim (1 + tg x) g = lim (l + tg x) = lim (l + a) = e.
x -»0 .v —» 0 α -> 0

16 Обчислити границю lim
Л‘ + 1

t  ̂jc — 1

У цьому прикладі границя основи дорівнює 1, а показник степеня пря
мує до оо. Має місце невизначеність типу 1”. Для розкриття цієї невизначе
ності виділимо цілу частину в дробу:

л + 1 х -1 + 2 , 2
= 1 + -

х — 1 л' - 1 л' -1

2 2
Зробимо заміну: --- = а. Тоді х = — + 1, і якщо х -» оо, то а  -> 0 і

x -1 а

дістанемо

lim
.V —> J

л +1 

І л - 1
= lim 1 +

х -1
= 1і т (1 + а)

а ->0

2/а + 1

= lim (1 + а) ” lim (1 + а) = 1і т ((1 + а )1/и)2 lim (1 + а) = е1 ■ 1 = е2.
а  0 а —> 0 а  -»0 а —> 0

17 Обчислити границю 1іт(1 +3 tg2 x)ctg γ.

Має місце невизначеність типу I х. Оскільки ctg x = 1/tg х, то, користу
ючися формулами (5.18) і (5.12), дістанемо

1і т (1 + 3 tg2 x)ctg' v = 1і т (1 + 3 tg2 х) Є = Ііт
х -»0 .*-»0 х —>0

1 λ
-> 3 tg х

(1 + 3 tg2 х) е\

18 Обчислити границю Ііт
х + 5х + 4 

х2 - Зх + 7

Діленням чисельника дробу на знаменник виділимо цілу частину:

х2 + 5х + 4 . 8х - З
1 + ■

х - Зх + 7 х - Зх + 7 

Таким чином, при х -> оо має місце невизначеність типу 1“ .

Зробимо заміну: — = ос. Якщо х —> а, то а  —» 0.



Виконаємо тотожні перетворення й застосуємо формулу (5.12):

8.x-З

= lim

lim
Λ /

( 1 с л vV
д- + .Tv + 4 

Λ'2 -  3.Y + 7
lim 1 + ,
-v —  l χ  - Зл- + 7

lim 1 +

Λ- -  ) x  +7

8.x - 3 ■- κν 1

.v(S.v - 3) 
У  -3.V+7

Λ'2 - 3.X' + 7

lim

8 - 3/.v2

S-3/.v- 
, 3 1'

χ2 -3.V + 7 i_2 +_L 1

f ! + , 8 ' - '  '
( Λ·2 - 3.x + 7 ,

S.V-3
1 + 1 V ν“

lim (1 + α )α
α -»0

-

19 Обчислити границю lim
I х - 1

λ·-»ο 4 V _ !

Поділимо чисельник і знаменник дробу на х. Тоді за формулами (5.22) 
і (5.8) дістанемо

In 7

а- »о4 Л _ і ,ν-»о χ .χ 4Λ -1 1η 4
V > l im -----

Λ- ^  0 V

20 Обчислити границю lim χ lg ^ + Χ .
-ν -> » 3 + .X'

Позначимо у =\/χ. Тоді χ = 1 /у. Якшо χ -> с», то у -> 0, і за формулою 
(5.20) дістанемо

, 5 + .V . 1 5 + 1/> .. 1. l + .Vy
lim .x lg----= lim — lg----—  = lim — lg--- — =
x-, , 3 + .v r->0 ji 3 + 1 /y ,v-»o_y w I + 3j’

= lim lg(' + 5-v) - lg(1 + = 5 lim ‘g(1.+ 5-v) - 3 lim =
r -> о y ν -> o 5 v r -> о 3 y

= 5 lg e - 3 lg e = 2 lg e. 
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21 Обчислити границю lim
їх  - 1 

• 'yfx - І

Позначимо х = 1 + у. Тоді у = х - 1. Якщо jc —> 1, то у —> 0, і за формулою 
(5.23) дістанемо

L І-.. Vv - 1 .. (1 + v) - 1
lim —р=-- = lim --- =—r----
v ->i 'tfx - 1 .- o (1 + j ,) ‘/ » _ 1

lim
r ->()

ί 1 /k 1 /m \
(1 + у) - 1. (i + у) i

f  i/k 

lim (1 + >,) ' I
l' -> 0 y

1 /k

lim
>■-»<) y

)

1 1  _ m 

k in k

22 J  COS .X - ^COS Λ
Обчислити границю lim ------ ------

v —»0 s in" Λ

Додамо й віднімемо в чисельнику одиницю. Дістанемо

J  cos .χ - V cos χ 
lim ------ τ ---- = lim
v -* 0 sill2 Λ ν ,0

уі cos .x - 1 1 - ^/cos λ

sin2 Λ sin2 Λ

= lim
,ν-»0

COS A -  I 1 -  COS Α 1

sin2 .X (д/cos χ + 1 j sin2 .χ 1 + -J/cos Λ + л/cos2 Λ 
4 /

= lim
λ·->0

{ 1 (
1 - cos л

..... r ' sin Λ Vc°s Л + 1 1 + ^/cos ,ν + %/cos2 .ν

I i U  + I l  = - l
2 2 3 12

23
X Λ

Довести, що нескінченно малі при х —» 0 функції ос(л') ==---- / β(.ν)
І - .v

еквівалентні.

Обчислимо границю відношення цих функцій:

Л*

lim 1 ~ Y = l im i± ^ -  = 1.
»о .χ 

I + ,ν2

»ο 1 - χ



Отже,

V  -V·

- при х —> 0 .
i -χ і + х“

24

25

Порівняти нескінченно малі функціїа(х) = x ln(l + jc) і β(χ) - x sin х при
х —> 0 .

Обчислимо границю відношення цих функцій:

,. а(х) л 1п(1 + х) .. 1п(1+х) sin х
lim —1-—  = h m --- ---- - = lim — ---- - : l im ----= 1.
V *0 β(Λ) x~>0 Λ Sin Λ λ'-*0 χ χ-*0 χ

Отже, α(χ) ~ β(χ) при χ —> 0.

8λ'~
Довести, що функції α(χ) = ---  і β(χ) = χ2 при χ —> 0 будуть нескінчен-

1 + χ

но малими одного порядку.

Знайдемо границю відношення двох заданих функцій:

8х2

lim = lim = lim —  = 8 lim ——  = 8 ^ 0 .
.v 0 β( χ ) Л--.0 Xі *->0χ-(χ + 1) JC-,ΟΧ + Ι

Отже, функції є нескінченно малими одного порядку при X —> 0.

X3
Довести, що функція а(х) = ---- нескінченно мала вищого порядку по-

7 - х
рівняно з функцією β(χ) = х 2 при X —» 0 .

Знайдемо границю відношення двох заданих функцій:

Л3

lim ^ ~ А = lim —г—̂--- = lim — — = 0 ,
х->0 л·2 _г->0 д-2(7 _ χ) χ-,ΟΊ-Χ

тобто функція у = а(х) є нескінченно малою вищого порядку порівняно з 
функцією у = β(χ) при X —> 0 .

26

27 Довести, що функція а(х) = 1 - еге х буде нескінченно малою другого 
порядку порівняно з функцією β(χ) = х при х —> 0 .

Обчислимо границю:

lim
1 - cos .v

lim -
,v->0

= lim

. Λ
sm —
---— lim s i n - = 1 0 = 0 .

ο χ λ- -> o 2

Обчислимо тепер границю

- 2 sin2^
l im-- C\)S Λ = l im --- 5—
.γ—*0 x  —* 0 χ~

— lim
2 Λ -.0

sin-

x/2
-1 = - * 0 . 
2 2

Отже, функція α(χ) = 1 - cos x є нескінченно малою другого порядку 

порівняно з функцією β(χ) = X при X —> 0 .

28 Порівняти нескінченно малі функції а(х) = 1п( 1 + Зх sin х) і β(χ) = tg χ
0 .при X

Обчислимо границю:

lim
.v —* 0

1п(1 + Зх sin х) 

tg х2

Замінимо чисельник і знаменник дробу еквівалентними нескінченно ма

лими: 1п( 1 + Зх sin х) ~ Зх sin x, tg χ 2 ~ χ 2 при χ —> 0.
У разі заміни нескінченно малих еквівалентними функціями границя 

відношення не змінюється, тому

1п(1 + Зх sin х) Зх sin х  ̂ sin χ ,
lim — ----- г---   = lim — r = 3 l im ----= 3.
.v->0 tg X 2 .v * 0 χ1 λ > 0 X

Отже, функції при х ч О є  нескінченно малими одного порядку.

х + 2

л

29 Знайти точки розриву функції / (х ) = х + 2
-х — 2, якщо χ Ф -2 ,

2 , якщо х = -2

і встановити характер розриву.

Дана функція визначена для всіх х є R Якщо х > -2, то х + 2 > 0, | х + 2 1 =

„ . І х + 2 І -г-/ч І х + 2 І
= х + 2 і ------ - = 1. У цьому разі / (х ) = ----- -х - 2 = х - 2. Тому для всіх

х + 2 х + 2

х > -2 функція неперервна як многочлен першого степеня.



Аналогічно при х < -2 матимемо | х + 2 | < 0 , | х + 2 | = -д- - 2,

д + 2 І . . „ І д + 2 j _
1, і / (д )  = ---- ς-ί.ν - 2 = -л - 2 неперервна як многочлен пер-

■V + 2 '  ' ' '  Д- + 2
того степеня.

Розглянемо точку х0 = -2. Обчислимо однобічні границі при х —> -2:

І іт  / ( д) = І іт  (-д - 2) = 2 - 2 - 0.
лг -> 2 - о л· _  - 2 - о

lim /(.v) = Ііт  (д - 2) = -2 - 2 = -4.
л -> - 2 + 0 л —> - 2 + 0

Отже, однобічні фаниці функції /(х) у точці х0 = -2 існують, але не 
рівні між собою. Тому в цій точці функція має розрив першого роду.

Графік функції зображено на рис. 5.33:

Дх)

х - 2 при д > -2,

-2 при х = -2,

-х - 2 прп х < -2 .

ЗО Знайти точки розриву функції Д х ) = 

розриву.

1
---- j— / встановити характер

1 +2 Л- 1

Цю функцію можна подати як складну функцію у = — —-, де и *

Оскільки 1 + 2" > 0, то функція у = -- —  неперервна для будь-якого u.

Функція w = —!— неперервна для всіх значень х, крім х - 1. Отже, дана
д - 1

складна функція неперервна для всіх х ф 1.

1

При х 1 - 0 матимемо —!-> - х ,  2Л'~* —> 0 (рис. 5.34 і рис. 5.35
х - 1

відповідно). Тому

-V-.I-0 J _  1 + 0
1 + 2 v' 1

i

При х -> 1 + 0 матимемо —!-- > +т_, 2л" 1 —> +х (рис. 5.34 і 5.35 відпо-
д - 1

відно). Тому

lim --—τ— = 0 .
л -> і + о _L_

1 + 2л “ 1

Отже,

/ ( 1 - 0 ) = 1, / ( 1 + 0) = 0 і / (1  - 0) * / ( 1 +0).

Таким чином, однобічні границі існують, але не рівні між собою, тому
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точка jCq = 1 є точкою розриву першого роду. Графік заданої функції зобра
жено на рис. 5.36.

і

розриву.

Задана функція неперервна скрізь, крім точки х = -1.
Для визначення характеру розриву обчислимо однобічні границі:

і

lim еЛ + 1 = 0 ,
,ї->-1-0

31 Знайти точки розриву функції f ( x ) = e x+ і встановити характер

1

(при jc -» -1  - 0 маємо ------ - -» -* ·. ί' ν+Ι -> 0);
jc + 1

i

lim ex+l = + x ,
.v-*-i+0

I

(при x —> — 1 +0 маємо —ί-■> +x, t, v+1 —» +χ) (рис. 5.37 і 5.38 відпо-
.V + 1

відно).

У

II (ь c

- 1

0 U

Рис. 5.38

Отже, точка Xq = -1 є точкою

Рис. 5.39

границя нескінченна. Графік заданої функції зображено на рис. 5.39.

32 Знайти точки розриву функції f  (л) = — --  і встановити характер
—  л~ - 4

розриву.

Задана функція є дробово-раціональною, і тому вона неперервна в усіх 
точках, в яких знаменник відмінний від нуля. В точках х = +2 функція не 
визначена, й тому вона розривна.

Неважко перевірити, що в обох точках однобічні границі нескінченні 

(рис. 5.40 і рис. 5.41).
Для визначення характеру розриву обчислимо однобічні границі:

lim lim lim
1 1 ,. 1

= — lim ---r = -OC.
.v-»2-0 .v2 -4 -v ->2-0 X + 2 -v-»2-0 .V - 2 2 лг->2-0 Л' - 2

lim Л = lim Л .  lim
1 1 .. 1

= — lim -- - = +00,
,v->2 + 0 —4 л-->2 + 0 X + 2 x—>2 + 0 .V — 2 2 -v—>2 + 0 x — 2
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Рис. 5.40 Рис. 5.41

lim — —  = lim — — lim -
-*->-2-0 Д- _ 4  -V-*-2-0 х - 2  .*->-2-0 ЛЧ-2

lim — —  = lim -Л lim —ї—
-*->-2 + 0 X і  - 4  .*—>-2 + 0 д -  2 .*->-2 + 0 χ  + 2

Отже, х = ±2 — точки розриву другого роду
Графік заданої функції зображено на рис. 5.42.

= 1  lim
1

2 .*->-2-0 х + 2

1 lim - і—
2 х -> -2+о jc + 2

= +00.

6.1
Похідна функції

6.1.1. Поняття похідної

Диференціальне числення — математичний апарат, що широко зас
тосовується для економічного аналізу. Основною задачею економіч
ного аналізу є вивчення економічних зв’язків, які записуються у ви
гляді функцій. Виникають запитання: Як зміниться доход держави в 
разі збільшення податків або введення імпортного мита? Зросте або 
зменшиться прибуток фірми внаслідок збільшення ціни на її продук
цію? Аби відповісти на ці й подібні запитання, треба побудувати 
функції зв’язку змінних, які потім вивчаються за допомогою методів 
диференціального числення.

В економіці дуже часто потрібно знайти найкраще або оптимальне 
значення того чи іншого показника: наприклад, найвищу продук
тивність праці, максимальний прибуток, мінімальні витрати тощо. 
Кожен показник являє собою функцію однієї або багатьох змінних. 
Подібні задачі породжують клас екстремальних задач в економіці, роз
в’язання яких пов’язане з використанням методів диференціального 
числення.

Нехай функція у = /(х) визначена на деякому проміжку X  = (а, Ь) 

(можливо, нескінченному). Виберемо довільну точку х0 є X  і надамо 
аргументові приросту Δχ, так шо точка χ, = х0 + Δχ також належить 
проміжку Λί (рис. 6 .1).

Величину Δχ = х, - х0 називають приростом аргументу. При цьо
му Δχ > 0, якщо х, > х̂ , і Δχ < 0, якщо х, < х0. Тоді відповідним прирос

том  функції є величина Ау = Δ/(χ0) = /(х 0 + Δχ) - /(х 0).



(6.2)

т  Означення 6 .1 . Якщо існує границя відношення приросту функції в 

точці х0 до приросту аргументу при Ах 0, т о  її називають по
хідною функції у = /(х) у точці х0. Похідну позначають по-різному:

/<*„>, / ,  n * о). /:■

/ '< *„ ) = lim  = lim  (6Л)
л -f о Δχ χ ->о Δχ

Відношення

Ду = / ( х 0 + Δ χ ) - / ( χ 0)

Δχ Δχ

називають диференціальним відношенням.
У випадку, коли границя диференціального відношення (6.2) не 

існує, вважають, шо функція не має похідної в точці х0.
Якшо у = f(x )  має похідну в кожній точці проміжку X, то похідна 

У = Ґ (х ) також є функцією аргументу х, визначеною на проміжку X.

Я П р и к л а д  6.1. Знайдемо похідну функції у-  х 2 у точці х0, використо
вуючи означеная 6 .1.

Надамо аргументові приросту Δχ. Тоді функція дістане приріст

Ау = / ( х 0 + Δχ) - / ( х 0) = (х + Ах) 2 - Д',1 =

= Xq + 2χ0Δχ + (Αχ) 2 - xq = 2χ0Δχ· + (Αχ)2.

Знайдемо диференціальне відношення:

Δλ' А х

та границю цього відношення при Δχ -> 0:

lim —  = lim (2х0 + Δ χ) = 2х0.
Δ.ν 0 Δχ A.v-»0

Отже, f\x,,) = 2x0.

6.1.2. Задачі, що приводять 
до поняття похідної

□ Задача про дотичну. Нехай задано неперервну функцію у =/(х), 
що має похідну на даному проміжку. Для з’ясування геометричного 
змісту похідної введемо означення дотичної до графіка функції в даній 
точці.

р» Означення 6.2. Дотичною до графіка функції у =/(х) у точці М0
називають граничне положення січної M0M V коли точка М х прямує 

до точки М0 по графіку у =/(х).

Запишемо рівняння дотичної до графіка функції в точці Л/0(д^;/(х0)). 
Надамо аргументові приросту Δχ і перейдемо по кривій у ~/(х) із точ
ки Л/0(х0;/(х0)) у точку Af,(x0 + Δχ;/(χ0 + Δχ)). Проведемо січну М0М } 

(рис. 6 .2 ).

Рівняння прямої, шо проходить через точку М0, має вигляд 

У - fix 0) = к ( х - х  0).
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Кутовий коефіцієнт k = tg Δφ, де Δφ — кут нахилу січної MQM V 

Розглянемо трикутник М0РМ Х, в якому М0Р  = Ах, М ХР = Ау і

. . М ХР  Ду
tg Δφ = — —  = — .

М0Р  Ах

Нехай Ах —> 0. Тоді Л/, —> М0, січна Л/0Л/, прямує до дотичної, 
проведеної до графіка функції в точці М0, і Δφ —> φ. Тоді кутовий

коефіцієнт дотичної k = tg <р= lim tg Δφ = iim —  = /'(x0)· Отже,
Δφ —> φ Αχ —> 0 Α χ

k = f '(x 0).

Ця рівність виражає г е о м е т р и ч н и й  з м і с т  п о х ід н о ї ' ,  похідна 

/'(хо) функції у = f(x) у точці х0 чисельно дорівнює кутовому коефіцієн

тові дотичної, проведеної до графіка функції у =/(х) у точці (х0; /(х0)). 
Рівняння дотичної має вигляд

у -/(*<)) = / 'М (*  - χ0)· (6.3)

Означення 6.3. Нормаллю до графіка функції у = f(x ) у точці М0
називають пряму, яка перпендикулярна до дотичної й проходить че
рез точку дотику М0.

Оскільки нормаль і дотична до графіка функції перпендикулярні 
й проходять через точку M0(x0\f(х0)), то їхні кутові коефіцієнти к] і 
к2 - Ґ (х0) пов’язані між собою співвідношенням кхк2 = -1. Тому куто

вий коефіцієнт нормалі кх = —~ — , і рівняння нормалі має вигляд
/ U о)

У- f(xo) = —p —  (х-Л'о). , (6.4)
У )

г+ Означення 6.4. Кутом м іж  двома кривими у = /,(х) і у = / 2(х) у 

точці їх перетину М0 називають кут м іж  дотичними до цих кривих 
у даній точці.

Використовуючи формулу кута між прямими, дістанемо формулу 
обчислення кута між даними кривими:

tg φ = i L V - ^ o ) , (65)

□ Задача про миттєву швидкість. Розглянемо нерівномірний пря
молінійний рух тіла, шо починається в момент часу t0. Нехай шлях, 
пройдений тілом за час Г, становить S = S (t). Функцію S (t) називають 
законом руху тіла. Тоді AS = S (і0 + Δ /) - S  (/0) — шлях, який пройде 
тіло за інтервал часу [/0, t0 + Δ /1.

Середня швидкість руху vc за інтервал часу At — це відношення

AS _ S(t0 + At) — S(tg)

Vc "  δ7  “  At

в якому легко впізнати диференціальне відношення. Проте середня 
швидкість дає лише наближене уявлення про рух в окремий момент 
часу. Оскільки рух тіла нерівномірний, то на початку проміжку воно 
могло рухатися прискорено, а наприкінці — вповільнено.

Миттєвою швидкістю руху v(tQ) у момент часу t{) називають грани
цю диференціального відношення при At -> 0, тобто

і, \ г ,. S(tQ + At) — 3(ίβ)
v(fn) = lim  —  = lim  —-—----  --- = S  (/0).

АлО Δ/ Δ/ —> 0 At

Ця рівність виражає ф і зи ч н и й  з м і с т  п о х і д н о ї :  похідна від шля

ху за часом S '(t0) дорівнює миттєвій швидкості тіла в момент часу 

що рухається за законом S~ S (t) , т обто

. S\t0) = v(/p). (6.6)

□ Задача про продуктивність праці. Розглянемо однофакторну, або 
одноресурсну, виробничу функцію u = и(х), яка виражає обсяг продукції, 
що виробляється за одиницю часу t, залежно від обсягу х  витраченого 
ресурсу. Цей ресурс часто позначає кількість людської праці, вираже
ної в людино-годинах або в кількості робітників, зайнятих у вироб
ництві. Нехай кількість робітників фірми становить jc0. Як правило, 
виробнича функція має похідну, тобто існує границя

lim  —  = и'(х0),
Δ.Υ —> 0 ΔΧ

де Аи = и (х0 + Ах) - u (х0) — приріст обсягу продукції, виробленої 
фірмою; Δχ — кількість нових робочих місць.

У цьому випадкові и '(х0) — обсяг додаткової продукції, що вироб
ляється новими робітниками фірми за одиницю часу.



Нехай р  — ціна одиниці продукції, a z - z( t )  — заробітна плата 
робітника за одиницю часу. Якщо ри '(х0) > ζ, то треба найняти ще 
одного робітника, оскільки він дає фірмі більше, ніж вона йому пла
тить. Це правило має універсальний характер і називається золотим 

правилом економіки.

У розглядуваній ситуації похідну виробничої функції в точці х0 в 
економіці називають граничною продуктивністю праці.

Нехай тепер виробнича функція и = u( t)  виражає кількість вироб
леної продукції и за час /, і необхідно знайти продуктивність праці в 
момент часу /0. За період часу від tQ до t0 + At кількість продукції 
зміниться від и (t0) до U (t0 + АІ).

Середня продуктивність праці за період часу At

Аи , ,
лсер — . , · (6-7)

At

Очевидно, що продуктивність праці в момент часу /0 можна визна
чити як граничне значення середньої продуктивності праці за інтервал

часу від tf] до /п + At при At -> 0, тобто π = lim псеп = lim — . Тому
U U ДГ->0 Р А Г 0 At

K = u'(t0). (6 .8 )

Отже, похідна від обсягу продукції u'(tQ) виражає продуктивність праці 
в момент часу t0.

□ Задача про витрати виробництва. Розглядатимемо витрати деяко
го виробництва С = С(х) як функцію х обсягу продукції, що випус
кається. Нехай Δχ — приріст обсягу продукції, АС  — приріст витрат
виробництва.

Середній приріст витрат виробництва на одиницю продукції Δχ 
становить

С = 
сер Ах ·

Тоді похідна

С'(х0) = lim
Δ.γ->0 Δχ

виражає граничні витрати виробництва й наближено характеризує до
даткові витрати на виробництво одиниці додаткової продукції.

Середні витрати виробництва на одиницю продукції визначаються
так:

r  - с <х>
Чер  γ ■

Таким чином, маємо економ ічний з м і с т  п ох ідно ї :  похідна 

характеризує швидкість зміни деякого економічного об ’єкта чи процесу 

відносно часу або іншого досліджуваного фактора.
Наприклад, якщо розглядати функцію попиту q = qip) — залежність 

попиту q на деякий товар від його ціни р, то похідна q'(p) характери
зує швидкість зміни попиту зі зміною ціни р на одиницю продукції.

Якщо розглядати функцію пропозиції s = s(p) — залежність пропо
зиції деякого товару s від його ціни р, то похідна s'(p) характеризує 
швидкість зміни пропозиції товару з боку виробників зі зміною ціни 
на одиницю товару.

Якщо розглядати функції споживання й збереження, де х — на
ціональний доход, С =  С(х) — функція споживання частини доходу, 
що витрачається, a S = S(x) — функція збереження, то справедлива 
рівність

х - С(х) + 5(х).

Здиференціювавши її, дістанемо

1 = С\х) + S'(x),

де С'(х) — гранична схильність до споживання; S'(x) — гранична схиль

ність до збереження.
Аналогічно можна визначити граничний доход, граничний обсяг 

продукції, граничну корисність тощо.

6.1.3. Однобічні похідні

За аналогією з поняттям однобічних границь функції вводяться 
поняття лівої та правої похідних функції в точці.

р» Означення 6.5. Якщо існують однобічні границі

lim —  / lim — ,
Δ.ν -»0-0 Δχ Δυ ->0 + 0 Δ ν

т о  їх називають відповідно лівою й правою похідними функції

у =f{x) у точці х0 і позначають відповідно

/_'(* 0) =  1іп1 ^  1 № о ) =  1ІП1 (6-9)
Ах —>0 -- 0 ΑΧ Δν-»0 + 0 Δχ
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Якшо існують ліва та права похідні й /_'(х0) = f '(x :0). го існує 
похідна функції >> = /(х), причому

/'(.Vo) = /'(.V„) - /:<л0). (6.10)

П р и к л а д  6.2. Покажемо, що функція у = | х | не має похідної в точці 

*о = °·

Надамо аргументові приросту Δχ. Тоді функція дістане приріст

Αν = І Х0 + Δν І - І Л0 І = І 0 + Δν І - І 0 І = І Δν І .

Запишемо диференціальне відношення:

Δ>’ І Δν

Δν Δν

1. якщо Δν > 0,

І. якщо Δν < 0.

Отже, / ; « ) )  = 1, f 'A x )  = -1 і / , '( ( ) )  *  f i x ) ,  тобто функція у = |х| 

не має похідної в точці х„ = 0 .

Взагалі функція типу у = \f(x) \ не має похідних у точках дійсних 
коренів рівняння f(x) = 0 , оскільки за означенням модуля для цих 
функцій характерне у\ * у'_.

6.1.4. Диферениійовність 
функції

т· О значення 6 .6 . Функцію у = /(х) називають диференційовною в
точці x(J, якщо її приріст Ау у цій точці можна подати у вигляді

\ Δ_ν = ААх + α(Δχ)Δχ, (6.11)

де А — деяке число, що не залежить від Δχ; α(Δχ) — нескінченно

мала функція при Δχ -> 0.

Оскільки добуток двох нескінченно малих функцій α(Δχ) і Ах є 
нескінченно малою функцією вищого порядку малості при Δχ -» 0, то 
формулу (6 .1 1 ) можна записати у вигляді

Δ_ν = ААх + ο(Δχ). (6.12)

ТЕ О Р Е М А  6.1

Аби функція у =Дх) була диференційовною в точці х0, не
обхідно й достатньо, щоб вона мала в цій точці скінченну 
похідну й f '(x 0) = А.

Д о в е д е н н я

Необхідність. Нехай функція у - /(х) диференційовна в точці х„. 
Годі приріст функції можна подати у вигляді (6.11). Поділивши цю 
рівність на Δχ * 0, дістанемо диференціальне відношення

—  = А + α(Δχ).
Δχ

Перейдемо до границі при Δχ -> 0:

lim —  = /'(х0) = lim (А + α(Δχ)) = А. 
лд о Δχ а* о

Це означає, шо існує похідна функції у = /(х) у точці х0. Отже,

/ Ч х 0) = А. (6.13)

Д остатн ість . Нехай функція у = /(х) має похідну в точці х() і 
/'(х0) = А. З означення похідної (6.1) випливає, що функція <χ(Δχ) =

- —  - А є нескінченно малою при Δχ —> 0. Помноживши обидві ча-
Δν

стини цієї рівності на Δχ, дістанемо α(Δχ)Δχ = Δ^ - ААх, що рівносиаь- 
но (6.11). Отже, функція y = f(x ) диференційовна в точці х0.

Теорему доведено.

Твердження теореми дає змогу в подальшому ототожнювати ди- 
ференційовність та існування похідної функції однієї змінної. Опера
цію знаходження похідної функції називають диференціюванням.

«» О значення 6 .7 . Якщо функція має похідну в кожній точці деякого 

проміжку X, т о  кажуть, що вона диференційовна на цьому про
міжку.

Т Е О Р Е М А  6.2  
(про зв’язок м іж  поняттями диференційовності 

та неперервності ф ункц ії)
Якщо функція диференційовна в точці х0, то вона й непе
рервна в цій точці.

Д о в е д е н н я

Оскільки функція у - /(х) диференційовна в точці Хц, то Ау =

- f  '(χ0)Δχ + α(Δχ)Δχ. Перейшовши до границі при Ах -» 0, дістанемо



lim Ay = lim (Α χ η)Δχ + α(Δχ)Δχ) =
Δλ' —>0 Αν —»0

= / ' ( χ 0 ) lim  (Δχ) + lim  α(Δχ)Δχ = 0,
Δλ' > 0 Δλ —̂ 0

тобто lim Δ_ν = 0 , а це означає, шо функція у - f ix )  неперервна в
Δ,ν —> 0 

ТОЧЦІ х 0.

Теорему доведено.

Обернене твердження невірне: функція у = fix), неперервна в точці, 

може не мати похідної в цій точці.
Наприклад, у = | х | неперервна в точці jc = 0, але не має похідної н 

цій точці.
Таким чином, вимога диференційовності функції сильніша, ніж 

умова неперервності, оскільки з диференційовності випливає непе
рервність.

Отже, неперервність функції — необхідна, але не достатня умова 

диференційовності функції.

У Зауваження 6.1. Похідна неперервної функції не обов’язково непе
рервна. Якщо функція має неперервну похідну на деякому проміжку 
X, то функцію називають гладкою на цьому проміжку. Якщо похідна 
функції має скінченне число точок розриву (причому першого роду), 
то таку функцію називають кусково-гладкою на проміжку X.

6.2
Диференціал функції

6.2.1. Означення й геометричний зміст 
диференціала

Приріст функції у = f{x), диференційовної в точці х0, має вигляд

Ау = /'(χ0)Δχ + α(Δχ)Δχ. (6.14)

Якшо функція диференційовна в точці х0, то вона неперервна в 
цій точці, але тоді при Ах -> 0 величини Ау, /'(χ0)Δχ, α (Δχ)Δχ є не
скінченно малими. Порядок малості цих величин різний: /'(χ0)Δχ і Ау
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мають однаковий порядок з Δχ, а величина α(Δχ)Δχ є нескінченно ма
лою вищого порядку при Δχ —> 0. Інакше кажучи, величина/'(х0)Ах є 
головною частиною приросту Ду; вона лінійна відносно Δχ.

т- Означення 6 .8 . Диференціалом функції у = f ix )  у точці х0 назива

ють головну, лінійну відносно Ах, частину приросту функції в цій точці:

d y= f'{x0)Ax. (6.15)

Диференціалом dx незалежної змінної х називатимемо приріст цієї 
змінної Δχ, тобто

dx = Ax, (6.16)

і співвідношення (6.15) набирає вигляду

dy= f'{x0)dx. (6.17)

Із рівності (6.17) випливає, що /'(х0) = — , тобто похідна/'(хп)
dx

обчислюється як відношення диференціала функції dy до диференціа
ла аргументу dx. Рівність (6.14) можна записати у вигляді

Ду = /'(χ0)Δχ + о{Ах) - dy + ο(Δχ). ( 6.18)

Диференціал функції має ге ом етри чний  з м і с т .

Розглянемо графік функції у=  fix ) (рис. 6.3). На ньому позначено 
точки М0(х0; /(х0)) і Л/,(х0 + Δχ; /(х 0 + Δχ)). Проведемо дотичну до
графіка в точці М0. У трикутнику Μ0ΝΡ: ΝΡ-  М0Р  tg φ = /'(χ0)Δχ = dy.



Отже, диференціал функції дорівнює приросту ординати дотичної, 
проведеної до графіка функції у = f ix )  у точці х(Ґ

Для складної функції у = /(ср(х)), це у=Д и )  і и = φ(χ), диференці
йовні функції dy = / 4'|<p(.v)|i/.v = f l'(u)<p'x(x)dx = f\u)du.

Отже, зовнішній вигляд диференціала функції у = Ди) зберігаєть
ся у випадку, коли и є функцією, а не незалежною змінною. Цю важ
ливу властивість диференціала називають інваріантністю його форми.

6.2.2. Наближені обчислення 
за допомогою диференціала

Ці обчислення базуються на наближеній заміні приросту функції 
в точці її диференціалом, тобто

Ay ~ dy. (6.19)

Абсолютна похибка за такої заміни \ Ay - dy\ при Ах -» 0 є не
скінченно малою вишого порядку порівняно з Ах. Тому

Д х 0 + Ах) =Дх0) + /'(х0) Ах. (6.20)

Формула (6.20) є основною в наближених обчисленнях.

■ П р и к л а д  6.3. Наближено обчислимо значення arcsin 0,51.

Розглянемо функцію у = arcsin х. Покладемо дс0 = 0,5, Δχ = 0,01 і
застосуємо формулу (6 .20):

arcsin(x0 + Δχ) = arcsin x0 + (arcsin χ0)'Δχ

Дістанемо

arcsin 0,51 = arcsin 0.5 + —=  * 0,01 = — + 0,01 =0,513.
Vl-(0,5 )2 6

6.2.3. Економічне застосування диференціала. 
Мультиплікатор

Розглянемо найпростішу економічну модель, яка описує динамі
ку росту прибутку залежно від інвестицій: Р  = S + /, де Р  — прибу
ток; 5 — споживання; / — інвестиції. Нехай Р=  Р (І) і S= S(P). Вини
кає запитання: як впливає зміна інвестицій d i на зміну прибутку dP?

290

Оскільки dP = P '( i)d l, то з рівняння Р =  S (P ( i ) )  + / знайдемо за
лежність між інвестиціями й швидкістю росту прибутку:

іобто

або в диференціалах

Р У )  = —  Р\1) + 1 
dP

P V )=  1
dS

dP

dP = — l— d l = \xdl.

l - £
dP

Нираз μ = — називають мультиплікатором — числовим кое- 

1 ~ dP

(|)іцієнтом, який показує, в скільки разів сума приросту або скорочен
ня прибутку перевищує початкову суму інвестицій.

Цей термін, уперше введений у 1931 ρ. Ф. Каюмом, набув подаль
шого розвитку в моделі Кейнса визначення рівня рівноваги прибутку.

В цій моделі маємо: якшо 0 < = С '(Р ) < 1, то μ > 1. Отже, додат-
dP

кові інвестиції збільшуватимуть прибуток.

6.3
Правила диференціювання

6.3.1. Диференціювання суми, 
добутку й частки функцій

ТЕ О Р Е М А  6.3

Якщо функції u = u (x) і ν = v(x) диференційовні в точці Х0, 

то функції у = u (x) ± v(x), у = u (x)v(x) і у = ^ Л· (за умови,
ν(Λ-)



І що v(x) * 0 ) також диференційовні в цій точці, причому j 
І справджуються такі формули:

j (« ± v)' = и ± ν'. (6 .2 1 )

J (uv)' - uv  + uv', (6.22) s

vv

u V - UV . , Λ
v(jt) * 0. (6.23)

1
V“

Д о  ведення

Доведемо формулу (6.21). Розглянемо функцію у =  и(х) + v(x). Н а

дамо аргументові приросту Δχ. Тоді функція дістане приріст

Δ,ν = |и(х + Αχ) ± ν(χ + Δχ)1 - |и(х) ± ν(χ)| =

= Іи(х + Δχ) - и(х)| ± |ν(χ + Δχ) - ν(χ)1 = Au ± Δν.

Використовуючи означення похідної (6.1) і теорему про арифметичні 

дії над границями, дістанемо

, ,. Δν .. Аи ± Αν
у = (и(х) ± v(x)) = lim  —  = l i m — ----=

Δ.Υ —> 0 ΔΧ Δ.ν —»0 Δχ

= lim  —  ± lim  —  =u'(x) ± ν'(χ).
Δλ —> 0 Δχ Δ,ν -»0 ΔΧ

Формулу (6.21) доведено.

Для доведення формули (6.22) розглянемо функцію у = и (χ) ν(χ). 

Надамо аргументові приросту Δχ. Тоді функція дістане приріст

Ау = [и(х + Δχ)ν(χ + Δχ)| - [w(x)v(x)|.

Додавши й віднявши вираз и(х) ν(χ + Δχ), матимемо

Ау = м(х + Δχ)ν(χ + Δχ) - m(x )v(x ) + u(x)v(x  + Δχ) - ί/(χ)ν(χ + Δχ) =

= [w(x + Δχ) - £/(x)|v(x + Δχ) + и(х)|ν(χ + Δχ) - ν(χ)| =

= Auv(x + Δχ) + u(x)Av.

Використовуючи означення похідної (6.1) і теорему про арифме

тичні дії над границями, дістанемо
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/ і і \ і \\г ,· Ау .. Auv(x + Ах) + u(.x)Av
у  =(w(x)v(x)) = l im —  = l im --- 5------ ---— —  =

Αχ —»0 Λ χ Αχ—»0 Δχ

= lim ~  ν(χ + Αχ) + І іт  и(х)—  = w'(x)v(x) + u(x)v'(x).
Αχ —* 0 ΑΧ Αχ —> 0 Д у

Формулу (6.22) доведено.

Для доведення формули (6.23) розглянемо функцію у = ^ —1 , На-
ν(χ)

ламо аргументові приросту Δχ. Тоді функція дістане приріст

Ау = + ^  + Δχ)ν(χ) - u(x)v(x  + Ах) _

v(x + Ах) v(x) v(x + Δχ)ν(χ)

_ »(χ + Αν)ν(χ) - u(x)v{x) + u(x)v(x) - u(x)v(x + Ax) _ 

v(x + Δχ)ν(χ)

_  М х  + Ax) - t/(x)| v(x) - [v(x + Ax) - v ( x )| m ( x ) _ 

v(x + Ax)v(x)

_  Δ«ν(χ) - Avu(x) 

v(x + Ax)v(.x)

Використовуючи означення похідної (6 .1) і теорему про арифметичні 

дії над границями, матимемо

У
и(х)

v(x)
- lim —

Δν ■-» 0 Δχ

= lim
л /* х ) Αχ _ u'(x)v(x) - v ' ( x ) m ( x )

Δν —>0 v(x + Ax)v(x) v2 (x)

Формулу (6.23) доведено.

♦ Наслідок. Сталий множник можна виносити за знак похідної.

Справді, покладемо у формулі (6.22) v(x) = С, де С =  const. Тоді 
v'(x) = 0 і (Си)' = Си', тобто сталий множник можна виносити за знак 
похідної.



6.3.2. Диференціювання складної 
та оберненої функцій

Т Е О Р Е М А  6 .4  
(правило диференціювання складної ф ункц ії)

1 Нехай функція и = <р(х) має похідну в точці х0, а функція 
j у = f(u )  — похідну у відповідній точці и0 - <р(х0). Тоді склад- 
ί на функція у  =/(ср(х)) має похідну в точці х0 і справджуєть- f 
j ся формула

{ Л'(ф(*о)) = /Д"о>ФІ(*о)· (6.24) і

Д о в е д е н н я

Надамо аргументові приросту Δχ * 0. Тоді функція и = ср(х) дістане 
приріст Аи, а функція у = ср(х) — приріст Ау. За умови Аи 0 дістанемо

диференціальне відношення —  = ^У_^_ Перейшовши до границі
Ах Аи Ах

при Δχ —» 0 у цій рівності, матимемо

у{. = l im —  = lim l im —  = ^ ( ί / 0 )φ'ν(χ0).
Δ,ν ->0 Δχ &u ->0 Аи Ди —>0 Δχ

Теорему доведено.

♦ Наслідок (правило диференціювання оберненої функції). Нехай функ

ція X = <р(у) обернена до функції у - /(х), причому функції у =/(х) і 

х = ср(у) мають похідні в точках х0 і у0 =/(х0) відповідно. Тоді справ

джується рівність

Ф'(Уо) = 7 7 7 — :■ (6 ·25 )
f i x 0 )

Установимо зв’язок між похідними у'х = /'(х) * 0 і χ'. = φ'(>’)· 
Оскільки х = /(ф(у)) при всіх значеннях х, то за правилом дифе

ренціювання складної функції візьмемо похідні від обох частин цієї 
рівності. Дістанемо

ф'(>ь ) / ' ( * о ) = 1 ф '0;о ) / ' ( * о ) = 1 аб°  ф'(>’о ) = д —  · 

Формулу (6.25) доведено.

6.3.3. Диференційовність 
елементарних функцій

Доведемо, що всі елементарні функції диференційовні в своїх об
ластях визначення. Використовуючи означення похідної, можна легко 
обчислити похідні всіх основних елементарних функцій.

Запишемо т а б л и ц ю  п о х ід н и х :

1. (С)' = 0, де С = const.

2 . (χα )' = αχ"_|; зокрема,
f І λ

= ч ·  <л >'=тЬx 2 νχ

3. (а* )' = а х In а, а > 0 ; зокрема, (ех)' = ех.

4. (log„ х)' = —-?— , а > 0; зокрема, (ln х)' = —.
x In α χ

5. (sin x)' = cos х.

6 . (cos χ)' = -sin χ.

7. (tgx)'  = —
COS X

8 . (ctg x)' = ----- .
sin~ X

9. (arcsin x)' = —j= L = ,  I x I < 1 .

Vi - χ2

1 0 . (arccos x) ' = — — I x I < 1.
x 2vn

1 1 . (arctg x)' = —
1 + x~

1 2 . (arcctg x)' = ---
1 + x*

У математиці, економіці та інших науках широко застосовуються 
гіперболічні функції:



Є — Є
sh х = ------------------------------  -- гіперболічний синус;

Є-' + е Л
ch χ = ------- — гіперболічний косинус;

sh jc є* — є~х
th х - :------------- гіперболічний тангенс;

ch ,ν ел +е~-'

ch v е х + с 1
cth jc = -------------------------- — = --  — гіперболічний котангенс (jc ф 0 ).

sh х ех -е~х

Легко показати, шо ці функції неперервні й диференційовні на 

всій множині дійсних чисел (jc ф  0 для cth jc). З означення гіперболіч

них функцій випливають такі формули для обчислення їхніх похідних, 

якими ми доповнимо таблицю похідних:

1. (sh jc)' = ch jc, x  e R.

2. (ch jc)' = sh jc, x  e R.

3. (th x)' = — ί —, x e R.
ch"jc

4. (cth jc)' = ---* *  °-
sh~.v

Формули таблиці похідних разом із формулами, що виражають 

правила диференціювання, є основними формулами диференціального 

числення.

М ожна зробити важливий висновок: оскільки похідна довільної еле

ментарної функції — т ак ож  елементарна функція, т о  операція дифе

ренціювання не виводить функцію з класу елементарних.

6.3.4. Похідна 
показниково-степеневої функції

Нехай функції u = u (jc) і v = v(x) мають похідні в точці х0. Знайде

мо похідну показниково-степененевої функції у = u(x )v(x).

Скористаємось основною логарифмічною тотожністю х = е ]п х. Тоді 

маємо

у  _  w( v ) v( v) =  е1п "(·' >"V’ =  £ г<-' ) 1" >

Використовуючи правило диференціювання складної функції, при 
м (jc) > 0  дістанемо

(« (* ) '(л))' =(«<*))
V(A)

v'(jc)ln u(x) +
u\x)v(x) 

u(x)
(6.26)

П р и к л а д  6.4. Знайдемо похідну показниково-степеневої функції

у= (x2 + 1)5,п*.

Використовуючи формулу (6.26), дістанемо

/  = «.v2 +Dsin Ύ  = (е"'п хМ х  +1))' =

_  t>sin v ln(.r+l) cos .v 1п(л' 2 + 1) + sin л —

(Λ-2 + l ) sin· cos χ ln(x“ + 1) + sin x

x + 1

2x 

χ2 + I

6.3.5. Похідна 
неявної функції

Вище було розглянуто диференціювання явних функцій, зада
них у вигляді у = f(x). Розглянемо диференціювання неявної функ
ції, заданої рівнянням F(x, у) = 0. Якщо для кожного х (на деякому 
проміжку X )  існує одне або кілька значень у, які разом із jc задоволь
няють таке рівняння, то цим визначається (однозначно або багатознач
но) функція у = / ( jc), для якої рівність

F(x, Дх)) = 0 (6.27)

справджується вже тотожно відносно X.

Похідну функції, заданої неявно, можна знайти з рівняння

dx
і F ix, у)) = 0,

де Fix, у) розглядається як складна функція аргументу х.



Отже, для відшукання похідної функції, заданої неявно, достатньо 

здиференціювати обидві частини рівняння, розглядаючи у як функцію від 

х, а  потім із добутого рівняння знайти похідну у'х .

Л П р и к л а д  6.5. Рівняння х 2 + у2 - 1 = 0 визначає у як неявну функцію 
від х. Знайдемо у'х.

Диференціюючи обидві частини рівності за правилами диференці
ювання складної функції, дістанемо

х
2х + 2у-ух =0 або ух = - — .

Я П р и к л а д  6.6. Дано рівняння еу - ех + ху = 0. Знайдемо у'х.
Диференціюючи обидві частини рівняння за правилами диферен

ціювання складної функції, дістанемо

еу ух - ех + у + хух = 0  або ух(еу + х) = ех - у,

тобто

, е* - у

6.3.6. Похідна функції, 
заданої параметрично

Нехай функцію^ = f{x )  задано параметрично: χ = φ(/), у = ψ (/), t є  Т. 

Диференціювання функції, заданої параметрично, базується на такій 

теоремі.

Т Е О Р Е М А  6.5

І Нехай виконуються такі умови: |

І 1) функції х  = <р(0, У = ψ (0  визначені та неперервні на |

\ заданому проміжку Т і диференційовні в точці ί0 є  Т; ]

І 2) функція jc = φ(/) строго монотонна на Т і φ '(/0) *  0;

І 3) функція t - а(х) обернена до функції χ = φ(ί). -
ί # ■>’
І Тоді функція у  - ψ(α(χ)) диференційовна в точці х0 = φ(/0),

І причому справджується формула

І «·»»;
І φ(α(Α0)) φ(/0)

Д о в е д е н  н я

Оскільки функція у = ψ(α(χ)) складна й t - α(χ) — функція, обер
нена до χ = <р(/), то за теоремами про диференціювання складної та 
оберненої функції, враховуючи, що х0 = φ(ί0), дістанемо

φ(α(χ0)) φ(/0)

Теорему доведено.

■ П р и к л а д  6.7. Обчислимо похідну функції, заданої параметрично: 
x=acos3/, t= a  sin3/, ί є [0 ; π].

Обчислимо похідні:

\ φ, = -3a cos21 sin t, \|/J = 3a sin21 cos t.

Підставивши їх у формулу (6.28), дістанемо

ψ! Зо sin21 cos t , .
Уг = Ц- = —---- 2-- ·-- = ~tg {·Φ, -3α cos t sin t

6.4
Похідні й диференціали виших порядків

6.4.1. Похідні вищих порядків

Нехай функція у = f(x) має похідну на проміжку X  = (a, b). Якщо 
в точці х0 є (а , Ь) похідна f ix ) ,  своєю чергою, диференційовна, то її 
називають похідною другого порядку, або другою похідною, функції

у =f(x) У точці х0. Позначення: f " (x 0), у”(х0), £ί_Ζ
dx dx

Похідну від другої похідної називають третьою похідною, або по
хідною третього порядку. Якшо цей процес можна продовжити, то 
дістанемо похідні четвертого, п’ятого, л-го порядку.

Похідні, починаючи з другої, називають похідними вищих порядків. 

Для них використовують такі позначення: у", у ’", .у<4), у(5), ..., у(п).



Нехай функція у - /(х) має на проміжку X  похідні до (п - 1)-го 

порядку: /'(χ), /"(х), / '" (* )......  /<" - ‘>(х).

р» Означення 6.9. Якщо в точці х0 є X  існує похідна функції / (л !)(х), 
/по її називають похідною п-го порядку функції у = /(х) у точці х0

і позначають так: Ґ п)(хп) y(,,)(xn) ^  ^  У
dxn ' dx" '

Отже, якшо функція у =/(х) має в точці х0 похідні до л-го поряд

ку включно, то f (n\x0) - ( f {n~ ’’(χ))'.

β» Означення 6.10. Функцію у = /(х), яка має на деякому проміжку X  

похідні до п-го порядку включно, називають п разів диференційов- 
ною на X. Функцію, яка має на X  похідні всіх порядків, називають 

нескінченно диференційовною на X.

Наприклад, функція у = ех нескінченно диференційовна на про
міжку X  = (-оо, +оо).

У загальному випадкові для обчислення похідної вищого порядку 
потрібно попередньо знайти похідні всіх нижчих порядків. В окремих 
випадках удається встановити загальний вираз для похідної п-го по
рядку.

■ П р и к л а д  6 .8 . Знайдемо похідну п-го порядку функції у = х а, а  є R, 
х > 0 .

Послідовно диференціюючи дану функцію, дістаємо

/  = αχα_ι, у" = α(α - 1)х“ -2, у ” = α(α - 1)(α - 2)х“_3, ...,

У " ’ = «(ос - 1)(α - 2) ... («-//+ (6.29)

Зокрема, при α = -1 маємо 

Якщо а  = т, то (хт )(п) = 0 при п > т.

■ П р и к л а д  6.9. Знайдемо похідну п-го порядку функції у = ех, а > 0.

Послідовне диференціювання цієї функції дає

у  = αΛ In а, у" = aA’(In а)2, у "  = а ' (In а )3.......

п (,,) _ (-1)" /? !

X  )  ~  л-" + 1

П р и к л а д  6.10. Знайдемо похідну п-го порядку функції у = sin х. 

Маємо

π '
у = cos r = sin х + ■

2

у" - -sin x = sin(.v + π) = sin

у'" = -cos χ = sin χ + 3 — .
I 2 J

Таким чином, кожне диференціювання додає до аргументу синуса π/2, 
отже,

(6.31)(sin х)м  = sin ( π ) χ + η —
2 J

дістати формулу

(cos х)м  = COS

И . )
(6.32)

■ П р и к л а д  6.11. Знайдемо похідну п-го порядку функції у = ln х. 

Ураховуючи, що у <п) = (у)п~ \ матимемо

( І)" ‘ (n І)! !
(ІП A·)'"’ =

1 I *  j
(6.33)

6.4.2. Похідні вищих порядків функцій, 
заданих параметрично й неявно

Нехай функцію^ -/(х) задано параметрично: χ = φ(/), у = ψ(/), ί є Т. 
Якщо функції χ = φ(/), у  = ψ(ί) двічі диференційовні на заданому про

міжку Т і φ'(/) ф 0, то похідна функції у\ = —  також є функцією,
Фг

заданою параметрично. Знайдемо другу похідну функції, використо

вуючи формулу (6.28): _у". - Після диференціювання чи-
Ф/

сельника як частки двох функцій дістанемо
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// /
(6  34)

(ф ; )

П р и к л а д  6.12. Обчислимо другу похідну функції, заданої парамет

рично: x = a cos Л у - b sin /, te  |0 ; 2π\.

Послідовно диференціюючи, дістанемо <p' = -a sin t, φ'ή = -a cos /, 
ψ' = b cos Λ ψ" = -b sin t. Підставимо у формулу (6.34):

„ ab sin2 t + ab cos2 I b
v\-v = ---- ■-· Я · ί ■> · λ

a sin t a~ sin f

Нехай функцію у - /(x) неявно задано рівнянням F(x, .у) = 0. Її 
похідна у" у цьому разі обчислюється так:

1) знаходимо похідну від обох частин рівняння -^-(F(x, >’)) = 0 ,
ах

де F(x, у) розглядається як складна функція аргументу х;
2 ) розв’язавши добуте рівняння відносно .ν', дістанемо .v' = f(x ,  у );
3) для визначення другої похідної у" від неявної функції дифе

ренціюємо добуту рівність (знову розглядаючи у як функцію 
від х), а потім замінюємо >' знайденим у п. 2 ) виразом.

■ П р и к л а д  6.13. Знайдемо .у" , якщо функцію у = у(х) задано неявно: 

arctg у - у + х = 0 .

Диференціюємо задане співвідношення, розглядаючи у як функ

цію від х.

Ух
т - Ух + 1 = або у'х ~ у'х - У2Ух + 1 + У2 = °-

1 + у

Виражаємо з даного рівняння \у.

, І+ г  І .
>\ = — г- = —  + 1·

у- у-

Далі знаходимо:

= -2.V-V;·

Підставивши добуте значення ух у праву частину останньої рівності, 

дістанемо

6.4.3. Формула Лейбніца для похідної л-го порядку 
добутку двох функцій

Нехай у - uv, де u = u(x) і ν = ν(χ) — функції, що мають похідні 
довільного порядку. Послідовне диференціювання функції дає

у ' = u'v + uv', у " = u"v + 2 u'v' + uv",

у"' = u'"v + 3 Μ "ν' + 3 u'v" + uv'".

Праві частини рівностей аналогічні розкладу за формулою бінома 
Ньютона для випадків п = 2  і п = 3, тільки показники степенів заміне
но на порядки похідних, а самі функції u і v слід розглядати як похідні 
нульового порядку: м(0) = u, v(0' = v.

Методом математичної індукції можна довести справедливість за
гальної формули для похідної л-го порядку

(у)("> = («v)("> = £  С*и(*М" (6.35)
k = 0

яку називають формулою Лейбніца.
Коефіцієнти в рівності (6.35) обчислюються за формулою

причому для них виконується така властивість:

✓̂А _  рн - А

Формулу Лейбніца зручно застосовувати, зокрема, в тих випадках, 
коли один із співмножників є многочленом.

Розглянемо приклади застосування формули Лейбніца.

■ П р и к л а д  6.14. Знайдемо похідну десятого порядку функції у = х 3ех. 

Покладемо u = u (U> = x 3, v = v(0) = ех. Послідовно знаходимо похідні: 

и '= Зх2, и" = 6х, и'" = 6 , и <4) = ... = иІП) = 0 , v(k) = е*

та біноміальні коефіцієнти:



6
С[°0 = ——  = 1, с/о = = 10,

10 0! 10! 1! 9!

С,2о = = 45, с/о = = 120.
2! 8 ! З ! 7!

Підставивши ці вирази у формулу (6.35), маємо

/ ,0) = (х3е*)(І0) = х 3ех + 10 · Зх2е* + 45 · 6хех + 120 · 6ех =

= е*(х3 + ЗО* 2 + 270х + 720).

П р и к л а д  6.15. Знайдемо похідну п ’ятого порядку функції у = e5jcsin х. 

Поклавши u = и(0) = е5х і v= v<0) = sin х, знаходимо похідні: 

м(л)=5 V " ,  v(,,) = sin (χ  + η-
ν 2 /

Підставимо значення відповідних похідних у формулу (6.35). При 
п = 5 маємо

_у(5' = irS v(55 sin χ + 5 · 54 cos χ - 10 · 53 sin χ -

- 10 · 52 cos χ + 5 · 5sin χ + cos χ) = 25t'5' (76 sin χ + 116 cos χ).

6.4.4. Диференціали вищих порядків

Нехай функція у - /(х) є п разів диференційовною на проміжку X. 

Тоді в кожній точці х є X  існує її диференціал dy = f '(x )  dx, який 
надалі називатимемо диференціалом першого порядку функції у = /(х), 
або першим диференціалом. Оскільки диференціал аргументу dx є ве
личиною сталою, то dy є функцією однієї змінної х. Диференціал цієї 
функції називатимемо диференціалом другого порядку функції у ~ /(х) і 
позначатимемо d 2y або d f(x). Отже,

d 2y = d(dy).

Тоді

d 2y=  d (f '(x )dx ) = d (f(x ))d x  = f " (x )d x 2.

Диференціал третього порядку, або третій диференціал,

d 'y  = d (d 2y)=  d ( f ’Xx)dx2) = d(f'\ x))dx2 = f"'(x)dx\

Продовжуючи цей процес, визначимо диференціал /7-го порядку 
(η-й диференціал).

т· Означення 6 .1 1 . Якщо для функції у = Дх) визначено диференці

ал (п - 1 )-го порядку d <л 1 ]у, т о  диференціалом п-го порядку d ny 

функції у -/(х) називають диференціал від диференціалу (п - 1 )-го 

порядку, т обто d"y = d (d (n 'V)·

За методом математичної індукції дістанемо

d ny = d ( f " ~ n (x)dxn~1) = f in)(x)dx". (6.36)

Із формули (6.36) випливає вираз для похідної «-го порядку:

/  Зауваження 6.2. Формула (6.36) справедлива при п > 1 тільки у випадку 
незалежної змінної х, тобто диференціали вищих порядків не мають вла

стивості інваріантності форми.
Справді, вже при п = 2, з одного боку, якшо и — незалежна 

змінна, маємо d2y = f"(u)du2, з іншого — для складної функції y-f(u), 

де и = φ(χ), дістаємо

dry = d(f\u)du) =

= d(f\u)du + f'(u)d(du)u) = f ”(u)du2 + f"(u )d 2u, (6.37)

де d2u = y'(x)dx2.

-V2
■ П р и к л а д  6.16. Знайдемо диференціал другого порядку функції у = е . 

Вважаючи х незалежною змінною, за формулою (6.36) дістанемо

d2y = (e~'J )"dx2.

Оскільки

у - -2хе г , у" = -2*ГГ + 4х2е“г = 2«Г’Г (2х2 --1),

то

d2y = 2е~х (2х 2 - \)dx2.

Вважаючи х функцією деякої незалежної змінної, за формулою 

(6.37) маємо

d2y = 2e~x'  (2 х 2 - 1 )dx2 - 2хе~'с d 2x.
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6.5
Застосування похідних 

до дослідження функцій

6.5.1. Основні теореми 
диференціального числення

ТЕ О Р Е М А  б.б 
(Ф е р м а )

І Якщ о диференційовна на проміжку (а, Ь) функція у - Д х ) і 

! досягає свого найменшого або найбільшого значення у 

j внутрішній точці х0 є (а, Ь) цього проміжку, то похідна в 

! ЦІЙ ТОЧЦІ дорівнює нулю, тобто/  (Xq) = 0.

Д о в е д е н н я

Нехай функція у  = /(х ) диференційовна на проміжку (а, Ь) і набуває 

в точці х0 є (а, Ь) свого найменшого значення. Т од і/(х 0 + Δχ) > / (х 0), 

якш о х0 + Δχ є (а, Ь) (рис. 6.4), і Ау - Д х 0 + Δχ) - / (х 0) > 0 при достат-

Δν
ньо малих Δχ незалежно від знака Δχ. Звідси —  > 0 при Δχ > 0 і

Δχ

—  < 0 при Δχ < 0.
Δχ

Переходячи до границі при Δχ —> 0 + 0 і при Δχ -н> 0 - 0, дістанемо

lim  —  > 0 і lim —  < 0 .
Λν->0 + 0Δχ Δ,ν-»о-о Δχ

'За умовою теореми функція у = /(х ) диференційовна в точці х0. Отже,

lim  —  = lim  —  = lim  —  = 0 .
Δ.ν ->0 Δχ Δ.ν ->0 + 0 Δχ Δ,ν->ο-ο Δχ

Це означає, ш о / '(x ) = 0.
Аналогічно можна довести випадок, коли функція у =Д х) набуває 

в точці х0 найбільшого значення.

Теорему доведено.

Г е о м е т р и ч н и й  з м і с т  т е о р е м и  Ф е р м а :  в точці, в якій 

функція набуває свого найбільшого або найменшого значення, що дося

гається всередині проміжку (а, Ь), дотична до графіка функції паралель

на осі абсцис.

ТЕ О Р Е М А  6.7  
(Р о л л я )

j Нехай функц ія^ - Д х ) задовольняє такі умови:

1) неперервна на відрізку [а, й];

2 ) диференційовна на проміжку (a, b); |

І 3 )f(a )= f(b ). ' j

І Тоді існує принаймні одна точка с є  (а, Ь) така, щ о / '(с )  = 0. |

Д о в е д е н н я

Функція у - Д х )  неперервна на відрізку [а, Ь\. Тоді за теоремою 

Вейєрштрасса вона набуває свого найбільшого та найменшого значень.

Позначимо їх max / ( x )  = A/, m i n / ( x )  = т  відповідно. Розглянемо
[я. Ь\ [я. *]

такі в и п а д к и :

1) якшо т  = М, т о /(х ) = М  — стала для вс іхх є [а, Ь\, і за точку с 

можна взяти будь-яку точку з проміжку (a, b);

2) якшо m < М, то принаймні одне зі значень т  або М  досягається 

у внутрішній точці с відрізка [а, Ь], тобто с є (а, Ь). Тоді за 

теоремою Ферма f '(c )  = 0.

Теорему доведено.



Г е о м е т р и ч н и й  з м і с т  т е о р е м и  Ролля :  якщо функція не

перервна на відрізку [а, Ь\, диференційовна в кожній точці (а, Ь) і на 

кінцях набуває однакових значень, т о  хоча б в одній внутрішній точці 

відрізка дотична до графіка функції паралельна осі Ох (рис. 6.5, 6 .6 ).

Зауважимо, щ о всі умови теореми Ролля суттєві. Розглянемо кіль

ка прикладів, в яких ці умови порушуються.

■ П р и к л а д  6.17. Функція у = χ 2, х є |0; 1] неперервна й диферен
ційовна на (0; 1), але /(0) */(1 ). Тому для неї не існує внутрішньої 
точки с є (0; 1), в якій /'(с) = 0 і дотична була б паралельна осі Ох 
(рис. 6.7).

■ П р и к л а д  6.18. Функція у = \ х\ неперервна на [-1; 1] і /(-1) = 
= /(1 ) = 1. Але ця функція не має похідної в точці х = 0, тому не 

існує внутрішньої точки с, в якій похідна перетворюється в нуль 
(рис. 6 .8).

_ . [1 -  Λ', х є (0; 1]
■ П р и к л а д  6.19. Функція у(х) = \ диференційовна

[ 0 , л' = 0

на (0; 1) і /(0) = /(1) = 0. Але ця функція не є неперервною на [0; 1]. 
Тому не існує такої внутрішньої точки с, в якій/'(с) = 0 (рис. 6.9).

ТЕОРЕМА 6.8 
(Лагранжа)

І Нехай функція у = Дх):

І 1) неперервна на [а, Ь] \

І 2 ) диференційовна на (а, Ь).

j Тоді існує принаймні одна точка с є (а, Ь) така, шо

І f ( b ) ~  f  (а ) = у ' (с) (6.38) І
І b - а  І

Д о в е д е н н я  

Розглянемо на [а, Ь) допоміжну функцію

F(x) = f ( x )  - f ( a )  - Δ ^ 1 ζ Ι ^ Ξ Ϊ ( χ  - а).
b - а

Функція у - F(x) задовольняє умови теореми Ролля:

1) неперервна на [a, b] як різниця неперервних на [a, b] функцій

f ix )  і f ( a )  + f ( b ) ~ f{ak x-a)\ 
b -  а

2) диференційовна на (а , b), причому F\x) - f '(x )
b - а

3) F  (а) = f ( a )  - f ( a )  - f { b ) ~ f{ a )  (а - a) = 0,
b - a
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Р о зд іл  ^  Методи й моделі диференціального числення

функції однієї змінної

m  = Д Ь) - Д а )  - Щ  т (Ь - а) = 0,
b - а

тобто F(a) = F{b) = 0.
Отже, за теоремою Ролля існує принаймні одна точка с є (а, Ь) 

така, що F'(c) = 0 , тобто

звідки

Теорему доведено.

Л с )  = т - т

b - а

Г е о м е т р и ч н и й  з м і с т  т е о р е м и  Л а г р а н ж а :  серед усіх 
дотичних до графіка функції у = f(x ) знайдеться принаймні одна пара
лельна січній АВ, що сполучає точки A (a, f  (а)) і В(Ь;ДЬ)) (рис. 6.10).

Оскільки відношення f— є кутовим коефіцієнтом січ-
b - а

ної A B ,a f'(c ) — кутовий коефіцієнт дотичної, проведеної до графіка 
функції, й вони рівні, то січна АВ і дотична до графіка функції, про
веденої в точці с, паралельні.

/  Зауваження 6.3. Теорема Ролля є окремим випадком теореми Лагран
жа, якщо Да) = ДЬ).

Вираз

ДЬ) - Д а) = f'(c )(b  - а), с е  (а, Ь)
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(6.39)

називають формулою Лагранжа, або формулою скінченних приростів.
Її можна записати інакше. Очевидно, шо с = а + Q(b - а), де Θ є  (0; 1). 
Тому f ( b ) - f ( a )  = f\a + Q(b - a))(b - α), Θ є (0; 1). Поклавши а = х, 

h - x 0 + Ax, дістанемо

Ay = f ( x  + Ах) - Д х )  = f '(x  + ΘΔχ)Δχ, 0є(О;1). (6.40)

ТЕ О Р Е М А  6 .9  
(К о ш і)

Нехай функції у = f(x) і у = g(x):

1) неперервні на [а, 6 |;

2 ) диференційовні на (a, b), причому g\x) # 0  в усіх 
точках х є (а, Ь).

Тоді існує принаймні одна точка с є (а, Ь) така, шо

Д Ь ) - Д а )  _ f\c) (6 41)

І g(b) - g(a) g'(c)

' Формулу (6.41) називають формулою Коші, або узагальне
ною формулою скінченних приростів.

Д о в е д е н н я

Спочатку зауважимо, що g(b) = g ( a ) *  0, оскільки в противному 
разі за теоремою Ролля для функції^ = g(x) знайдеться принаймні 
одна точка с є (а, Ь) така, шо g'(c) = 0 . А це суперечить тому, що 
g'(c) 0  в усіх точках проміжку (а, Ь).

Розглянемо допоміжну функцію

F(x) = f ( x )  - Д а )  τ; — - £<«))· 
g(b) - g(a)

Очевидно, що у = F(x) задовольняє всі вимоги теореми Ролля:

1) неперервна на [а, Ь\ як різниця двох неперервних функцій Дх) і

/ (g) + / S ~ 7 T (g (x )- g(fl));g(b) - g(a)

2) диференційовна на (а, Ь), причому F\x) = f\x) - g'(x)'·,
g(b)-g(a)

3) F(a) = F(b) = 0.



Отже, за теоремою Ролля існує принаймні одна точка с є (а, Ь) 
така, шо F\c) = 0, тобто

g ib )-  g ia)

Звідси, оскільки g '(c) *  0, дістанемо формулу Коші 

f ( b ) - f ( a )  _  f ( c )

g(b) - g(a) g'(c) 

Теорему доведено.

, с є (а\ Ь).

</ Зауваження 6.4. Теорема Лагранжа є окремим випадком теореми 
Коші, якщо g(x) = X.

6.5.2. Формула Тейлора

Один з основних принципів математики — подання складного че
рез простіше. Формула Тейлора саме й реалізує цей принцип. Довільні 
функції, що задовольняють умови теореми Тейлора, з достатньою точ
ністю можна подати у вигляді многочлена л-го степеня. Многочлени 
є найпростішими елементарними функціями, над якими зручно вико
нувати арифметичні дії, обчислювати значення в будь-якій точці. 
Формула Тейлора — одна з основних формул диференціального чис
лення й має широке застосування.

ТЕ О Р Е М А  6.10

j Нехай функція у - f(x )  має в точці х0 та деякому її околі j 
І похідні до (п + 1)-го порядку. Нехай х  — деяке значення І 

І аргументу з цього околу х0. Тоді існує таке число Θ є (0; 1), ί 
{ що справедлива формула j

І / ( * )  = / ( * о )  + - |*θ) ( *  - * о )  + I

Ґ "  + ,)(х0 +Є(х χο))(χ _ Χο)* + ι (6.42) І

(« + D!
І або в короткій формі

/<х)= £ ^ ^ < х - х 0>* +*,(*>■ (6.43)
* = о

Д о в е д е н н я

JL  f(*>( 

~к\

n γ \
Розглянемо многочлен р„(х) = -—  ° -(х - хо)к■ Його наги

дь О

вають многочленом Тейлора п-го степеня для функції у = f(x ) у точці х0.

Позначимо через Rn(x) = f(x )  - pn(x) залишковий член у формулі Тей

лора. Тоді f(x ) = рп(x) + R„(x). Теорему буде доведено, якщ о встанови-

П , „ / ('' + 1)(^0 + θ (*~ *θ ) ) , „  „ ЧИ + І
ти, що Rn(x) = ------ f — — ----- —  (X  - х0) ·

(η + 1)!

(χ — X )" + *
Оцінимо значення члена R.,(x) = —----— ,—  г(х), де r(x) — шука-

(/; + 1)!

на функція. Зафіксуємо значеннях з указаного околу. Для визначе

ності покладемо х > х0, позначимо через ί змінну величину t є [х0, х\ і 

розглянемо на відрізку [х0, х] допоміжну функцію

F(t) = /(х ) - f ( t )  - ^ - f ' ( t ) - ^ Л О  - · ■· -

η +1

_ { x _ j L f W {t)_ (x {) r ix ).
//! (« + 1)!

Очевидно, що F i t )  на [х0, х] задовольняє вимоги теореми Ролля. 
Вона неперервна на відрізку [х0, х] і диференційовна на проміжку 
(х0, х), причому легко переконатися, що

F'(t) = - (Х ~ / (', + 1)(0+ {X ~-~-r(x) і F(x0) = F{x) = 0.
п\ п\

Тому за теоремою Ролля існує така точка с є (х0, х), що F 'ic ) = 0, 
тобто

_ j x - с ) "  у(„+ о(с,) + {χ ~ с;)_ ;.(Х) = о 

/;! //!

або



"(t) = ( £ z £ t fU).
Ч 'п\ п\

Отже, г(х) = / ("+ '\с).

Таким чином, функція г(х) визначена й /?,,(х) = ---- — (.у - х0)" + |.
(п + 1)!

Оскільки c = х0 + θ(χ - х0), де Θ є (0; 1), то

д (х) - / (" Л )(-У» +9(л--л-0)) ,

(// + 1)! ( Х ~ Хо) \ (6.44)

Такий запис залишкового члена формули Тейлора називають за
лишковим кленом у формі Лагранжа.

Я кш о/(л+ п(х) при х х0 обмежена, то, очевидно, залишковий 
член Rn(x) при х -> х0 — нескінченно мала функція вищого порядку 
порівняно з (х - х0)л, тобто

І Rn(x) = о((х - х0У ) при х -> х(). (6.45)

Такий запис залишкового члена формули Тейлора називають за
лишковим членом у формі Пеано.

6.5.3. Формула Маклорена.
Розвинення деяких елементарних функцій

Формулою Маклорена називають формулу Тейлора, в якій х() = 0:

' m  - т +;:+ + К ( х ) і(ЬМ)

Залишковий член має вигляд:

г(н +1)

1) У формі Лагранжа Rn(x) =  --- —̂ -х" + 1, 0є(О; 1);
(/; + 1)!

2) у формі Пеано Rn(x) = 0 (xn), х -> 0.

Розглянемо розвинення деяких елементарних функцій за форму
лою Маклорена.

1. Розвинемо за формулою Маклорена функцію f(x) = ех. 
Оскільки

/ ( х )  = / ' ( * )  = ··· = / (" + 1)(v) = ех, 

/(()) = / ' ( 0 ) = . . .  = / (" + 1)(0 ) = 1,

ТО

, . X  Х~ X  X  / п \
Є — І + — + —  + —  + ... + —- + о(х ). 

1! 2 ! З! п\
(6.47)

2. Розвинемо за формулою Маклорена функцію/(x) = sin х. 

Оскільки

/ (л)(х) = sin 

/<">(()) = sin

x  + η -

j 0 , /i = 2 m,

[(-!)"', η = 2m + і,

то

X у X 5 X 7 , 1ч

sln ' ' r  · 5 !  7! ' ' ' "  ЙЙТІ)!

„2m . I
X +o(x2m + 2). (6.48)

3. Розвинемо за формулою Маклорена функцію/(x) = cos x. 

Оскільки

то

/< "> (x ) = COS 

/ (и)(0 ) = cos

π
χ + η —

2

f π Λ
II —

ν 2 ,

[ 0 , и — 2m - 1,

І(-1)"/2, η = 2m, m = I, 2, 3, ...,

s ■> 4 6 2 m

!cos x = , _ iL  + L·. _ L·. + ... + (-1Γ  Λ —  + o(x2m + 1). (6.49)
2! 4! 6 ! (2m)'.

4. Розвинемо за формулою Маклорена функцію/(χ) - (1 +х)ос, 

а є R.
Оскільки



Р о зд іл  /Г Методи й моделі диференціального числення

U  функції однієї змінної

f°'\ x) = α(α - 1)...(α - п + 1)(1 + х)“~",

/ {п)(0) = α(α - 1)...(α -п + 1),

ТО
,, . α  α (α - 1) ?
(І + х)" = 1 + — х + —- ■ χ- + ...+

α(α - 1)...(α - η + 1) ,, , ,,4
+------ —-------χ"+ο(χ"). ; (6.50)

У випадку, коли α = η, n e N ,  / (п+ п (х) = 0 і Лп+ ,(х) = 0, дістанемо 
формулу бінома Ньютона

,| ;  = 1 + *■’ (6.51)

5. Розвинемо за формулою Маклорена функцію /(х) - 1п(1 + х), 
х > 0 .

Оскільки

(1 + х )п

/ ( 0 ) = 0 , /<">(0 ) = (-!)"-'(// - 1)!,

то

1п(1 + х ) = χ - 1 χ 2 + -^х3 - .. .  + —(- 1)"-1 х" + о(х").- (6.52)
2 3 п

6.5.4. Застосування формули Маклорена 
до обчислення границь

Формули Тейлора й Маклорена дають змогу подати функцію у =/(х) 
у вигляді многочлена, коефіцієнти якого обчислюються достатньо 
просто. Ці формули широко використовуються й для наближених 
обчислень різних функцій. При цьому похибка обчислень оці
нюється за залишковим членом у формі Лагранжа. Формулу Мак
лорена часто використовують для обчислення границь. Наведемо 
приклади.

П р и к л а д  6.20. Обчислимо границі:

0  lim sin V~A ; © l i m ·*’ " 72 cos Λ'
Λ-->0 д-3 ’ -ї->0 д·3 sin X

©  Використаємо наближену формулу (6.48):

X 3 ,  4 v

,. s i n x - x  ,. 
l im--- г-- = l im ----—
,ν-Η.0 χ-3 λ ->0 Д'3

Ι  + ̂ 1 )
.. 3' v3 1 ,· ο(χ ) 1

= lim ——--- —  = + lim —
λ -»ο 1 3! -ν-»0 д 6

(2) Використаємо наближені формули (6.47)—(6.49):

2 4 2 4

-fn 1- — + — + ο(-ν4)-1 + 4 - - ^ Γ
|im « · ' · - « » »  = I im--- 2---L ---------- 2_ _ 2±

-v-»o Д sin X *-><> xJ (x+ o(x ))

x 4 . 4, 1 + ^ · '·4)
- .  + 0<x ) Π  + 1

= lim ---- j— = l im -- —— = —
-t-*o χ 4 + o(x ) ' '° o(x ) 12

+ „4

6.6
Застосування похідної до обчислення границь

6.6.1. Правила Лопіталя.
0 . x

Розкриття невизначеностей типу — і —

У процесі дослідження функцій часто виникає потреба знаходити 

f  (^)
границю дробу ·— , коли чисельник і знаменник при х х0 одно-

g w

часно прямують до нуля або до нескінченності. Знаходження таких 
іраниць називають розкриттям невизначеностей.
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Найпростішими й найефективнішими методами розкриття невиз
наченостей є правила Лопіталя.

Т Е О Р Е М А  6.11  
(перше правило Лопіталя)

Нехай функції у = Дх) i.y = g(x) визначені й диференці- І 
йовні в околі деякої точки х0, за винятком, можливо, са- <

мої точки х0. Нехай існують lim /(х ) - lim g(x) - 0 і
Λ —> Λ'ο -V —» Λ ο

i g(x) φ 0. Тоді, якщо існує границя (скінченна або нескінчен- ■

4 1· f\x) ■ ,· f (x )  ■
на) lim  —,— , то існує фаниця lim  -— - і виконується

'  >·'<.£ ( х )  ' ’ 4g(x)

ї рівність

lim  — -V) = lim  /  * (6 .5 3 )
' ·'« g(x) ' · 'o g (x)

Д о в е д е н н я

Функції у = Дх) і у = g(x) диференційовні в околі точки х0. Тоді 
вони неперервні в околі точки х0, за винятком, можливо, самої точки 
х0. Довизначимо функції в точці х = х0. Нехай Дх0) =g (x0). Тоді вони, 
очевидно, неперервні на [х0, х] і задовольняють на цьому відрізку умо
ви теореми Коші. Тому існує точка с є (х0, х) така, що справедлива 
рівність

/ (х )  / ( х ) - / ( х 0) f \ c )
g(x) g ( x ) - g ( x  о) g\c)'

Переходячи до границі в останній рівності, маємо

lim  Δ ϊ 1 = lim  L S S l= iim Z M .
^  'og(x)  -v  ̂'o g (c )  -V-».V0 g'(x)

Теорему доведено.

✓ Зауваження 6.5. Теорема 6.11 залишається справедливою й при х —> Хд - 0
або х -> х0 + 0 , тобто у випадку однобічних границь.

П р и к л а д  6.21. Обчислимо границю lim
x - sin χ

о tg ,ν - sin X

У чисельнику й знаменнику дробу стоять функції, диференційовні 
й нескінченно малі при х —> 0. Границі існують. Маємо невизначеність

типу І — j. Застосуємо правило Лопіталя:

.. v - sin х  ( 0  ̂ .. 1 - cos х
l im --------- = - = lim — =-------
v->o tg x - sin x ( 0 1  v-»o

cos2 V
- cos V

(1 - cos x)cos2 x .. cos2 V
l im -------- 7---- = l im -------------5—
V ->0 1 _ cos V -v -»° 1 + COS X + COS" X

/  Зауваження 6.6. Твердження теореми 6.11 залишається справедливим, 

якщо х0 = +оо(оо). Справді, візьмемо х0 = оо і зробимо заміну: t = — і

Fit) = / , Git) = g - |. Тоді

(\

' J = i i m  /'<*>
g(x) :^ «G (t) r->0G'(t) ' <0_ · '( 1 І д -> , я ( л)

Т Е О Р Е М А  6.12  
(друге правило Лопіталя)

j Нехай функції у = Д х) і у = g(x) диференційовні в деякому j 

І околі точки х0, за винятком, можливо, самої точки х0, і j

lim  / ( x )  = lim  g(x) = χ, g'(x) t  0. Тоді, якщ о існує гра- і
·' ► 'о ' * 'о

.. f i x )  ■ .. /  (.V) .
Р ниця lim  ■■ , то існує границя lim  1 і справд- з

' > 'og(x )  д->д0 g(x)

І жується рівність

lim Δ Ξ Ι  = lim Δ ί ϊ .
-ν-.ν„ g(x)  ' *'0 g (x)

/  Зауваження 6.7. Якщо для похідних у = /'(х) і у = g'(x) виконуються 
умови теореми 6.12, то правило Лопіталя можна застосувати повторно:

1ітЛ£)= ш т =
' ·> g(x) ' g ( ' )  ' · '· g (V)



П р и к л а д  6.22. Обчислимо границю lim — , де п є N.
' ех

У чисельнику й знаменнику дробу стоять функції, диференційовні 
й нескінченно великі при х —> оо. Границі існують. Маємо невизна

ченість типу І — І. Застосуємо правило Лопіталя п разів:
тс

lim
.V—>+·/■■ Q

х" ос Ί .. НХп 1 І СС
= lim  -----

= lim
п(п - 1)х" 2 _  f сс} _  _  п(п - 1)(/і - 2)...1 _  q

/  Зауваження 6.8 . Формула (6.53) справедлива тільки тоді, коли грани
ця в правій частині рівності існує. Бувають випадки, коли границя, що 
стоїть у лівій частині рівності, існує, але водночас границя, що стоїть 
у правій частині рівності, не існує. Наведемо приклад.

П р и к л а д  6.23. Обчислимо границю lim
-V -> у

Ця границя існує й дорівнює 1.
Справді,

х + sin х

, x + sm x , ..
lim  --------  = lim

sm x 
1 +---

x

Але відношення похідних

(х + sin х)' 1 + COS X
1 + cos x

(x)' 1

при х —> оо не прямує ні до якої границі, а коливається між 0 і 2 .

6.6.2. Розкриття невизначеностей 

типу 0 · χ, X - X, 0°, Х°, 1

X
Невизначеність типу 0 · оо зводиться до невизначеностей типу —

,  о
або — за допомогою таких перетворень:

f(x )g (x ) = f { x ) : -l· — , f(x)g(x) = g (x ): — і— .
£ (* )  f i x )

П р и к л а д  6.24. Обчислимо границю:

lim  І χ
χ~*κ/2

ctg 2χ = (0 сс) = lim  Л У 2 =
x—tn/2 tg 2x 10

= lim  --^---= — lim  cos2 2x = —.
χ~>π/2 2 2 τ->π/2 2

cos2 2x

Невизначеність типу оо -  оо зводиться до невизначеностей типу

або — за допомогою перетворення

f ( x ) - g ( x )  =
1 1

g(x) f ( x )  

П р и к л а д  6.25. Обчислимо границю:

1

f (x )g (x )

lim  І ctg2 χ — ί- I = (оо - оо) = lim
.х->0

X 2 cos2 X - sin2 X

lim
л:™>0

•v->0 X 2 sin2 X

X COS X + Sin X X  COS X - sin X

x xsin X

Границю першого співмножника знайти легко:

sin χX COS χ  + sin X 
l im ------------- = lim

>0
COS X + - = 2,

а до другого — застосуємо правило Лопіталя:

lim
.v->0

X COS χ  - sin X

X sin X
= lim ■

-x sin x

^ O s i n 2 x + 2x sin xcos x

_-l______ __J_

1 3'
+ 2 cos x

= lim

Отже, шукана границя

11 Грисенко Μ. В.



Невизначеності типу 0°, оо°, 1“ за допомогою  перетворення 

(/(·*))*W = eg(x)Xn^ x) зводяться до невизначеності типу (0  · оо) в п о

казнику.

П р и к л а д  6.26. Обчислимо границю:

lim v In .v

lim x ν = (0°) = lim c'A 1η v = c' = exp
.v —> 0+ .v-»0+

lim
ln x

.v —> 0+ 1/х U J

exp
.. 1/х
lim ———

.v—>0+ -1
= exp - lim x

.v-»0+

U λ
= e - 1.

П р и к л а д  6.27. Обчислимо границю lim (tg x )2cos v = (oc°).
.γ-> π /2

Оскільки

(tg x)2cos v = e2cos -v Л‘ = exp
2 ln tg .v 

1

COS Λ

lim

1 I

21n tg  χ оо
= 2 lim

π

tg x  cos2 X
1 ос sin X'

cos χ
2

COS2 Λ'

= 2 lim
1

tg A Sin .V
= 2 lim

COS Λ

sin2 .V
= 0 ,

то шукана границя

lim (tg x)2cos v = </’ = 1.
χ->π/2

■у e'-l-.v
П р и к л а д  6.28. Обчислимо границю lim (l + .v“) =(1х).

Оскільки

(І + д·2)1’'-1-' = е е*-1-х
- 1п(1 + Xі )

lim
х —* 0

1п(1 + л2)

1- х
= lim

л- 0

2х

1 + А·2

trv - 1
= lim

Λ —v0

2x

(1 + x )(ex - 1)

= lim

то

л->о^л(і + χ ) + (ex - l)2x

і

= 2 ,

6.7
Дослідження функцій 

і побудова Їхніх графіків

6.7.1. Умови монотонності функції

З ’ясуємо, як за відомою похідною функції можна робити виснов

ки про зростання (спадання) самої функції на даному проміжку.

Т Е О Р Е М А  6.13  
(ознака монотонності функції)

І Якщ о функція у - /(х ) диференційовна на проміжку (a, b), !

І то:

1) п ри /'(х ) > 0 вона зростає на (а, Ь)\

2 ) при f'{x ) < 0 вона спадає на (а, Ь).

Д о в е д е н  ня

Нехай заради визначеності / '( * )  > 0 на {а, Ь). Виберемо дві до

вільні точки х, і х2 є (а , Ь), причому Х! < х2. Тоді на відрізку [х,, х2\



для функції f ix )  виконуються всі умови теореми Лагранжа, внаслідок

ЯКОЇ

f (x 2) - f ix l) = Ґ (с ) іх 2 - х ,), с є {a, b).

За умовою теореми / '( с )  > 0 і х2 - х, > 0. Тоді / ( х 2) - / (х ,)  > 0, 

тобто f (x 2) > / (х ,) , а це означає, щ о функція зростає на (а, Ь). 

Аналогічно доводиться випадок, коли f i x )  < 0 на ia , Ь).

6Л.2. Умови локального 
екстремуму

^  Означення 6 .1 2 . Точку jcq називають точкою локального мінімуму 
функції у = f(x ), якщо при всіх х * х0 у деякому околі точки jc0 
виконується нерівність f ix )  > / (х 0).

Точку х0 називають точкою локального максимуму функції 
У = f ix ) , якщо при всіх х ї  х0 у деякому околі точки х0 виконується 

нерівність f ix )  < f (x 0).

Точки локального мінімуму й локального максимуму називають 

точками локального екстремуму, а значення функції в цих точках — 

її екстремумами.

ТЕ О Р Е М А  6 .14  
(необхідні умови локального екстремуму)

І Якщ о функція у = f(x )  диференційовна в точці Xq і має в | 

j цій точці локальний екстремум, то / '( х 0) - 0 .

Д о в е д е н н я

За означенням локального екстремуму існує такий δ-окіл точки 

* 0 : (х0 - δ, * 0 + δ), в якому значення функції / ( х 0) є найбільшим або 

найменшим. Тоді за теоремою Ферма похідна функції в цій точці до

рівнює нулю, тобто f i x 0) = 0 .

Теорему доведено.

Г е о м е т р и ч н и й  з м і с т :  у точках локального екстремуму до

тичні до графіка функції у = f ix )  паралельні осі Ох (рис. 6.11).

/  Зауваження 6.9. Якщо /'(*о) = 0, то звідси не випливає, що х0 — 
точка локального екстремуму. Наприклад, для функції у = х 3 маємо 
f ix )  = Зх2 і /'(0) = 0. Але х0 = 0 не є точкою локального екстремуму 
(рис. 6 .12).

/  Зауваження 6.10. Точка х0, в якій функція недиференційовна, також 
може бути точкою екстремуму. Наприклад, функція у - |х| не має по
хідної в точці х0 = 0 , але ця точка є для неї точкою локального мініму

му (див. рис. 6 .8).

Таким чином, теорема 6.14 дає необхідні, але не достатні умови 
локального екстремуму.

Точки, в яких похідна дорівнює нулю, називають стаціонарними. 
Стаціонарні точки, а також точки, де похідна функції не існує, нази
вають критичними точками першого роду, або точками можливого ек
стремуму.

Нехай є точкою можливого екстремуму для функції у = fix).

ТЕ О Р Е М А  6.15
(достатні умови локального екстремуму першого типу)

І Нехай функція у = fix ) неперервна в деякому околі точки J 
1 Xq, диференційовна в цьому околі, за винятком, можливо, f 

самої точки х0. Тоді:

1) якшо в точці Xq похідна змінює свій знак з «+» на «-», f 
1 то х0 — точка локального максимуму;

2 ) якщо в точці х0 похідна змінює свій знак з «-» на (
«+», то х0 — точка локального мінімуму;

3) якшо f ix )  не змінює свого знака в околі точки х(), то j 
1 задана функція не має локального екстремуму в точці х„.



До в е д е н н я

Нехай заради конкретності похідна змінює свій знак з «-» на «+», 
тобтоҐ (х ) < 0  при х є (х0 - δ, х0) і f'{x) > 0  при х є (xq, х0 + δ).

Розглянемо спочатку випадок, коли х є (xq - δ, Xq). Застосуємо 
формулу Лагранжа до функції у - /(х) на відрізку [х, х0]. Маємо 
Дх) -/(х0) = f{c )(x  - Xq), с  є  (х 0 - δ, Xq).

Оскільки зліва / '(c) < 0 і х - х0 < 0, то /(х) - /(х0) > 0, тобто 
ДХ) >/(х0) ПРИ X Є (Хд - δ, Xq).

Застосовуючи теорему Лагранжа до функції у =Д х) на відрізку 
[х0, х], у випадку, коли х є (х0, + δ), дістанемо

Д х) - Д х0) = Ґ (с ) (х- х0), с е  (х0, х).

Оскільки справа / '( с )  > 0 і х - х0 > 0, то /(х) - /(х0) > 0, тобто 
Д х) >/(х0) для всіх х є (х0, х0 + δ).

Отже, для всіх х є (х0 - δ, х0 + δ), х ̂  х0 виконується умова локаль
ного мінімуму.

Випадок локального максимуму (якщо знак/'(*) змінюється з «+» 
на «-») доводиться аналогічно.

Якщо, переходячи через точку Хц, похідна f '(x ) не змінює знака, 
то функція є монотонною на (xq - δ, Xq + δ) і, отже, не має локального 
екстремуму В ТОЧЦІ Xq.

Теорему доведено.

Т Е О Р Е М А  6.16  
(достатні умови локального екстремуму другого типу)

І Нехай х„ — стаціонарна точка для функції у =Дх) і функ- j 
I ція має в точці х0 похідні до (я + 1)-го порядку ВКЛЮЧ- І 
j но, причому / (п+|)(х) неперервна в точці х0. Тоді, якщо І 

/'(*о) = / " (* 0 ) = ··· = / (п)(*о) = °, а / (л+1)(х0) * 0 , то при |
І парному п + 1 точка Xq є точкою локального екстремуму, |
I причому, Я К Щ О /(л+ ''(Хц) > 0, то  т о ч к о ю  локального мініму- І 

І му, а якш о/(л + (̂Xq) < 0  — точкою локального максимуму. І 
j При непарному п + 1 точка х0 не є точкою локального ек- | 
j стремуму.

Д о в е д е н  ня

Оскільки /'(.Xq ) — /"(х 0 ) = ...= / (л)(хо) = 0, то формула Тейлора 
для функції /(х) в околі точки х0 має вигляд

0 < Θ < 1,
(и + 1)!

ибо
Wn + П/.. . «/.. .. чч

+1/ (”+1)(х0 + θ(χ-χ0))
/ (х )- / (х 0) =----- -------- —  (х-х0)

(п + 1)!

Похідна / <л + "(х) неперервна в точці х0, отже, існує такий δ-окіл 

цієї точки (х0 - δ, х0 + δ), в якому / <л+ !)(х) зберігає знак. Зважаючи, 

шо х є (х0 — δ, jCq + δ), маємо (χ - х0)(л+ υ > 0, якщо η + 1 парне. Якшо 

f (n+ υ (χ0) > 0, το J in+ υ (χ0) > 0 при х є (х0 - δ, х0 + δ), а тому Д х) - 

-Дхg) > 0, або Дх) >Д хq), при всіх х є (х0 - δ, х0 + δ), а це означає, що 

х0 є точкою локального мінімуму.

Випадок/<л+ ’^Xq) < 0 досліджується аналогічно.
Якщо η + 1 непарне, то вираз (х - х0)л+1 змінює свій знак на про

міжках (х0 - δ, х0) і (xq, Xq + δ). При цьому на цих проміжках змінює 

свій знак і різниця Дх) - Д х0). Отже, точка х0 не є точкою локально

го екстремуму.
Теорему доведено.

/  Зауваження 6.11. Найчастіше теорема 6.16 використовується для ви
падку, коли η = 1. Якш о/'(х0) = 0 (точка х0 стаціонарна), а/"(д^) * 0, то 
в точці х0 буде локальний мінімум при f ”(xо) > 0 і локальний максимум 

п ри /"(^ ) < 0 .

6.7.3. Умови опуклості 
й точки перегину графіка функції

ρ* О значення 6 .1 3 . Графік функції у = Д х) називають опуклим униз 
(рис. 6.13), якщо він розміщений не нижче за довільну дотичну, про

ведену до графіка функції на (а, Ь), і опуклим угору (рис. 6.14), якщо 

він розміщений не вище за довільну дотичну, проведену до графіка 

функції на (а, Ь).

ТЕ О Р Е М А  6.17

! Якщо функція у  = Дх) має на (а, Ь) другу похідну й | 
/"(Xq) > 0  на (а, Ь), то графік функції опуклий униз на (a, b). j 

І Якщо/"(х0) < 0 , то графік функції опуклий угору на (a, b). J



о

Д о в е д е н н я

Рис. 6.14

Розглянемо випадок/"(*0) > 0 на (а, А)· Нехай с — довільна точка 
проміжку {a, b) і рівняння дотичної, проведеної до графіка функції 
у = f{x), що проходить через точку М (jc0;/(х0)) із кутовим коефіцієн
том k = f ' ix 0), має вигляд

Уд = /(*о ) + /'(*„)(*  - *0). (6.54)

Розвинемо функцію .у = f ix )  в околі точки х0 за формулою Тейло
ра. При п = 1 для всіх х є (а, Ь) існує с є (а, Ь) таке, що

f i x )  = f iX())+ f  \*°\χ - χ0) + ^ Jp - ix  - χ0)2 ■
1!

Віднімаючи (6.54) від (6.55), дістанемо

Д х ) - Ул = г ш і ^ 1

(6.55)

(6.56)

За умовою теореми f" (x 0) > 0 на (а, Ь). Отже, права частина рівності 

(6.56) невід’ємна, тобто f(x ) > у  для всіх х є (а, Ь). Ця нерівність 

доводить теорему: графік функції скрізь на проміжку (а, Ь) лежить не 

нижче за дотичну в довільній точці цього проміжку.

β* О зн ачення 6 .1 4 . Точку Л/0(х0; / ( х 0)) називають точкою перегину 

графіка функції у = f ix ), якщо в цій точці графік має дотичну й

існує такий окіл точки х0, у межах якого характер опуклості гра- 

фіка різний (рис. 6.15).

У точці перегину дотична перетинає графік функції, оскільки 
пін переходить з одного боку дотичної на інший («перегинається» 
через неї).

ТЕ О Р Е М А  6.18  
(необхідн і умови точок перегину)

Нехай графік функції перегинається в точці Л/0(х0; /(xQ)) і | 
функція у = f ix )  має в точці xQ неперервну другу похідну. І 

і Тоді /"(х0) = 0. І

До в е д е н н я

Припустимо протилежне, тобто f " (x 0) *  0. Тоді існує окіл точки 
х0, в якому/ " ( х 0) > 0 або f"{x 0) < 0. Але тоді за теоремою 6.17 графік 
функції має певний напрям опуклості в цьому околі, що суперечить 
умові теореми, оскільки в точці х0 графік функції перегинається. Ця 
суперечність доводить теорему.

/  Зауваження 6.12. Не завжди умова f i x 0) = 0 означає наявність точки 
перегину графіка функції у = fix). Наприклад, функція у = х 2п не має 

перегину в точці х0 = 0 , хоча у" = 2п(2п - l).v2''-2; /'(()) = 0 (рис. 6.16). 

Тому рівність f ix q )  = 0 є необхідною, але не достатньою умовою точки 
перегину.



Точки, в яких /"(χ0) не ІСНУЄ аб° / "U 0) = о, називатимемо кри
тичними точками другого роду. В кожній такій точці необхідно додат
ково дослідити питання про існування перегину.

ТЕ О Р Е М А  6 .19  
(достатні умови точок перегину)

і Нехай функція у =/(х) у деякому околі точки х0 має другу |
І похідну різних знаків зліва й справа від точки х0. Тоді точ-1

І ка х0 є точкою перегину графіка функції у =f(x). |

Д о в е д е н  ня

Унаслідок теореми 6.17 напрями опуклості графіка функції зліва й 
справа від точки jcq є різними. Тоді за означенням точка х0 є точкою 
перегину графіка функції у =/(х).

Теорема 6.19 справедлива й для випадку, коли f " (x 0) існує в дея
кому околі точки Xq, за винятком, можливо, самої точки х0, і існує 
дотична до графіка функції в точці х0.

■ П р и к л а д  6.29. Розглянемо функцію f(x ) = Ух = х1/3.

Обчислимо похідні:

/ ' ( а )  =  | х ~ 2/3 =  — i= = , f " (x )  =  - - Л “5/3 =  ■
З 3^ 2 - 9

У точці х = 0 похідні не існують; у точці х = 0 дотична збігається з 
віссю Оу. Але графік цієї функції має перегин у точці (0; 0) (рис. 6.17),

2
оскільки знаки /" (х ) = ---=  різні зліва й справа від точки х = 0 .

9%/х5

6.7.4. Асимптоти графіка 
функції

Часто виявляється, що графік функції необмежено наближається 
до деякої прямої. Такі прямі називають асимптотами. Необмеженість 
наближення графіка функції до асимптоти означає, що відстань від 
ірафіка до цієї прямої (довжина перпендикуляра, опущеного з довіль
ної точки графіка на пряму) прямує до нуля.

Означення 6.15. Пряму х - а називають вертикальною асимпто

тою графіка функції у- /(х), якщо хоча 6 одна з границь lim /(х)
,ν —> а - 0

або lim / (х) дорівнює +<» або -оо. Вертикальні асимптоти відпо-
х -> а + 0

відають точкам розриву другого роду.

■ П р и к л а д  6.30. Для функції у = е1/л обчислимо однобічні границі в 
точці х = 0 :

lim е1/х = є-' = 0 , lim el'x = = оо.
лс —> 0 — 0 д;-»0+0

Отже, х = 0 — вертикальна асимптота.

т  Означення 6.16. Пряму y = kx + b називають похилою асимпто
тою графіка функції у = /(х) при х —> ±<», якщо її можна подати у 
вигляді

/(x) = kx + b + а , (6.57)

де а(х) —> 0  при х —> ± оо .

У випадку горизонтальної асимптоти кутовий коефіцієнт прямої 
к = 0.

Поділимо обидві частини рівності (6.57) нах:



f i x ) , b а(х )  
к + — + — —

X X

і, перейшовши до граниш при х  - » о о , дістанемо

lim f i x )
= lim

Λ - *  зг χ  Λ —> яг.

b α(χ)
k + — + ■ 

x x
= A,

k = lim
/(-v)

•v > ' X
(6.58)

lim ( f (x )  - kx) = lim (kx + b + a(x) - kx) = lim (b + a(x)) = />,

b = lim  (/(.v ) - b  ). (6.59)

6.7.5. Схема дослідження функції 
й побудова її графіка за допомогою похідної

Уміння знаходити значення аргументу х, при яких дана функція 
у = f(x )  має екстремуми, можна використати для побудови графіка 
функції, що точно характеризує на даному проміжку зміну функції в 
разі зміни аргументу. За допомогою розглянутих вище методів можна 
встановити певне число «опорних» точок, які характеризують даний 
графік. Для побудови графіка функції у = f(x ) потрібно здійснити такі 
кроки:

1) знайти область визначення функції;

2 ) дослідити функцію на парність, непарність, періодичність;

3) знайти точки перетину з осями координат (із віссю Ох покладе
мо у = 0, із віссю Оу — х - 0);

4) знайти асимптоти графіка функції (якщо вони існують);

5) знайти першу похідну у '(х), проміжки монотонності, критичні 
точки першого роду, екстремуми функції та значення функції в 
точках екстремуму;

6 ) знайти другу похідну у "(х), напрями опуклості графіка функції, 
критичні точки другого роду, точки перегину графіка;

7) побудувати графік функції за результатами дослідження.

П р и к л а д  6.31. Побудуємо графік функції у = х2е Л .

1. Область визначення функції D(y) = R.

2. Оскільки у(-х) = (-х)2е~(~хГ = х 2е~г = у(х), то функція парна, 

її графік симетричний відносно осі Оу.
3. Точки перетину з осями координат: х = 0, у = 0.
4. Вертикальних асимптот немає, оскільки функція неперервна. 

Знайдемо інші асимптоти:

, .. f(x ) .. х2е ^ х ( то
k = lim --- = l im ------= lim —- - 1

д -> / v \ · < x  л · > ' 00
= lim — j- = 0, k = 0 ; 

2xe

2 0

b = lim(/(.v) - kx) = l im(x2e_ v2) = lim = lim — = 0 .
X  -» *  X  -» X - *  ac· e *T  χ  —> ce 2 x e 3C

Отже, рівняння горизонтальної асимптоти у = 0 (вісь Ох)
5. Знайдемо критичні точки першого роду (точки можливого екст

ремуму). Для цього обчислимо першу похідну функції:

/(.*) = 2 .vt?~+ х 2<ГЛ' (-2х) = 2х<?“ 'ґ!(1 - дг) =

= 2xe x'  (1 - х )(1 + x) = -2хе ^  (x - 1)(jc + 1).

Стаціонарні точки знайдемо з умови у' = 0. Ця рівність виконуєть
ся при х, = 0 , х2 = 1, х3 = -1.

Обчислимо тепер значення функції, що відповідають добутим зна

ченням: ,у(0) = 0, >>(-1) = (—І)21?-1 = 1/е, _у(1) = е~1 = \/е. Результати до

слідження зручно подати у вигляді таблиці:

X (-«; -і) -1 ( і; 0 ) 0 (0 ; і) 1 (1; +<*>)

У' + 0 - 0 + 0 -

У \/е \ 0 Me \

loc шах loc min loc max

6 . Знаходимо критичні точки другого роду — це точки, в яких у" не 

існує або у ” - 0. Обчислимо другу похідну функції: у" = 2е х'(2х4 - 

~5х2 +1), причому у" = 0 при 2х4 - 5х2 + 1 =0. Отже, критичні точки 

другого роду



_ -V> + >/І7 . V>- VT7
Л і —-------- , Хї — ------- ,

1 2 2

-V5 - л/Ї7 V> + VT7д - ------- Λ· - -----
2 4 2

Перевіримо знак другої похідної на проміжках. Результати запише
мо в таблицю:

X (-оо; х ,) *1 (*Р *2) *2 (*2; *з) *3 (χ3; χ4) *4 U4; +°°)

У" + 0 - 0 + 0 - 0 +

У U η U η U

m. η. ш. n. m. η.

7. Графік функції побудовано на рис. 6.18.

Контрольні 

іл читання

' " ? ..№ -  ~

Контрольні запитання

1. Щ о таке похідна функції однієї змінної?

2. Яку операцію називають диференціюванням функції?

3. За якими правилами обчислюється похідна суми, добут
ку, частки двох функцій?

4. За яким правилом обчислюються похідна складної функції?

5. Як можна обчислити похідну показниково-степеневої функції?

6. Як обчислюють похідну функції, заданої наявно?

7. Як обчислюють похідну функції, заданої параметрично?

8. Яке формулювання означення однобічних похідних?

9. У чому полягає геометричний зміст похідної?

10. Щ о називають кутом м іж двома кривими? Як його мож
на обчислити?

11. Який вигляд має рівняння дотичної до кривої?

12. Який вигляд має рівняння нормалі до кривої?

13. У чому полягає фізичний зміст похідної?

14. У чому полягає економічний зміст похідної?

15. Яку ф ункцію  називають диференційовною?

16. Щ о називають диференціалом функції?

17. У чому полягає економічний зміст диференціала?

18. Щ о таке мультиплікатор?

19. Якою формулою користуються для наближених обчис
лень за допомогою  диференціала?

20. Як визначаються похідні другого, третього, ..., п-го порядку?

21. Як записують формулу Лейбніца для обчислення похідної 
п-го порядку від добутку двох функцій?

22. Як обчислюється похідна другого порядку функції, зада
ної: неявно; параметрично?

23. Як обчислюються диференціали другого ..., п-го порядку?

24. Яке формулювання теореми Ролля?

25. Яке формулювання теореми Коші?

26. Яке формулювання правил Лопіталя?

27. Як записується формула Тейлора?



28. Який вираз є залишковим членом у формулі Тейлора у 
формі Лагранжа, а який — у формі Пеано?

29. Як записується формула Маклорена?

30. Як розвиваються елементарні ф ункц ії за формулою Мак
лорена?

31. Яка ознака монотонності функції?
32. Які необхідні умови локального екстремуму функції?

33. Які точки називають стаціонарними, а які — критичними 
першого роду?

34. Які достатні умови локального екстремуму ф ункції пер
шого й другого типів?

35. Який граф ік функції називають опуклим угору, а який — 
опуклим униз?

36. Щ о таке точки перегину граф іка функції?

37. Які необхідні умови точки перегину графіка функції?

38. Які точки називають критичними точками другого роду?

39. Які достатні умови точки перегину граф іка функції?

40. Як визначаються асимптоти граф іка функції?

41. За яким алгоритмом можна дослідити ф ункцію  й побуду
вати її графік?

42. Як можна знайти найбільше й найменше значення функції 
на відрізку?

Приклади розв’язування задач

І 1 j Знайти похідну функції у = 2 Ух +

Використовуючи правило диференціювання суми двох функцій, дістанемо

І 2 j Знайти похідну функції у = x 3 cos х.

За правилом диференціювання добутку функцій дістанемо

sin X +

336

у' = x 3(-sin х) + Зх2 COS х = -x3 sin x + Зх2 cos x = х 2(3 cos x - x sin x).

І 3 j Знайти похідну функції у = arct| А-.

За правилом диференціювання частки функцій дістанемо

х 3 —г—-------------------- З х2 arctg х  з 1ч
Λ·2 + 1 _  х  -  Зх (x  + Q arctg х  .

у _  _  д-6 (д-2 + 1)

, х  -  3 (х 2 + l)a rc tg  х

х4(х2 +1)

І 4 j Знайти похідну функції у = л/х2 + Зх + 1.

Введемо допоміжну функцію и = х 2 + Зх + 1. Тоді, очевидно, можна запи

сати у = Ум. За правилом диференціювання складної функції дістанемо

1 1 /т ^  2х + З
у = — =ги = — . (2х + 3) = ·

2Ум 2 Ух2 + Зх + 1 2 Vx2 + Зх + 1

І 5 j Зна йти  похідну функції у  = ln (a rc tg  V x ) .

Послідовно застосовуючи правило диференціювання складної функції, 

дістанемо

(-їх)' 1
у  = (arctg У х ) ' = х  + 1 = 2-Ух = __________1_________

arctg У х  arctg У х  (x  + l)arctg У х  2 У х (х  + l)arctg У х

І 6 І Зна йти  похідну функції у  =  (a rcs in  У х ) 4.

Маємо

(У х ) '
у = 4(arcsin У х ) 3(arcsin У х ) '  = 4(arcsin У х ) 3 . =

У і - х

1

■ 4(arcsm &  ■ 2(аг” ‘"  ^  .

I 7 І Зна йти  похідну функції у  = 3tg <Λ +5Λ).

Послідовно застосовуючи правило диференціювання складної функції, 

дістанемо



у' = 3tg4( v} +5д ) In 3(tg4(A2 + 5л))' =

= 3,g4(A'2 +5ї) In 3 · 4 tg-’ (A·2 + 5x)(tg(x2 + 5л))' =

= 3tg4(-r+-vv) 1п з ■ 4 tg3(x2 + 5.v)

cos2 (а2 + 5л)
(Λ·2 + 5л·)' =

= 3‘«Ч(Л" +5-v) ln 3 · 4 Ig! ( v2 + 5л)-- ------- (2л + 5л) =
cos' (л~ + 5л)

4 In 3(2л + 5)3lg4( <J + 5л)

cos2 (л2 + 5л)

І 8 І Знайти похідну функції у - (x1 + x 2)sm х.

Використовуючи основну логарифмічну тотожність, дану показнико-

во-степеневу функцію можна подати у вигляді у = е 

правилом диференціювання складної функції дістанемо

_ „sin .v Ln(.v +.v )
. Тоді за

у = єS,n ' ta,v ' )(Sin Л 1η(γ3 · А2))'

COS л 1п(л3 + Λ 2 ) + sin A
Зл·2 + 2л

А3 +Л·2

З 2 \sin .v= (л + л ) COS л 1п(л + л ) +
з л \ (За2 + 2а) sin λ

α 3 + Λ·2

1 9 І Знайти похідну у 'х, якщо функцію у = у (а) задано

а 3 + In у - х 2еу = 0 . 

Диференціюємо по а  обидві частини рівності:

За2 + — - х 2еуу' - 2хеу = 0.

неявно:

Виражаємо з цієї рівності у':

У

тобто

і  - Λ- V  

1 - х 2уеу

= 2хеу - За2, 

= 2лт‘ - За2,

, (2хе1 - За2 ) v
у = ------------ .

1 -А 2уеу

[ То] Знайти похідну ν ', якщо функцію у = у (х) задано параметрично:

А = In /, у = sin2 1.

Диференціюємо:

dv ,  . dx 1
—  = 2 sin t cos / = sin It, —  = - .
dt dt t

Годі

dy sin 2/ . . ...
v = —  = ----- = t sin It.
,x  dx l/t

I 111 Для функції у = I sin За | знайти y+(0) / yA0).

Згідно з означенням

,· I sin 3 Δχ-1 .. sin 3 Δχ .
y'(0) = lim i------- 1 = lim -- ---- = 3,

Δ.ν-*0 ΔΛ' Δλ->0+ ΔΛ'

y!(0 )=  lim
Δ.γ —»0 Δχ· Δ-V —> 0- Δχ·

sin З Δ-V 1 _ Jjm -sin 3 Ax _ _-i 

Δχ· Δ-ν -»0- Δχ·

12 Скласти рівняння дотичної та нормалі в точці Л/( 1; 3) до кривої у = а  3 + 2х.

Для визначення кутового коефіцієнта дотичної знайдемо похідну да
ної функції: у' = За2 + 2. Значення похідної в точці М{ 1; 3) є шуканим 
кутовим коефіцієнтом k = 3 · 1 + 2 = 5. Отже, рівнянням дотичної буде

у - 3 = 5 (а- 1), або 5 а - у - 2 = 0, 

а рівнянням нормалі —

у - 3 = --(д- -1), або а + 5у - 16 = 0.
5

13 Записати рівняння дотичної т а  нормалі в точці М ( 1; -1) до кривої

х 2 + 2 ху2 + Зу4 = 0 .

Диференціюємо рівняння кривої

звідки



-X' + у
У =~:

2 ху + б /

Отже,

у (М )  = ---- 1 + (~1)----= -
2І (- І )  + 6(-1)3 4

Тоді рівнянням дотичної буде

у + 1 = i( .v  - І), або х - 4у - 5 = 0 ,
4

а рівнянням нормалі —

У + 1 = -4(х - 1), або 4х + у - 3 = 0.

14 Знайти кут м іж параболами у = 8 - х 2 т а  у = х 2.

Визначимо точки перетину цих парабол. Для цього розв’яжемо систему

±2,[_у = 8 - Л-2, 1[2л·2 = 8, І\х =

U , = .  β  1 -  і

Отже, точки перетину парабол А(2; 4) і В(-2; 4).
Здиференціюємо рівняння парабол: у = -2х , у  = 2х. Знайдемо зна

чення цих похідних при х = 2 : £, = -4 , к2 = 4 .

Використовуючи формулу обчислення кута між прямими, знайдемо

4 + 4 8
кут, якии утворюють параболи в точці А (2; 4): tg <р[ = ---- = --- . Тоді

1-16 15

. ( 8 1 . 8 Ψι = arctg -—  = -arctg —  .
I J- ĵ i>

Аналогічно можна визначити кут між кривими в точці В(-2; 4):

, 8 
φ2 = arctg —  .

15 По параболі у = х (8 - х) рухається точка так, що п абсциса змінюється 

залежно від часу t за законом x = tyft (t — в секундах, х — в метрах). 

Визначити швидкість зміни ординати в точці М ( 1; 7).

Знайдемо закон зміни ординати, замінивши в рівнянні параболи х на 

tyft. Дістанемо у = 8/V7 - /\ Швидкість зміни ординати є похідною за ча-

сом у, = 12%/7 - Зг. У точці М{ 1; 7) значення t=  1. Тому у'( 1) = 9, тобто 

швидкість зміни ординати дорівнює 9 м/с.

І їб] Точка рухається по прямій. Відстань S (у метрах) точки від початку 
відліку визначається формулою S = t2 + 2t + 3, де t — час (у секундах). 

Визначити швидкість руху точки на п ’ятій секунді.

Швидкість руху точки v визначається як похідна від шляху S за часом t. 
У даному випадкові v(/) = 2/ + 2. Добутий вираз є загальною формулою 

швидкості руху точки.
Щоб визначити швидкість руху точки на п’ятій секунді, потрібно у 

вираз для v підставити /= 5. Дістанемо v (5) = 12 м/с.

17 Знайти диференціал функції у = (1 + tg л:)8. 

Перший спосіб. Знаходимо похідну функції:

/  = 8(1 + tg л)
7 1

Ί
COS" л

Годі за означенням диференціала (6.17)

dy = 8(1 + tg λ )
7 dx

cos" λ

Другий спосіб. Безпосередньо обчислюємо диференціал: 

dy = 8(1 + tu x )1 d(\ + tg λ ) = 8(1 + tg λ )7 —̂ .
COS' Λ

18 Знайти диференціал функції у = ln arctg (sin χ).

Застосовуючи формулу для обчислення диференціала (6.17), дістанемо

1

d(arctg(sin ,ї)) 1 + sin2 л
dy = ------------

d (sin .v)

arctg(sin .r) arctg(sin .v)

cos x dx 

(1 + sin2 .v)arctg(sin x)

19 Наближено обчислити ф.6,19.

Будемо використовувати наближену формулу (6.20). У даному прикладі



Покладемо л̂  = 27, Δχ0 = -0,81. Тоді

/(*„  +Дл-) = 4/26,19, /(*„ ) = 4/27 = З, df(:x0) = - * — = b c = '

З р І  Зл/272

Отже,

4/26,19 = 3/27 - 0,81 = 4/27 - - M L  = 3 - М і  = з _ 0,03 = 2 ,97 .
Зу272 ? ·9

20 Обчислити похідні у\ у", у’”, у 4), у··"......у(п) функції

У — х^ + 2х4 — За3 - х 2 - 0,5* + 7.

Диференціюємо:

/  = 5л·4 + 8л·3 - 9л2 - 2л· - 0,5, 

у" = 20л-3 + 24л-2 - 18л· - 2, 

у'" = 60л·2 + 48л - 18,

У 4) = 120л+ 48,

У 5) = 120, / 6> = ... /"> = о.

21 Знайти похідну п-го порядку функції у = 1п(2х + 3).

Послідовно обчислюємо похідні:

у = -- --- , у" = - ~2 ' 1 у”' = ^  ~2 у 4> =  ~2* ' 1 · 2 · 3

2х + З (2л + З)2 ' (2л + З)3 ’ (2л + З)4

Можна помітити закономірність і записати, що

,,(«) _  (~1)" Ч^ - 1) !2”

(2л + 3)"

22  ̂ Використовуючи формулу Лейбніца, знайти похідну четвертого порядку 
функції у = х 7е5х.

У формулі Лейбніца (6.35) покладемо и = χ 1, v = е5х. Послідовно знахо
димо похідні функції:

и = 7л·6, и” = 42л5, и "  = 210л4, м(4) = 840л3,

v' = .V х, V' = 25<г5л, ν'" = 125<?5ї, ν(4) = 625^ν.
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При п = 4 формула Лейбніца набирає вигляду

(uv)<4) = «<4)v + 4м "V  + 6 u”v" + 4 uv"'  + v<4)m. 

Підставивши відповідні похідні, дістанемо

У"> = 840л3е5 л +4-210л4 ■ 5е*х + 6 · 42л5 · 25 /х + 

+ 4-7ль 125е5ї + л 7 •625є5ї =

= л V Y(840 + 4200л + 6300л2 + 3500л3 + 625л4).

23 Знайти y"v, якщо функцію задано неявно рівнянням х -у  = а .

Спочатку знайдемо першу похідну. Здиференціюємо обидві частини 

рівності: 2л - 2у ■ у'х = 0 або л - у ■ у'х = 0 , звідки ух = х/у.  ̂ 2

Повторно диференціюємо рівність х - у - у х = о. Дістанемо 1 - (у 'х) -

-у · _у"х = 0. Тоді = і— — . Підставивши замість ух = х/у, матимемо

„ 1
У XX = -  

У

У2 - * 2 -у2 - /  

У3
.,5 '

24 Знайти у"^ функції у = /(х ), заданої параметрично: χ = φ (0  = ln t, 

^ = ψ(/) = sin 2 t.

Обчислимо похідні:

Ф/ = Φ"η - —Τ ’ Ψ/ = 2cos 2/’ Фіг = -4 sin 2ί·

Використовуючи формулу (6.34) для обчислення другої похідної функ

ції, заданої параметрично, дістанемо

-4 sin 2t і  - 
t

1
2 cos It

\/t

= t(2 cos 2/ - 4r sin 2/).

25
• M /

Знайти диференціал другого порядку функції у = е 

Послідовно диференціюючи, дістанемо

у  = ег ■ З/2, = е^ ■ 9/4 + ■ 6/ = 3it,r (З/3 +2).

Отже,



26

d1}’ = у" dx = 3 te' (Зг3 + 2)dx2.

Знайти диференціал третього порядку для функції у = ех ln х. 

Формула Лейбніца (6.35) при п = 3 має вигляд

(uv)"' = u"'v + 3 u"v' + 3 u'v" + uv"'.

Поклавши u = ех і v = In jc, дістанемо

I I ~>t // /// V / A /j Jl /// Z.
u = u = u  = e , V = —, V = -- V-, V’ = — .

V λ V

Тоді

у "  = ex ln x + 3ev — + 3c'v
Λ'

= e

d*y = e '

3 3 2
In .v +---- — η— —

-v Λ Xі

1 3 3  2 Ь  3ln .v +-r-η— — lift-’ .
*  .v χ

27 Використовуючи теорему Ролля, довести, що для многочлена 
Р{х) = (х + 3)(х + 2)(х - 1) на проміжку (-3; 1) знайдеться корінь рівняння 
Р "( х) = 0.

Многочлен перетворюється в нуль у точках jcj = —3, х2 = -2, х3 = 1. 
На кожному проміжку (-3; -2) і (-2; 1) функція Р(х) диференційовна й 
Р(-3) = Р(-2) = 0, ^(1) = Р{-2) = 0. Тому за теоремою Ролля знайдуться 
точки с1 є (-3; -2) і с2 є (-2; 1) такі, що Р '( сх) = Р '(с2) = 0.

До функції Р'(х) на відрізку [с,, с2] можна знову застосувати теорему 
Ролля, тому існує така точка с є [ср с2], в якій Р ’’(с) = 0.

28 Користуючися формулою Лагранжа, оцінити значення 1п(1 + е).

Розглянемо функцію f(x) = ln х  Ця функція диференційовна скрізь при 
х > 0 і f'(x) = 1/х Запишемо формулу Лагранжа (6.38), поклавши Ь = х \

f(x) - f(a ) =f'{c)(x- а), с є (де, а).

На відрізку [e, е + 1] застосуємо цю формулу для даної функції:

ln(l + е) = In е + -[е + 1 - е\ = 1 + -, се  [е, е+ 1]. 
с с
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Оцінимо вираз 1+—. Дістанемо 1+— <1 + —, оскільки с > е, і
с с е

1 1
+ — > 1 

с е + 1
оскільки с < е + 1. Таким чином,

1 + —!— < 1п(1 + ? ) < ! + —. 
е + 1 е

Підставивши в цю оцінку е = 2,7, остаточно матимемо

1,27 < 1п(1 + е) < 1,37.

29 Перевірити, що функції f(x) = sin jc і g(x) = cos х задовольняють умови

π _ π

6’ I та знайти точку с, яка фігурує утеореми Коші на відрізку 

формулі Коші.

Функції / ( jc) = sin х і g(x) = cos х неперервні на відрізку
π _ тс 

6 ’  З
; їхні 

π π 4
інохідні f (x )  = cos x і g'(x) = -sin jc існують у всіх точках проміжку —; —

1 6 3 -

похідна g'(x) = -sin χ ф 0 на цьому інтервалі. За теоремою Коші існує точка 

така, шо справджується формула (6.41). У нашому прикладі
π π 

6 ’ З

. π  . π
sin —  sin —

3 6

π π
cos---COS —

3 6

cos c 

sin c

Звідси ctg c- 1, тобто c = π/4.

30 Обчислити границю lim :̂ ---- * + 'П Λ .
Λ-^l ex - e

Функції, що стоять у чисельнику й знаменнику, диференційовні в

околі точки х = 1 і прямують до нуля при х —> 1. Тому маємо невизна-

( 0  )
ченість типу — . За правилом Лопіталя

lim
Λ' —> 1

х~ - 1 + ln λ

e -e

0

0\

— |= lim
Λ-.1



31 Обчислити границю lim
----  Λ-->0

х - sin л

Маємо невизначеність типу j. Функції, що стоять у чисельнику й

знаменнику, диференційовні. Границі існують. Застосувавши правило Ло
піталя тричі, дістанемо

lim
.v->0

x — sin X 0 i ,. 1 - cos χ
— = l im ---- -—
0 1 *->o Зх

sin χ

-v-»0 6x
= lim

0 λ _  cos x _ 1

0 .40  6 6

32 Обчислити границю lim
ln(x - 1)

n l  Ctg 7LV

У чисельнику й знаменнику стоять функції, диференційовні й не
скінченно малі при х —> 1. Границі існують. Маємо невизначеність типу

Застосувавши правило Лопіталя, дістанемо
1

lim ΐ Ξ ί ϋ ζ ϋ  = f — I = lim — X j^L  
v->1 ctg JCX .v-»l 1

-π
sin2 ЯХ

1 Sin 7IX
— lim -----
I t u !  X - l

1 sin 2πχ
— l im------= 0 .
π χ -> ί 1

33 Обчислити границю lim (x ln χ).
--  .¥ -> 0 + 0

Маємо невизначеність типу (0 · оо). Подамо добуток функцій у вигляді

ίх Ίчастки, а потім, діставши невизначеність типу — , застосуємо правило
 ̂ос

Лопіталя. Тоді

lim (x ln х) = (0 · ос) = lim
1--.0 + 0 4 7 λ· —> 0 + 0

ί 1 > 
1η λ*

- ί °°1

[l/-v2 , "UJ
= lim

Λ- -> 0 + 0

— lim х2 = 0 .
2 д->о + о

34 Обчислити границю lim
.v >01 X  е х  _  1

Маємо невизначеність типу (оо - оо). Для того щоб знайти дану грани

цю, зведемо дроби до спільного знаменника, а потім, діставши невизна

ченість типу fjj· J, застосуємо правило Лопіталя. Тоді

lim [-----  —  І = ( х  -  х )  = lim
X->0І χ £>' — 1 І д->0

{ X і
e - 1 - х -W
x(ex -1) U J

lim
ех -1 1

1 + хех \ 0 J л·—>о ех (2 + х) 2
° ' = 1 і т -

35 Обчислити границю lim(sin л )А.
л->0

Маємо невизначеність типу (0°). Позначимо /(x) = sin x, g(x) = х. Тоді за 

основною логарифмічною тотожністю дістанемо f(x)g(x> = ex(x>tn<S(x)).

У нашому випадкові (sin х)х = exln<s,nx\
У показнику степеня маємо невизначеність типу (0 · оо) Обчислимо 

іраницю показника, користуючися правилом Лопіталя:

lim x ln(sin χ) = (0 · ос) = lim
х —> 0  χ  —> 0

/ \

ln(sin x) -f-1
1 “UJ
*

= lim

COS Λ 

sin X

^ ϊ / 7

- - lim
x->0

( 2 Λ COS X

sin Λ
V У

= - lim
2x cos x - x 1 sin x

cos x
= -- = 0 . 

1

Отже,

lim (sin x)v = lim e
x —> 0 x —» 0

x ln(sin .v)
lim x ln(sin ,y)

= Є = e“ = l .

36 Обчислити границю lim ln —
-Y->0+l x

Оскільки lim
x-»0+

In — |= + x, то маємо невизначеність типу (оо ).



Запишемо f In — І = ех Іп(1п1'Л). Зробимо заміну t = Якщо х —> 0+, то
І л ) * 

t —» +00. Обчислимо границю показника степеня, застосовуючи правило 
Лопіталя:

Λ-->0+ l/χ

Остаточно маємо

— ] = lim — !—  = 0 .
ое /->+■/ t ln t

lim i ln -  I = c' = 1.
.v —> 0 + I Λ-

/  Слід зауважити, що хоча правила Лопіталя є сильним засобом обчис
лення границь, проте вони повністю не можуть замінити прийомів зна
ходження границь, розглянутих у розд. 4. Наведемо приклади.

37 Обчислити границю lim А + cos А
v -> ■/ \ X + sin .V

Правило Лопігаля в даному випадкові застосувати не можна, оскільки

1 - sin .v
відношення похідних

1 + cos х
не має границі при х —> оо, тобто порушено

умови теореми. Але границю даної функції можна обчислити таким 
способом:

lim

Тут ураховано, що

.v + cos .v 

x + sin д
= lim

χ —» X

λ- 1 +
cos Λ

Λ· 1 +
sin Λ

= 1.

lim
X -f

COS X
= 0 i lim = 0 .

38 Розкласти многочлен f(x) = 2дс4 - 5jc 3 - + 8х 2 + 4 за степенями двочлена 

( х - 2).

Многочлен має похідні довільного порядку. Покладемо у формулі Тей
лора (6.42) jc0 = 0. Обчислимо значення функції, її похідні й коефіцієнти:

Д х) = 2.x-4 - 5л-3 - Зл-2 + 8л- + 4, /(2) = 0;

f'(x ) = 8л-3 - 15л·2 - блг + 8, / ' ( 2) = 0;

/"(л-) = 24л·2 - 30* - 6, / " ( 2 )  = 30;

/ '" (* ) = 48.V - 30, / '" (2) = 66 ;

/ (4)(л-) = 48, / <4)( 2) = 48;

/ (5)(лг) = 0 , / <5)( 2) = 0 .

Запишемо формулу Тейлора для даної функції:

Д х) = 0 + І0(л- - 2) + - 2)2 + І 66(л- - 2)3 + ̂ 48(.г - 2)4,

тобто

Дх) = 15(х-2)2+11(х- 2) 3 + 2(х - 2)\

Похибка RAx) = 0, оскільки f (5\x) = 0.

39 Розвинути функцію / ( λ )  = V1 + х  за формулою Маклорена й записати 

залишковий член у формі Пеано.

Обчислимо значення функції та її похідні в точці л:0 = 0:

Д х) = VT77, /(0) = 1;

/ ' ( л )= і ( 1 + д Г 1/2. А  0 ) = і ;

/"(Л-) = i- f- 4-1(1 + л-)-3/2 = ~ ( 1  + д-Г3/2. Г ( 0 )  = - ^ ;

uk + l l . i . . . ( 2 k - i ) n _ Λ- ψ  f<k)tri\ _ (~1)A +l(2k - 3)!! 

2k
f  (χ) = (-i) z  -(i + -v) 2 , / ' * ’(0 ) = ■

Тоді за формулою Маклорена (6.50) маємо

t ,  ч h---- ί 1 1  1 1 2 1 1 3  ,Д х) = VT77 = 1 + - - Д -  -  -ρ-Λ· + -^з-д·· + . . .  +

+ (-1)', + 1 (2/ί~-^ί· — л" + о(х").
V /;! 2”

349



/  Користуючися відомими розкладами, можна не обчислювати похідних і 
безпосередньо писати розвинення для складніших функцій. При цьому 
всі степені х, до потрібної включно, слід ураховувати, а вищі степені (не 
виписуючи їх), зразу включати в залишковий член. Наведемо приклади.

40  Записати розвинення функції f(x) = esm х до члена з х 3.

Запишемо формулу (6.47) для функції /(х) = ех:

v , х х2 Xі х" , «,е = 1  + — + —  + —  + ... + —  + о(х ).
І! 2 ! З! и!

Підставивши замість х вираз sin х, дістанемо розвинення функції f(x) = esmx
у вигляді

pSin -V _ j + sjn х -f- _Lsin2 χ + — sin3 X + 0(х3).
2 6

Використовуючи формулу (6.48), запишемо тепер розвинення функції 
у = sin хдо члена з х 3:

sin х = х - —  + о(х4).
6

Таким чином,

sin ї  І І ? 1 2 1 З . і .е = 1 + х — х + - х  + - х  + о(х ).

Член з х 3 зникає, й остаточно маємо esm Л = 1 + х + у л’~ +о(х3). Залишко

вий член

І v |2"' + і

(2/// + 1)!

Аналогічно можна дістати еЬі Л = 1 + x + 4 х 2 + | х 5 + о (х 3).

41 Записати розвинення функції f(x) = ln(cos х) до члена з х 6. 

Оскільки

ln(cos х) = 1п(1 + (cos х - 1)) =

= (cos x - 1) - -j(cos χ - І)2 + ^(cos x - І)3 + o(xh) 

і при цьому за формулою (6.49)

cos(x) -1 =
X2 х 4 Xй

2! 4! 6 !
7 + о(х ).

ю

ln(cos х) = — х2 +— х4 -— х6 | —
2 24 720

Ι ί ΐ χ 4 - і - х (> )+1
2 4 24

- х ь + о(х ).

Після скорочення дістанемо

Аналогічно

ln(cos χ) = - — χ2 — — х4 — — х6 +о(х6).
2 12 45

ln(x + Vl + х 2) = х - —х3 + —  хЛ + о(хл)\
6 40

In
sin v 1 ? 1 4 1 (> / (і \= --X ---- X ----- X + оіх ).

6 180 2835

/  Два останні розвинення пропонується дістати самостійно. Всі ці розви
нення, добуті без безпосереднього використання формули Тейлора, мож
на, звичайно, одержати за цією формулою, причому з тими самими коефі
цієнтами, оскільки розвинення функції за формулою Тейлора єдине.

42 Розглянемо функцію /(x) = sin х.

Запишемо для неї формулу Маклорена

,.3 ..5 ..7 ..2т-І
Λ Λ Λ / пяі-1

Залишковий член у формі Лагранжа має вигляд

π '
sin

Rlm(x) =

θχ + (2m + 1) J
2 L i m + 1

( 2 m + 1)!
= (-l)m cos θχ

x2m +1

(2 m +1)!

I .. і 2m +1

Θ є (0; 1),

і похибка наближення оцінюється легко: | Я->т(х) | < —----- .
(2/Н+1)!

Зокрема, якшо ми обмежимось одним членом, поклавши sin х = х, то 
для того, щоб похибка була меншою, наприклад за 0 ,001 , достатньо взяти



(вважаючи х > 0) х 3/ 6  < 0,001 або х < 0,1817, що приблизно дорівнює 10". 

Користуючися формулою sin х ~ х - х 3/ 6 , для досягнення тієї самої точ 

ності вже достатньо взяти jc5/120 < 0,001 або х < 0,6544 (= 37,5°). Якщо 

обмежитися кутами х < 0,4129 (= 23,5°), то похибка становитиме навіть 

менш як 0,0001, і т. д. Бачимо, шо зі збільшенням числа членів много 

члена Тейлора він із більшою точністю й на більшому проміжку відтво 

рює дану функцію.

Цей факт проілюструвано на рис. 6.19, де поряд із графіком функції

χ3 х3 х5
у = sin х подано графіки у = х, у = х - — , у = х - —  +

6 6 120

43 Знайти проміжки монотонності функції у = х 2 ■ 2 х.

Область визначення функції D(y) = Я. Обчислимо похідну функції:

/  = (.v2 ■ 2-')' = їх  ■ V х + х2 ■ Т х In 2(-1) = х ■ Т х (1 - x In 2).

Розв’яжемо нерівність х · 2“*(2 - x In 2) > 0. Оскільки 2~х > 0 при всіх х, то

/ ~ \

In 2
2х І 1 - χ j > 0. Отже, при *  є 0 ;

In 2

що функція зростає; при х є (-ос·; 0) u
In 2

похідна .у'(х) > 0 , і це означає, 

похідна у'(х) < 0 , і це; +ос

означає, що на цих проміжках функція спадає.
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44 Знайти точки локального екстремуму функції у = х 3е *

Дана функція визначена на множині всіх дійсних чисел. Знайдемо кри
тичні точки першого роду, тобто ті точки в яких похідна дорівнює нулю 
або не існує.

Оскільки

У(х) = Зх2е А - х}е х = х 2е~х(3 - х),

то у'(х) = 0 при х, = 0 і х2 = 3. Точки х, = 0 і х2 = 3 є критичними.
Оскільки функція диференційовна скрізь, то зручно застосувати другу 

достатню умову локального екстремуму. Визначаємо

у"(х) = 2хе х (3 - х) - х~е~х(3 - х) - х2е~х = хе~х(х2 - 6х + 6 ).

У критичних точках ^"(0) = 0, у"(3) = Зе_3(9 - 18 + 6) < 0. Отже, в точці 
Xj = 3 функція має локальний максимум ^(3) = 27е~3. Характер критичної 
точки x, = 0 ще не визначений, оскільки /"(0) = 0. Для з’ясування її харак
теру знаходимо

у”’(х) = -е х(х} - 6х2 + 6х) + е-х(1х2 - 12 + 6) =

= е v(-x3 + 9х2 - 18.x + 6).

Таким чином, у'"(0) = 6 ^ 0 .  У точці х = 0 перша відмінна від нуля 

похідна третього порядку (непарного), тому критична точка х = 0 не є 
точкою локального екстремуму.

Знайти точки локального екстремуму функції у =45
х + 2

Функція визначена скрізь, крім точки х = -2, тобто на проміжках 
(-оо; -2) и (-2; +со). Знайдемо критичні точки першого роду. Для цього 
обчислимо

у'(х) =
2 , V - х “1/3(х + 2) - х 2/3

х3— !—  
х + 2

_ 3_

(X + 2 У/

2х + 4 - Зх 4 - х

Зх1/3(х + 2)2 Зл/х(х + 2)2

Оскільки у'(х) = 0 при х = 4 і .у'(*) не існує при х = -2 і х = 0, то точки 
x, = 4, Xj = -2, х3 = 0 — критичні точки першого роду для даної функції. При 
х = -3 похідна .у'(-З) < 0, тому у'(х) < 0 на проміжку (-оо; -2). Аналогічно



визначаємо знаки у'(х) на інших проміжках. Результати запишемо н 

таблицю:

А' (-оо; -2) -2 (-2 ; 0) 0 (0; 4) 4 (4; +°°)

У' - Не існує - Не існує + 0 -

У \ Не існує \ 0
3 \

loc min loc max

Із таблиці видно, що (0 ; 0) — точка локального мінімуму (оскільки

у'(х) змінює свій знак з «-» на «+»), а точка локального макси

муму (у'(х) змінює свій знак з «+» на «-»).
У розглядуваному прикладі не можна було скористатися другою дос

татньою умовою для визначення характеру критичної гочки а = 0 , оскіль
ки в ній функція недиференційовна.

46
I n  γ

Знайти найбільше значення функції f ix )  = — — на проміжку (0; +оо).
V

На проміжку (0; +°с) функція диференційовна і її похідна

X' Л"

Знайдемо критичні точки першого роду з таких умов: похідна f'(x) = 0 
або f'(x) не існує. Оскільки /'(jc) = 0 при 1 - ln х = 0, то х=  e, a f'(x) не існує 
при х=  0 , але ця точка не є критичною, бо при х=  0 функція не визначена. 

Знайдемо f ”(x):

, - '  > г - 2 « І - 1п  v )  _ν(, _ , η ϊ) , _ |л ї

’  ' л4 ~ л* ν’ '

Оскільки f"(e) < 0, то в точці x = е функція досягає максимуму f(e) = —.
е

Тому max / ( д) = —.
.ve (0 ; -h i  ) Є

47 Знайти найбільше й найменше значення функції f(x) = 3х - х 3 на відрізку 
~ 1-2; 3].

Для цього потрібно:

1) знайти екстремуми функції на цьому відрізку;

2) знайти значення функції на кінцях цього відрізка;

3) серед добутих значень вибрати найбільше й найменше.

Знаходимо похідну функції f'(x) = 3 - Зх2 = 3(1 -jc)(l + jc) та стаціонарні 
ючки. Для цього розв’яжемо рівняння f (x )  = 0. Його розв’язки х - ±1. 
Результати запишемо в таблицю:

X 1-2;-і) -1 (-1; D 1 (і; 3]

У' - 0 + 0 -

У \ -2 2 \

loc max loc min

Знайшли локальний максимум /(1) = 2 і локальний мінімум /(-1) = -2 
функції на відрізку.

Обчислимо значення даної функції на кінцях відрізка | 2; 3]:

/(- 2) = 2 , /(3) = -18.

Із добутих значень вибираємо найбільше й найменше. Таким чином,

max f ix )  = / ( 2 ) = / ( 1) = 2, min f i x )  = /(3) = -18.
ve 1-2: ,ί| Λ-e 1-2: 3|

1481 Знайти асимптоти графіка функції у =
х - 2

Функція визначена на проміжках (-оо; 0J u  (2; +со).

x3
Оскільки lim J ——— = +χ, то пряма а- = 2 є вертикальною асимпто-

юю графіка функції.

Горизонтальних асимптот немає, оскільки

lim —  = x  і lim— а- 1 11111 * -----
v - 2 л „ V -V — 2

.3
X

—  χ.



Визначимо, чи існують похилі асимптоти. Використовуючи формули 

(6.58) і (6.59), знаходимо

кі = lim = lim

л'

V.v- 2 = lim
х—>+ос д· х х—>+̂ У х — 2

b\= lim [/(.v) - кух ] = lim

= lim
1 - 2/х

= 1;

л(д - л + 2)
= lim ---  -=-- ,

-ї ->+> у/х - 2  (-Jx + -Jx-2 )

- 2

= lim

х(\[х - -Jx - 2 ) _
= lim ----.

л-->+/■ v .v - 2

у[Г^2/х(\ + ф  - 2/х)
■■ 1.

Отже, існує права похила асимптота у - х + 1. 

Далі:

к2 = lim = lim

з

х - 2 = lim
х - 2

х-і-'.· .V х - f X  v-> - / -1

(чисельник та знаменник поділили на додатну величину (-*)), тобто

k·, = - lim
1

11 - 2/х 

b2 = lim ( / (x) - к2х) = lim

: - 1;

х - 2
+ x

lim
(--V)

2 - х
+ X

lim -хУх + χ ΊΥ - χ  _ 1іт -ν̂ - ν ϊ Ξ Ζ )

= - lim

УІ 2 - х

х(-х - 2 + л )

42

=  - 1.

49

- 11111 , -- 7 =  7 = ----

x-*-*, V2 - х(У-х +42 - х)

Отже, існує ліва похила асимптота у = -х - 1.

Знайти напрями опуклості й точки перегину графіка функції у 

Функція визначена на проміжку (0; +оо).
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З ln х

~7Г

І Іриклади

розв'язування задач

Обчислимо першу й другу похідні функції:

у'(х) =
, In Л"

' Ί Τ

Ι ^ ι , η
, А 2-Jx

1 — — ln x
= 3-

v J/2

/ '(x ) = З
1 - — ln x

З / І
= з

- ~ - Х 3/2 _ - Х 1 / 2 

2 х 2
1 —  In х 

2

3 8-3 In χ

4 rS/2

Знаходимо критичні точки другого роду: у"(х) при 8 - 3 ln х = 0 або 
х = е8/3, у'(х) не існує при х = 0 , але х = 0 не є критичною точкою, оскільки 
не належить області визначення функції.

Результати дослідження запишемо в таблицю:

X ( 0 ;  е 8/3)
ет

( е 8/3; +оо)

У" - 0 +

У η Точка перегину U

Отже, х = <?8/3 є точкою перегину. При х є (0; е8/3) графік функції опук
лий угору, а при д є (е8/3; +<*>) — опуклий униз (рис. 6 .20).



І 50 І Побудувати графік функції у = —е1/Л

1. Область визначення функції D(y) = (-оо; 0) u  (0; +оо).

2. Оскільки у(-х) =- — e~l/x * +.у(х), то функція загального вигляду.
Л'

3. Точок перетину з осями координат немає.
4. Знайдемо асимптоти графіка функції:

JA  еШ
lim ---= lim yc' = +%, lim --- = lim ye' = 0.

,v->0+ X >·->+*■ *-»0- X v

Функція має розрив другого роду в точці х = 0. Таким чином, верти
кальна асимптота х=  0 (вісь Оу), але асимптотична поведінка функції спо

стерігається тільки справа від осі ординат.

J /χ
Оскільки lim ---= 0, то рівняння горизонтальної асимптоти у = 0

л - > ± ;  А

(вісь Ох).
5. Знаходимо критичні точки першого роду (точки можливого екстре

муму). Для цього обчислимо першу похідну функції:

А2 А2
1 с М і  + -\.

Стаціонарні точки знаходимо з умови у ’ = 0 при (1 + \/х) = 0, тобто при 

х = -1. При х = 0 похідна не існує. Обчислимо тепер значення функції:

у(- 1)=-е-‘
е

Результати запишемо в таблицю:

X (-®, -D -1 (-і; 0) 0 (0; +со)

У’ - 0 + - -

У
1

е
-

loc min loc max

Отже, функція зростає на проміжку (-1; 0) і спадає на проміжках

(-оо; -1) і (0; +оо). Точка | -1; - є точкою локального мінімуму.

6. Знаходимо критичні точки другого роду. Це точки, в яких у "  не існує 
нбо дорівнює нулю. Обчислимо другу похідну функції:

- Л'3 - Зх2 (х + 1) A + 1

X А

л

1 Т 2х2 + 4а + 1

иричомуу "  = 0 при 2х + 4х + 1 = 0.
Отже, критичні точки другого роду

. 1Л1 — — 1 7= , Л -) — — 1 + —ψ= .
V2 - V2

Перевіримо знак другої похідної на проміжках. Результати запишемо в 
таблицю:

І

X (-»; *,) X,
*2 Ц ; 0) 0 (0; +оо)

У" - 0 + 0 - - +

У η и η - η

т . п. т . п. т . п.

7. Графік функції зображено на рис. 6.21.

Рис. 6.21



7.1
Еластичність

7.1.1. Еластичність функції

Важливим напрямом застосування диференціального числення в 
економіці є введення з його допомогою поняття еластичності. Ко
ефіцієнт еластичності показує відносну зміну досліджуваного еконо
мічного показника внаслідок одиничної відносної зміни економічного 
фактора, від якого він залежить, за незмінності інших факторів, що 
впливають на нього.

Нехай задано функцію у =f(x). Зміна незалежної змінної х на Ах 
зумовлює зміну функції у на Ау. Виникає запитання: як суттєво 
змінюється функція у залежно від зміни аргументу х? Одним із по
казників реагування однієї змінної на зміну іншої змінної є похідна

у' = lim — , шо характеризує швидкість зміни функції внаслідок
Δ.Υ —»0 А х

зміни аргументу. Але в економіці цей показник незручний тим, шо 
він залежить від вибору одиниць величин.

Наприклад, розглянувши функцію попиту на цукор q від його

.· '  І·
ціни р (q = q (/?)), побачимо, шо значення похідної qp = 3 3

кожної ціни р, яка виражається в гривнях, залежить від того, в чому 
виражається попит на цукор — у кілограмах або тоннах. У першому 
випадкові похідна виражається в кілограмах на гривню, в другому — 
в тоннах на гривню, й відповідно її значення, за однієї й тієї самої 
ціни, будуть різними залежно від одиниці попиту. Тому для якісного 
визначення зміни функції відносно зміни аргументу в економіці вив-

чають зв’язок не абсолютних змін величин х і у (Δχ і Д_у), а їхніх 
відносних або процентних змін.

m Означення 7.1. Еластичністю функції у = f(x) називають границю 

відношення відносного приросту функції у до відносного приросту 
аргументу х при Ах —> 0 і позначають

Е х(у) = lim
Лл —> 0

Ау Ах 

У *
(7.1)

Еластичність функції наближено виражає, на скільки процентів 
зміниться функція у = f(x) у разі зміни незалежної змінної х на 1 %, 
тобто

Ау Ах
—  = Ех(у) — . 
у х

З означень еластичності й похідної випливає, шо

Ех(у )=  lim
Лл —> 0

χ ,. Δν х 
= — lim —  = — 

у Δλ -> о Ах у
У

або

■ _ . . x , x dy
, е Л у ) = - у = - ~ г ·

у у dx
(7.2)

/V)
f ( x ) J f (x ) /x '

то еластичність виражає відношення граничного значення f'{x) до се
реднього значення функції f{x)/x у точці х.

Оскільки для функції у = f(x) маємо Ех(у) = --- f '(x )  =

Ураховуючи, шо — = (ln у)' і х = —— = — !—7, дістаємо 
у \/х (ln х)

£ ' (>’) = 7г 4 ’ (7-3)(ln х)

тобто еластичність можна подати у вигляді «логарифмічної» похідної.
Як і похідна, еластичність має простий геом етричний  з м іс т .  

Оскільки у'(х) = tg а, де а — кут нахилу дотичної, проведеної до гра-

фіка функції у = f(x) у точці х, то за означенням (7.1) Е у(у) = —tg а.
У



Знайдемо еластичність функції в довільній точці С(х; у). Для цього 
проведемо дотичну АВ до графіка функції у = f(x )  у точці С. Нехай А 

і В —- точки перетину дотичної з осями Ох і Оу відповідно. 
Розглянемо спадну опуклу вниз функцію у =/(х) (рис. 7.1).

З ΔACD  дістанемо

-- = tg ZD A C  = tg(180n - α) = -tg α,
AD

CD
AD = CD = f (x ) ,

-tg a

/V-X)
тобто AD = J Із подібності трикутників С В Е та ACD

- f i x )  f  (x)

CB CE  f '{x )x  r- , ч T
випливає, що —  = -- = ---= - £v(j>)· Таким чином,

CA AD  f i x )

£v00 = - — , (7.4)
CA

тобто геометрично еластичність спадної функції дорівнює відношен
ню відстаней по дотичній від точки С до її перетину з осями Оу і Ох, 

взятому зі знаком «-». У випадку зростаючої функції, опуклої вниз

(рис. 7.2) і опуклої вгору (рис. 7.3), еластичність функції також дорів
нюватиме відношенню СВ/СА (пропонується довести це самостійно), 
а знак еластичності визначатиметься напрямом відрізків CB і СА. 

Якщо точки А і В  лежать по один бік від точки С на дотичній (як на 
рис. 7.2 і 7.3), то у формулі (7.4) треба брати знак «+». Якщо точки А 

і влежать по різні боки від точки С (див. рис. 7.1), то у формулі (7.4) 
треба брати знак «-».

Отже, еластичність функції (за абсолютним значенням) дорівнює 

відношенню відстаней по дотичній від даної точки графіка функції до 

точок її перетину з осями Оу і Ох.

т· О значення 7 .2 . Якщо | Ех(у) \ < 1, т о  функцію називають неелас- 

тичною (їївідносний приріст спадає). Якщо \ Ех(у) \> І, т о  функцію 

називають еластичною ( її відносний приріст зростає).

/  Зауваження. Еластичність функції, зображеної на рис. 7.2, більша за 
одиницю (оскільки СВ > СА), а на рис. 7.3 — менша від одиниці (ос
кільки СВ < СА).

7.1.2. Властивості еластичності

ф  Еластичність — безрозмірна величина, значення якої не зале

ж ить  від того, в яких одиницях виражаються величини у і х, 

тобто



Справді,

by d(ax) by a(dx) у αχ

©  Еластичність функції дорівнює добутку незалежної змінної х на

(7.6)

темп зміни функції: Ту - (In у)' = у'/у, тобто

E J j)  = хТу.

(3) Еластичності взаємно обернених функцій — взаємно обернені ве

личини:

Е.ЛУ) =
І

Еу(х) І
(7.7)

Справді,

ЕЛУ) =
1x dy _  1

у dx dx_ у̂  Еу(х)

dy х

(4 ) Еластичність добутку двох функцій и= и(х) і v = v (х), що зале
ж ать від одного й того самого аргументу х, дорівнює сумі елас

тичностей:

Справді,

Ex(uv) =

Ex(uv) = Ех (u) + Ex(v) 

x d(uv) x

(7.8)

uv dx uv

x du x dv 

u dx v dx

du
+ u

dv

dx

Ex(u) + Ex(v).

ydx j

(D Еластичність частки двох функцій u - и (х) і v = v (х), що зале

ж ать від одного й того самого аргументу х, дорівнює різниці 

еластичностей:

f  .. \

Ex
V

V.... /

= Ех(и) - Ex(v). (7.9)

Справді,

Ґи̂\ x d(u/v) xv v d u - u d v

VV У и/v dx u v2 dx 

x du x dv

u dx v dx
Ex(u) - Ex(v).

©  Еластичність алгебричної суми двох функцій и = и(х) і v = v (x) 
обчислюється за формулою

Ех(и ± v) =
и£д(и)

Справді,

vEx(v) J
(7.10)

Ex(u±v)
x d(u± v) x

u ± v dx u ± v

du dv 

dx dx

x du x dv

и dx U~~v d x V _ uEx(u) ± vEx(v)

U ± V u ± V

Наведемо приклади обчислення еластичностей елементарних 
функцій.

■ П р и к л а д  7.1. Еластичність степеневої функції у = ха стала й до
рівнює показнику степеня а:

Справді,

Ех(ха) = а.

г , а, x dx ах х
Ех(х ) = --- — = ---- = а.

ха dx χα

П р и к л а д  7.2. Еластичність показникової функції у = а х пропор
ційна х:

Справді,

Eia*) = x In а.

c / v \ x da χ γ -
Е Λα ) = -----= — a In а - x ln a.

ax dx ax



П р и к л а д  7.3. Еластичність лінійної функції у = кх + b становить

кх
Е х (кх + Ь) =

Справді,

£\.( кх + Ь) =

кх + b 

d( к\- + b)

кх + b dx кх + b
-k

кх

кх + b

Якщо лінійна функція спадна (кутовий коефіцієнт від’ємний, 
к < 0), то еластичність функції змінюється від нуля в точці ут пере
тину з графіком осі Оу до мінус нескінченності (- оо) у точці хт перети
ну осі Ох, проходячи через граничне значення (-1) у середній точці

Отже, еластичність лінійної функції залежить не лише

від кута нахилу прямої, а й від того, в якій точці х вона оцінюється 
(рис. 7.4).

Означення 7.3. Функцію з нескінченною еластичністю в усіх точ

ках називають цілком еластичною, а з нульовою еластичністю в 

усіх точках — цілком нееластичною.

7.1.3. Застосування еластичності 
в економічному аналізі

Еластичність функцій застосовується для аналізу попшу й спожи- 
иання, прогнозів цінової політики. Нехай q = q(p) — функція попиту 
на товар ціною р за одиницю.

□ Еластичність попиту за ціною

ЕГМ )  - - ~~ - -Я (7.11)
μ q dp q

виражає відносну зміну (в процентах) розміру попиту на будь-який т о 

вар або послугу зі зміною ціни на 1 % і характеризує чутливість спожи

вачів до зміни цін на продукцію.

и П р и  к л а д 7.4. Дослідним шляхом установлено функції попиту q = Р + ^
р + 2

і пропозиції s = р + 1/2, де q і s — обсяги товарів, а р — їхня ціна. Знайдемо 
рівноважну ціну та еластичність попиту й пропозиції за рівноважної ціни.

Рівноважну ціну р* можна знайти так:

Р + 8 1 η 7 т 1 ,
---г- = />+-, р+8 = р + 2р+ -р + \,
р + 2 2 2

Ρ2 + ^Ρ  - Ρ - 7 = 0, 2р2 + Зр - 14 = 0.

Маємо р і = -3,5, р2 = 2. З економічних міркувань р, = -3,5 < 0 — сто
ронній розв’язок. Отже, рівноважна ціна р* = 2.

Обчислимо еластичність попиту:

ЕР(Ч)=-Ч'^ Е„(Ч)~ ЬР
q (р + 2)(р + 8 )

Обчислимо еластичність пропозиції:

Ef (s )= £s 'p, Ep(s) = 2р
2 р  + 1

За рівноважної ціни р* - 2 маємо: E2(q) = -0,3; E2(s) = 0,8.

Попит і пропозиція за рівноважною ціною нееластичні. Це озна
чає, що зміна ціни не спричинить різкої зміни попиту й пропозиції. 
Так, унаслідок збільшення ціни на 1 % попит зменшиться на 0,3 %, а 
пропозиція збільшиться на 0,8 %.



П р и к л а д  7.5. Нехай функцію попиту на товар, який випускає дея

ка фірма, змодельовано залежністю p(q) = q0e 'kp , де qn i k — відомі вели

чини. Визначимо, за якої ціни р попит буде еластичним.

Обчислимо еластичність попиту:

ЕР(Я) = -Я'Р· E (q) = ~2kpe>nC '— p = -2kp2 
Я q()e k>-

Аби попит був еластичним, необхідно, щоб виконувалася нерівність

2кр1 > 1. Отже, р > 1 / 4 ік .

□ Еластичність попиту за доходом

da dR  R da

En W  = —  --w = - - n>  <712>q R q dR

виражає відносну зміну (в процентах) попиту на будь-який товар або 
послугу в разі зміни доходу споживачів цього блага на 1 %.

Додатна еластичність попиту за доходом характеризує нормальні 
(якісні) товари, а від’ємна — малоцінні (низькоякісні).

Наприклад, високий додатний коефіцієнт еластичності попиту за 
доходом у галузі означає, шо її внесок в економічне зростання біль
ший, ніж частка в структурі економіки, й вона має шанси на розши
рення й розвиток у майбутньому. Навпаки, якшо коефіцієнт еластич
ності попиту на продукцію галузі за доходом має невелике додатне чи 
від’ємне значення, то на неї очікують застій і перспектива скорочення 
виробництва.

■ П р и к л а д  7.6 (зв’язок еластичності з доходом). У ситуації, що скла
дається на ринку, функція попиту q= q{p) на певний товар, який випус
кає фірма, є монотонно спадною. Тому підвищення ціни на одиницю 
товару спричиняє зменшення його споживання, тобто попит на даний 
товар знижується. На практиці дуже важливим є запитання: як зміню

ватиметься річний доход фірми?
Оскільки річний доход фірми R = R(p) дорівнює добутку ціни оди

ниці товару р на попит (R(p) = q(p)p) і залежить як від ціни товару, так
і від попиту на нього на ринку, то доход фірми може зростати або 
знижуватися. Для того щоб визначити це, розглянемо дану ситуацію 
детальніше. Очевидно, що відповідь на це запитання залежить також 
від місця фірми на ринку. Якщо фірма є монополією, тобто сама ви

пускає й продає товар на ринку, то керівництво фірми може підвищити 
ціну на товар без погодження з іншими фірмами-виробниками.

Розглянемо функцію доходу фірми R(p) = q(p)p.
Обчислимо похідну цієї функції:

R\p) = q + pq'p = q( 1 + Ep(q)).

Аби річний доход фірми збільшився, потрібно, шоб функція дохо
ду зростала, тобто її похідна була додатною.

Тепер проаналізуємо всі варіанти еластичності попиту.

1. E (q) < -1. Годі R'(p) < 0. Таким чином, за еластичного попиту 

збільшення ціни р спричиняє зниження доходу. І навпаки, зни

ження ціни на товар збільшує доход.

2. Ep(q) = -1. Тоді R'(p) = 0, тобто за нейтральною попиту зміна 

ціни на товар не впливає на доход.

3. Ep(q) > -1. Тоді R\p) > 0, тобто за нееластичного попиту збіль

шення ціни р зумовлює збільшення доходу.

Еластичність попиту за ціною завжди від’ємна, оскільки q'(p) < 0. 
Отже, еластичність доходу за ціною від’ємна (Ep(R) < 0) для товарів, 
попит на які еластичний, і додатна (Ep(R ) > 0 ) для товарів, попит на 
які нееластичний. Це означає: якшо попит нееластичний, то зміна ціни 
спричиняє зміну доходу в тому самому напрямі, й продавцям вигідно 
підвищувати ціну (шо веде до збільшення їхнього доходу). За елас
тичного попиту зміна доходу відбувається в напрямі, протилежному 
зміні ціни, й для його підвищення продавцям вигідно знижувати ціну. 
Аналогічно підвищення податку на товар з еластичним попитом зу
мовлює скорочення доходу від оподаткування.

За еластичного попиту доход збільшується зі збільшенням кількості 
товару або зменшенням ціни, а за нееластичного — зменшується. На
приклад, доходи фермерів за гарного врожаю скоротяться, оскільки 
еластичність попиту на сільськогосподарську продукцію достатньо 
низька. Аналогічно підвищення цін на залізничні квитки може спри
чинити скорочення надходжень у бюджет, якщо попит на відповідну 
послуїу виявиться еластичним.

7.1.4. Еластичність і податкова політика

Коли уряд вводить податки на деякі товари, він має знати: на які 
товари вводити податок; з кого стягувати податок — із виробників чи 
споживачів; які будуть податкові надходження в бюджет; на кого ляже



основний податковий тягар; якшо податок вже стягується, то чи варто 

підвищувати податкову ставку для покриття дефіциту бюджету.

Інтуїтивно здавалося б, щ о основний податковий тягар ляже на 

тих, із кого стягуватиметься податок, і щ о чим вища податкова 

ставка, тим більшими будуть надходження від податків у бюджет. 

Детальніший економічний аналіз показує, щ о розм ір податкового 

тягаря визначається не формальними платниками податку, а елас

тичністю попиту й пропозиції. Аналогічно підвищення податкової 

ставки, еквівалентне збільшенню ціни оподатковуваного товару, може 

спричинити як збільшення податкових надходжень у бюджет, так і їх 

зменшення, знову ж  таки залежно від еластичності.

Аби розібратися в цих питаннях, розглянемо детальніше модель 

стягування податку.

Нехай р  — ціна одиниці товару на деякому ринку, s(p) — пропози

ція, q{p) — попит на нього. Рівноважна ціна р () визначається з рівнян

ня s(p0) = q(p0).

Припустимо, шо вводиться додатковий податок із виробників у 

розм ірі t з кожної одиниці товару. Оскільки залежність пропозиції 

від ціни визначається прибутком, а за ціни р  і податку t прибуток 

такий самий, як і за ціни р  - t і відсутності додаткового податку, то

s,(p) = s ( p - t ) ,

де st(p) — функція пропозиції після введення податку. Таким чином, 

крива пропозиції після введення податку посувається вгору на t оди
ниць (рис. 7.5).

Нехай />, — нова рівноважна ціна. Рівність попиту й пропозиції за 

ціни/?, виражається рівнянням st ір ,) - q (р, ), яке еквівалентне рівнянню

s(p,~  t) = q(p,). (7-13)

Замінюючи прирости функцій q{p) \ s(p) у точці ρ ϋ їхніми диферен

ціалами, дістанемо наближені рівності

л( р{) + Ар) = s( р0 ) + л'(р0 )Ар, (7.14)

<?(/>„ + Ар) q(p0 ) + q\p{))Ap. (7-15)

в яких Ар - P' - р0 — зміна рівноважної ціни. Враховуючи формули 

(7.14) і (7.15), рівність (7.13) можна записати у вигляді

s(p0) + \'<Ро)(Ар - t) = q(p0) + Я'(Po)&>Ρ·

Оскільки s(pv) = q(p0), то остання рівність набирає вигляду 

s’{pa )(A p- t) = q’(p0)Ap.

звідки

Ар --- . (7.16)

ь 'ІРо)-Я (Ро)

Таким чином, після введення додаткового податку на купівлю

одиниці товару витрати споживача збільшаться на величину Ар, яку

можна наближено обчислити за формулою (7.16). Відповідно доход 

виробника (також на одиницю продукції) зменшиться на

І - Ар = ,

Отже, додатковий податок розподілиться між споживачами й ви

робниками продукції в такому відношенні:

Δρ _  s'(Po)

t -A p  -q'(Po)

Оскільки в точці pu попит дорівнює пропозиції, то

s'(Po) _  s\Po)Po . -я'(Ро)Ро _ £ Л р )

-я'(Ро) s(Po) Ч(Ро) -Ед(Р ) '

де Es(p) і Eq(p) — еластичності пропозиції і попиту в точці р0.
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Аналізуючи це співвідношення, бачимо, що майбутній податковий 

тягар лягає на економічного агента з меншою еластичністю, в якого 

менше можливостей уникнути його. Зокрема, якщ о еластичність п о

питу дорівнює нулю, то весь податковий тягар лягає на плечі спожи

вачів, оскільки, незалежно від розм іру податку (а отже, й від ціни), 

вони не змінять обсягу купівлі. Якщ о ж  попит на який-небудь товар 

характеризується цілковитою еластичністю, то програють виробники, 

оскільки споживачі уникають податку, знижують попит і переходять 

до споживання інших товарів. У цьому разі весь податковий тягар 

лягає на плечі виробників.

■ П р и к л а д  7.7. Нехай цінова еластичність попиту дорівнює (-3), 
а цінова еластичність пропозиції дорівнює 2, і податок, що вводить
ся, / = 100. Тоді ціна після введення всього податку збільшиться на

—?— 100 = 40 умов. грош. од., а прибуток виробників на одиницю
2 + 3

продукції зменшиться на 100 - 40 = 60 умов. грош. од.

7.2
Теорія одноресурсної фірми

Припустимо, що фірма виробляє один вид продукції в кількості у, 

для чого використовується тільки один ресурс х. Ф ірма цілком харак

теризується своєю  виробничою функцією у  = / ( jc), щ о виражає за

лежність обсягу продукції, що випускається, від обсягу витраченого 
ресурсу X.

Далі вважатимемо, що виробнича функція двічі диференційовна й 

задовольняє дві умови.

У м о в а  1. В області D, D  c  D ( f )  визначення функції у = f(x ), 

яку називатимемо економічною областю D, дана функція неспадна, тоб

то збільшення обсягу ресурсу не спричинює зменшення випуску про

дукції.

Математично це означає, ш о для двох довільних точок xv х2 є D 

таких, щ о х, < х2, виконується нерівність/ (jCj) < f (x 2).

Отже, в області D  похідна/ ' ( jc) невід’ємна, тобто / ' ( jc) > 0. Похідну 

f '(x )  називають граничним продуктом.

Ум  о в а  2. Існує підмножина Е  економ ічної області D, E  a  D, 

гака, щ о для всіх х  є E : f " (x )  < 0.
Зупинимося на економічному змісті цих двох умов. Умова 1 ствер

джує, ш о виробнича функція — не якась абстрактна, вигадана матема- 

тиком-теоретиком. Вона відображує економічно важливе й водночас 

тривіальне твердження: в розумній економіці збільшення витрат ре

сурсу не може спричинити зменшення випуску продукції.

Умову 2 в економіці називають законом спадної доходності: зі 

збільшенням обсягу ресурсу з деякого моменту (при вході в область Е )  

починає зменшуватися граничний продукт.

Розглянемо дії фірми. Нехай р  — ціна одиниці ресурсу, aw  — ціна 

одиниці продукції, щ о випускається. Отже, прибуток фірми Р =  Р(х) 

є функцією від обсягу ресурсу jc (і цін, але вони вважаються сталими). 

Тоді Р(х) - wf(x) - рх.
Розглянемо задачу фірми: потрібно знайти максимальне значення 

прибутку — функції Р (х) за умови, що х  > 0, тобто

Р(х) —> max, х > 0. (7.17)

Обчислимо похідну функції Р(х) та прирівняємо її до нуля:

Р  \х) = wf\x) - р , w f(x ) - р  = 0,

звідки

f i x * )  = Д  (7.18)
w

Очевидно, що обсяг ресурсу додатний, а отже, точка х* , що за

дається формулою (7.18), є точкою екстремуму. Оскільки ми припус

тили, що f " (x )  < 0, то це точка максимуму.

Точку jc*, яка визначається зі співвідношення (7.18), називають 

оптимальним розв ’язком задачі фірми.

Розглянемо економічний зміст співвідношення (7.18). Нагадаємо, 

щ о/'(jc) — граничний продукт, а н>/'(х) — це вартість граничного про

дукту, додатково виробленого з одиниці ресурсу. Але вартість одиниці 

ресурсу дорівнює р, тобто дістаємо рівновагу: можна залучити у ви

робництво додаткову одиницю ресурсу, витративши на її закупівлю р  

грош. од., але в результаті виграшу не буде, оскільки після переробки 

ресурсу й реалізації продукції одержимо стільки ж  грошей, скільки 

витратили на придбання одиниці ресурсу. Отже, оптимальна точка, 

шо задається співвідношенням (7.18), є точкою рівноваги: вже немож

ливо вижати з ресурсів більше, ніж витрачено на їх закупівлю.
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Очевидно, нарощування випуску продукції фірмою відбувалося 
поступово: спочатку вартість граничного продукту була вищою за за
купівельну ціну ресурсів, що потрібні для його виробництва. Нарощу
вання обсягу виробництва триває доги, доки починає виконуватися 
співвідношення (7.18): рівність вартості граничного продукту та заку
півельної ціни ресурсу, потрібного для його виробництва.

За певних умов, накладених на виробничу функцію, оптимальний 
розв’язок задачі фірми, що визначається співвідношенням (7.18), єди
ний для всіх р  і w.

■ П р и к л а д  7.8. Обсяг видобування щебеня у (т/год) залежить від кіль

кості праці х (людино-год): у = 6-Jx. Ціна щебеня — 40 грн./т, заробітна 

плата робітника — 30 грн./год. Крім заробітної плати, інші витрати не 
враховуються. Знайдемо оптимальну кількість праці (кількість робіт
ників).

За кількості робітників jc прибуток фірми 

Р(х) = wy - рх = 40 ■ бТГ - 30л = 240six - 30л = 30(8л/х - л).

Отже, Р(х) = 30(8у[х - х).
Знайдемо похідну функції прибутку:

Р'(х) = 30
2 jx

= 30

[Я

4
та стаціонарні точки з умови: Р (х) = 0, тобто -j= - 1 = 0, звідки jc* = 16.

V*

Знайдемо другу похідну:

Р"( χ) = 30-4
~7= = -60—7=

та її значення в стаціонарній точці jc*

р'\щ  = -бо— = -бо——  = -— < о. 
Ібл/Гб 16 · 4 16

Тому х* = 16 — точка максимуму.

7.3
Прийняття оптимальних рішень 

в економічних дослідженнях

7.3.1. Оптимальні ціна, граничні витрати 
та обсяг виробництва фірми

Нехай монополіст, знаючи (наприклад, із маркетингових дослід
жень) функцію попиту на свою продукцію, вирішує, скільки її ви
робляти й за якою ціною продавати. Якшо монополіст установить 
достатньо високу ціну, то споживачі за певний період придбають у 
нього не дуже багато продукції. Якшо він вироблятиме більше, то 
йому доведеться знизити ціну, аби продати всю продукцію за пев
ний період часу. При цьому прибуток збільшиться за рахунок зрос
тання обсяіу продажу (доход) і водночас зменшиться через зменшен
ня ціни (витрати). Результат залежатиме від того, що буде більше: 
доход чи витрати. Як же монополіст може визначити оптимальний 
обсяг випуску продукції? Для цього він має знати залежність при
бутку (якшо враховувати витрати випуску) від обсягу продукції.

Нехай задано функцію доходу R =  R(q) й функцію витрат C = C (q) 

фірми. Тоді функція її прибутку від випуску продукції має вигляд

P(q) = R(q) - C (q) =p (q )q-  C{q).

Визначимо, за якого обсягу продукції прибуток фірми буде макси
мальним.

З теорії відомо, що задача визначення максимуму функції розв’я
зується за допомогою апарату диференціального числення.

7.3.2. Задача вибору фірмою 
оптимального обсягу виробництва

Зазначену задачу розглянемо як приклад, з якого буде видно, на
скільки важливе дослідження функцій для прийняття оптимальних 
рішень.

Аби одержати максимальний прибуток, фірма має випускати 
продукцію обсягом <?0, так щоб значення P(q0) було максимальним. 
Практично обсяг продукції q є [0; Q], де Q — це верхня межа обсягу



продукції, який може випускати фірма. Математично задача зво
диться до знаходження максимуму функції прибутку Р  = P(q) на 
відрізку [0; Q\. Оскільки теоретично функція прибутку Р =  P(q) 

може досягати максимального значення й на кінцях проміжку при q - 0  
і q = Q, то обидві ці ситуації, коли фірма не випускає нічого (q = 0) 
або випускає продукцію на межі своїх виробничих можливостей 
ІЯ - Q), є крайніми. Зараз ми не розглядатимемо їх і припустимо, що 
функція прибутку досягає максимуму в точці q0 є (0; Q). Отже, нехай 
виконуються такі умови:

1) функції R = R(q) і C = C(q) визначені й диференційовні на 
відрізку [0; Q]\

2 ) функція прибутку досягає максимуму в деякій точці qQ (q0 * 0  і

я0 * Q)·

У випадку, коли максимум прибутку Р (q0) > 0, умова q0 * 0 при
родно виконується, оскільки Р  < 0 (немає випуску — немає доходу, 
немає доходу — немає прибутку).

Якщо виконуються обидві умови, то функція Р = P(q) диферен- 
ційовна й на відрізку [0; Q ] має максимум у точці qQ ф 0. Тоді за 
теоремою Ферма P'(q0) = 0. Оскільки P'(q) = R'(q) - C'{q), то в точці 
q - q0 дістаємо рівність

R '(q0) = C'(q0). (7.19)

Пригадавши, що похідна функції витрат С ' виражає граничні ви
трати, а похідна R ' — граничний доход, то, використовуючи цю тер
мінологію, дістанемо.&иовий економічний принцип: оптимальний про

дуктивний рівень фірма досягає, коли граничний річний доход дорівнює 

граничним витратам.

В економічній теорії рівність (7.19) визначає правило, за яким 
фірма, яка максимізує свій прибуток, установлює обсяг виробництва 

таким чином, що граничний доход дорівнює граничним витратам.

У випадку, коли обсяг виробництва q не впливає на ціну про
дукції р, маємо R(q) = pq, R'(q) = р. Рівність (7.19) набирає вигляду

(7.20)

■ П р и к л а д  7.9. Знайдемо оптимальний обсяг продукції фірми, якщо
відомі ціна одиниці продукціїр= 15 грош. од. і функція витрат C(q) = q3 + 3q.

Запишемо функцію прибутку фірми в разі виробництва q одиниць
продукції:

P(q) = 15<7- <73- 3q = q(\2 - q2).

Очевидно, P(q) > 0, якщо qe  |0; 4\2]. Оскільки Р =  P(q) — непе

рервна функція, то на відрізку [0; л/ї~21, у деякій точці q0, вона набуває

свого найбільшого значення. Оскільки P(q) < 0 при q > УЇ2, то P(q0) — 

найбільше значення при будь-якому q > 0. Використовуючи рівність 

(7.20), дістанемо

15 = C'(q0) = 3(<70)2+ 3.

Звідси q0 = 2.
Оскільки фірма намагається одержати максимальний прибуток, то 

вона випускатиме дві одиниці продукції. Фактично ми з’ясували, що за 
ціни р = 15 грош. од. фірмі вигідно випускати для продажу дві одиниці 

продукції.

Оскільки річний доход і прибуток фірми залежать від її місця на 
ринку, то слід розглянути випадок монополії, коли фірма постачає 
повний обсяг продукції під реалізацію. В цій ситуації ціна визначаєть
ся функцією попиту. Інакше кажучи, ціна товару, за якою споживачі 
купують його, залежить від попиту р  = p(q), де q — стала. Якщо відо
ма функція ціни р  = p(q), то функція прибутку Р =  qp(q) - C(q), й 
необхідною умовою її максимуму є P'{q) = 0, яку можна записати у 

вигляді

ЯР'ІЯ) + р(я) - с'(я) = 0· (7·21)

У кожному окремому випадкові рівність (7.21) можна використову
вати для знаходження максимуму функції прибутку, але слід зауважити, 
шо не всі критичні точки функції прибутку Р  -  P(q), n e  q Є [0; q\, є 
максимальними, оскільки умова (7.21) є необхідною, але не достатньою.

Розглянемо тепер загальніший випадок, коли ціна продукції р  є 
диференційовною функцією р - p(q) від обсягу випуску продукції q. 
Обчислимо похідну функції доходу фірми R (q )= p (q )q :

R'{q) = qp'(q) + p(q) - C'(q) =p{q)(Eq(p) + 1).

Тоді рівність (7.19) запишемо у виглядіp(q0)(Eq(p) + 1) = C'(q0), звідки 
дістанемо рівняння для ціни



Оскільки Eq(p) < 0, то з рівності (7.22) випливає, що ціна /?(<70) не 
нижча від граничних витрат C'(q0). Насправді, якшо фірма займає сут
тєву частку ринку, то збільшення її випуску спричиняє насичення 
ринку й падіння ціни. В цьому разі Eq{p) < 0 і з рівності (7.22) випли
ває, шо цінаp(q0) більша за граничні витрати C'(q0).

■ П р и к л а д  7.10. Розглянемо задачу вибору оптимального обсягу ви
робництва фірмою, функцію прибутку якої можна змоделювати залеж
ністю P(q) = R(q) - C(q) = q2 - 8q + 10.

Знайдемо похідну: P'(q) = 2q-%.

Перевіримо необхідні умови локального екстремуму. Прирівнює
мо похідну до нуля: P’(q) = 0, 2q - 8 = 0. Тоді дістаємо q0 = 4.

Щоб визначити, чи є обсяг випуску q = 4 оптимальним для фірми, 
треба проаналізувати характер зміни знака похідної при переході че
рез точку q0 (тобто перевірити достатні умови локального екстрему
му): при q < q0 маємо P'(q) < 0, і функція прибутку спадає; при q > qQ 
маємо P'(q) > 0, і функція прибутку зростає.

Отже, в точці qQ = 4 функція прибутку набуває мінімального зна
чення, і обсяг випуску не є оптимальним.

Яким же має бути оптимальний обсяг випуску фірми? Відповісти 
на це запитання дає змогу додаткове дослідження виробничих потуж
ностей фірми. Якщо фірма не може виробляти за розглядуваний період 
більш як 8 одиниць продукції, то оптимальне рішення для неї — вза
галі нічого не виробляти, а здавати в оренду приміщення або облад
нання й одержувати доход. Якщо фірма може виробляти більш як 
8 одиниць продукції, то оптимальним рішенням для неї буде випуск на 
межі своїх виробничих можливостей.

■ П р и к л а д  7.11. Фірма реалізує свою продукцію за ціною р за одини
цю, а витрати виробництва при цьому задаються кубічною залежністю 
С(х) = ах + Хх (а < ρ, X > 0). Знайдемо оптимальний для фірми обсяг 
виробництва продукції й максимальний прибуток.

Позначимо обсяг продукції через х. Запишемо функцію прибутку 
Р(х) - R(x) - С(х), де R(x) — доход від реалізації продукції.

У нашому випадкові Р(х) = рх - (ах + λχ3).

Знаходимо похідну функції прибутку: Р'(х) = (р - а) - ЗХх2.
Знаходимо критичні точки першого роду. Для цього прирівняємо 

похідну до нуля: Р'(х) = 0. Тоді (р - а) - 3λχ2 = 0, звідки 3Хх2 = р - а.

п, -> р - а . р - а р - а  „
Отже, Л- = 1 Д'| = причому Х2 = < 0 -  сто

ронній розв’язок.

Знаходимо Р"(х) = -6λχ і визначаємо знак другої похідної при

р - а

З λ

Дістанемо Р'
р - а

= -6λ.
р - а

< 0 при всіх X.

Отже, при X

ЗХ І \ ЗХ

прибуток буде максимальним. Знаходимо

його:

( 1р - а  ) _ 2 ( р -  a)ylp-a

ЗХ
\ /

зу/зх

7.3.3. Закон спадної ефективності 
виробництва

Цей закон стверджує, шо в разі збільшення одного з основ
них факторів виробництва, наприклад капітальних витрат k, при
ріст виробництва, починаючи з деякого значення k, є снадною 
функцією.

Інакше кажучи, обсяг випуску продукції u як функція від k опи
сується графіком зі зміною характеру опуклості вниз на опуклість 

угору.
Характерний вигляд цієї функції:

u(k)
U'iim

1 + ае
-b k + c  ’

де a ,b ,c  — відомі додатні числа (визначаються структурою організації 
виробництва); иИпі — гранично можливий обсяг випуску продукції. 

Обчислимо похідні функції:

u\k) = ИшпІО + ае~Ьк + су 1 Ґ =

= Mum (-1)(1 + ae~bk + с У1 ае~Ьк +f (-Ь) - 

= ulimabe~bk +с 1"(1 + а е Ьк+с) 2·



bk + с у  2и”(к) = uhmab[e К + с(-Ь)(\+ае 

+ e~bk + c(-2)(\ + ae~bk+‘ )~*ae~bk+l (~b)\

2 ,,-bk + c -1 2 a e bk
-bk + c

(1 +ae~bk+c)2 (1 + ae~bk+c)'

~i„„-bk+c i „,-bk + c 
,, „h1 ,-bk + c 2йЄ — 1 — СІЄ
«lim ab e

(1 + ae
bk + c yS

- цит ab2e~bk + c(ae~hk+c - 1)

(1 + ae~bk+c γ

Критична точка другого роду знаходиться з умови и"(к) = 0, звід

ки маємо

,,-bk + с
ае 1 = 0, е

-bk + с
= І / а , - bk + с = - In a, bk = In а  + с, 

' η а  + с
* к р  =

Графік функції змінює характер опуклості в точці перегину ккр. 

Д о цієї точки (k < kKJ>) збільшення капітальних витрат приводить 

до інтенсивного росту обсягу випуску продукції, а після ц ієї точ- 

ки (к > ккр) приріст обсягу продукції знижується, и"(к) < 0, тобто 

ефективність капіталовкладень витрат зменшується (рис. 7.6).

Таким чином, у стратегії капіталовкладень дуже важливим момен

том є визначення критичного обсягу витрат, за перевищення якого

7 4 Оптимізаиія оподаткування 

підприємств

додаткові витрати призводитимуть до дедалі меншої віддачі за даної 

структури виробництва. Знаючи цей прогноз, можна вдосконалювати 

й змінювати структуру організації виробництва, «поліпшуючи» показ

ники a, Ь, с, иНт у бік підвищення ефективності капіталовкладень.

7.4
Оптимізаиія оподаткування 

підприємств

Розглянемо економічну ситуацію щодо дій уряду держави з оп о

даткування підприємств і ф ірм  і визначимо, як пов’язані прибуток 

фірми та обсяг податків, щ о надходять державі за даної податкової 

ставки. Нехай ціна на продукцію р {q) - а - bq, а > 0 і b > 0, тобто 

лінійно зменшується зі збільшенням обсягу готової продукції на рин

ку, а витрати С =  C(q) залежать від обсягу продукції q таким чином: 

C(q) - cq2 + dq + е, де a, b, c, d, e — деякі додатні числа. Нехай пода

ток є акцизом зі ставкою /, тобто з кожної проданої одиниці товару 

держава одержує податок t, і податкова сума становить 7’ = tq. Тоді 

фірма має прибуток

P(q) = p q -  C (q )-  T = q(a - bq) - cq2 - dq - e - tq.

Для того щоб максимізувати прибуток, ф ірма шукає оптимальний об

сяг виробництва. Обчислимо похідну функції прибутку:

P'(q) - а - 2bq - 2cq - d  - t = а - d  - t - 2q (b + c).

Перевіримо необхідні умови екстремуму. Для цього прирівняємо 

до нуля похідну функції прибутку: P'(q) = 0, 2q(b + c) = а - d - t. 

Дістанемо критичну точку:

Оскільки P ''(q ) = -2(b + c) < 0, то згідно з достатніми умовами 

локального екстремуму q * — справді точка максимуму.

Оскільки t > 0, то така податкова ставка призводить до зниження 

оптимального випуску продукції.



Для прогнозування дій уряду зі встановлення податкової ставки / 
обчислимо податковий доход держави:

t~ (а - d)tt(a - d  - 1)

2(b + c) 2(b + c) 2(b + c)

1

2(b + c)
| - r  + (a-  d )t |,

тобто в даній країні крива доходів держави є параболою, вітки якої 
напрямлені вниз (рис. 7.7).

Знайшовши похідну Г  = — -\-2t + ( a - d ) |, визначимо кри-
2(Ь + с)

тичні точки з умови T' = 0, тобто 21 = а - d, t
a - d

Оскільки друга похідна Т" =
1

(b + с)
< 0 , то максимум досягається

при t* =
a - d  .

і становить

T* = t*q* =
1

2(b + с)

(а -  d )2 

Щ  + с)

Оптимальний випуск продукції при цьому значенні і* становить 

a - d  . . . _ (a - d )2
Ч\ - + ■ і відповідний прибуток фірми P(qx) =

16 (b + c·;

Ί 4. Оптимізаиія оподаткування 
підприємств

Взагалі прибуток фірми за податкової ставки t 

п/ (a - d  - t)2
P(q ] = ~7Γι---4 (b + c)

звідки випливає, шо зі збільшенням податкової ставки t прибуток 
фірми зменшується, якшо 0  < t < a - d, і існує область значень подат

кової ставки при t > t - a - d - yj4e(b + c). в якій прибуток фірми 

від’ємний, хоча доходи держави додатні. Це відбувається тому, шо за 
критерій вибору обсягу випуску було взято максимум прибугку фірми, 
але не було обумовлено, шо цей максимум має бути додатним.

Якшо вважати, шо при / > і  випуск продукції справді стане нульо

вим, то доход держави при t > t також дорівнюватиме нулю. Тому 

зрозуміло, що вже біля / відбувається різке скорочення ділової ак

тивності.

■ П р и к л а д  7.12. Нехай t — податкова ставка. Відомі функція доходу 
R(q) = 16</ q2 і функція витрат C(q) = q2 + 1 фірми. Визначимо, яким мас 
бути податок /, щоб сумарний податок 7 і усісї продукції був найбільшим.

Запишемо функцію прибугку фірми P(q) R(q) - C(q) - T. У на
шому випадкові

P(q)= 16q - q1 - q1 - 1 - tq -■ \hq - 2q1 - tq - 1.

З'ясуємо, при якому значенні функція прибутку набуває макси
мального значення. Оскільки необхідна умова максимуму прибутку 
P'(q) = 0, то P’(q) = 16-4q - t. Розв’яжемо рівняння 16 - 4q - / = 0, або 
4q = 16 - Отже, q* = 4 - t/4. Оскільки P”(q) = -4 < 0, то q* — точка 

максимуму. Отже, оптимальний обсяг q* = qom.
Підставимо добуте значення обсягу продукції у вираз сумарного 

доходу:

T = q*t = / І 4 - — At - - t1 
t ) 4

і, своєю чергою, знайдемо умови, за яких 7'буде максимальним.

Обчислимо похідну: T'-4-\^t. Знаходимо стаціонарні точки:

T' = 0. Дістанемо 4 - у  t = 0 , t = 8. Тоді q* = 4 - 8/4 = 4 - 2  = 2. 

Обчислимо максимальний прибуток фірми:
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Лпа* = Р(Чопт) = 16 ■ 2 - 2 · 2 2 - 8 ■ 2 - 1 = 32 - 8 - 16 - 1 = 7. 

Оптимальний з погляду податкового законодавства акцизний податок

Топт = 2-8=16.
Цікаво порівняти ці цифри з цифрами в разі відсутності оподатку 

вання. При t = 0 розв’язок задачі на знаходження максимуму функції 
прибутку дав би такі результати: qom = 4, Pmax =31.

Отже, зменшення оподаткування стимулює збільшення випуску 
продукції й сприяє збільшенню прибутку від її реалізації. Зрозуміло, 
чому виробники докладають стільки зусиль, щоб знизити податкову 

ставку.

9

Контрольні запитання

1. У чому полягає економічний зміст похідної?

2. Що називають еластичністю функції?

3. Що виражає коефіцієнт еластичності?

4. У чому полягає геометричний зміст еластичності?

5. Яку функцію називають: еластичною, нееластичною, ціл
ком еластичною, цілком нееластичною?

6. Які властивості еластичності?

7. Який існує зв’язок еластичності з доходом?

8. Як за допомогою коефіцієнта еластичності попиту на то
вар за доходом визначити, що очікує на галузь, яка його 

випускає: процвітання або застій?

9. У чому полягає суть моделі стягування податку?

10. У чому полягає суть моделі одноресурсної фірми?

11. Яка основна задача одноресурсної фірми?

12. Що таке економічна область?

13. Що називають граничним продуктом?

14. Як формулюється закон спадної доходності?

15. Як визначається оптимальний розв’язок задачі фірми?

16. Яка задача вибору оптимального обсягу виробництва 
фірмою?

17. У чому полягає закон спадної ефективності виробниц
тва?

18. Що можна сказати про залежність доходу підприємства 
від обсягу виробництва, якщо відомо, що за довільного 
обсягу виробництва, більшого за деяке значення q0, гра
ничний доход менший, ніж граничні витрати?

19. Яке співвідношення між середніми й граничними витрата
ми, якщо вони зростають? Чи достатньо цієї інформації 
для відповіді?

20. Як визначають граничний прибуток, якщо відомі доход і 
витрати фірми?

21. За якої умови фірма досягає оптимального продуктивно
го рівня?

22. Як використовуються граничні величини для визначення 
оптимального обсягу виробництва фірми?

23. Як обчислюється прибуток фірми та обсяг податків, що 
надходять державі за даної податкової ставки?

Приклади розв’язування задач

[ 1 І Для функції витрат підприємства С(х) = Ο,ΟΟΙχ3 - 0,3х2 + 40х + 1000 {у 

гривнях) знайти граничну вартість випуску х, = 50, х2 = 100, х3 = 150 
одиниць продукції.

За означенням обчислимо граничну вартість: С'(х) = 3 · Ο,ΟΟΙχ2 - 0,6х + 40. 
При х, = 50

С'(50) = 0,003 · 502 - 0,6 ■ 50 + 40 = 7,5 - 30 + 40 = 17,5; 

при Xj = 100

С'( 100) = 0,003 · 1002 - 0,6· 100 + 40= 30- 60 + 40= 10; 

при х3 = 150

С'(150) = 0,003 ■ 1502 - 0,6 · 150 + 40 = 67,5 - 90 + 40 = 17,5.

13 Грисенко м. в. 385



Отже, вартість виготовлення 51-ї та 151 -ї одиниць продукції станови 
тиме 17 грн. 50 коп., а — 101 -ї одиниці — лише 10 грн.

І 2 І Для функції витрат С(х) = 1000 + Юх + 0,1*2 виробництва х одиниць 
продукції (у гривнях) знайти граничну та середню вартості виробни
цтва одиниці продукції.

Гранична вартість виробництва становитиме

С'(х) = 10 + 0,2х.

Середня вартість виробництва одиниці продукції

=, . С(х) 1000 ...
С(Л') = --- = ---- + 10 + Ο,Ι.ν.

χ х

Ці величини зовсім різні.

Визначити граничний доход від виробництва 300 одиниць продукції, якщо 
обсяг продукції обчислюється за формулою х = 1000 - 1 QQp, де р — ціна 
одиниці продукції.

Спочатку визначимо ціну р одиниці продукції як функцію обсягу х. 
Для цього з рівності х = 1000 - 100/) виразимо р: р = 10-0,01хТоді функція 
доходу має вигляд

R'(x) = хр = х(10 - 0,01х) = Юх - 0,01х2.

Знайдемо граничний доход:

Я ’(х) = 10 - 0,02х

При х = 300 дістанемо

Л'(300) = 10 - 0,02 · 300 = 10 - 6 = 4.

Фірма виготовляє х одиниць продукції, ціна кожної з яких — р, причому 
р = -0,їх + 80, а функція витрат С(х) = 5000 + 20х (у гривнях). Знайти 
граничний прибуток, якщо виготовлено й продано 150 і 400 одиниць про
дукції, т а  максимальний прибуток фірми.

Функція доходу має вигляд R{x) = хр = х(80 - 0,1х) = 80х- 0,1х2. 
Запишемо функцію прибутку фірми від виготовлення й продажу х оди

ниць продукції:

Р'(х) = Л(х) - С(х) = 80х- 0,1х2 - (5000 + 20х) = 60х- 0,1х2 - 5000.

Знайдемо граничний прибуток для довільного х:

Р'(х) = (60х- 0,1х2- 5000)' = 60 - 0,2х

Годі

Р\ 150) = 60 - 0,2 · 150 = 30, />'(400) = 60 - 0,2 · 400 = -20.

Фірма матиме збитки розміром 20 грн. за кожну одиницю продукції, 
що буде виготовлена й продана в разі зростання обсягу виробництва.

Знайдемо максимальний прибуток фірми. Оскільки Р\х) = 60 - 0,2х= 0 
при х = 300 і Р ”(х) = -0,2 < 0, то в разі випуску х = 300 одиниць продукції 
фірма може одержати максимальний прибуток Р = 12 100 умов. грош. од.

Мале підприємство може виготовляти й продавати кожну одиницю про
дукції з прибутком 10 грн. Якщо підприємство витрачатиме х (грн.) на 

рекламу, то кількість проданих товарів становитиме q = 1000(1 - е 0 0І) |д). 

Знайти швидкість зміни прибутку відносно зміни витрат на рекламу при 
х = 1000 грн. і х = 3000 грн.

Кожна одиниця продукції дає 10 грн. прибутку. Тоді прибуток від реалізації 

даної кількості одиниць продукції Р(х) = 1000(1 - е~0'00]х) - х  з урахуванням 

витрат на рекламу. Швидкість зміни прибутку відносно зміни витрат на 
рекламу знайдемо диференціюванням:

/^- ΙΟΟΟΟί-Ο ,ΟΟ ΙΚ 0·001*- 1 = 10<Γ°’00,*-1,

Р'(ЮОО) = 10e~' - 1 = 10 ■ 0,3679 - 1 = 2,679,

Я'(3000) = 10e“' -1 = 10· 0,0498 - 1 = -0,502.

Отже, за витрат на рекламу 3000 грн. прибутки зменшуються, оскільки 
похідна від’ємна й функція прибутку спадає.

1 6 І Нехай валовий продукт деякої держави змінюється з часом t за форму
лою ВВП = 100 + t, а кількість населення — за законом К = 120 + 2/. 
Знайти швидкість зміни частини валового продукту держави, що при
падає на кожного громадянина.

Частину валового продукту держави, що припадає на кожного громадя
нина, позначимо через y(t).

За умовою задачі

ВВП 100 + /
у(П

К 120 + 21

Годі швидкість зміни частини валового продукту є похідною
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, _ (100 + t)'( 120 + It) - (100 + ?)(120 + It)'

у ~ (120 + 2 Г)2

120 + 2/ - 200 - 2t -80 -20

4(60 + /) 4(60 + 0 (60 + tУ

Оскільки похідна від’ємна, то частина валового продукту, шо припадає 
на одного громадянина, з часом зменшується.

І 7 j Обсяг продукції q, випущеної бригадою робітників, описується функцією

q = - - /’ + — r2 + 100/ + 50 (од.), t є [0; 8], де t — робочий час. Обчисли- 
6 2

ти продуктивність праці, швидкість і темп її зміни через 1 год. після 
початку роботи й за годину до її завершення.

Продуктивність праці виражається похідною від обсягу виробництва:

:(t) = q'(t) = - ^ ,2 + 1-̂  + 100.

Швидкість і темп зміни продуктивності праці виражаються похідною

z'(t) та «логарифмічною» похідною Tz(t) = [In -(/))' = — відповідно.

У розглядуваному випадкові

-'(/) =-5/+ 15, 71(0 = “ ЗГ + 15 2 ,-6

- - Г + 1 5 + 1 0 0  Г - < * ~ 40
2

У моменти часу /, = 1 і t2 = 8 - 1 = 7 відповідно маємо 

=(1) = 112,5, -'(1) = 10, 71(1) = 0,09;

~(7) = 82,5, z'(7) = -20, 71(7) =-0,24.

Отже, наприкінці робочого дня продуктивність праці істотно знижуєть
ся; при цьому зміна знака z'(t) і Tz(t) з «+» на «-» означає, що швидкість і 
темп зміни продуктивності праці в перші години робочого дня збільшуєть

ся і знижується в останні години.

8 Нехай r — річна ставка банківського процента. Визначити кількість 
років Т, протягом яких початкова сума внеску збільшиться вдвоє.

Оскільки за рік внесок збільшиться в 11 + | разів, то за Т років — у

1 + -ї— разів.

Фактично нам потрібно розв’язати рівняння |l j = 2.

Логарифмуючи це рівняння, дістанемо T ln(l +/-/100) = In 2. Розв’яз
ком цього рівняння буде

Т = · 1,1 2
1п(1 + /-/1 0 0 )

Розглянемо функцію у - ln(l + χ). Оскільки v' = —!— , .у'(О) = 1, у(0) =
1 + .v

In 1 = 0, то при достатньо малих х маємо ln(l + jc) = х. Використовуючи цю

наближену рівність у нашій задачі, дістанемо, шо In 1 + —— = —— Та-
( 100) 100

ким чином,

In 2 100 In 2
T =

r/ 100

Оскільки ln 2 = 0,7, то час подвоєння внеску становить Т = 70/г («пра
вило 70»),

Якщо, наприклад, процентна ставка — 10 % річних, то час подвоєння 
внеску становить приблизно 7 років.

9 Функція споживання деякої країни має вигляд С(х) = 0,36jc3 + 0,25jc + 15, 

де х — сукупний національний доход (грош. од.). Знайти граничну схиль
ність до споживання й граничну схильність до збереження, якщо доход 
становить 27млн грош. од.

Гранична схильність до споживання

C'(jc) = 0,48jc 1/3 + 0,25.

При х = 27

С'(27) = 0,48^/27 +0,25= 1,69.

Гранична схильність до збереження

S' = \ - С'(x) = 0,75 - 0,48jc і/3.

£'(27) = 1 - 1,69 = - 0,69.
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1101 Витрати палива автомобілем на 100 км шляху залежно від швидкості руху 
v (км/год) описується функцією C = C(v) = 18 - 0,3v + 0,003v2. Оцінити 
відносну похибку обчислення витрат палива за швидкості v = 90 км/год, 
визначену з точністю до 5 %.

Знайдемо еластичність функції:

yf'(v) ν(-0,3 + Ο,ΟΟόν)

/(V) 18 - 0,3ν + 0,003ν2

При v = 90 дістанемо | Е90(у) | = 1,41. Тоді відносна похибка

δν =1,41-5= =7,1 %.
8.1

Поняття функції багатьох змінних

8.1.1. Означення функції двох змінних

Раніше досліджувалися функції однієї змінної, тобто за значенням 
незалежної змінної х визначалося певне значення залежної змінної у 
або функції. В науці та в економічних дослідженнях часто трапляють
ся випадки, коли незалежних змінних виявляється кілька, й для об
числення значення функції необхідно попередньо встановити значен
ня, яких одночасно набувають ці змінні. Наприклад, розподіл якогось 
товару по різних ринках із різним попитом, визначення прибутку 
фірми залежно від певних факторів виробництва, ціни на працю та 
капітальних витрат тощо.

Введемо поняття функції двох незалежних змінних. Задамо дві 
множини X  та Υ.

Означення 8.1. Нехай D — деяка множина впорядкованих пар 
дійсних чисел: D - X x  Y. Припустимо, що кожній парі (х, у) є D 

певним способом поставлено у відповідність число z із множи
ни Z. Тоді кажуть, що на множині D задано функцію двох змінних 
z= f(x , у). Змінні х, у називають незалежними змінними, або аргу

ментами, a z  — залежною змінною. Множину D називають областю 

визначення функції. Всі значення, яких набуває функція z= f(x , у) при 

(х, у) є D, утворюють область значень функції z.

У випадку функції однієї змінної її областю визначення, як пра
вило, був проміжок (скінченний або нескінченний). У випадку функції 
двох змінних області визначення функцій різноманітні й складні. 
Тому розгляд цих областей набагато полегшується, якщо використо-



вувати їхню геометричну інтерпретацію. Якщ о на площині вибрати 

прямокутну систему координат, то множина пар точок із координа

тами (х; у ), для яких функція визначена, утворює певну фігуру на 

площині.

Розглянемо приклади.

■ П р и к л а д  8.1. Знайдемо область визначення функції :  = ^4 - л2 - .

Областю визначення такої функції є множина всіх точок, для яких 

вираз ^4 - x1 - У2 визначений, тобто 4 - х2 - у 2 > 0, х 2 + у2 < 4 (рис. 8.1). 

Множина точок площини, координати яких задовольняють цю нерівність, 
є кругом із центром 0(0; 0) радіусом 2, що включає в себе і його межу.

■ П р и к л а д  8.2. Знайдемо область визначення функції :  = —
ЛТ

Очевидно, що дана функція визначена, якщо х * 0, у * 0. Тоді мно
жина D — це площина Оху, за винятком точок координатних прямих 

Ох і Оу (рис. 8.2).

8.1.2. Означення функції багатьох змінних.
Способи задання функції

Введемо поняття функції п змінних (п > 3). Розглянемо «-вимір

ний простір R " і область Dcz R ".

»» О значення 8 .2 . Нехай маємо впорядкований набір п величин 

(x,, х2, ..., хп) є D. Припустимо, щ о кожному наборові відповідає 

певне значення змінної ζ. Тоді кажуть, що на множині D задано

функцію багатьох змінних z = f ( x v х2, ■ ■■, х„). Змінні х р х2, ..., хп 

називають незалежними змінними, або аргументами, ζ  — залеж
ною змінною, а / позначає закон відповідності. Множину D  назива

ють областю визначення функції.

■ П р и к л а д  8 .3 . Підприємство випускає п видів продукції, яку реалі
зує за цінами р х, р2, ..., рП. За обсягів реалізації продукції х2, ..., хп
виторг (доход) підприємства визначається функцією.

Л = /?!*, +р-рс2 + ...+ рх„.

ш П р и к л а д  8 .4 . Квартирна плата залежить від метражу житлової
або зальної площі, від тарифів на електроенергію, газ, холодну й га
рячу воду, від пільг, які мають мешканці квартири. Але якщо для 
двох квартир у будинку всі ці показники однакові, то й плата за квар
тиру буде однаковою. Отже, розмір квартирної плати є функцією від 
цих показників.

■ П р и к л а д  8 .5 . Податок, який повинна заплатити фірма, обчис
люється за спеціальною методикою, але якщо у двох фірм показники 
однакові, то й податок має бути однаковим. Отже, податок є функцією 
від цих показників.

Як  і функції однієї змінної, функції багатьох змінних можна за

давати аналітично, за допомогою таблиць або графічно.

За аналітичного способу задання функції її значення визначається 

залежністю від аргументів функції. В прикладі 8.1 функцію задано 

саме так, а в прикладах 8.2 і 8.3 при бажанні також можна задати 

функцію залежністю від відповідних показників.

Табличний спосіб задання функції застосовується в економіці дуже 

часто. У вигляді таблиць подаються різноманітні звіти, баланси, еко

номічні показники підприємств. Цей спосіб зазвичай необхідний у разі 

складних розрахунків на ЕОМ .

Графічний спосіб задання функції більш як двох зм інних май

же не застосовується через труднощ і зображ ення граф іка такої 

функції.

Введемо поняття графіка у випадку функції двох змінних.

р» Означення 8.3. Множину всіх точок (x; у; ζ) простору, таких, що 

(x, у) c  D, a z = f{x , у), називають графіком функції z = f{x, у) і 

позначають Г^= {(х, у, z) | (x, є D, z = f(x , у)}.



Графіком функції двох змінних є поверхня, шо задається рівнян
ням z =/(х, у).

Наприклад, графіком функції z = ах + bx + с є площина

z - ах + by + с - 0 , а графіком функції г = -y/l - х 2 - у2 — півсфера 

радіусом R = 1 із центром у початку координат.
У процесі побудови графіків функцій двох змінних здебільшого 

виникають значні труднощі. Тому є ще один спосіб наочного зоб
раження функції багатьох змінних — використання лінії заданого 
рівня.

*+ О значення 8 .4 . Лінією рівня функції ζ  = / ( х, у) називають множи

ну точок площини, в яких функція набуває одного й того самого 

значення С, т об т о  визначається співвідношенням z = f(x , у) = С, де 

С  = const.

Надаючи різних значень С і щоразу будуючи лінію із заданим 
рівнем С, дістанемо сім’ю ліній рівня, яка дає наочне уявлення про 
характер зміни функції z - f (x ,  у).

У випадку п > 3 розглядають не лінії, а поверхню рівня функції 
z - / ( jc ,, jc2, ..., jc J ,  тобто це поверхні, на яких /(х,, х2, ..., хп) - С.

Прикладами ліній рівня є паралелі й меридіани на глобусі — лінії 
рівня функції широти й довготи. Синоптики публікують карти із зоб
раженням ізотерм та ізобар — ліній рівня температури. В економіці 
прикладом ліній рівня слугують ізокванти — лінії, вздовж яких ви
робнича функція дорівнює константі.

При різних значеннях С дістанемо різні лінії рівня даної функції. 
Вони утворюють топологічну карту графіка функції ζ  = / (х, у). Якщо 
вибирати числа С,, С2, ..., Сп так, щоб вони утворювали арифметичну 
прогресію з різницею d, то матимемо низку ліній рівня, за взаємним 
розміщенням яких можна судити про графік функції.

■ П р и к л а д  8.6. Побудуємо лінії рівня функції z = х 2 + у 2 - 2у.

Лінії рівня визначаються зі співвідношення х 2 + у 2 - 2у = с, або

х 2 + у 2 - 2у = с + 1:

х 2 + (у — І)2 = с + 1.

Це рівняння кола з центром у точці С(0; 1) радіусом R = -Jc + 1, с > -1. 

Точка С(0; 1) — це вироджена лінія рівня, що відповідає мінімальному

значенню z = -1. Лініями рівня є концентричні кола, радіус яких 
збільшується зі збільшенням значення с (рис. 8.3).

8.1.3. Функції багатьох змінних, які використовуються 
в економічній теорії

Одновимірні аналоги цих функцій уже розглядалися в п. 5.3.4.

1. Функцію вигляду

П

z = a{xj + а2х2 + ·■· + апхп + b = ^  akxk + b,

k = 1

де α,, α2, ..., αη, b — деякі числа, називають лінійною функцією, або 
гіперплощиною, в евклідовому просторі Rn

2. Функцію вигляду

1 п
ζ  = ο,,χ,2 + 2 а12х1х2 + а22х 22 + 2аи хіх? +... + α,,,,χ;, = -  £  адх,х ; ,

1 i=\j=\

де а у — деякі числа, називають квадратичною формою від змінних
xv x2,

3. Функція корисності — одне з базових понять економічної теорії, 
яке можна узагальнити на випадок п змінних; багатовимірний її ана-
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лог - це функція u = f ( x j, х2, ..., хп), що виражає корисність від п 

придбаних товарів. Це суб’єктивна числова оцінка даним індивідом 

корисності и набору товарів лг,, х2, ..., хп. Часто трапляються такі види 

функції корисності:

• логарифмічна

П

и - Y  а, ln(x, - с , ). а, > 0, х, > с, > 0; 

і - і

• сталої еластичності

П

ч = (-V, - с, )'■*', а , > 0, 0 < Ь, < 1, Л-, > с, > ().

/ і - '

Л ін ії рівня функції корисності називають кривими байдужості.

4. На випадок п змінних узагальнюється виробнича функція, що 

виражає результат виробничої діяльності залежно від факторів, що 

його зумовлюють, х,, х2, ..., хп. Л ін ії рівня виробничої функції нази

вають ізоквантами.

При п = 2 часто трапляються такі види виробничої функції:

• функція Кобба—Дугласа

z = bt)x]b'x 21’2,

де z = z(jt,, х2) виражає вартість випуску продукції залежно від вар

тості основного капіталу Х| та вартості трудових ресурсів х2, Ь0 > 0 — 

параметр продуктивності конкретної технології; 0 < й, < 1 — частка 

капіталу в доході; й, + Ь2 = 1;

• функція зі сталою еластичністю заміщення

z = ( '„ ( ί ',ν β + Є2х2 1!) /,/1\

де ζ  — суспільний продукт; х, — витрати праці; х2 — обсяг виробничих 

фондів.

8.2
Границя й неперервність функції

8.2.1. Границя функції двох змінних

Надалі розглядатимемо функції двох змінних (η = 2), щ об уник

нути громіздких позначень. Випадок двох змінних дає змогу вико

ристовувати наочне геометричне ілюстрування основних понять. 

При цьому всі означення й теореми легко узагальнюються на випа

док η > 2.

Розглянемо функцію z = f(x , у). Нехай її область визначення D a  R 2, 

тобто D — підмножина координатної площини.

Відстань між точками М(х\ у) і М0(х0; у0) визначається рівністю

р (Л /, Л/0 ) = у ] (х - х 0)2 + (у  - >’о ) 2·

Означення 8 .5 . 6-Околом точки Л/0(д ;̂ >>0) називають множину всіх 

точок площини, координати яких задовольняють нерівність

р( М , Л/0) = 7(л - х 0)2 + (>’ - >(,)2 < δ.

Геометрично це множина точок площини, щ о лежать усередині 

круга з центром у точці Л/0 і радіусом δ. Внутрішність круга є двови

мірним аналогом відкритого проміжку (х0 - δ, х0 + δ) на числовій 

прямій, і р (М, М0) = І х  - х0 І < δ.

У випадку функції трьох змінних и = Д х , у, ζ) δ-околом точки А/0 

є відкрита куля (без сфери) з центром у точці М0(х0\ yQ\ ζ0) і радіу

сом δ, і

р ( М ,  Л/0 ) = y j ( x - x о ) 2 + (> ’ - .У о)2 + ( - - -о)2 < δ. 

У випадку функції п змінних δ-окіл точки М0

р(А/, А/0) = 2 > ,  -л·0)2 < δ.

/ = 1

Більшість понять аналізу, введених для функції однієї змінної, 

можна перенести на випадок функції двох змінних.



ρ* Означення 8.6. Число А називають границею функції z = f(x , у) при 

х —» jc0, у —> j>0, якщо для довільного як завгодно малого числа ε > 0 

знайдеться таке  δ > 0 (δ = δ (ε)), що для всіх точок М(х; у) із δ-околу

точки Л/0(х0; у{]) таких, що 0 < р ( /V/, Л/()) = ^/(.v - л() )2 + (у  - >'() )2 < δ, 

виконується нерівність |/(х, _у) — И | < є.

Наведене означення можна перефразувати, використовуючи гео

метричні терміни. Так, число А називають границею функціїz=  /(jc, у), 

якшо точка М(х\ у) прямує до точки М0( х у д) {М(х\ у) —> Л/0(дс0; ^0)) і 

для довільного ε > 0 існує таке число δ > 0, ш о |/(jc, у) - А | < ε, як 

тільки відстань 0 < р( Μ, М0) < δ.

Розглянемо точку М0(х0; у0) є D ( / )  та послідовність точок Л/( (jc;. ; yt ),

і = 1, 2, я і сформулюємо інше означення границі функції «мовою 

послідовностей».

т· О значення 8 .7 . Число А називають границею функції z - f { M )  при 
М  —> М0, якщо для довільної послідовності точок {Мп), яка збігаєть

ся до точки М0, відповідна послідовність значень функції {f ( M n)} 

збігається до числа А. Використовують таке позначення границі 

функції: lim  f ( M )  = A.
Μ  —> Л/0

/  Зауваження 8.1. Між поняттями границі функції однієї змінної та 
багатьох змінних багато спільного, але є й принципова різниця. Так,

для функції однієї змінної z = / (jc) те, шо існує lim / (л ) = А, означає,
X —» Л,,

що існують однобічні границі й вони рівні між собою, й навпаки. Для 
функції двох змінних z = f(x, у) наближення до точки (х0; ,у0) можливе 
різними способами: і справа, й зліва, і зверху, й знизу, й під деяким 
кутом по прямій, і вздовж певної лінії (траєкторії). Отже, маємо істот
не обмеження порівняно з рівністю двох однобічних границь у випад
ку функції однієї змінної.

■ П р и к л а д  8.7. Доведемо, іцо lim — — не існує.
v -0 Л·2 + у 
ічО

Наближатимемося до точки (0; 0) по прямій у = кх. Тоді

2.W 2 хкх 2 к
lim ——;—- = lim

О д·2 + v·2 <л: і) ->(0:<І) у2 +кгхг І + к1

тобто значення границі залежить від кутового коефіцієнта прямої, на
приклад: при к = 1

2 х к х  2к
lim  — ----—  = ----- = 1;

<л: г) -.((): 0) д- + А. - Д - 1 +

при к - 2

2х к х  2к 4
lim  —---- —  = ---- 7 = -

( л: ,·)-■.«>: 0) у 2 + к  2Д 2 І + А' >

і т. д.
Отже, наближаючися до точки (0; 0) в різних напрямах, діста

немо різні значення границі. Це означає, що дана функція не має 
границі.

Крім іраниці функції z = f(x , у) - f (M )  за одночасного прямування 

аргументів х —> х0, у -> _у0 доводиться мати справу й з повторними 

границями, тобто такими, які дістають у результаті граничних пере

ходів за кожним аргументом окремо. Припустимо, що область виз

начення функції така, що змінна jc (незалежно від зм інної у) може 

набувати довільних значень на множині X  і jc -» jc0; аналогічно змінна 

у (незалежно від змінної jc) змінюється на множині Y і у —> уц. Якщ о 

при довільному фіксованому у із У для функції f(x , у) (яка є функ

цією тільки від х) існує границя при jc -> х^, то ця границя, взагалі

кажучи, залежатиме від наперед ф іксованого у : lim  /(.v , у) - срО').
-V > 'о

Потім можна пост авити питання про іраницю функції <р(у) при у —> уіу 

Дістанемо lim  φ(>’) = lim  lim  f ( x ,  у). Це й є одна з двох повтор-
У * > о У ~* Уо х —* хо

них іраниць. Іншу границю дістанемо, здійснивши граничні переходи 

в зворотному порядку: lim  lim  /(.v , у).
Λ - »  Λ 0 у  —> >  0

Сформулюємо без доведення важливі теореми про границі функції 

двох змінних ζ  = f(x , у) = f{M ).

ТЕОРЕМА 8.1
Якщ о функція z = f ( M )  має границю при М  —> А/„, то ця 

іраниця єдина.

ТЕОРЕМА 8.2
Якщ о функція z = f ( M )  має границю при М  —> М0, то вона 

обмежена в деякому околі точки М0.



Т Е О Р Е М А  8.3

Якщ о lim
м -> м0

1) lim  і
м , м0

2) lim
м ->м0

3) lim
м ->м0

Μ > А/„

ΔΜ 1-_± . B t 9 .

Для функції багатьох зміннихz = f ( x v х2, ..., хп) поняття границі та 

її властивості вводяться аналогічно. Границю функції в точці позна

чають так:

lim  f ( M )  = A, де M (x t , х 2, хп) -> M(xl\ ..., х°).
М -> М0

Розглянемо приклади обчислення границь.

ί̂ ο Ίχ2 + у2
Для цього зробимо заміну й перейдемо до границі функції однієї 

змінної, а потім застосуємо правило Лопіталя:

- У )

; : 8

■J-
.2

X + Г  = р. 

д —» 0, у —> 0, 

р —> 0

1

lim
р ->о

1п(1 - р2)

/І /i 2\\' І і ( 2Р)
■ lim ~ ^ 11 = І і т Ь £ : -----= -2 І і т - Ц

Р - . 0  р  р - > 0  1 р  - »0  1 — р~·

vO,

0.

П р и к л а д  8.9. Обчислимо границю lim s‘n ^A-t'
Λ- -»0 .VУ 
у -> 0

Зробивши відповідну заміну, дістанемо

.. sin Хху 
lim
v ->0 Λ Ι' 
ν-.Ο

ΛΤ = t.

t ■■■■■, 0
= lim ^  = 3. 

/■-*0 t

П р и к л а д  8.10. Доведемо, що lim ΊΛί—- не існус.
v-.Од·2 + v2 
у --.О

Виберемо дві послідовності (л„, у„) = ; — j та (.ν', v',) =

При n -» оо послідовності д„ —» 0, у„ —» 0 і ν' —> 0, у'„ —> 0, але

1 1

lim fix,,, y„) = lim n n

«->■' (l/n)2 +(l/«)2 2 ’

_ I  2 7

lim /(.ν', > ') = l im ----------- y = -4·
»- ' (—1///) + (2///)

Отже, функція не має границі.

П р и к л а д  8.11. Обчислимо границю lim МП Х> .
λ -»> V’ 
v —> 0

Визначимо границю як повторну:

Λ - Ο  у

l im i i i l iZ  L  і™ « 0 ^1  = 5.
Λ· 5 у і у -> 0 _у

8.2.2. Неперервність функції двох змінних

р» Означення 8 .8 . Функцію z - f ix , _у) називають неперервною в точці

М0(х0· ^0), якщо вона визначена в цій точці й має в ній границю,

причому lim  f i x , у) = /( .ν0, .у,,).
λ —> 0 
у

При цьому важливо наголосити, що точка М  може прямувати до 

точки Д/0 довільним способом , але весь час має залишатися в області 

визначення функції.



Означення 8.9. Функцію z = f ix ,  у) називають неперервною в об
ласті D, якщо вона неперервна в кожній точці цієї області.

Означення 8.10. Точку Л/Ц(х0; у()) називають точкою розриву функ
ції ζ  = f{x , у), якщо ця функція:

1) не визначена в точці Л/0(х0; _у0);

2) визначена в точці Л/0(хц; у0), але:

а) не мас границі в цій точці, т обт о  lim  / (лг, у) не існує;
X > л0 
.1' „

б) границя lim  /(.v , у) існує, але lim  / ( х ,  >’) *  / (л 0. v0).
' ·
V -it, у >у„

П р и к л а д  8.12. Розглянемо функцію двох змінних

vi'

/(■v. У)
.v + v’ > 0,

л- + г

0, (л. v) = (0; 0).

Ця функція має розрив у точці (0; 0), оскільки не має границі в цій точці.

8.2.3. Частинні й повний прирости функції 
двох змінних

Нехай задано функцію двох змінних 2 = / (х , у), яка визначена в 

деякому околі точки Л/0(дс0; ^0). Зафіксуємо зм інну^ так, щобд» = yQ, і 

розглянемо функцію однієї змінної z = f(x , у) у точці х(). Надамо 

змінній х приросту Ах. Тоді функція дістане приріст

Δ ν- = /U o  + .Vo) - Д х  о- .'о )· (8.1)

який називають частинним приростом функції z - Д х , у) за змінною х
у точщ М0(х0; j>0).

Аналогічно, якшо зафіксувати змінну jc так, щоб x = jc0, і розгляну

ти функцію z = f{x , у) у точці у0, надавши приросту Ау, то функція 

дістане приріст

а у- = f i x  о- >’о + &У) - /Uo- >’о)- (8.2)

який називають частинним приростом функції z = f(x , у) за змінною у.
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Якш о обом змінним надати приростів Δχ, Д_у, то функція дістане 

повний приріст функції z -  f ix , у) точці А/0(х0; _у0)

Δτ = f ( x 0 + Δν, + Ау) - / ( х0, ν0). (8.3)

/  Зауваження 8.2. Для функції багатьох змінних ζ = /(χ,, х2, ..., хп) від
повідні частинні прирости в точці Л/(х,; х2; ...; х„) позначають так:

Δ , Г = / ( Х|, X ,......  V, + Δν ,...... х„) - / (X , .  X ,............ V,. .... х„),

де точка Λ/,ίχ,; х2; χ, + Δχ,·; ...; х„), і = 1 ,2 ...... п належить області
визначення функції ζ = /(χ,, х2, ..., х„).

Повний приріст позначають так:

Лг = / ( х ,  + Δν,, χ , + Δν2....... х„ + Δν„) - /(Х|, х 2, ........ х„).

Взагалі кажучи, повний приріст не дорівнює сумі частинних приростів.

Сформулюємо інше означення неперервності функції в точці.

р» Означення 8 .1 1 . Функцію двох змінних z = f ix , у) називають непе
рервною в точці Л/и(х0; у{}), якщо існує границя

lim  Δτ = 0. (8.4)
Лл —* 0 
Д V -> 0

8.3
Диферениійовність функції двох змінних

8.3.1. Частинні похідні першого порядку

Розглянемо функцію ДВОХ ЗМІННИХ Ζ - f i x ,  >0- Виберемо точку 

Л/0(х0; γύ) з області визначення функції.

р» Означення 8.12. Якщо існують границі

lim  b L  = lim  /(* !.+ ь*. =
xv —»ο Δν δλ·->ο Δχ

lim  b L  = |im / (A„' >„ + Δ>’) - /(λ,,- » ) =

Λ.ν -»ο Δ>’ Ay —> 0  Ay
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т о  їх називають частинними похідними за змінними х і у функції

z = f ( x ,  У)·

Для частинних иохідних першого порядку використовують і такі

позначення: г'х. = = / Х'(х, у); г' = —  = /'(л\ у).
< X ' ' су

З означення випливає, що частинна похідна функції z-  / (х , у) за 

змінною х  є звичайною похідною від функції змінної х  при ф іксова

ному значенні змінної у, а частинна похідна за змінною у — звичай

ною похідною за змінною у при фіксованому значенні змінної х. Інак

ше кажучи, для знаходження / х'(л\ у) потрібно вважати сталою 

змінну у, а для знаходження /'А х . у) — змінну*.

/  Зауваження 8.3. Для функції багатьох змінних z = / (хр х2, ..., хп)
поняття частинної похідної за змінною xt, і = 1, 2, ..., п вводиться
аналогічно:

-
■ = lim — — , і = 1, 2.....  п.

л\, — о Δν,

■ П р и к л а д  8.13. Нехай Дх, у) = 4х 2у + 5ху3 - Зх + 2у - 6. Обчислимо
частинні похідні / Х'(х, у) і / '(λ , v).

Якшо змінну у вважати сталою, то

f'x (λ , У) = 8л>’ + 5у* -  3.

Аналогічно, якщо змінну х вважати сталою, то 

/;< v, v) = 4л2 + І5лг + 2.

■ П р и к л а д  8.14. Дано функцію Дх, у) = х у. Обчислимо похідні —  і
гх су

Маємо

—  = v-χ-v -1, —  = χ 'Ί η χ
сХ  Су

■ П р и к л а д  8.15. Нехай z = x In у + — . Обчислимо —  і — .
х сх су

Дістанемо

—  = In у + у 
сх  І х

, У <- /, V/ 1 - -V 1In у - — = л(In у) + -у  = -  +
а- су  х  у х

8.3.2. Необхідна умова 
диференційовності функції

р* Означення 8.13. Функцію z - f(x , у) називають диференційовною в

точці Л/0 (х0; .у(|), якщо її повний приріст можна подати у вигляді

Аг = /1Δ_ν + В.\у + а(Ах, Δ г)Лх + β(Δχ, Δι)Δγ, (8.5)

де А, В — деякі числа; α(Δχ, Ау) і β(Αχ, Л>;) — нескінченно малі 

функції при Ах —» 0, Δ_ν -> 0.

Відомо, шо для функції однієї змінної необхідною й достатньою 

умовою диференційовності функції в точці є існування похідної в цій 

точці.

У випадку функції двох і більшого числа змінних з існування час

тинних иохідних не випливає навіть неперервність функції.

П р и к л а д  8 .1 6 . Розглянемо функцію /(.v. у) =
0, якщо ху = 0.

1, якщо ху t 0.

C' f  C' f
Ця функція має частинні похідні в гочці (0; 0), причому —  = —  = 0,

СХ с у

і Дх, 0) = ДО, у) = 0. Але /(0, 0) = 0, і в кожному околі, який містить 
точку (0; 0), є точки (х; у) такі, шо Дх, у) = 1. Отже, функція /(* , у) 

розривна в точці (0; 0).

ТЕ О Р Е М А  8 .4

Якш о функція z = f (x , .у) диференційовна в точці Л/0(х0; у0), 

то в цій точці існують частинні похідні гх, г'., причому 

г'. (х0, _>■„) = А, г'.(х0, >’(,) = В, де А і В — коефіцієнти в 

рівності (8.5).

Д о в е д е н н я

Оскільки функція z = f(x , у) диференційовна в точці Л/0(х0; _у0), то 

справедлива рівність (8.5).

При фіксованому у = 0 запишемо частинний приріст функції за 

змінною х:

Αλζ = ААх + α(Δν, ())Δϊ.

Поділимо цю рівність на Δχ і перейдемо до границі при Δχ -» 0. 

Дістанемо



lim —^  = lim ІА + α(Αν. ())| = А .
Λυ -■> 0 Дх Дд -> 0

За означенням

lim = г' і - А .
л ,о Ах

Аналогічно можна показати, шо г'. = В.

Теорему доведено.

/  Зауваження 8.4. Якщо частинні похідні функції двох змінних у даній 
точці не існують, то така функція не диференційовна в даній точці.

ТЕ О Р Е М А  8.5

Якш о функція z = Д х , у) диференційовна в точці /V/(J(jc0; у0), 

то вона неперервна в цій точці.

Д о в е д е н н я

Якш о функція диференційовна в точці А/0(х0; у0), то справедлива 

рівність (8.5), з якої випливає, що lim  Аг = 0, а згідно з 8.4 це означає,
Лл —> 0 
Ау —> 0

що функція ζ = Д х , у) неперервна в точці Л/0(х0; у„).

Теорему доведено.

/  Зауваження 8.5. Обернені твердження теорем 8.4 і 8.5 невірні, тобто
з неперервності функції двох змінних або з існування її частинних по
хідних у точці не випливає диферениійовність функції в цій точці.

8.3.3. Достатня умова 
диференційовності функції

Т Е О Р Е М А  8 .6

Якщ о функція z = f(x , у) має частинні похідні в деякому 

околі точки М0(х0; у0) і ці похідні неперервні в даній точці, 

то функція диференційовна в цій точці.

Д о в е д е н н я

Н адам о зм інним х і у прирост ів  Δχ і Ау так, щ об  точка 

М  (х0 + Ах; у0 + Ау) не вийшла за межі околу точки A/0(jc0; у0), про який 

ідеться в теоремі.

Тоді повний приріст функції можна подати у вигляді

Аг = / ( х 0 + Ах, у0 + Ау) - / ( х 0, у„) =

= | /(х0 + Ах, у0 + Ау) - / ( х 0, у0 + Ау)| +

+ І/(*о< Уо + 4у) - / W  Л))1· (8·6)

Різниця в перших квадратних дужках рівності (8.6) — це різни 

ця значень функц іїД хи, у0 + Ду) однієї зм інної х на кінцях відрізка 

|х0, х0 + Дх].

За умовою теореми ця функція має похідну на ]х0, х0 + Ах|, а отже, 

неперервна на цьому відрізку. Тоді існує с, є (х0, х0 + Ах) таке, що 

справедлива формула скінченних приростів Лагранжа:

/  (х0 + Ах, Jo + Ау )-  / ( х 0, Jo + Ay) - f ' ( c i , >о + Ау)Ах.

Аналогічно існує с2 є (у„, у0 + Ау) таке, що різницю в других квад

ратних дужках рівності (8.6) можна подати у вигляді

/ ( х 0 + Αν, у() + Ау) - / ( х 0, у0) = / ; ( х 0, с·, )Ау.

Отже,

= /К с\' Уо + Ау)Ах + f ’ (xо, с2 )Ау.

Оскільки частинні похідні неперервні в точці (х0; у0), то 

lim  / ; ( q ,  Уо + Ау) = / д'(х 0, Уо) І lim  / ' ( х 0, с2) = f ' ( x Q, у0)·
Ах -> 0 Δλ —> 0
Ау -> 0 Δ>· 0

Це означає, що

/ д'(с·,, Уо + Ау) = / ; ( х 0, Уо) + а(Ах, Ау),

f  '(xQ, с2) = /;.(х0, Уо) + β(Δχ, Ау),

де а(Ах, Ду) -» 0, β(Δχ, Ду) —> 0 при Ах -> 0, Ду -> 0.

Підставивши ці значення в (8.6), дістанемо

Аг = f ' ( x 0, у0)Дх + fy (x о, Уо)Ду + α(Δχ, Ду)Дх + β(Αν, Ау)Ау. (8.7)

Це означає, що функція диференційовна в точці А/0(х0; у0).

Теорему доведено.



♦ Наслідок. З  існування й неперервності частинних похідних функції 

двох змінних у даній точці випливає неперервність самої функції в 

цій точці.

Справді, якшо Ах -» 0, Ау -» 0, то, очевидно, й Αζ —> 0.

/  Зауваження 8.6. Аналогічно можна ввести поняття диференційовності 
функції багатьох змінних.

р» О значення 8 .1 4 . Функцію ζ  = / ( * , ,  х2, ■■■, х„) називають диферен- 

ційовною в точці М (х х\ х2\ ...; хп), якщо її повний приріст можна  

подати у вигляді

Az = f  't (М )А х { + f  '2 ( М  )Ах, + ... + Д  ( М )А х„  + 

+ «|Δλ'| + α ,Δ .ν , + ... + а„А х„ ,

де а ( — нескінченно малі функції при Лх( -> 0, і = 1, 2, ..., п.

8.3.4. Повний диференціал функції двох змінних

р* Означення 8 .1 5 . Повним диференціалом функції ζ  = Дх, у) у точці 

M0(x0; у0) називають головну, лінійну відносно приростів Ах і Ау, час

тину повного приросту функції в рівності {8.7) у цій точці.

Оскільки Ах = dx, Ay = dy, то повний диференціал функції z- f(x , у) 

можна обчислити за формулою

dz = — dx + — dy. (8.8)
сіх су

■ П р и к л а д  8.17. Знайдемо диференціал функції z = ху + х 2 - 2у. 
Обчислимо частинні похідні:

—  = у + 2л, —  = л - 2.
дх ду

Тоді за формулою (8.8) дістанемо

dz = (2х + y)dx + (х - 2)dy.

Диференціал функції двох змінних z - f (x , у) інваріантний, тобто 
формула (8 .8 ) зберігає свій вигляд незалежно від того, є х і у незалеж
ними змінними чи функціями інших змінних. Цю властивість нази
вають властивістю інваріантності форми першого диференціала.
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8.3.5. Застосування повного диференціала 
в наближених обчисленнях

Якщ о функція z - f (x ,  у) диференційовна в точці М0(х0; у0), то з 

рівностей (8.7) і (8.8) випливає, що

Az - dz = а(Ах, Ау)Ах + β(Δχ, Δΐ’)Δ>'·

Тому при Δχ -> 0, Ау —> 0 справедлива наближена рівність

/ U , ,  + Δ·ν, >’о + Δ>’) “

= /(л „ , >·„) + № « ,  )dx + / ;(л 0. )dy, (8.9)

яку часто використовують у наближених обчисленнях.

■ П р и к л а д  8.18. Наближено обчислимо значення (1,04)2’02.

Розглянемо функцію f(x, у) = ху, х > 0. Нехай х„ = \, у0 = 2. Тоді

Д х=  1,04- 1 = 0,04, Ау= 2,02 - 2 = 0,02.

Обчислюємо:

/v  = У-v1'-1 , fy = X у In -V, / ( д 0, л )  = I 2 = 1.

Л'(л0, v0) = 2 -121 = 2, /;(л0, у0) = І2 · In 1 = 0.

Тоді

df(xu, J0) = 2 · 0,04 + 0 · 0,02 = 0,08.

Застосувавши формулу (8.9), наближено дістанемо 

(1,04)202 = 1 + 0,08 = 1,08.

8.3.6. Диференціювання 

складних функцій

Т Е О Р Е М А  8.7

Нехай в області D  визначена складна функція двох змінних 

z = f ( u ,  v), де и = и (х, у) і V = v(x, у), і функції и = и(х, >0, 

v = v{x, у) у деякому околі точки Сх0; у0) є D  мають непе-



рервні частинні похідні за змінними х і у, а функція z = f(u , v) і 

має неперервні частинні похідні за змінними u, v у деякому | 
околі точки (и0; v0), де u = u (х0, у0), v = v (х0, _у(|). Тоді склад
на функція z -f(u(x , у), v(x, у)) має частинні похідні в точці | 
Ц ; _У0), причому

Рг _  Pz Ри Pz Ρν

Р х  CU СХ CV с х

і _   І - ї й 1 - 1 '

су Ри су Ρν ру

Д о в е д е н н я

За умовою теореми функції u = и(х, у) і v = v(x, у) мають непе
рервні частинні похідні в деякому околі точки (х0; у{)). Тоді за теоре
мою 8.6 вони диференційовні в точці (х0; _у0), тобто їхні повні прирос
ти запишемо у вигляді

Ги Ри 
Аи = —  Ах + —  Ау + α. Δν + β, Ау, 

дх Ру

cv Ρν 
Δν = — Δν + — Ay + α ,Δ χ  + β^Δ^,

Рх су

де а,, а2, βρ β2 — нескінченно малі при Ах —> 0, Ау 0.
Надамо аргументові х приросту Δχ і запишемо частинні прирости 

функцій за змінною х :

Ахи = — Ах + α,Αχ, Δνν = —  Δχ + α,Δχ. (8.11)
δχ δχ

Прирости Αχ и і Δ^ν приводять до приросту функції z = f ( u ,  v):

Δνζ = Axu + Axv + aAxu + βΔΛ v. (8.12)

Підставивши (8.11) у (8.12), дістанемо

+ a
CU А А
—  Δν + α, Δν
Рх

+ β
cv

Рх
Ах + α-,Αχ

( P f  Pu P f  Ρν 

Ри Рх Ρν рх
Δν +

( Я
а! —  + а 2 —  + а —  + β—  Δν + (а а , + βα? )Δν.

Ри Ρν Рх Рх

При Ах -» 0 два останніх доданки є нескінченно малими величина
ми, тому

Р- _  цш Δ νζ _ P f  Ри P f  cv 

δχ δ —>ο Αχ Pu dx cv сх

Аналогічно можна показати, шо —  = с
>f  Ри P f  Ρν

Теорему доведено.
су си су CV су

♦ Наслідок 1. Якщо z = f (x ,  у) — складна функція двох змінних, де х і 

у є функціями змінної t: х = x (t) , у = y (t) , які диференційовні в точці 

t, т о  складна функція z = /(х(ґ), у (І)) диференційовна в точці t, і 

справедлива формула

dz _ Pz dx + Pz dy 

d t Px dt Py dt
(8.13)

♦ Наслідок 2. Якщо дана функція z = /(x, у), а  у - у (х) — функція, 

диференційовна в точці х, т о  похідна за змінною х складної функції 

z = f(x , у (х)) є звичайною похідною функції однієї змінної х, т обто

—  = — , і справедлива формула
Рх dx

dz _ Pz Pz dy 

dx Рх Py dx
(8.14)

П р и к л а д  8.19. Нехай z = ln(u2 + v 2), де u = ху, v = x + у. Знайдемо

частинні похідні —  і — .
сх Ру

Обчислимо частинні похідні:



Тоді за формулою (8.10) 

Гг 2«

< Л' іс  + і'” 

гг 2 и

— у +  —

2 г
І

2.VV’2 + 2(л + у)
’ 7 ,1 '1C + V' Л~ _)’· + (.v + у У

2 г j 2 л2 у + 2(.v + v)

.v у +(.ν +у)

d:
П р и к л а д  8 .2 0 . Знайдемо — , якщо :  = arctg —, де у = t2, x = t3 + 1.

dt x

Обчислимо частинні похідні:

у Γ: Xс :

С-х
1 1 ' f 1 

Х~ + у~ ( У  х~ + у~
—  = 2/, ^  = з/2. 
dt dt

За формулою (8.13) маємо

dz_ 

dt
V V -
-— r Зг + —--- - 21

-r4 + I t - t A + I t

λ- + y- 

d :

χ 1 + у2 (Γ! +l)2 +i4 tb + 2Γ1 + /4 + 1

Похідну —  можна знайти й іншим способом. Підставивши зна-

d ' ■ r
чення у = t2 і x = t3 + 1 у функцію r = arclg^-, дістанемо r = arctg—-- .
т .v г +1
Тоді

d : 2Hr- + І) - З/4 -14 + I t

dt 1 + i 4/ (^  + D2 (Л* + I)2 

Похідні, обчислені різними способами, збігаються.

tb + r4 + 2r’ + 1

П р и к л а д  8 .2 1 . Знайдемо — , г = a resin —, de у = V.v2 + 1.
dx

За формулою (8.14) дістанемо

dz 1 Π f i1
ϊ>

1̂ N 1 і 1 1 1 f -x ' 2х

dx r.v r?y dx 1 - x2 / у1 У s]1 - x W
У

у 2 V-ν2 + 1

v 1 .V’

/
Λ* .v

V .v 2 -  -v2

?r V a' 2 + 1

у 2 - x 1 у у іу 2 - .v2 ' J x 2 + 1 
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8.3.7. Похідна за напрямом

Нехай функція z = f(x , у) визначена в деякому околі точки М(х\ у). 

Частинні похідні f ’ (x, у) і / v'(a\ у) виражають швидкість зростання 

функції в додатному напряму осей Ох і Оу відповідно. Але для функції 

z= f(x , у) можна поставити питання про швидкість її зростання в точці 

в довільному напрямі.

Розглянемо деякий напрям, щ о задається одиничним вектором 

І = {cos a, cos β}, де І / І = cos2 а  + cos2 β = 1. Ha прямій, що прохо

дить через точку Μ , виберемо точку Λ/j (jc + Δχ; у + Лу) і знайдемо

довжину відрізка М М Х\ АІ = М М Х = yj(Ах)2 + (Ау)2 (рис. 8.4).

р» Означення 8.16 . Приріст функції A jz = f ( x  + Δχ, у + Ay) - f ( x , у), 

де Ах і Ay noe ’язані співвідношеннями Ау = АІ cos а, Ау = АІ cos β,

називають приростом функції ζ  у даному напрямі вектора / ,

тому

Aj - = f ( x  + АІ cos а  у + АІ cos β) - /(.v , у). (8.15)

р* Означення 8 .17 . Похідною г' за напрямом вектора / функції двох 

змінних z = f ix ,  у) у точці М{х\ у) називають границю відношення

приросту функції в цьому напрямі до АІ при АІ —> 0, якщо вона

г- / ,· Д/г
/снує, і позначають —- = г,- = lim  —V .

г/ 1 А/^о Δ/



Похідна z'j характеризує швидкість зміни функції за напрямом век

тора  І .

/  Зауваження 8.7. Якшо напрям вектора / збігається з додатним на
прямом осі Ох (або Оу), то похідна за напрямом у точці М(х\ у) пере
творюється в частинну похідну /'(л , у) (або /,'(.г. у)).

Якш о функція z = / (х , у) диференційовна в точці М(х; у), то її 

приріст можна записати у вигляді

Аг = r 'A v  + :'},Ау + о (А І) = г' Δ/ cos а  + ~’уАІ cos β -t- о (А І). 

Поділивши цю рівність на Δ /, дістанемо

Δτ ' п °(л / )— r = - cos α  + - cos β +---— .
A I  }  A I

Тоді при д/ () матимемо

= —  cos а  + —  cos β. (8.16)
c l сх  Г у

У Зауваження 8.8. Очевидно, шо всі поняття, введені для функції двох
змінних, переносяться на функції багатьох змінних, тобто аналогічно 
для функції багатьох змінних ζ= /(х ,, х1, ..., хп) визначається похідна за

напрямом л-вимірного вектора / = {cos a,, cos а , .  .... cos «,,] у точці 

Л/(jc,; х2\ ...; хп) простору R".

^ П
< - C- ( Ζ ( Ζ V  f-
—г = -- cos а, +--- cos а-) + ... +---cos а„ = > ---cos сх,,
f/ гл·, Гх2 - Сх,

де cos2 а, + cos’ а і  + ... + cos2 а„ =1.

■ П р и к л а д  8.22. Знайдемо похідну функції ζ = х 2 + у 2 у точці М( 1; 1)
за напрямом вектора, що утворює з віссю Ох кут а = к/3.

Оскільки з віссю Ох вектор утворює кут а  = π/З, то з віссю Оу він 
утворює кут β = π/2 - π/3 = π/6. Тому за формулою (8.16) дістанемо

—г = — cos а  + — cos р - 2л cos — + 2 у cos — =
(7 Αν гу 3 6

1  ̂ Ί ^  П- 2-V— + 2у —  = v + ν.\ν.

Тоді

г/ (І: І)

8.3.8. Градієнт функції

Нехай функція z = f(x , у) диференційовна в точці /V/0(x(J; y(j). Тоді в 

цій точці існує похідна даної функції за будь-яким напрямом. Вини

кає важливе запитання: в якому напрямі похідна функції буде най

більшою? Виявляється, що можна відповісти на це запитання, ввівши 

поняття вектор-градієнта.

т· О значення 8 .1 8 . Градієнтом функції z - f(x , у) у точці /V/()(x(); у0) 

називають вектор , координати якого дорівнюють частинним по

хідним функції в цій точці:

Vr = grad r  = j ( Ζ(Μ{) ) , ( : [M{)} j . (8.17)

Оскільки одиничний вектор / має координати {cos a , cos β}, то 

похідна за напрямом вектора / визначається так:

—. = —  cos а  + —  cos β = / grad г 
c l  сх  су

і, очевидно, є скалярним добутком векторів / і grad ζ.

Оскільки І / | = 1, то похідна за напрямом вектора /

—  = / grad z = \ I (j grad г | cos φ - j grad r | cos φ,
PI

де φ — кут між векторами / і grad ζ.

Відомо, що скалярний добуток двох векторів максимальний, якшо 

вектори однаково напрямлені, тобто куг між ними φ = 0. При цьому

( ζ

ТІ
= I grad ζ І.

Отже, градієнт функції характеризує напрям і значення максималь

ної швидкості зміни функції в даній точці.



Градієнт функції не залежить від вибору системи координат. Тому, 
знаючи градієнт функції в кожній точці, можна будувати локально 
лінії рівня функції.

Розглянемо лінії рівня функції ζ = f(x , у), тобто множину точок 
площини, координати яких задовольняють рівняння f(x , у) = С, де 
С — фіксоване число. Оскільки лінію рівня можна подати як графік 
диференційовної функції, то тепер неважко знайти рівняння дотичної 
до лінії рівня, яка задається рівнянням Дх, у) = С, і Л/0(х0; _у0) — точка 
на цій лінії рівня, тобто f(x0, у0) = С. Припустимо заради визначе
ності, що f'.(xq, у0) * 0. Тоді рівняння f(x, у) = С можна записати у 
вигляді у = (р(х).

Запишемо рівняння дотичної до графіка функції у - <р(х) у точці

Щх^ у0У-
У = J'o + фЧ-Ч-о )(х - х(І).

Але така форма запису не є достатньо ефективною, оскільки фун
кція у = φ(χ) відома. Справді, знаходити функцію в явному вигляді 
у = <р(х) необов’язково, оскільки похідну у = φ'(*ο) можна виразити 
через частинні похідні функції z= f(x , у). Для цього знайдемо похідну 
складної функції z- f(x , φ(χ)) двома способами.

З одного боку,

=  / v (χ ’ Φ<-γ )) + (p U )) (p 'U ) .
αχ

З іншого боку,

Отже,

“7“  f (Χ·> <p(Jf)) = 4 ~ C  =  0. 
dx dx

ip '(jc) — № « · · > ’»>

fy (4 -  Л))

Підставивши значення φ'(χ0) У рівняння дотичної, дістанемо

/л-(*о< >Ь)(■*■ - х0) + /у (х о, >’о )(>’ - Уо) = 0.

З аналітичної геометрії відомо, що вектор коефіцієнтів при х і у 

в рівнянні прямої перпендикулярний до даної прямої й називається 
вектором нормалі. Тому можна зробити ви сн ов ок : градієнт функції

grad z(M 0) є вектором нормалі дотичної, проведеної до лінії рівня в точці 

Уо)ш

П р и кл а д 8.23. Знайдемо рівняння дотичної до лінії рівня функції 

:  = ijxy2 у точці Л/0( 1; 1).

Запишемо рівняння дотичної:

-л СЧ). >o)(-v - Л’о) + - V(-V0, у())(у  - Jo) = 0 .

Обчислимо частинні похідні в точці М0( 1; 1):

1 1  1 1
, 1 -τ Т · ' I  1 ' 2 % “Т · ' I  2

-Л = j X  V І -ЛІ (1: 1) = 3 ; -v = з А ^  1 -vl (1: 1) = у

Підставивши значення частинних похідних і координати точки Л/0( 1; 1), 
дістанемо

i(.v  - 1) + -^(у - 1) = 0, або х+ 2у - 3 = 0.

Т Е О Р Е М А  8 .8

j Нехай задано диференційовну функцію z -f(x , у) і в точці | 
ї М0(х0; j 0) значення градієнта не дорівнює нулю. Тоді гра- | 

дієнт перпендикулярний до лінії рівня, що проходить через j 
І дану точку. І

Д о в е д е н н я

Лінія рівня L c задається рівнянням f(x , у) = С, де C = f(xQ, у0). 

Припустимо, що це рівняння можна розв’язати відносно^ = g(x) на



Lc . Таким чином, вектор дотичної має координати (1; g'Ox))· П ом но

живши його компоненти на ώ с, дістанемо, що вектор (dx, g'{x)dx), тоб

то вектор (dx, dy), напрямлений по дотичній до лінії рівня Lc . На 

лінії рівня L c функція f(x , j )  = const, тому d f \ = 0.

Отже, на Ц z[ dz + z'y dy - 0. Але r ' dz + z'. dy — скалярний до

буток вектор-градієнта (-',  г'.) і вектора (dx, dy), дотичною до ліній 

рівня Lc , тобто вектори перпендикулярні (рис. 8.5).

Теорему доведено.

8.3.9. Економічне 
застосування градієнта

Нагадаємо, що функція корисності u = м(х,, х2, ..., хп) — це су

б ’єктивна числова оцінка даним індивідом корисності и набору то

варів х - (хр х2, хп). Вона не спадна й опукла вниз. Крім roro, 

припускатимемо, що кожен товар бажаний, тобто якщ о для двох 

наборів товарів х і у виконується умова х > у (х( > у, для кожного

і = 1, /і), то й и(х) > и(у). Нехай функція корисності и = u (x t, х2, ..., хп) 

диференційовна.

*+ Означення 8.19. Частинну похідну називають граничною
дхі

корисністю ι-го товару, а вектор граничних корисностей

( II

Сх

І и ( II < II ’
---, ....... ....... ........  — це вектор-градієнт.
Сх і Сх, Сх„ j

< u п
Як правило, граничні корисності задовольняють умови ---> ().

Сх,
■ 1, /;.

П р и к л а д  8.24. Для функції корисності ШХ\, л , ) = \fx\4yi побудує
мо криві байдужості (лінії стаїїої корисності) й знайдемо вектор гранич
них корисностей у точці (4; І).

Криві байдужості — це лінії рівня функції

и< = {(.v,, .υ,) І = С\

Побудуємо лінію рівня и - С, де С дорівнює значенню функції 

u = Jx^Jx) У точці (4; 1). Дістанемо

С  - ( \  Х\ V х ’ )

Побудуємо на площині лінію 

Обчислимо частинні похідні:

<•1: І) л/4^ = 2.

Іх2 = 2, або х.х2 - 4, х2 = 4/х,.

<11

Рх·)

Дістанемо вектор іраничних корисностей (ірадієнг) для даної функції:

. Jx~> Jx i
iinid u = —  —

Знайдемо значення градієнта в точці (4; 1):

< v.
(4: 1)

VT _ 1 Ри 

2\І4 ~ 4 ' 7^7
(4: І)

4

2vT

Отже, grad u(4; 1) = (1/4; 2).

Побудуємо вектор-градієнт, що виходить із точки (0; 0), а  потім 

(рис. 8.6). У точці (4; І) градієнт перпендикулярнийіз точки до

дотичної, проведеної до графіка функції в даній точці.

Отже, лінії рівня можна побудувати таким чином. При пустимо, ми 
починаємо з точки (х0; у„). Будуємо вектор-градієнт у цій точці. Задає
мо напрям, перпендикулярний до вектор-і радієнта. Далі розглянемо 

точку Л/,(.v/; лі), близьку до Л/0(л'[’; л?) і побудуємо вектор-градієнт у 

цій точці. Продовжуючи цей процес, можна побудувати (з певною по
хибкою) лінії рівня (рис. 8.7).



8.4
Похідні й диференціали  

вищих порядків

8.4.1. Частинні похідні вищих порядків

Нехай функція z= f(x , у) визначена в області D є R 2. Припустимо, 
що в кожній точці області D існують частинні похідні f ' ( x .  у )  і 
f ' . ( x,  у). Тоді їх природно вважати функціями з областю визначення 
D і називати частинними похідними першого порядку. Ці похідні, які 
розглядаються як функції від змінних х та у, своєю чергою, можуть 
мати частинні похідні за змінними х і у. Частинні похідні функцій 
f x ( x ,  У) і f ' . ( x,  у)  називають частинними похідними другого порядку 
або другими частинними похідними) функції z = f(x , у). їх усього чо

тири. Якщо процес подальшого диференціювання можливий, то 
частинні похідні від похідних другого порядку називають частин
ними похідними третього порядку (або третіми частинними по

хідними) й т. д.
Якшо першу похідну функції z = f(x, у) було взято, припустимо, за 

змінною х, то її частинні похідні в точці М0(х0; yQ) позначаються так:

або

= (-ν)'ν =  Λ"(-ν0 · >’о ) ;  -ху =  (-'хУу =  / х у ( Х 0 ’ У о )

:2/ ( * < м  Уо )Г2_- с (Γ ζ > о*

1

1 \
 ̂і

с (cz  \
-V >
сх сх [г-χ J  ̂ > 1 

сх~ су сх су [рх 1 су СХ

Аналогічні позначення використовують і для других частинних 

похідних, наприклад: г" =(г'.)'., г". = ( - z"'y = ((z'.)'.)'. і т. д.

т- Означення 8.20. Частинні похідні другого порядку r". і z"y на

зивають мішаними частинними похідними.

ш П р и к л а д  8.25. Обчислимо частинні похідні другого порядку функції

и = x 1 - ху2 + х + 5у - у 4 + 2.

Знаходимо частинні похідні першого порядку:

ди ,  2 і  , CU  Л - . і
—  = За - v’ + 1, —  = -2ху + .·> - 4у . 
f.v ' Су

Обчислюємо частинні похідні другого порядку:

<~~Ч Р 2 и  Ί c 2 u  Р 2 ІІ ·>
— г  =  6-Х, - — —  =  - 2 у ,  - — —  =  - 2 у ,  — -  =  - 1 2 у -  -  2 х .
( \ \ ~  С Х  с у  с у  С х  с у -

П р и к л а д  8.26. Обчислимо частинні похідні другого порядку функції

u = e2х cos 2у.

Знаходимо частинні похідні першого порядку:

1 11 1 І, т <11 - з, .
—  = Зе cos 2 v, —  = - 2 е  sin 2 v.
c А ' c)’

Обчислюємо частинні похідні другого порядку:

-2
cos 2 v, ———  = .Vй (-2 sin 2 г) = -6і'3л sin 2у, 

c x c v

= х sin 2 \·, — - = -4е* v cos 2 v.
(Tr.Y ' Су-

У наведених прикладах мішані похідні виявилися рівними, хоча 
це буває не завжди. Відповідь на питання про рівність мішаних дру
гих похідних функції двох змінних дає наступна теорема.

ТЕ О Р Е М А  8.9

Якщо функція z = f(x , у) має частинні похідні другого по
рядку в деякому околі точки А/0(*0; у0) і мішані похідні 

і /". неперервні в самій точці, то справедлива рівність

/ ; ; (  v o - >’0 ) - / : ( . V 0 . > ’0 ). ( 8 .1 8 )

Аналогічно вводиться поняття частинних похідних функції бага
тьох змінних и — f (x ,, х2, ■■■, х„)· Якшо існують частинні похідні пер

шого порядку і = Ь а У кожній точці області D c  R n і вони є
< X/

функціями цих змінних у даній області, то можна визначити частинні

. , ... Ги
похідні функції -— за аргументом хк у деякій точці М (хх, х2; ...; хп)

( Xj

області D. Спочатку похідна береться за аргументом хі , а потім — за аргу-



___  ___

ментом х, і позначається — ----  або / "  , w "v , / = 1, я, к = 1, п.
дх, дхк ' г * ' *

П ри  і ф к частинну похідну називають мішаною частинною похідною 

другого порядку.
Означивши поняття частинної похідної другого порядку, можна 

послідовно ввести поняття частинної похідної третього порядку, потім 

четвертого й т. д. Нехай уже введено поняття (я - 1)-ї частинної п о

хідної функції и = Д х р х2, ■ ■·, х„) за змінними (де,- , Х,2......х,п ]), при

чому окремі або навіть усі номери аргументів можуть збігатися. Н е 

хай ця (я - 1)-ша похідна має в точці Α/0(χ,0; х?; ...; хЦ) частинну 

похідну. Тоді її називають п-ю частинною похідною, або частинною  

похідною п-го порядку, функції и = / ( х 1, х2, ■■■, х„) за аргументами

(х, , х, .......х, ). Таким чином, співвідношення, яке визначає п-у ча-

стинну похідну, має такий вигляд:

д"и

гх, сх, ...сх і дх. гх,'я 'n 1 '2 'i ‘r

д " л и

гх. ...сх , гх.п І h Ч

(8.19)

Якщ о не всі індекси аргументів, за якими береться частинна п о

хідна (8.19), збігаються, то її називають мішаною частинною похідною 

п-го порядку.
Тепер введемо поняття п разів диферзнційовної функції багатьох 

змінних.

р» О значення 8 .2 1 . Функцію и = Д х р х2, ..., хп) називають п разів 

диференційованою в точці A / 0 (X j° ;  х ? ; хЦ), якщо всі ї ї  частинні 

похідні (я - 1 )-го порядку є диференційовними функціями в цій точці.

Т Е О Р Е М А  8.10

f Аби функція и - Д х ,, х2, ..., хП) була я разів диференційов- !

і ною  в точці Λ/oUi*; х°; ···; достатньо, щ об  її час- j 

І тинні похідні я-го порядку були неперервними функ- j

ЦІЯМ И В х 2~і ···’ * « ) ·

■ П р и к л а д  8.27. Обчислимо частинні похідні четвертого порядку функ-
4 3 2 

ци U =  X у  Z .

Дістаємо

"л = 4д-,У г 2; и " .  = 12л-3>>2- 2; = 24.x3у 2: ;  и[*.Іл. = Т 2 х 2у 2:\

u , = 3 . v V r 2; u "x = 12.X-V2- 2; и™х = Ш х 2у 2: 2· u\\\, = 1 2 x 1y 1z- 

u', = 2 л - У  r ;  u ", = 8л 'У  м '" . = 2 4 х У г ;  = 72.x2у 2: .

8.4.2. Диференціали 
вищих порядків

Нехай функція z = Д х , >>) диференційовна в точці М (х; у) і в дея

кому її околі. Тоді диференціал функції в цій точці обчислюється за 
формулою

du = f ’ (x. y)dx + f ' ( x ,  y)dy. (8.20)

Й ого називають диференціалом першого порядку. Нехай функція 

и = /(х , у) двічі диференційовна в точці М(х\ _у). Покладемо в цій ф ор 

мулі диференціали незалежних змінних dx і dy сталими. Тоді диферен

ціал функції du є функцією змінних х і у, диференційовною в точці 

М (х; у). Її диференціал у цій точці має вигляд

щ и )  = δ ( / ;  dx + / ;  dy) = ( / ;  dx + / ;  dy yx δχ + ( / ;  dx + / ;  dy y}. ьу .

Цей вираз при δχ = dx і 5y = dy називають другим диференціалом функції 
і позначають d 2u.

Виконуючи диференціювання в останній формулі й ураховуючи 

рівність мішаних похідних, дістанемо вираз для другого диференціала:

d l u = / "  dx2 + i f ” dx dy + / ; ;  dy2. (8 .21)

Аналогічно можна визначити диференціали третього порядку

S  М 1 А <' Аd u  = — dx +— dy
сх ду

гх
dx3 + 3 ^ dx2 dy + 3-^-— jd x  dy2

cx~ dy cx dy" dy



d"u —  dx + —  dy 
Гх Г у

λ "

u. (8.23)

П р и к л а д  8.28. Знайдемо d4u для функції и = х 2у + 2ху2 + Зх + у 4.

Щоб знайти диференціал четвертого порядку за формулою (8.23), 
потрібно дістати вирази для всіх частинних похідних четвертого поряд

ку. Обчислимо частинні похідні:

—  = 2 ху + 2 у1 + З, —  = -v2 + 4л + 4 / ;  
сх су

д~ u _ c и ( и _. , ,
— т = 2у, —т = 12У~, -—— = 2 у + 4у = 
Рх~ c v~ гл СУ

и

-,3 -ч4
с м  с а c и А
—  = 24 у. —  = —т = °;
с_у гл гл

^  = 24, - -  - °. — 'p L
. .4  (Чд-2 р Т = 0.

(:л- <:J  οχ- су

Отже, за формулою (8.23) при п = 4 дістанемо

d4u = 24rf/·

г4»

сх Ру*
0.

За аналогією з уже розглянутим випадком функції двох змінних 
індуктивно можна ввести також поняття диференціала п-го порядку

для функції u = /(х|, х2, ■■■, х„) У точці Л/0 (Х[°; .y”; ··.; х”)· Для зруч

ності введемо позначення d = -̂ — dx, + —— dx2 +... +
C X j <Ί Χ ,

-dx„

Тоді

d"u
_c_ 

cx ,

Г Г Г
—  dx i + ---(t/.y, + ... +--- dxn

cx-, '  rx„

V'
w.

8.4.3. Формула Тейлора 
для функції двох змінних

Нехай функція z = f(x, j)  визначена в деякому околі точки Л/0(х0; j 0) 
і має неперервні похідні всіх порядків до m-го включно. Тоді в цьому 
околі справедлива рівність

f i x , у) =

m i k ~,k r /  ч

= Σ  т т £ с * - τ Ψ τ ~ 7 ^ χ - χο)Α '(>’ - УоУ + Λ,„(χ, J). (8.24)

** Означення 8.22. Многочлен

U * ·  У> = Ц  i c i -*« )*■'<>- *> '
А = 0 / - 0 г Х  ^

називають многочленом Тейлора т-го порядку функції z = /(x, j) , а 
функцію R Jx , j) = /’„(x, j) - /(x, j) — залишковим членом т-го пряд
ку у формулі Тейлора. Формулу (8.24) називають формулою Тейлора 
функції z = /(х, j)  в околі точки А/0(х0; J0). Зокрема, при х0 = _у0 
формулу (8.24) називають формулою Маклорена.

Оскільки функція z = /(х, _у) має в околі точки А/0(х0; _у0) непе
рервні похідні до (т  + 1)-го порядку включно, то для будь-якої 
точки М(х; у) із цього околу знайдеться таке Θ є (0; 1), шо точка 

(c; d) = (х0 + θ(χ - х0), + 0 ( j - J0)) така> Щ°

R ( x  у )-  1 У С  ? ’" +lf ( c , d )  v ) i

m ( ’ У) (w + 1 ) ! , ^  ix " '+1-' f V  °

Такий запис залишкового члена формули Тейлора називають залиш
ковим членом у формі Лагранжа.

Якщо в околі точки М0(х0; j 0) функція z =/(х, j)  має неперервні 
частинні похідні до (т  + 1)-го порядку включно, то при х —> х0, j  —> j 0 

залишковий член Rm(x) — нескінченно мала вищого порядку порівняно

з Р = ^(х -х 0 )2 + (У- Уо)2, тобто Rm(x, у) — о (рт) при х -> х0, у -> у0. 

Такий запис залишкового члена формули Тейлора називають залиш
ковим членом у формі Пеано.



Для функції багатьох змінних u = /(де,, де2, ■■·, х„) У точці 

М 0{х?·, *?; χ® ) формула Тейлора записується у вигляді

/-ΣΣ і -■'/(-« Iі. .......

к = 0 α, α 1 ··· ·α η· Р х  · · · дХп" 

Х ( Х І -Х\) )“ ' . . . ( Х „ - Х л0)а- + О(р 'и),

де р = ИГ (х, -де°)2 , Λ-, -> де?, і = 1, п і підсумовування виконуєть-

V'=‘ «
ся за всіма цілими невід’ємними а, такими, що V  а, = к.

і = 1

8.5
Локальні екстремуми

8.5.1. Локальні екстремуми 
функції двох змінних

Нехай функція г=Д х , у) визначена й неперервна в деякому околі 
точки Щ х,,; у0).

т· Означення 8.23. Точку Л/0(дс0; _у0) називають точкою локального 

максимуму функції ζ  - /(де, >0 , якщо існує такий Ь-окіл цієї точки, 
що для всіх точок М (де; _у) із цього околу виконується нерівність

/ ( * 0’ З'о) -  / ( * >  у)·

Точку Л/0(х0; у0) називають точкою локального мінімуму, якщо 

існує такий δ-οκίη цієї точки, що для всіх точок М(х; у) із цього 

околу виконується нерівність

/(х0, у0) < Д х, у).

Точки локального мінімуму й локального максимуму називають 

точками локального екстремуму функції ζ  = Дх, у), а значення 

функції в цих точках — екстремумами функції.

426

Зауважимо, що поняття екстремуму функції має локальний харак
тер, і тому мінімум функції в деяких випадках може бути більшим за 
максимум.

Відповідно до означення локального екстремуму (мінімуму або 
максимуму) повний приріст функції Δζ=Дх, у) - Дх0, >>0) задовольняє 
одну з умов в околі точки Л/0(дс0; у(]):

Δζ —f(x , у) -Д х0, у0) < 0, якщо Μ0(χυ; у0) — точка максимуму;

Δζ = Дх, у) -Дх0, у0) > 0, якщо А/0(дс0; у0) — точка мінімуму.

8.5.2. Необхідні й достатні умови 
локального екстремуму функції двох змінних

Припустимо, що функція ζ =Дх, у) має екстремум у деякій точці 
М0(х0; у0). Установимо необхідні умови локального екстремуму.

ТЕ О Р Е М А  8.11  
(необхідні умови локального екстремуму 

функції двох змінних)

j Якщо функція ζ = Дх, у) у точці Мц(х0; уц) має екстремум і f 
j частинні похідні першого порядку, то в цій точці частинні j 
j похідні дорівнюють нулю, тобто }

1 /x'(-V Уо) = °* /у(х0’ Уо) = °- (8·25) 1

/  Зауваження 8.9. Якщо функція z = /(х, у) диференційовна в точці, то 
в точці локального екстремуму

df(M0) = 0, (8.26)

grad f (M 0) = 0. (8.27)

Слід зазначити, що (8.25) не є достатніми умовами екстремуму.

*+ Означення 8.24. Точки, які задовольняють систему рівнянь (8.25), 
називають стаціонарними точками функціїz = f (x , у).

Як і у випадку функції однієї змінної, в стаціонарній точці зов
сім не обов’язкове забезпечення наявності екстремуму. Якщо як 
приклад взяти просту функцію ζ = дсу, то для неї частинні похідні
г' = у, z'y - де перетворюються в нуль у точці (0 ; 0 ), у якій ζ - 0 .



Водночас безпосередньо видно, що в довільному околі цієї точки 

функція набуває як додатних, так і від’ємних значень, і екстремуму 

не має. Іноді бувають ситуації, коли в окремих точках деякі частинні 

похідні мають нескінченні значення або зовсім не існують. Такі точки 

також треба віднести до «підозрілих» на екстремум разом зі стаціонар

ними точками. Тому стаціонарні точки й точки, в яких частинні 

похідні не існують, називають точками можливого екстремуму, або 

критичними точками.

ТЕ О Р Е М А  8.12  
(достатні умови локального екстремуму 

функції двох змінних)

Нехай функція z = Д х, >») у деякому 5-околі стаціонарної точки 

A/0(jc0; ^0) має неперервні частинні похідні другого порядку, 

причому / > · „ ,  >·„) - A. f " ( x 0, y 0) = B, /"(л-0, у0) = С.

А В
Запишемо визначник Δ

В С
А С  - В 2. Тоді:

1) якшо Δ > 0, то в точці А/цСх,,; >>0) функція z = f(x , у) 
ξ має екстремум, причому при А < 0 — локальний максимум,
І при А > 0 — локальний мінімум;

2) якшо Δ < 0, то в точці M0(xQ', yQ) функція z = f(x , у)
І екстремуму не має.

/  Зауваження 8.10. Якщо Δ = АС - В 2 = 0, то для вирішення питання 
про існування екстремуму потрібне додаткове дослідження.

8.5.3. Алгоритм дослідження функції 
двох змінних на екстремум

Для того щ об знайти локальні екстремуми функції z = Д х , у), 

потрібно:

1) обчислити частинні похідні першого порядку f ' ,  f ' :

2) розв’язати систему

[/; = о.
І /;=о

і знайти критичні точки функції Л/(.;,
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3) обчислити частинні ПОХІДНІ другого порядку / "  , / "  , f ".;

4) для кожної критичної точки А/( обчислити значення А = / "  (М , ),

В  = (М j ), С  = / "  (М j ) і зробити висновки на підставі тео

реми 8.12.

■ П р и к л а д  8.29. Знайдемо точки локального екстремуму функції

2 = х г + 3 ху2 - 15х - 12 у.

1. Обчислимо частинні похідні першого порядку:

г' = Зл~ + 3>,-> - 15, = 6л>’ - 12 = 6(лу - 2).

2. Знайдемо критичні точки, використовуючи необхідні умови ек
стремуму. Прирівнявши :'х = 0, г' = 0, матимемо систему

|3л·2 + .V  = 15,

[ блу = 12.

Розв’язавши систему, дістанемо чотири критичні точки:

Л/,(2; 1), Щ - 2; -1), А/3(1; 2), МА(-1; -2).

3. Перевіримо достатні умови. Для цього знайдемо частинні похідні 

другого порядку: г " = 6jc, г". = 6у, г". = 6л.

4. Для точки Л/,(2; 1) маємо: А = 12, 5=6 ,  С= 12, Δ, = 12 ■ 12 - б 2 = 

= 108 >0, Δ, > 0, А > 0. Отже, М ,(2; 1) — точка локального мінімуму і 

гтіп = *(2; 1) = - 28.

Для точки Л/2(—2; — 1) маємо: А = -12, В = - 6, С=-12, Δ2=108>0, 

А = -12 < 0. Отже, Л/2(-2; -1) — точка локального максимуму і zmax = 

= z(-2; -1) = 28.

Для точки Л/3(1; 2) дістаємо: А = 6, 5=12, С=-12, Δ3 = 6 - 6 — 122 = 

= -108 < 0. Отже, в точці Л/3( 1; 2) екстремуму немає.

Для точки А/4(— 1; -2) дістаємо: А = -6, В = - 12, С = -12, Δ4 = 6 · 6 + 

+ (-12)2 < 0. Отже, в точці Л/4(-1; -2) екстремуму немає.

8.5.4. Квадратичні форми

Введемо поняття квадратичної форми й сформулюємо деякі до

даткові математичні відомості про них.

429



р* Означення 8 .2 5 . Функцію
П

σ <Λι, -V)............ν „ , χ , , χ 2 ........ х„) = £  aik.χ,χ (8.28)

/. А -1

називають квадратичною формою, а числа а ік — коефіцієнтами 
квадратичної форми.

Якщо ajk - akj, /по квадратичну форму називають симетричною.

*  Означення 8.26. Квадратичну форму називають додатно-ви- 
значеною (від’ємно-визначеною), якщо для довільних значень змінних 

хр х2, ..., хп, з яких хоча б одне відмінне від нуля, квадратична форма 

набуває додатних (від’ємних) значень. Обидва ці випадки о б ’єдну

ють під назвою знаковизначених квадратичних форм. Якщо квадра

тична форма має як додатні, т ак  і від ’ємні значення, т о  її назива

ють знакозмінною.

^  Означення 8.27. Симетричну матрицю, яка складена з коефі

цієнтів квадратичної форми (8.28), називають матрицею квадра
тичної форми й позначають

А - (сі:, ). -
У 1 ~*л 

М  //

т- Означення 8.28. Визначники

«і і 

а „

4\п

Лп І

«11 а  ,2 .·· «їм

Δι = \аи 1 Δ , =
«II «12

.......  \, =
«21 а 22 · • «2«

«21 «22

в/,1 ап2 ■■ апп

називають головними мінорами матриці Л.

Необхідною й достатньою умовою знаковизначеності квадратич

ної форми є критерій Сільвестра.

ТЕО РЕ М А  8.13  
(кри тер ій  Сільвестра)

Аби квадратична форма (8.28) була додатно-визначеною, не

обхідно й достатньо, щоб усі головні мінори матриці А були

додатними, тобто виконувалися нерівності Δ, > 0 ,  Δ2 > 0, ...,

Δ„ > 0.

Аби квадратична форма була від’ємно-визначеною, необ

хідно й достатньо, щоб знаки головних м інорів чергува

лися, починаючи з від’ємного, тобто виконувалися не

рівності Δ! < 0 , Δ2 > 0, Δ3 < 0, ..., (-1)"Δπ > 0.

Поняття знаковизначеної й знакозмінної квадратичних форм  ви

користовують при формулюванні достатніх умов локального екстре

муму функції багатьох змінних.

8.5.5. Локальні екстремуми 
функції багатьох змінних

Нехай функція м = /(х ,, х2, ..., хп) визначена й неперервна в деяко

му околі точки М п(х f’ ; х?; ...; x®).

m- Означення 8.29. Точку Л/0(х,0; х“: ...; χ,',’) називають точкою 

локального максимуму функції u = f ( x v х2, ..., хп) якщо існує такий 

δ-окіл цієї точки, що для всіх точок М(х{, х2; ...; хП) із цього околу 

виконується нерівність

f ( x ,°, Xі} ,. . . ,  х ” ) > / ( а , ,  х , ........ х„).

р» Означення 8.30. Точку A/0(x,(); х?; х °) називають точкою ло

кального мінімуму, якщо існує такий δ-окіл цієї точки, що для всіх 

точок Д/(х,; х2; ...; хп) із цього околу виконується нерівність

f ( x ", 4 ......χ! ! ) ^  Л * ц  х2........*„)■

т- Означення 8.31. Точки локального мінімуму й локального м ак 

симуму називають точками локального екстремуму функції 
u = / (х р  х2, ..., хл), а значення функції в цих точках — екстремума
ми функції.



8.5.6. Необхідні й достатні умови 
локального екстремуму функції 

багатьох змінних

ТЕОРЕМА 8.14 
(необхідні умови локального екстремуму функції 

багатьох змінних)

І Якщо функція u = / ( jc,,  х 2, ..., хл) у точці А/0 (х,(): х? ; х°) )

І має локальний екстремум і частинні похідні першого по- І 
І рядку, то всі частинні похідні першого порядку дорівню- f 
І ють нулю:

и'(Л/0) = 0 , і = 1,п. (8.29) І

*·■ Означення 8.32. Точки, які задовольняють систему рівнянь (8.29), 

називають стаціонарними точками функціїи = /(де,, х2, ..., хп).

Легко побачити, шо для функції багатьох змінних u = /(jc,, х2, ..., х )

другий диференціал d и ---dx{ + —— dx-> + ... + —— dxn
гх, сх·, ~ ex..

1’ 2’
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и є квад

ратичною формою відносно диференціалів незалежних змінних 
dxx, dx2, ..., dxn. Матриця цієї квадратичної форми — це матриця, еле-

c2f  --- ---
менти якої аік = ------, / = І, //, к = 1, п є частинними похідни-

ГХ, схк

ми другого порядку функції и = /(х,, х2, ..., хп). Цю матрицю назива
ють матрицею Гессе й позначають

Н  =

f  д2/ д2/

дХі2 гх, гх„

? 2f г 2/

дх„ гх,
\

с х 2

Визначник цієї матриці називають гессіаном.
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ТЕОРЕМА 8.15 
(достатні умови локального екстремуму 

функції багатьох змінних)

Нехай у точці А/0 (х,°; х?; ·■■; хЦ) можливого екстремуму та 

! в деякому її δ-околі функція и =/(х,, х2, ■■■, х„) має непе-
■ рервні частинні похідні другого порядку. Тоді, якшо в 
І точці М0 другий диференціал d 2u є знаковизначеною квад- | 
І ратичною формою від диференціалів ώc,, dx2, ..., dxn неза- | 
; лежних змінних, то дана функція в точці М0 має локаль- | 

ний екстремум. При цьому:
1) якщо d 2u(M 0) > 0 , то Л/0 — точка локального міні- і 

І муму;
2) якщо d 2u(M 0) < 0, то А/0 — точка локального мак- |

j симуму, причому рівність виконується лише за умови І
І н І

dx/ = 0;

і = 1

3) якщо в точці М0 другий диференціал d zu є знако-
змінною квадратичною Тюрмою, то функція и - /(х,, х2..... хп)
не має локального екстремуму.

/  Зауваження 8.11. Умови 1) і 2) означають, що квадратична форма
п  -;2 Г І  ХМ  ч

d2u(M0) = V  \ \ 0 d\-j d\k відносно диференціалів незалежних

λ * = і ' Л< сХк
змінних є додатно-визначеною й від’ємно-визначеною відповідно.

■ П р и к л а д  8.30. Дослідимо функцію u = х 2 + у 2 + (z + 1 )2 - ху + х на 

екстремум.

1. Обчислимо частинні похідні першого порядку:

и' = 2 .V - у1 + 1, = 2  у-  х, и'- = 2(г + 1).

2. Знайдемо критичні точки, використовуючи необхідні умови ек
стремуму. Прирівнявши частинні похідні до нуля, матимемо систему

2х - у + 1 = 0,

2у - х = 0,

2(: + 1) = 0,

розв’язавши яку, дістанемо критичну точку М
2 . \_

V  З



3. Перевіримо достатні умови. Для цього знайдемо частинні похідні 
другого порядку:

« о  = 2. и", = 2, и". = 2,

и". = -1, = - І ,  и " _ . = 0, и" = 0, w'.'Y = 0.

4. Визначник матриці Гессе (гессіан) має вигляд

2 - І  0

Н -1 2 0

0 0 2

У точці А/1--j; -1 j усі головні мінори додатні:

Δ, = 2 > 0, Δ2 - 3 > 0, Δ3 = 6 > 0.

Отже, М — точка локального мінімуму й набуває найменшого зна-

1
чення итш = --.

8.5.7. Найбільше й найменше 
значення функції в області

Нехай функція z = f{x, γ) визначена й неперервна в замкненій об 

меженій області D. Тоді за теоремою Веєрштрасса в такій області функ

ція досягає свого найбільшого й найменшого значень. Постає запи

тання: як знайти найбільше й найменше значення функції в даній 

області D1 У загальному випадкові для функцій багатьох змінних не

має правила відшукання точок, у яких функція досягає своїх найбіль

шого й найменшого значень. Однак для певних класів функцій, які, 

зокрема, виникають у задачах економіки, таке правило є. Це правило 

конструктивне й базується на такому а л г о р и т м і :

1) знайти критичні точки, які лежать усередині області D, і обчис

лити значення функцій у цих точках (не вдаючися в досліджен

ня, буде в них екстремум функції чи ні);

2) знайти найбільше (найменше) значення функції на межі області D ;

3) порівняти добуті значення функції. Найбільше (найменше) з 

них і буде найбільшим (найменшим) значенням функції в усій 

області.

П р и к л а д  8.31. Знайдемо найбільше й найменше значення функції
2 - χ1 у (2 х у) в області D — трикутнику, обмеженому прямими х = 0, 
у = 0 ,х  + у= в (рис. 8.8).

І. Знайдемо частинні похідні першого порядку:

г' = 4ху - .Iv2у - 2ху1 = ху(4 - Зх - 2 v).

r; = 2л2 - л’ - 2.V2у = л-2(2 - л- - 2у).

Визначимо критичні точки, які лежать у даному трикутнику. При
рівнявши г' = 0, = 0, дістанемо систему двох алгебричних рівнянь
із двома невідомими:

4 - Зл — 2>’ = 0,

2 - х  - 2 у = 0.

На х і .у можна скоротити, оскільки всередині трикутника х > 0, у > 0. 
Розв’язавши систему, дістанемо критичну точку М( 1; 1/2), яка лежить 
усередині трикутника. Значення функції в цій точці

2 - І

2. На сторонах трикутника х = 0 і у - 0 значення функції дорівнює 

нулю.
3. Знайдемо значення функції на стороні х + у = 6: у = 6 - х, 0 < х< 6 ,  

і наша функція двох незалежних змінних перетворюється на функцію 
однієї змінної

Z| = z(x) = х 2(6 - х)(2 - х - (6 - х)) = -4х 2(6 - х).



На кінцях інтервалу z (0; 6) = z (6; 0) = 0. Досліджуючи функцію 
однієї змінної, знайдемо критичні точки. Для цього, прирівнявши 
z'(x) до нуля, дістанемо: -48л: + 1 2jc2 = 0, \2х(х - 4) = 0, звідки х = 4 
(оскільки х = 0 — гранична точка); при цьому у = 2, z = -128.

Порівняємо всі добуті значення. Отже, найменше й найбільше 
значення функції z - х 2у(2 - х - у) в області D — трикутнику, обмеже
ному прямими х = 0, у = 0, х + у = 6, треба шукати серед таких її значень: 
1/4 — в точці (1; 1/2) всередині трикутника; 0 — у вершинах трикутника 
(0; 6), (6; 0) і на сторонах трикутника х = 0 і у = 0; -128 — у точці (4; 2).

Отже,

min r(.v, v) = : (4; 2) = -128,
їх. у)еІ)

max r(.v, у) = -(1; 1/2) = 1/4.
(X. v)e I)

8.6
Метод найменших квадратів

8.6.1. Метод найменших квадратів 
можливої лінійної залежності між змінними

На практиці, зокрема в прикладних питаннях економіки, часто 
виникає потреба знайти залежність між змінними на підставі проведе
них експериментів і спостережень.

Нехай потрібно визначити залежність між двома змінними х і у, 

для яких із практичних досліджень відомо, що значення х(. відповіда
ють значенням уг Результати експерименту подано в таблиці:

хі *1 Х2 *3 Хп

Уі Уі У2 3̂ Уп

Точки з координатами (х,; _у,), (х2; у2), ..., (хп; уп) на площині утво
рюють деяку лінію. Постає задача: знайти залежність між змінними х 

і у  (записати формулу), яка «найкраще», тобто найточніше, виражала б 
дану залежність.

Звичайно, ми заздалегідь не знаємо аналітичної залежності вказа
них змінних. Пошук за експериментальними даними вдалої формули 
(наближеної) є однією з важливих задач математики. Річ у тім, що 
вдало добрана аналітична залежність дає змогу економити кошти, ви
ділені на наукові дослідження, а це, своєю чергою, економить дер
жавний бюджет у масштабі міста, області й навіть країни в цілому.

Наприклад, виявилося, що точки (х(; yt), і = 1, п групуються 
вздовж деякої прямої (рис. 8.9).

Тоді природно шукати аналітичну залежність у вигляді лінійної 

функції: у = kx + Ь. Отже, задача зводиться до знаходження таких k і Ь, 

щоб шукана пряма якнайточніше наближалася до всіх точок (х(; yt ),

і = гй.

Оскільки точки (х(; у{), і = 1, п лежать не точно на прямій, а лише 

біля неї, то залежність у = кх + Ь є наближеною. Тому, підставивши 

координати точок (х(; у:), і - 1, п у дану рівність, дістанемо у  = kxl + Ь, 

і = 1, п. Різниці між yt та у  позначимо /( = yt - у  = yt - axt - b і 
називатимемо їх відхиленнями, або похибками, спостережуваної точки 

(x,; yt) від точки (х,; у ) вирівнювальної прямої. Ці відхилення мо
жуть бути як додатними, так і від’ємними, тому пряму добиратимемо

П

так, щоб сума квадратів відхилень ^  І,2 була мінімальною. Для цьо-
/ = і

го використовується метод найменших квадратів (МНК), який поля

гає в доборі таких коефіцієнтів прямої k і Ь, при яких сума квадратів



відхилень спостережуваних значень у і від вирівнювальних у  буде м і
німальною.

Сума квадратів відхилень — функція двох змінних k і b :

S (k ,b )  = j S , 2 = χ 0ν - y j )2 = Σ  (у, - кх, - Ь)2.

і = 1 / = 1 
.. А

1 =  1

Коефіцієнти k і b прямої yt = кх; + b слід добирати методом най

менших квадратів так, щоб функція двох змінних S(k, b) набувала
П

мінімального значення, тобто S (k , b ) = ^ / , 2 min.

ι =  1

Необхідною умовою існування мінімуму функції S (k, Ь) є рівність 

нулю частинних похідних цієї функції за k і b :

ί ί ^ ί  = - 2 χ ( Λ -*χ ( -4, .ν ,= (Ι .

γ 5·(/:, Λ) t, η
^гг—  = -2 X U  - **/ -b ) = 0. 
rb

Розкривши дужки, дістанемо нормальну систему рівнянь М НК

к ^ х 2 + Ь ^ х ,  = ± х іУ і,

/ = І / = 1 

п п

к ^ х ,  +nb = ^ Уп

/ = і

/  =  1 1 =  1

яка має єдинии розв язок

Σ λ -* Σ *
*« =

i = i ι = 1 1 = 1 , / = 1 1 = 1
■’ bo ------------

1 =  1 / = 1

Таким чином, добули єдину критичну точку М0(к0; Ь0).
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Достатньою умовою існування екстремуму в критичній точці 

Л/0(/с0; Ь0) є додатне значення визначника:

Δ =

P2S (k ,b )  P2S (k ,b )

c k 1 Pk rb 

lS (k ,b )  c2S(k, b)

4  rb rb2

>0 ,

p1 S(k, b) .. . .4 n  u \ ■
причому, я к ш о --- V —1 т о  в ТОЧЦІ м 0(к0; Ь0) існує мінімум.

ск
Знайдемо частинні похідні другого порядку:

c2 S  d

оскільки

с к 2 ск

P2S  _  d 

db2 Pb

Σ  i = " ’

ι =  1

2X O ' , -  кх, - b)x, = 2 Σ - Λ  

= 1

η

2 ^ У ,  ~ kxi ~ b)
i = l

= 2//,

1 = 1

PZS  P

Pk Pb cb

H "

^ Σ θ -  - kx, -b)x, - I ^ x ,

i = l 1 = 1

. . .  ...P 2S (k ,b )  P2S (k ,b )
Ураховуючи, шо для неперервної функції

'k  cb Pb Pk

запишемо визначник:

Δ =

2± x' 
ι =  1

n

^Σ
i =  l

Ї Ї * ,
/ =  1

2  n

= 4 " Σ λΓ - Σ  '-
ι = Ι / = 1



и

Σ χι2 Σ ( χ , - ϊ ) 2

4/г
і = і

4//
П

= 4»]Г (л'( - х )2 > 0,

/ = 1

я

де І  = £ * / ·
/ = 1

Отже, в точці М0(к0; Ь0) функція двох змінних S(k, b) набуває 
мінімального значення. Це означає, що пряма у = к$с+ Ь0 наймен

ше відхиляється від точок (xj ; yt), і = 1, тобто є вирівнювальною 
прямою.

■ П р и к л а д  8.32. Результати експерименту наведено в таблиці:

хі 1 2 3 4 5 6

Уі -0,5 0,2 0,4 1 1,4 1,9

Методом найменших квадратів знайдемо параметри k і b функції у = кх+ Ь.

Побудуємо точки з координатами (х(; у/) на координатній площині 
(рис. 8.10). Припустимо, що між х і у існує лінійна залежність у = кх+Ь. 
Застосуємо МНК.

2
1,9

1,4

1

0,4

М
0

-0,5

!1
- 4

6 X

Рис. 8.10

Коефіцієнти k і b знайдемо з нормальної системи МНК

X  *іУ, = k ^ x j  + Ь ± х „
/ = і і = 1 ' = 1

Σ λ ·  = * Σ α' + ь"·
/' = 1 / = 1

Дістанемо:

П
Υ χ ,  =1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21;

/ = і

^  Λ-,2 =1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 = 91;

/ = і

jp  >ν = _0,5 + 0,2 + 0,4 + 1 + 1,4 + 1,9 = 4,4; 

і  =  1

^ Х іУі = 1(—0,5) + 2 · 0,2 + 3 · 0,4 + 4 · 1 + 5 · 1,4 + 6 ■ 1,9 = 23,5.

і = 1

Складемо систему:

|91в + 2\Ь = 23,5,

{ 21а + 6b = 4,4 

і розв’яжемо її за правилом Крамера:

Δι =

91 21 

21 6

23,5 21 

4,4 б

91 23,5 

21 4,4

Отже,

546-441 = 105;

= 141 -92.4 = 48,6;

= 400,4-493,5 = -93,1.

Δ, -93,1
k = = Ї М  = 0,46; Ь = Ш  = = -0,89.

Δ 105 ’ Δ 105

Таким чином, шукана пряма задається рівнянням у = 0,46л: - 0,89.
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8.6.2. Вирівнювання за допомогою кривих

У п. 8.6.1 розглядався випадок, коли точки (xt ; yt), і = 1, п групу
ються вздовж деякої прямої. В протилежному випадкові постає запи

тання: що робити, коли точки (х(; yt), і = 1, // групуються вздовж де
якої лінії, наприклад параболи або показникової кривої? В цьому разі 
йдеться про вирівнювання за допомогою кривих. Постає задача: знай
ти залежність між змінними х та у (записати формулу), яка «найкра
ще», тобто найточніше, виражала б дану залежність.

□ Вирівнювання за допомогою параболи. Нехай точки з координа
тами (x,; д )̂, (х2; у2), ..., (хп; y j  на площині утворюють деяку лінію. 
Припустимо, що між змінними існує залежність у = а0 + α,χ + а^х2.

Тоді, підставивши емпіричні значення (х; ; yt), і = І, //, дістанемо 
систему

у і = а0 + ахх, + а2х ,Л і = 1, п.

Параболу буде добрано «найкраще», згідно з МНК, якшо сума квад

ратів відхилень заданих значень yt від її відповідних точок yt буде міні
мальною. Отже, потрібно знайти такі значення невідомих коефіцієнтів

П

αυ, α ν а2, щоб функція Ŝ(<sr0, at, а2) = Σ (а0 + а,x, +а2хі2 - у,·)2 на

бувала свого найменшого значення. ' 1

Запишемо необхідні умови існування мінімуму функції:

±1 = о, = і*  =о.
са0 <а1 Га,

Обчислимо частинні похідні першого порядку й дістанемо систему 
рівнянь

П

^ 2 (я0 +axXj + а2х 2 - уt)2 1 =0 ,
і = 1 

п

< 2(а0 + а[хі + а2х] - у, )2 х, = 0 ,
/ = 1 

п

Х 2 (й0 +а[хі +а2х 2 - у і )2 х} = 0 .
/-і

Поділивши на 2 обидві частини всіх рівностей і розбивши кожну 

суму на доданки, дістанемо нормальну систему МНК

п п п

>Щ + «і X  + «2 Σ  А7 =
і 1 і = І / = 1

п п п я

■ а о £ А, + « і Х а г +«2 X а ,3 - 
/ 1 і- І і 1 /--І

«<> Σ  а '2 + Σ х- +^  Σ х' = Σ х? у‘ ·
і =1 1=1 /=1 /=І

Із цієї системи визначаємо невідомі коефіцієнти α0, α ν а2. Перевірив

ши достатні умови, переконаємося, шо критична точка Λ/(α0; а (; а2) є 

точкою мінімуму функції 5 (а 0, а ,, а 2). О тже* можна записати за

лежність між змінними:

2
у = а0 + α,χ + α^χ .

□  Вирівнювання за допомогою показникової кривої. Нехай точки з 

координатами Сх,; у,), (х2; у2), ■■·■, (*„; на площині утворюють деяку 

лінію. Припустимо, що між змінними існує залежність _у = abx. Злога- 

рифмуємо цю рівність:

ln у  = ln а + x ln b.

Позначивши In а - А\ ln b = В, дістанемо рівняння In у = А + Вх. Тоді, 

підставивши емпіричні значення (х,;.к,), і = 1, за допомогою М Н К  

дістанемо нормальну систему рівнянь:

п п

Σ 'η  уі = "А + ^ Σ Χ/'
/ = 1 і ~ І

я п я

Σ-ν, In Уі = А ^ х ,  + В ^ х 2. 

і 1 і -1 І і

Розв’язавши цю систему, знайдемо значення А і В, а далі — «найкра

ще» добрану показникові криву.



8.7
Умовні екстремуми

8.7.1. Умовні екстремуми 
функції двох змінних

У різноманітних економічних дослідженнях часто трапляються 
задачі про знаходження екстремумів функції багатьох змінних за 
наявності додаткових умов зв ’язку на її аргументи. Такі екстремуми 
називають умовними.

Нехай функція ζ =/(х, >>) визначена в області D і в цій області 
задано деяку лінію L, рівняння якої <p(jc, у) = 0. Розглядаючи питання 
про екстремум функції ζ = /(х, _у) в області D, можна ставити дві за
дачі: визначити екстремум функції ζ = /(х, >>) в області D та визначити 
екстремум функції на лінії L , яка належить цій області. В першому 
випадкові кажуть про безумовний екстремум, а в другому — про умов

ний. Остання назва пов’язана з тим, шо на змінні х і у накладено до
даткову умову φ(χ, у) = 0. Функцію φ(χ, у) = 0, яка задає лінію L, 

називають зв ’язком (або умовою).

Нехай потрібно знайти екстремум функції ζ = /(х, у), якщо на 
змінні х і у накладено умову зв’язку φ(χ, _у) = 0. Дослідити функцію на 
умовний екстремум можна двома методами. Перший метод — прямий, 
або метод зведення до задачі про безумовний екстремум. Його можна 
застосовувати, якщо рівняння <р(х, у) = 0  розв’язне, наприклад віднос
но у = ψ(χ). Тоді, підставляючи у = ψ(χ) у вираз функції ζ = /(х, у), 
дістанемо складну функцію однієї змінної ζ = /(χ, ψ(χ)). Добуту функ
цію досліджують на екстремум.

■ П р и к л а д  8.33. Знайдемо екстремуми функції ζ = х 2 + у 2, якщо її 
аргументи задовольняють умову зв ’язку х + у - 2 = 0.

Екстремуми даної функції шукаються не на всій площині хОу, а 

лише на прямій х + у - 2 = 0. Підставимо у функцію вираз для у з умови 

зв’язку, тобто у = 2 - х, і тим самим зведемо дану задачу про умовний 

екстремум для функції ζ = х 2 + у 2 а  о задачі про безумовний екстремум 

для функції ζ = х 2 + (2 - х)2. Ця функція має екстремум у точці х = 1, 

тобто функція ζ = х 2 + у 2, за наявності даного зв’язку, має умовний 

мінімум ζ = 2 у точці (1; 1), який не збігається з безумовним мініму
мом функції в точці (0; 0).

8.7.2. Метод невизначених множників Лагранжа 
знаходження точок умовного екстремуму

Це другий метод знаходження умовних екстремумів. Для дослід
ження функції z = f ix , у) на умовний екстремум за умови φ(χ, у) = 0 , де 
<р(х, у) — диференційовна функція двох аргументів х і у, обчислимо 
повні диференціали цих функцій, використовуючи формулу (8 .8 ):

dz = — dx + — dy, d tp = l- ^dx  + ^ d y .
Ρφ Ρφ

(8.30)

У стаціонарних точках dz = 0. Отже,

— dx + — dy = 0
Рх Ру

або

су  dx
(8.31)

Помноживши друге з рівнянь (8.30) на сталий множник λ і поділивши 
добуте рівняння на dx, після чого додавши його до рівняння (8.31), 
дістанемо

CZ CZ су

Рх Ру Рх
+ λ

г><р f  φ dy 

сх  су  dx

або

Ρ: . с φ
—  + λ—  +
(X сх

£ί£ + λ * £  

Ру Ру

dy_

dx

= 0

=  0 . (8.32)

Із рівняння (8.32) визначаємо стаціонарні точки, вибравши пара

метр λ так, щоб —  + λ—  = 0. Тоді рівняння (8.32) можна записати
суРу

у вигляді

ϋ  + λ£2 = ο.
Рх Рх

Остаточно стаціонарні точки умовного екстремуму визначаються 
із системи рівнянь



ν  + χ ΐ ± , ο .
С Х  ( X

ί £  + ι ΐ Η  = ο,
су Ру

(8.33)

<р(х, у) = 0.

Якшо розглянути функцію

Ц х , у, λ) = /(.v, у) + λφ(.ν, у), (8.34)

то знаходження умовного екстремуму функції ζ = Дх, у) зведеться до 
відшукання безумовного екстремуму функції (8.34), оскільки система
(8.33) рівносильна системі

—  = 0, 
( х

^  = 0.
су

Ρλ

(8.35)

Функцію (8.34) називають функцією Лагранжа, а сам метод — ме
тодом невизначених множників Лагранжа.

Фактично ми довели теорему, яка дає необхідні умови умовного 
екстремуму.

ТЕО РЕ М А  8.16
(необхідні умови умовного екстремуму функції двох змінних)

Якшо функція 2  = Дх, у) у точці М0(jc0; ,у0) має умовний 
екстремум за умови φ(χ, _у) = 0  і існують неперервні час
тинні похідні першого порядку f '., φ'., φ'. у точці 
MQ(x0; j'q) і в деякому її околі, причому <р' (х0, >■„) * 0 ,

Ф> (л'()' Уо) *  то >СНУЄ таке число λ, що точка (x(J; у{)- λ) є 
критичною точкою функції Лагранжа (8.34), тобто задо
вольняє систему рівнянь (8.35).

Система (8.35) виражає необхідні умови умовного екстремуму 
функції z = f (x ,  у). Точки Д/ (хі ; _у;), координати яких задовольняють

систему (8.35), називають критичними точками. Зауважимо, що точ

ки, в яких f ' ,  f '  не існують, також можуть бути точками екстремуму 

для функції z =  f ix ,  у).

ТЕО РЕ М А  8.17
(достатні умови умовного екстремуму функції двох змінних)

Нехай виконуються такі умови:

1) точка Л/0(х0; у0) — критична точка функції Лагранжа

(8.34) для деякого λ, тобто вона задовольняє умови теоре

ми 8.16;

2) функції z - f ix , у) і φ = φ(χ, у) у деякому δ-околі кри

тичної точки Af0(jc0; >’,,) мають неперервні частинні похідні 

другого порядку, причому L " (х0, >0 ) = А, І " . ( х 0, Уо) = в -

■ L"y(xо. Уо) = С  і повний диференціал d 2L (M 0) = A idx)2 +

+ 2В dx dy + C idy)2, ae dx i dy задовольняють умову зв'язку 

і фд (*„, >’() )dx + φ'.(χ:0, )dy = 0.

Тоді:

1) якщо d 2L iM {)) > 0, то функція z = f ix ,  у) у точці 

Λ/0(χυ; уи) має умовний мінімум;

2) якщо d 2L (Д/ц) < 0, то функція z = Д х , >’) у точці 

: Λ/0(λ-„; v(I) має умовний максимум.

Д о в е д е н н я

Очевидно, що функція Лагранжа (8.34) для всіх х і у задовольняє 

рівняння зв’язку <р(х, у) = 0. Тому для таких х і у

dLix, у) = І.'(х. y)dx + L\x, y)dy

для всіх dx і dy , що задовольняють рівняння φ'ν (х, у )dx + φ'̂  (x, y)dy + 0. 

Отже,

d 2 L = -—— (dx)2 + 2 '  ^  dx dy + (—L· (dy)2 + ^  d 2x + ~ d 2y +
Px Px Py Py~ cx ( У

+ (— ^-(dx)2 + 2 1 ̂  dx dy + <—^-{dy)2 + — d 2x + (-^-d2y = 0
ίχ- Px Py i  у- Px су

для всіх x і у  рівняння зв’язку φ(χ, у) = 0.
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У критичній точці М0(х0\ _F(J) частинні похідні функції Лагранжа 
дорівнюють нулю. Тому в цій точці

d 2L (М0) = A (dx)2 + 2В dx dy + C (dy)2,

де Z. ".(*„, >’„) = A, L".(x0, у0) = В , L".y(x0, >’0) = C, a dx, dy задо

вольняють умову зв’язку φ'χ(x, y)dx + ф'.(д\ y)dy + 0 .

За формулою Тейлора для функції z = f(x , у) у точці А/0(х0; у0)

Дг = f(x , у ) - f (x 0, у0) = ^ d 2L(M0).

Якшо d 2L(x0, д'о) > 0, a dx, dy задовольняють умову зв’язку 

<рд (x, y)dx + φ^(.ν, y)dy = 0 У точці М0(х0\ >>„), то Д х, у) < Д х0, у0), а 
отже, функція z-  f(x , у) має в точці Л/0(х0; у0) умовний мінімум. 

Якшо d 2L(x0, у0) < 0, a dx, dy задовольняють умову зв’язку

<Рд (.v, y)dx + φ'ν(-χ-, y)dy = 0 у точці Λ/0(χ0; >>0), то Дх, у) > Д х0, у0), а 
отже, функція z= f(x , у) у точці Mq(xq, у0) має умовний максимум. 

Теорему доведено.

8.7.3. Умовні екстремуми функції 
багатьох змінних

У загальному випадкові задача знаходження умовного екстремуму 
формулюється так: знайти екстремум функціїг = f (x t, х2, ..., хп) від п 
змінних, яка визначена в області D є R n на деякій підмножині точок X  

в області D, координати яких задовольняють рівняння зв ’язку або об

меження

φ7 (jcj, л2, .... χ„) - 0, j  = 1, m, m < η. (8.36)

f» Означення 8.33. Точку A/0(jt,°; x?; ...; xjj) є X  називають точ
кою умовного максимуму функціїz = f(x v х2, ···, х„) відносно рівнян
ня зв ’язку (8.36), якщо для всіх достатньо близьких до неї точок 

М (хр х2; ...; хп) є Xвиконується нерівність f (M )  < Д М 0).

*+ Означення 8.34. Точку М0(х®; λ?; .v”) є X  називають точ
кою умовного мінімуму функції z = /(*,, х2, ■■·, х„) відносно рівнян
ня зв ’язку (8.36), якщо для всіх достатньо близьких до неї точок 

М ( х х 2, ...; хп) є Xвиконується нерівність f (M )  > f (M 0).

m· Означення 8.35. Точки умовного максимуму й умовного мінімуму 
називають точками умовного екстремуму.

Відмінність умовного екстремуму від звичайного полягає в тому, 
шо нерівність має виконуватися не взагалі для всіх точок, достатньо 
близьких до точки М0, а лише для тих, які належать множині X  (у 
цьому й полягає умовність екстремуму).

Якщо рівняння зв’язку (8.36) можна розв’язати відносно т  змін
них, наприклад відносно змінних де,, х2„ ..., хт,

* і  =  £ і( *ш  + ь  ·· ·, * „ ) ,

*2 = *2 < * т  + 1і ·· ·, х„ ),

х т  ~ 8 т  (х т  + 1 ’ ···, х„)

то, підставивши ці значення у вираз функції, зведемо задачу до до
слідження її на безумовний екстремум.

■ П р и к л а д  8.34. Знайдемо умовний екстремум функції z = /  (jc, , х2, х3) = 
= χιχ?χ3 відносно рівнянь зв ’язку х, + х2 - .х3 = 3, х, - Xj - х3 = 3.

Розв’яжемо рівняння зв’язку відносно змінних х, і х2, підставимо 
значення х, та х2 у вираз функції і зведемо задачу до дослідження на 

безумовний екстремум функції z = -Зх3(6 + х3) = -18х3 - Зх3.

Обчислимо похідну: z' = -18 - 6х3. Оскільки z ' = 0 при х3 = -3, а 

z"  = -6 < 0, то х3 = -3 — точка максимуму функції. Отже, задана функ
ція в точці (3; -3; -3) має умовний максимум, що становить zmax = 27.

Для застосувань найважливішим є випадок, коли множина X  за
дається за допомогою деякої системи рівнянь і нерівностей.

Нехай для функції п змінних z = Д хх,х 2, ..., хп) потрібно знайти 
умовний екстремум за наявності т  умов зв’язку (8.36), і ці функ

ції неперервно диференційовні в околі точки A / g i x f ;  х 2 ; . . . ;  jc” ), 

координати якої задовольняють умови зв’язку, і ранг матриці Якобі

<-<Рі
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у цій точці дорівнює т.



т· Означення 8.36. Функцію

L = Ц х \, х2, х„) =

т

= f ( x 1, * 2 ..... Jf„) + ···, *«) (8.37)
7=1

називають функцією Лагранжа, а параметри λ,, λ2, ..., — множ

никами Лагранжа.

ТЕ О Р Е М А  8.18  
(необхідні умови існування умовного екстремуму 

функції багатьох змінних)

Аби точка Л/()(х,0; л?; хЦ) була точкою умовного екс

тремуму функції (8.37) за рівняння зв’язку (8.36), необхід
но, щоб її координати при деяких значеннях λρ λ2, ..., λη 
задовольняли систему рівнянь

( ЦМо )  = 0, k = ТГіі, (8.38)

ФУ (Л|, лг2......л») = І  = ·' т - т  < п- (8-39)

Умови (8.38) і (8.39) означають, шо точка М 0(х®\ х2\ ...; х°) є 
стаціонарною точкою функції Лагранжа і її координати задовольня
ють умови зв’язку.

ТЕ О Р Е М А  8.19  
(достатні умови існування умовного екстремуму)

І Нехай функції z = /(* ,, х2, хп) і φ7·(л:х, х2, ···, *„) = 0, |

I j  - 1. т , т  < п, які входять у рівняння зв’язку (8.36), двічі 1

j неперервно диференційовні в околі точки Λ/0 (λ'ι°; .v?; ...; х " ) | 

і і в цій точці виконуються необхідні умови (8.38), (8.39). ї 
І Тоді в разі виконання умов

Контрольні
запитання

другий диференціал функції Лагранжа d 2L(M 0) є додат- 
но-визначеною (від’ємно-визначеною) квадратичною фор
мою. Це означає, що функція z = /(*,, х2, ..., хп) у точці 

М{){х®\ х?; ·■·; хЦ) має умовний мінімум (максимум).
Якщо за умов (8.40) другий диференціал d 2L (М0) є знакозмін- 

ною квадратичною формою, то в точці Л/0 (х,°; х2; ...; хЦ) 

функція умовного екстремуму не має.

?
Контрольні запитання

1. Щ о називають функцією двох (багатьох) змінних?

2. Як знаходять область визначення функції двох змінних?

3. Які існують способи задання функції багатьох змінних?

4  Які л ін ії називають лініями рівня функції двох змінних?

5. Щ о таке поверхня рівня функції багатьох змінних?

6. Які ф ункції багатьох змінних використовуються в еко 
номічній теорії?

7. Яке означення границі функції двох (багатьох) змінних?

8. Які основні теореми про границі функцій багатьох зм ін
них?

9. Яке означення неперервності ф ункц ії двох (багатьох) 
змінних?

10. Яку функцію  двох змінних називають неперервною в точ
ці, в області?

11. Щ о таке частинні й повний прирости ф ункц ії багатьох 
змінних?

12. Яке означення частинних похідних функції двох (багатьох) 
змінних?

13. Як обчислюються частинні похідні другого, ..., /7-ГО по
рядків?



14. Які похідні називають мішаними?

15. Яку ф ункцію  двох змінних наживають диференційовною 
в точці?

16. Яка необхідна умова диференційовності функції?

17. Якщо функція диференційовна в точці, то чи буде вона 
неперервною в цій точці?

18. Якщо функція неперервна в точці, то чи буде вона дифе
ренційовною в цій точці?

19. Яка достатня умова диференційовності функції?

20. Чи випливає неперервність ф ункції двох змінних із непе
рервності її частинних похідних?

21. Щ о називають повним диференціалом ф ункції двох (ба
гатьох) змінних?

22. За якою  формулою обчислюється повний диференціал 
функції?

23. Як використовують повний диференціал функції в набли
жених обчисленнях?

24. Які правила знаходження похідної складної ф ункції двох 
змінних?

25. Як обчислюється похідна функції, заданої неявно?

26. Як обчислюються частинні похідні вищих порядків?

27. Як знайти похідну функції за напрямом даного вектора?

28. Щ о називають градієнтом функції? Щ о він характеризує?

29. Який геометричний та економічний зміст градієнта? Який 
зв’язок м іж  градієнтом ф ункції двох змінних та її л інією 
рівня?

30. Як записується формула Тейлора для ф ункції двох зм ін
них?

31. Щ о таке точки локального екстремуму функції двох зм ін
них?

32. Як формулюються необхідні умови локального екстре
муму ф ункції двох змінних?

33. Як знайти критичні точки ф ункції двох змінних?

3 4  Як формулюються достатні умови локального екстрему
му ф ункції двох змінних?

35. За яким алгоритмом досліджують ф ункцію  двох змінних 
на екстремум?

36. Щ о таке квадратичні форми?

37. Яку квадратичну форму називають законовизначеною, а 
яку — знакозмінною?

38. Як формулюється критерій Сільвестра?

39. Щ о таке точки локального екстремуму функції багатьох 
змінних?

40. Як формулюються необхідні умови локального екстре
муму функції багатьох змінних?

41. Які точки називають стаціонарними точками функції бага
тьох змінних?

42. Щ о таке матриця Гессе?

43. Як формулюються достатні умови локального екстрему
му функції багатьох змінних?

44. За яким алгоритмом знаходять найбільше й найменше 
значення функції двох змінних в області?

45. Яка основна ідея методу найменших квадратів?

46. За якими формулами обчислюються коефіцієнти в ме
тоді найменших квадратів у випадку л ін ійної залежності 
у = ax + Ь?

47. Як знайти умовний екстремум функції двох змінних?

48. У чому полягає суть методу невизначених множників Ла- 
гранжа знаходження точок умовного екстремуму?

49. Як знаходять умовний екстремум функції багатьох зм ін
них?

Приклади розв’язування задач

І 1 1 Знайти область визначення функції ζ = -~y2yjx2 - у2.

Оскільки жодних додаткових обмежень на аргументи х і у не накладе
но, область визначення D складатиметься з усіх тих точок площини, для 
яких даний аналітичний вираз набуває дійсних значень. Для того щоб зна
чення функції ζ були дійсними числами, підкореневий вираз має бути не

від’ємним, тобто х 2 - у 2 > 0, або х 2 > у 2.

Якшо залишити тут тільки знак рівності, то вийде рівняння межі 
області D: х 2 = у 2, або х = ±у. Ця межа складається з двох бісектрис х = у та



х = -у координатних кутів. Для внутрішніх точок області D має виконува

тися нерівність х 2 > у 2, або |х| > |̂ |. Отже, ці точки розташовані між 

бісектрисами ближче до осі Ох, оскільки |_у| є відстанню точки Р{х\ у) до 
осі Ох і вона менша за відстань |х| точки Р  до осі Оу. Таким чином, об
ласть D складається з усіх точок двох кутів між бісектрисами у = ±х, всере
дині яких лежить вісь Ох (рис. 8.11).

І 2 [ Знайти область визначення функції z = 1п(4 + 4х - у 2).

Логарифм визначений тільки в разі додатного значення його аргумен

ту, тому 4 + 4х - у2 > 0, або 4 + 4х> у 2. Жодних інших обмежень на аргумен

ти х та у немає. Щоб геометрично зобразити область Д  знайдемо спочатку 

її межу 4 + 4х = у 2, або у 2 = 4(х + 1). Добуте рівняння визначає параболу, 

вершина якої розташована в точці (-1; 0), а вісь збігається з додатним 
напрямом осі Ох (рис. 8.12). Точки перетину параболи з віссю Оу можна 
дістати з умови х = 0, звідки у 2 = 4, тобто у ±2.

Парабола поділяє всю площину на дві частини — зовнішню й внутріш
ню відносно параболи. Для точок однієї з цих частин виконується не-

Рис. 8.12

рівність у 2 < 4 + 4х, а для іншої — у 2 > 4 + 4х. На самій параболі у 2 = 4 + 4х. 

Щоб установити, яка з цих двох частин є областю визначення даної функ
ції, тобто задовольняє умову у2 < 4 + 4х, достатньо перевірити цю умову для 
якої-небудь однієї точки, що не лежить на параболі. Наприклад, початок 
координат 0(0; 0) лежить усередині параболи й задовольняє потрібну умо
ву: 0 < 4 + 4 · 0.

Отже, область D складається з внутрішніх точок, які лежать усередині 
параболи. Сама парабола в область D входити не може, оскільки для точок 
параболи 4 + 4х - у 2 = 0 і логарифм не визначений (рис. 8.12).

Знайти область визначення функції

z = \]х2 + у2 - 1 + 1п(4 - х 2 - у2).

Дана функція визначена й набуває дійсних значень за умов х 2 + у 1 - 1 >0 

і 4 - х 2 - у 2 > 0.

Запишемо рівняння межі області визначення D :

Таким чином, межа області D складається з двох кіл із центром у по
чатку координат і радіусами R = 1 і R = 2. Ці кола поділяють усю площину 
на три частини. При цьому для внутрішніх точок області D мають одно

часно виконуватися нерівності х 2 + у 2 - 1 > 0 і 4 - х 2-,у2>0.

Візьмемо три точки 0(0; 0), Λ (3/2; 0) та В (5/2; 0), що лежать у різних 
частинах площини, й перевіримо, чи виконуються для них нерівності. Ко
ординати точки О не задовольняють першу нерівність, а точки В — другу. 

Для точки А : (3/2)2 + 0 - 1 > 0 і 4 - (3/2)2 - 0 > 0.

2 х

Рис. 8.13



Отже, шукана область D є кільцем, шо міститься між двома даними 
колами. При цьому внутрішнє коло треба включити до області D, оскільки 

рівністьх 2 + у 2 - 1 = 0 є можливою, а зовнішнє коло в область D не входить 

(рис. 8.13).

Π Γ Ί  ,· / v 2 + 0 ’ - 2)2 + 1 - 1
4 Обчислити границю lim ---- ^ :---.

--  у^2 2)'

Дана границя шукається за умови М(х\ 7 ) (0; 2). Відстань між цими

точками р = у]х2 + (.v - 2г . тому

limV ^ _ (>-2)2^ l- l  = l im Vpr +/-l = lim <Р2+І)-.1 =
- о  v  + ( v - 2)~ p-ο р- р-.ор2 + ,

7

= lim ----- 2------= lim.

1
5 Обчислити границю lim (x2 + v2)sin-

1-- 1 Λ--» о ‘ ν
r-*o

У даному випадкові М(х\ у) —> (0; 0). Відстань між цими точками

р  = уїх2 + у2, тому

lim (x2 + v2)sin —  = lim р2 sin —  = 0 .
-V-.0 ’ xy p->0 х у
у- о

Урахували, що добуток нескінченно малої величини р2 на обмежену функ- 

є нескінченно малою величиною при р —> 0 .

.v - у

/
. 1

sin--Ц І Ю < 1
t

ху
/

Ш  З ’ясувати, чи існує границя lim л̂ > 1Л--»0 Д- + у-
у  -> 0

Припустимо, що змінна точка Л/(х; у) наближається до початку коор
динат не довільним чином, а по деякій прямій у = кх. Уздовж цієї прямої

V" - V
значення функції - = —— сталі, оскільки при у = кх маємо

л- + >-

2 2 2 / 2 2  1 / 2  
л - у _ х - к х  _ 1 - к

х~ + V 
тому й

л2 - у2 _ 1 -к
lim

II ’  1 І І 'р->0 д- + у- 1 + к
ВЗДОВЖ Г - к \

Однак, якщо наближатися до початку координат із різних боків, то
.2  2

функція - = прямуватиме до різних граничних значень. Справді,
д + у-

величина -— набуває свого значення для кожного к. Наприклад, при
1 + А·2

М -> 0 уздовж осі Ох (к - 0) значення ζ прямують до 1, а в разі руху вздовж 
бісектриси у - х(к = 1) значення ζ прямують до 0. Отже, за означенням 
границі дана границя не існує.

І 7 І Знайти частинні похідні функції ζ = х 3 + у 3 - 3 аху. Обчислити їхні зна
чення в точці М0( 1; 1).

Вважаючи у сталою, знаходимо частинну похідну за змінною х:

^ - = (Xі + У  - 3<7.vy) v = Зх2 + 0 - 3ау ■ 1 = Зх2 - 3ау.
сх

Шукаючи частинну похідну за змінною у, фіксуємо аргумент х:

ϋ  = (Λ-3 + V3 - Заху)' = 0 + Зу2 - 3βχ · 1 = Зу2 - 3ах.
Су

Обчислимо значення частинних похідних у точці M J 1; 1):

сх
З - Зо,

<’УV J У

З - 3а.

8 Знайти значення частинних похідних функції ζ = е ху у точці ΜΛ0; 1).

Обчислимо спочатку частинні похідні, використовуючи формулу ди

ференціювання складної функції:

^  = (е-*>Х = е- " ( ду); - є '"  (-у) = -ус'-лт, 
гх

^  = (е- " Уу = е VT(-xy); = *· " <-х) = -XV- " . 
су



Підставимо координати точки M J0; 1):

=-··
т ду * /

0.
ми

І 9 І Довести, що функція z = \п(х2 + ху + у 2) задовольняє рівняннях — + у ^  = 2.
дх ду

Знаходимо частинні похідні:

1

дх х2 + ху + у2
(X + ху + у2 )'х =

2 х + у

^ * , 2  2 су  х + ху + у
(х2 + ху + у2 У

2 2 х + ху + у

х + 2 у

х 2 + ху + у2

Підставимо їх у дане рівняння:

2д- + у

Л'2 + ху + у2
+ У

х + 2 у

х2 + .ху + у2
= 2 ,

2х2 + 2 ху + 2 у2 

х2 + ху + у2
= 2 , 2 = 2.

Добута тотожність показує, шо функція справді задовольняє дане 
рівняння.

110 j Знайти повний диференціал функції z = х 2у - у 2х.

Обчислимо частинні похідні функції:

^  = (х1у - у 1хУх = 2 ху - у г, 
дх

= (х1 у - у2х)\. = Xі - 2ху.
ду

Повний диференціал функції обчислюється за формулою (8.8). Отже,

dz = (2ху - y 2)dx + (х2 - 2xy)dy.

Повний диференціал можна знайти й інакше, користуючися формула
ми для диференціалу різниці та добутку:

d: = d(x2y - у2χ) = d(x2y) - d(y2x) = yd(x2) + x2 dy - xd(y2) - y2 dx =

= 2xy dx + x2 dy - y2 dx = (2xy - y2 )dx + (x2 - 2xy)dy.

458

CZ d Z
11 Знайти частинні похідні —  і —— —  та повний диференціал dz функції

дх дх ду 

; = ^ ' +arctg
х - у

Обчислюємо частинні похідні:

~2у = 2хе'} *,1
СХ

d z  л і
—  = .V ' +" ·  + -

1 + -у + у

х - у  )

2 (х-у ) х2 +у2 '

2л

су
1 + -У + У 

Х-У

2 (х - у )2

.V + 3 v

х 2 +у2

Знаходимо повний диференціал даної функції:

2хе-Г- + З у

х2 + у2
dx + .V '

х2 + у2
dy.

Диференціюючи повторно, дістаємо

i 2;

дх ду ду
2 х е

дґ + 3 v

х2 +у2 (X 2 + у 2)2

= бхе x? + 3 у  * 2 - у 2

(X2 + у2)2 '

12 С ™ С- т
Знайти частинні похідні —  т а  —  складної функції

си dv

z = x2 lny, дех-и /ν, y-uv.

Спочатку обчислимо частинні похідні даних функцій:

ϋΞ.-2χ1η - 1  f i - __— ^У_ - ν **У - и
дх ду у си u ’ dv у2 ’ ди ’ dv

Шукані частинні похідні знаходяться за формулами (8.10). Підставив
ши в них добуті частинні похідні, дістанемо



( - -і і 1 -V U ІГ 1 U ,
—  = 2 л ln у — + —  1’ = 2 —1п(/м) + — —  V = -^-(2 ln(wv) + 1),
Л/ v у v v' uv v

Р: Ί , ( u ) ·*'2 -, u , , . t/ м2 1
—  = 2л ln v — r- + — u = -2-ln(uv) + —  + —  —  u.
cv [ v- I y v ,-2 V’ uv

13 Знайти якщо z = x 2 + xy + y 1, de x = t2, y= t3.

Похідна складної функції обчислюється за формулою (8.13). Знайшов
ши частинні похідні й підставивши їх у формулу (8.13), дістанемо

~~ = (2л + y)2t + (л + 2 у)М2 = 
ct

= ( It2 + t3)2t + (t2 + 2/3 ).V2 = 413 + 5 ,'4 + 6/\

Такий самий результат можна дістати й іншим способом: спочатку ви
разити z явно через /, а потім знайти похідну добутої функції:

- = :(t) = (t1)2 + t2t3 +(r3)2 = r4 + r5 + Д

Отже,

= At3 + 5r4 + 6Л

14

dt

Знайти другі частинні похідні функції z = ln(jc2 + у 1). Переконатися, що
-2 ,·>

( Л г_у г_у сх

Спочатку обчислюємо перші частинні похідні даної функції:

< — 1 1 / 2  ■, і/ 1 у 2 2, / 2 Л
—  = [1п(л + у )]л. = —----(л + у2)х = —---

Л~ + у- X- + у-

< — 11/ ^  5.1/ 1 і "і 1 . / 2 V і
—  = |1п(л + у )],. = -т — т (л- + у-) г = —  -
< > Л + V Л' + у-

Диференціюючи кожну з добутих похідних за де і за у, дістанемо другі час
тинні похідні:

С2:  = с) ( с :

Су Сх Су [ Сх

2х 
1 1 

Х~ + У '

2х

(х2 + у2)2
2у =

4 ху 

(х2 +у2)2 '

сх су  сх

CZ

Ту

2 У

χ- + у

2у

(х2 +у2)2
2х = -

4 ху

(х2 + у2)2 '

C v2 су 1 сх

2 У
-> 5

Л- + у-
= 2

-у2 + У2 ~У-2У = 2(х2 - у2)
, 2  2,2 , 2  2-,2 ’ (л- +у ) (л- +у )

Отже, мішані частинні похідні ( і —-——  рівні між собою.
сх Су Су дх

д 2 ~ С2 ~
Цікаво зазначити, що для даної функції похідні — і -— відрізня-

дх2 ^  V2
ються лише знаком. J

15 Знайти ----- для функції z = sin ху.
су С Х ~

Здиференціювавши дану функцію двічі за х і потім ше раз за у, дістанемо

с'л

г2г

= (sin ху)'х = cos ху(ху)'х = У COS ху.

дх2
= (у COS Λ^)'ν = -у2 sin ху,

= (-у2 sin ху)\. = -2у sin Λ_ν - Л_у2 COS AJ.
C3z

Cx2 dy

16 Знайти диференціал другого порядку функції z = Зх2у - 2дсу + у 2 1. 

Обчислюємо перші й другі частинні похідні:

—  = 6х у  - 2 у , —  = Зл2 - 2л + 2у ,
сх Су

= 6-ν· τ — г  
Гл- с х  Су



Підставивши добуті частинні похідні другого порядку у формулу (8.21), 
матимемо

d 2z = 6у dx2 + 2(6jc - 2)dx dy + 2dy2.

Такий самий результат можна дістати й іншим способом. Знайдемо 
спочатку перший диференціал даної функції:

dz = 3d(x2y) - 2d(xy) + d(y2 - 1) =

= Зx1 dy + блу dx - їх  dy - 2у dx + 2у dy =

= (6лу - 2y)dx + (Зл2 - 2л + 2y)dy.

Обчисливши диференціал від dz, знайдемо d 2z; при цьому dx і dy слід вва
жати сталими:

d2:  - d\(bxy - 2y)dx + (Зл2 - 2л + 2y)dy \ =

= (6л dy + 6у dx - 2 dy)dx + (Ьх dx - 2 dx + 2 dy)dy =

= 6y dx2 + (12л - 4)d\ dy + 2 dy1.

17 Знайти grad u для функції u = y 2z - 2xy2 + z2 у точці A/0(3; 1; 1) та

похідну —  за напрямом вектора І , що утворює з координатними осями 
д і

кути а  = π/3, β = π/4.

За умовою задачі cos а  = cos(7t/3) = 1/2, cos β = cos(n/4) = J l/2 .  

Оскільки cos2 a  + cos2 β + cos2 γ = 1, де γ — гострий кут, то

cos γ = J\ - cos2 α - cos2 β = .11 - — - — = —.V 4 2 2
Знаходимо частинні похідні функції и(х, у, ζ) у точці М0(3; 1; 1):

= (~2У=)\ мп = -2,
(’І/

<?Л' л/(,

ϋίί. = (2>с - 2лг)[л,
л/„

Похідна за напрямом вектора / обчислюється за формулою

си _ си 

І4 ~ 1 х

PU ,, CU
cos а  + — cos β + — cos γ.

су d:

У нашому випадкові 

du—  = ( - 2 , ί  + , - 4 ) 4 -  + ( - 3 , -  = 
c! 2 42 2 2

Знайдемо градієнт функції u у точці MQ:

du
grad u = —

cx

τ du 
ι + —

μ ,, дУ Mo

CU
k.

У нашому випадкові grad u = -2i -4 j  - 3k, а його довжина 

I grad u I = V(-2)2 + (-4)2 + (-3)2 = V29.

Напрям вектора фадієнта задають напрямні косинуси:

cos a  =
grad u I J29 

cos γ

, cos β У -4

grad u I 729 ’

grad u I 729 ’

18 Знайти частинні похідні —  і —  функції, заданої неявно рівнянням
дх ду

z 3 + 2xz + х 2 - 2 = 0, у точці М0( 1; 2; 3).

Якшо функцію задано неявно рівнянням F(x, у, z) = 0, то частинні 

dz. dz . dz - λ.
похідні —  і —  можна знаити за формулами

сх ду

я-CZ

сх

-dF/cx

dF/dz

cz

су

dF/dy

dF/dz

У нашій задачі F(x, у, z) = z 3 + 2xz + ху - 2. 

Дістаємо



Р: _ -PF/Px _ - ( 2 -  + у2) _ - 2 г  - у2 Р:

сх ~  PF/P: З г 2 + 2.v ”  З г 2 + 2.v  '

Ρ: _ -PF/Py _ -(2ду) _ -2ху Р:

-2  ■ З -  2 2 10

су г/7г- З"2 + 2х Зг + 2.V ру

З ■ З2 + 2 · 1 29 ’

-2-1-2 _ __4_ 

З ■ З2 + 2 · 1 ” 29'

19 Знайти екстремуми функції z = х 4 + у л - 2х2 + 4 ху - 2 у 2. 

Обчислюємо частинні похідні:

—  = 4х3 - 4л + 4у, —  = 4у3 + 4л - 4>\
Рх Ру

Прирівнявши ці похідні до нуля, дістанемо систему рівнянь

Xі - х  + у =  0,

уу + χ - у = 0,

з якої визначатимуться стаціонарні точки даної функції. Додавши ці 

рівняння, дістанемо х 3 + у 2 = 0, тобто у 3 = -х 3. Отже, у  = - х .  Підставивши 

у  = - х  у перше з рівнянь, знайдемо значення х  : х 3 -  2л: = 0, або х (де2 -  2) = 0.

Звідси Xj =0, х2 = 72, х3 = -72, а тоді у, = 0, у2 = -72, у3 = 72. Маємо

три стаціонарні точки: Л/,(0;0), М 2(72; -71). Л/3 (-72; 71).

Перевіряємо достатні умови для добутих точок. Знайдемо спочатку 
другі частинні похідні:

-2 _ ~2 _ ,2 _
і _ г  = І2д·2 -4, —ί—=— = 4. γ  = 12у2 - 4.
Р х 2 Р х  Р у  Р у 2

Підставивши в похідні координати стаціонарних точок, дістанемо: 
для точки Л/,(0; 0): А = -4, В = 4, С = -4, Δ = ЛС- 5 = 0;

для точки А/, (72; -72): А = 20 > 0, 5= 4 ,  С=  20, Д = /4С- В 2 = 384 > 0;

для точки Л/3 (-72; 71): /4 = 20 > 0, В - 4, С= 20, Δ = ЛС- = 384 > 0.

У точках М2 і Л/3 маємо Δ > 0 і А > 0, а отже, це точки мінімуму функції. 
Знайдемо мінімальне значення функції z: zmin = z(M 2) = ζ(Λ/3) = -8.

У точці Л/, маємо Δ = 0, і достатні умови відповіді не дають. Додатко
вим дослідженням можна встановити, що в початку координат функція 
екстремуму не має. Справді, в цій точці ζ = 0, а в довільному околі початку 
координат є точки, в яких значення ζ можуть бути як додатними, так і 
від’ємними. Наприклад, уздовж осі Ох (тобто при у  = 0)

поблизу початку координат, а вздовж бісектриси у = х значення функції 

ζ = х 4 + х 4 - 2х2 + 4х2 - 2х2 = 2х4 > 0.

20 Знайти екстремуми функції ζ = 1 + 6 х - х 2-ху->"2.

Обчислюємо частинні похідні:

(V-
6 - 2,v - у, ~  = -v - 2у.

сх су

Стаціонарні точки задовольняють таку систему рівнянь:

J 6 - 2л - >· = 0, 

j  x  + 2 у =  0 .

Розв’язок цієї системи: х0 = 4, = -2. Отже, дана функція має тільки одну
стаціонарну точку М0(4; -2).

Обчислимо другі частинні похідні:

Рх2 (“X су су^

Тому в довільній точці, а отже, й у точці Л/0: А = -2, В = -1, С = -2, Δ = АС
- В = 3. Оскільки Δ > 0, а А < 0, то М0 є точкою максимуму даної функції

і = Z<Mo) = 1 + 6 · 4 - 16 - 4(-2) -4=13 .

-2. -ϋ-Ξ-=-ΐ, і—Ξ. = _2.

21 Знайти найбільше М та найменше т  значення функції ζ - 2ху - х 2у ~ ху2 
в обмеженій області х = 1/2, у = 0, х + у = 6.

Спочатку шукатимемо критичні точки для нашої функції.

Розв’яжемо систему

—  = 2у - 2л>’ - у2 =0,
Рх

—  = 2л - л2 - 2лу = 0.
Ру

Віднімемо від першого рівняння друге:

2у - 2х - у 2 + х 2 = 2(у - х) - (у - х)(^ + х) = (у - х)(2 - у - х).

Отже, або у = х, або у = 2 - х.
Підставимо в перше рівняння системи у = х. Дістанемо

2х - 2 х 2 - х 2 =  2 х -  Зх2 =  х ( 2  -  Зх) =  0.

Звідси х ,  = 0, Xj = 2 / 3  і відповідно yt = 0, у2 = 2 / 3 .

465



Розділ Q  Методи й моделі диференціального числення 

О функцій багатьох змінних

Підставимо в друге рівняння системи у = 2 - х :

2х - x1 - 2х(2 - x) = 2х - x 2 - 4х + 2х2 = -2х + х 2 = х(х - 2) = 0.

Звідси х3 = 0, х4 = 2 і відповідно у3 = 2, у4 = 0.

Маємо критичні точки: Л/,(0; 0), Л/2 j j ,  Л/3(0; 2), М4(2; 0). Серед

них лише М2 і Л/4 належать даній області.

Щоб визначити характер цих точок, знайдемо другі частинні похідні:

-ч2 _с -

Для точки Л/,

А =

—  = -2* 
Сх

4

З

Аі —

С Х  су

В
с

сх

4 2

3 3

2 4

3 3

-2  _

2 - 2х - 2у, -Ц. = -2х.
У

м,
Т ·  с - т і  з г>> лл

4. 

З ’

4 4 2 2 а п= ------- = 4>0 .
З З з з

Оскільки А < 0, то в точці М2 маємо локальний максимум. 
Знайдемо значення функції в цій точці:

! . і ]= 2 ! ! _ ( 2 Г 2 _ 2 ( 2
З 3 3 3 3 з з з

Для точки М4

д2 =
А =

сх~
= 0, В =

д1-.

м. сх су

0 -2 

-2 -4

= -2, С =

_8̂

27'

дг =

м4 ('У
= -4;

= -4 < 0.

Отже, в точці Л/4 немає локального екстремуму.

Перейдемо до дослідження функції на межі області. Межа області 
складається з трьох відрізків: 1) у = 0, 1/2 < х < 6; 2)х = 1/2, 0 < у <  11/2; 
3) у = 6 - х, 1/2 < х < 6.

Дослідимо функцію на екстремум на кожному з відрізків. Почнемо з 

першою. Підставивши в нашу функцію у = 0, дістанемо z = 0, тобто на 
першому відрізку функція є сталою й скрізь дорівнює нулю.

Досліджуємо функцію на другому відрізку. Підставивши в неї х = 1/2,

З 1 , . З
матимемо r = — v —  v .  Шукаємо критичні точки: —  = — - v = U, звідки

4 ' 2' су 4

 ̂ ■'З, /1 з \
у = —, -—ν = -1<0. Отже, в точці A/s —; — (яка належить відрізку)

4 су Ч 2 4 і

маємо локальний максимум. Обчислимо значення функції в точці М5:

_9_

32
Досліджуємо функцію на третьому відрізку. Підставивши в неї у = 6 - х, 

дістанемо

2 = 2х(6 - х) - х 2(6 - х) - х(6 - х)2 = -24х+ 4х2.

Шукаємо критичні точки: —  = -24 + 8х = 0, звідки х = 3, -—γ  = 8 > 0.
cX  i ' .V

Відповідне значення у = 6 -  х = 6 -  3 = 3 .  Отже, в точці Л/6(3; 3) (яка 
належить відрізку) маємо локальний мінімум. Обчислимо значення функ

ції у точці Λί6: ζ (3, 3) = -36.
Залишилося знайти значення функції на кінцях кожного з відрізків 

або, шо одне й те саме, у вершинах трикутника, який обмежує задану 
область.

Вершини трикутника: М 7 о
2

, М 8(6; 0), М 9 . Досліджу

ючи перший відрізок, ми встановили, що в точках ΜΊ і Л/8 функція дорів 

нює нулю. В точці М9 маємо г|—, —  |=-11.
ч 2 2 ,

Щоб визначити мінімальне й максимальне значення функції в заданій 
області, слід порівняти значення функції в точках М2, М5, М6, Л/7, Л/8, М9 і 
знайти ті точки, в яких функція набуває найбільшого й найменшого зна-

8 9
чень. Значення функції в зазначених точках: — , — , -36, 0, 0, -11 від-

27 32

повідно. Отже, максимум досягається в точці М2, а мінімум — у точці Л/6. 

При цьому



22 Знайти найбільше й найменше значення функції z = х + у у крузі х 2 + у 2 < 1.

Стаціонарних точок функція не має, оскільки —  = —  = 1 * 0. Тому
дх ду

найбільшого й найменшого значень вона може набувати тільки на межі 
області, тобто на колі х 2 + у 2 = 1.

Запишемо параметричні рівняння кола: x = cos t, у = sin /, 0 < t < 2π.
На колі ζ = х + у буде функцією від t: z = z(t) = cos / + sin t. Шукаємо 

стаціонарні точки цієї функції: z'(t) = -sin t + cos /, тобто sin t = cos t, звідки

■ —  Знайдемо значення функції в цих точках:

“1 Уі й  
2 '

>π . .Ίπ nr V2
= cos— + sin—  = -V2, .v, = y7 = —— -.

4 4 2

Цим доведено, шо найбільшого значення г = V2 і найменшого " = —\І2 

дана функція набуває в граничних точках (V2.  V2 j !.t
b,

2 ’ 2
V

1
2 ’ 2

23 Знайти умовний екстремум функції ζ = х + у за умови х 2 + у 7 = 1.

Запишемо нашу умову у вигляді (р(дс, у) = 0, тобто х 2 + у 2 - 1=0. 

Складемо функцію Лагранжа: Цх, >\ λ) = х + у + λ(χ2 + у1 - 1). 

Знайдемо її частинні похідні та прирівняємо їх до нуля:

cL

дх

(2L
с у

£1

дХ

= 1 + 2λχ = 0, 

= 1 + 2Ху = 0,

= .v2 + у2 - 1 = 0.

Із першою рівняння маємо х = - — , із другого —
2λ У - -

2λ
Підстав

ляючи ці значення в третє рівняння, дістанемо —̂ - + -^--1 =0 звідки
4λ 4λ

X = ±-у·· Знайшовши відповідні значення х та у, дістанемо дві точки:

М і й . А  
2 ’  2

, А/,
V|. V2 

2 ’ 2

Далі необхідно з’ясувати, чи є знайдені точки точками екстремуму. 
Для цього обчислимо значення другого диференціала функції L(x, у, λ) у 
цих точках, вважаючи λ параметром. Знаходимо частинні похідні другого 

порядку

1—^  = 2Х, ^  = 2λ,
сх~ д у

d’-L 

дх ду
0

та диференціал другого порядку

d2L = r— ^ d x 2 + 2 - ^ - d x  dy +'-r ^ d y 1 = 2X(dxl + dy2).
ex' dx dy cv

Оскільки при λ = V2/2 другий диференціал d 2L > 0, то в точці Mt має

мо умовний мінімум:

й  А  
2 ' 2 2 2

Відповідно при λ = -УІ2/2 другий диференціал d 2L < 0, і в точці М2 

маємо умовний максимум:

Ί ϊ

2 2

24 Результати експерименту наведено в таблиці:

Х! 1 2 3 4 5 6

Уі 1,5 -4,5 -5 -2,7 5,3 17,4

Методом найменших квадратів знайти коефіцієнти a, b і с функції 

у = ах2 + Ьх+ с.
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Згідно з МНК коефіцієнти a, b, с визначаються із системи рівнянь

βΣ Λ'ί +αΣ λ'·+" , = Σ>''·’

/ = 1 / = 1 1-1 /■ = 1

° Σ λ-4 +*Σ-ν' + ιΣ · ν'2 = Σ χϊ* .
/ = 1  / = 1 < = 1 1=1

Знаходимо відповідні суми:

П

£ χ ,  =1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21,
7=1

η

£ χ /  = 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 = 91,
/ = 1

η

Χ·ν,3 = 1 + 8+ 27 + 64+125 + 216 = 441,
/--1

Λ ,4 =  1 + 16 + 81 + 256 + 625 + 1296 =  2275,
/ = 1 

П

Σ Уі = 1,5-4,5-5-2,7+ 5,3+ 17,4= 12,
/ = 1

Σ λ'Λ = 1 ■ 1.5 + 2(-4,5) + 3(-5) + 4(-2,7) + 5 · 5,3 + 6 ■ 17,4 = 97,6,
/ = 1

η

Σ Λ/2Λ = 1 · 1.5 + 4(-4,5) + 9(-5) + 16(-2,7) + 25 · 5,3 + 36 · 17,4 = 654,2. 

Складаємо систему:

91а + 216 + 6с = 12,

• 441α + 916+ 21с· = 97,6,

2275ο + 441/» + 91с = 654,2.

Розв’язуємо її за правилом Крамера:

Δ =

91 21 6

441 91 21

2275 441 91

12 21 6

97,6 91 21

654,2 441 91

-1

91 12

= 753 571 + 1 166 886 + 1 003 275- 1 242 150 - 

842 751 -842 751 = -3920,

99 372 + 288 502,2 + 258 249,6 - 357 193,2

441 97,6 21

2275 654,2 91

= 808 225,6 + 573 300 + 1 731 013,2 - 

1 332 240-481 572-1 250 176,2 = 48 550,6,

5 417 430,2 + 4 662 840 + 2 333 772

- 2 484 300 - 3 916 785,6-6 058 546,2 = -45 589,6. 

Знаходимо коефіцієнти:

91 21 12

441 91 97,6

2275 441 654,2

Δ, -8715 . . .  , Δ, 48 550,6
a = —L = ---- ~ 2,2z, b = —— = -------

Δ -3920 Δ -3920
-12,39,

Δ, -45 589,6
-  і і і  - = 11,63.

Δ -3920 

Отже, шукана залежність — це функція

у = 2,22л:2 - 12,39.x + 11,63.
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9.1
Аналіз економічних залач 

за допомогою виробничих функцій

9.1.1. Виробничі функції 
багатьох змінних

Важливими елементами мікро- й макроекономічної теорії раціо
нального господарювання є, з одного боку, виробник, який витрачає 
економічні ресурси для виготовлення товарів або надання послуг, а з 
іншого — виробничі технологічні процеси.

Вивчаючи економічні процеси в сучасному суспільстві для побу
дови економіко-математичної моделі, яка описує внутрішній бік ви
робництва, потрібно зібрати необхідну інформацію про фактори й ре
сурси, які впливають на обсяг продукції, що випускається.

Означення 9 .1 . Виробнича функція (В Ф )  — це функція, незалежна 

змінна х якої набуває значень обсягу ресурсу, котрий використовуєть

ся у виробництві (фактора виробництва), а залежна змінна у — зна

чення обсягу продукції, котру випускає дане підприємство, фірма або 

галузь. Позначення виробничої функції

y = f (x ) .  (9.1)

Тут х (х  > 0) і у (у > 0) — числові величини, тобто у = f ix )  є функцією 
однієї змінної х. У зв’язку з цим виробничу функцію називають од- 

норесурсною, або однофакторною. Її область визначення — множина

невід’ємних дійсних чисел. Запис у = f(x )  означає: якщо ресурс 
витрачається або використовується в кількості х  одиниць, то про
дукція випускається в кількості у = f(x ) одиниць. Знак функції /  
є характеристикою виробничої функції, яка перетворює ресурс у 
випуск продукції, і пов’язує між собою незалежну змінну х та за
лежну змінну у.

Аналіз виробництва здійснюють за допомогою теорії виробничих 
функцій, виникнення якої відносять до 1928 p., коли було опубліко
вано статтю «Теорія виробництва» американських учених — економіс
та П. Дугласа й математика Д. Кобба. В цій статті було здійснено спро
бу визначити емпіричним шляхом вплив витрачених капіталу й праці 
на обсяг випуску продукції в переробній промисловості США. На 
підставі статистичних даних за 1899—1922 pp. було поставлено такі 
з а д а ч і :

1) визначити клас функцій, який найкраще наближує співвідно
шення між трьома вибраними характеристиками виробничої діяль
ності;

2 ) знайти числові параметри, шо задають конкретну функцію;

3) порівняти добуті результати — значення функцій — із фактич
ними даними.

Д. Кобб запропонував функцію вигляду

у = АК °і}, (9.2)

де у — обсяг випущеної продукції; К — обсяг основного капіталу; L — 

витрати праці; А, а, β — числові параметри, що задовольняють умови 
А > 0, α + β = 1.

Вибір степеневої функції було зумовлено двома причинами:

1) степенева функція є однією з найпростіших із нелінійних функ
цій і за допомогою логарифмування зводиться до лінійної;

2 ) вона враховує нульовий ефект виробництва: якщо один із фак
торів дорівнює нулю, то й виробнича функція дорівнює нулю. Еко
номічно це означає, що, не витрачаючи жодного з видів ресурсів, не
можливо одержати продукцію.

Логарифмуючи функцію (9.2), маємо систему рівнянь

In yt = In А + a  In Kt + β In L t, 

де yt , Kt , Lt — фактичні значення відповідних величин за рік t.



Методом найменших квадратів знайдемо значення А, α, β, які мі
німізують вираз

Σ  (In Уі - In A -  a  In К, - β ln L ,)2.

f

У результаті >>, = 0,01 А'0,25/,0,75.
Порівняння значення у (K, L) з фактичним показало, що добута 

залежність дає добре наближення до реальної дійсності. Відхилення 
були пов’язані з періодами депресії й пожвавлення ділової активності.

Введемо поняття виробничої функції багатьох змінних за анало
гією. Припустимо, що фірма випускає один вид продукції. Її обсяг 
позначимо через у, а вектор ресурсів-витрат — через х  = (*,, х2, ..., я:).

т· О зн ачення 9 .2 . Виробнича функція багатьох змінних — це функ

ція, незалежні змінні де,, х2, ■■■, х„ якої набувають значень обсягів 

ресурсів, що використовуються у виробництві (число змінних п дорів

нює числу ресурсів), а  значення функції виражає обсяг випуску про
дукції:

У = / (* )  = / U P х2, ··., *„)· (9.3)

Тут у {у > 0) — скалярна величина, а х  — векторна; (я:,, х2, ..., хп) — 

координати вектора, тобто f(x\, х2, ■■·, *„) є числовою функцією л"(ба
гатьох) змінних (*,, х2, ..., хп). Її називають багатофакторною вироб
ничою функцією. За економічним змістом х х > 0, х2 > 0, ..., хп > 0. Отже, 
областю визначення багатофакторної виробничої функції є множина 
«-вимірних векторів х, усі координати яких — невід’ємні числа.

Для окремого підприємства виробнича функція /(*,, х2, ..., хп) може 
пов’язувати обсяг випуску продукції (в натуральному або вартісному 
вираженні) з витратами робочого часу за різними видами трудової 
діяльності, різноманітними видами сировини, енергії, основного ка
піталу тощо. Виробничі функції такого типу характеризують техноло

гію підприємства.

Будуючи виробничу функцію для регіону або країни в цілому, за 
обсяг річного випуску у (так позначатимемо обсяг випуску або доход 
на макрорівні) зазвичай беруть їхній сукупний продукт (доход); як 
ресурси розглядають основний капітал  (я, = К — обсяг основного ка
піталу, що використовується протягом року) і працю (х2 = L — ви
трати праці, що використовується протягом року). Таким чином, діста
ють двофакторну виробничу функцію у = / ( * ,,  х2) = ДК , L), наприклад 
функцію Кобба—Дугласа.

Від двофакторної виробничої функції переходять до трифактор- 
ної. За третій фактор іноді беруть обсяг природного ресурсу, який 
використовується у виробництві. Крім того, як особливий фактор рос
ту виробництва може розглядатися науково-технічний прогрес.

9.1.2. Властивості виробничих функцій

Розглянемо багатофакгорну виробничу функцію у =/(*,, х2, ■■■, х„)· 

Припустимо, що вона двічі диференційовна й має такі властивості:

©  Функція у = /(*,, х2, . ·, х„) не спадна в області визначення

D = {х = (*!, л'2, х„)\Xj >0, і = 1, п\.

Ця властивість означає, ш о зі зростанням витрат хоча б одного 

ресурсу обсяг випуску продукції збільшується.

©  Функція у = Д х v х2, ■ ■■, х„) має невід’ємні частинні похідні, які
pj- ___

називають граничними продуктами, тобто > 0 , і = 1, п.

Ця властивість означає, ш о зі зростанням ви грат одною  ресурсу за 

незмінного обсягу іншого обсяг випуску продукції збільшується.

(3) Частинні похідні другого порядку задовольняють умови

Р2 f  д2 f  --
L JL  < о, —— —  > 0, /, і  = 1, п.
дх, CXi CXj

Ця властивість характеризує закон спадної ефективності ви-

-2 r ___
робництва: ^  0 , і = 1, п означає, шо зі зростанням витрат одного

t'Xj

І-ГО ресурсу обсяг випуску продукції не збільшується. 1 оскільки

л2 f  —
--- -—  > 0, /, j  - 1, я, то зі збільшенням обсягу витрат одного ре-
CXj CXj

сурсу гранична ефективність іншого ресурсу зростає.

©  Д О, 0, ..., 0) = 0.

Ця властивість означає, шо без ресурсів немає випуску продукції.



■ П р и к л а д  9.1. Лінійна виробнича функція має вигляд

у = а0 + а,*, + (двофакторна), (9.4)

у = я0 + α,χ, + а^с2 + ... + arfxn (багатофакторна), (9.5)

де о. >0, / = ], п.

Для лінійної виробничої функції виконуються властивості © —(3), 
а властивість @ справджується при аа = 0.

9.1.3. Економічні характеристики 
процесу виробництва

В економічному аналізі процесу виробництва за допомогою ви

робничих функцій використовуються такі показники:

• середні й граничні ефективності;

• коефіцієнти еластичності;

• коефіцієнти заміщення.

Середні показники ефективності визначаються за формулою

х " } (9.6)

А"/

і називаються середньою продуктивністю і-го ресурсу (фактора вироб

ництва), або середнім випуском за і-м ресурсом (фактором виробництва).

β* О значення 9 .3 . Середня фондовіддача — це відношення обсягу ви

робленої продукції до розміру основних фондів:

Ук = /(λΑ: і]  ■ (9.7)

О значення 9 .4 . Середня продуктивність праці — це відношення 

обсягу виробленої продукції до кількості витраченої праці:

У , - ^ .  (9.8,

Зокрема, для функції (9.2) така залежність є спадною функцією

від змінної L. Економ ічно це можна трактувати так: зі збільшенням

витрат ресурсів середня продуктивність праці знижується. Це має при

родне пояснення: оскільки значення другого фактора К залишається
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без змін, то нова робоча сила не забезпечуватиметься додатковими за

собами виробництва, шо спричинить зниження продуктивності праці.

Поряд із середніми показниками виробничої функції важливу роль 

відіграють граничні показники, які виражають частинними похідними 

першого порядку й часто називають граничними продуктами, або гра
ничними продуктивностями, і-го ресурсу (фактора). Позначення:

М, = /= Гїї. (9-9)
Рх,

Гранична продуктивність наближено показує, на скільки одиниць 

збільшиться обсяг випуску продукції у, якщо обсяг витрат /-ГО ресур

су xt зростатиме за незмінних обсягів витрат інших ресурсів.

р» Означення 9.5. Вектор-градієнт називають граничним вектор-
продуктом, або вектором граничних продуктів.

Цей вектор є відгуком обсягу випуску продукції на зміни вектора 

ресурсів-витрат.

З економічних міркувань виокремлюється множина

£· = {( У,. -У2 ’ · 1-£- > 0, > о, . . (9.10)

і Г.у, Гх2 ( лн J

яку називають економічною областю.

Я П р и к л а д  9.2. Для лінійної двофакторної виробничої функції / (х , ,  х2) = 

= а0 + а ]Х] + а-рс2, де а0 > 0, о, > 0, а2 > 0, знайдемо середні й граничні 

продуктивності факторів х, і х2.

Обчислимо середні показники ефективності факторів х, і х2: 

/(.ν,,.ν,) а0 + аіХ, + а2х2 _ с0 . „ , а2х 2
~ — — --------------  —---г«| і-----,

V, Λ , ΛІ V,

_ ^ /(-у,. л2) _ д„ + α,лІ + а2л2 Д» | о,А, ( д

V2 Лі Л'т -У 2 -У 2

Знайдемо фаничні продуктивності факторів x, і х7:

, ,  г / (л ·, .  У2) _ ('/(-V ,, Л'? ) Л



П р и к л а д  9.3. Для виробничої функції Кобба—Дугласа / (х  ,, х , ) = 

= а0х“' χ"2, де = К - обсяг основного капіталу, х2 = L — трудові ресурси,

аи > 0 , а, > 0 , а2 > 0 і а, + а2 = 1, знайдемо середні й граничні продук
тивності.

Визначимо середні показники ефективності факторів х. і ху.

/<-У д?) _ „ “ 1 ,.Я> ЇГ / ( ' і ' л2 )- апх - --------0-'і д2 ’ -л, - --------  = “0-'| V
-і - Х2

Знайдемо фаничні продуктивності факторів x, і х2:

М \ = Л2) = a,a0.\f-lx f = а, r л. .

Л/, = χ2) = β2βόΛ.«ι χη2 - 1 = .

сл?

г М\ . М1
Бачимо, що гг1- = ах < 1, = а2 <1. Отже,

-л, -V,

Мі < Гл, , М 2 < ГЛ].

У наведених прикладах виконуються нерівності Л/, < 5  , і = 1, /;, 

тобто гранична продуктивність і-rо ресурсу не більша за його середню 
продуктивність.

9.2
Еластичність функції 

багатьох змінних

9.2.1. Означення еластичності функції 
двох змінних

У розд. 6  було введено поняття еластичності функції однієї змінної. 
Аналогічно вводиться поняття еластичності функції багатьох змінних.

Введемо це поняття для функції двох змінних ζ = Дх, у). Розгляне
мо її частинні прирости:

Л,х- = f (X 0 + ΔΧ, >’„) - f{X о, >’()),

Δν- = /(*„, Уо + Ау) - Д х 0 , Уо)·

m· Означення 9.6. Еластичністю функції z -f{x, у) у точці (х0; у(}) за 
змінною х називають границю

/ Дд- х Л
lim

Лл -►() χ
= lim

Δ.Υ —* 0 Δχ ζ
= Εχ(=(χ0, >’„))·

Еластичністю функції ζ = Дх, у) у точці (х0; yQ) за змінною у нази

вають границю

lim
Δ> · -> 0

Δ,ν- . АУ 

= ' У
= lim

Δ>* —»0

Ayz У_ 

Ау -
= Ε ν(ζ(χ0, у0)).

Кажуть, що Εχ(ζ) — коефіцієнт еластичності ζ за x, a Ey(z) — ко
ефіцієнт еластичності ζ за у (позначення точки часто пропускають).

З означення випливають такі формули:

Ex(z(x, у)) = -  —  = χ(1η ζ) ’χ.
Ζ с х

Ey(z(x, у)) = У- = у(Іп =)‘у.
z ду

(9.11)

(9.12)

■ П р и к л а д  9.4. Знайдемо коефіцієнти еластичності за х і за у функції 

ζ - ху у точці (4; 3).

Обчислюємо коефіцієнти еластичності, використовуючи формули 

(9.11) і (9.12):

Ех(:(х, v)) = -'(In : ) ’х = х(у ln :)\ = у.

Отже,

£', (-(л, у)) = >'(1п -)',. = у(у ln :)\. = у ln х.

Ex(z(4; 3)) = 3, Ey(z(4; 3)) = 3 ln 4.

В економічному аналізі процесу виробництва за допомогою 
виробничих функцій використовуються такі показники, як част
кові еластичності за факторами виробництва та еластичність ви
робництва.



Ψ+ О значення 9 .7 . Відношення граничної продуктивності і-го ресурсу 

Mt до його середньої продуктивності г, називають частинною елас
тичністю випуску за і-м фактором виробництва й позначають

= ' = (9.13)
r v Д х) <х,

Суму

<9 |<>
називають еластичністю виробництва.

З економічного погляду еластичності характеризують процент при
росту обсягу випуску продукції зі збільшенням витрат ресурсу на 1 %.

■ П р и к л а д  9.5. Знайдемо еластичність виробництва й часткові елас
тичності для двофакторної лінійної виробничої функції у = о, jc, + cycj, 
at > 0 , а2 > 0 .

Використовуючи формули (9.13) і (9.14), дістаємо:

1 у c.v, α,.ν, + а2х2 - у сх2 ο,λ-j + а2х2

Е(х) = £  Е  ( / )  = Е  (у) + Ех (у) = -- ^ ^ -- = 1.
ТҐ\ β1·ν1 + а2х2 ° 1Л1 + а2х2

•  П р и к  л а д  9.6. Знайдемо еластичність виробництва й часткові елас
тичності для виробничої функції Кобба—Дугласа у = АКаі}, А > 0, а + β =1.

Дістаємо

Ек{у) = — = — ^ — aA K a~lL? = а,
А У r K  A K u L р

Ег(у) = - ^ - =  ^— -^AKaL ^ 1 = β;
'  у dL AKaL F

£"(χ) = а  + β = 1.

■ П р и к л а д  9.7. Знайдемо швидкості зміни обсягу випуску продукції 
ζ = 4 *|. х2) зі зміною одного з факторів виробництва — обсягу фондів х, або

480

обсягу трудових ресурсів Xj — для виробничої функції типу Кобба-Дугла- 

са :  = ЬіуХ  ̂ , де Ь0 > 0 — параметр продуктивності конкретно взятої 

технології, 0 < 6 , < 1 — частка капіталу в доході, Л, + Ь2 = 1.

Обчислимо частинні похідні функції ζ = ζ (χ,, х2):

-λ, (·χ1· χ2 ) = ^ Α χ\ Ιχ2>'' ' -λ, (Λϊ· Л’ ) = ^ A f 1 Αι*3 *.

Нехай заради конкретності змінна xf є кількістю верстатів, а х2 — 
кількістю робітників на підприємстві. Зафіксуємо поточний стан під

приємства, тобто введемо фіксовані початкові величини а,0 та х2°. Тоді 

економічний зміст частинних похідних у точці Л/0(х,°; х?) буде такий: 

частинна похідна від виробничої функції за обсягом фондів у точці 

Л/0(л'[’; х2) наближено дорівнює додатковій вартості продукції за раху

нок збільшення фондів підприємства на одну одиницю, а частинна по
хідна від виробничої функції за обсягом трудових ресурсів у точці 

Л/0(л·}’ ; х?) наближено дорівнює додатковій вартості продукції, вироб

леної ще одним робітником.

У функції Кобба—Дугласа показники степеня і Ь2е коефіцієн
тами еластичності Ex (z) і £ Vj (“) за кожним із аргументів.

9.2.2. Властивості еластичності

Оскільки формули для обчислення еластичності аналогічні тим, що 
використовувалися для доведення властивостей еластичності функції 
однієї змінної в п. 6.8.2, то всі властивості справедливі й для функції 
двох змінних, але форма запису їх складніша.

Зупинимося детально на окремих властивостях.
Розглянемо функцію z = f(x , у), і нехай х = <р(/), у  = ψ(/), te T .

В л а с т и в і с т ь

Еластичність функції z = f(x , у) за змінною t у точці х0 обчислюєть

ся за формулою

E,(z) = Ex(z)E,(x) + Ey(z)Et(y), 

де E (z ) , E ( z ) — еластичност і функції z за х і за у у точці
х  у

(φ(/0); ψ(ί0)), a Et(x), Et{y) — еластичності х і у за t у точці /0.



Д о в е д е н  ня

Обчислимо еластичність функції z за змінною t, використовуючи 

означення:

г ст z

CZ ( X  ( Z  су  

сх  сГ су  СІ

X < Z t ( X  У ( Z t ( у

z сх  χ Гг z су  у Гг

= Ex(z)E ,(x ) + Ey(z)E ,(y).

р* О значення 9 .8 . Пару функцій x, = g^(yx, у2), х2 ~ У2) назива

ють оберненою до пари функцій у, = / ,(х р  х2), У2 - f j (xр  х 2^  заданих 

на множині x c  R 2, якщо для довільної точки  (х ,; х2) із множини X  

виконуються рівності

*1 =  g\(f\(X\> * 2) ’ Л Ц ’ * 2) ) ’ Х2 =  « 2 ( / і ( Х 1’ χ 2) ’ f j ( X V Х2 ^ ·

Для довільної пари функцій у} = /,ίχ ,, х2), у2 = / 2(х ,, х2) маємо чо

тири коефіцієнти еластичності Е х (>·,·), / = 1, 2; у = 1, 2. Записавши 

їх у вигляді таблиці, дістанемо матрицю розм іру 2 x 2 :

ЕХ(У) =
О і ) ЕХг (У і) ' 

Ех< (>’)) /Гл 2

Елементи цієї матриці, які розміщені на побічній діагоналі, називають 

перехресними коефіцієнтами еластичності.

В л а с т и в і с т ь

Нехай х, = gx(y], у2), х2 = &2(,У]і У2) ~  пара обернених функцій до 

функцій у, = /Дх,, х2), У 2 = /і(Х], х2)· Тоді матриця коефіцієнтів елас

тичності Е (х ) є оберненою до матриці Е (у ).
У х

Д о в е д е н н я

Перемножимо матриці Еу(х) і Ех{у), використовуючи попередню 

властивість:

Ί  0 '

Еу(х)Ех (у) =

Е,. (χ, )ЕХ] (>’,) + Еуі (χ, )ЕХі (>’,) Е}. (х, )ЕХ} (>’,) + ЕУг (х, )ЕХ} (у2)

ЕУі (х2) ЕХ[ (>,) + Еуі (х2)ЕХ] (у>) ЕУ] (х2)ЕХ2 (>’j ) + ЕУі (х2)ЕХ}(у2) 

ΕΧι(χ ,) ЕХ2(х{)

Е  (х>) Е  ( x , )
\ 1 1

Оскільки в результаті множення дістали одиничну матрицю, то 

матриці Е (х) і Ех(у) взаємно обернені.

Коефіцієнти еластичності використовуються під час аналізу функ

цій попиту на різні товари.

9.2.3. Попит на конкурентні товари

Попит на будь-який товар залежить від ціни його одиниці, якості, 

упакування та інших факторів, наприклад ціни іншого товару.

Розглянемо випадок двох товарів х і у. Нехай рх і ру — ціни за 

одиницю відповідного товару, aqx, qy — кількісний попит на товари х 

і у відповідно. Казатимемо, що товари х і у взаємопов'язані, якщо по

пит на товар х залежить не тільки від його ціни, а й від ціни товару у. 

Д ія  пари товарів, які доповнюють один одною  (наприклад, чай і цу

кор), або пари товарів, які замінюють один одного (наприклад, масло й 

маргарин), природно вважати, що попит на кожен товар залежить від 

обох цін рх \ ру . Нехай товари х і у взаємопов’язані. Тоді qx, qy будуть 

функціями двох змінних: цх = qx(px, ру) , qy = qy(px, ру). Припустимо, що 

не тільки ціни визначають попит, а й навпаки, попит визначає ціни. 

Інакше кажучи, вважатимемо, що ціни рх і ру виражаються через по

пит, тобто є оберненими ф ункц іям и^ = Px(qx, qy) ,p y = py(qx, qy).

Маємо дві пари взаємно обернених функцій. Тоді матрицю к о 

ефіцієнтів еластичності цін за попитом можна знайти як обернену 

матрицю Ех(р) = (Ер(х)) 1 до матриці Ех{р) коефіцієнтів еластичності 

попиту за цінами.

Частинні похідні функції попиту виражають:

LL·.

<Рх

і'Чх

с р у

граничний попит на товар х відносно ціни р

граничний попит на товар х відносно ціни ру .



tm· Означення 9.9. Товари х і у називають конкурентними, якщо

^  > 0 і ^  > 0 .
Ррх с р у

Еластичність попиту на товар х відносно ціни рх обчислюється за 
формулою

ε Ρχ(4 ,) = —  ^ ·  (9.15)
Л ■ Ях ('Рх

Еластичність попиту на товар х відносно ціни ру обчислюється за 
формулою

Е Ш  = —  ^ ·  (9.16)
} Ях t ру

Отже, формула (9.16) задає перехресний коефіцієнт еластичності 
попиту, який наближено показує процентну зміну попиту на даний 
товар зі зміною ціни альтернативного товару на 1 %.

р* Означення 9.10. Товари х і у називають взаємозамінними, якщо

ЕРу(Ях) >

У цьому разі збільшення ціни одного товару спричиняє зростання 
попиту на інший товар.

р* Означення 9.11. Товари х і у називають взаємодоповняльними,
якщо

ЕРу(Ях) < 0.

У цьому разі збільшення ціни будь-якого товару спричиняє змен
шення попиту на нього.

Пр икла д  9.8. Задано функцію попиту qx = 500 + 3/»,, - 6р~ на т о 
вар х, де рх і ру — ціни товарів х і у відповідно. Знайдемо коефіцієнт елас
тичності попиту відносно цін рх і ру, якщо рх = 5, ру = 30.

Використовуючи формули (9.15) і (9.16), дістаємо:

= _____ z i i J S _____= z 300 30 15.

,W a 500 + 3-30 -6-25 440 44 22

Е {д) = ^ ^  = ______^ ______

Я, гру 500 + 3ру - 6РІ ' 

г , „ 3 -30 90 9
£,n(<?v) = -------------- = --- =—  = 0,2.

500 + 3-30 -6-25 440 44

Розглянемо ще один коефіцієнт еластичності, який характеризує 

виробничу функцію багатьох змінних і має важливе значення в еко

номічній теорії.

Нехай z = f{x , у) — виробнича функція, a fi-(x, у), f ’Y{x~ >’) — 

граничні продукти, що відповідають витратам ресурсів х  і у.

Ψ» Означення 9.12. Коефіцієнтом еластичності заміщення назива

ють величину

s ,. Δ 1η(Λ-/>') d\n(x/y)
Οχτ = lim  --------- jr .----- r = ----- j r .;-- r· (9.1/)

M i n t o !  a  m 
■y j| ’ f l ix .y )  Г М .у )

При малих приростах аргументу At справедлива наближена рівність 

Δ IrW = At/1.

Таким чином, величина, обернена до коефіцієнта еластичності за

міщення, наближено показує, на скільки процентів зміниться відно-

. /v (-v , >') . .
шення граничних продуктів —7-----  зі зм іною відношення витрат

■ , , ч , v  / У ( А% У)
ресурсів (jc/у) на 1 %.

У загальному випадкові коефіцієнт еластичності заміщення є

функцією двох змінних. Розглянемо вираз цієї функції в точках ізо-

кванти. Оскільки вздовж ізокванти значення функції z - f (x , у) стале,

то повний диференціал d :  = / '  dx + f y dy = 0. Тому

_dy_ = f ' ( x ,  y) 

dx f  '.(x, y ) '

f  d y  '
тобто в разі збереження обсягу випуску продукції z величина - —

 ̂ dx
називає ться граничною нормою заміщення ресурсу х ресурсом у і дорів 

нює відношенню граничних продуктів:



ху

____Ч  d x ,

d ln(у/х)
(9.18)

Очевидно, що dy/dx — тангенс кута а нахилу дотичної до ізокванти в 
точці М(х\ у), а у/х — тангенс кута нахилу радіуса-вектора точки М (х; у) 

(рис. 9.1).

Таким чином, величина l/δ^ характеризує відносну зміну кута на
хилу дотичної до ізокванти зі зміною кута нахилу її радіуса-вектора, 
тобто кривину ізокванти.

9.3
Задачі оптимізацп 

виробництва

9.3.1. Задача багаторесурсної 
фірми

У п. 6.8.5 розглядалася теорія одноресурсної фірми. В загальному 
випадкові, тобто коли фірма використовує не один ресурс, а кілька, 
багато понять теорії аналогічні.

Нехай фірма випускає один товар (його обсяг позначимо через q) і 
використовує для його виробництва певні ресурси. Позначимо через
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9 3  Задачі оптимізаиії 
виробництва

χ,, х2, обсяги різних ресурсів, які фірма використовує для випус

ку продукції, а черезр х, р 2, ..., р п — відповідно їхні ціни (в с іPj — сталі 

величини). Витрати виробництва однозначно пов’язані з випуском про

дукції, і цей зв’язок визначає виробнича функція q = f ( x v х2, ···, х„), 

яка вираж ає об сяг  q продукц ії, щ о випускається, через обсяги  

χν χ2, ..., хп ресурсів, які використовуються у виробництві.

Припускатимемо, щ о виробнича функція задовольняє необхідні 

умови диференційовності, а також умови, аналогічні наведеним у 

π. 6.8.5, тобто виробнича функція не спадна в економічній області Е. 

Звідси випливає, ш о її частинні похідні, які називаються граничними 

продуктами, невід’ємні в цій області.

р» Означення 9.13. Доходом R фірми за певний період часу (наприк

лад, у певному році) називають добуток загального обсягу продукції 

q, що випускається, на (ринкову) ціну р 0 цієї продукції:

R = p0q.

р» Означення 9.14. Витратами С  фірми називають її загальні ви

т рати  за певний інтервал часу, т обто

С =  Р \ Х ]  +/>2*2 + ■ · · + № ’

де де,, х2, ..., хп — обсяги ресурсів, які використовує фірма (фактори  

виробництва); р {, р 2, ..., рп — ринкові ціни на ці ресурси (фактори  

виробництва).

т· Означення 9.15. Прибутком Р фірми за певний інтервал часу на

зивають різницю м іж  одержаним нею доходом т а  витратами ви

робництва: Р =  R - С, т обт о

Р (х !, х2, ..., х„) =

= р0/ { х х, х 2, ···, хп)- (Р іх  1 + р2*2 +■■■ + р„х„)· (9.19)

У теорії ф ірми вважають: якщ о ф ірма функціонує в умовах чис

тої конкуренції, то на ринкові ціни р0, р х, р 2, ..., рп вона вплинути не 

може, тобто ф ірма «погоджується» із цими цінами. Випадки функ

ціонування фірми в умовах чистої монополії, монополістичної кон 

куренції та олігополії спеціально розглядаються в межах курсу 

мікроекономіки.



Основна задача багаторесурсної фірми полягає в тому, що фірма 

намагається одержати максимальний прибуток шляхом раціонального 

розподілу ресурсів, які використовуються у виробництві.

З математичного погляду ця задача зводиться до р о зв ’язання 

задачі про знаходження максимального значення функції прибутку 

Р =  Р (х р х2, ■■■, х„), тобто функцію прибутку досліджують на екстре

мум і визначають, при яких значеннях (л/; х*2\ х*) вона набуває

свого найбільшого значення.

т  Означення 9.16. Набір ресурсів ( х , ; х 2\ х„ )■ який забезпечує 

фірмі максимальний прибуток, називають оптимальним.

Ф ірм а може вільно вибирати вектор ресурсів х = (де,, х2, ..., хп), 

причому хі > 0, і = 1, 2, ..., п. Знайдемо оптимальну для фірми комбі

націю ресурсів (.η; х ’2\ ·.; х„), тобто розв’яжемо основну задачу ба

гаторесурсної фірми.

Прирівнявши частинні похідні функції прибутку до нуля, дістанемо

.......  I L . t M . .  (9.201
Гх  1 р0 сх 2 р0 сх„ р0

Припустимо, шо всі витрати ресурсів строго додатні (нульові прос

то можна не розглядати). Тоді точка (л ,; х'2\ ...; х*), яка визначаєть

ся співвідношеннями (9.20), є критичною, й вважатимемо, щ о умови, 

які накладаються на виробничу функцію, гарантують, щ о це точка 

максимуму. Тоді (.v, ; л ,; ...; ли) називають оптимальним розв ’язком 

задачі багаторесурсної фірми.

■ П р и к л а д  9.9. Нехай задано виробничу функцію фірми f(x, у) = х |/4у 12 

та ринкові ціни продукції р0 = 2 і факторів виробництва — відповідно р^~ 1, 

р2= 1/2 умов. грош. од. Знайдемо комбінацію ресурсів (л ; у ), за якої фірма 

одержить максимальний прибуток.

Функція прибутку фірми

Р(х, у) = 2лл/У /2 - х - і у .

Дослідимо її на екстремум. Запишемо необхідні умови існування ло
кального екстремуму. Для цього знайдемо частинні похідні функції 
прибутку й прирівняємо їх до нуля:

9.3 Задачі отим ізац ії 

виробництва

З 1 З 1

Р' = 2Г  *>’г
= 4у 2 -1 = 0 ,

і - - і -- 1 1
К  = 2 ^х *у  2 -± = .v 4 у 2 - 1  = 0;

і

У1
і

л 4
з

2.V4

з

2.V4,

_1_.

2 ’

з
У = 4.x2, 

v = 1;

у = 4,

а - 1.

Отже, точка М( 1; 4) є критичною.
Перевіримо достатні умови. Для цього знайдемо частинні похідні 

другого порядку та обчислимо їхні значення в точці М{ 1; 4):

Оскільки

СЛ 
1 тГ
1 >Ч

1

А
" 2 ^ 2  J

-*і
8

2 =
3

~4'
В = -1- = 

4 2

3 1

4 8 3 1 _ 2

1 1 “ 64 64 ~ 64

8 16

З 1
1 1 - - ν4„ 2 .

і ,  с  ! .- ·  1 .
8 2 2’ К>

1 З
—  >0 і А = —  < 0, 
32 4

то точка Л/(1; 4) — точка локального максимуму. 
Обчислимо максимальний прибуток фірми:

/>max =R( 1; 4 )  = 2 -1 - 2 - 1  - І 4  = 4 - 1 - 2  =  1.

9.3.2. Задача оптимального розподілу ресурсів

Розглянемо цю задачу в конкретному випадкові, коли функція 

обсягу випуску продукції має вигляд q = f(x , у) = a^xy2, а функція 

витрат на ресурси х  і у лінійна:

С(х, у) = р ]Х + р 2у,

де р х і р 2 — ціни одиниці ресурсів X і у відповідно.
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У точці М0(х0; j>0) оптимального розподілу ресурсів лінії рівня 
функції випуску й витрат дотикаються (рис. 9.2). Ці лінії визнача
ються рівняннями

< W 2= С ,р ]х  + р 2у = А.

Виразимо з цих рівностей змінну у :

У = -JbJx, У = -(Рі/Рі )Х + А/Рг> 

де А > 0, С > 0 — сталі, b = C/aQ.

Рис. 9.2

Лінії у = ^Ь/х та у - ~(р\/р2 )х + Л/р2 дотикаються за умови

= _ £ і  

Рг

Визначимо з цієї рівності хп:

Х0 =  Ь у
Рі

2Рі

2/3

Тоді з рівняння лінії рівня функції випуску визначимо :

Jo

Ґ и Ψ 2 1 

= Р

λ1/?
2Ρι

Отже, оптимальний розподіл ресурсів х0/у0 має визначатись у відно
шенні цін р2/2рх на ці ресурси.

9.3.3. Задача оптимального розподілу товарів

Нехай х ,, х2, ..., хп — обсяги випуску різних товарів ф ірм ою , а 

р х, р 2, ..., р п — відповідно їхні ціни (всі pt — сталі величини).

Нехай витрати виробництва цих товарів задаються функцією вит

рат C = С(х,, х2, ..., х„). Тоді функція прибутку має вигляд

Р (х х, х 2, .. . ,х п) = р [х х+ р2х2 + ... +prtxn - С (х , ,х 2, . .. ,х п). (9.21)

Максимум прибутку природно шукати як локальний екстремум 

функції багатьох змінних Р  = Р (х х, х2, ..., хп), де х,- > 0 , і = 1, п (за 

відсутності інших обмежень).

Запишемо необхідні умови існування локального екстремуму

дР
-— = 0 , які приводять до системи алгебричних рівнянь відносно
дх, ^  ___

змінних X;: Рі - —  = 0 , і = 1, п, тобто
CXj

р, = ψ - ,  і = Г7і. (9.22)
OXj

Ця система реалізує відоме п р ав и л о  е к о н о м ік и :  гранична ціна т о 

вару дорівнює граничним витратам на виробництво цього товару. 

Розв’язком системи (9.2.2) є набори значень (Х|*; х2; ···; х « )·

Слід зазначити, щ о сам процес відшукання розв ’язку системи 

рівнянь (9.22) залежить від вигляду функції витрат і може бути дос

татньо складним.
Для знайдених наборів значень (xf; х2; ··.; х*п) потрібно перевіри

ти достатні умови локального екстремуму. Для цього запишемо виз

начник (гессіан) для функції прибутку:

Є2Р Є2Р д2Р

дх2 дх і ίχ2 дхх дхп

с2Р д2Р д2Р

дх2 сх. дх2 дх2 дхп

д2р д2Р д2Р

С Х п СХ ! дх„ дх2 дх2п



У розглядуваній задачі це буде визначник

с 2С  с 2С  с ?С

r.xf Рхі Рх2 Рх\ сх,

Р2С Р2С Р2С

Рх2 с х { ( Х 2 Рх2 Рх,

Р2С Р2С Р2С

Рх„ Рх, Рх„ Рх, С Х '

Якщ о знаки головних мінорів цього визначника чергуються, п о

чинаючи зі знака «-», то розв ’язок системи ( v ,; ,v>; χ*), шо пере

віряється, є я-вимірною точкою локального максимуму функції при
бутку (9.21).

Виберемо серед цих точок локального максимуму ту, в якій функ

ція набуває найбільшого значення. Добуті таким чином значення 

(Лі ; х2; ...; л„) визначають набір обсягів товарівх., які потрібні, аби 

за даної функції витрат на їх виробництво в спектрі цін, ш о склалися, 

забезпечити максимальний прибуток.

■ П р и к л а д  9.10. Нехай фірма випускає два види товарів. Позначимо 
їхні обсяги через х і у. Нехай ціни на ці товари становлять відповідно рх - 8 

‘ Ру = Ю умов. грош. од., а функція витрат С(х, у) = х 2 + ху + у 2. Знайдемо 
максимальний прибуток, який може одержати фірма.

Функція прибутку фірми

Р(х, у) = 8х + Юу - х 7 - ху - у 2.

Запишемо необхідні умови локального екстремуму:

Розв’язком системи є критична точка М (2; 4).

Перевіримо достатні умови локального екстремуму. Знайдемо зна
чення частинних похідних другого порядку в точці М (2 ; 4 ):

А . Ц  - 2, В - ^ Р - 1. С = ^  = -2.
ГХ- СХ с у  су-

Обчислимо визначник:

Δ  =
-2 -1

-1 -2
= 4 - 1 = 3 > 0, А = -2 < 0.

Отже, М (2; 4) — точка локального максимуму. Максимальний при
буток, який одержить фірма, Ртах = Р(2; 4) = 28.

9.3.4. Задача визначення 
мінімальних витрат фірми

Нехай х ,, х2, ..., хп — обсяги різних ресурсів, які використовує 

ф ірма для виробництва своєї продукції, а р }, р 2, ..., рп —- відповідно 

їхні ціни (всі pt — сталі величини). Нехай загальні витрати вироб

ництва фірми задаються функцією витрат С  = С (х р х2, ..., хп). Постає 

задача: визначити мінімально можливі витрати ресурсів на виробниц

тво фіксованого обсягу продукції.

Ці мінімальні витрати природно шукати як локальний мінімум 

функції багатьох змінних С =  С (х р х2, ..., хп), де Xj > 0 (за відсутності 

інших обмежень).

■ П р и к л а д  9.11. Нехай задано виробничу функцію Кобба—Дугласа, що 

залежить від двох змінних: q = q(x, у) - Ахау1 де А — стала конкрет

ного виробництва; х — витрати капіталу; у — витрати людської праці. 
Знайдемо значення величин х і у, які забезпечують мінімальні витрати ви
робництва за фіксованого обсягу продукції, якщо задано відповідні ціни на 

ресурси рх ір 2.

Функція загальних витрат виражається формулою 

C (X, у) = Р]Х + />2*.

Потрібно знайти мінімальне значення функції витрат за умови, шо 

задано обсяг продукції q(x, у) = q0.
Запишемо функцію Лагранжа

L = Pi х + р2у + λ(Λχ“ - q0).

Необхідні умови її умовного екстремуму виражаються рівностями



^  = 0 .
PL

СУ
0, —  =  0 .

РХ

Знайшовши частинні похідні й прирівнявши їх до нуля, дістанемо 
систему трьох рівнянь:

.α - І 1 - аР\ + αλ/Ιν" v

\р± + (1 - а)ХАх" у.а - а -1

о, 

= 0 ,

Ах"у' " - q0 = 0.

Розв’яжемо її:

Р\ + aXqQx 1 - 0, 

р, + (1 - а )Xq()y~' = 0,

л ,.а _,1 --<х Л .
/ІЛ у =9«;

Рг\_ _

у (І-а)Л^о

a v.ct. ,1 u „
Ах у = <70,

І  = - ї ї -  
x 0LXqu

Розв’язок системи — точка М0(х0\ .у0), координати якої

<7о

а  рг

- 1

1 - « Й
а  р2

Оскільки d :'L\ w > 0, то ця точка є точкою умовного мінімуму функ
ції витрат.

9.3.5. Задача цінової дискримінації

Ця задача пов ’язана з розподілом товару одного виду по різних 

ринках із різними попитами для максимізації загального прибутку 

ф ірми. Оскільки еластичність попиту на ринках різна, то на товар 

установлюють різні ціни, щ о призводить до так званої ц інової дис
кримінації.

Нехай xv х2, ..., хп — обсяги одною  й гою  самого товару, що про

дається на ринках за цінами/?,(-*,), тобто ціна на кожному ринку зале

жить від обсягу товару, який продається. Припустимо, ш о функція 

витрат залежить від загального обсягу товару, який продає ф ірма на 

всіх ринках, тобто C - C (x f, х2, ..., хп). Тоді функція прибутку фірми 
має вигляд

Р ( Х \ 1  * 2 ’ Х „ )  -  P jX j +  Р-2%2 + ■·■ + P ^ n  С (■*!> Х 2' ■■■’ Х п)·

( Р  —
Необхідні умови екстремуму---= 0, і - 1, // приводять до систе-

сх,

ми рівнянь для визначення стаціонарних точок функції прибутку в 

області X] > 0 , х2 ^ 0 , х„ > 0 :

р ,(x, ) + x ,р'х (-V,) - С', (χ ,, х2...... -v„) = 0, і = 1, п. (9.23)

Проаналізуємо доход Rt на і-му ринку залежно від ціни на товар 

обсягом x ,.
Оскільки R' = X'Pj, то іраничний доход дорівнює сумі перших двох 

доданків у рівності (9.23):

К  = Рі + ХіРі = Рі
і Х, ’ 
1 + Рі

Рі
Рі 1 + —  

Еі

де Еі — еластичність попиту на /-му ринку.

Оскільки £, — зазвичай від’ємна величина, то останнє рівняння 

можна переписати в зручнішій формі:

К  = Рі
1

Е і

(9.24)

Якщ о \ Ej\ < 1, то R ’j < 0, тобто ринок нееластичний. Якщ о C' > 0, 

то умова (9.23) потребує вибору ринку з додатним доходом або з 

еластичним попитом, тобто з умовою  І І > 1. Із рівності (9.23) 

дістанемо

Рі 1
1

Е і
= Рі

1

Е і
Рп 1

1

Е і

= С ,  (9.25)

звідки виводиться у м о в а  « ц ін о в о ї  д и с к р и м і н а ц і ї » :  чим 

менша за абсолютним значенням еластичність даного ринку за даного 

обсягу товару, який продається на ринку, тим вищою має бути ціна на 

товар на цьому ринку за умови максимального прибутку фірми.

Гессіан для функції прибутку в скороченій ф орм і має вигляд

det Н  = її α,, II, де І а , \ =

\р"Хі + 2р"~  С "2, і = j .

- С "
’



■ П р и к л а д  9.12. Нехай фірма продає товар на трьох ринках і xt, х2, 
х3 — обсяги товару, a pt = α( - bjXj — відповідні ціни на ці товари. Тоді доход
на і-му ринку Ri = χ,(α, - bixj ), і = ], 2, 3. Нехай функція витрат фірми мас
вигляд С = А + В(х] + х2 + х,). Знайдемо максимальний прибуток фірми. 
(В наведених співвідношеннях всі сталі додатні.)

Функція прибутку фірми виражається формулою

Р=  хДа, - *,x,) + х,(а2 - bjcJ + х}(а3 - Ь3х2) - Α- β(χ, +х2 + х3).

Необхідні умови локального екстремуму приводять до такої систе
ми рівнянь:

о, - 2й,х,- 5=0 ,  /=1 , 2 , 3 .

^  а, - В  , т ,
итже, х, = ——— , / = І, 2, .< — єдина стаціонарна точка.

2Ь,

Обчислимо визначник:

- 2 Ь { 0
-2 Ь2

0

0

0

-2b,

За критерієм Сільвестра маємо точку максимуму, оскільки знаки 
Г О Л О В Н И Х  мінорів чергуються І А| >  0 .

Заради конкретності візьмемо такі числові значення параметрів:

я, = 25, = 5, а2 = 45, Ь2 = 4, о3 = 85, Ьг 10, А = 10, В=  5.

Тоді дістанемо розподіл товару між ринками х, = 2, х2 = 5, х3 = 4 при 

цінах р, = 15, р2 = 25, р3 = 45. Відповідні еластичності J £’, | = 1,5, | Е2 | = 1,25, 

І Е31 = 1,125 задовольняють принцип цінової дискримінації: чим менша 

еластичність | £ ( | і-го ринку, тим вищою має бути ціна товару на ньому.

Отже, Я 270.

9.4
Задачі теорії споживання

9.4.1. Гранична корисність 
і гранична норма заміщення

Коли йдеться про основну мету підприємців, то зрозуміло, що 

вона полягає в одержанні максимального прибутку. Складніше 

визначити мотивацію поведінки споживачів. М ож на, звичайно, 

припустити, що споживачі бажають максимально збільшити власні 

доходи. Але, якщ о б це було єдиною  метою, то всі прагнули б 

працювати сім  днів на тиждень по двадцять чотири години на 

добу. Насправді це не так, і люди знаходять розумний компром іс 

між роботою  й дозвіллям.

Аналогічно споживачі роблять покупки, вибираючи з різних то

варів і враховуючи їхню ціну, якість та інші фактори. Спробуємо опи

сати поведінку споживача. Споживанню товарів або послуг ставиться 

у відповідність число и, яке називають корисністю. Чим вища оцінка, 

яку дає споживач цим товарам або послугам, тим більше число и. При

пустимо, що є два види товарів X  і Y, і споживач купує їх у певних 

обсягах: х — кількість товару X, у — кількість товару Y. Тоді користь 

виражається деякою функцією двох змінних (число змінних може бути 

й більшим), яку ми позначимо и = и{х, у).

Отже, основним поняттям теорії споживання є функція к ори с

ності и = и(х, у). У п. 8.3.9 вже розглядалися диференціальні влас

тивості функції к ори сност і. Нагадаємо, ш о ця функція виражає 

м іру корисност і набору  (х; у), де х — кількість товару X, а у  — 

кількість товару Y. Чутливість набору  (х; у) до незначної зміни х 

за ф ік сованого  у називають граничною корисністю х і виражають 

як частинну похідну и'х . Аналогічно гранична корисність у вира

жається як w'.. Л ін ії рівня функції корисност і називають кривими 
байдужості.

Вважатимемо, шо для точок М0(х0; у0) і М }(х0 + Δχ; у0 + Ду), які 

розміщені на одній лінії рівня, прирости Δχ і Δу мають різні знаки 

(рис. 9.3).

Нехай заради визначеності Δχ > 0, а Ау < 0. У цьому випадкові 

кажуть, що Δχ одиниць першого товару замішується на (-Ду) одиниць 

другого товару (мається на увазі перехід від Л/, до Л/0).



р* Означення 9 Л 7 . Граничною нормою заміщення х на j' v танці

\х
М0(х0\ у{]) називають границю відношення коли точка М х

прямус до точки МІГ залишаючися на одній із точкою М{) лінії рівня 

функції и - u (x. у), і позначають MRSxy або MRSxv(Mtj), якщо необ

хідно явно вказати на її залежність вш точки Л/().

Нехай / — дотична до лінії рівня функції и = и(х, у) у точці М[у Із 

рис. 9.3 видно, що січна М0М 1 прямує до дотичної /, коли точка Л/, 

прямує до точки М{). Тому

M RS (Μϋ) = -tg α,ху

де α  — кут нахилу дотичної /.

Запишемо рівняння дотичної І у вигляді

(9.26)

або

«; (М п)(х - л„) + иу (Л/())(>’ - j ’o) = о 

<(Л '/„)
-(-v - л-„).

и'у{М ())

звідки визначимо кутовий коефіцієнт дотичної:

а = 1. и = -4-( М »>

(9.27)

//' (Л/0)

9 А  Задачі

теорії споминання

Використовуючи формулу (9.26), дістанемо

д т и (.Ф/0 ) = % ^ .  (9.28)
чу(М  (,)

Можна зробити висновок: гранична норма заміщення одного товару 

іншим дорівнює відношенню їхніх граничних корисностей.

■ П р и к л а д  9.13. Знайдемо граничну норму заміщення х на у для функції 
корисності u и (л, у) = In х + In у у точках /4(3; 12) і 11(2, 1).

За формулою (9.28) дістанемо

M R S yv 1 : -  -1'.
-V у X

Тому MKSxy(3; 12) = 4. a MRSxy(2; 1) - 0,5.

Із даною прикладу можна зрозуміти економічний зміст граничної 
норми заміщення.

Якщо MRSxvCi\ 12) = 4, то одиниця товару X за внеском у загальну 
корисність набору еквівалентна 4 одиницям товару У. Нехай рх — ціна 
товару X, а рv — ціна товару К Тоді вартість набору (х, у) становитиме 
рх \ ■ pvy. У разі заміни в цьому наборі однієї одиниці X на 4 одиниці Y 
вартісіь набору зміниться на 4ру - рх. Якщо ж, навпаки, 4 одиниці 
товару У замінити на одну одиницю товару X, то вартість набору змі
ниться на рх - 4ру.

Припустимо, що (х0; у,,) — найдешевший набір при заданому рівні 
корисності и(х, у) = C (С  = const). Тоді вказані вище зміни вартості 
мають бути невід’ємними: 4ру - рх > 0 і - 4ру > 0. Отже, рх = 4pv.

Ясно, шо число 4. наведене в міркуваннях, можна замінити іншим. 
Фактично ми показали, що виконується рівність

M RSxv(x(h у0) = Ь- . (9.29)
Ру

9.4.2. Функції 
попиту споживача

Нехай рх — ціна товару X, а р — ціна товару Y, R — доход спожи

вача, а и = и(х, у) — функція корисності. Вважатимемо, шо споживач 

може купувати лише такі набори товарів (х; у), вартість яких не пере

вищує його доходу R , тобто р х  + р  у < R.
X у

499



т  Означення 9 .18 . Нехай функція корисності и = и(х, у) при довіль

них додатних рх, p v і R на множині D = {р хх + руу < R, х > 0, у > 0} 

мас слину ю чку максимуму (х ; у ). Тоді функції x = qx(px ■ ру , R ) 

і У = qSp , > p v, R ) називають функціями попиту.
У ·* У

Зміст даного означення полягає в тому, що споживач прагне як

найбільшого задоволення від товарів, котрі він придбав за обмежених 

коштів.

Геометрично множина D — це трикутник із вершинами 0 (0 ; 0),

( R η λ
. В («  R— ; 0 0 ; — , а ек оном ічно — це

[Р< Ру )

А

(рис. 9.4).

Як правило, функція и - и(х, у) зростає зі збільшенням х і у, і 

максимального значення досягає на відрізку АВ, тому споживач ви

трачає на покупки весь свій доход.

Отже, задача зводиться до знаходження умовного максимуму 

функції корисності за умов рхх + руу < R, х > 0, у > 0.

Запишемо функцію Лагранжа

Цх, у , λ,, λ ,, λ ,) = //(λ, у) + λ, (Λ - ρχχ - ρ  у у ) + λ ,.v + λ ^ .

Перевіримо необхідні умови умовного екстремуму. Для цього, 

знайшовши частинні похідні га прирівнявши їх до нуля:

ГL 

Сх
о, —  = »,

О ’

~  = (і, —  = (). ^ L  = (),
Γλ, Γλ, Γλ',

дістанемо систему

(9.30)

//' (.v, у) - λ,р х + λ, = 0,

«;.(.ν. >·) - λι/>,. + λ, = ο,

R - ρ, λ - = 0 ,

λ,.ν = 0 , 

λ, у - 0 . 

λ, > 0 , λ, > 0 , λ, > 0 .

Якщ о відомо, що функція попиту не перетворюється в нуль, то з 

четвертого й п ’ятого рівнянь (9.30) випливає λ2 = λ3 = 0, і система 
набирає вигляду

и'(.v. v) = λ,/>ν.

u'y(.χ, >’) = λ, py,

R = ΡχΧ - РуУ- 

λ, > 0 .

(9.31)

Якщ о // '(.γ, г) > 0 або (.v, v) > 0 (найчастіше виконуються 

обидві умови), то з перших двох рівнянь випливає, ш о λ, > 0. Тоді λ, 

можна виключити із системи, і в результаті дістанемо

1 M RS„. = f e g » = L ·
U y ( X ,  у) Ру

І Р\х + РуУ = R-

(9.32)

П р и к л а д  9.14. Знайдемо функції попиту цх і q якщо функція
рисності

и(х, у) - In jc + In у - In (x + у).

Для даної функції корисності знаходимо частинні похідні першого 
порядку:



Система р ів н я н ь  (9.29) набирає вигляду

£ 1  =  £ л _  

■V2 Р у

Р х х  +  Р у У  =  R  

Знаходим о д р у г і п о х ід н і ф у н к ц ії  и = и (х. у):

и.
1

■ + ■
1

7Т- «  ,т
І

. v  <-v + y)

Тод і в и зн а ч н и к  Δ = и'^ и"у ~ ( ч " г )

и„.
1

(v + >■)-

х у (х  + г Г

В області х  > 0, у  > 0 маємо « "  < 0, < 0 ,  Δ = к "  и " ,  -  ( г / " . ) ’ > 0;
кр ім  то го , и\ > 0. Т ом у  ф у н к ц ії  по п и ту  будуть та к і:

R  R
Ях

Рх + y j P x P y  ' Ч ' Р у +  ^ Р х Р у

? , v :
Контрольні запитання

1. Яку ф ункц ію  називають виробничою?

2. Яку виробничу ф ункцію  називають ф ункц ією  Кобба— 
Дугласа?

3. Які властивості виробничих функцій?

4  У чому суть закону спадної ефективності виробництва?

5. Які економічні характеристики процесу виробництва?

6. Як визначається середня продуктивність праці?

7. Як визначається середня фондовіддача?

8. Як визначаються граничні продуктивності і-го ресурсу?

9. Який зв’язок між середньою й граничною продуктивнос- 
тями капіталу (праці) в загальному випадкові й у випадку 
виробничої функції Кобба— Дугласа?

Контрольні

запитання

10. Як визначається частинна еластичність випуску за Ам фак
тором виробництва?

11. Як визначається еластичність виробництва?

12. Які властивості еластичності?

13. Як визначається коефіцієнт еластичності попиту товару 
відносно його ціни?

14. Як визначається перехресний коефіцієнт еластичності по
питу?

15. Як за коефіцієнтом еластичності попиту на товар за до
ходом визначити, чи будуть ці товари взаємозамінними 
або взаємодоповняльними?

16. Щ о таке ізокванта? В чому її економічний зміст?

17. Як визначається гранична норма заміщення одного ре
сурсу іншим?

18. Як змінюється гранична норма заміщення одного ресур
су іншим у разі руху по ізокванті?

19. Щ о характеризує коефіцієнт еластичності заміщення?

20. Як визначаються основні поняття теорії оптимізації ви
робництва?

21. Яка основна мета функціонування фірми?

22. Який набір ресурсів називають оптимальним?

23. Яка основна задача теорії багаторесурсної фірми?

24. У чому полягає суть задачі про оптимальний розподіл 
ресурсів?

25. Яка основна ідея задачі оптимального розподілу товарів?

26. У чому полягає суть задачі про мінімальні витрати ви
робництва за фіксованого обсягу випуску продукції?

27. У чому полягає суть задачі, пов’язаної з розподілом то
вару одного виду по різних ринках із різними попитами? 
Яка умова цінової дискримінації?

28. Щ о означає відношення переваги?

29. Які властивості функції корисності?

30. Які функції називають функціями попиту споживача?

31. Які л ін ії називають кривими байдужості?



Приклади розв’язування задач

І І } Виробнича функція (в грошових одиницях) мас вигляд /(.v, у) = Ц)4хі^\. 

де х — обсяг першого ресурсу, а у — другого. Ціна одиниці першого ресурсу 
рх = 5, а другого — ру = 10 умов. грош. од. Знайти максимальний прибуток 
при використанні ресурсів.

Якщо виробничу функцію задано в грошових одиницях, то вона вира
жає доход від використання ресурсів. Запишемо функцію витрат вироб
ництва на використання ресурсів С(х, у) = 5х + 10_у і функцію прибутку

Р іл. ;.·) = 30yfxijy - 5.Y - 10 г.

Знайдемо максимальне значення функції прибутку. Обчислимо час
тинні похідні функції прибутку:

[ і  І 2

Р'х = 1XV V  - К  = 10.V2 v ’ -10.

Прирівняємо їх до нуля й розв’яжемо систему

І І

1\Y V ’ - 5 - о. 
І 2

10л ·' v ! - 10 = 0 .

Дістали розв’язок х = 81 і у = 27, тобто визначили критичну точку пер
шого роду Л/(81; 27).

Частинні похідні другого порядку мають вигляд

і - - 1 - 1 2  ?п - --

к  = -y-v 'V . і%. = с  = р;; = - у * 3/ 5·

Перевіряємо достатні умови локального екстремуму. Знайдемо зна
чення частинних похідних другого порядку в точці Л/(81; 27):

А = ^*«(81; 27) = -у , 5 = 0 8 1 ;  27) = А  С* = />"(81; 27) = -|2. 

Обчислимо визначник:

7

>0, А = < 0.
2

Отже, Л/(81; 27) — точка локального максимуму, й максимальний при
буток

Рт.і% = /*(81; 27) = 132 умов. грош. од.

ί 5 ί  20) ί 5 ΐ
l " 2  jl 81 j- ,81 J

[ 2 І Виробнича функція (в грошових одиницях) має вигляд /(.v, у) - 30-fxyfy, 

де х — обсяг першого ресурсу, а у — другого. Ціна одиниці першого ресурсу 
рх = 5, а другого — ру = 10 умов. грош. од. Через бюджетні обмеження на 
ресурси можна витратити не бііьше. ніж 600 умов. грош. од. Знайти 
оптимальний для виробника набір обсягів ресурсів {х, у).

Запишемо функцію прибутку Р(х, v) = M)yfx$[y - ,\у - 10у. Набір ре

сурсів буде оптимальним, якщо функція прибутку набуває максимального 
значення за умови 5х ■+ Ю.у< 600. У попередньому прикладі було знайдено 
оптимальний розподіл ресурсів за відсутності обмежень. Виявляється, що 
оптимальні витрати на ресурси становлять 5 ■ 81 + 10 ■ 27 - 675 > 600. Можна 
показати, що в умовах наявності обмежень на ресурси погрібно витратити 
всю можливу суму.

Розглянемо задачу знаходження максимуму функції прибутку

Р(х, г) = М)Ух*[у - 5х - 10v 

за умови зв’язку 5.x + Ю.у = 600 або х + 2у = 120.

Перший спосіб. З умови зв’язку виразимо змінну: х = 120 - 2у і підстави
мо її у функцію прибутку:

Р(у) = M)yj\ 20 - 2 г у[у - 5( 120 - 2г) - 10у = 30^120 - 2 -600.

Знайдемо похідну:

В'{у}- М'уіУ , 10^ 120- 2,у

У  2 0 -; Ь ’

Прирівнюючи її до нуля, дістанемо розв’язок: у = 24, х = 120 - 2 · 24 = 72. 
Максимальний прибуток при цьому

Ртах = Р (72; 24) = 512 400 умов. грош. од.

Другий спосіб. За умови, що 5х + 10>· = 600, функція прибутку набирає 

вигляду Р(х, у) = 3()у[х ї[у ~(ЛЮ. Очевидно, шо деяке значення С рівня 

функції Р(х, у) = С має перетинатися прямою 5л: + \іїу = 600 або х і 2у = 120. 

Рівняння лінії рівня функції прибутку ЗОул tfy - 600 - С можна запи-

Л 2 ----  зо

Максимальне значення А, а отже, і С досягається в тому випадкові, 
коли відповідна лінія рівня дотикається до прямої х + 2у - 120. Оскільки 
ірадієнг у кожній точці перпендикулярний до лінії рівня, то умову макси-



мальпості прибутку можна сформулювати таким чином: вектор (Ρ', Р') 

перпендикулярний до прямої 5х + Юу = 600. Кутовий коефіцієнт цієї пря-

1 P'
мої А, = - — , а прямої, на якій лежить вектор (Ρ', Р[), становить к·, = -ф.

Р'.
Із умови перпендикулярності двох прямих маємо —-'7 = 2, тобто виконуєть-

Р\

! л ' ’.»■ ’ 1

ся співвідношення -т------- = 2, або х = 2у. Підставивши його в рівнян-

; х 1 у  3

ня прямої 5х+ Му = 600, знаходимо у = 24, х = 120 - 2 ■ 24 = 72. Максималь
ний прибуток при цьому

Ртах = Р(72; 24) = 512 400 умов. грош. од.

І З І Задано виробничу функцію, що залежить від двох змінних: q(x, у) = 5ху, 
де х — витрати основних фондів; у — витрати людської праці, а також  
задано відповідні ціни на ресурси рх = 10/ ру = 8 умов. грош. од. Знайти 
значення величин х і у, які забезпечують мінімальні витрати виробницт
ва за фіксованого обсягу продукції q{) = 1600.

Оскільки обсяг продукції фіксований, то 5ху = 1600. Отже, маємо умови 
зв’язку 5ху - 1600 = 0, х > 0, у>  0. Виразимо одну зі змінних, наприклад у, з 

320 „
умов зв язку: у = --  Запишемо функцію витрат фірми С(х, у) = 10.*+ 8у.

Підставивши значення v = у функцію витрат, дістанемо функцію
.V

однієї змінної С(.у) = IO.v + 8 ^ ^ .
.V

Тепер застосуємо стандартний метод визначення мінімального значен

ня функції С= С(х). Знайдемо похідну функції витрат С\х) = 10 - — .
-V

Критичні точки першого роду визначаємо з умови 10 - — = 0, звідки
v

lOxj = 2560. Дістанемо jc, = 16 і х2 = -16. З економічних міркувань х2 = -16 — 
сторонній корінь. Отже, х = 16 — критична точка, а у = 20.

Оскільки С (х )  - 5120х 3 і С"( 16) > 0, то в точці х=  16 функція досягає 
мінімуму. Тоді у = 20. Мінімальні витрати Cmjn = 320 умов. грош. од.

[ 4 І Функція корисності мас вигляд U(x, у) = 2 ln(x - 1) + 3 1п(у - 1). Ціни 
одиниці товарів х і у відповідно становлять рх= $ і р = 16 умов. грош. од. 
На придбання цих товарів можна витратити 1000 умов. грош. од. Ви
значити, як розподілити цю суму між двома товарами х і у, щоб ко
рисність їх придбання була найбільшою.

Розглянемо лінії рівня функції корисності U(x, у) = С, тобто
2 1п(х - 1) + 3 1п(у - 1) = С. Використовуючи властивості логарифмів,

маємо 1п(х - 1 )2(у - І)3 = С, звідки (у - І)3 = — ——у. де А - е с. Отже, лінія
( v -1)^

ми рівня будуть графіки функцій

і а  , ,

1 ( V - І)· s

У точці (х; у), де функція корисності досягає максимального значен
ня, лінія рівня дотикається прямої 8х + 16у = 1000 або х + 2у = 125 і градієнт

. ( 2 З
перпендикулярний до цієї лінії. Градієнт функції корисності —— j-; —— - 

Кутовий коефіцієнт прямої А, =  - у .  Використовуючи умову перпендику

лярності двох прямих, маємо ——— — - 2 або Зх - 4у= -1. Знайдемо точку
2(У-1)

перетину прямих, яка є розв’язком системи

j v + 2у = 125,

} 3 .v - 4 у = -1,

звідки х = 49 ,5 , у = 37,75.

Отже, оптимальний розподіл споживання товарів буде при х = 49 ,5 , 

у = 37,75.
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10.1
Первісна й невизначений інтеграл

10.1.1. Первісна

Осноьна задача диференціального числення полягає в тому, шоб 

знайти похідну заданої функції у = fix ). Багато питань математичного 

й економічного аналізу приводять до оберненої задачі: для заданої 

функції у = f ix )  знайти гаку функцію у = /'(х ), похідна якої дорівню

вала б у - f(x ), тобто F\x) - fix ).

■ П р и к л а д  10.1. Ф ор м уван н я  о б о ро тн и х  ф онд ів  — це д и н а м іч н и й  
процес, щ о відбувається в часі й я к и й  м ож на  розглядати я к  неперерв
ний. Нехай ф ун кц ія  K = K(t) виражає залеж н ість обсягу  оборотних

ф ондів від часу. Тод і похідна за часом — це ш ви д кість  ф ормування
ώ

об оротних ф онд ів , ко тр у  м ож на розглядати я к  ш в и д к ість  по то ку  гр о 
ш ових ф онд ів  /  = Ц і) .  Я кш о  задано ф у н к ц ію  ш в и д ко ст і п о то ку , то п о 
стає задача знаходж ення ф у н к ц ії об о ро тн и х  ф онд ів, яка  зводиться до 
операц ії в ід ш ука н н я  ф у н кц ії за її  п о х ід н о ю .

Таку операцію називають операцією інтегрування, а розділ мате

матики, шо вивчає методи знаходження функції за її похідною, — 

інтегральним численням.

т· О значення 1 0 .1 . Диференційовну функцію у = F(x) називають пер

вісною для функції у = f ix ) на проміжку X, якщо для довільного х  є X  

виконується рівність F'{x) = f(x ) .

■ П р и к л а д  10.2. Нехай /(.v) = cos х. Т од і за перв існу  м ож на взяти 
ф у н к ц ію  Fix) - sin х. о с к іл ь ки  (sin х)' ~ cos x.
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П р и к л а д  1 0 .3 . Знайдемо первісну для функції Д х )  = х 2.

.з
О чевидно , щ о ш ука н о ю  ф у н кц іє ю  буде / ] ( х )  = — , о с к іл ь ки

v ' (Л-У З х 2 >
- л '  V х  є (- χ . + ч.) .

.4

З а у в а ж и м о , ш о  в п р и кл а д і за ш у к а н у  ф у н к ц ію  м о ж н а  взяти

.з
F , ( х) - 4 г  + 10, бо /> '(л) = х 2,
“ Я

або

.з
F x (x )  - ~  + 100, бо F {(x )  = v2

Т а ки м  чи н о м , ф у н кц ії у  = (х ) , у  = F }(x), у  = F } (x) є перв існим и  для
ф у н к ц ії у  = х 2, де х  є (-а .. + х ).

Наведений приклад показує, шо операція відшукання первісної 

неоднозначна. Тому постає запитання: якшо функція у = fix )  має пер

вісну, то скільки їх може бути й як вони між собою  відрізнятимуться?

Можна сказати, що первісних для даної функції безліч. Цей факт 

пояснюється ось чим: якшо функція у - F(x) є первісною для функції 

у = /(х ), то й функція у - Fix) + С, де С — довільна стала, теж є 

первісною (похідна від сталої дорівнює нулю).

Отже, ми відповіли на першу частину запитання. Для відповіді на 

другу частину доведемо теорему.

ТЕ О Р Е М А  10.1 
(про загальний вигляд первісної)

Якщ о функція у = F(x) є первісною для функції у - fix )  на 

проміжку X , то всі первісні для функції у = f ix )  мають ви

гляд у = Fix) + С, де С  = const.

Д о в е д е н н я

Нехай у - Fix) — первісна для функції у - Д х). Тоді виконується 

рівність F 'ix ) = f ix ) . Розглянемо функцію у = Ф(х) - Fix) + С. Тоді 

Ф'(х) - і Fix) 4- С )' - f ix ) , а це означає, шо функція у = Ф(х) також є 

первісною лля функції у = f(x).



Навпаки, якщо функціїі у - Fix) і у = Ф(х) — дві первісні для функ
ції у = f ix ) ,  то (Ф(х) - F(x)Y = Ф '(х) - F (x) = 0. Тому Ф(х) - /-’(х) = С, 

С  - const, звідки Ф(х) = Fix) + С, шо й треба було довести.

Отже, будь-які дві первісні для функції у = Дх) відрізняються між 
собою на сталу.

Ця теорема дає змогу ввести поняття невизначеного інтеграла, що 
є основним поняттям інтегрального числення.

*+ Означення 10.2. Множину всіх первісних для функції у = Дх) нази
вають невизначеним інтегралом і позначають

J/(x)</x = F ix ) +С. (10.1)

У рівності (10.1) символ J — знак інтеграла; Дх) — підінтегральна

функція; х — змінна інтегрування, Дх) dx — підінтегральний вираз; функ
ція у =■ F{x) є однією з первісних для функції у - / (х ) ;  С  - const —

довільна стала.

10.1.2. Основні властивості 
невизначеного інтеграла

(Т) Похідна від невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральнїй 
функції:

(J/(xW x)'= /(х ). (10.2)

Диференціюючи ліву й праву частини (10.2), дістанемо

(J/(A-#t) = (F (x ) + cy  = f(x ).

(2) Диференціал невизначеного інтеграла дорівнює підінтегральному 
виразу:

d (J / (x )dx j = / (x )dx. (10.3)

За означенням диференціала дістанемо

/(x)i/xj = ( J / (x)dxj dx = f(x)dx.

10.1. Первісна

й невизначений інтеграл

(3) Невизначений інтеграл від диференціала деякої функції дорівнює 
цій функції з точністю до довільної сталої:

jV (x )=  F(x) + C. (10.4)

Оскільки dF(x) = F'(x) dx = Д х) dx, то

Ji/Hx) = J f(x )dx  = F{x) + C.

©  Сталий множник можна винести за знак інтеграла:

J a f{x)dx = а| f(x)dx. (10.5)

Знайдемо похідну від функції у = g(x) = J о с /{x)dx - a j  f(x)dx:

g'(x) = (Ja/(xWx - aj/(x)dx) - Qa/(x)i/xj - a(J/(x)i/v) =

= a/(x) - a/(x) = 0.

За наслідком теореми Лагранжа існує число С таке, щ о#(х) - С, тому

j  tx f(x)dx = a j  f(x)dx + C.

Оскільки сам невизначений інтеграл знаходиться з точністю до 

сталого множника, то в рівності (10.5) сталу можна пропустити.

(5) Інтеграл від алгебричної суми дорівнює алгебричній сумі інтегралів:

J (/(x) ± g(x))dx = J f(x)dx ± J g(x)dx. (10.6)

Нехай функції у = F(x) і у = G(x), у = [/'’(x) ± С(х)| є первісними 

для функцій у — / (х ) і у = g(x), у — Д х ) ± g (χ). Тоді

J f(x)dx ± J g(x)dx = І Fix) + C, І ± |6(х) + С, | =

= I Fix) ± G(x)| + |С, ± С21 = I Fix) ± С(х)| + C = J|/(x) ± g(-v)|Jx.

/  Зауваження 10.1. Формулюючи й доводячи властивості, ми припуска
ли, т о  всі функції, які входять у відповідні рівності, мають первісні.
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/  Зауваження 10.2. Виходячи з означення невизначеного ін іеграла, рів
ності слід розуміти з точністю до довільної сталої. Інакше кажучи, не- 
визначені інтеграли рівні тоді й лише тоді, коли рівні похідні від них.

10.1.3. Інтеграли від основних 
елементарних функцій

У п. 6.3.3 вміщено таблицю похідних основних елементарних функ

цій. Наведена нижче таблиця невизначених інтегралів є математичним апа

ратом інтеїрального числення. Частина формул безпосередньо випливає з 

означення інтеїрування як операції, оберненої до диференціювання. Спра

ведливість усіх формул легко перевірити диференціюванням.

1. Гд ·' ί/ν
J а + 1

2. j f In І л I + C.

Т а б л и ц я  і н т е г р а л і в

+ С, a t  I. 9. [ — = aa;l£ -v + c -J 1 +  Λ-
dx 1r dx l v

9 . - i--- - = -arclg — + C.
J x + cr a a

3. ο Λ dx = + C  0 < a *  1. 10
In a I dx

4. J  c ' dx - e ' + C.

5. J  cos v dx - sin χ + C.

6 . J  sin ,v dx = - cos λ + C.

dx

10
dx

- arcsin v + C.

,________ = arcsin — + C.

J a '  - .v-

l l . l  *  = i l n
■І7

11

-  I 2 

dx

x - I
+ C.

J x' - a~ la

v + I 

.v - a
In

λ + a
+ C.

7 . J ^ -
J cos λ

- Ig λ + C. 12
dx

8 . f — r - - -ецг v + C. 
·* s iir  Λ

v + v.v* ± + C.

12'. f —j -- = In λ + 4 x 1 ± i
J VA

+ C.

Як було встановлено раніше, операція диференціювання не виво
дить функцію з класу елементарних функцій.

Інтеграли від деяких елементарних функцій уже не будуть елемен
тарними функціями. Вкажемо деякі з них:

J* е ' dx — інтеграл Пуассона;

Jsin(x2 )dx — інтеграл Френеля;

J* cos(.v2 )dx — інтеграл Френеля;

ґ dx
І —— . v > 0 , .v /  1 — інтегральний логарифм;

In .v 

• sin .V

,Υ

' COS .Y

dx — інтегральний синус\ 

dx
x

інтегральний косинус.

Ці інтеграли відіграють важливу роль. Наприклад, інтеграл Пуас
сона є одним з основних у теорії ймовірностей і статистиці.

Зазвичай інтеїрали, якими оперують у різних застосуваннях, не 
виражаються елементарними функціями (або, як кажуть, «не беруть
ся»), Але існують досить добре розроблений математичний апарат на
ближених формул, а також методи наближених розрахунків, які да
ють змогу з будь-якою довільною точністю оцінити та обчислити 
«інтеграли, що не беруться», за допомогою елементарних функцій.

10.2
Основні методи інтегрування

Зазначимо, що немає універсального методу інтегрування функцій, 
проте існують класичні, або основні, методи інтегрування, до яких 
належать: метод безпосереднього інтегрування, метод підстановки (ме
тод заміни) й метод інтегрування частинами.



10.2.1. Метод безпосереднього інтегрування

Цей метод грунтується на застосуванні табличних інтегралів та о с 

новних властивостей невизначеного інтеграла.

П р и к л а д  10 .4. Обчислимо інтеграл:

і

J №  J

1 2 -̂  + ι 
, Λ-1 Λ· ■’

dx — -——— - + 2 -χ} + 2.Υ 3
1/3 + 1 -2/3 + 1

+ C

— xyfx + 6 yfx + C. 
4

■  П р и к л а д  10 .5. Обчислимо інтеграл:

x 1 dx r .v2 + 1 - 1[ ^ . = Г £ Ц ± і і Л = Г i _ ^ L _
J 1 + λ " J лг + 1 ·* ( .v +1+ 1

dx

dx

= i dx - f — —— dx = .v - arctg Λ' + C
J J I + л

П р и к л а д  10.6. Обчислимо інтеграл:

[ ctg2 Л- dx = f' ( Λ  - · }J J 1, sin- ,Y j

П р и к л а д  10.7. Обчислимо інтеграл:

J*(2 V + y K)2dx = J ( 22' + 2 · 2 v · 5Л + 52 x)dx

J 4 v dx + 2 J 10v dx + J  25v dx = + 2
10v 25

+ —-—  + C
ln 4 ln 10 ln 25 

П р и к л а д  10.8. Обчислимо інтеграл:

dx 1 r dx 1 1

i f  ' b 1
ln

1

3

.v +
1

+ c

= -In
6

3.Y - 1

П р и к л а д  10.9. Обчислимо інтеграл:

J f  siny + cos у ) dx = j ( sin2 у  + 2sin^ cos^  + cos2 ^  Ιών

J(l + sin x)dx = x - cos л + C.

10.2.2. Метод заміни змінної 
(метод підстановки)

У багатьох випадках введення нової змінної інтегрування дає змо- 

іу звести знаходження даного інтеграла до відшукання табличного 

інтеграла. Цей метод базується на такій теоремі

ТЕО РЕ М А  10.2

Нехай функція χ - φ(ί) визначена й диференційовна на 

проміжку Т, φ : Т —> X, а функція у = f(x ) визначена на 

проміжку Х  \ має на ньому первісну у = F(x). Тоді на гіро- 

; міжку Т складна функція у = F(<p(t)) є первісною для функ

ції у = /(φ (/))φ '(0 > тобто справедлива формула

j /(.vk/.v =|/(φ(/))φ'(/)Λ - /  ( < Р ( П )  + C. (10.7) ,

Д о в е д е н н я  

За правилом диференціювання складної функції

(F(q>(t)))' = F((p(t)Yxq>'(t) = /(φ (Ο )φ '(Ο . t є T.

Отже, функціяу =  Ρ(φ(ί)) є первісною для функціїу =  /(φ (/))φ '(0 · 

Тому

F(v^t)) + C  = (ЛлО + О І д . ^ , )  =

= \f(x)dx = [/(<р(г))ф'(t)dt.
J  .γ = φ(/) J

Теорему доведено.

Формулу (10.7) називають формулою заміни змінної а невизначе- 

ному інтегралі.



(ax)dx = — F(ax) + C. 
а

Зробимо відповідну заміну. Тоді з (10.7) випливає

- \ f(t)d t = - F ( t )  + C  = 
a J а

♦ Наслідок 2. Справедлива формула

(ах + b)dx = — F(ax + b) + C. 
а

Справді,

J  f  (ах )dx =

t
x = — 

а

dx = — dt 
a

J f (a x  + b)dx

ax + b = t 

a dx = dt

dx = — dt 
a

~ i f ( t )d t  = — F(t) + C  = - 
a J  a a

П р и к л а д  10 .10 . Обчислимо інтеграл:

J *З - x dx =
З - λ- = Ґ

dx = 312 dt

= f t l r  dt = З IV  dt = 3— + C = - r4 + C = Ш  
J J 4 4 4 ^

П р и к л а д  10 .11 . Обчислимо інтеграл:

J" .ve ' dx =

-л - = t 

-2л dx = dt

x dx = - — dt 
2

- i i
1 ! c' dt +C

( 10.8)

— F(ax) + C. 
a

(10.9)

F(ax + b) + C.

л') 4 + C.

П р и к л а д  10 .12. Обчислимо інтеграл:

=

In л = t

dx
dt

I

t 2
jS td t  = - щ  + С = I  yf? + C =  у  (Іпл·)1 + C.

П р и к л а д  10 .13. Обчислимо інтеграл:

f .v dx

J7r=Tr
1 - Λ·2 = t

-2x dx = dt 

1 jx dx = — dt 
' 2

1 f dt

2 . 7

- \f2dt = + C = -л/7 + C = -V1 - ,v2 + C.
2 J 2 1 /2

10.2.3. Метод інтегрування 
частинами

Це досить ефективний метод інтегрування, який базується на такій 
теоремі.

ТЕ О Р Е М А  10.3

; Нехай функціїy = u(x),y=v(x) визначені й диференційовні 
і на проміжку X. Крім того, на цьому проміжку існує пер- ;
І вісна для функції v(x)u '(л). Тоді на проміжку X  існує пер- j 
) вісна для функції u{x)v'(x), причому справедлива формула ®

J u(x)r\x)dx - //(.v)v(.v) - J  v(x)it'(x)dx. (10.10)

Формулу (10.10) називають формулою інтегрування частинами в
невизначеному інтегралі.

Д о в е д е н н я

Функція у = u (x)v(x) є однією з первісних для функції у — u '(x) V (х) + 

+ u(x)v'(x) на проміжку X, оскільки за правилом диференціювання 
добутку двох функцій маємо



d  (u (x)v (x)) = u (x)d v (x) + v (x)d u (jc).

Взявши інтеграл від обох частин останньої рівності, дістанемо

Ji/(« (x )v (x )) = Jt/(x)i/v(x) +Jv(x)i/w(x)

або

w(x)v(x) = Jw(x)i/v(x) + J  v(x)du(x),

J u(x)dv(x) = u(x)v(x) - J v(x)du(x).

Теорему доведено.

На практиці для застосування формули (10.10) підінтегральний 

вираз розбивають на два множники, які позначають и та dv. Потім 

диференціюванням знаходять du, а інтегруванням — функцію v. 

М ожна зробити зауваження щодо застосування формули (10.10).

1. В інтегралах вигляду

^ Р п(х)еах dx, J^ ,(x )co s (ax )dx , j" Pn(x)sin(ax)dx ,

де Pn{x) — многочлен л-го степеня, позначають и(х) - Рп(х), а вирази 

e^dx , cos(ax)fltx, sin(ax)d!x — через dv.

П р и к л а д  10.14. Обчислимо інтеграл:

и = х2 ех dx = dv 

du = 2л dx v = e'

x = u ex dx = d t

J v V  dx Λ V  -1 - j V  2-Хdx =

x1 cx - 2j*_x e x dx
du = dx v = еЛ 

= x1 ex - 2 ̂ eyx - J  e ' dxj = x2ex - 2exx - 2ex + C =

= ex(x2 - 2.v - 2) + C.

1. В інтегралах вигляду

J Pn(x ) ln" x dx, J/^,(x)arcsin x dx, J* /},(x)arccos x dx.

J /},(x)arctg x dx, J  /),(x)arcctg x dx 
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arcsin x, arcos x, arctg x, arcctg x позначають через u = ln x, a 

dv = Pn(x)dx.

■ П р и к л а д  10.15. Обчислимо інтеграл:

u = ln x dv = dx

J ln  x dx = dx
du = —  v = x 

x

v ln x - J- I dx = v ln x - .v + C.

П р и к л а д  10.16. Обчислимо інтеграл: 

u = arctg v dv = x dx

J  v arctg x dx =
du

dx

:— a ret i: v 
2 w 2

1 + x2 

1 r x2 dx

v , 1= — arctu λ 
2 2 ·

r x ' dx x 

J x2 + 1 '  “

J ( ‘ - P

y a t c t g  v - J y  T 7 p -  =

J"; '1 r (x  + 1 - l)<a£x- 
 ̂ arctg x - - 1 —---------

r  + 1

•v 1 1dx = — arctg λ - λ' f - arclg λ + C.

Іноді метод інтегрування частинами доводиться застосовувати кіль

ка разів.

3. Для інтегралів вигляду J ес,Л cos βχ dx, J еал sin βχ dx у резуль

таті дворазового застосування методу інтегрування частинами можна 

дістати лінійне рівняння відносно заданого інтеграла.

■ П р и к л а д  10.17. Обчислимо інтеграл:

І  = J  еих cos βχ dx =

u = e°-x dv cos βχ dx 

du = ae™ dx v = — sin βχ 
β

Г | £»U V Q/ f
-- sin β.ν - i  -sin βχ a  eaxdx - ---sin β.ν---| eax sin Вд dx

в μ J в μ в H в J p

u = e

β β 

dv = sin β.ν dx

du = a f  dx v = —  cos βχ 
β



= -— sin β.ν-- 
β β

ί I β-ν-J -- C O S  β-ν «ΐ’"-ν dx

— — Є 
β

ι

sin β.ν + ~  clL'  cos β.ν - ™  f cos β.ν
u2 J

dx.

Таким чином,

/ = -eu' sin β.ν + - V '  cos β.ν- ~ / .  
β P β2 β2

ί ι  « Μ  
1 + —  

β

β2 + α 2

/ = t' 1

/ =,

1 ■ ч α  α— S111 β.Χ + —-COS β.ν 
β β2

1 · ,, α „
— sin β.ν + —  cos β.ν 
β β2

ο2 2β + α
-sin β.ν + —  cos β.ν
β β2

/  = —--- -(β sin β.\ + a  cos β.ν).
β- + or

10.2.4. Рекурентні формули

Іноді інтегрування частинами дає змогу дістати співвідношення між 

невизначеним інтегралом, шо містить степінь деякої функції, та анало

гічним інтегралом, але з меншим показником степеня тієї самої функції. 

Подібні співвідношення називаються рекурентними формулами.

■ П р и к л а д  10.18. Виведемо рекурентну формулу для інтеграла

dx

Маємо
<-v2 + І)"

r dx r ν' + I - .v 

" ~ J(.v2 +1)" ~ J ( v2 +I)"
I„ =

dx

dx =

В останньому інтегралі покладемо u = x, dv = — ---- dx du = dx. Тоді
(λ2 + і)"

.· = \ ^ — dx = + 1) = I  f *  = i  f r" dt =
·* ( v + 1)" 2 J(.v2 +l)" 2 i  t" 2 J

І Г" + 1 1 I „  1 1+ C = ------ --------- + C = ----------- ---------- r— ------ - + c .
2 -//+ 1 In-2 t" 2n - 2 ( v  + 1)" 1

Тому, використовуючи формулу інтегрування частинами, маємо 

/ - / і Л І Г dx

"-1 + 2/,-2 (д-2 + І)"-1 (2,/ -2) J (v2 + 1)" 1 “

1 Л / 1 1+ 1 ----- І -
2п - 2 (.v2 + І) " ” 1 2п-2

1 л 2п - З

2н - 2 (д·2 + 1)" 1 2п - 2 

Отже, дістали формулу

/«-і-

" 2 //- 2  (д-2 + 1)" 1 2я - 2 '

10.2.5. Методи інтегрування ірраціональних 
і трансцендентних функцій

Ірраціональні й трансцендентні функції інтегруються в елемен

тарних функціях тільки в деяких випадках. Найбільше застосову

ються такі види інтегралів від ірраціональних функцій, які вира

жаються через елементарні. Розглянемо випадки, коли зам іною  

змінної інтеграли від ірраціональних функцій зводяться до інтег

ралів від раціональних функцій.

Позначимо через R(u, v) функцію двох змінних — раціональну 

функцію, побудовану з використанням дій додавання, віднімання, 

множення й ділення над аргументами. Наприклад,

R(u, v) = u1 + 2v5, Л(м, v) = ^ - ^ .
2 - u~



Інтеграли від ірраціональних і трансцендентних функцій зводять
ся до інтегралів від раціональних функцій за допомогою підстано
вок. Далі наведено найпоширеніші підстановки для певних видів 
інтегралів.

Ґ El £і E jl  4

1 . Інтеграли вигляду J  R x, x q' , X Ql ..., X-7" dx.

\ /

Підстановка x = t", де п —  найменше спільне кратне чисел qv q2

2 . Інтеграли вигляду J  R [x J ax + b i 
 ̂ 'y c x  + d

dx, de ad - cd*  0 .

Іах + Ь
Підстановка t = " ---- .

V сх + d

3. Інтеграли вигляду J R \x, Jax 2 + bx +c Jdx.

Підстановки Ейлера

у]ах2 + bx + c = t ± Jax , а > 0 , 

yjax2 + bx + с = tx ± Jc , с > 0 , 

у/ах2 + Ьх + с - ±(х - х{ )t = ±(х - х2 )t, 

де х,, х2 — різні дійсні корені квадратного тричлена а х 2 + Ьх + с.

4. Інтеграли вигляду J  i?(sin jc, cos  x)dx.

Універсальна тригонометрична підстановка

. . х . . . .  2 dt  . 21 1 - t2
t = tg — , x = 2 arctg t, dx = --- -, sui x = --- cos x = ------- -

5. Інтеграли вигляду J R(e x )dx. 

Підстановка t = e x.

6 . Інтеграли вигляду / * ( * .  \Іа2 + x2 j dx.

Підстановка x = tg t або x = a ctg /.

7. Інтеграли вигляду J R л]а2 - x 2 ji/x.

Підстановка x = a sin / або x = a cos /.

8 . Інтеграли вигляду J  R (tg x)dx.

Підстановка t = tg x.

9. Інтеграли вигляду

J sin αχ cos βχ dx, J sin αχ sin βχ dx, J cos ax cos βχ dx

за допомогою відомих тригонометричних формул можна розкласти в 
суму інтегралів.

10.3
Інтегрування дробово-раціональних 

функцій

10.3.1. Основні поняття 
про дробово-раціональні функції

До класу дробово-раціональних належать функції, які можна по
дати у вигляді відношення двох многочленів (у вигляді дробу). 

Розглянемо дробово-раціональну функцію

/>( χ) а0х" + ίζ,χ"-1 + ... + α„ _ , χ + а„

Q(x) b0x + ό,χ'" 1 +... + bm _ \ χ + bm

Якшо т  > п, то дріб називають неправильним, а якшо п < т , — пра

вильним.



Якщо т  > п, то виконуємо ділення

= + 1 , ( 10 .12) 

Q M  Q(X)

де R(x) — ціла частина — многочлен, а /^(х) — многочлен степеня,

нижчого за степінь многочлена Q(x), тобто ... — правильний дріб.

Інакше кажучи, будь-який неправильний дріб можна подати у вигляді 
суми многочлена й правильного дробу. Таким чином, інтегрування 
дробово-раціональних функцій зводиться до інтегрування многочленів
і правильного дробу.

10.3.2. Інтегрування простих дробів

У повному курсі алгебри доводиться теорема про те, шо правиль
ний раціональний дріб розкладається на суму простих дробово-раціо
нальних функцій типу:

А

х - а '

А

(х - а)к ’

Мх + N  

х 2 + рх + q

Mx + N  

(x2 + рх + q )k '

дек — ціле додатне число; A, Μ, N, a ,p ,q e  R\p2 -4?< 0, а х 2 + рх + q — 

квадратний тричлен, що не має дійсних коренів. Ці дроби завжди інтег
руються:

1)

2 )

3)

4)

3) НJ дг

Mx + N  . 
--- αχ =

4> j

+ рх + q

Μ  -, Ν - Μ ρ /2  , χ + ρ/2  _
—  1η(χ + px + q)+ ....... ^  arctg ....Г ... + C;

2 Ί< ι- ρ~ Ι*  Vq - ρ Ί 4

Мх + N Μ
-αχ = —

(χ2 + ρχ + q)k 2(k - 1)(χ2 + ρχ + q ) k 1

Μρ Λ r dx
+ \ Ν  -

2 Ρ  ((χ + ρ/2)2 + q - p 2/4)k

Отже, прості дроби інтегруються в елементарних функціях. Прак
тична реалізація зводиться до проблеми розкладання правильного ра
ціонального дробу на елементарні.

10.3.3. Розкладання правильних раціональних дробів 
на найпростіші

З елементарної математики відома така теорема.

ТЕ О Р Е М А  10.4

І Будь-який правильний раціональний дріб розкладається на
І суму найпростіших раціональних дробів.

Щоб зінтегрувати правильний раціональний дріб, потрібно роз
класти знаменник на найпростіші множники й записати розклад да
ного дробу на елементарні. Можливі такі випадки.

1. Корені знаменника Q(x) дійсні та різні, тобто, якщо

Q(x) = (х - а,)(х - a2)...(x - a j ,

то в цьому разі

^  = + + + (10.13)
Q(x) х - а х х - а 2 х - а„,

2. Корені знаменника Q(x) дійсні й деякі з них кратні, тобто, якщо
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ііл І Α Ν'
IU  ір

Q(x) = ( x - a ) ( x - b )k,

= + + — L  + ... + _ ( 1 0 . 1 4 )
Q(x ) λ - о  , ν-Α (χ - by (χ - b)k

3. Корені знаменника дійсні й, крім того, знаменник містить квад
ратний тричлен, який не розкладається на множники; тобто, якшо

Q(x) = (х-  а)(х - Ь)к(х 2 + px + q),

то

Δ ^ Ι  = + _А _  + д2 + + __ А  + _ Dx + Е (Ш15)
£>(*) .v - а x - b (.v - by (x - b) x~ + рх + q

4. У випадку, коли знаменник має вигляд

Q (лс) = (х - а)(х2 + рх + q)k,

дістаємо

Ρ, (χ ) Α β,.ν + f j  

Q(.v) λ - α χ 2 + ρχ + q

+ (10.16)
(λ- + />.y + qy (χ- + ρχ + q f

10.3.4. Метод невизначених коефіцієнтів

У формулах (10.13)—(10.16) невідомі коефіцієнти знаходяться за 
методом невизначених коефіцієнтів. Практичне застосування цього 
методу проілюструємо на прикладах.

C v dx
■ П р и к л а д  10.19. Обчислимо інтеграл — , ■' ■■■ :----

(a + D U - 1)

Підінтеїральний вираз — правильний дріб (степінь чисельника мен
ший за степінь знаменника), знаменник якого розкладено на найпростіші 
множники. Запишемо розклад даного дробу на елементарні доданки:

.v Ах + В С. -І------- ^

У правій частині рівності зводимо дроби до спільного знаменника:

λ _ (Αν + В)(\ - 1) + С (а2 + 1)

(λ 2 + 1)(.γ - 1) ~ ( v2 + 1)( ν - 1) '

Знаменники дробів рівні, тому дроби рівні, коли рівні їхні чисельни
ки. Прирівнюємо чисельники:

х = Ах2 - Ах + Вх - В + Сх2 + С.

Згрупувавши доданки, дістанемо

х = x 2(A+ C) + х(В  - А) + С - В.

Многочлени рівні, коли рівні коефіцієнти при відповідних степенях X. 
Прирівнюємо коефіцієнти при однакових степенях х:

А + С = 0, 

В - А  = 1, 

С - 5 = 0.

Розв’язавши цю систему, дістанемо С = 1/2, В = 1/2, А = -1/2. 
Обчислимо заданий інтеграл:

f , v dx—  = - ΐ μ . ζ ± Λ. + ΐ μ
J ( λ 2 + l) ( .v -  1) 2 J д 2 + 1 2 J .Y

Ι μ μ ! - Λ ·  + ! Γ dx
2 J v2 + 1 2 .

1 r .y dx

2

f x d x I f dx 1 f dx

J.v2 +1 + 2 J .V2 +1 + 2 J T ^ T _

A'2 + 1 = t

2.Y dx = dt

x dx = — dt 
2

1 dt 1 r dx 1 r d: A - 1 = Γ

4. ίτ + 2J x1 + 1 + 2 1 r dx = dz

- ln  11 I +—arctu .y + —ln \ z \ + C = ln(.v2 + 1) + -arctg v + 
4 2 2 4 2

+ —ln I .y  - 1 I + C = — arctu ,v + In
2 2

V.y - 1

A'2 + 2

+ c .

П р и к л а д  10.20. Обчислимо інтеграл f— г—-—ί—
J (а-  + І)-(а  - 2)

- dx.



Підінтегральний вираз є правильним раціональним дробом, при
чому знаменник розкладено на елементарні множники. Для того щоб 
обчислити інтеграл, розкладемо підінтегральний вираз на елементарні 
дроби й скористаємося методом невизначених коефіцієнтів:

д2 + 2 Μ ,χ+ Ν, Μ-,χ + Ν-, 
■ + — Ц---- L + · -

(λ - 2)(λ ' + 1)- v - 2 ,ν2 + 1 (λ 2 + I )2

Знаменники дробів рівні, тому дроби рівні, коли рівні їхні чисельни
ки. Прирівнюємо чисельники:

v2 + 2 - Λ(ν2 + І)2 + (Μ,χ + Λ',χ.ν - 2)(.ν2 + 1) + (Λ/,.ν + Ν,)(χ - 2). 

Остаточно

Λ·2 +2 = (Α + Μ , ).ν4 + (-2 Μι + Νι ).ν3 + (2Α + Λ/, - 2JV, + Μ2).χ2 +

+ (-2Μ χ + /V, - 2Μ-, + Ν 2 )α + (Α - 2Ν{ - 2Ν2).

Аби многочлени в лівій і правій частинах рівності були рівні між 
собою для всіх х, необхідно, щоб були рівні коефіцієнти при однако
вих степенях х цих многочленів. Прирівнявши ці коефіцієнти, дістане
мо систему рівнянь для визначення коефіцієнтів Ах, Мх, /V,, М2, N2:

А + М, = 0,

2 Λ/, + Νι 0 ,

2А + Мі -2Νι + М2 = 1, 

-2 Μι + Νι - 2 Мг + Ν2 = 0, 

Α - 2 Ν Χ- 2TV7 = 2.

Розв’язок системи: А = — , М, = - — , 1V, = - — , М-, = - і ,  /V, = - — 
25 1 25 1 25 2 5 2 5

Отже, підінтегральна функція розкладається на елементарні дроби:

6

А + 2
('■>_ 

25 25'

12

25

1 2
λ --

5 5

(х - 2)(.γ + 1) х - 2  χ -j-1 (д- +1)2

Тому шуканий інтеграл можна подати у вигляді

f -v2 + 2 , 6 r dx 6 r д + 2 , 1 г д + 2 ,

J (д - 2)(.х2 + І)2 25 J 7^2 ~ 25 J д2 +1 '  _ 5 J (д2 + і)2 Л'

Обчислимо кожний із цих інтефалів окремо:
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ί~~~τ = In І v - 2 І + С,,
J х- 2

= ^1п(д2 + 1) + 2 arctg x + С2, 

dx

j: + I
dx

dxr x dx f c 

J.y2 +1 + J д2 + 1 2

f ] + 2 , dx = [ — dx + 2 ί , -V ,·.
J (v2 + l )2 J (α + l)2 J (λ2 + l )2

f  A dx t = x~ + 1 1 rdt _ 1 1

J  (A 2 + l ) 2 dt = 2.V dx ~ 2 J / 2 ~ 2 1
+ C, = -- —p—  + C,.

3 2 д2 + 1

Щоб знайти f — ™ застосуємо формулу інтефування частинами:
J ( У1 + П2(а + І)

1 i 2.Υ ,
II = —-- , du = --- ----γ dx

А2 + 1 (а 2 + І)2

dr = dx, v = v
λ  + 1 J  ( λ

λ 2 dx

(λ + 1)̂

= Τ Τ ί + 2/ ΐ 7 7 ϊ 7 Λ ' '  2-f (A 2t  l)2 = α Λ  1+ / + 1 " 2-f (V2 + I’ + 1)2'

Отже,

звідки

f dx - x ? f dx _ 1 r dx

J a-2 + 1 "  a 2 + 1 + J λ 2 + 1 ‘ ( a-2 + 1 )2

r dx x ( dx x . r
І Г—--- T = —---+ —----= - 1 ---7 + arc,S * + c4,
J (a + 1)' .v +1 J д- + I y"

dx

(A2 + 1)"

A- + 2 

+ 1):

+ 1

• 1 A' , Г■dx = -- —-- + — ---+ arctg x + C5.
2 a·2 + 1 a 2 + 1

Тоді шуканий інтефал 

їй
— ^ ----- d x  = — In І д - 2 I - -^ln I A·2 + 1 | -  ^a rc tg  ,v +

(.v - 2)<a + 1) 25 2."> 2Λ

1 1  l .x l ,  ~
+--- -------- ------arctg x + C.

10 .γ2 + 1 5 д + I .4



П р и к л а д  10.21. Обчислимо інтеграл ί—^ — !— dx.
·* .v - v +

У знаменнику підінтегральної функції квадратний тричлен х 2 - х + ]

не розкладається на лінійні множники, оскільки —  ~q = L  | < о
4 4

Отже, інтегрується елементарний дріб вигляду —̂
Мх + /V

а ■ ~ + Рх + ЯВиділимо повнии квадрат:

Λ-2 -Λ- + Ι =  .v2 2 у  .v + I у  j + |  -
Обчислимо інтефал:

їх - 1 , r 3.v

ІТ- Н Н

J v - v + 1 J (д 

Зробимо підстановку:

(.v - 1/2)2 + 3/4
- dx.

Тоді

1 Л  л/з + і .

2 = Τ ’ -ν = — ’ άχ = Ύ ώ ·

dtf-, v ~1 dx = f і— L ___J = 3f-I^- + -Lf_
J V- - Λ + 1 j 3/4(t2 +1) j  t2 + 1 V3 J t2

= -гТч(Г + 1) + -=arctg t + C = ^-ln^(.x2 - γ + 1) + -L arctg "x * + C =
1 V3 2 4 V3 л/з

= ^ln(.v2 - λ + l) + -Larctg-2x + C,,
2 V3 V3 1

3 4
де C  = C + — ln —.

1 2 3

■ П р и к л а д  10.22. Обчислимо інтеграл ί— -—-— !---- dx
J (.v2 + 2.ν + З)2

У знаменнику підінтегральної функції стоїть квадратний тричлен, 
який не розкладається на лінійні множники, оскільки р 2/4 - д = 1 - 3 < 0 .

Отже, інтегрується елементарний дріб вигляду — _ А/х + Λ--  ̂ ц> \

( X і  + р х  + q ) " '

Ураховуючи, що х2 + 2х + 3 = (х+ І)2 + 2, робимо підстановку х 

x = t\[l - 1, dx = \І2 dt. Тоді

Г а - I , Г t-J2 2 nr _ 1 f t dt V2 f

J ( λ 2 + 2.Y + 3 )2 'X ~ J 4(/‘i + l ) 2 “ 2 J ( /2 + l ) 2 2 J

γ + 1 = tyl2 , 

1 r t dt \І2 f dt

(it2 + D2

ґd(t2 + 1) V2 r dt 1 V2 r dt

■> (t2 + D’ 2 .1 (.t2 + l )2 (t2 + 1) 2 ■(t2 + l )2

r dx
З урахуванням рекурентної формули для інтегралів вигляду /„ = J — 5— —  

при п = 2 маємо 

dtt dt t 1 t dt

J (r  +1)2 “ 2( r  + 1) + 2 J r2

Тому

t e + -Ψ
-dx

1

+ 1 2(/2 +1) 2 

J2t V2

+ — arctg t + C.

4(t2 + 1) 4 (/2 +1) 4

J2t + 1 n/2

4 (/2 + 1) 4
arctg t + C =

x + 2

arctg t + C =

V2 y + 1 
arcta— —  + C.

2(.v2 + 2.Y + 3) 4 41

■ 5x' + 9.Y2 - 22x - 8
dx

r :
П р и к л а д  10.23. Обчислимо інтеграл -

■> x  -  4.Y

Підінтегральний раціональний дріб неправильний, оскільки степінь 

чисельника дорівнює степеню знаменника. Тому виділяємо цілу час

тину. Для цього поділимо чисельник на знаменник:

Отже,

5х3 + 9х2- 22х - 8 

5х3 -20х

9х2 - 2х - 8

f 5.γ3 +9.Y2 -22л- 8 ^ ,  = г

J x3 -4.Y

х - 4х

5 +■
9.x2 - 2.V - 8 

г1 -4.x
dx.

Знаменник правильного залишкового дробу розкладається на лінійні 

множники так:



Кожному множникові знаменника вигляду (х - а) в розкладі правиль

ного дробу на елементарні відповідає доданок вигляду —А Тому да-
•с л' - а

ний дріо розкладається на елементарні таким чином:

9.x-2 - 2.x- - 8 А В С
— +----+---- .

д-3 - 4.χ- χ х - 2 х + 2

Звівши праву частину до спільного знаменника й прирівнявши чи
сельники, дістанемо тотожність

9х2 - 2х - 8 = А (х - 2)(х + 2) + Вх(х + 2) + Сх(х - 2).

Коефіцієнти при однакових степенях х в обох частинах тотожності 
мають бути рівними, тому, відмічаючи за рискою зліва, при яких сте
пенях х порівнюються коефіцієнти, матимемо систему рівнянь

X'

А-1

..о

9 = А + В + С, 

-2 = 2В - 2С, 

-8 = -А А.

Із третього рівняння системи знаходимо /4 = 2. Підставивши значен
ня А в перше рівняння й скоротивши друге на 2, матимемо Я+ С = 7 
В - С= - і , звідки В = З, С=  4.

Замінивши під знаком інтеграла залишковий дріб його розкладом на 
елементарні дроби (з підставленими в нього знайденими значеннями 
коефіцієнтів) і знайшовши відповідні інтеграли, послідовно дістанемо

• 5.V3 + 9.x - - 22.V - 8 rґ . 2 і  л.

• ’ 4.x V + х л 2 χ + 2
dx - 11 5 + — + ——  +--- r  Uv =

Л“

* dx л f dx А c dx

- ■ ^ ♦ 2/ т +,/ з£ з ^ г +2
= 5.x- + 2 ln І Λ-1 +3 ln I Λ- - 2 I +4 ln I Λ- + 2 I +C.

П р и к л а д  10.24. Обчислимо інтеграл І’..ЛХ+  ̂ dx
J л(д- + l )3

Підінтегральний дріб правильний. Його знаменник уже подано у виг
ляді добутку простих множників. Множнику х знаменника в розкладі 
підінтегральної функції відповідатиме елементарний дріб А/х, а множни

кові (х+ 1 )3 — сума трьох елементарних дробів: ——  + — ——г н----——
х+1 (.Х- + 1)2 (Λ- + 1)3

Тому розклад підінтегральної функції на елементарні дроби матиме 

вигляд

3.x- + 2 _ А В D

,х(.х- + 1)3 v х + 1  (Λ- + 1)2 ( V  + І)3
Звівши в правій частині доданки до спільного знаменника й прирівняв

ши чисельники, дістанемо

Зх + 2 = А(х+ І )3 + Вх(х+ І )2 + Сх(х+ 1) + Dx.

Комбінуючи методи частинних значень (підставляючи зручні значен

ня в рівність) та порівняння коефіцієнтів, знайдемо

.v = 0

.X- = -1 

Λ"3

Λ"

2 = А,

-1 = -£>, 0  = 1,

0 = А + В = 2+В, В = - 2,

0 = ЗА + 2В + С = 2 + С. С = -2

Тепер обчислимо шуканий інтеграл:

' + І)

= 2 ln І .v І — 2 In І д- + 11 +
1

х + 1 2(д- +1)

_ 4.V + 3 .. .
■ + С ------- 7 + 2 1п

2(х- + І)2 А' + 1

+ с

10.4
Визначений інтеграл

10.4.1. Інтегральні суми та їхні основні властивості

Нехай функція у - f(x) визначена на проміжку [a, b\, a < Ь.

р» Означення 10 .3 . Множину Т- {α - х0 < χΊ < ... < хп = b) називають 

подрібненням, або розбиттям, замкненого проміжку [а, А]; відрізки 

1*0. Х|І> *гЬ ■■■» Р XJ  -  4е відрізки подрібнення; максимальна 

довжина відрізків подрібнення [х( , хі+ ,|, і = 1, п називається ран

гом подрібнення Т і позначається через λ( 7').
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т· О значення 10.4. Послідовність подрібнень Тп проміжку [а, Ь\ на

зивають нормальною, якщо відповідна послідовність рангів λ( Т ) 
прямує до нуля: "

lim  λ(Τη) = 0 .
П —> f

■ П р и к л а д  10.25. Множина Т= {1 < 1, 2 < 1, 4 < 1, 7 < 2} є подрібнен
ням проміжку |1; 2J на чотири частини; його ранг λ(Γ) = 0,3.

■ П р и к л а д  10.26. Множина Тп = {а = х0 < χ, ... <х„ = b}, де x, = х0 +

b - a b - а  Ь - а
+ “ · Л2 - Х\ + .......... ......... Х„ = + ---- , є подрібненням проміж-

п п п

ку [a, b] на п однакових за довжиною відрізків. Ранг подрібнення

МТ„) = —-— Отже, Тп — нормальна послідовність подрібнень про

міжку [a, 6J.

r* О значення 10 .5 . Нехай функція у = f(x ) визначена та обмежена на 

проміжку [a, b\\ Тп = {а = х0 < х, ... < хп = b) — подрібнення [а, Ь\ на 

відрізки \Xj, хі+ ,], / = 0, 1, п - 1; mk = in f E ( f ) ,  a M k = sup £ ( / ) ,  

Де E ( f  ) — множина значень функц ії^ = f(x ) на [xk_ ,, x j .  Суму

ST = m l (xl - x 0) + m2(x2 - x , ) + ...+ m„(x„ =

П

= ^ m jAxi (10.17)
/ = 1

називають нижньою інтегральною сумою, а

S ' = М{(х{ - л0) + М2(х2 - х , ) + ... + М„(х„ -х „_ , )  =

= 5 >,.Ax, (10.18)
;' = 1

верхньою інтегральною сумою, які пов ’язані з подрібненням Т про
м іжку [а, Ь].

Поняття нижньої та верхньої інтегральних сум геометрично ілюс
труються на рис. 10.1 і 10.2 відповідно. В обох випадках це площі 
фігур, складених із прямокутників.
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У\
M3

i J  —  Τ')
I I I  з

m 2
M2

У ^ ^ щ у=Пх) M '

///,

“ ‘ Ш і

іш і ї і і і і і і і
0 a x 1 Хг b x O а х  і Хг b x

Рис. 10.1 Рис. 10.2

В л а с т и в о с т і  в е р х н і х  і н и ж н і х  
і н т е г р а л ь н и х  с у м

©  ST< S T для кожного Т.

(2) Якщо Г, і Т2 — подрібнення проміжку la, b] і Г, с  Т2 (по

дрібнення Т2 щільніше від 71,), то  Л'/| < S 1' > S І2.

(3) Для будь-яких подрібнень 7\ і Т2 проміжку [а, Ь\ виконується 

нерівність STi < S l}.

©  Множини всіх верхніх і нижніх інтегральних сум обмежені.

©  Нехай Т — довільне подрібнення проміжку [а, Ь\, ТП — нормаль
на послідовність подрібнень цього самого проміжку, а г — до

вільне додатне число. Тоді для всіх досить великих п справджу

ються нерівності S 7" < S 1 + ε, 5^ > -ε.

©  Якщо Тп — нормальна послідовність подрібнень проміжку [а, Ь\, 

то послідовності S 1" і S, збіжні.1 п

©  Кожна з границь lim  S r" і lim  ST не залежить від вибору
п -> у Я -> т ”

нормальної послідовності Тп подрібнень проміжку \а, Ь\.

©  Якщо для будь-якого ε > 0 існує таке подрібнення Т проміжку 

[а, Ь], що S T - ST< ε, mo для кожної нормальної послідовності 

подрібнень Тп цього проміжку справджується рівність

lim  S 7” = lim  ST .
η η~+ 'f' ”



т· Означення 10 .6 . Якщо Т= {а = х[>< х ] < ... < хп = Ь) — подрібнення 

проміжку І а, Ь\, у = / (  х) — визначена на [а, Ь\ функція, точки  

с , є [*„, x j ,  с2 є [де,, дс2], ..., сп є |дсл ,, хп] — довільні точки про

м іжків подрібнення Г, Axk = xk - x k ]  — довжина відрізка [дг* ,, jcJ , 
т о  суму

σ (Γ )  = /(t·, )(х - х0 ) + Д с2 )(дг, - х , ) +... +

П

+ Дс„  )(Л'„ = Σ  f(ck )Δχα (10.19)

k = I

називають інтегральною сумою функції у -  /(де) скя подрібнення Т.

Зрозум іло, ш о інтегральна сума залежить від вибору точок 
ck(k=  1, 2 , ..., п).

Нехай Т — нормальна послідовність подрібнень проміжку [а, Ь\, а 

У = / (* )  — визначена на [а, й] функція. Позначимо λ = max Axk.
l<k <ιι

m· О значення 10 .7 . Якщо існує границя інтегральної суми (10.19) 

при λ —» 0, яка не залежить ні від вибору подрібнення Т, ні від 

вибору проміжних точок  ck(k =  1, 2 , ..., п), т о  ї ї  називають ви

значеним інтегралом функції у  =/(дс) на проміжку [а, Ь\ і позна
чають так:

= lim  Y f ( c ,  )Ax, ( 10 .2 0 )
П —► or -f—*

a / = 1

(читається: інтеграл від а  до b еф від ікс де ікс).

Наведене означення інтеграла належить німецькому математикові 
Γ- Ф. Б. Ріману. Символ інтеграла введено німецьким математиком 
Г. В. Лейбніцем наприкінці XIX ст. Цей символ є дещо деформова
ною літерою S (перша літера слова summa). Термін «інтеграл» (від лат. 
integer — цілий) запропоновано наприкінці XVII ст. швейцарським ма
тематиком Я. І Бернуллі.

О значення 10 .8 . Якщо границя (10.20) існує, т о  функцію у  = f(x )  

називають інтегровною на проміжку [а, Ь] за Ріманом (або просто 

інтегровною). Числа а і b називають відповідно нижньою й верх
ньою межами інтегрування. Функцію у = f(x ) називають підінтег- 
ральною функцією, а вираз f{x)dx  — підінтегральним виразом; х  — 

змінна інтегрування; [а, Ь\ — проміжок інтегрування.

ТЕ О Р Е М А  10.5 
(ознака існування визначеного інтеграла)

І Якщ о у -Д х) — визначена та обмежена на проміжку [а, Ь\ 

ί функція й для довільного є > 0 є таке подрібнення 7’ цього :
ь

проміжку, що S T- ST> ε, то J f ( x )dx  існує.

a

Справді, нехай Тп — довільна нормальна послідовність подрібнень 

проміжку la, b\, σ(Τ η) — довільна послідовність інтегральних сум.

Існування lim σ (Ти) є наслідком нерівностей 5 ^  < с(ТП) < S 1" і вла- 
п -> ■' . j

стивості ®  верхніх і нижніх інтегральних сум. Оскільки lim S " і
П ■*

lim  S f  не залежать від вибору нормальної послідовності Тп (влас

тивість © ) ,  то від нього не залежить також lim  σ(Τ„).
п—> ·■

♦ Наслідок. Якщо функція у = f (x)  неперервна на проміжку |a, b|, т о
h

J / (x)dx існує.

п ь

/  Зауваження 10.3. Якщо J f (  x)dx існує, то для будь-якого є > 0 знай-

а

деться таке подрібнення Т проміжку [а, Ь\, шо S 7 - S7 < є. Це випливає

b

з того, що i / ( x )dx = lim -Ŝ - lim -Sy для нормальної послідовності
J Я-./ H->J "
а

подрібнень Тп, а тому lim (S r” - ) = 0.

10.4.2. Задачі, які приводять до поняття 
визначеного інтеграла

□ Задача про площу криволінійної трапеції. Нехай на проміжку [а, Ь\ 
задано функцію у  = f(x )  S 0. Фігуру аАВЬ (рис. 10.3), яка обмежена 
графіком даної функції і відрізками прямих у = 0, x = а, x = Ь, назива
ють криволінійною трапецією. Знайдемо її площу.

Оскільки лінія АВ є довільною кривою, то спочатку плошу S 

трапеції аАВЬ шукатимемо наближено. Для цього розіб’ємо проміжок 
[а, Ь\ за допомогою довільно вибраних точок на п окремих відрізків
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y = f{x)

Рис. 10.3 Рис. 10.4

\xk' xk+\\' к - І, //, тобто розглянемо розбиття проміжку [а, Ь\ на 
відрізки |х0, x j, [хр х2\, [хп ] , хп]. На кожному з них виберемо

довільну точку ск є  \хк, Xk+ ,], к = 1, П і побудуємо прямокутники, 

основою яких є_відрізки \х0, Х]\, lxv х 21  [хп_ р х п j, а висота стано

вить f(c k), к = 1, // (рис. 10.4). З рисунка видно, що шукана площа
П

наближено дорівнює сумі площ прямокутників, тобто S  = ^  f ( c k )Ахк,

А = 1
де Ахк = хк - хк j — довжина відрізка [**_,, х*]. Очевидно, якщо 

λ = Ж * * *  то 1юдР’бнення проміжку [a, b] ущільнюватиметь

ся й усі Ахк —> 0. Отже, площа криволінійної трапеції чисельно дорів
нює границі інтегральних сум, якщо максимальна довжина окремих 

сегментів λ = max Ахк -» 0, тобто
1 <к<п

п Ь

S  = Й  Σ ·^ (6> )Δχ* = \ f { x ) dx .  (10.21)
к = і а

Отже, г е о м е т р и ч н и й  з м і с т  в и з н а ч е н о г о  і н т е г р а 
ла  такий: він чисельно дорівнює площі криволінійної трапеції аАВЬ, 

яка обмежена графіком даної функції у = Дх) і відрізками прямих у = 0 
х = а, х = b (див. рис. 1 0 .3 ).

□ Задача про роботу змінної сили. Нехай уздовж осі Ох діє сила 
/=/(*)> напрям якої сталий і збігається з напрямом осі Ох. Крім того, 
сила неперервно змінюється за абсолютним значенням. Під дією сили
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f= f{x ) матеріальна точка переміститься вздовж осі з точки a в точ
ку Ь. Обчислимо роботу цієї сили на шляху (проміжку) [а, Ь\.

Відомо: якшо сила не змінюється (f= f(x ) = const) і діє в напрямі 
переміщення, то робота А дорівнює модулю добутку сили на пере
міщення: А = ДЬ - a). Але сила змінна, й тому здійснимо подрібнення 
проміжку [a, b) за допомогою довільно взятих точок на п окремих 
відрізків [х0, X,], [х,, х2\, ..., Х„\ І припустимо, що кожен із них
настільки малий, шо сила/=Дх) на ньому майже стала (усереднена 
сила). На кожному з відрізків виберемо довільну точку ск є [x*, хк__, І,

к = 1, //. Робота, виконана усередненою силою на відрізку \хк _,, хк\,

дорівнює /(с*)Δχ*, к = 1, //, а вся робота на проміжку [а, Ь\ наближено
II

обчислюється так: А ~ f (c k )Ахк.

А = 1
Таким чином, робота сили/= Дх) на шляху [а, Ь\ чисельно дорів

нює границі інтегральних сум, якщо максимальна довжина окремих 

сегментів λ = max Δχ* —> 0 , тобто
1 <к< η

А = lim У  / (ск )Ахк = \f(x)dx. (10.22)
λ ·“  J>0

А = і а

Отже, фі зичний з м і с т  в и з н а ч е н о г о  і н т е г р а л а  такий: 
він чисельно дорівнює роботі сили /=  /(х), що діє вздовж проміжку [а , Ь\.

□ Задача про обсяг продукції. Нехай деяке підприємство (фірма) ви
робляє продукцію з інтенсивністю (продуктивністю праці) /  = /(?)· 
Знайдемо обсяг продукції q, виробленої за інтервал часу [0; Т\.

Очевидно, якщо інтенсивність виробництва продукції не змі
нюється ( / = / ( 0  = const), то обсяг продукції q, виробленої за інтервал 
часу [0; 7і], обчислюється за формулою q = fT .

У загальному випадкові справедливе наближене значення обсягу
П

продукції q ~ f ( c k )Atk. Тут Atk = tk - tk X — довжини окремих

k = 1
відрізків подрібнення інтервалу [0; Т\. Якщо λ = max Atk -> 0, то

1 <k < η
кожен із доданків суми стає дедалі точнішим, тому шуканий обсяг 
продукції (за умовою він існує) обчислюється за формулою

q = lim V  f ( c k )Δχλ = | f(t)d t. (10.23)

λ^°Α“ 1 0



Отже, е кономі чний з м і с т  в и з н а ч е н о г о  і н т е г р а л а  та
кий: він чисельно дорівнює обсягу виробленої продукції підприємством 
(іфірмою) з продуктивністю праці/=  /(/) за інтервал часу [0 ; Т\.

10.4.3. Основні властивості 
визначеного інтеграла

b

Припустимо, шо J f{x)dx  існує, тобто функція у — f(x) інтефовна

а

на проміжку [а, Ь\. Тоді визначений інтеграл має такі властивості.

ь

©  jd x  = b - а.

Справді, в цьому разі підінтегральна функція у - fix ) = 1 . Тоді 
інтегральна сума дорівнює b - а.

Ф  Сталий множник можна винести за знак інтеграла, тобто
ь b

J  a f{x  )dx - а| f(x)dx.

о a

©  Якщо верхня межа інтегрування дорівнює нижній, т о  інтеграл 
дорівнює нулю, тобто

а

^ f(x )d x  = 0 .

а

@ Якщо поміняти місцями межі інтегрування, то визначений ін
теграл змінить свій знак на протилежний:

« ь

J  f ix )dx  = c· — J  /i(x)dx.

b  a

©  Якщо функції y - fix ) і у = g(x) інтегровні на проміжку [а, Ь\, то  

функція у =f(x) + g(x) т акож  інтегровна на цьому проміжку, і 
визначений інтеграл суми дорівнює сумі інтегралів-.

b b b

J ( f ix )  + g(x))dx = J  f(x )dx  + j g(x)dx.

° (i a
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©  Якщо функції у  = f (x)  і У -  g(x) інтегровні на проміжку \а, b) і 

f i x)  < g(x) для всіх х є  [а, Ь\, т о

b b

J*f i x  )dx < Jg(x)i/x.
a a

Доведемо, наприклад, цю властивість. Нехай Тп — нормальна по

слідовність подрібнень проміжку І о, Ь\, а σ ,(7 η) і <з2ІТп) — послідовності 

інтегральних сум для у = f i x)  і у - g(x), шо відповідають тому самому

виборові точок с,. Тоді σ ,(7 ’ ) < σ 2( Т ), а тому lim  Oj (Т„) < lim σ2 ІТ„).
Г ' І я і  η Я -» » И » '

©  Якщо функція у = f (x)  інтегровна на проміжку [а, Ь\, т о

b ь

^ f i x ) d x  < J | / ( x ) | i / x .

(І

Оскільки для інтегральної суми о^іТ^ у лівій частині нерівності 

маємо

І σ,(7;) І = I f(c\ )іх - Л'о) + ... + f(c„)(x„ - χ„-ι) І ^

- 1 f ( cі ) I Iχ ~ ло І + ··· + 1 / ( с'«) II х п ~х„-і І ~ О ) (Ти)' 

то ця сума є інтегральною сумою для інтеграла в правій частині не
рівності. Тому, перейшовши до граниш зліва й справа, дістанемо потрібне.

b i'

®  Якщо інтеграли J f(x )dx  і J f(x )dx  існують для b є  (а, с), то

j  f ix )dx  + j  f{x)dx = J f(x)dx.

a b n

Доведемо цю властивість для а < b < с. Нехай ε > 0. Для числа 
ε/2 > 0 існують такі подрібнення Т проміжку |а, Ь\ і τ проміжку 
ІЬ, с\, шо S T- ST< ε/2 і - 5t < ε/2. Оскільки T u  τ -  подрібнен
ня [а, с], a S 1 + 5 ' і S r + Ξτ — відповідно верхня й нижня інтег
ральні суми функції у = f(x ) для цього подрібнення й (S + S T) -

С

- (ST + Sx) < ε/ 2  + ε/ 2  = ε, то J f(x )dx  існує. Властивість ©  випливає

тепер із теореми про границю суми двох послідовностей.



♦ Наслідок. Якщо функція y = f(x ) визначена на проміжку | а, Ь\ і має 

на ньому лише скінченну кількість точок розриву першого роду, т о

b

j f i x ) d x  існує.

а

Справді, скориставш іїся кілька разів властивістю ©  і наслідком 

ознаки існування визначеного інтеграла, дістанемо потрібне.

®  ТЕ О Р Е М А  10.6
(про середнє значення інтеграла)

Якщ о функція у  = / (х )  неперервна на проміжку [a, Aj, то 

для певної точки с є [а, Ь\ справджується рівність

ь

J  f(x )d x  = f(c )(b  - а). (10.24)

а

Нехай т  — найменше, а М  — найбільше значення функції у = fix )  

на \а, bJ. Тоді виконується нерівність m < f ix )  < М  для всіх *  є |а, Ь\, 

a тому за властивостями ф ,  ® ,  ©  дістанемо

h

т(Ь  - а  ) ^  \ f(x)dx  < M (b - a ) ,

а

ЗВІДКИ

т  < - j~ \ f(x )d x  < М.

(І

Неперервна на проміжку [а, Ь\ функція у = /(х ) набуває всіх п ро

міжних значень між m і М  (рис. 10.5), а тому знайдеться така точка

с е [а, Ь\, ш о f (c )  = j l —  j f (x )d x .

а
®  Якщо у — f  (х) — неперервна на пром іжку [а, Ь] функція і

Л

F{x) = \ f(i)dt, mo F'(x) - f(x ) для всіх x є  [a, b\.

а

Для доведення цієї властивості застосуємо означення похідної. Н а

самперед функція y = f ix )  неперервна на проміжку [а, х\, якщо х є [а, Ь\,

Л

а тому інтеграл | / ( / )Л  існує, тобто функція у = Fix) визначена на

а

[а, Ь\. Нехай Δχ — приріст аргументу х. Тоді

X  + Дл л -V t  Дл

AF{x, Ах) = F ix  + Δα) - F ix ) = J  f i t ) d t  - J f ( t )d t  = J f( t)d t

a a x

(ця рівність виконується на підставі властивості © ) .

Застосувавши властивість ® ,  дістаємо

A F ix , Δλ) = f ic ) ( (x  + Αχ) - χ) = Д е )Αχ,

причому с лежить між X і x + Δχ. Тоді

F 'ix ) = lim  A F^X- Ax'1 = lim  / ( c ) .
V\ ο Δχ AV -»ο

Оскільки в точці х функція у  = fix ) неперервна, то lim  f i t )  = f ix ) .
C ->-V

Нарешті, lim  / (x) = lim  / (t ), оскільки c лежить між x i x + Δχ.
r -»x Δ.ν -> 0

10.4.4. Основна формула 
інтегрального числення

Доведемо основну формулу інтефального числення, яка встанов

лює зв’язок між визначеним інтефалом і первісною.



ТЕ О Р Е М А  10.7

Якщо функція^ = f(x ) неперервна на проміжку [а, Ь\, то спра-
ь

ведлива формула Ньютона—Лейбніца J  / (х)сіх = F(b) - F(a),

а
; де у = F(x) — довільна первісна для функції у = Д х).

X

Справді, за властивістю ®  функція F(x) = | f ( t )d t  — первісна

для функції у -Д х). Тому функція F(x) - С+ Ф(х') — довільна первіс

на для функції у = Д х ) (С  = const). Тоді

(

F(b) - F(a) =

υ о

C + j fU  )dt = j f ( t ) d t .

У Зауваження 10.4. Якщо у = F(x) — довільна первісна для функції 

У = /(*)> то різницю F(b) - F(a) позначають так: ^(v)|rt і називають 

підстановкою від а до Ь, і формула Ньютона—Лейбніца набирає вигляду

ь

J f(-\)dx = /7(.v)|* = F(b) - F(a). (10.25)

a

Формулу Ньютона—Лейбніца називають основною формулою інтег

рального числення.

10.5
Методи обчислення 

визначених інтегралів

Оскільки визначені й невизначені інтеграли пов’язані між собою  

формулою Ньютона—Лейбніца, то методи обчислення визначених 

інтегралів ті самі, щ о й для невизначених, а саме: метод безпосеред

ньою  інтегрування, метод підстановки й метод інтегрування частина

ми. Розглянемо їх детальніше.

10.5.1. Метод безпосереднього інтегрування

Цей метод грунтується на застосуваннях властивостей визначеного 

інтеграла та формули Ньютона—Лейбніца. Розглянемо приклади.

П р и к л а д  10 .27. Обчислимо інтеграли:

Ь Ь Ь , π/2

φ  J V  dx\ ©  J  ex dx\ (з) J — dx\ @  J  cos x dx ; (5) J — — 7

π/6

Застосуємо формулу Ньютона—Лейбніца:

1 + x

υ

® ί Λ d.x =
k+ 1

bk+l ak + l

k +1 * + 1  k + l
(b

,A + 1

= ln I .v I = In I b I - In І а I = ln

o

a

t> I

©  Jlflfy  =

a

π /2

©  J cos ,v dx = sin λ

π/6

(5) f——— = arcta λ I' = arctg 1 - arctg 0 = — - 0 = —. 
J 1 + χ w lo 4  4

. π  . π . 1 1
= s in —  sin — = 1 —  = —;

2 6 2 2

10.5.2. Метод підстановки

Метод підстановки, або метод заміни змінної, базується на такій 

теоремі.

ТЕ О Р Е М А  10.8 
(про заміну змінної у визначеному інтегралі)

Припустимо, щ о функція у - f ix )  неперервна на проміжку j 

la, b\, а  функція jc = φ( / ) задовольняє такі умови:



1) х =  φ ( 0  визначена на деякому проміжку [α, β], при

чому а < ср(/) < b і а  = φ(α), b = φ(β);

2 ) на проміжку [а, Ь\ існує неперервна похідна <р'(/).

Тоді справедлива формула

г 11
J/(.v)i/.v = |/(φ(/))φ '(Ο ί//, (10.26)

а а

яку називають формулою заміни змінної у визначеному 
інтегралі.

Д о в е д е н н я

Нехай функція у = F(x) — первісна для функції у = f(x )  на п ро

міжку [а, Ь\ (вона існує за властивістю @ ). Тоді функція у = F(<p(t)) — 

первісна для функц ії^ = / (φ (Ο )φ '(Ο  па проміжку [α, β]. Це випливає

з рівності (F (y ( t )))' = F (φ (ΐ))φ '(ί) = / (φ (/ ) )φ '(0 ·  Застосувавши двічі 

формулу Ньютона—Лейбніца, дістанемо

β ь

| / (ф (0 )ф '(0 Л  = Л ф (р ))-  Л чха)) = F(b) - F(a) = J  f(x )dx .

« a

Теорему доведено.

It/ -
П р и к л а д  10 .28. Обчислимо інтеграл J" cos x sin2 v dx.

о

Зробимо заміну: t = sin x, dt = cos x dx. Знайдемо нові межі інтегру

вання: tH = sin 0 = 0, Гя = sin у  = І. Отже,

j" cos .v sin2 ,v dx = J r  di = —

0 0

4

0

П р и к л а д  10.29. Обчислимо інтеграл f— ^-=.

° ' 7Переходимо до нової змінної інтегрування. Зробимо заміну: .v = t , 

/ > 0, dx = 2t dt. Тоді t = sfx. При x = 0 маємо / = 0, а при x = 4 маємо t = 2. 

Тому за формулою (10.24) дістанемо

1

П р и к л а д  10.30. Обчислимо інтеграл JV4~ dx.

Зробимо заміну: х = 2 sin /, dx = 2 cos t dt. Вона можлива (оскільки 
при довільному значенні t під коренем буде невід’ємна величина) й 
приводить до того, шо корінь під знаком інтеграла зникає. Якщо д: 
змінюється від х — 0 до х = 1, то t змінюється від / = U до t = π/6 . Засто
совуючи формулу заміни змінної (10.24), дістанемо

І _____  Jl/(> _________  П/Ь

J \І4 - x2 dx = J ^ 4 - 4  sin21 2 cos t dt = 4 J cos21 dt =

7Г/(>

! J  (1 + cos 2t)dt = 2 t + ■
sin 21

JC/i>

10.5.3 Метод інтегрування частинами

ТЕ О Р Е М А  10.9 
(про інтегрування частинами у визначеному інтегралі)

Нехай функції и = и(х) та v = v(x) неперервно диференці- 

йовні на проміжку [а, Ь\. Тоді справедлива формула

b b

J*tt(x)dv(x) = u(x)v(x)\bfi - J r(x)du(.v), (10.27)

a a

яку називають формулою інтегрування частинами у визна
ченому інтегралі.

Д о в е д е н  ня

Справді, оскільки (u(x)v(x))' = u '(x)v(x) + u(x)v'(x), то за форму

лою Ньютона—Лейбніца маємо

b

J(w '(.v)v(.v) + u(x )v '(x ))dx  = u(x )v(j
\b ,V) ..

Тоді

J v(.v )du(x) + J u(x)dv(. x) = u(.x )v(.v)| *.

d a



Отже, справджується формула

b b

J u(x)dv(x) = u(.r)v(x)| * - J v(x)du{x), 
d (1

щ о й треба було довести.

з

■ П р и к л а д  10.31. Обчислимо інтеграл Ja  arctg л dx.

0 dx x2
Покладемо arctg x - u, x dx = dv. Тоді du = — — v = :— . Під-

1 + λ" 2
ставивши добуті значення у формулу інтегрування частинами, діс
танемо

Г . л . і-' · f v2 dx 9 -) 1 fYi 1

J л агс,й л *  = T arctg л' І о = 2arcts 2І( Т77

9 і , τ,
= — arctg З - — (л - arctg л )|0 = 5 arctg 3 - —.

Є

П р и к л а д  10.32. Обчислимо інтеграл J in  д dx.

і

Покладемо и = In де, dv = dx. Тоді du =— , v = x, і, застосувавши
.v

формулу (10.27), дістанемо

dx

А Є
J ln .v dx = .χ In .v I j" -| λ — = e ln t- - 1 ln 1 - Jiiv = e - λ I j1 = 1.dx

П р и к л а д  10.33. Обчислимо інтеграл J xex dx.

-i
Скористаємося формулою (10.27) інтегрування частинами. Покла

демо u = x, du = dx, v = ех, dv = exdx. Тоді

о о

[ хеЛ dx = х е '  10 -  [ ех dx = 0 + -  ех \ ° = -  -  1 + -  = -  -  1.
J J Є Є с

10.6
Невласні інтеграли

Поняття визначеного інтеграла було введено для скінченного 

проміжку інтегрування й від обмеженої на цьому проміжку функції 

у = f{x). Якщ о хоча б одна з цих умов не виконується, то визначений 

інтеграл як границя інтегральної суми не існує. Але під час розв’язу

вання практичних задач виникає необхідність розглядати інтеграли на 

нескінченному проміжку й від необмеженої функції. Такі інтеграли 

називають невласними й поділяють на два типи — першого роду та 

другого роду. Розглянемо їх.

10.6.1. Невласні інтеграли 
першого роду

m  Означення 10.9. Нехай функціяy = f(x )  неперервна при а < х <  оо. 

Тоді інтеграл

+ г Ь

J f ( x )dx  = lim ^ f ( x ) dx  ( 10.28)
а а

називають невласним інтегралом першого роду, або інтегралом із 

нескінченними межами інтегрування.
Якщо границя в правій частині цієї рівності існує й скінченна, 

то інтеграл називають збіжним, у протилежному випадкові — роз

біжним.

Аналогічно вводяться невласні інтеграли першого роду, коли а = -оо та

а = -оо, a b - +00, тобто

b b

\ f ( x ) d x =  lim \ f ( x ) d x , (10.29)
J (t —>- У J

—τη (l

V b

J f ( x ) dx  = lim J f ( x ) dx . (10.30)

Розглянемо приклади обчислення невласних інтегралів першого роду.



П р и к л а д  10.34. Обчислимо інтеграл: 

■dx f dx f 1 1

i i 

Отже, інтеграл збігається.

ь f Ь

■ П р и к л а д  10.35. Обчислимо інтеграл f——— , а > 1.
J v ln х
(І

Дістаємо

[ — 7-—  =  lim [ =  lim (In I In ώ І - In I In а  І) = ос.
J x  ln л m  J  In л Ь->;
<ι a

Отже, інтеграл розбігається.

10.6.2. Невласні інтеграли другого роду

т  Означення 10.10. Нехай функція у = f(x ) неперервна на проміжку 

\а, Ь], за винятком точки с, яка належить [а, Ь\ і в якій функція 

має розрив другого роду. Тоді інтеграл

b г-с, b

^ f { x ) d x  = liin J f ( x )dx  + lirn J  f ( x ) dx  (10.31)

« a 2 r+e2

називають невласним інтегралом другого роду, або інтегралом від 
необмежених функцій.

Якщо границя в правій частині цієї рівності існує й скінченна, 

т о  інтеграл називають збіжним, у протилежному випадкові — роз
біжним.

Якщ о точка розриву с збігається з точкою а, то
Ь Ь

^ f ( x ) d x  = lim J  f (x)dx ,  (10.32)

(i a +ε

а якщ о c збігається з b, то

b b - £

j f ( x ) d x  -  lim J  f (x)dx.  (10.33)

a a

dx
П р и к л а д  10.36. Обчислимо інтеграл |----- .

J v ln л
і

Це невласний інтеграл другого роду, оскільки підінтегральна фун

кція необмежена в околі х = 1 (In 1 = 0).
Згідно з правилом обчислення невласних інтегралів другого роду 

маємо

[———  = lim f ——— = lim [ X  ̂ = lim(ln | ln x ||~ ) =
J x ln .v r->o J x ln x c->o J ln x c—>o 11 + t
1 1+f 1+ε

= lim(ln(ln 2) - ln(ln(l + ε))) = ln(ln 2) - ln(ln 1) =
f —»0

r dx
П р и к л а д  10.37. Обчислимо інтеграл -η=.

o Vv

Функція у = -4= неперервна при 0 < х < 1 і має нескінченний роз- 
\ІХ

рив у точці х=  0, тому з урахуванням рівності (10.30) дістаємо

= lim = lim 2 yjx I = lim (2 - 2\ίε) = 2.
* -J X t -*0 J yjx r -> 0 'f t 0
0 f

Отже, інтеграл збігається й дорівнює 2.

10.7
Наближені формули 

для обчислення визначених інтегралів

Якщо первісна підінтегральної функції відома, то визначений 
інтеграл обчислюється за формулою Ньютона—Лейбніца. Проте мож
лива ситуація, коли первісна не подається у вигляді елементарної 
функції або її вираз складний. Тоді для обчислення інтегралів засто
совують наближені формули. Основна ідея побудови цих формул по
лягає в заміні підінтегральної функції функцією простішого вигляду, 
наприклад многочленом, інтеграл від якого знаходять безпосередньо 
за формулою Ньютона—Лейбніца.



Є кілька способів наближеного обчислення визначених інтегралів. 
Якшо функцію у  = f i х) задано формулою або таблицею, то наближене

ь

значення визначеного інтеграла J* / ( х ) с і х  можна знайти так: 1) розбити

а
проміжок інтегрування [а, Ь\ точками л:р х2, ..., хп , на п рівних час

тин И = -——; 2 ) обчислити значення підінтегральної функції у= f ix)  
п

у точках a, хр х2, ..., хп_ р Ь, тобто визначити у0 = Д а), у } = /(*,), 

уп і =/(.хл1), ^  =/(й); 3) скористатися однією з наближених формул.

Найчастіше застосовуються такі наближені формули, які грунту
ються на геометричному зображенні визначеного інтеграла у вигляді 
площі криволінійної трапеції. При цьому припускають, шо функція 
у  = f i x)  задана аналітично й диференційовна потрібне число разів для 
оцінки похибки.

10.7Л. Формула прямокутників

За формулою

ь п -1
J  f ( x ) dx  * h(y0 + + ... + у „ ^ )  = /;]Г у, (10.34)
а і = 0

або

”

J f(x )dx  = //(>’[ + у 2 +... + У„) = / 'X  (10.35)

'■ = *

геометрично площу криволінійної трапеції aABb, яка відповідає інтег-
ь

ралу J / (x)dx. замінюють сумою площ заштрихованих прямокутників 

(рис. 10.6, 10.7).

У

а~ х0х, х2 хп - \ Ь Хп Х

Рис. 10.7

Якшо у функції у = f(x) існує похідна у = f ix ) ,  обмежена на про
міжку І а, Ь\, то похибку Дя у формулах (10.34) і (10.35) оцінюють 
нерівністю

М ,(Ь - а )2
Δ „І < ■

2 /;

де М, -  max f i x ) .
.ve [я. АI

■ П р и к л а д  10.38. Застосовуючи формулу прямокутників (п = 10), на-

Г dx
ближено обчислимо J —  (розрахунки вестимемо з трьома знаками після

коми). Оцінимо похибку наближення.
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Розіб ’ємо відрізок [1; 2] на 10 рівних частин точками (тут 

h = -77г- = 0,1). Обчислимо значення підінтегральної функції у = —
10 χ

у вибраних точках. Результати запишемо в таблицю:

хі 1 U 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

Уі 1,000 0,909 9,833 0,769 0,714 0,667 0,625 0,588 0,556 0,526 0,5

Дістанемо =7,187. За формулою (10.34) матимемо
7 = 0

dx 2 - 1

10
7,187 = 0,719.

Оцінимо похибку наближення. Оскільки /'(.v) = — 5-, то | / '(а )  | =
.V

= —  монотонно спадає на відрізку [1; 2]. Тому Л/, = max f\x) = /'(1) = 1.
Л " x <: 11 21

Отже, I Δ10 I < —  = 0,05.10 i 2 0

Оскільки допустима похибка з’являється вже на другому знаку після

коми, третій знак слід округлити, й остаточно маємо f— = 0, 
J X

719 ± 0,05.

Обчислимо точно даний інтеграл за формулою Ньютона—Лейбніца:

2 ,

J— = In д I j = ln 2 - ln 1 = ln 2 = 0,6931.

1 Λ

Отже, насправді буде допущена похибка 0,03, тобто трохи менша, 
ніж обчислена за формулою.

10.7.2. Формула трапецій

За формулою

υ

J  f(x )d x Уо+Уп
+ Уі + -  + Λ -1 = /; У о + У„

и-1

Σ *
/ = і

(10.36)

ізометрично площу криволінійної трапеції а А ВЬ, яка відповідає інтегралу
h

j" f(x )dx , замінюють сумою гілош заштрихованих трапецій (рис. 10.8).

Рис. 10.8

Якш о у функції у = f{x) існує друга похідна у = f ' ( x ) ,  обмежена на 

проміжку [а, Ь\, то похибку Ап у формулах (10.34) і (10.35) оцінюють 

нерівністю

Δ„ І *
M 2(b - а)~

12и

де Му = max f"{x ).
л є |я.й]

П р и к л а д  10.39. Застосовуючи формулу трапецій (я = 10), наближе-

·>
Г dx

но обчислимо — . Розрахунки вестимемо з чотирма знаками після коми.

і Λ

Оцінимо похибку наближення.

Розіб ’ємо відрізок [1; 2] на 10 рівних частин точками (тут

2 - 1  . . . . . .
/і = --- = 0,1). Обчислимо значення підінтегральної функції у = —

10 *

у вибраних точках. Результати запишемо в таблицю:



хі 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

Уі 1,000 0,9091 9,8333 0,7692 0,7143 0,6667 0,6250 0,5882 0,5556 0,5263 0,5000

Ί
Дістанемо 2 ^  г, = 12,3754, у() + v10 = 1,5000. За формулою (10.36)

1 = 0

обчислимо f—  = А н і . (12,3754 + 1,5000) = 0,6‘Л8.
•J л 2 · 10

Оцінимо похибку наближення. Оскільки f"(x )  = ~  монотон

но спадає на відрізку (1; 2], то М2 = max /"(.v) =/"(1) = 2 Отже,дє[1.2|
І Д.0 І < -і— = 0,002.

10 600
2

За формулою трапецій остаточно маємо J —  = In 2 = 0,694 ± 0 ,002 .

Порівняння оцінок у даному й попередньому прикладах показує, 
що розрахунок за формулою трапецій точніший порівняно з розрахун
ком за формулою прямокутників при одному й тому самому значенні 
(Я = 10).

/  Зауваження 10.5. Очевидно, що зі збільшенням п точність обчислен
ня за формулами (10.34)—(10.36) підвищується.

</ Зауваження 10.6. Крім формул (10.34)—(10.36), є й інші, наприклад 
параболічна формула Сімсона.

шшшжяшжшттт шшшшзшшштетшшшжш шздш ттхшжт їттшшштттшттштж#жіж&& т&тш

?
Контрольні запитання

1. Яку ф ункцію  називають первісною для даної функції?

2. Який загальний вигляд первісної?

3. Які основні властивості первісної?

4. Щ о називають невизначеним інтегралом даної функції?
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Контрольні

запитання

5. Які основні властивості невизначеного інтеграла?

6. Як обчислюють основні невизначені інтеграли від основ
них елементарних функцій?

7. Які існують основні методи інтегрування?

8. Як записується формула заміни змінної в невизначеному 
інтегралі?

9. У чому полягає суть методу інтегрування частинами?

10. Які функції називають дробово-раціональними?
11. Який раціональний дріб називають правильним, неправиль

ним? Який зв’язок існує м іж  ними?

12. Як інтегруються елементарні дробово-раціональні функції 
вигляду:

А А .
----- ; --------- , m >  1;
х -α (χ- d)m

В х  +  С  Вх + С  .
------- ; — 5-------- , S > 1 ?

х~ + рх + q (х~ + рх + q)s

13. Яким чином правильний раціональний дріб розкладаєть
ся на суму елементарних?

14. У чому суть методу невизначених коефіцієнтів?

15. Які є методи інтегрування ірраціональних виразів? У чому 
полягає ідея раціоналізації інтеграла?

16. Щ о таке універсальна тригонометрична підстановка?

17. Щ о таке інтегральна сума ф ункції у = f(x )  на пром іжку 
[a, b]?

18. Яке означення визначеного інтеграла ф ункції у = f(x )  на 
пром іжку [а, Ь]7

19. У чому полягає геометричний зміст визначеного інтеграла?

20. Які основні властивості визначеного інтеграла?

21. Які є класи інтегровних функцій?

22. Як записується формула Ньютона— Лейбніца?

23. Як здійснюється заміна зм інної у визначеному інтегралі?

24  Як записується формула інтегрування частинами для виз
наченого інтеграла?

25. У чому полягає відмінність м іж  невласними інтегралами 
першого й другого роду?

26. Які існують наближені формули для обчислення визначе
них інтегралів?



Приклади розв’язування задач

І 1 1 Обчислити невизначений інтеграл J  (лs - Ay4 - 7л + 5)d.\.

Представивши інтеграл алгебричної суми у вигляді інтефалів доданків, 
винісши сталі множники за знаки інтегралів і застосувавши формулу

Γіґ  du = --- + С, а  # -1
J а  + 1

із таблиці основних інтегралів, дістанемо

J" (л"1 - Зл4 - 7 v + S)dx = J V  dx - д 4 dx - 7 j  x dx + dx =

1 V(> 3 S 7 2 ς r-= “  A - - A - - V + ,\V + C.
(> 2

У Зазначимо, що тут і далі довільні сталі, які входять за означенням у 
кожен із невизначених інтегралів, шо додаються, об ’єднуються в одну 
довільну сталу.

1 2 І Обчислити невизначений інтеграа J  ^ + dx.

Виконавши ділення почленно й застосувавши формули з таблиці інтег
ралів

[«“<*/= -ίί— - + С. а * - І  та = 1п|и|+С.
J а  +1 J u

дістанемо

2 + + 5у[х r -t r . r dx
-dx x 2 dx + 3 j v 6 dx + .sj—

4 +. -ΐ+1
v v h 4 t—

= 2—r----+ λ—ξ-- + 5 ln I А- I +C = — η= + 18kfx + 5 In I x \ +C.

- -  +  1 -  +1
2 6

1 3 1 Обчислити невизначений інтеграл ί - ■ Λ Ί .
·* A + X"

Додавши й віднявши в чисельнику підінтегральної функції х 2, 

дістанемо

r dx г а 2 + 1 - а 2 , f dx f dx t ■> , f dx

h {x> . » cix h  h  J v =

= - arcti> a + C.

I 4 І Обчислити невизначений інтеграл ί— τ— ί--- —̂ dx.
1-- 1 J sin' X COS' X

Замінивши одиницю в чисельнику підінтегральної функції виразом 

sin2 х + cos2 jc = 1 і використавши формули

ґ du . „ . c du
-- —  = tg u + C 1 — —  = -ctg u + C

J cos' u J sin' u

із таблиці основних інтегралів, дістанемо

f ,  л  ,  ,g Λ - c s .v - c.
J Sin" X COS' A J Sin' X COS" A' J COS' A' J Sin' A’

5 Обчислити інтеграл J  *П - dx, використовуючи метод підстановки.

Зробимо заміну u = ln х. Тоді —  = d(In а ). Підставивши ці значення в 

підінтегральний вираз, дістанемо

J ln dx = J  ln2 χ d(ln χ) = j u 2 du = + C = Ιϋ_Λ  + c.

I 6 І Обчислити інтеграл f ̂ drcl^^X-dx, використовуючи метод підстановки.
--  J 1 + v'

ГІегко помітити, що,

— = (arctg а ). Отже,

Легко помітити, що, зробивши заміну arctg х = и, можна дістати 

dx

1 + А

j /̂arctg^A jx  _ j  3̂arC(g д ^(arctg a ) = J  Уй du =



1 7 І Обчислити інтеграл J -C-OS^ n х ') dx, використовуючи метод підстановки.

Зробивши заміну u = ln х і застосувавши формулу J  cos u du = sin u + C 

із таблиці основних інтегралів, дістанемо

J  C O S Х> dx = Jcos(ln x)d(\n χ) = sin (ln χ) + C.

8 Обчислити інтеграл j" дг' л dx, використовуючи метод підстановки.

Зробимо заміну и = -х2. Тоді d(-x2) = -2х dx. Підставивши ці значення 
в підінтегральний вираз, дістанемо

JxeT' dx = -i-Je“v (-2x)dx = -i-Je”v‘ i/<-A·2) = e~x~ + C.

9 Обчислити інтеграл J  tg .v dx, використовуючи метод підстановки.

Зробимо заміну u = cos х. Тоді d(cos x) = -sin x dx. Підставивши ці 
значення в підінтегральний вираз, дістанемо

Г. j  ґ sin x , fi/(CO S χ) , , , _
tg χ dx = ---- dx = - —---- - = -ln I cos x\+C.

J J cos x J cos x

___  2

10 Обчислити інтеграл І -у.. dx, використовуючи метод підстановки.
J VI - χ6

Зробимо заміну и = х 3. Тоді d(x3) = Зх2 dx. Підставивши ці значення в 
підінтегральний вираз, дістанемо

f-,-4 dx = і- ■} = = -arcsin(x3) + C.

3J V i~ (77  3

[ 111 Обчислити інтеграл f Л ^  , використовуючи метод підстановки.
J 5 + 7х

Зробимо заміну и = х 2. Тоді d(x2) = 2x dx. Підставивши ці значення в 
підінтегральний вираз, дістанемо

f х dx I f  d(x2) 1 / 7  . ί ϊ  2 ^

Використовуючи метод підстановки, обчислити інтеграл:

і  ех +\ J ех + 1 J е r + 1 J J ех + 1

560

13 Обчислити інтеграл J x 2 In x dx, використовуючи метод інтегрування

частинами.

dx v
Покладемо u = ln x, dv = x 2 dx. Тоді du = — , v = — . Використовуючи

х З

формулу інтегрування частинами, дістанемо

i x2 ln x dx = 4 r  ln x - -r [ x2 dx = In v - + C.
J jS j) » .' )

14 Обчислити інтеграл Jxt,A dx, використовуючи метод інтегрування час

тинами.

Покладемо u = x, dv = ех dx. Тоді du = dx, v = ех. За формулою інтегру

вання частинами маємо

J  хех dx = хех - J  ех dx = хех - ех + C = ех (х - 1) + С.

15 Обчислити інтеграл J x 2 cos x dx, використовуючи метод інтегрування

частинами.

Застосувавши формулу інтегрування частинами, дістанемо

J х^ cos x dx = x2 sin x - 2 j  x sin x dx = x2 sin x + 2x cos x - 2 J cos x dx =

dr "  dv

= x2 sin x + 2x cos x - 2 sin x + C.

16 Обчислити інтеграл J ex cos x dx, використовуючи метод інтегрування

частинами.

Позначивши шуканий інтеграл через / і поклавши u = cos x, dv= ех dx, 

а потім u = sin x, dv = ех dx, дістанемо

1 = J  ех cos x dx = ех cos x + j  ех sin x dx =

= e' cos x + ex sin x - J ex cos x dx = ex (cos x + sin x) - I. 

Перенісши 1 в ліву частину рівності й поділивши на 2, матимемо

І  = — <rv(cos x + sin x) + C.
2



17 Обчислити інтеграл Г-
1 1

2.x- + 2
-dx.

(х - І)-(л- + I)

Підінтегральний дріб правильний. Його знаменник уже розкладено на 
прості множники. Розклад підінтегральної функції на елементарні дроби 
запишеться у вигляді

X і - 2.V + 2 А В Мх + N

(х - 1) (а + 1) 1 (а - І ) 2 .v2 + 1 '

Звівши праву частину до спільного знаменника й прирівнявши чисельники 
дробів, дістанемо

Xі - 2.V + 2 = А(х - 1)(д·2 + 1) + В(х2 + 1) + (Мх + Ν )(х -  І )2;

.v ’ -  2.V + 2 =

= х\А + М) + х2(В - А + ЇМ  + N) + х(А + Μ - 2N)  + ( В -  А + N).

Використовуючи метод невизначених коефіцієнтів, прирівняємо коефіці
єнти при відповідних степенях х. У результаті матимемо систему

1 = А + М,

х - 0 = В - А + 2М + Л \
л- - 2  =  А + Μ  - 2N,

2 = B - A  + N,

розв’язок якої: А = 0, В = 1/2, М = 1, N = 3/2. Тому

1

2 (а - 1)

J  ( х - 1 ) 2(л 2 +1) 2 J (.γ -  І)2 J д·2

1 r d(x2 + 1) 3 f dx

23 χ2 +1 + 2 J ^ T

dx

( ~ \ У  

і

•л-+ 3/2

18 Обчислити інтеграл
r 2 .x  -

J .ν’

+ 1 2(л- - 1) 2

Зд- +1

dx =

З
+ -̂1π (λ ζ + 1) + - arctg л + C.

+ 1
-dx.

Підінтефальний дріб правильний. Його знаменник можна розкласти 
на прості множники за формулою суми кубів. На елементарні дроби під- 
інтегральна функція розкладається так:

2д·2 - 3.V + 1

Xі  +1 д- + 1

Мх + N

х2 - х + 1

2х2 - Зх + ] = А(х - х + \ ) + (Мх + N)(x+ 1).

Комбінуючи методи частинних значень і порівняння коефіцієнтів, знай

демо коефіцієнти:

а = -1

.V*·

Д-°

6 = З А. А = 2,

2 = А + М = 2 + Μ. М  = 0,

1 = А + N  = 2 + N, N = -1.

Т о м у

[ 2л'2 - 3 ν +·.ί rfy = 2 f —  - f 
J x +1 J x + i J x~ - x

dx dx

= 2 ln ! ,v + 1 I - J

+ 1

dx

(.v + l / 2 ) 2 + (V3/2 )2

В останньому інтегралі підстановка v + у  = 1 dx = ~ d 7  дає змогу об-

числити його:

■ 7з
dx

2

di
dt

2 „ 2  2х + 1
= —=arctg t + С = -prarctg— =— + C.

4 з  7з V3

Остаточно дістанемо

Г 2-ї 2 - 3.v +1 , τ , і 2 2д- +1 „
J --- ----- dx = 2 In І x + 1 І — ^arctg— —- + С

x' + 1 7 з 7з

19 Обчислити інтеграл ί--- ——--- т dx.
J (x + l)(.v + І)2

Підінтегральний дріб правильний. Його знаменник уже розкладено на 
прості множники. Розклад підінтегральної функції на елементарні дроби 

матиме вигляд

А Вх + C Dx + Е
■ + —;--- + -

(д + 1)(д·2 + І )2 -v + 1 д 2 + 1 (д 2 + І)2

563



Звівши до спільного знаменника дроби в правій частині рівності й при
рівнявши чисельники, дістанемо

х 3 + 3 = А (х2 + І )2 + (Вх + С)(х+  1)(jc2 + 1) + (Dx + Е)(х + 1).

Комбінуючи методи частинних значень і порівняння коефіцієнтів, знай
демо коефіцієнти: А = 1/2, В = -1/2, С = 3/2, D = -2, Е = 1. Обчислюємо 
інтеграл:

J _ 1 З

ί____ __________dx = ί - ϊ _ Λ - + f 2 X + 2 dx+ f ~2ν+ 1  dx =J (.v + l)(.v2 + l )2 J .v + 1 ‘ J λ 2 + 1 ‘ J (.v2 + l)2 '

1 r dx 1 r x dx 3 r dx r 2x dx f dx

2 J λ + 1 2 J .v2 + 1 2 J χ2 + 1 J (.v2 + l )2 J (д·2 + l )2

1. . 1 fd (x2 +1) 3 , fd (x2 +1) f dx
= 1 η І л + 1 I - -  I -v·-,- + — arctg v — I \ ' + I - j  --- =

1 4  J A “ +  1 2. j  +  1)- j  ( \  - +  1)“

= | ln  I λ· + 11 - ^Tn I .v2 + 11 + y arctg .v + — + Γ
- 4 Z Д- + 1 ■> (д- + 1)-

Інтеграл, який залишився, знаходиться за допомогою рекурентної формули

f dx х 1 .
І , 1Ч + Tarctg x + С.
J (х~ + 1)' 2(х~ +1) 2

Підставивши його у вираз, після спрощень дістанемо

ґ л + 3 = —~}А ^— +І і „ | л.+ і|_ і-іп(д-2 + 1) + 2 arctg x + С.

20

(д + 1)(д-2 + І)2 ' 2(х2 +1) 2 ' ' '  4

r dx
Обчислити інтеграл

sin х

Підінтегральна функція / (д) = —ί—  раціонально залежить від sin х.
sin х

X
Застосуємо універсальну тригонометричну підстановку Xg— = t. Тоді

21 Обчислити інтеграл f— — .
—  ■> cos .v

Застосуємо універсальну тригонометричну підстановку (див. приклад 20):

f - f dx _ r_c 

J cos .v Jsin(Tt/2  + x) J si

dx d(n/ 2 + x)

cos .v J sin(Tt/2  + x) J sin(it/2  + x)

dx

= ln
. i π .v

T + T
+ c .

22 Обчислити інтеграл J
8 - 4 sin .v + 7 cos x

Застосувавши універсальну тригонометричну підстановку tgy = /, ді

станемо

dx

8 - 4 sin jc + 7 cos x

r_________ 1___________ 2 dt_ = r

J . . 2t ,  1 - 12 1 + t2 J і

2 dt

8 - 4 - ^ r  + 7
8?+ 15

1 + r  1 +12

2 dt

(t - 3)(t - 5) - J (t - 3)(t - 5)
■dt

J t - ϊ  J t

dt

ln 11 - 5 I - ln 11 - 3 I + C = ln
t - .·>

t-  3
+ C = ln + c.

23 Обчислити інтеграл
r sin .v + 

J 3 + si

+ cos x

sin 2x
dx.

Застосувавши універсальну тригонометричну підстановку tg — = t, ді

станемо

f  sin .v + cos Λ' ^  
J 3 + sin 2.ν

I t  1 - t2
■ + ■

1 + t2 1 + t1 I d t  _ r 

, 2 1 l - / 2 \ + t2 -1 3

2 {-t2 + 21 + 1)

3 + 2
3 /  - 4/ + 611 + 4/ + 3

-dt.

1 + t2 1 +12

Корені знаменника практично знайти складно, тому краще спочатку пе

ретворити знаменник:

sin х + cos λг sin χ + cos x ̂  _ f

J 3 + sin 2.v J 4 - (sin2 λ - 2 sin x cos a + cos2 x)

f  sin .V + cos .V ^

J 4 - (sin λ - cos λ )2

dx



Тепер, зробивши підстановку sin x - cos х = /, (sin д: + cos x)dx = dt, дістанемо

г sin χ + cos .v _ r dt f dt _ 1 r

J 3 +sin 2л- Л M -Г2 J(2- t)(2  + t) 4 J

1 f (2 — t) + (2 + t)

1 j· dt 1 j· dt

4J 2 + t +4 J 2 - t

t)(2 + t) 4 J (2-t)(2 + t)

: —ln I 2 + r I - —In I 2 - / 1 + C =
4 4

dt =

= —In 
4

2 + t

2 - t
+ C = - ln  

4

sin x - cos л" + 2

sin л- - cos x - 2

24 Обчислити інтеграл
r sin3 у 

J cos л - З
dx.

Здійснимо такі перетворення: [ sin л— dx = ί
J cos л - 3 J

Позначивши cos x = t, дістанемо

(cos2 v - 1 ViCOS д) 

cos л - 3

Зробивши зворотну заміну, матимемо

f sin3 л , cos2 л 

J cos X -

+ 3/ + 8 In І /-ЗІ+С.

dx =
-З 2

25 Обчислити інтеграл Г— -—
J <ІП ̂  V

+ 3 cos а + 8 In І cos а - З І + С.

dx

sin" л- - 4 sin д- cos л- + 5cos2 x 

Підінтегральна функція парна відносно синуса й косинуса, оскільки

_____________________1_______________________

(-sin λ)2 - 4(-sin л)(-cos λ) + 5(-cos v)2

= _______________ 1_______________

sin2 λ - 4 sin v cos x + 5 cos2 x 

Тому застосуємо підстановку tg = f, при цьому

cos x
1 1

+ tg2A- yj[ + t2
, sin .V = tg A COS .V

VF+ r

x = arctg r, dx =
dt 

1 + /2

dx

4 sin λ cos λ + 5 cos2 a

dt 

1 +12

-  4 —r

i + VF77 Vi + 1
L =  + 5 1

I +t2

f dt 1
Г dt iГ d(t-  2)

‘ t2 - 41 + 5 J1 (/ - 2)2 + 1 J1 (/ - 2)2 + 1

= arctg(/ - 2) + C = arctg(tgx - 2) + C.

Вираження cos x, sin де та dx через t можна уникнути, здійснивши такі 

перетворення:

dx

sin2 x - 4 sin д- cos а +

Г dx

5 cos2 a* ' cos2 .v(tg2 д- - 1v(tg- д- - 4 tg x + 5)

dt

4t + 5

/  Хоча деякі застосовні підстановки зазвичай приводять до простіших 
викладок, ніж універсальна тригонометрична підстановка, однак бува
ють випадки, коли вона забезпечує найкорогший шлях.

dx
26 Обчислити інтеграл

r ах 

J sin3 д

Підінтегральна функція непарна відносно синуса, тому можна засто

сувати підстановку cos x = t, після якої дістанемо

f dx Irsin .v dx if d(cos x) iГ dt _ Ir dt

' sin3 X  J • 4 JSin X J' (1 - cos2 .v)2 J' ( l - ? 2)2 J1 (1 -r2)(l + /2)2

Таким чином, застосувавши частинну підстановку, ми прийшли до не дуже 
простого інтеграла від раціонального дробу. Спробуємо універсальну три-

.V _  . . 21 , 2 dt
гонометричну підстановку tg— = t. Іоді sin д = --- ах = ------ - і

2 1 +/- 1+г

(1 + /2)3 2 dt 1 f (1 + t2)2 , 1 f l + 212 +Ґ
- 1 at - 1

f _  f (І -н / ) 2 at 1 Γ(1 +

J sin3 x J 8r3 1 +12 4 J t

= ! [ * Л Г *  + І ( , Й
4 h 1 2 J / 4J

f 1 + Lt~

Л J
-dt =

1 1 r--- + - ln tg:

iy  + i-ln I / I + - t2 +C 
r  2 8



Отже, універсальна тригонометрична підстановка виявилася зруч
нішою.

27 Обчислити інтеграл Jsin 4х sin 6х сіх.

Скориставшися відомою тригонометричною формулою, запишемо під- 
інтегральний вираз у вигляді

cos 4χ cos 6х = —cos 2χ - —cos iO.v.
2 2

Тоді дістанемо

J  sin 4x sin 6x dx = cos 2x dx - yj" cos IO.v dx =

= — sin 2x — —sin IO.v + C.
4 20

28 Обчислити інтеграл J %/sin2 .v cos3 x dx.

Показник степеня косинуса дорівнює трьом, тому робимо підстановку 
sin х=  t, cos x dx = dt. Тоді

J  %/sin2 x cos3 .v dx = J %/sin2 x(l - sin2 x) cos .v dx = J  \ft*( 1 - t2 )dt =

= \t*dt- [Γ'άί = -ί> ~— tJ  + C = -11 sin5 x - — Vsin11 x+C.
J J 5 11 5 11

29 Обчислити інтеграл ί ·,......dx
cos X sin x

Оскільки степені тригонометричних функцій /И = -у , а W = - y , то

т  + п = —j  - у  = -4 є парним від’ємним числом. Тому, зробивши підста

новку tg х = /, дістанемо

r dx r dx _  r dx _  r sec2x d(ig x) _

^COS7 Λ Sin Λ' a/cOSS .V tg X  COS4 Xyjtg x J >/tg x

+ 1)

V7

= J ( r  + l)<fr = J , 2^  + J  / 2^  = Z/S +2t2 + C = ^Vtgr x + 2N/itgx + C.

ЗО Обчислити інтеграл J sin2 x cos4 x dx.

Зробимо тригонометричні перетворення в підінтегральному виразі. Тоді

J sin2 x cos4 x dx = у  J(1 - cos 2x)(l + cos 2 x)2dx =

= - J(1 + cos 2x - cos2 2x - cos3 2x)dx =

4i(l+c<,s2t 1 + cos 4x 1 + cos 4x
cos 2x dx =

_1_

16

2 2 

J(1 + cos 2x - cos 4x - cos 4xcos 2x)dx.

Оскільки cos 4x cos 2x = —cos 2x + —cos 6x, t o

J sin2 x cos4 x dx = -̂ -jj 1 +^-cos 2x - cos 4x - ̂ cos 6x dx

31 Обчислити інтеграл

x sin 2x sin 4x sin 6x | ^

І 6 + 64 64 192 +

Гх

x-llx2
dx.

У підінтегральну функцію змінна х під радикалами входить із показни

ками 2 та 3. Найменше спільне кратне показників 6 , тому, зробивши 

підстановку x = t6, dx - 6 15 dt, обчислимо інтеграл:

f - Л — dx = 1 - /- Г  615 dt = б[ -4— dt = b V * ~ { + X-dt = 
} x - i i 7  > tb -t* h 2 -\ J t2 - 1

= |V  +1)Λ + 6 ί---  --- = 21} +6/ + 3 f (/ + i) (/ l ) dt =
J J i / - 1)(/ + 1) J / - 1  (/*+!)(t - 1)(/ + 1) (/- !)(/ + !)

2t + bt + 3 [ dt
,r  dt

- - 2/ 3 + 61 + 3 ln \t - 1 I -3 ln 11 + 1 I +C
J t-3 J t +1

= 2t} + 6/ + 3 ln
t - 1 

t +1
+ C = 2Vx + 6 4[x + 3 ln 

569

Ух -1 

Ух + 1
+ c.



32 Обчислити інтеграл
j  (1 - λ )2 V 1 + -V

Рекомендована підстановка
1 - х 

1 + л'
= Г  дає змогу зробити таку заміну:

\~t2 j-V = --- г-, dx = -
1 + / ( !+/ ' ) '

41 2t~
у— dt- Крім того, 1 - x = --- Тому

1 + Γ

ί— 1— J — ·Λ· = - [ ϋ ± ^
·* (1 -  x)- V I + V J  414Ґ  (1 + 12 )2

33 Обчислити інтеграл J

j  t- 1

dx

1+ v 

1 - л
+ C.

\l2x2 - a + 3

Виділивши під коренем повний квадрат, дістанемо

Г dx 1 dx 1

·* \І2х2 - x + 3 V2
Л

34

_  _ 1 _  

= V2

Обчислити інтеграл

In

j-

4 %/Σ

dx

χ + 3

d(x - 1/4)

i f  23
♦* --

16

+ c

V> - 2x - 3x2

Зробивши відповідні перетворення в підінтефальній функції, дістанемо

J
dx

λ/λ - 2.V - Зл-2

dx

35 Обчислити

1 . 3.Υ + 1 _
-7= a resin---- + C.
V3 4

dx

d(x + 1/3)

1 I f

1 ■ν+ί )

Г dx
інтеграл — .—  ,--

J a V iOa -’ - 6x + 1

Даний інтеграл за допомогою «оберненої» підстановки д' = | зводить

ся до інтефала вигляду f . Справді, зробивши заміну а = - і
■sjc' 2

1 jdx = — Тdt, дістанемо 
r

dx

αχ + bx + c

ал/ іОа 2 - 6x + 1 

f d(/ - 3)

-dt

+ З)2

= -ln

+ c

t

-ln

36 Обчислити інтеграл

I 1 Ι.Λ 6 13 + .І10-- + —

Γ A d\

Va 2 + 4a + 5

+ C.

Зазначимо, шо a dx = — d(x2 + 4 v + 5) - 2 dx. Тоді дістанемо

a dx _ _1_ f d(a 2 + 4a + >) _ 0 f dx

+ 5 Va2 + 4 a + 5Va2 + 4x + 5 2 Va2 + 4a

= V a 2 + 4 a  + 5 - 2 j
dv

V(A- + 2)2 + 1

= Va2 + 4a + 5 - 2 ln x + 2 + v a 2 + 4x + 5 + C.

37 Обчислити інтеграл:

Ν -τ - b i l l  = _ I  = 5
з з з з

t

38 Обчислити інтеграл [—~~п= 
-----  {  1 +  s / a



Переходимо до нової змінної інтегрування, поклавши х=  t3, dx = З/ 2 dt, 
t > 0. При x = 0 дістанемо / = 0, а при х = 8 маємо / = 2. Тому після заміни 
змінної

\ - А г = І ;4 а  - -Ίν ~,ι+1><* - ■’ ί i '  - 1♦г 1- V '=
7 1 + yfx * i +1 ·( i +1 «J I \ +1 I

( 2

у  - t = ln I 1 + / 2 + ln 3 3 ln 3.

—  " fV 'V ^ T T
39 Обчислити інтеграл ------- ί/.ν.

o ^  + 3

Зробимо заміну t = 4es - 1. Тоді e* = t2 + 1 і ех dx = It dt. При x = 0

маємо t = yje0 - 1 = 0, при x = ln 5 буде r = Vfln s - 1 = >J5 - 1 = 2. Виконав

ши підстановку, дістанемо

\ t2tdt _ Ί f fl d' i i  4
t2 + 40 t2 + 4 "J(1l /■+4 J

dt =

211 - 2 arctgу = 2(2-2 arctg 1) = 4 - π.

40 Обчислити інтеграл J

і

dx

x-J\ - (In x)2

Зробивши заміну ln v = t. dt = — , дістанемо
X

Ί? , Ίϊ , .
dx r a In x . .

- 1 = arcsin ln x\[ dx [

•J XsJ 1 - (In X)2 \ yjl - (In Л-)2

arcsin ln y/e - arcsin ln 1 = arcsin — - arcsin 0 = —.
2 6

41 Обчислити інтеграл J" (1 + In .v)2 dx, використовуючи формулу інтегру-

вання частинами. і

Покладемо u = (1 + In х) , dv = dx. Тоді du = 2(1 + ln v) — , v = x і, засто-
.v

сувавши формулу (10.27), дістанемо

Є Є

1 = J (1 + ln λ )- dx = λ (1 + ln x)1 j | - 2 J (1 + ln x)dx.

1 1

До останнього інтеграла ше раз застосуємо формулу (10.27) інтегрування 

частинами, поклавши u = 1 + ln x, dv = dx i du = dx/x, v = x. Матимемо

/  = л (1 + ln .v)' л (1 + ln v)2 I - I dx = 2e - I .

42 Записати рекурентні формули для інтегралів

π/2

J sin" л dx та  J cos" л dx, n > 0 - ціле.

0 0 

Зазначимо, що обидва ці інтеграли рівні. Справді, замінивши в

2

.. π
cos .v = sin —  .v і зробивши заміну змінної — - л = t, дістанемо

π/2 π/2

/„ = j  cos" x dx = j  sin" у  - x j dx = - J  sin" t dt = J  sin"

0 0 I 2 ) π/2 0

π/2

Тепер обчислимо J  sin" λ dx при η >2.

χ dx.

_ η I
Застосуємо формулу інтегрування частинами, взявши u = sin х, 

dv = sin x dx. Тоді

du = (n - l)sin" 2 .v cos .v dx, r = - cos v.
і маємо

π/2 π π/

[ sin" .v dx = - sin" " 1 x cos 
J

л р +<//-!) ί
1 0 J

00
π/2 π/2

1) J sin""2 λ(1 - sin2 x)dx = (η - 1) J sin" '

0 0

s' x dx =

π /2

або



/„ = (// - 1 -(// - 1 )/„.

Розв’язавши це рівняння відносно Jn, дістанемо

1 - — 11п - 1H-1·
П

Розглянемо два випадки.

1. п = 2т — парне число. Застосувавши останню формулу т  разів, мати
мемо

j 2/?7-1 7 _  2т - 1 2т - 3 , 2/г? - 1 2/и -3 2т -5 ,
" — 2т-2 ~ ~ ~ *2т-4 ~  ̂ ~ ~ 7 ‘ 2т- 6 =

2/и 2/и 2/и - 2 Іт 4 2/и 2/и - 2 2/и - 4

2/и — 1 2/и -3 2/и -5 З

2/и 2/и - 2 2/и - 4 4 2

- π/2

Оскільки / 0 = J sin0 .v Л  = J dx = —, то

Л>-

π/2

-
(2/м - 1)<2/и - 3)(2/и - 5)... І π

2/и(2/и - 2)(2/и - 4)...2 2

2. и = 2/и + 1 — непарне число. Знову застосувавши рекурентну формулу 
т  разів, дістанемо

2/и 2/и - 2
2 /л +1

π/2

2/и 

2/и +1
' 2m-І

2/и + 1 2/и - 1
^2 т - З

2т 2т - 2 2/и - 4 2

2/и + 1 2/и - 1 2/и - З 3 1

Оскільки /[ = J sin л с/х = 1, то

η
2/и(2/и - 2)(2/и - 4)...2

/2т + І
(2/и + 1 >(2/и - 1)(2/и - 3)...3

Об’єднавши формули у випадках 1 і 2, матимемо

π/2 π/2

J  sin" л' = J  соя" x dx =

(« - 1)(и - 3)(и - 5)...1 π
--  -- —--   - ири парному н,

//(и - 2)(и - 4)...2 2

(/; - 1)(и - 3)(и - 5).. 2

п(п - 2)(п - 4)...З 

574

при непарному //.

43 Обчислити інтеграл [ 1̂1 --- dx.

2 х~
Це невласний інтеграл першого роду, оскільки верхня межа інтефу- 

вання в ньому нескінченна. Згідно з правилом обчислення невласних інтег

ралів першого роду

dx.

1 1 

Скористаємося методом інтегрування частинами:

/ = - lim In л d
') —► r J

= lim
ln b n 1
--- + 0 ---

b x

f'

= lim
1 Ь—></:

V

ь

= lim
1

Ь —» or·

ln X
b b 

+ J — dx
1 { r

ln b 1

b b +

44

Отже, інтеграл збігається. 

Обчислити інтеграл:

f — --  = lim f— Ч  = l’m (arclS 0 - arctg a) =
J i + \ «-»-<■ J 1 + x  2
-</■ П

Отже, інтеграл збігається.

45 Обчислити інтеграл [— ~ — , а 
J a In" ха

Дістаємо

> 1.

·ί/(1η х)lim Г
2 X ІП“ A'

Отже, інтеграл збігається

= lim
In "  A' ' ln x

= lim
b-*,r

_1___ 1_
ln і  ln 2

1

In 2

i

i dx
■ виходячи з означення невласних інтегралів

о \1 - х- 
від необмежених функцій.



Функція у = . * ■■=■■■■■ неперервна при 0 < х<  1 і має розрив другого роду
v l-.v2 ,

b b -  f

в точці х = 1. Тому внаслідок рівності f f(x )d x = lim f(x)dx, ε > 0
J r ->0 J
a a

дістаємо

f a'_-== = lim f , - lim(iircsin .vl' f ) =
J Μ  .--I) J . I _ ^  10
0 Vl -  V2 і  V 1-А-2

= limlarcsind - ε )- arcsin ()| = lim arcsin ( l -ε) = -7 .
r ->0 f -»0 2

Отже, інтеграл збігається й дорівнює π/2.

--- f dx
47 Обчислити інтеграл ------7.

>— 1 о i '  ~ 1)
Підінтегральна функція має розрив другого роду в точці jc = 1. Тоді за 

означенням

[— - = ί— ——- + j*— dx = lim ί (λ - 1) 2dx + lim | (x - \)~2 dx =
ο ( v - D J0 (-v-1)2 -J (.v- l ) 2 - o J

• - 1
= - lim

- ο λ - 1

l- f

lim *
Λ - 1

= - l im ------- 1 - - - lim ----- -
, _ r r- » 1 - ε - 1 2 r ^ o l  + ε- Ι

Отже, інтеграл розбігається.

і d

48 Наближено обчислити інтеграл | — ;—- за допомогою формул прямо-

о 1 + А"
кутників і трапецій і порівняти з його точним значенням.

Не обмежуючи загальності, розіб’ємо відрізок |0; 1] на 10 рівних час

тин ( h = -— — 10 1 1 і знайдемо значення функції v = — !—г у точках
( 10 J 1 + л-

розбиття.
Застосуємо формули (10.34)—(10.36):

ґ dx
--- 5- = (1,0 + 0,99 + 0,96 + 0,92 + 0,86 + 0,8 + 0,74 +

J 1 + vо

+ 0,67 +0,61 + 0,55) = 0,81;

ί —~ т  = + 0,96 + 0,92 + 0,86 + 0,8 + 0,74 +
'  1 + х~ Ю

+ 0,67 +0,61 +0,55) = 0,76;

ί— « -^-(0,75 + 0,99 + 0,96 + 0,92 + 0,86 + 0,8+ 0,74 +

о 1 + Л 10

+ 0,67 +0,61+0,55) = 0,782.

Обчислимо точно даний інтеграл:

1

= arctg , v | ; = ^  0,785.

о

Порівняння наближених значень даного інтеграла з його точним зна
ченням дає такий результат: за формулами прямокутників дістали одну 
правильну цифру, а за формулами трапецій — дві.



11.1
Геометричні застосування

11.1.1. Обчислення площ 
плоских фігур

Як уже зазначалося в п. 10.5, визначений інтеграл чисельно дорів
нює площі криволінійної 'фагіеції аАВЬ, яка обмежена ірафіком даної 
функції та відрізками прямих .у = 0, x = а, x = Ь (див. рис. 10.3). Тому, 
якщо на проміжку |а, Ь\ неперервну криву задано рівнянням y- f(x ), 
f(x ) > 0 , то площа криволінійної трапеції, обмеженої цією кривою, 
віссю Ох і прямими х-  а ,х -  Ь, визначається формулою (10.21), тобто

b

S = j f (x )d x .

а

Рис. 11.1 Рис. 11.2

Якшо криволінійна трапеція обмежена кривою у - f(x ).f(x ) < 0, 
віссю Ох і прямими x - a, х = b (рис. 11.1), то її площа визначається за 
формулою

J / ( лК/л ( 11. 1)

У загальнішому випадкові, якшо криволінійна трапеція обмеже
на двома неперервними кривими у = /j (х) і у = /2(х) та прямими х -  а, 

х - Ь, причому/,(jt) < f 2(x) для а < х < Ь  (рис. 11.2), то її площу знахо
дять за формулою

( 11 .2 )

П р и к л а д  11.1. Обчислимо площу фігури, обмеженої лініями у sin х, 

у = 0, х - 0, χ = π (рис. і 1.3).

Шукана площа обмежена півхвилею синусоїди й віссю Ох. Обчис

люємо її:

J sin V сіх = ( C O S  А ·) )*  = - c o s  rt + c o s  0  =  2.

П р и к л а д  11.2. Обчислимо площу, обмежену параболою у = х 2, пря

мими х = -1 і х = 2 та віссю абсцис (рис. і 1.4).



Шукана площа обчислюється так:

5=|д-2 Л = —  =3.

- і  ' -і

■ П р и к л а д  11.3. Обчислимо площу сегмента, який відтинає пряма 
у = -х від параболи у = 2х - х 2.

Методом виділення повних квадратів зведемо рівняння параболи 
до вигляду у - 1 = -(д - І)2. Із рівняння видно, що парабола симетрична 
відносно прямої х = 1, її вітки спрямовані вниз і вершина її лежить у 
точці А( 1; 1) (рис. 11.5). Знаходимо точки перетину графіків — спільні 
розв’язки системи рівнянь, яку утворюють рівняння параболи у = 2х - х 2 
та прямої у = -х, і визначаємо абсциси точок О і В, що є точками 
перетину цих двох кривих. Маємо х0 = 0, хв = 3.

У

Рис 11.5

Тепер за формулою (11.2) обчислюємо шукану площу сегмента, де 

/,(*) = -*, f 2(x) = 2х - х 2, а = 0 , 5=3:

S = J ((2д - х2) - (-x))dx = J (Зл - л2 )dx
І 1 ■> ] 'і Зл х

-3)

11.1.2. Обчислення довжини дуг кривих ліній

Нехай на проміжку [a, Ь) неперервну криву А В задано рівнянням 

у = / (* ) , а < х <  Ь, причому функція у = f\х) також неперервна. Знай

демо довжину дуги АВ, яка міститься між вертикальними прямими 

х=  а і x - Ь. Виберемо на дузі АВ точки А, А,, А2, ..., Ап v В з абсци

сами а  = х0, χ,, х2, ..., хп = b і проведемо хорди АА,, А,А2, ..., Ап ,β, 

довжини яких позначимо Δ/,, Δ/2, ..., АІп відповідно. Тоді довжина

ламаної ААХА2. 

(рис. 11 .6 ).

,Ап ,5 , вписаної в дугу АВ, дорівню є І„ = ^ Δ / ,·
/=і

Ψ* О значення 11 .1 . Довжиною І дуги АВ називають границю (якщо 

вона існує), до якої прямує довжина вписаної в цю дугу ламаної, 

якщо довжина її найбільшої ланки прямує до нуля:

/ = lim  Υ  Δ/,.
max Δ/, 0 Т"4

і = \

П означим о Ду,- = / ( х , · ) - /(.ν ,·_ ,), Δχ,■= x,- - x,■_, . За теоремою

Δν, . Оскільки функціяП іфагора АІ, = %/(Δν,·)2 + (Ayі)2 = J 1 +
Αχ

Αχ-

неперервно диференційовна на проміжку [а, Ь\, то за формулою Jla-

581



гранжа на кожному окремому відрізку їх, ,, x.j маємо Ау, - /(х ,·) - 

- f ( x, ι) = / ν , ) Δ χ ; , де с є [χ, _ , , х,|. Тоді Al, =у] 1 + ( f '(c ,) )2 Δχ, і

П П j____________

/„ = ^ Δ / , ·  = + ( /  (ci ) ) 2 Δ ί,. Оскільки функція у = / '(х ) неперерв

н і і = 1

на, то функція у =\j\ + ( / ' ( х ) ) 2 також неперервна й існує відповідна

П

границя інтегральних сум /„ = ̂  Δ/,, а саме:

( = 1
я я ̂  -----------

/ = lim  У д /· = lim  Y  J l  + ( f '( f j ) ) 2 Δχ,·.
max ΔΑ >0 ^  ' max Δ/, '

i = I / = 1

Отже, довжина дуги Λβ кривої визначається за формулою

і

/ = 1^1 + (Л х ))2 (11.3)

а

Ш П р и к л а д  11.4. Обчислимо довжину дуги напівкубічної параболи 

у = 4~х* від початку координат до точки А (4; 8) (рис. 11.7).

з -

Знаходимо /'(x ) = -jx2 і, підставивши у формулу (11.3), дістанемо

1 + — x dx = —
4 9.

1 + — x d 1 + —x =

4 2

9 З і 4 ,
4

= А (іо7їо-і).

11.1.3. Обчислення об’ємів тіл обертання

Розглянемо деяке тіло. Нехай функція S = S(x) визначає площу 

перерізу цього тіла площиною, яка проходить перпендикулярно до осі 

Ох через точку з координатою х, де х  є [а, Ь\ (рис. 11.8). Обчислимо 

об ’єм даного тіла. Виберемо довільне розбиття проміжку \а, Ь\ на 

відрізки |х0, X ,J, [х,, Х2], ..., [х„_|, х„] і проведемо через точки х(,

і = 1, п площини, перпендикулярні до осі Ох. Н а кожному з цих 

відрізків виберемо довільну точку с, є |х; ,, х, |, і = 1, п. Площини 

розбивають тіло на елементарні циліндри, площі основ яких 5 (с ;.), 

/ = 1, //, а висоти Δχ( = х( - х ( ,. О б ’єми всіх таких циліндрів можна 

обчислити за формулою

К  = ^ s ( a ) A x r

/ = 1



** О значення 1 1 .2 . Границю цієї суми при λ = max Δν, —> 0 (якщо
I < / < ιι

вона існує) називають об ’ємом даного тіла, т обт о  він обчислюєть-

П

ся за формулою V = lim V 5fc)Av,.
max Δν.· ->()

Очевидно, що Vn є інтефальною сумою для функції S = S(x) на 

проміжку І а, Ь\. Отже, за означенням визначеного інтегр&ча об ’єм тіла 

обчислюється за формулою

ь

V — J* -S(a' }сіх. (11.4)

а

Оскільки площа перерізу 5(x) = n f 2(x), то о б ’єм тіла, яке утво

рюється при обертанні навколо осі Ох криволінійної трапеції, обме

женої кривою у = f(x )  та відрізками прямих х  - а, х - Ь, у = 0 , обчис

люється за формулою

ь
У.х = x j f 2(x)dx. (11.5)

а

Аналогічно об ’єм тіла, утвореного обертанням криволінійної трапеції, 

обмеженої графіком функції χ = φ(χ), у є [с, d\, навколо осі Оу, можна 

обчислити за формулою

і,І

Уv = n j x 2 dy. ( 11.6 )

C

П р и к л а д  11.5. Знайдемо об’єм тіла, утвореного обертанням фігури, 
обмеженої графіком функції у = sin х, навколо відрізка (0, π] осі Ох.

За формулою (11.5) дістаємо

V. =

π п

π|sin2 v dx = | J (1 - cos 2x)dx -sin Zx
7Γ"

T

■ П р и к л а д  11.6. Знайдемо об їм тіла, утвореного обертанням навколо 
осі Оу фігури, обмеженої параболою у = х , віссю Оу і прямою у = 1.

За формулою (11.6), ураховуючи, що с = 0, d = 1, x dy = у dy, 
дістанемо

V,у = π j  у dy = π-γ

11.1.4. Обчислення площ поверхонь 
тіл обертання

Нехай графік неперервно диференційовної функції у = f(x ) ,f(x )  > 0, 

х є [а, Ь\ обертається навколо осі Ох (рис. 11.9). Визначимо площу 

цієї поверхні на проміжку [а, Ь\. Функції у - f(x ) і у =  f '(x ) неперервні 

при а < x < Ь. Виберемо на дузі АВ точки A, M v М2, ..., Мп ,, В з 

абсцисами а - х0, ..., хп = b і проведемо хорди ΑΜν Л/,Л/2, ·■·, М„_ \В,

довжини яких позначимо Δ/р Δ/2, ..., АІп (рис. 11.9). Кожна хорда зав

довжки Δ/,. і = 1, п під час обертання описує зрізаний конус, шіо-

у .  j -f- у .  ---

ща поверхні якого Δ-S, = 2π —— -— — Δ/,·, і = 1, п. Оскільки

АІ/ = yj (Ах,)2 + (Ау,)2 = І +

, v A x '

то, застосовуючи теорему Лагранжа, дістанемо

Δχ,·



Μ  = Ф + ( Г ( с , ) ) 2 Ах, і AS,· = 2к-У'- 1 + Уі ф  + ( / '(є , ) ) 2 Ах,- 

Площа поверхні, описаної ламаною ΑΜ χΜτ ..Μη χВ, становить

·*„ = f ^ A S ,

/ = І
або

Яі - ^  (f  (х і -\) + f  (х і ))\J 1 + ( /V /  ) ) 2 Δχ,·.
ι=1

^  Означення 11.3. Границю цієї суми при λ = max Δ/, —» 0 (якщо
1 < і<  η

вона існує) називають площею поверхні обертання'.

S  = 1І" 1 ηπΣ  </<*- .>  + / ^ «  W 1 + < /V ,·))2 Δχ,· =
m ax  Δ/. - » 0 ’

/ = 1

= lir"  я У 2 ( / ( с ( ))7 і + (/ '(c ,·))2 Δχ .
m ax Δ/, -> 0

/ = 1

Тоді площа поверхні тіла, яке утворюється при обертанні графіка 

функц ії^  =/(х) навколо осі Ох, обчислюється за формулою

5  = 2π| f(x )j\ + {f\ x))l dx. (11.7)

а

■ П р и к л а д  11.7. Обчислимо площу кульового поясу, який утворюється 
при обертанні навколо осі Ох дуги кола х 2 + >>2 = 4, > 0 між точками з
абсцисами х = -1 та х=  1.

Запишемо підінтегральний вираз відповідно до формули (11.6), де

/ (  ')  = ^4 - -V' · Тоді /'(.v) = і f(x)yj 1 + (/'(x ))’ = 2. Дістанемо
V4 -  л"

і

5  = 2 π J* 2 dx = 8π.

-і
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11.2
Фізичні застосування

11.2.1. Обчислення роботи змінної сили

Як уже зазначалося в п. 10.5, обчислення роботи змінної сили при
водить до поняття визначеного інтеграла. Нагадаємо: якщо вздовж осі 
Ох діє сила/=/(х), напрям якої збігається з напрямом осі Ох, а абсо
лютне значення неперервно змінюється, то під дією цієї сили матері
альна точка переміститься вздовж осі з точки х = а в точку x = Ь. 

Робота змінної сили на проміжку \а, Ь\ обчислюється за формулою

ь
А = J f{x)dx.

а

П р и к л а д  11.8. Обчислимо роботу, яку треба виконати, щоб підня
ти вертикально вгору тіло масою т  із поверхні Землі на висоту h. Нехай 
радіус Землі дорівнює R.

За законом Ньютона сила земного тяжіння визначається за 

формулою /(λ ) = γ , де Μ — маса Землі; γ — гравітаційна стала;
Л~

х — відстань від центра тіла масою т  до центра Землі. Очевидно, шо 
R < x < R + А. Якшо x = R, то тіло знаходиться на поверхні Землі. Тоді

/(*> = Р = -  вага ™ а, гобто / , »  - , ' ψ - Ρ .  В„кор„СТо ву„ , „

формулу, за якою обчислюється робота змінної сили, дістанемо

Л+Л л+л,

Λ Г fi \А Г PR7 A PRI'А = J J (x)dx = J —r d\= —
+ Ιι

11.2.2. Обчислення пройденого шляху

Нехай точка М  рухається вздовж деякої осі й миттєва швидкість у 
момент часу / становить v = v(/). Потрібно знайти шлях, який пройде 
точка з моменту часу / = /0 до моменту часу t = Т.

Якщо швидкість — стала величина (v = v(/) = const), то така задача 
розв’язується просто: S = v ( T -  t0).



Якш о швидкість — змінна величина (v = v (/)), то задача дешо ус

кладнюється. Виберемо довільне розбиття проміжку |/0, Т\ на відрізки 

|/0, /|І, [/,, /2J, ..., Itn р tn\. Н а кожному з цих відрізків виберемо до

вільну точку xJ: є [/( р t,], і - 1, // — τ(, і - 1, // — момент часу). Вва

жатимемо, шо швидкість на кожному відрізку є сталою й дорівнює ν(τ( ),

і - 1, /;. Тоді шлях, пройдений точкою за інтервал часу Ati = t, - /·_ р

наближено становить AS ~ ^  ν(τ,)Αί,.

и  1
Якш о тепер припустити, що функція v = v(t) неперервна, то, пе

рейшовши до границі при λ = max At, -» 0. дістанемо
1</<и

I

5’ = J  v(t)dt. ( 11 .8 )

'o

■ П р и к л а д  11.9. Миттєва швидкість матерішіьної точки (в метрах 
на секунду) визначається функцією v(/) = 9/2 - 8/. Знайдемо шлях, який 
точка пройшла за четверту секунду.

За умовою задачі точка пройшла шлях зі швидкістю v(/) = 9t2 - 8 1 

від моменту часу /0 = 3 до моменту часу Т = 4. Тому за формулою (11.8) 
дістанемо

4
5 =J (9 r  - m d t = (.Vі - 4г)|^ = 83 М.

П р и к л а д  11.10. Два тіла почали рухатись одночасно з однієї точки в 
одному напрямі по прямій. Перше тіло рухається зі швидкістю v(t) = 6t2 + 2t, 
а друге — зі швидкістю v(t) = At + 5. Визначимо, на якій відстані одне від 
одного вони перебуватимуть через 5 с.

Очевидно, що шукана відстань є різницею відстаней, пройдених 
першим і другим тілом за 5 с. Знайдемо ці відстані:

5
5, = J (6r2 + 2t)dt = (2г1 + Г2)р  = 275 м,

0

5
S2 =j"(4/+5)i/f = ( I t1 + 5/)I = 7.5 м.

Тоді шукана відстань

У=5,-5-:S=  5, - Sj = 275 - 75 = 200 м.

11.3
Економічні застосування

11.3.1. Застосування в динамічних процесах

1. Нагадаємо, що в п. 10.5.2, розглядаючи задачі, які приводять до 

поняття визначеного інтеграла, ми з’ясували економічний зміст виз

наченого інтеграла: він чисельно дорівнює обсягу виробленої п ро

дукції підприємством (ф ірмою) з продуктивністю праці /  = / ( О  за 

інтервал часу |0 ; Т\, тобто

1

= J f(t)d t. (11.9)

П р  и к л а д  11.11. Продуктивність праці виробничої бригади вира
жається функцією f ( t)  = 81 - t2. Тут f ( t)  = u'(t), де u = u(t) — обсяг 
ниробленої продукції за інтервал часу [0; /]. Робітники працюють 8 год, 
тобто t є [0; 8J. Обчислимо обсяг виробленої продукції: ©  за робочий день; 
(2) за інтервал часу [2; 6 ]. ф  Порівняємо ці обсяги в процентному відно

шенні.

Застосувавши формулу (11.9), дістанемо:

о о

©  <7і = j f ( t )d t  = J (8f - t2)dt At2 - — 
З

256
од. пр.:

о о  / З

©  Чі = ^f(t)d t = J (8r - t2)dt = At2
176

од. пр.;

®  r = £lioo =
ίι 256

= 68,75

2. В економічній теорії виробнича функція Кобба—Дугласа, яка 

враховує технічний прогрес, має вигляд f ( t )  = A K u L^eXl, де К — 

обсяг фондів; L — обсяг трудових ресурсів; λ — інтенсивність розвит

ку виробництва, пов’язаного з технічним прогресом. Тоді зіідно з еко

номічним змістом виробничої функції Кобба—Дугласа можна показа-
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ти, шо обсяг виробленої за Т років продукції визначається за форму
лою (11.9).

■ П р и к л а д  11.12. Знайдемо обсяг продукції, виробленої фірмою за два 
роки, якщо виробнича функція Кобба—Дугласа має вигляд

f(t) = (1 + 2t)e5'.

За формулою (11.9) дістанемо

2 м = 1 + 2 1, du = 2 dt

-  , + 2V '
-> 7

f(l + 2/)c-s'< *  =

, = ! r s' 
5

‘ - i f
J
II dv = t,v dt. 5

« 2i
' d t  =

= с>10 - V і
5 10

0 , 2 -  —  ( і’ 111 - с> °) =  0 ,9< ’10 - 0 ,1 .  
10

11.3.2. Обчислення середніх значень 
економічних функцій

В економ ічних задачах часто використовують теорему про се 

реднє значення, яку доведено в п. 10.5.3 (властивість (§) визначено
го інтеграла).

Я кш о С  = C (t) , R -  R (t) , Р  = Ρ (ί )  — відповідно змінні витрати, 

доход і прибуток підприємства (ф ірми), то їхні середні значення за 

час від t = t0 до / = /, обчислюють за формулами

---- f  C(t)dt, (11.10)
'\ ~ h  ,

'0

1 r
Л с е р= — ---\R(t)dt, ( 11 .11)

h - fo J

P^p = ~ —  f P(t)dt (11.12)
‘I ~ 'o J

ВІДПОВІДНО.

Ш П р и к л а д  11.13. Знайдемо середній доход за 10 міс поточного року, 
якщо задано функцію доходу фірми R(t) = З/ 2 + 2/ - 1, де t — час.

За умовою середній доход фірми потрібно визначити за інтервал 
часу від t= 0 до t= 10. Використовуючи формулу (11.11), дістанемо

0

= -^(10’ + 1°’ - *0) = 109 умов, гроні, од.

У розд. 7 розглядалися різні граничні функції (граничний доход, 

граничні витрати, граничний прибуток). Також було показано, що гра

ничні функції можна дістати з відповідних економічних функцій ди

ференціюванням. Інтегрування дає змогу розв’язати обернену задачу: 

знайти дану економічну функцію за відомою граничною функцією.

Якш о С '(х), R'(x), Р ’(х) — відповідно функції граничних витрат, 

доходу та прибутку підприємства (фірми), то при реалізації х одиниць 

товару (продукції) зміни витрат, доходу й прибутку зі збільшенням 

реалізації виробленої продукції від а  до b одиниць обчислюють за ф ор

мулами

b

C (b) - С (а) = J C'(x)dx,

а 

b

R(b) - R(a) =|  R'(x)dx,

а 

b

P(b) - P(a) - J  P\x)dx

n

відповідно.

Якщ о витрати на виготовлення одиниці продукції зростають за 

законом у = f(x ), то фактичне зв ’язування обігових коштів при цьому 

обчислюють за формулою

Т

Сфак t= \ f(x )d x . (11.16)

о
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(11.13)

(11.14)

(11.15)



Умовне зв ’язування обігових коштів (якшо всі витрати виплатити в пер

ший день) Сумов = t С, де t — тривалість циклу виробництва, а С  — 
загальні витрати.

Коефіцієнт готовності одиниці продукції обчислюють за формулою

а: = £ W l . (1117)

^умов

■ П р и к л а д  11.14. Задано граничний прибуток фірми Р'(х) = 23,5 - 0,01х. 
Визначимо зростання прибутку, якщо реалізація продукції збільшується з 
1000 до 1500 одиниць.

Зростання прибутку фірми знайдемо за формулою (11.15):

1500 ( 7 ч 150°
-V'

23,5.x -0,01- 
2

юоо

/*(1500) - />(1000) = J  (23,5 - 0 ,0 1.x )ώ

1000

= 35 350 - 11 250 + 5000 = 5500.

Отже, прибуток зросте на 5500 умов. грош. од.

П р и к л а д  11.15. Задано граничний доход фірми R'(x) = 15 - 0,01х 
Знайдемо функцію доходу й визначимо співвідношення між ціною одиниці 
продукції т а  обсягом проданої продукції.

Функцію доходу фірми можна знайти інтегруванням граничного 
доходу, тобто

R(x) = J R'(x)dx = J  (15 - 0 ,01.ν)ί/.ν = 15 j  dx - 0 ,0 l jx  dx =

.2
= 15-х- - 0,01 —  + C = 15.V - 0,005.Y2 + C.

2

Для визначення константи C використовуємо той факт, що доход 
має дорівнювати нулю, якщо не продано жодної одиниці продукції, 
тобто при X = 0 дістанемо 0 = 15-0 - 0,005 · О2 + С. Тоді С = 0. Отже, 
функція доходу фірми має вигляд

R(x) = 15х- 0,005х2.

Якшо ціна кожної одиниці проданої фірмою продукції р  і продано 
х одиниць, то її доход R(x) = рх. Отже, рх = 15л: - 0,005л2. Тому шукане 
співвідношення описується рівністю

Ш П р и к л а д  11.16. Нехай гранична ціна проданої фірмою продукції опи

сується функцією р'(х) = х + 100, де х — обсяг проданої продукції. Визначи
мо загальну функцію ціни проданої продукції, якщо ціна 100 одиниць дорів

нює 40 000 грн.

За означенням граничної ціни маємо

2

р(х) = J ( v + lOOW.Y = у  + 100л + С.

З умови р(100) = 40 000 дістанемо + 100 + 100 + С = 40 000. Тоді 

С = 25 000.
Отже, функція ціни проданої продукції має вигляд

2

р(Х) = £ _  + 100л- + 25 000.

11.3.3. Визначення приросту капіталу 
за відомими інвестиціями

Розглянемо задачу визначення капіталу (основних фондів) за відо

мими чистими інвестиціями (капіталовкладеннями). Чисті інвестиції 

це загальні інвестиції, які надходять в економіку за певний інтервал 

часу (зазвичай за рік), із відрахуванням інвестицій на відшкодування 

основних фондів (витраченого капіталу). Таким чином, за одиницю 

часу капітал збільшується на обсяг чистих інвестицій.

Припустимо, ш о капітал К= K (t)  збільшується за одиницю часу t 

на обсяг чистих інвестицій 1 = /(t) . Тоді чисті інвестиції — це похідна 

від капіталу за часом t, тобто I{ t)  = K'{t).

Часто в економічних дослідженнях доводиться знаходити приріст 

капіталу за інтервал часу від ґ, до t2, тобто АК = K(t2) - A"(/|). Оскільки 

К= K{t) є первісною для функції І = I ( t ) ,  то, використовуючи ф о р 

мулу, яка пов’язує первісну з визначеним інтегралом, можна записати

'2

ΔΚ  = K(t2) - K ( t{) = j l ( t ) d t .  (11.18)

'l

■ П р и к л а д  11.17. За даними чистими інвестиціями I ( t )  = 50 000/ об
числимо приріст капіталу з першого по третій рік і визначимо, за скільки 
років приріст капіталу становитиме 25 000 000 умов. грош. од.



Приріст капіталу знаходимо за інтервал часу від /, = 1 до /2 = 3. Для 
цього скористаємося формулою (11.18):

.1

ΔΚ = А'(3) - ЛГ( 1) = J"50 000 / dt = 25 00 0 / ’ | = 200 000 умов. грош. од.

і

За умовою задачі ЛК = 25 000 jr21' = 25 000 000, тобто Т 2 = 100,
І о

звідки Т= 10. Отже, потрібно 10 років, щоб приріст капіталу досяг
25 млн умов. грош. од.

11.3.4. Оцінка ступеня нерівномірності розподілу 
доходів населення

Розглянемо функцію .у = /(* ), яка характеризує нерівномірний роз

поділ доходів населення, де у — частка сукупного доходу, яку одержує 

частинах населення. Графік цієї функції називають кривою Лоренца 

(рис. 11.10). Очевидно, що 0 < f(x ) < х  при х є [0; 1], і нерівномірність 

розподілу доходів тим виша, чим більша площа фігури ОАВ.

Тому як міру нерівномірності використовують коефіцієнт Джині к, 

який дорівнює відношенню площі фігури ОАВ до площі трикутника 
О АС.

■ П р и к л а д  11.18. За даними досліджень розподілу доходів населення

деякої країни крива Лоренца описується функцією у = 1 - у]\ ~ х2, де у —

частка сукупного доходу, яку одержує частина х населення. Обчислимо 
коефіцієнт Джині.

Коефіцієнт Джині обчислюється за формулою

оскільки SA()U = у . Тоді

1 _____  і 1

$<>в,н =
о (і і)

J*(1 — Vl - .V2 )dx = J dx - J  V1 - a2 dx - 1 - | Vl - x2 dx.

Зробивши заміну x - sin t, dx= cos t. t tt = тс/2, /н = 0, обчислимо інтеграл:

1

I V 1 -  λ 2 dx = J  λ/ Γ  

ο ο

π/2 , π/2

cos2 λ cos ,ν dx =

J  cos2 λ dx = — j  (1 + cos 2 \)d.\ = —.

о o

Отже, коефіцієнт Джині

k = 1 - 2SOBM =1-2

f I

1 - J Vl - a 2 dx = 2 — - 1 = 0,57. 
4

Досить велике значення коефіцієнта Джині свідчить про суттєво 
нерівномірний розподіл доходів населення даної країни.

11.3.5. Застосування 
у фінансових задачах

Розглянемо деякі застосування визначеного інтеграла в сфері 

фінансів.
У п. 4.2.7 було добуто формули, які дають змогу визначати розмір 

внеску S, за інтервал часу / (кількість років), якщо початковий вклад 

становив 50, а процентна ставка — /?(%) на рік.

Р
Якщо питому процентну ставку позначити через / = то в разі

5
використання простих процентів St ~ 50( 1 + i t ), звідки S0 = ' .



Використовуючи складні проценти, маємо St = Л’0( 1 + it)', звідки

Якщо проценти нараховуються неперервно, то S, = S(]e 100 = St)e " .

Розглянемо тепер обернену задачу. Нехай платежі залежать від часу, 

тобто є функцією від t, що можна записати як S0 = f{ t) . Визначимо 

розм ір внеску через Т років. Розіб ’ємо Т років на п рівних інтервалів 

часу [0, ґ,J, І/,, /21, ..., [ίη ,, Т ]. Н а кожному з цих відрізків виберемо 

довільну точку хк є  \tk ,, /A J, к = 1, п {хк — моменти часу). Якщ о 

надходження неперервні, то їх можна вважати сталими на кожному 

відрізку, а їхнє значення за інтервал часу Atk = tk - tk_ ] наближено 

становить S0 ~ f(zk)Atk . За час (T -  tk) нарощена сума, обчислена за 

формулою неперервних процентів, за рахунок нарахування процентів

на вклад / ( τ ^ Δ ^  становитиме (/(т / )Д// )е'(7~,*\ Щ об  визначити за

гальний вклад S' через Т років, достатньо додати всі вклади, а саме:
П

&S, ~ ^  / (τ *  )Δ/α е/( 7 'k). Ця наближена рівність стане точною, якщо
к = 1

Atk —> 0. Тоді, перейшовши до фанищ  при λ = max Atk —> 0, дістанемо
1 < А < п

І

S, = j f ( t ) e l(/~ndt. (11.19)

о

Задачу визначення початкового вкладу 5() за умови, що відомий 

вклад Sr одержаний через t років за річної процентної ставки р, нази

вають дисконтуванням.

Початковий вклад обчислюють за формулою = S /e "  у випадку,

коли проценти нараховуються неперервно. Якщ о St також є функ

цією часу t, тобто S' = g (t) , дисконтний вклад у момент часу t стано
вить S0 = g ( t ) e “ .

Повну дисконтну суму за час Т обчислюють за формулою

г

Sd = jg ( t ) e irdt. (11.20)

о

■ П р и к л а д  11.19. Визначимо дисконтну суму за три роки за процент
ної ставки 8 %, якщо базові капіталовкладення становили 10 млн грн., а 
очікуване зростання капіталу — 1 млн грн.

Капіталовкладення задаються функцією g(t) = 10 + \t = 10 + i, а

J L  = 

100
ловкладень:

/ = -і— = 0,08. За формулою (11.20) дістанемо дисконтну суму капіта- 
100

Sd = j(  10 + /)с> °-os'dt -
и - 10 + t4 du - di

-0.0S/

Λ = r = ----
-0.08

-12,5c,onS/  ( 10 + /) I + 12,5 j  cΓ0Μ,ώ  =

125 - 162,5с'" 156,25c>

= 125 - 162,5с··0 -·' - 156,25с’-0'24 + 156,25 =

= 281,25 - 31 Se
-0.24 30,5 млн гри

11.3.6. Застосування в задачах 
реалізації товарів

Розглянемо криву попиту деякого товару у вигляді р  = f{q ) (рис. 

11.11). Якщ о р — ціна одиниці товару, то загальна сума витрат на 

придбання товару обсягом q становить pq.

Н а рис. 11.11 через pQ позначено рівноважну ціну, а через ςϋ — 

обсяг товару, який реалізується за ціною р іг Точка рівноваги — це точ

ка А перетину кривих попиту й пропозиції.



Припустимо, ш о товар обсягом q0 не відразу весь потрапляє на 

ринок, а надходить невеликими партіями, рівними Δq. Це поширена 

тактика реалізації товару. Мета продавця зрозуміла: підтримувати піну 

товару, вищу за рівноважну. Після надходження першої партії товару 

його обсяг на ринку становить <?, = Aq. Ціна, ш о відповідає цьому 

обсягові, знаходиться з кривої попиту й становить/>, =/(<?,).

Якш о величина Aq мала, то можна вважати, ш о вся партія реалі

зується за ціною р х, а витрати споживача на цю партію товару станов
лять /7,Л<7·

Після надходження на ринок другої партії товару обсягом Aq за

гальний обсяг його на ринку становить q2 = q̂  + Aq - 2Aq, а відповідна 

ціна також визначається з кривої попиту й становить р 2 = f ( q 2).

Можна вважати, шо друга партія товару обсягом Aq реалізується за 

ціною р 2, а витрати споживача на цю партію товару становлять p2Aq.

Цей процес триває доти, доки дістанемо qn = q0 = nAq. Для того 

щоб потрапити в точку q0 = nAq, потрібно вибрати Aq = q^/n.

Товар останньої п-'і партії реалізується за ціною рп = f (q n) = f (q 0) = pw 

тобто за рівноважною. Витрати споживачів на цю партію становлять 
pnAq = PoAq.

Загальні витрати споживачів на загальний обсяг товару q0:

P\Aq + p2Aq +...+ p„Aq =

П

= />, ((?, )Aq + ρ2 (q2 )Δ<7 + [>„ (q„ )Μ  = ^  Pk (Як )Δί  ■
* = ι

Із рис. 11.12 видно, ш о загальні витрати споживачів дорівнюють 

сумі площ прямокутників, яка, своєю  чергою, наближено дорівнює 

визначеному інтегралу
п е/р

^  рк (qk )Aq = J f(q )dq . (П-21)

k = 1 ()

Зі збільшенням п величина Aq відповідно як завгодно мала. Тоді 

наближена рівність перетвориться на точну. Отже, сумарні витрати 

споживачів SH обчислюються за формулою

( 11.22 )
'/о

■5„ = J f(q )dq .

»» Означення 11.4. Надлишок споживача SH — це різниця м іж  м ож 

ливими й реальними витратами споживача в умовах ринку:

РоЯо- (11.23)

Геометричну інтерпретацію цього означення наведено на рис. 11.13, 

де р =f(q) — крива попиту; А — точка рівноваги.



■ П р и к л а д  11.20. Знайдемо надлишок споживача, якщо крива попи
ту визначається функцією р = f(q) = 29 - 3q2, а рівноважний обсяг товару 

? о= 2·

Підставивши значення qQ = 2 у функцію попиту, дістанемо рівно
важну ціну:

Ро =/(</„) = 29- 3 -22 = 17.

Використовуючи формулу (11.23), матимемо

П 2

\ = J f(q)dq - p0q0 = J ( 2 9  - 3q2)dq - 17 ■ 2 = ( 2 9 ?  - q3 )| 2 - 3 4  =

о о

=  2 9  · 2 -  8  -  3 4 .

Розглянемо ще одне поняття ринкової економіки — додаткову 
вартість, або надлишок, виробника. Для цього візьмемо криву пропо
зиції деякого товару р  = f(q ). Графік цієї кривої й точку рівноваги А 

(перетину з кривою попиту) показано на рис. 11.14.

Завдяки ринковим відносинам як деякі споживачі мають змогу 

придбати товар за ціною, нижчою ніж та, яку вони готові були запла

тити, так і виробники іноді можуть продати товар за вигіднішою 

ціною , ніж та, з якою  вони погоджувалися. Припускаючи, щ о весь 

товар обсягом <?0 буде реалізовано на ринку за ц іною  р 0, обчислимо 
доход споживачів: R = pQq0.

Контрольні

запитання

Нехай водночас обсяг товару, менший за q0, виробники реалізують 

за ціною, нижчою, ніж р0. Тоді додаткова вартість виробника обчис

люється за формулою

%

Sjoj. вар = РоЧо - J  f(4)dq- (11-24)

о

■ П р и к л а д  11.21. Знайдемо додаткову вартість виробників, якщо кри

ва пропозиції визначається функцією р = f(q) = 7  + 4q3, а рівноважний 

обсяг товару q{) - 3.

Підставивши значення q0 = 3 у функцію пропозиції, дістанемо 

рівноважну ціну:

Р0 =/(<?„) = 7 +4 -З3 = 115.

Використовуючи формулу (11.24), матимемо

<?11 1

5до;>. вар = Atfo ~ J / Ш ч  = 115 3 - J  (7 + 4qi )dq =

о о

= 345 - (7ςτ + qA)\l = 243.

...  "

Контрольні запитання

1. Щ о таке криволінійна трапеція?

2. Як знайти площі плоских ф ігур, використовуючи визначе
ний інтеграл?

3. Щ о таке довжина дуги кривої?

4  Як обчислити довжину ліній, використовуючи визначений 
інтеграл?

5. Як визначають об ’єм тіла обертання навколо осі Ох (Оу)1
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6. Щ о називають поверхнею площі обертання? Як її обчис
люють?

7. Як визначається робота зм інної сили?

8. За якою  формулою обчислюється шлях, пройдений точ
кою  вздовж прямої?

9. У чому полягає економічний зміст визначеного інтеграла?

10. За якою  формулою обчислюється обсяг виробленої про
дукції?

11. Як обчислити середні значення економічних функцій?

12. За якою  формулою визначається приріст капіталу за відо
мими інвестиціями?

13. Щ о характеризує коефіцієнт Джині?

14. За якою  формулою визначається дисконтна сума?

15. Щ о таке надлишок споживача? За якою  формулою його 
обчислюють?

16. Щ о таке додаткова вартість? За якою  формулою її об
числюють?

Приклади розв’язування задач

[ 1 1 Обчислити площу криволінійної трапеції, обмеженої графіком функції 

у = sin2 х на відрізку 0; -
2

к /  2

Шукану площу визначимо за формулою 5 = J sin2.v dx.

о

Щоб обчислити цей інтеграл, скористаємося тригонометричною фор-

. ■> І - cos 2.V _  . .
мулою зниження степеня sin- х = --------. Тоді дістанемо

Ψ  . f  π /2  π /2  ^

sin 2.v 
v ------1 sin2 V dx = — dx - cos 2.V dx Л  .

J 2 J J 2 2
(1 ο o V

2 _ 1 π _ π

“ 2 Г ?

Отже, шукана площа S= к/4.

Обчислити площу фігури, обмеженої параболою у = 4 - х 2 і прямою 

у — х — 2 (рис. 11.15).

У

4 y =  4 - х 2

Щ ш  / У  =  х ~

- з  Ь 2 & Ж ° ш К  ^

11 /ΟΟΟΟΟΟΛ\\>Τ
1
t
i ίοΟνοοχ
'ІООЛУ

Рис. 11.15

Побудуємо фігуру, площу якої шукаємо.
Знаходимо точки перетину даних ліній. Маємо 4 - х  = х - 2, звідки 

х2 + х - 6 = 0, так що х, = -3, х2 = 2. Тому межі інтегрування а = -З, b = 2. 

Отже,

2 2 

j  (4 - л2 - (λ - 2))dx = J (6 - j 1 II 11o

-3 -3 “

И  Обчислити площу фігури, обмеженої кривими у = ----у і у - —
4 + .ν' 4

(рис. 11.16).
У

\ 2 c I х2 
TTfrb. У T

л в л W /ff/h №
8 У Щ // // / / yyyyyyZ/iX 8

У-4+ έ ^ /  j

1

'/ / / / / / ' 4 +:c2 ////// 1
///Jr 1 -
-Ur_____ L_---------------- -*·

- 2  0  2 

Рис. 11.16
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Площу фігури АСВО визначатимемо за формулою (11.2). Для цього 
спочатку знайдемо абсциси точок А і В перетину кривих. Із рівностей

8 . .Vі . 8 .V2
.V = ----7 і V = —  дістанемо ----- = —

4 + .V 4 4 + д-“ 4
, звідки х + 4х - 32 = 0. Роз

в’язки цього біквадратного рівняння jc, = -2, х2 = 2. Тому межі інтегрування 
а = -2, b = 2. Отже,

5  = / dx 4 arctg

I 4 І Обчислити площу фігури, обмеженої лініями у = Jx  і у = І /*2.

Зобразимо фігуру, яка обмежена заданими лініями (рис. 11.17). Площу 
заштрихованої фігури будемо обчислювати за формулою S = 5, + S2.

Оскільки лінії перетинаються в точці >4(1; 1), то

1 _ 2

о " З '

g
,

II 3 1

b 1 λ
= l im - - 4 - І

•J.V- X ) j /)—>+·/
. b )

Отже, S=  5/3.

І 5 І Обчислити довжину дуги кривої у = 2 

точки х = 4.

с’4 + с від точки х = 0 до

Функція r = 2 неперервна й диференційовна на відрізку
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|0; 4J. Знайдемо похідну функції у ' ( х )  = 2  —

1 + (/(д ))2 = 1 + ■

-V .v Λ- -V

t,4 _ c> 4 1
e 4 - e  4

>

( 1
2

t Λ Λ N

t '4 - 1' 4 = u l l ' 2 -  2 + t ~ 2'
4

V

1( л .V 1i v -11
€*2 4- 2 4- C 2

1
4 + t' 4

4 ~ 4
/

Підставивши у формулу (11.3), дістанемо

/ =
4 , .V .V , 4 Λ- Λ-  ̂ .v v N

f J - t '4 + t' 4 dx = — f L’4 4- Є 4 = 2 c,4 _ e 4

2 J
o 0

Тоді

2 іе-е-1).

І 6 І Обчислити довжину дуги кривої у = 1п(х + 1) від точки х = 0 до точки

х=  1.

Функція у = 1п(х 4- 1) неперервна й диференційовна на відрізку [0; 1|.

Знайдемо похідну функції: у\х) = -- !— -. Підставивши у формулу (11.3),
(-Y + 1)'

дістанемо

r V-v2 4- 2.v + 2

I
dx.

Зробимо заміну: t2 = x2 + 2x + 2. Тоді (x 4- 1 )dx = / dt. Змінимо межі 

інтегрування: tB = V5, fH = -Jl. Остаточно маємо

/ =

i І Ї Z T 'fi j  
Г V-V + 2,v + 2 f i
J λ· 4- 1 dx =

^  5 j
r t~ dt 1 ,

/ + — ln
t-  1

\

2 r +  i

S

Л

fz я  1 , (·ν/5 - 1 )(\І2 + 1)
= - V2 4- — In—p---- p --- .

2 <V5+I)(V2-I)

I 7 І Обчислити довжину дуги кривої у = V/?- - А - на відрізку [0; R |.

Функція .і' = VR' - х~ неперервна й диференційовна на відрізку (0; R \
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Знайдемо похідну функції: v'(.v) = -. Підставивши у формулу (11.3),
V R2 - л ’дістанемо

R І 7 Я

і = f./l +— — r-ί/,ν = f =d\ = R arcsinf —
JJ  Λ2 - λ · 2 I * .

Оскільки лінія є четвертиною кола радіусом R, то довжина кола дорів
нює 2kR. Отже, добуто формулу, добре відому з елементарної математики.

І 8 І Обчислити об ’єм тіш , утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 

обмеженої лініями у = Ί  R1 - х 2 і у = 0.

Шукане тіло є кулею з центром у точці 0(0; 0) радіусом R.
За формулою (11.5) дістанемо

К __________  i R

V = π j  R2 - х1 j dx = π J  ( R2x
x

* 4 ff'= — nR .(R~ - ,v  )dx = π

- R

Добуто формулу, добре відому з елементарної математики.

І 9 І Коло одиничного радіуса з центром у точці 0(0; 2) обертається навколо 
осі Ох. Знайти об ’єм тіла обертання. (Це тіло називають тором.)

Рівняння кола має вигляд х 7 + (у -  2 ) 2 =  1. Виражаючи у через х ,  діста

немо рівняння ABC: у = fi (х) = 2 + V1 - х 2 і рівняння ADC. v = / 2(х) =

= 2 - J l - x 2.

Об’єм тора подамо у вигляді різниці об ’ємів тіл, утворених від обер
тання криволінійних трапецій EABCF і EADCF. За формулою (11.5) 
дістанемо

1 І 1

ух = * J f 2 (x)dx — π J fi(x)dx = π J (/|2< v) - fhx))dx =
-I 1 -1

1 _____  i
= rej 4 ■ 2л/і - v2 dx = SttJ* \J 1 - x2 dx = 4π2.

10 Обчислити об'єм тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох фігури, 
обмеженої лініями у - 1 /х і у = x2.

Фігура, яка обмежена заданими лініями, необмежена. Тіло, шо утво
рюється при її обертанні навколо осі Ох (рис. 11.18), має скінченний об’єм, 
який обчислимо за формулою V - Vt + V2. Тут Vv V2 — об ’єми тіл, які

угворюються при обертанні навколо осі Ох фігури, обмеженої лініями у = х

у 0, х = 1 і у = 1 /х, у = 0, х = 1.

Оскільки лінії перетинаються в точці А(\\ 1), го

dx = π
λ \

.1
V

V-, = π f -^rdx = π lim i —Tdx = π lim —
J у h-, K J _v2 ft-.w I Д
o

I' πОтже, v = — + π = — . 
.Ί

b I і
= τι lim —  +1 I = π.

, I b }

11 Обчислити площу поверхні тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох 

фігури, обмеженої лініями v = %/х, у = 0, х = 1.

Фігуру, яка обмежена заданими лініями, зображено на рис. 11.19. Це



частина еліптичного параболоїда. При х є [0; 1| функція у = Ίχ  має непе 

1
рервну похідну у'(Л')

2у[х
. Використовуючи формулу (11.7), дістанемо

.S = 2π 1 + —  dx  = 2 
4д

п\ -Лл + 1 dx

4 л + 1 =1

U =s 

= І

12 Обчислити площу поверхні тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох 

фігури, обмеженої лініями у = VR2 - л2, у = 0.

Шукане тіло є сферою з центром у точці 0(0; 0) радіусом R. Тоді

/(-v) = ■
-Л

Якщо х є [-Л, Л], то похідна заданої функції неперервна.

Використовуючи формулу (11.7), дістанемо

R

-S = 2” J І
-Л

J r ^ x 2

R

dx =

2π I \j( R} - X2 ^ dx = 2nR J dx = 2nRx
R

R

R2 - x2 + .v2 

• # ~ χ1

Добуто формулу, добре відому з елементарної математики.

= 4 nR

13 Обчислити площу поверхні тіла, утвореного обертанням навколо осі Ох 
фігури, обмеженої лініями у = sin 2х, х = 0, х = тг/2.

Знаходимо у'(х) = 2 cos 2х. Якшо х є [0; tt/2J, то похідна заданої функції 

неперервна. Використовуючи формулу (11.7), дістанемо

It/ 1

S = 2π J sin 2xyj\ + 4 cos2 2λ dx.

1
Зробимо заміну: t - 2 cos 2x, -4 sin 2x dx = dt, sin 2x dx = ~ — dt. Знайдемо

нові межі інтегрування: якщо х = 0, то t = 2; якщо х = к/2, то t = ~2. 

Дістанемо

5 = 2π| i “  M + t2 dt = -  j j l + t 2 dt = -
2 V5-2

14 Продуктивність праці (в умовних одиницях) протягом робочого дня опи
сується функцією f( t )  = -/2 + 8/+ 3. Обчислити обсяг продукції, випуще
ної протягом робочого дня (0 < t < 8).

Використовуючи формулу (11.9), дістанемо

8 8

q = J f(t)dt = J (-12 + 8/ + 3)dt =

о о
+ 4 r  +3r

З
= 109-,

З

15 Продуктивність праці протягом робочого дня описується функцією

- 12 + 6/, 0 < t < 4,

/(/) = 0, 4 < t < 5.

-ί2 + 13/-40, 5 < t < 8,

де t — час, що відлічується від початку робочого дня. Визначити обсяг 
продукції, виробленої за весь робочий день.

Обсяг продукції, виробленої за весь робочий день, можна розглядати 
як суму обсягів продукції, що виробляється протягом 4 год роботи до обід
ньої перерви й протягом 3 год роботи після перерви.

Обсяг виробленої продукції можна розглядати також як суму обсягів 
продукції, виробленої за нескінченно малі інтервали часу, на які поділено 
відрізок [0; 8]: 0 < tt < t2 < ... < tn = 8. Можна вважати, що на кожному з таких 
нескінченно малих проміжків завдовжки Atk = tk - tk_ , функція у = /(/ )  не 
зміниться, а отже, обсяг виробленої продукції — це добуток продуктив
ності праці f(tk) і часу Atk. Тоді обсяг продукції, виробленої за весь робочий 
день, визначається так:

Ц - *  о

lim V  f ( tk )&tk = f (-t2 +6t)dt + f(-/2 + 13/-40)<// =
max Δ/χ —> 0 J J

f r'

k= 1

+ 3.Y2

0

t} t2
- T - ! 3 T - 4 ° / = 31,17 умов. од.

16 За функцією граничних витрат С'(х) = Зх2 - 48х + 202, 1 < х < 20 знайти 
функцію витрат С = С(х) і обчислити витрати у випадку виробництва



10 одиниць продукції, якщо відомо, що в и тр а ти  на виробництво першої 
одиниці продукції с та н о влять  50 грн.

л
Функцію витрат знаходимо інтегруванням: С = С(.\) = jc'(t)dt + С(), де

константа С0 визначається з умови С(1) = 50. Оскільки J C'(\)d\ + С0 = 50, 

то С0 = 50. Інтегруючи, дістанемо 1
X

с  = С(л) = J (V2 - 48/ + 202)dt + 50 = л ’ - 24л 2 + 202л + 50. 

і

Підставивши х = 10 у добуту формулу, матимемо шукане значення 
С(10) = 670.

17 За даними чистими інвестиціями l( t )  = 7000V? визна чити приріст ка 
п іта л у  за тр и  роки й через скільки років він становитиме  50 000, якщо 
функція інвестицій залишиться незмінною.

Приріст капіталу знаходимо за інтервал часу від /, = 0 до t2 = 3. Для 
цього скористаємося формулою (11.18):

АК: = Л'(3) - Л'(0) = J 7000л/г dt = 7000 Ί , Ρз
24 248.71.

Якщо функція інвестицій залишиться незмінною, то приріс капіталу 
за умовою задачі становить АК = 50 000. Позначивши інтервал часу через 7,

7

формулу (11.18) можна записати у вигляді АК - j l(t)d t або, підставивши

числові значення: 0
1

50 000 = J 7000V7 dt.

о

Дістали рівняння, яке цікаве тим, що невідома величина Т  — це верх
ня межа інтегрування. Для розв’язання обчислимо визначений інтеграл:

dr = 7000 -Ґ-
3

т ’
= 4666,67 Г-.

Тоді рівняння можна записати у вигляді 4666,07Т2 = 50 000. Розв’язавши

його, дістанемо 7 = 4,86. Саме стільки років потрібно, щоб приріст капіта
лу становив 50 000.

18 Зна йти  обсяг виробленої продукції за п ’я т ь  років, якщо виробнича функ
ц ія Кобба—Дугласа має вигляд  / ( / )  = A K "( t ) L ^ ( t )e 'J , де t — час (років), 
K ( t )  = (100 - ЗО2, L ( t )  = (/+ І ) 2, Λ = λ = 1, α = β = 0,5.

Підставивши функцію /(/) = (t + 1)(100 - 3 t)e ' у формулу (11.9), дістанемо

> > .S

q -  j f { t ) d t  = J(/ + 1)(100-3t)e' dt = jV (-3r’ + 97/+ 100)4/.

0 0 о
Застосувавши двічі формулу інтегрування частинами, матимемо

q = (--З/2 f 97t + 100)c*4Л - (97 -(>/)/!" -бе'Г
о

64 825.

19 За даними досліджень розподілу доходів населення деякої країни крива

х
Лоренца (див. рис. 11.10) описується функцією v де у — ча с т-

3  -  2.Y
ка сукупного доходу, як у  одержує частина населення х. Обчислити ко
ефіцієнт Д ж ині.

■So.lBВикористовуючи формулу для обчислення коефіцієнта Джині А 

дістанемо S st)H = у  = 0,5, а
лак

З 1
л + — + —

1 І f Λ 1
1

+ — Λ' + -1η 1 2 л - 3 1 =

1 « 40 0 0

2 2 2л-З

І -0,75 In 3 = 0,176.

\dx

Годі k = = IL iZ il = о,352.
$Μ)Λ( 0,5

20 Знайти середнє значення в и тр а т  виробництва, якщо вони визначаються 
формулою С(х) = З х 2 + 4х + 1, де х  — обсяг виробленої продукції, 0 < х  < З, 
і  обчислити обсяг виробництва, за якого ви тр а ти  набувають середнього 
значення.

Використовуючи формулу (11.10), знайдемо середнє значення витрат 
виробництва

---- І C(t)dt = ---- ί(3ν2 + 4л + 1)ί/.ν = -(л"’ + 2,ν2 + л)
/, - /„ J 3-0 J З



Оскільки функція витрат С(х) = Зх2 + 4х + 1 неперервна при 0 < х < З, 
то в деякій точці х0 вона досягає свого середнього значення, тобто

С(х0) сер або Зл'о + 4д0 + 1 = 16. Це рівняння має корені л() = -3 і

л’о = 5/3. Отже, обсяг виробництва, за якого витрати набувають середньо

го значення, дорівнює 5/3.

21 Під будівництво задано неперервний грошовий потік зі швидкістю 
I(t) = - t2 + 201 + 5 (млрд грн./рік) протягом 20років із річною процентною 
ставкою р = 5 %. Знайти дисконтну вартість цього потоку.

Якщо 1 = /(/) — швидкість грошового потоку (тобто за інтервал 
часу від t до / + dt він наближено дорівнює l(t)dt), 0 < /< Τ,το для визначен-

7

ія грошового потоку П = П (0 використаємо формулу П = J  I(t)e~p‘df. 

Дістанемо 0

20

П = J (-Г + 20/ + 5)е (m 'dr.

о

Для обчислення цього інтеграла спочатку зробимо заміну: s = -0,05/, / = -20s, 
dt = -20ds. При цьому нові межі інтегрування і н = 0, s = -1. Потім застосує
мо формулу інтегрування частинами:

20 -І

П = J (-/2 + 20/ + 5)e-° oi,dr = -20 J (-400г - 400j + 5)ds =

0 о

о

) J M 00s2 - 400s + 5)c>' ds =

-1

|0 f°
(-400λ - 400s + 5),'Ι | + j  (800s + 400)і’Л ds

20

=  20

=  20 5e~l + (800s + 400)J | + 800 J e ds

= 20(5 - St’-1 + 400 + (800 - 400)е"‘ - 800)

20(11‘λ ν-1 - 395) = 892.

Остаточно маємо Π = 892 млрд фн.

612

22 Знайти надлишок споживачів і виробників у пропозиції встановлен
ня ринкової рівноваги, якщо функції попиту й пропозиції мають ви

гляд р = 186 - <72, р = 20 +^-q відповідно.

Розв’язавши систему

\р = 186 — <у2,

1 j знайдемо точку рівноваги: р0 = 12, 
\Р = 20 +у ? ,

</„ = 42. Тоді, використовуючи формули (11.23) і (11.24), дістанемо

‘1 12 

5н = j  f(4)dq - РоЧо = J  (186 - q2 )dq - 12 42 = 1152,

5 ,.ол, вар = Ро% - J fk )d q  = 12 · 42 - J (  20 + у-q ]dq =

= 504 20 q +i l i i  
6 2

= 132.
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Основні поняття теорії звичайних 
диференціальних рівнянь

Математичне моделювання економічних і природничих процесів 

приводить до необхідності розв ’язування рівнянь, які, крім незалеж

них змінних і залежних від них шуканих функцій, містять також 

похідні або диференціали від невідомих функцій. Такі рівняння нази

вають диференціальними.

У цьому розділі викладаються елементи звичайних диференціаль

них рівнянь, коли невідомі функції залежать від однієї змінної. Тео

рія диференціальних рівнянь, коли невідомі функції залежать від ба

гатьох змінних (рівняння з частинними похідними), складніша й тут 

не розглядатиметься.

f» Означення 12 .1 . Рівняння, які пов’язують незалежну змінну х, 

шукану функцію у (х) т а  її похідні або диференціали до деякого по

рядку п, називають диференціальними рівняннями п-го порядку.

т· О значення 1 2 .2 . Порядком диференціального рівняння називають 

найвищий порядок похідної або диференціала від шуканої функції, 

яка входить у це рівняння.

Загальний вигляд звичайного диференціального рівняння я-го 

порядку

F(x ,y (x ),y\ x), . . . , у м (х)) = 0, (12.1)

де F  — деяка відома функція; х — незалежна змінна; у(х) — шукана 

функція; у'(х), у "(х ), у м (х) — її похідні.

І 2.1. О сновні п о н я т т я  теорії
звичайних диф еренціальних р івнянь

m Означення 12.3. Функцію у = φ(χ) називають розв’язкам (або інтег
ралом) диференціального рівняння (12.1), якщо вона п разів неперерв

но диференційовна на деякому проміжку X  і підставлення якої в 

рівняння (12.1) перетворює його на тотож н ість .

■ П р и к л а д  12.1. Нехай у = /(х) — неперервна на проміжку X функ
ція, у = F(x) — її первісна. Тоді

F ’(x)=f(x), (12.2)

і для знаходження первісної ми дістали звичайне диференціальне

-V

рівняння першого порядку. Його розв’язки відомі: F(x) = J  f(t)dt + С,

х0 є X, С — довільна стала. v"

Диференціальне рівняння (12.2) має нескінченну множину роз
в’язків. Це справджується для всіх звичайних диференціальних рівнянь.

Щоб виділити єдиний розв’язок рівняння (12.2), достатньо задати 
значення первісної .у = F(x) у довільній точці: ^(х0) = F0. Тоді розв’язок 
єдиний:

-Y

F(x) = F0 + J f(t)dt.

Λ',,

Я кш о задачу про знаходження всіх розв ’язків диференціального 

рівняння вдається звести до обчислення скінченного числа інтегралів 

і похідних від відомих функцій і до алгебричних операцій, то кажуть, 

що рівняння інтегрується в квадратурах. Але клас таких рівнянь до

сить вузький. Тому для дослідження диференціальних рівнянь засто

совують наближені й чисельні методи їх розв’язання.

О значення 12.4. Загальним розв’язком рівняння (12.1) називати

мемо п-параметричну сім ’ю функцій у  = φ(χ, с ,, с2, ..., сп), з якої за 

відповідного вибору значень параметрів можна д істати розв ’язок 

рівняння (12.1), що задовольняє початкові умови:

>'(^0)=>'o’ У '(х0) = У 0’ =>’о(" ” І)·

Сукупність функцій, яка містить усі ро зв ’язки даного р ів 

няння, не завжди вдається виразити у вигляді явн ої функції 

незалежної зм інної. Цю сім ’ю м ож на записати у вигляді неяв

ної функції Ф(х, у, с,, с2, ..., сп) = 0, і тоді її називають загальним 
інтегралом рівняння (12.1).



р* О значення 12 .5 . Частинним розв’язком рівняння (12.1) називають 

розв ’язок, який можна д істати  із загального розв ’язку при деяких 

конкретних значеннях параметрів q , cf, ..., с„.

У Зауваження 12.1. Процес знаходження розв’язку диференціального 
рівняння називають інтегруванням цього рівняння, а графік розв’яз
ку — інтегральною кривою даного рівняння.

У теорії диференціальних рівнянь потрібно дати відповіді на такі 
запитання:

1. Чи існує розв’язок диференціального рівняння?
2. Яка множина розв’язків диференціального рівняння?
3. Як знайти розв’язок диференціального рівняння?
4. Якщо розв’язків диференціального рівняння багато, то як від

різнити один розв’язок від іншого й як виділити конкретний 
розв’язок?

5. Якщо не вдається знайти розв’язок у явному вигляді, то як виз
начити властивості розв’язків?

6. Якщо не вдається знайти точний розв’язок, то як знайти набли
жений розв’язок?

Відповіді на ці запитання ми шукатимемо в процесі вивчення да
ного розділу.

12.2
Задачі, що приводять 

до диференціальних рівнянь

12.2.1. Задача про вільне падіння 
матеріальної точки

Рух матеріальної точки масою т  під дією зовнішніх сил опи
сується другим законом Ньютона: т а  = F. Нехай точка рухається 
вздовж осі Ох і χ (ί)  — її абсциса в момент часу t. Тоді її швидкість

становитиме v(t) = — , а прискорення — a(t) = Отже, функція 
dt d t1

x (t)  задовольняє диференціальне рівняння другого порядку
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d2x 

' d t2
F t , x(t),

dx

dt
(12.3)

Якщо точка рухається в тривимірному просторі й її радіус-вектор 
r(t) = (x ( t ), y (t) , z (t)) , то рівняння руху матиме вигляд

П І -
d 2r

d t2
F t , r,

dr

dt
(12.4)

Рівняння (12.4) — це система трьох звичайних диференціальних рів
нянь із трьома невідомими.

Щоб визначити положення точки в момент часу t, необхідно знати 
її положення й швидкість у початковий момент часу /():

dx(t0)
x(t0) = -Vq,

dt
'o · (12.5)

12.2.2. Задача про нагромадження капіталу

Нехай підприємство (фірма) з початковим капіталом роз
почало діяльність, мета якої — нагромадження капіталу. Функ
ція капіталу К - K {t) із часом змінюється. Опишемо динаміку 
цього процесу.

Позначимо через K (t) капітал підприємства (фірми) в момент часу t, 
а через K(t + At) — у момент часу t + At. Тоді різниця АК = K(t + At) - K(t) 

дає приріст капіталу за інтервал часу At. Цей приріст складається з 
доходу за інтервал часу At і повних витрат виробництва. В загальному 
випадкові цей приріст визначається формулою

A K = A R - A C ,  (12.6)

де AR = R (t + At) - R ( t )  — приріст функції доходу; А С  = С(/ + At) - 

- C (t) — приріст функції повних витрат підприємства (фірми).
Співвідношення (12.6) і є, взагалі кажучи, рівнянням нагромад

ження капіталу. Для його розв’язання потрібно знати функції доходу 
R - R (t) і повних витрат С= C (t) підприємства (фірми). Ця пробле
ма — одна з важливих у теорії моделювання економічних процесів.

Розглянемо, наприклад, випадок, коли прирости функцій AR і АС 

мають вигляд AR = o.K(t)At і А С  = βλ"(t)At. Додатні коефіцієнти а і β 
характеризують інтенсивність зміни доходу й повних витрат підприєм
ства (фірми) відповідно. Тоді співвідношення (12.6) запишемо у вигляді



Δ Κ = λ Κ (ί)Α ί , (12.7)

де λ = α - β.
Поділимо співвідношення (12.7) на At * 0. Перейшовши до гра

ниці при At -> 0, дістанемо диференціальне рівняння

—  = XK(t). (12.8)
dy

12.2.3. Задача про рух фондів

Позначимо через К = K(t) обсяг фондів (у натуральній або вар
тісній формі) у момент часу t. Під фондами розуміють обладнання, 
прилади, приміщення тошо. Все це може ламатися, спрацьовуватися, 
старіти й т. д. Про цей процес кажуть, шо фонди вибувають. Швид
кість вибуття фондів виражається через коефіцієнт вибуття. Так, якщо 
за 10 років фонди повністю оновлюються, то коефіцієнт вибуття до
рівнює 0,1.

Позначимо коефіцієнт вибуття через μ. Отже, вибуття веде до 
зменшення фондів за рік на величину μΑΓ(/), а за інтервал часу At — на 
величину μ/Γ(ί)Δ/ (вважається, що вибуття фондів відбувається рівно
мірно).

Натомість інвестиції — вкладання грошей — ведуть до збільшення 
фондів. Припустимо, що інвестиції в розмірі / (де 1 — константа) за 
рік дадуть збільшення фондів на величину р / ( можна було б вважати,
що р = 1, але частина інвестицій іде на заробітну плату проектуваль
никам, будівельникам, тобто не на пряме збільшення фондів). Тоді за 
час At інвестиції в разі рівномірного вкладання їх дадуть збільшення 
фондів на величину р I  At.

Розглянемо довільний момент часу t га його приріст At. Тоді зміна 
фондів за час At становитиме

K(t + At) = K (t)-  μΚ(ί)Αί + ρlAt, (12.9)

і при At —> 0 дістанемо диференціальне рівняння

Κ'(ί) = μΚ (ί) + рІ. (12.10)
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12.2.4. Демографічна задача

Нехай чисельність населення країни в момент часу t визначається 

функцією L - L(t). Природно припустити, що зростання населення за

інтервал часу Δ/ пропорційне чисельності населення L(t) і At. Тоді

L(t + At) - L(t) - aL (t)At. (12.11)

При At —> 0 дістанемо диференціальне рівняння

L'(t) = aL(t)At, (12.12)

загальним р о зв ’язком  якого , як буде п оказан о далі, є функція 

L{t) = L0e де L0 — чисельність населення в початковий момент спо

стереження.

Такий закон росту називається експоненціальним. Але ясно, що цей 

процес не може бути довготривалим, бо включаться протидійні меха

нізми: зниження життєвого рівня, заходи щодо обмеження народ

жуваності тощо, й зростання чисельності населення загальмується.

12.2.5. Задача про рекламу

Нехай торговельними фірмами реалізується продукція, про яку 

в момент часу t знають лише х покупців із числа потенційних п. 

Після оголошення реклами швидкість зм іни кількості покупців, 

яким відомо про продукцію , пропорційна як кількості покупців, 

що знають про товар, так і кількості покупців, котрим про нього 

нічого не відомо.

Визначимо закон зміни в часі кількості покупців х, які знають 

про продукцію, якщ о в початковий момент часу (/ = 0) про неї ді

зналися п/у чоловік (час відлічується від моменту оголошення рекла

ми), γ — задане число.

Оскільки швидкість зміни кількості покупців, які знають про 

продукцію, виражається похідною x '(t), то дістанемо диференціальне 

рівняння

x '(t) = kx(n -х), (12.13)

де х — кількість покупців, які знають про продукцію; п - х — кіль

кість тих, що не знають про неї в момент часу t , к — коефіцієнт про

порційності.
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12.3
Диференціальні рівняння 

першого порядку

12.3.1. Основні поняття

р* Означення 12.6. Диференціальне рівняння вигляду F(x, у, у ') = 0, 
де х — невідома змінна, у і у ' — відповідно шукана функція т а  її 
похідна, називають диференціальним рівнянням першого порядку.

т· Означення 12.7. Розв’язком диференціального рівняння першого по
рядку називають функцію у = φ(χ), підставлення якої в дане рівнян
ня перетворює його на тотожність.

Наприклад, функція у = х 2 тотожно перетворює в нуль ліву части

ну рівняння ху' - 2х2 = 0, тому вона є розв ’язком цього рівняння.

У теорії диференціальних рівнянь основною  задачею є пошук 

відповіді на питання про існування та єдиність розв ’язку рівняння. 

Дю  відповідь дає теорема Коші, яку сформулюємо без доведення.

ТЕОРЕМА 12.1 
(Коші)

І Нехай задано диференціальне рівняння першого порядку ї 

у ' = / (х , у). Якщ о функція / (х , у) та її похідна f '.(x , у) } 

неперервні в деякій області D площини хОу, то в деякому 

І околі довільної внутрішньої точки (х0; >·0) цієї області існує f 

j єдиний розв ’язок  заданого рівняння, який задовольняє f 

умову у = у0 при х = х0.

ψ+ Означення 12.8. Графік розв’язку диференціального рівняння нази

вають інтегральною кривою.

В області D  міститься багато інтегральних кривих. Теорема Кош і 

гарантує, щ о в разі виконання певних умов через кожну внутрішню 

точку області D проходить тільки одна інтегральна крива.

Умови, які задають значення функції у фіксованій точці х0, на

зивають початковими умовами й записують у такій формі: у (х0) - _у().

Задача знаходження розв ’язку рівняння, який задовольняє почат

кові умови, називають задачею Коші, тобто з множини інтегральних 

кривих виокремлюють ту, яка проходить через задану точку (х0; у{]) в 

області D.

Якщ о умови теореми Кош і не виконуються, то через деякі точки 

площини хОу або не проходить жодна інтегральна крива, або прохо

дить більше ніж одна. Ц і точки називають особливими точками дано

го диференціального рівняння.

f» Означення 12.9. Загальним розв’язком диференціального рівняння
називають функцію у = <р(х, С ) , підставлення якої в рівняння пере
творює його на тотожність. Загальний розв’язок диференціально

го рівняння першого порядку залежить від однієї довільної сталої С.

Задачу про знаходження розв ’язку диференціального рівняння на

зивають задачею інтегрування диференціального рівняння.

р* Означення 12.10. Частинним розв’язком диференціального рівнян
ня називають функцію у - <р(х, С0), яку дістають при певному зна

ченні сталої С = С0.

Загальний розв ’язок  у = <р(х, С ) описує сукупність інтегральних 

кривих на площині хОу.
Початкові умови фіксують довільну сталу й дають змогу вибрати 

із сукупності інтегральних кривих рівняння криву у = <р(х, С ), що про

ходить через дану точку (х0; у()).

ш П р и к л а д  12.2. Розв ’яжемо рівняння у ’ = 2х.

Права частина рівняння задовольняє умови теореми Коші в усіх 

точках площини хОу, оскільки функції /(х, у) = 2х і /.'(.v, v) = 0 визна

чені й неперервні на площині хОу. Загальним розв’язком цього рів
няння є функція у = x2 + С, де С — довільна стала, яка описується 

сукупністю парабол (рис. 12.1).

Для знаходження частинного розв’язку задамо довільні початкові 
умови вигляду >>(х0) = у0 і підставимо їх у формулу загального розв’язку.



Дістанемо С = >'() + Хц. Тому частинний розв’язок виділяє із сукупності 
парабол одну, що проходить через точку (л̂ ; у0).

12.3.2. Рівняння з відокремлюваними змінними

β* О значення 12 .11 . Диференціальне рівняння вигляду

y'=f](x )f2(y)> (12.14)

де j\ (х) і f 2(y) — неперервні функції, називають рівнянням із відок

ремлюваними змінними.

Зазначимо, шо права частина рівняння (12.14) є добутком двох 

функцій співмножників, одна з яких залежить тільки від х, а інша — 

тільки від у.

Це рівняння розв ’язується методом відокремлення змінних.

Запишемо похідну у' = ~  та помножимо на dx і поділимо на f 2(y)
dx

обидві частини рівняння (12.14) за умови, щ о /2(у) ф 0. Тоді дістанемо

- £ -  = M x )dx . (12-15)
/>(>’)

У цьому рівнянні змінна у  входить тільки в ліву частину, а змінна х — 

тільки в праву, тобто змінні відокремлені.

Оскільки в рівнянні (12.15) диференціали рівні, то їхні невизна- 

чені інтеграли відрізняються лише на сталу, тобто, інтегруючи обидві 

частини рівняння, дістанемо

\ -Й-,= \МхХЬс + С, (12.16)
J /·>(>') J

де С  — довільна стала.

Диференціальне рівняння вигляду

f\(x)fi(y)dx + (pi(.v)<p20'W y = 0 (12.17)

при f 2(y) Ф 0, φ i(jc) Φ 0 зводиться до рівняння з відокремлюваними

змінними вигляду (12.14). Поділивши рівняння на <р,(х)/2(у), матимемо

<М*) fi(y)

г і м *  + і ь т , , ,  = сJ<Pi(x) ·> /Лу) 
с загальним інтегралом рівняння (12.17).

■ П р и к л а д  12.3. Розв’яжемо задачу Коші для диференціального рівнян

ня 2у'у[х = у, у (4) = 1.

Перепишемо рівняння у вигляді
V

У = '
2λ/ υ

Це диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними. Підста

ву
вивши замість у вираз — , дістанемо 

dx ,
dy _ у

dx 2\fx

. . dv dx . . r dv r dx
Відокремивши змінні: —  = — =· і зштегрувавши рівняння: —  = — —,

У 2\Іх J v * 2sjх
матимемо

In І у І = л[\ + In С.

Дістали загальний розв'язок рівняння у = С е ^ .
Щоб визначити значення сталої С, підставимо в загальний розв’я

зок початкову умову: у(4) = С е^  = і, звідки С = е 2.

Отже, розв’язок задачі Коші матиме вигляд

■Д--І у = «v .

Це й є частинний розв’язок даного рівняння.

П р и к л а д  12.4. Розв’яжемо рівняння ху( 1 + х 2)у' = 1 + у 2.

Запишемо у = —  і підставимо в задане рівняння, помноживши
dx

яке на dx, дістанемо

х(\ + х 2)у dy - (1 + y 2)dx = 0.

Це рівняння з відокремлюваними змінними вигляду (12.17). Відокремив

ши змінні, тобто, поділивши рівняння на х(1 + х 2)(1 + у 2), матимемо

у dy dx

1 + у2 л'(1+д-2)
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Зінтегрувавши обидві частини рівняння, дістанемо

f у dv f dx „ I . ,, 7 , 1 ,  .v2 1
-— ' t  ~ ----- = — 1η( 1 + y~) —  η ----- = -

j  1 + v2 J.x-d+A-2) 1 2 ' 2 1 + χ 2 2
In C,

, . 7 , Cx1
ln( I + yL) = In

1 + x

Після операції потенціювання матимемо у~ + 1 = — 1—- або
//" IX 2 , 1 + -V

7 (С - 1)д- - 1 
у~ = ------ -у---, звшки

1 + .v* ,
.. ^ ( С - 1)ДГ2 -1
> - ± ;--- 7---·

1 + л

де С — довільна стала, С > 1.

12.3.3. Однорідні диференціальні рівняння

Означення 12 .12 . Диференціальне рівняння першого порядку нази

вають однорідним, якщо воно має вигляд

f(x , y)dx = g(x , y)dy, (12.18)

де f(x , >>) і g(x, у) — однорідні функції однакового степеня.

Поняття однорідного диференціального рівняння пов’язане з од
норідними функціями.

т  Означення 12 .13 . Функцію/(х , у) називають однорідною п-го сте
пеня (за змінними х і у), якщо для довільного t виконується рівність 

f(tx , ty) = t nf(x , у).

Ш П р и к л а д  12.5. Визначимо, чи будуть однорідними такі функції:

© / (* .  у) = х 3 - Зх2у + 4ху2 - 5^3; ©  f(x ,y ) = ^ - \  ® f{x ,y ) = xy + 1.
х + у

©  Підставивши у вираз/ (х, у) значення tx, ty замість змінних х та у, 
матимемо

f(tx, ty) = ί3χ 3- 3x2t2yt+ 4txt2y 2- 5 і3у 3 =

= t\x3 - 3x2y + 4xy2 - 5y3) = t2f(x, y).

Отже, дана функція однорідна третього степеня.

©  Оскільки

,. , tx - ty t(x - у) X - у -,
/( fv , ty) = --- L  = ----- i _  = --- s = /(.v , y),

tx + ty t(x + y) x + y

то дана функція однорідна першого степеня.
(з) Оскільки

f(tx, ty) = tx ty + 1 - t2xy + 1, 

то дана функція неоднорідна.

Розглянемо метод розв’язування однорідного диференціального рів
няння (12.18). Введемо допом іжну функцію  t від зм інної х, тобто 

зробимо заміну t = у/х або у = tx і dy - t dx + x dt, яка дає змогу звести 

рівняння (12.18) до рівняння з відокремлюваними змінними.

■»
/ \ “ + у~

■ П р и к л а д  12.6. Розв ’яжемо рівняння v +  --- 1— = 0.
ху

Спочатку переконаємося, шо дане рівняння однорідне. Перепи
шемо його у вигляді

j 2 ’
dv v + v- - , - ,
—  = -1— або ху dy = -(x + у )dx.
dx Λ}’

Розглянемо функції/(х, у) = ху і g(x, у) = х 2 + у 2. Тоді

f(tx, ty) = tx ty= t2 ху= t2f(x, _y),

g(tx, ty) = t2x 2+ t2y 2= t2(x2 + y 2) = t2g(x, y).

Отже, функції f(x, y) i g(x, у) однорідні другого степеня, й дане 
рівняння однорідне за означенням.

Зробимо заміну: у = tx \ dy = t dx + x dt. Тоді

t2x(x dt + t dx) = ~(x2+ t2x 2)dx,

t2x 2 dt + tx3 dx = -x2 dx - t2x2 dx.

Дістали диференціальне рівняння з відокремлюваними змінними

x 2( l t 2 + \)dx= -tx3 dt.

Скорочуємо на х 2, причому x = 0 — особливий розв’язок рівняння. 
Тоді рівняння набирає вигляду



Інтегруємо обидві частини рівняння:

In І .v I +ln С = - — In I I t 1 + 1 | або 2/2+ 1 = Сх4.
4

Зробивши зворотну заміну, дістанемо загальний розв’язок рівняння:

2 ^ -  + 1 = C.Y4.

■ П р и к л а д  12.7. Знайдемо загальний розв ’язок рівняння

x cos(у/.v)(у dx + x dy) - >(sin(у/х)(х dy - у dx)) = 0.

Легко переконатися, що дане рівняння однорідне. Зробимо замі
ну: у = tx, dy = t dx + x dt. Підставивши вирази для у і dy у дане рівняння, 
дістанемо

V cos t(tx dx + x (t dx + x dt)) - fx{ sin t(x(t dx + x dt) - tx dx) = 0. 

Після спрощень матимемо

.v cos 1(2 tx dx f x1 dt) - tx sin /(.v2 dt) = 0,

2 tx2 cos t dx + .v1 cos t dt - t\J  sin t dt = 0,

2 tx2 cos t dx + .v3(cos t — t sin t)dt = 0.

Дістали рівняння з відокремлюваними змінними. Відокремивши змін
ні та зінтегрувавши рівняння, матимемо

2л2 dx (cos t - t sin t)dt ,.-- -— + .і----------'— = о,
.v’ t sin t

,  dx dt . . /\
2—  +--- tii t dt = 0,

x t

jJ t = / * ' * - /  t
2 In І д I + In C = In I cos t \ - In 11 1.

Пропотенціювавши, дістанемо загальний розв’язок рівняння:

„ 2 c°s t -, λ y v
Сд = ---- або Cx~ = —cos— або Cvv = cos —.

t y x ' x
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12.3.4. Лінійні диференціальні рівняння

р* Означення 12.14. Рівняння вигляду

y' + р(х)у=Дх), (12.19)

де р (х) і f ix )  — неперервні функції, називають лінійним диференці

альним рівнянням першого порядку.

Невідома функція га її похідна входять у дане рівняння в першо
му степені, тобто лінійно, що й пояснює назву рівняння.

Якщо f{x) - 0, го (12.19) називають лінійним однорідним рівнян
ням; якщо функція f ix )  * 0, то (12.19) називають лінійним неоднорід

ним рівнянням.
Візьмемо лінійне однорідне рівняння

у'+р{х)у= о, (12.20)

шо відповідає неоднорідному рівнянню (12.19).
Розглянемо метод розв’язування лінійних диференціальних рів

нянь — метод варіації сталої. Цей метод, що використовується для 
розв’язування неоднорідного рівняння (12.19), базується на розв’язанні 
однорідного рівняння (12.20).

Рівняння (12.20) можна розв’язати методом відокремлення змінних:

звідки

In \у І

Після операції потенціювання дістанемо загальний розв’язок одно
рідного рівняння (12.19):

У = Се\р(хН\ (12.21)

де С= ±С,.
Загальний розв’язок рівняння (12.19) шукатимемо у вигляді (12.21), 

вважаючи сталу С новою невідомою функцією від аргументу х :

dy

= -J p{x)dx + In  І C,1 I

η  \ -ί/>(-νΜν 
>’ = C{x)e J



Щоб знайти функцію С(х), підставимо розв’язок (12.21) у рівняння 
(12.19):

С\х)е ϊ ρ{λ)άχ -С (х)р(х )е  ^р{хНх + р(х)С(х)е~$p(x)d' = f(x ). 

Після зведення подібних членів матимемо

С\х) = f ( x ) J piA),b. (12.22)

Інтегруючи рівняння (12.22), дістанемо вираз для С(х):

Cu> = J 7 u  х - ' " ' " 1' + с„

підставлення якого у формулу загального розв’язку однорідного рів
няння (12.21) приводить до остаточного вигляду розв’язку неоднорід
ного рівняння (12.19):

де С, — довільна стала.
Розглянемо інший метод розв’язування лінійних диференціаль

них рівнянь — м етод  Бернуллі. Зробимо заміну: у(х) = u(x)v(x), де 
и(х) і v(x) — нові невідомі функції. Виразивши із заміни похідну:
у' = u'v+ v'u і підставивши в рівняння (12.19), дістанемо

u'v + v'u + puv = f  або u'v + u(v’ + pv) = f

Доберемо функцію v таким чином, шоб вона задовольняла рівняння

v '+ p v =  0. (12.24)

Тоді друга функція має задовольняти рівняння

u 'v = f  (12.25)

Рівняння (12.24) є рівнянням із відокремленими змінними. Роз
в’яжемо його:

С, +\ f(x )Jpi' )d'dx (12.23)

Покладемо С = 0. Тоді

v = (І2.26)

Підставивши (12.26) у (12.25), дістанемо відносно и(х) диференціаль
не рівняння першого порядку з відокремленими змінними:

, - Г />(Л )с/л -
и( х)е 1 =/(л).

Розв’яжемо його:

u (x ) = f (x )e ‘

Інтегруючи рівняння, матимемо вираз для и(х):

и(х) = j f ( x ) e ^ pix)‘lx + С,.

Зробимо зворотну заміну:

у(х) = u(x)v(x) = ( J f (x )e )Ρ(Λ >ί,Λ + C, j e~\/,<A }dx\ 

тобто справджується формула (12.23).

■ П р и к л а д  12.8. Розв ’яжемо рівняння ν' і -- у -
X

Це лінійне неоднорідне диференціальне рівняння першого порядку. 
Запишемо відповідне йому лінійне однорідне рівняння

ν' + — v = 0, 
х

яке є рівнянням із відокремлюваними змінними. Знайдемо його за

гальний розв’язок:

—  = або —  = або In | у j = - In | ,ν | + In C 
dx x у v

Дістанемо загальний розв’язок у = С/х.
Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукатимемо у ви-

С(х) ,
гляді v ----- , де C(jc) — невідома функція.

.V

Знайдемо похідну:

, С'(х)х - С(х) 1 ч 1



Підставивши у та у' у початкове рівняння, дістанемо 

-С'(д ) ^ С ( л  ) + -  = Зл·.
V V' л V

звщки

Тоді С(х) = З*2. Отже,

-С\х) = Vv.
.V

С( x) = х 3 + С,.

Підставивши добуте значення С(х), знайдемо шуканий розв’язок

С,
у = —  + Л-. 

.V

12.4
Диференціальні рівняння 

другого порядку

12.4.1. Основні поняття

^  Означення 12 .15 . Диференціальне рівняння вигляду

F(x . у, у\ у " )  = 0, (12.27)

де х  — невідома змінна, у і у', у " — відповідно шукана функція т а  її 

похідні, називають диференціальним рівнянням другого порядку.

Розглядатимемо рівняння, які можна записати у вигляді

У" = /(-v, У, У')· (12.28)

т· Означення 12 .16 . Розв’язком диференціального рівняння другого по

рядку (12.27) називають функцію у = φ(χ), яка перетворює дане 

рівняння на т отож н ість .

Справедлива теорема існування й єдності розв’язку рівняння дру

гого порядку.

ТЕОРЕМА 12.2 
(Коші)

І Нехай функція f(x , у, у ') та її частинні похідні / '  і f ’.·

[ неперервні в деякій області D  простору змінних (х, у. у ') . І 

{ Тод і в деякому окол і дов ільної внутріш ньої точки j 

% MQ{xQ’, у0; у'0) цієї області існує єдиний розв ’язок заданого j 

рівняння (12.28), який задовольняє початкові умови

*  = *0> У = Уо’ У ' - У'о- (12.29)

Задачу відшукання розв’язку рівняння (12.28) за заданими почат

ковими умовами називають задачею Коші.

Означення 12.17. Загальним розв’язком диференціального рівнян
ня (12.28) називають функцію у = ср(х, С,, С2), якщо вона є розв ’яз- 

ком заданого рівняння при довільних значеннях сталих С ], С2, які 

можуть бути визначені єдиним способом за заданих початкових умов 

(12.29).

р+ Означення 12.18. Частинним розв’язком диференціального рівнян
ня (12.28) називають загальний розв ’язок рівняння при фіксованих

значеннях сталих С р С2, тобто  функцію у = ср(х, С С > ) .

■ П р и к л а д  12.9. Розв ’яжемо рівняння у"  = 0. Знайдемо частинний роз
в ’язок, який задовольняє початкові умови у(1) = 2, у'( 1) = 1.

Після дворазового інтегрування заданого рівняння дістанемо за
гальний розв’язоку=  C,jc+ С2, де C,, С2 — довільні сталі. Цей розв’язок 
є сукупністю прямих у довільних напрямах, причому через кожну точ
ку площини хОу проходить нескінченна кількість таких прямих. Тому 
для виокремлення частинного розв’язку, що проходить через точку 
(jcu; уи), необхідно задати кутовий коефіцієнт прямої, яка збігається зі 
своєю дотичною.

Знайдемо частинний розв’язок, який задовольняє початкові умови 
_у(1) = 2, у'(1) = 1, тобто пряму, що проходить через точку (1; 2) із 
кутовим коефіцієнтом k = у'(1) = 1. Підставлення початкових умов у 
загальний розв’язок рівняння приводить до системи лінійних рівнянь 
відносно сталих Ср С2:

і С, +С2 =2,

і С, = 1,

звідки С, = 1, С2 = 1. Отже, шуканий частинний розв’язок — це пряма
у - х + 1.



12.4.2. Диференціальні рівняння, 
які допускають зниження порядку

Є  три види рівняння у "  = f ( x ,  у , у '), які заміною змінної (шука

н о ї функції) зводяться до рівнянь першого порядку.

1. Рівняння вигляду

>" = / ( * ) .  (12.30)

Введемо нову функцію z - z (x )  зам іною z(x ) = у '. Тоді дане р ів 

няння другого порядку перетворюється на рівняння перш ого п о 

рядку z ' - f(x ), розв ’язком якого є функція

Г(Л') = j f ( x ) d x  + С,.

Оскільки z(x) - у ' , то повториш»; інтегруванням знаходимо загаль

ний розв’язок рівняння (12.30):

У(х) = j ( j f ( x ) d x  + С\ ji/x + Cj.v + С2, 

де С р С2 — довільні сталі.

■ П р и к л а д  12.10. Знайдемо загальний розв ’язок рівняння у " - sin х.

Це диференціальне рівняння другого порядку вигляду (12.30). 
Зробимо заміну: z(x) = у'. Тоді дане рівняння можна записати у ви-

. , _ ± .
гляді 2 = Sin X або -- = Sin Λ', звідки

dx

dz = sin x dx.

Інтегруючи останню рівність, дістанемо

Jcfc = J  sin x dx або z = -cos x + Cp

тобто y ’ = -cos x + C, або ^  = -cos .v + C\, звідки dy = (-cos x + Ct)dx.

Знову інтегруючи, дістанемо

j  dy = j  (-cos .v + Cx)dx або у - -sin x + C,jc + C2.

Це й є загальний розв’язок рівняння.
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2. Рівняння вигляду

/ ' = / ( * , / ) ·  (12.31)

У цьому рівнянні немає шуканої функції у. Отже, можна знизити 
його порядок, зробивши заміну z{x) = у ', z (х) = у". Тоді дістанемо 
рівняння першого порядку вигляду z'(x) - f(x , z). Знайшовши загаль
ний розв’язок цього рівняння: ζ(χ) - φ(χ, С,), повторним інтегруван
ням дістанемо шуканий загальний розв’язок рівняння (12.31):

у(х) = j φ(χ, C, )dx + С2,

де С„ С2 — довільні сталі.

■ П р и к л а д  12.11. Знайдемо загальний розв ’язок рівняння у "  = у' = 0.

Це диференціальне рівняння другого порядку вигляду (12.31). Зро
бимо заміну: z(x) = у', z'(x) = у". Тоді задане рівняння можна записати

у вигляді z' + z=  0 або —  = -z, звідки — = -dx. Інтегруючи останню 
dx z

рівність, матимемо

J — = -Jd.v або In І r |=-я· + In С) або z = C te~x,

тобто у ’ = С,е~х або ^  = С,е*, звідки dy= С,е х dx. Знову інтегруючи, 

дістанемо

Ji/y = J (Cle~x)dx + С2 або у = -С,е х + С2.

Це й є загальний розв’язок рівняння.

3. Рівняння вигляду

/ ' = / ( / , / ' ) ■  (12.32)

Це рівняння не містить незалежної змінної. Введемо нову функ
цію, залежну від у, зробивши заміну z (у) = у'. Тоді за правилом дифе
ренціювання складної функції

d . . .. dz , dz 
У =-r (:(y)) = -r y = ~γ =· 

dx dy dy

Рівняння (12.32) перетвориться на диференціальне рівняння першого 
порядку відносно функції z (у):



- 4 і  = -)■
dy

Загальний розв’язок цього рівняння z (у) — ф(у, С,). Зробивши зворот

ну заміну, матимемо рівняння першого порядку відносно функції >> (х):

з якого методом відокремлення змінних дістанемо рівняння

dyJφ (^  c , )
= .v + C ,,

де C,, С2 — довільні сталі. З цього рівняння можна знайти загальний 
розв’язок (12.32).

■ П р и к л а д  12.12. Знайдемо загальний розв’язок рівняння у" - (у')~ = 0.

Це диференціальне рівняння другого порядку вигляду (12.32). Зро
бивши заміну z(y) = у', зведемо його до рівняння першого порядку

z —  - :1 =0. 
dy

Перший розв’язок цього рівняння z = 0, або у = С, де С — довільна 
стала. Скоротивши обидві частини рівняння на z, дістанемо рівняння 
d: ..
—  - - - и, загальний розв язок якого z = Cfey. Після зворотної заміни 

матимемо рівняння першого порядку

dy_

dx

Відокремимо змінні: е у dy = C^dx, звідки е у = Ctx + С2 або остаточно

у(х) = -ln(C|X+ С2),

де C,, С2 — довільні сталі. Цей розв’язок містить і розв’язок у = С, 
добутий раніше (при С, = 0, С2 * 0).

12.4.3. Лінійні диференціальні рівняння 
другого порядку

т  Означення 12.19. Лінійним диференціальним рівнянням другого по
рядку називають диференціальне рівняння вигляду

у"  + p(x)y ' + q(x)y  = f (x ) ,  (12.33)

de у — шукана, двічі неперервно диференційовна функція, a p(x),q  (х), 
f(x) — неперервні на проміжку (а, Ь) функції.

Якщо f{x) = 0, то рівняння (12.33) називають лінійним одно
рідним рівнянням, а при fix) * 0 — лінійним неоднорідним рівнянням.

Розв’язавши рівняння (12.33) відносно другої похідної шуканої 

функції у"  = -p(x)y ' - q(x)y + f  (х), бачимо, шо воно є окремим ви

падком рівняння у "  = φ(.γ, у, у') і задовольняє умови теореми існу

вання та єдиності розв ’язку (теореми Коші). Тому за будь-яких п о

чаткових умов^Осц) = _у0, _у'(*о) = у р (х є ій, Ь)) рівняння (12.33) має 

єдиний розв’язок.

Розглянемо властивості лінійних однорідних рівнянь другого по

рядку

у " + p (x )y '+ q(x)y = 0. (12.34)

ТЕОРЕМА 12.3
V Якш о функції у - У\{х) і у = У2(х) — розв ’язки рівняння

(12.34), то функція у =  С ^О с ) + С2у2(х) також є розв’язком 

; цього рівняння, де С ,, С2 — довільні сталі.

Д ов ед ен н я

Підставивши функцію у = С хУ\{х) + С2у2іх) у рівняння (12.34) і 

зібравши члени при С, і С2, дістанемо тотожності, які дорівнюють 

нулю, оскільки за умовою теореми у = у,(х) і у = у2іх) — розв ’язки 

цього рівняння.

Теорему доведено.

т- Означення 12.20. Два розв’язки у = у^х) іу -  у2іх) лінійного одно

рідного рівняння другого порядку називають лінійно залежними на 
проміжку ia, Ь), якщо існують такі числа λ, і λ2, одночасно не ну

льові, що для довільного х є (а, Ь) виконується рівність

λ ,>>,(*) + }.2у2іх) = 0.

У цьому разі функції у = у хіх) і у -  у2іх) пропорційні, тобто

= λ, λ = const.



У  противному разі функції називають лінійно незалежними, й 

вони не пропорційні, т обт о

* λ, λ = const.
.Μ * )

^  Означення 12 .2 1 . Функціональний визначник

у { (A ) >’ _>(х)

У[ (х) У і (х)

називають визначником Вронського, або вронськіаном.

W  (а )

ТЕОРЕМА 12.4
І Якщо функції у - >·, (а ) і у - у2{х) лінійно залежні на (a, b), j 

І то визначник Вронського, складений із них, дорівнює ну- j 
f лю на цьому проміжку; якщо функції лінійно незалежні на J 
\ (а, Ь), то визначник Вронського відмінний від нуля на цьо- ;
І му проміжку.

Д ов ед ен  ня

Нехай функції у = .у, (а) і у = у2(х) лінійно залежні на проміжку 
(а, Ь). Тоді ці функції пропорційні, тобто у ,( а )  = λ ^ 2(χ ), а отже, 
у'і (х ) = λν2(χ). Це означає, шо у визначнику Вронського пропорційні 
стовпці, тобто визначник дорівнює нулю.

Другу частину теореми доведемо від супротивного. Нехай функції 
у = _У|(х) і у = у2(х) лінійно залежні на проміжку (а, Ь). Припустимо, шо 
визначник W (а ) дорівнює нулю на цьому проміжку. Тоді стовпці не
обхідно пропорційні, а отже, пропорційні й ці функції, звідки випли
ває їхня лінійна залежність на проміжку (а, Ь), шо суперечить умові 
теореми.

Теорему доведено.

ТЕОРЕМА 12.5 
(про структуру загального розв’язку лінійного 

однорідного рівняння)
Якщо розв’язки рівняння (12.34) у = >>,(*) і у = у2(х) лінійно ; 

v незалежні на проміжку (а, Ь), то функція

У =  СууДх) + С2у2(х) (12.35) J

є загальним розв’язком цього рівняння, де С,, С2 — до- !
' вільні сталі.

Доведення

Функція у - С^у^х) + С2у2(х) є розв’язком рівняння (12.34). Необ
хідно показати, що вона є загальним розв’язком, тобто шо з неї мож
на виокремити частинний розв’язок, який задовольняє довільні по
чаткові умови.

Для розв’язання задачі Коші візьмемо довільні початкові умови 
y(.v0) = у0, / ( а 0) = >’0. Підставивши їх у функцію (12.35), дістанемо 
систему двох лінійних рівнянь відносно невідомих Ср С2:

(С1у1(хо) + С2у2(хо) = Уоі 

+ С2у2(хо) = Уо-

Визначником цієї системи є визначник Вронського W (а0), і внас
лідок лінійної незалежності у = .у, (а) і у = у2(а) він не дорівнює нулю,

тобто система має єдиний розв’язок С, = Су , С2 = С2. Підставивши 

ці значення в (12.35), дістанемо частинний розв’язок, який задоволь
няє вибрані початкові умови. Таким чином, розв’язок (12.35) є за
гальним для рівняння (12.34), що й треба було довести.

ТЕОРЕМА 12.6
J Для визначника Вронського справджується формула Ліувіл- і
І ля -Остроірадського:

j И' ( x )  = TV(x0)e~lplx)dx. (12.36)

Доведен н я

Диференціюючи W (х), дістанемо диференціальне рівняння

Ж '( а ) =
Уі'(А ) у2(х)

_1_
Уі(х) у2(х)

у ! ( * ) у'2(х)
І

У[\х) у2(х)

= -p (x )W (x ).
Уі(х) Уі(х)

-р (х)у((х) - q(x)y{ (x) -р(х )у2(х) - q(x)y2(x)

Зінтегрувавши диференціальне рівняння IV'(х) - -р (a ) W (а), діста
немо рівняння (12.36).

♦  Н аслідок. Якщо визначник Вронського перетворюється в нуль у де

якій точці x — Aq, а у = р (х ) — неперервна функція, т о  IV(х) = 0.
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Розглянемо основні властивості розв’язків лінійного неоднорідно 

го рівняння (12.33).

ТЕОРЕМА 12.7 
(про структуру загального розв’язку лінійного 

неоднорідного рівняння)
Загальний розв ’язок рівняння (12.33) складається із суми 

його частинного розв’язку й загального розв’язку відповід

ного однорідного рівняння (12.34):

у * М ) = y 0S * ) +Ун*о№· ( ]2·37)

Д о в е д е н н я

Нехай уоа = С 1у 1 (х) + С2у2(х) — загальний розв ’язок відповідного 

однорідного рівняння, де С |5 С2 — довільні сталі, а_унеол — частинний 

розв’язок неоднорідного рівняння (12.34).

Покажемо, шо функція (12.37) — це розв ’язок рівняння (12.34). 

Справді, підставивши в це рівняння похідні функцій уол і .у, і згру

пувавши доданки, дістанемо, шо (12.37) є розв ’язком.

Тепер покажемо, що функція (12.37) є загальним розв’язком неод

норідного рівняння (12.34). Розглянемо різницю >’ (*) - _Унеол(*), де 

у(х) — довільний розв’язок рівняння (12.34). Ця різниця є розв’язком 

однорідного рівняння, в чому легко переконатися, підставивши його 

й згрупувавши відповідні доданки:

O ’ (-V) - ylKm{ x ) f  + р(х)(у (х ) - Уп,т (х)У  + q(x)(y(x) ~ уІК „,(.v)) =

= (у"(х) + Р(х)у '(х) + q(x)y(x)) - 

- (Уи;,,(х > + Р(х)у'ни од(-ї) + q(x) У і кол (v)) = 0 .
Отже, цю різницю можна записати у вигляді частинного розв’язку 

однорідного рівняння (12.34)

- v„oo;i(-v) = гол = С/V, (,ν) + C?r2(.v),

де C,0, C? — певні значення сталих С,, С2 у формулі (12.34). Таким 

чином, довільний розв’язок рівняння (12.33) можна дістати за форму

лою (12.37) добором довільних сталих С,, С2, а це й означає, шо функ

ція (12.37) є загальним розв’язком неоднорідного рівняння (12.33).

Теорему доведено.

Отже, щоб знайти загальний розв ’язок неоднорідного рівняння

(12.33), потрібно:
1) знайти загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння

(12.34);

2) знайти частинний розв’язок неоднорідного рівняння (12.33). 

Задача визначення частинного розв’язку неоднорідного рівняння в

загальному випадкові досить складна. Але є метод варіації довільної 

сталої, який грунтується на використанні відомого розв’язку одно

рідного рівняння.

Нехай j>0J = С ^О с )  + С2у2(х) — загальний розв’язок однорідного 

рівняння (12.34). Припустимо, шо частинний розв’язок неоднорідного 

рівняння (12.33) має аналогічний вигляд, але довільні сталі С ,, С2 є 

функціями від змінної х.

Унеод = CiW-Vito + С2(х)у2{х). (12.38)

Диференціюючи рівність (12.38), дістанемо

ν,',,ο, = С '(х )У і(х ) + C,(.v)>’i(.Y) + с ; (х)у2(х) + С2 (х )у ’2(х).

Визначимо функції С,(х), С2(х) так, шоб виконувалося співвідно

шення

C|'(-v)V[(.v) + С'2{х)у2(х) = 0. (12.39)

Тоді

>неод = C|(A')>’i(.v) + С> (х)у'2(х).

Диференціюючи цю рівність, матимемо

>ні-од = C|'(-v)>’i(-v) + C, (*)>·"(.*) + с 2 (х)у'Лх) + С,(х)у"(х).

Підставивши >’мео І. ν,',οο.·,, Ум и У рівняння (12.33) і згрупувавши 

доданки при С](х), С2(х), дістанемо

С|(х )(у "(х ) + р(х)уЦх) + q(x)})(x)) + С, (х)(у2(х) + р(х)у ',(х) +

+ q(x)y2(x)) + С,'(л) ν,'(Λ') + С '(л ) v'(.v) = /(.v).

Оскільки у = ̂ ( х )  і у - у2(х) — розв ’язки рівняння (12.34), то

множники при С,(х), С2(х) дорівнюють нулю. Рівність спрощується:

С|'(л)Г|'(л) + С'Лх)у'Лх) = f(x ).



Об’єднуючи її з рівністю (12.39), дістанемо систему лінійних рівнянь 
відносно С[(х), С2 (х ):

fc;(jr)^(jf) + С2(х)у2(х) = 0,
(12.40)

[С,'(х)^'(х) + С2(х)у2(х) = f (x ) .

Визначник цієї системи — визначник Вронського, й він не дорів
нює нулю, оскільки складений із лінійно незалежних функцій 
у  = _у,(х) і у  = у2(х). Це означає, що система має єдиний розв’язок. 

Нехай С,'(jc) = фл (jc), С2(x ) = φ2(χ) — розв’язок системи (12.40). Ін- 
тегруючи ці вирази, дістанемо С,(х), С2(х). Підставивши їх у рівняння
(12.33), знайдемо його частинний розв’язок.

12.4.4. Лінійні диференціальні рівняння другого порядку 
зі сталими коефіцієнтами

Розглянемо важливий і поширений клас лінійних диференціаль
них рівнянь, в яких функції у = р (х ), у = q(x) сталі.

»» Означення 12.22. Лінійним однорідним диференціальним рівнян
ням другого порядку зі сталими коефіцієнтами називають диферен

ціальне рівняння вигляду

у " + py' + qy = 0, (12.41)

де у — шукана, двічі неперервно диференційовна функція; р, q — де

які дійсні числа.

Розв’язок рівняння (12.41) шукатимемо у вигляді у = е*\ де k — 

деяке число. Підставляємо цю функцію в рівняння (12.41):

k 2ekx + pkekx+ qekx= 0.

Скоротивши обидві частини рівняння на дістанемо квадратне рів
няння

k 2 + рк + q = 0, (12.42)

яке називають характеристичним рівнянням для (12.41).
Отже, якщо k — розв’язок рівняння (12.42), тоу = е Ьс — розв’язок 

однорідного рівняння (12.41).

Вигляд розв’язку рівняння (12.41) істотно залежить від того, які 
корені має характеристичне рівняння (12.42). Позначимо ці корені 
через kv k2.

ТЕОРЕМА 12.8 
(про структуру загального розв’язку 

лінійного однорідного рівняння зі сталими коефіцієнтами)
1. Якщ о корені характеристичного рівняння (12.42) дійсні 

й різні (£, *  к2), то загальний розв ’язок рівняння (12.41) 
має вигляд

у =  С хе к'х + С2е к*. (12.43)

2. Якщ о корені характеристичного рівняння (12.42) дійсні

й рівні (А;, = к2 = к), то загальний розв’язок рівняння (12.41) 

має вигляд І

у = + С^хе**. (12.44)

3. Якщ о корені характеристичного рівняння (12.42) комп

лексні (*! = α  + β/, к2 = а  - β/), то загальний розв ’язок 

рівняння (12.41) має вигляд

у  = е ^ С ,  cos βχ + с 2 sin βχ). (12.45) i

У всіх трьох випадках С р С2 — довільні сталі. {

Достатньо переконатися в тому, що кожен із доданків у правих 
частинах рівностей (12.43)—(12.45) буде розв’язком рівняння (12.41), 
а потім, за визначником Вронського, — що кожна пара функцій у цих 
рівностях лінійно незалежна.

Розглянемо приклади відшукання загальних розв’язків лінійних 
однорідних рівнянь зі сталими коефіцієнтами.

■ П р и к л а д  12.13. Знайдемо загальний розв’язок рівняння у" + 5у + ()у = 0.

Запишемо характеристичне рівняння, яке відповідає даному дифе
ренціальному рівнянню:

k2 + 5k + 6 = 0.
Його корені = -2, к2 = -3. Загальний розв’язок рівняння



■ П р и к л а д  12.14. Знайдемо загальний розв ’язок рівняння у" - 8 v' + 16 у = 0.

Характеристичне рівняння, шо відповідає даному диференціаль
ному рівнянню, має вигляд у" -Ну' + 16 у = 0 або (k - 4)2 = 0. У нього 
один кратний корінь £, = к2 = 4. Загальний розв’язок рівняння

у=  (С, + С-рс)е*х.

■ П р и к л а д  12.15. Знайдемо загальний розв’язок рівняння у” - 2 у' + 2 у = 0

Відповідне характеристичне рівняння має вигляд k 2 - 2к + 2 = 0. У 
нього комплексно-спряжені корені λ, = 1 + /, к2 = 1 - і. Отже, загальний 
розв’язок рівняння

у = ех( C, cos x + С2 sin х).

р» Означення 12.23. Лінійним неоднорідним диференціальним рівнян

ням другого порядку зі сталими коефіцієнтами називають диферен

ціальне рівняння вигляду

у " + РУ +ЯУ = /(-V), (12.46)

де у — шукана, двічі неперервно диференційовна функція; р, q — де

які дійсні числа; / ( а )  — відома неперервна функція.

Загальний розв ’язок неоднорідного рівняння є сумою загального 

розв ’язку >>од(а) відповідного однорідного рівняння (12.41) та частин

ного розв ’язку ,унєод(а) неоднорідного рівняння (12.46):

^ a ,W = ^ W + ^ He0aW ·

Якщ о / (а )  — поліном, показникова чи тригонометрична функція 

або їх комбінації, то частинний розв ’язок рівняння (12.46) можна 

знайти методом невизначених коефіцієнтів, використовуючи вигляд 

правої частини f(x )  рівняння. П ри цьому треба знайти корені kv k2 

характеристичного рівняння (12.42) і керуватися такими р е к о м е н 

д а ц ія м и .

1. Якщ о права частина рівняння (12.46) — поліном:

f (x )  = а0 х" + а1х " 1 + ... + а„ = Р„( а ) ,

тобто є многочленом із відомими коефіцієнтами а0, а х, ..., ап, то 

частинний розв ’язок  _Унєол(а) неоднорідного рівняння шукають у 

вигляді

* .Γ,κό.ι<α') = (?„<*) = ь0х" + Ь\а " ' 1 + ... + Ь„ при А, * 0, к2 * 0;

* = х г(Ь0х" + ь {а "-1 + . . .  + b„) = xrQ„(x) при А, = 0,к 2* 0,

де r — число коренів характеристичного рівняння (12.42), що дорівню
ють нулю, а невідомі коефіцієнти b(], bv ..., bn многочлена Q„(x) знахо
дяться методом невизначених коефіцієнтів після підстановки розв’язку 
унеод(х) та його похідних у ліву частину диференціального рівняння.

2. Якщо права частина має вигляд

/ ( а) = eaxPn( а), (12.47)

то частинний розв’язок ,Унєод(а ) неоднорідного рівняння шукають у
такому вигляді:

* УнеодМ = eaxQ„(x) ПРИ к\ *v-,k2* а;

* = e"xxQn(x) при А, = а, к2 * а;

* -УнеодМ = eUXx 2Q„(x) при к} - к 2 = а,

де Q(а) — многочлен того самого степеня, що й Р„(х), але з невідоми
ми коефіцієнтами, які знаходять методом невизначених коефіцієнтів.

/  Зауваження 12.2. Випадок <х = 0 не виключається. При цьому / ( а )  = Рп(х), 
а у їх) = Qn(x)xr, де r — число коренів характеристичного рівняння 
(12.42), які дорівнюють нулю.

3. Якщо права частина має вигляд

/ ( а )  = a cos βΑ + b sin βΑ, (12.48)

де а, b, β — відомі дійсні числа, то частинний розв’язок неоднорідного
рівняння шукають у вигляді

ДнеодМ = (А COS βΑ + В sin βΑ)ΑΓ,

де r — кількість коренів характеристичного рівняння (12.42), шо до
рівнюють β/.

4. Якщо права частина має вигляд

/ ( а) = Єш{Рк{A)COS βΑ + (?m(A)sin βΑ), (12.49)
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де α, β — відомі дійсні числа, Рк(х) і Qm{x) — многочлени, що можуть 
бути як однакового степеня, так і різних (якщо вони різних степенів, 
то нехай п — їхній найвищий степінь; при п = 0 ці многочлени — сталі 
величини), то:

• коли число γ = а  + β/ не є коренем характеристичного рівняння, 
частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукають у вигляді

Унеод =  e aX( P „ ( x ) COS β-V + Q H (x)sin β.ν),

де Ρη(χ) i Q„(x) — многочлени степеня η = max{k, m}, коефіцієнти 
яких визначаються підстановкою невідомої функції в неоднорідне 
рівняння (12.46);

• коли число γ = α + β/ є коренем характеристичного рівняння 
кратності г, частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукають у 
вигляді

>’неол = xre'LX (Р  „(X)cos βχ + Q„ (Λ-) sin βΛ·).

5. Якщо права частина f(x) є сумою функцій вигляду пп. 1—4, то 
частинний розв’язок дорівнює сумі відповідних функцій.

Невизначені коефіцієнти знаходять таким методом. У задане рів
няння підставляють у відповідному вигляді .унеод, ,у'еод і у "еод і по
рівнюють коефіцієнти при відповідних степенях незалежної змінної в 
лівій і правій частинах рівності. Далі на прикладах буде показано, як 
це робиться практично.

■ П р и к л а д  12.16. Розв ’яжемо рівняння у" + 5у’ + 6у = 56eVx.

Запишемо характеристичне рівняння, яке відповідає даному дифе
ренціальному рівнянню: к2 + 5к + 6 = 0. Його корені к{ = -2, к2 = -3. 
Загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд

>од = С2в-*.

Знаходимо частинний розв’язок неоднорідного рівняння. Права час
тина рівняння має вигляд f(x) = 56eSx. У цьому разі Рк(х) = 1 і Qm(x) = 0; 
а  = 5, β = 0; γ = а  + β/ = 5 не є коренем характеристичного рівняння. 
Тому частинний розв’язок шукатимемо у вигляді _унеод = Ле5х (А = const). 

Тут Р0 = А (загальний вигляд многочлена нульового степеня). Знахо

димо похідні: у 'еол = 5Ае5х, у ”^  = 25Ае5х. Підставивши >-неод, у 'еод і у"еод у 
задане рівняння, дістанемо

25Ае5х+ 5 · 5AeSx + 6AeSx = 56АеЬх,

тобто

56АеSx = 56е5х,

звідки А=  1.

Отже, частинний розв’язок неоднорідного рівняння ^неод = е5х, а 
загальний розв’язок заданого рівняння

у =  С]е '2х+ С2е~3х + е5х.

■ П р и к л а д  12.17. Розв ’яжемо рівняння у" + Зу' - 4у = х 2.

Запишемо характеристичне рівняння, яке відповідає даному дифе
ренціальному рівнянню: к7 + Зк - 4 = 0. Його корені к{ = -4, к2 = 1. 
Загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд

Уол = С]Є Ах+ С2ех.

Знаходимо частинний розв’язок неоднорідного рівняння. Права час
тина рівняння має вигляд /(x) = jt2. У цьому разі Рк(х) = x 2 і Qm(x) = 0; 
a = 0, β = 0; γ = α + β/ = 0 не є коренем характеристичного рівнян

ня кратності 1. Тому частинний розв’язок шукатимемо у вигляді 

Унеоя = ах 2+Ях+С. Знаходимо похідні: у 'еод =2Ах+ В, >-'еод = 2А. Підста

вивши >-неод, у'неоа і _у"еод у задане рівняння, дістанемо

2А + 2Ах2 + Вх + С - х 2.

Зібравши коефіцієнти при відповідних степенях х, матимемо

л2 2А = 1, 

д 5  = 0,
Λ° 2А + C = 0,

звідки А = 1/2, В=  0, C- -1.

Отже, частинний розв’язок заданого рівняння

1 .
Ух R-ОД = 2 Х ~ ~ 1 '

а загальний розв’язок

у = С,е-4ї +С,ех +1.V2 -1
2 2



■ П р и к л а д  12.18. Розв ’яжемо рівняння у" + 4у = cos 2 л .

Запишемо характеристичне рівняння, яке відповідає даному дифе
ренціальному рівнянню: к2 + 4 = 0. Його корені А, = —2/, к2 = 2і. Загаль
ний розв’язок однорідного рівняння має вигляд

^од = C, cos 2х + С2 sin 2х.

Знаходимо частинний розв’язок неоднорідного рівняння. Права 
частина рівняння має вигляд f(x) = cos 2х. У цьому разі Рк(х) = 1 і 
Qm(x) =0; а  = 0, β = 2 ; γ = а  + β/ = 2 /  є коренем характеристичного 
рівняння кратності 1. Тому частинний розв’язок шукатимемо у ви

гляді

Д'неод = х (А cos 2х + В sin 2х).

Підставивши унеш, у'иеод і у 'н'еод у задане рівняння й зібравши коефіцієн
ти при відповідних степенях х, дістанемо систему рівнянь для визна

чення А і В:

4В= 1, -4/1 = 0,

звідки А = 0, В = 1/4.
Отже, частинний розв’язок заданого рівняння

1 · і
Унеод = 4 v Sln 2 V>

а його загальний розв’язок

у = C, cos 2.V + C-, sin 2.X' + — x sin 2х.
У 1 2 4

■ П р и к л а д  12.19. Розв’яжемо рівняння у" - 6 у + 8  у  = Зе1х.

Запишемо характеристичне рівняння, яке відповідає даному дифе
ренціальному рівнянню: А:2 — 6А: + 8 = 0. Його корені =4 , к2 = 2. 
Загальний розв’язок однорідного рівняння має вигляд

Ум н= С ,е 4*+ С 2е 2*.

Знаходимо частинний розв’язок неоднорідного рівняння. Права час
тина рівняння має вигляд f(x) = Зе2х. У цьому разі Рк(х) = 3 і Qm(x) = 0; 
а  = 2, β = 0; γ = а  + β/' = 2 є коренем характеристичного рівняння 
кратності 1. Тому частинний розв’язок шукатимемо у вигляді

Лхе2х-

Знаходимо похідні:

Унеод = 2Лхе2х + Ле2х = Ае1х(2 х  + 1),

>„е„;| = 2 Ае~х (2.V + 1) + 2Ае~х = 4Ае~л(х + 1). 

Підставимо унеод, у'неод і у"еод у задане рівняння:

8 У = Лхе2х,

-6 у' = Ле2х( 2 л-+ 1),

1 У = 4 Ае2х(х + 1)

Зе2* = е^ЯАх - 12Ах - 6А + 4Л + 4Ах).

Поділивши рівняння на е2* * 0, дістанемо рівняння для визначення 
невідомого коефіцієнта А :

З = -2А, А = -3/2.

Отже, частинний розв’язок заданого рівняння

а його загальний розв’язок

у  = С,е4л + С2е2х - | а ч ’ 2 х

або

у = с 1е*х +{с2 -± х у х.



12.5
Застосування методів диференціальних рівнянь 

в економічних моделях

12.5.1. Модель демографічного процесу

Зі статистичних даних відомо, щ о для даного регіону кількість 

новонароджених і померлих за одиницю часу пропорційна чисельності 

населення з коефіцієнтами пропорційності к} і к2 відповідно. Знайде

мо закон зміни чисельності населення в часі, інакше кажучи, опишемо 

демографічний процес у регіоні.

Нехай >’ = >'(/) — кількість мешканців регіону в момент часу t.

Приріст населення Ау за час At дорівнює різниці між кількістю н аро

джених і кількістю померлих за цей час, тобто

Ау .
Ay = k }yAt - k2yAt або —  = ky,

де k = А:, - k2.

Переходячи до границі при At -» 0, дістанемо рівняння

y ' = ky. (12.50)

Це диференціальне рівняння першого порядку з відокремленими змін

ними. Розв’яжемо його:

—  = ky, —  - k dt, [—  = k id t ,  ln | у \ = kt + Q ,  y = ek,+(\ 
dt у J у J

у -  Cekt, (12.51)

де C — довільна стала, що визначається початковими умовами (чи

сельністю населення в початковий момент часу).

12.5.2. Модель рівноважного зростання
випуску продукції

Нехай продукція деякої фірми продається за ф іксованою ціною р. 

Позначимо через q{t) обсяг продукції, реалізованої в момент часу t. 

Тоді на цей момент часу дістанемо доход R (t)  = pq{t). Припустимо, 

що частина доходу використовується на інвестиції у виробництво ре

алізованої продукції, тобто

I ( t )  = mpq(t), (12.52)

де m — норма інвестицій (стале число), причому 0 < m < 1.
Якщо виходити з припущення про ненасичення ринку (тобто про 

повну реалізацію продукції, шо виробляється), то в результаті розши
рення виробництва буде одержано приріст доходу, частина якого зно
ву використовуватиметься для розширення випуску продукції. Це 
приведе до зростання швидкості випуску продукції (акселерації), при
чому швидкість випуску пропорційна збільшенню інвестицій, тобто

q '(t) = //(/), (12.53)

де 1/1 — норма акселерації. Підставивши (12.53) у (12.52), дістанемо

q ' = lmpq(t)

або

Я' ~ kq{t), (12.54)

де k - Imp.

Рівняння (12.54) — це диференціальне рівняння першого поряд
ку з відокремленими змінними, загальний розв’язок якого q = Cekt, 
де C — довільна стала.

Нехай у початковий момент часу t = t0 обсяг продукції становить 
%■ Тоді = Се к!"

Виразимо сталу: C = q0e kt" і підставимо її значення в загальний 
розв’язок. Дістанемо частинний розв’язок рівняння (12.53), тобто роз
в’язок задачі Коші

9ο = 9 ο^ ('· 'ο)· (12.55)

Зазначимо, що математичні моделі мають властивість загальності. 
Так, рівняння (12.55) описує також динаміку росту цін за постійної 
інфляції, процес розмноження бактерій, процес радіоактивного розпаду.

12.5.3. Модель зростання випуску продукції 
в умовах конкуренції

Припустимо, що деяка фірма випускає продукцію й продає її за 
ціною р  за одиницю. Позначимо через q = q(t) обсяг продукції, яка 
реалізована в момент часу t. Нехай ціна залежить від обсягу продукції.
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Тоді р = p(q) — спадна функція, тобто зі збільшенням обсягу випуску

продукції її ціна на ринку зменшується. Це означає, що < 0. У
dq

момент часу t фірма одержує доход R (t)  = p (q (t j)q ( t) . Якщо частина 
доходу використовується на інвестиції /(/) у виробництво реалізованої 
продукції, то за умови ненасиченості ринку швидкість випуску про
дукції пропорційна збільшенню інвестицій, тобто q ' = kq, к = Imp, де 
т  — це норма інвестицій, 1/1 — норма акселерації, р  — стала ціна.

У випадку, коли ціна p - p (q ) , дістанемо диференціальне рівняння 
першого порядку відносно q із відокремленими змінними

q ' = ap{q)q, (12.56)

де α = Іт. Оскільки всі співмножники в правій частині цього рівнян
ня додатні, то й q ' > 0, тобто функція q - q(t) зростаюча. Характер 
зростання функції визначається її другою похідною. Диференціюючи 
рівняння (12.56), дістанемо

q = а ' / Ч dp
qp(q) + q~rq  

dq

/f dP λ= aq
P + d q q

Оскільки еластичність попиту Ep(q) =

на записати у вигляді

q = α  qp

dq_ £

dp q '

(12.57)

то рівність (12.57) мож-

dq р
щ ' р  І  ’

dq
Ураховуючи, що ^  < 0, а отже, й E(q) < 0, остаточно дістанемо 

dp р

aq p 1-

£p(q)

(12.58)

Із рівності (12.58) випливає, що за еластичного попиту, тобто коли 
І Ер(я) І > І, q "  >0, графік функції q - q (t )  має напрям опуклості вниз, 
а це означає прогресивне зростання; за нееластичного попиту, тобто 
при I Ep(q) І < 1, q " < 0, графік функції q = q(t) має напрям опуклості 
вгору, шо означає вповільнене зростання (насичення).

Розглянемо залежність ціни від попиту р  - p (q ) у вигляді лінійної 
функції (рис. 12.2)

p (q ) = a - b q , a > 0, b > 0. 

Тоді рівняння (12.56) і (12.58) набирають вигляду

q' - a  (a - bq)q

q "  = aq'(a - bq)

(12.59)

(12.60) 

(12.61)

відповідно.
Зі співвідношень (12.60) і (12.61) дістанемо, що q ’ - 0 при q = 0 і

а сі а  а
q = —, q ” > 0 при q < — , q" < 0 при q > — . Отже, q = —  — точка

b 2 b 2 b 2 b

перегину графіка функції q = q(t).

Рис. 12.2

Графік функції q - q(t) — однієї з інтегральних кривих диферен
ціального рівняння (рис. 12.3) — називають логістичною кривою.

12.5.4. Динамічна модель Кейнса

Розглянемо балансову модель, що охоплює основні компоненти 
динаміки економіки. Нехай y(t), E (t), S (t), I( t)  — відповідно націо
нальний доход, державні витрати, споживання та інвестиції. Всі ці 
величини розглядаються як функції часу t. Оскільки сума всіх витрат 
має дорівнювати національному доходові, то балансове рівняння за
пишемо у вигляді

y(t) = S (t) + I ( t )  + E(t).



Загальне споживання складається з внутрішнього споживання де
якої частини національного доходу в народному господарстві й кін
цевого (автономного) споживання. Тому можемо записати рівняння

S(t) = a (t)y (t) + b(t),

де а (/) — коефіцієнт схильності до споживання, 0<а( / )<1 ;Л(/)  — 
кінцеве споживання.

Розмір інвестицій не може бути довільним. Він визначається до
бутком норми акселерації k(t), значення якої характеризується рівнем 
технології інфраструктури даної держави, на граничний національний 
доход, тобто виконується співвідношення

1(0  = k(t)y '(t) .

У результаті дістанемо систему рівнянь

у(Г) = S(t) + H 0 +  E (t),

S(t) = a{t)y(1) + b(t), (12.62)

W )  = k{t)y\t).

Припустимо, щ о функції a ( t ) ,  b (t) , k ( t)  і E (t)  задані й є характерис

тиками функціонування й еволюції даної держави. Потрібно визначи

ти динаміку національного доходу у = y (t) як функції часу /.

З другого й третього рівнянь системи (12.62) підставимо вирази 

для S(t) і / ( / )  у перше. Матимемо

y(t) = a(t)y(t) + b(t) + k(t)y\t) + E(t)

або

k(t)y'(t) - (1 - a(t))y(t) = -b(t) - E(t)

або

/ ( 0  - 1 ~ a{,) y(t) = - b{t) + E{t). (12.63)
y k(t) k(t)

Це лінійне диференціальне рівняння першого порядку відносно ̂ ( / ) .  

Є  достатньо складна формула загального розв ’язку цього рівняння. 

Проаналізуємо просту ситуацію, коли параметри задачі a, b і к сталі.
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Тоді рівняння (12.63) зводиться до лінійного рівняння зі сталими ко
ефіцієнтами

, 1-й b + Е  
У - —7-У  = -- (12.64)

k '  k

Як відомо, загальний розв’язок неоднорідного рівняння є сумою 
деякого його частинного розв’язку та загального розв’язку відповід-

, 1-й
ного однорідного рівняння у -у = о.

За частинний розв’язок рівняння (12.64) візьмемо так званий рів
новажний розв’язок, коли у ' = 0, тобто

>п =
Ь + Е

(12.65)
Р і1 - а

Легко бачити, що ця величина додатна. Загальний розв’язок одно

рідного рівняння задається формулою у = С ехр
1 - й

Таким чи

ном, загальний розв’язок рівняння (12.64) має вигляд

A t)  = Y - £-  + C e ~ ' .

1 - й

Інтегральні криві рівняння (12.64) показано на рис. 12.4.

( 12.66)

Якщо в початковий момент часу _у0 < ур, то С = у0 - < 0, і криві
відхиляються вниз від рівноважного розв’язку, тобто при заданих 
параметрах задачі a, b, k i  Е  національний доход із часом зменшуєть
ся, оскільки показник експоненти в (12.66) додатний. Якщо _у0 > ур,



то C > 0, і національний доход зростає — інтегральні криві відхиля
ються вгору від рівноважної прямої у = ур.

12.5.5. Неокласична модель зростання

Нехай у = ДК, L) — національний доход, де/— однорідна вироб
нича функція першого степеня (f ( tK , tL) = rf(K , L)y, K — обсяг капі
таловкладень (виробничих фондів); L — витрати праці.

Розглянемо таку величину, як фондоозброєність k = K/L. Тоді про
дуктивність праці виражається формулою

F(k) = f (KL L ). (12.67)

Опишемо динаміку фондоозброєності в часі t. Модель базується 
на таких припущеннях:

1) відбувається природній приріст трудових ресурсів, тобто

L' = a L; (12.68)

2) інвестиції використовуються на збільшення виробничих фондів
і на амортизацію, тобто

l = K '  + βΑΓ, (12.69)

де β — норма амортизації.

Якщо / — норма інвестицій, то І = Іу = К ' + βΛ”, або

K' = lf{K , L) - β/Г. (12.70)

З означення фондоозброєності k - K/L випливає, що

In k - In K - In L.

Диференціюючи цю рівність за /, маємо

Г  = Г  и_

k ~ K L

Підставивши в добуту рівність вирази (12.68) і (12.70), дістанемо 
рівняння відносно невідомої функції k :

k’ _ l f ( K , L) $Κ  αL

k ~ K K  L

або
к

k ' = IF (k) - (α + β)&, (12.71)

де F(k) визначена за формулою (12.67). Рівняння (12.71) — це дифе
ренціальне рівняння першого порядку з відокремленими змінними.

З умови k ' = 0 випливає, шо I F(k) - (α + β)£ = 0, тобто kCT = const 
є коренем цього нелінійного алгебричного рівняння, який, своєю чер
гою, є стаціонарним розв’язком рівняння (12.71).

■ П р и к л а д  12.20. Для виробничої функції f (K , L) = VAX знайдемо 
інтегральні криві та стаціонарний розв’язок.

Запишемо

F(k)
f ( K , L) Ш  [ І

L L Ч L

Оскільки k = K/L, то рівняння (12.71) має вигляд

k' = lyfk - (а  + β)λ-

або

(12.72)

dk_

dt
= -fk(t - (α + β ) ^ ) .

Стаціонарний розв’язок цього рівняння можна знайти з рівності 

l4k  - (α + β)£ = 0 або 4к{! - (а + βΚ/£) = 0.

Маємо систему

К = 0,
к і=  0.

(α  + β)7^ = /; ° 4к = '  ; ~
а  + β

к, = 0, 

к, =
I і

(α + β)2

Iі
ненульовии частинний розв’язок якої кГТ = ----

(ос + β)ζ
Диференціальне рівняння (12.72) розв’язуємо методом відокрем

лення змінних:

\2 '

dk

•Jk(! — (а  + $)\[к) 
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= dt.



Інтегруємо обидві частини рівняння: 

г dk

\[к(1 - (а +
\dt.

і— dk dk
Зробимо заміну \Ік = :: — =  = dz або - =  = 2dz. Зінтегруємо рівняння:

2 yjk у/к

l·,

2d:
- J* .

(/ - (а  + Р)=)

1 f d(l - (а + Р)г) = _1_ f df 

а  + β J / - (а + p)z 2 J 

d(l - (а + β)Γ) _ α  + β

Π - (а + β)Γ

« + β,

/ - (а + $)\[к = Се 2 ,

1η|/-(α + β)ζ| = - ^ y & f + ln C,

α+β,
(а + р )4к = 1 -Се 2 ,

—  + С<? 2 ,

к =

а  + р

α + β. f

Се 2
а  + Р

(12.73)

Сукупність інтегральних кривих відхиляється вгору й униз від ста
ціонарного розв’язку (рис. 12.5), тобто к —» кст при t -> <ю. Отже, при

Контрольні

запитання

незмінних вхідних параметрах задачі /, а  і β функція фондоозброєності 
прямує до стаціонарного значення незалежно від початкових умов. У 
такому разі кажуть, що к = кст є точкою стійкої рівноваги.

ПМЖШІ

?
Контрольні запитання

1. Яке рівняння називають диференціальним?

2. Щ о таке порядок диференціального рівняння?

3. Як формулюється означення загального розв’язку, час
тинного розв’язку, загального інтеграла диференціально
го рівняння?

4  Щ о таке інтегральна крива? Які її властивості?

5. У чому полягає задача Коші для диференціального рів
няння першого порядку?

6. Як формулюється теорема існування та єдності розв’яз
ку задачі Коші для рівнянь першого порядку?

7. Щ о таке особливий розв’язок диференціального рівняння?

8. Яке диференціальне рівняння першого порядку назива
ють рівнянням із відокремлюваними змінними?

9. Як розв’язується диференціальне рівняння з відокрем
люваними змінними?

10. Яке диференціальне рівняння першого порядку назива
ють однорідним?

11. Як однорідне диференціальне рівняння зводиться до рів
няння з відокремлюваними змінними?

12. Яке диференціальне рівняння першого порядку назива
ють лінійним (однорідним, неоднорідним)?

13. Як формулюється теорема про структуру розв’язків л і
нійних неоднорідних диференціальних рівнянь першого 
порядку?

14. Які властивості розв’язків л інійних однорідних диферен
ціальних рівнянь другого порядку?



15. Які є основні типи й методи інтегрування диференціаль
них рівнянь другого порядку, що допускають зниження 
степеня?

16. Як записується загальний розв’язок лінійних однорідних 
диференціальних рівнянь другого порядку зі сталими ко 
ефіцієнтами в різних випадках?

17. У чому полягає задача Коші для диференціальних рівнянь 
другого порядку?

18. Як формулюється теорема про структуру розв'язків л і
нійних неоднорідних диференціальних рівнянь другого  
порядку?

19. У чому полягає метод невизначених коефіцієнтів знаход
ження частинних розв’язків л ін ійного неоднорідного ди
ференціального рівняння другого порядку?

20. В яких економічних моделях застосовуються методи зна
ходження розв’язків диференціальних рівнянь?

Приклади розв’язування задач

І 1 І Розв ’язати рівняння —  = у2.
-- 1 dx

Запишемо

Отже,

1 „—  =.v + C.
У

Із цього випливає, шо у = -- є загальним розв’язком даного рівняння.

Рівняння у2 = 0 має розв’язок у = 0.

Отже, всі розв’язки даного рівняння задаються формулами

У = — Ц т . > = о. 
x + С

Перша з формул задає сім’ю гіпербол, а друга — множину точок осі Ох. 

Якшо задати початкові умови і розв’язати задачу Коші у(хи) = у0, то діста

немо розв’язки вигляду

у = ---- ^ ---- , у = 0 .
1 -  У о (х  - - 'о )

І 2 [ Розв ’язати рівняння ху(1 + х 2)у' = 1 + у 2·

Позначимо v’ = —  і підставимо в задане рівняння. Помноживши рів- 
dx

няння на dx, дістанемо рівняння х (1 + х 2)у dy - (1 + y 2)dx = 0 , яке є рівнян
ням із відокремлюваними змінними. Відокремивши змінні (тобто поділив

ши рівняння над:(1 + х2)(1 + у 2)), матимемо

j· dy _ dx = ()

1 + у2 .γ(1 +.ν2)

Зінтегруємо це рівняння:

у dy f dx £f У dy Г dx

J l  + y2 J.vd + .v2) "

— ln(l + v2) - — ln ———7- = t  In C, ln(l + y2) - ln
2 ' 2 I + λ 2 1 +л-

, . C.v2 ,
Після операції потенціювання дістанемо у  + І = --- - аоо

1 + х~

, (C - 1).ν2 - 1
у  = 1------- ---- , ЗВШКИ

1 + .v

, (С-І)л-2 - !

У ~ 1 + .v2 ’

де С — довільна стала, С > 1.

І З І Розв’язати рівняння у' = — + cos — .
1---1 ,ν х

Це однорідне диференціальне рівняння. Зробимо заміну: у(х) = хи(х), 

у'(х) = и(х) + хи'(х). Тоді для нової невідомої и(х) матимемо рівняння з 

відокремлюваними змінними

и + хи' = и + COS и,



du du dx
x —- = cos u або ---- = —

dx cos u x

Інтегруючи праву й ліву частини рівняння, дістанемо

r du _ r d x 

J cos u J Λ
або In = In v + In C,

звідки

lg
It м
--l· —
4 2

= Cx, j  + у  = arctg Cx або м = 2 arclg Cx - j .

Оскільки u = y/x, t o

у = 2.v arctg Cx -

є загальним розв’язком рівняння.

I 4 І Розв ’язати рівняння (х + 2у - I )dx = (2х + 4у + 3)dy.

Перепишемо задане рівняння у вигляді

dy _ х + 2 у - 1 

dx 2 х  + 4 у + З

Зробимо заміну u = х + 2у. Тоді u' = 1 + 2у ' і у = --- Підставивши добуті

вирази в рівняння, дістанемо

J_ _  1 _  U  -  1

2 dv 2 2м + З 

Відокремимо змінні та зінтегруємо:

■2и + З 

4м + 1

Обчисливши інтеграли, дістанемо

або

2

йі/ 4м + 1

dx 2м + З

-du  = fdv. 
J 4м + 1 J

m + In І 4м + 1 I = * + C.
L O

Після повернення до невідомої у матимемо загальний інтеграл рівняння:

у  + >’ + ̂ ln  І 4л- + 8j  + 1 І = С.

1 5 І Розв 'язати рівняння у + — у = Зл'.

Це лінійне неоднорідне диференціальне рівняння першого порядку. 
Запишемо відповідне лінійне однорідне рівняння

у' + - у  = 0,
.V

яке є рівнянням із відокремлюваними змінними. Знайдемо його загальний 

розв’язок:

—  = або —  = - — , або In | v | = -In | .v | +ln С, або у = — . 
dx v у x ' х

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукатимемо у вигляді

С( γ)
у = — де С(х) — невідома функція. Знайдемо похідну: 

х

у. .  с ш -  а » )  = i c ,(v) _ J _ c ( t )

Л“ х х~

Підставляючи у та у' у початкове рівняння, дістанемо

1 Γ Ί  . 1 г . . 1 С(Л)
- С  (л)-- ТС(х) +----- = Зл,
А д- V А

звідки

Отже,

— С'(х) = З а , С'(л-) = З а 2, 
а

С(х) = x 3 + С,.

Підставивши добуте значення С(х), знайдемо шуканий розв’язок:

Сіу = — + X .
X

І 6  1 Розв ’язати рівняння у" - 1 - у ’2.

Позначимо у' = z. Тоді у"  = ζ ' , і задане рівняння перепишеться у 

вигляді

z ’ = 1 - z 2.

Це рівняння з відокремлюваними змінними. Відокремивши змінні, 

дістанемо

d:

l-z-

Після інтегрування матимемо



Оскільки z =

-In
[ + :

2 1--

dy_
Т О

dx ’
1 и

= л + — In C, або 
2 1 С,е2х + 1'

dy

dx
= 1 --

C , t ' v +1 С,е2л +1
dx.

Обчислимо інтеграл:

у = х + In I С] + е 2х І + С2.

Дістали загальний розв’язок заданого рівняння.

І 7 І Розв ’язати рівняння у" + 3у' + 2 у = 0.

Відповідне характеристичне рівняння кг + Зк + 2 = 0 має корені = -2 та 
= -1. Отже, загальним розв’язком диференціального рівняння є функція

у = Q e 2x + С2е~х.

j 8  І Розв ’язати рівняння у" + 2y’ + І0>’ = 0 .

Відповідне характеристичне рівняння к2 + 2к+ 10 = 0 має комплексно- 
спряжені корені А, = -1 + Зі, £, = -1 - Зі, а  = -1, β = 3. Загальний розв’язок 
диференціального рівняння записується у вигляді

у = <’“Ї (С1 cos За + С2 sin Зд·).

І 9 І Розв ’язати рівняння у" - 6у + 9у = 0.

Оскільки характеристичне рівняння к2 - 6к + 9 = 0 має кратний корінь 
kt = к2 = 3, то загальний розв’язок диференціального рівняння записується 
у вигляді

у = (Cj + С2.х)е3х.

Завдання 1 
Матриці. Визначники

Варіант №  1

1. Обчислити добутки матриць:

(\ 2 31
а) 2 4 6

3
\

6 9 / v

1 -1 1

-1 1 1

1 1 -1

f 2 -1 З

0 2 - 1  

1 0 1

-1 2 ' 

б) (2 3 4) 1 3 .

2 1ч /

2. Знайти значення f(A), де f(A) = А3 + А2 -ΊΑ  + 4Е,

2 3 г 1 0 °)
/4 = 0 1 -1 , Е = 0 1 0

-1 0 1 0 0 1 /

3. Знайти невідому матрицю X  із рівняння

п 2 -3' f 1 1 г

0 1 2 Z  = 2 -3 1

1 0 4
4 1 ~5



4. Обчислити визначники:

а а b

а) а b а ; б)

b а а

1 2  3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

в)

1 1

-1 1

1 -1 

1 1

5. Обчислити
1 1 

0 1

Варіант № 2

1. Обчислити добутки матриць:

а)

З 1 2  

1 0 1

- 1  - 1  2

1 -1 4

2 1 - 2  
-1 0 1

( 2 -1 1

0 1 1

■1 2 З

ί 212 З Р
-1

1 -1 2\ / 1 /

б)

2. Знайти значення/(Л), де f(A) = А 2 + 5А + Е,

' 3 4 0 ' п 0 0 '

А = 1 2 3 , Е = 0 1 0

і -3
1 -1 0 0 1 /

3. Знайти невідому матрицю X  із рівняння

'2 1 3> (1 -1 3'

X 0 2 0 = 4 2 0

1
V

4 5 1 4 5/
4. Обчислити визначники:

а)

1 

1 б) в)

5. Обчислити
0 2

Варіант № З

1. Обчислити добутки матриць:

а)

(5 2 -2 3' ( 2 2 2 2 А

6 4 -3 5 -1 -5 3 11

9 2 -3 4 16 24 8 -8

7\ 6 -4 7 8\ 16 0 -16 /

б)

з -П 
-1 1 

1 1
ч

2. Знайти значення f(A), де f(A)

2 1 -1

1 1 1

А 3- 2А2- А 2 £,

(-2 1 3' 1 0 0 '

А = -1 2 1 , £  = 0 1 0

-1
\

1 2 0 0 1

3. Знайти невідому матрицю X  із рівняння

'3 -1 2 'і '3 9 η

4 -3 3 X  = 1 11 7

1
\

3 1 7
V 5 7

/

4. Обчислити визначники:

а)

1 2 З

2 1 З

3 1 2

; б)

0 1 1 1 7 6 3 7

1 0 1 1
; в)

3 5 7 2

1 1 0 1 5 4 3 5

1 1 1 0 5 6 5 4

5. Обчислити



Варіант № 4

1. Обчислити добутки матриць:

а)

2 - 1  

5 -2

б)

3

1 о

4 2

3

4

-З  - 2  

-З -1

-4

-З

1

2

7 8 6 9

5 7 4 5

3 4 5 6

2 1 1 2

1 2 4! 

-1 4 

2 З

2. Знайти значення f{A), де f(A) = А 3 - 7 А2 + 18/4- 5Д

f 5 2 -3> 1 0 0 '

А = 1 3 - 1 , Е = 0 1 0

2 2 - 1 0 0 1
/

3. Знайти невідому матрицю X  із рівняння

f 5 3 П ' - 8 3 0 '

X 1 -3 - 2 = -5 9 0

-5 2 1
/

- 2 15 0
/

4. Обчислити визначники:

3 1 1

а) 1 4 1 ; б)

1 1 5

2 -5 1 2 0 1 1 1

-3 7 -1 4
; в)

1 0 1 2

5 -9 2 7 1 1 0 3

4 -6 1 2 1 2 3 4

5. Обчислити
4 1 

0 4

Завдання 2
Методи розв’язування систем лінійних рівнянь

Варіант № 1

1. Розв’язати методом Гаусса системи рівнянь:

а) б)

6-YjΑ'ι + 2хг + Зл'з * л4 =  0,

2л’| + Зл'2 * л-, — 2л4 — 1,

\| — 2х 2 — Зл;, + л 4 — 2 ,

З А] + а 2 - 5а3 -  л'4 =  0;

2. Розв’язати матричним способом системи рівнянь:

A, - 2 а 2 + З а 3 = З,

Зх2 + За 3 + 15а4 - 17а 5 = 26,

A j + 2 а 2 + А, + З а 4 - 2а'5 = 6, 

2aj + 2х , — За'з * 4 а 4 + л5 - 8 , 

4* і - л-2 - 2а3 + 6л4 - 4 а5 = 1 1 .

а)
5а| + 4 а 2 1,

За'[ - 2а 2 = 5;
б) 2a'j + З а 2 - а 3 = 13, 

Зл-] - а 2 - 2а 3 = 8 .

3. Користуючися формулами Крамера, розв’язати системи рівнянь:

а)

*і + *2 - = °· 

2.Vj + X j  + 2 л*з =  10, 

Α'ι - 3x2 + д'з = -2;

б)

2а, + З а , - Зл, + а 4 = З,

Зл'! + 4 а 2

- 4л , + 5л з — 2а 4 — 0,

■ Зл'з -  4 а 4 = 0 ,

А , + л'2 t 2 л'з - За4 --1.

4. Дослідити, при яких значеннях параметра λ система лінійних рів
нянь буде визначеною, невизначеною, несумісною, й розв’язати цю 
систему при тих значеннях λ, при яких вона буде визначеною:

ί(2 - λ)Λ- + 6_у = 1 ,

[6а  + (2 -  λ)>> = 1 .

Варіант № 2

1. Розв’язати методом Гаусса системи рівнянь:

а)

3a’[ + 2а 2 -  5а 3 + 4 а 4 -  2а 5 =  2, 

Aj - а 2 + 4л , - а 4 + 5а5 = -6, 

л', + 4л 2 -  13а 3 + 6а 4 -  12а 5 =  14, 

2л'[ + З а 2 - 9л , + 5а4 - 7х5 = 3;

б)

Зл| · 4 а ,  + А", + 2 а 4 — —З, 

За , + 5 а2 + З а , + 5 а 4 = -6, 

6 А| + 8л, + A3 + 5 а 4 — 8, 

З Л| + 5л, + Зл3 + 7 а 4 — 8.



2. Розв’язати матричним способом системи рівнянь:

Зл', + л*2 — 2л? = —2,

а)
Зл, + 2х2 = 4, 

2х, + х2 = 3; б) л, + 2_х 2 Зл'з — 7, 

2л*| + Зл*2 + — 1 ■

а)

2 л'| + X-) + л'з — 2, 

л, + 2 x~f + — З,

[л'і + х-t + 2 л'з — 1;

б)

3. Користуючися формулами Крамера, розв’язати системи рівнянь:

л, + 2л’·) + . v \> — = 0 ,

2л, + Зл2 - 4л3 + 4л4 = 6 ,

3-х, — 4л, + 2л, ■+■ л*4 " 4,

2л, -Зл, + л, -4л4 = -2.

4. Дослідити, при яких значеннях параметра λ система лінійних рів
нянь буде визначеною, невизначеною, несумісною, й розв’язати цю 
систему при тих значеннях λ, при яких вона буде визначеною:

J5.V + 5 у = 4 + λχ,

[7х + 3_у = 1 + λ*.

Варіант № З

1. Розв’язати методом Гаусса системи рівнянь:

а)

Зл, - 2л, - 5лч + л', = З,

б)

2 л j + 7л, + Зл'з + л4 = З, 

x, ' Злі + 5л'3 — 2 \ ) = З,

Л , + 5 д-2 — + 8 л -4 =  1,

5л, + 18л*2 + 4л', + 5л*4 = 1 2 .

2л, — Зл2 “Ь Л3 + Зл4 — —З,

л', + 2л2 - 4л4 = -З,

-V, -  х 2 -  4лз + 9л4 = 2 2 ;

2. Розв’язати матричним способом системи рівнянь:

2 л·, + Зл‘2 + 5л*з = 10,

б) · Зл', + 7 .V , + 4л', = З,

л', + 2л'-> + 2л'з -- 3.

3. Користуючися формулами Крамера, розв’язати системи рівнянь:

а)
2л‘, 4- 5л, — 1,

Зл-, + 7л'2 = 2;

а)

5л', - 6л, + 4л'3 

Зл', — 3л, * 2л'з 

4л‘, — 5л*, + 2л'з

З,

2, б)

л) — Зл3 + 4Λ4 — —5, 

лі - 2л3 + Зл4 = -4, 

Зл-, + 2л, — 5л-4 = 12, 

4л, + Зл'2 - 5л’3 = 5.

4. Дослідити, при яких значеннях параметра λ система лінійних рів
нянь буде визначеною, невизначеною, несумісною, й розв’язати цю 
систему при тих значеннях λ, при яких вона буде визначеною:

f/Lv + (λ + Y)y = 5,

[ Зд- + 4 у  = 5.

Варіант № 4

1. Розв’язати методом Гаусса системи рівнянь:

а)

4 л, - Зл, + л'з + 5л4 = 7,

б)

2Л( + Зл2 - л'з + л4 = 1,
8л, + 12 v, - 9λ, + 8а 4 = З,

4л, + 6л2 + Зл’з - 2л4 = З,

2л, + Зл'2 + 9л з - 7л 4 = 3.

- 2л, - 2л3 - Зл4 = З,

Зл, - л2 + 2л', = -1,

2л, + Зх2 + 2л3 - 8 л 4 = -7;

2. Розв’язати матричним способом системи рівнянь:

5л, — 6 .V )  -f· 4л, =  З, 

б) · Зл, - Зл'2 + 2л3 = 2,

4л, - 5л, + 2л'3 = 1.

а)
2л, - Зл2 =4, 

4 л, -5л2 = 10;

3. Користуючися формулами Крамера, розв’язати системи рівнянь:

а)

2х, + Зл2 + 5л3 = 10, 

Зл, + 7л2 ■ 4л3 = З, 

л, + 2л2 + 2л'3 = 3;

б)

x, - Зл2 + 5л3 - 7л4 =12, 

Зл", — 5л, + 7 л'з — л'4 — 0, 

5л, — 7л2 "Ь Л3 — Зл4 — 4, 

7л, - л2 + Зл, - 5л4 = 16.

4. Дослідити, при яких значеннях параметра λ система лінійних рів
нянь буде визначеною, невизначеною, несумісною, й розв’язати цю 
систему при тих значеннях λ, при яких вона буде визначеною:

λ.ν + (λ  + 10) j» = -1,

(λ  - 10 )х  + (λ  + 1 )у  = 2.



Завдання З 
Лінійні економічні задачі

Варіант № 1

1. Задано матрицю доходів інвесторів R =

(0,95 1,05

1,05 1,05 і матрицю, шо

1,40 1,21\ /
характеризує портфельні інвестиції Р=  (1000 5000 15 000). Визначи
ти, який прибуток гарантовано інвесторам.

2. Задано лінійну матрицю торгівлі трьох країн Q =
З З

і  0
з

П

4

\_

2

J_

4

Знайти торговельні бюджети для збалансованої торгівлі трьох країн 
за умови, що сума бюджетів Χλ + Х2 + Х3 = 35 000 грош. од.

3. Побудувати матричну модель умовної двогалузевої виробничої системи, 
якщо задано матрицю А прямих матеріальних витрат і матрицю обсягу

кінцевої продукції У: А =
0,2 0,3

0,1 0,05
У =

100

150
. Визначити:

а) коефіцієнти повних витрат;
б) матрицю валового випуску А"та план (валовий випуск) кожної 

галузі;
в) коефіцієнти непрямих (посередницьких) витрат.

4. У таблиці наведено дані про виконання балансу за звітний період (в 

умовних фошових одиницях):

Галузь
виробництва

Споживання Обсяг кінцевої 
продукції

Обсяг валового 
випуску

1 2

1 100 160 240 500

2 275 40 85 400

Обчислити необхідний обсяг валового випуску кожної галузі, якщо 
обсяг кінцевої продукції першої галузі збільшиться вдвоє, а другої — 
залишиться на попередньому рівні.

Варіант № 2

1. Задано матрицю доходів інвесторів R =

0,90 1,20 

1,05 1,05 

1,20 1,90

і матрицю, що

характеризує портфельні інвестиції Р=  (1000 7000 12 000). Визначи
ти, який прибуток гарантовано інвесторам.

2. Задано лінійну матрицю торгівлі трьох країн Q =

Знайти торговельні бюджети для збалансованої торгівлі трьох країн 
за умови, що сума бюджетів + Х2 + Х3 = 41 000 грош. од.

3. Побудувати матричну модель умовної двогалузевої виробничої систе
ми, якщо задано матрицю А прямих матеріальних витрат і матрицю

( 1 1 2

2 3 3

1 1 1

4 3 3

1 1
0

й 3

обсягу кінцевої продукції У: А = Визначити:
ОЛ 0,2 'j у  _ ί 500 

0,3 0,1 ' ” 100V / \ /
а) коефіцієнти повних витрат;
б) матрицю валового випуску X та план (валовий випуск) кожної 

галузі;
в) коефіцієнти непрямих (посередницьких) витрат.

4. У таблиці наведено дані про виконання балансу за звітний період (в 
умовних грошових одиницях):

Галузь

виробництва

Споживання Обсяг кінцевої 
продукції

Обсяг валового 
випуску

1 2

1 100 20 180 300

2 155 45 150 350

Обчислити необхідний обсяг валового випуску кожної галузі, якщо 
обсяг кінцевої продукції першої галузі збільшиться втроє, а другої — 
залишиться на попередньому рівні.



Варіант № З

1. Задано матрицю доходів інвесторів R =

0,80 1,30 

1,05 1,05 

1,90 0,20

і матрицю, що

характеризує портфельні інвестиції Р=  (1000 5000 15 000). Визначи
ти, який прибуток гарантовано інвесторам.

2. Задано лінійну матрицю торгівлі трьох країн Q =

1 1 '

3 4

1 1

3 2

1 1

3 4 ,

0 4 -

\_

2

1

2

Знайти торговельні бюджети для збалансованої торгівлі трьох країн 
за умови, що сума бюджетів Х} + Х2 + Х3 = 70 000 грош. од.

3. Побудувати матричну модель умовної двогалузевої виробничої систе
ми, якщо задано матрицю А прямих матеріальних витрат і матрицю

обсягу кінцевої продукції У: А
Г0,2 0 , р

, У =
'300'

[о,4 0,3 400\ /

. Визначити:

а) коефіцієнти повних витрат;
б) матрицю валового випуску X та план (валовий випуск) кожної 

галузі;
в) коефіцієнти непрямих (посередницьких) витрат.

4. У таблиці наведено дані про виконання балансу за звітний період (в 

умовних грошових одиницях):

Галузь
виробництва

Споживання Обсяг кінцевої 
продукції

Обсяг валового 
випуску

1 2

1 200 140 160 500

2 125 150 125 400

Обчислити необхідний обсяг валового випуску кожної галузі, якщо 
обсяг кінцевої продукції першої галузі збільшиться втроє, а другої — 
залишиться на попередньому рівні.

Варіант № 4

1. Задано матрицю доходів інвесторів R =

0,7 1,4

1,05 1,05 

1,85 0,25

і матрицю, що

характеризує портфельні інвестиції Р=  (4000 3000 15 000). Визначи
ти, який прибуток гарантовано інвесторам.

2. Задано лінійну матрицю торгівлі трьох країн Q =

Знайти торговельні бюджети для збалансованої торгівлі трьох країн 
за умови, що сума бюджетів ХІ + Х2 + Х3 = 90 000 грош. од.

3. Побудувати матричну модель умовної двогалузевої виробничої систе
ми, якщо задано матрицю А прямих матеріальних витрат і матрицю

'О,! 0,2
обсягу кінцевої продукції У: А -

400

200
. Визначити:

0,1 0,3

а) коефіцієнти повних витрат;

б) матрицю валового випуску X та план (валовий випуск) кожної 
галузі;

в) коефіцієнти непрямих (посередницьких) витрат.

4. У таблиці наведено дані про виконання балансу за звітний період (в 
умовних грошових одиницях):

Галузь

виробництва

Споживання Обсяг кінцевої 
продукції

Обсяг валового 
випуску1 2

1 20 200 180 400

2 135 300 65 500

Обчислити необхідний обсяг валового випуску кожної галузі, якщо 
обсяг кінцевої продукції першої галузі збільшиться вдвоє, а другої — 
залишиться на попередньому рівні.



Завдання 4 
Вектори

Варіант №  1

1. Знайти довжину вектора а = Зі + 4 j - \2к і його напрямні косинуси.

2. Вектори а і b утворюють кут φ = 120”, і | ά | = 3, | b \ = 5. Знайти

\a-b І.

3. Дано вектори а = (2; 3), b = (1; -3), с = (-1; 3). Визначити, при 

якому значенні а  вектори р = ά + ab і q = а  + ас колінеарні.

4. З ’ясувати, чи буде система векторів = (4; 3; 2; 1), х2 = (1; 2; 3; 4), 

хз = (5; 6 ; 5; 0) лінійно залежною.

5. Дано вектори а = (2; 1; 0), b = (1; -1; 2), с = (2; 2; -1), d = (3; 7; -7). 

Показати, що вектори a, b , с утворюють базис. Знайти розклад век

тора d у базисі векторів а, Ь, с.

6. Вектор с перпендикулярний до векторів а = (4; -2; -3) і b = (0; 1; 3) 
й утворює з віссю Оу тупий кут. Знайти координати вектора с, якщо

І c І = 26.

7. У просторі двох товарів із цінами (2, 4) вказати кілька наборів то
варів вартістю 8, 16, 24 (умов. грош. од.). Нехай ціни змінилися: (З, 3). 
Навести приклади товарів, які подешевшали, подорожчали, вартість 

яких не змінилася.

Варіант №  2

1. Знайти довжину вектора а = 20/ + 30j  - 60к і його напрямні косинуси.

2. Вектори а і $ утворюють кут 2π/3. Знайти довжину вектора с = 2а - З b , 

якщо І а І = 4, І ώ 1 = 5.

3. Дано вектори а = (1; 2), b = (-3; 4), с = (2; 1). Визначити, при 

якому значенні а  вектори р = b + аа  і q = а + ас колінеарні.

4. З ’ясувати, чи буде система векторів ή  = (1; 2; 1; 1), х2 ~ 3; 2; 1),
хз =  (-21 ; -1; 2 ; -11) лінійно залежною.

5. Дано вектори а = (3; -5; 2), b = (4; 5; 1), с = (-3; 0; -4), d = (-4; 5; -16). 

Показати, що вектори ά, b , с утворюють базис. Знайти розклад век

тора d у базисі векторів а, Ь, с.
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6. Вектор d перпендикулярний до векторів a = (1; 0; -1) і b = (2; 3; 4) 

й утворює з віссю Oz тупий кут. Знайти координати вектора d, якщо

\ d \  = S .

7. У просторі двох товарів із цінами (3, 5) указати кілька наборів то
варів вартістю 15, 30, 45 (умов. грош. од.). Нехай ціни змінилися: (4, 4). 
Навести приклади товарів, які подешевшали, подорожчали, вартість 
яких не змінилася.

Варіант № З

1. Знайти довжину вектора а = і - 2у - 2А і його напрямні косинуси.

2. Вектори а і b взаємно перпендикулярні, й | а | = 4, | b \ = 3. Знай

ти І ά + b I .

3. Визначити, при яких значеннях а  і β вектори а = (-2; 3; β) і 
b = (а; -6 ; 2) колінеарні.

4. З’ясувати, чи буде система векторів л:, = (4; 3; 2; 1), л;2 = (2; 3; 4; 5), 
л'з = (6 ; 6 ; 6 ; 6) лінійно залежною.

5. Дано вектори ά = (2; 1; -1), b = (1; -1; 2), t' = (3; -2; 1), d = (-8 ; 9; -1). 

Показати, шо вектори а , b, с утворюють базис. Знайти розклад век

тора d у базисі векторів а, Ь, с.

6. Вектор d перпендикулярний до векторів а = (3; 2; 2) і b = (18; -22; -5) 

й утворює з віссю Оу тупий кут. Знайти координати вектора d, якщо 

\ d  | = 14.

7. У просторі двох товарів із цінами (2, 9) указати кілька наборів то
варів вартістю 18, 36, 54 (умов. грош. од.). Нехай ціни змінилися: 
(4, 7). Навести приклади товарів, які подешевшали, подорожчали, 
вартість яких не змінилася.

Варіант № 4

1. Знайти довжину вектора а = 2/ - 6 j  + 3к, і його напрямні косинуси.

2. Вектори а і b утворюють кут π/З, і | ά | = 3, | b | = 5. Обчислити 

довжину вектора с = 2а - ЗS.

3. Дано вектори р = (-1; 3) і q = (5; 4). Визначити, при якому значенні 

а  вектори я = ар + \lq і b = Зр - q колінеарні.



4. З ’ясувати, чи буде система векторів х, = (1; 2; 3; 4), х , = (4; 3; 2; 1), 
х3 = (1; 1 ; 1; 1) лінійно залежною.

5. Задано вектори ά - (4; 5; 2), b - (3; 0; 1), c = (-1; 4; 2), d = (5; 7; 8). 

Показати, що вектори а , b, с утворюють базис. Визначити коорди

нати вектора d у базисі векторів а, Ь, с.

6. Вектор с перпендикулярний до векторів а = (3; 2; 3) і і  = (-1; -2; -5) 
й утворює з віссю Оу тупий кут. Знайти координати вектора с, якщо

і с і = ν π .

7. У просторі двох товарів із цінами (4, 3) вказати кілька наборів то
варів вартістю 12, 24, 48 (умов. грош. од.). Нехай ціни змінилися: 
(2, 5). Навести приклади товарів, які подешевшали, подорожчали, 

вартість яких не змінилася.

Завдання 5 
Елементи аналітичної геометри 

Варіант №  1

1. Трикутник задано вершинами А(2; 1), 5(3; 0), С(4; 4). Визначити:
а) рівняння сторони трикутника АВ;
б) рівняння середньої лінії трикутника MN, яка паралельна сто

роні АВ;
в) рівняння висоти, опущеної з вершини С;
г) значення кута BA С;
д) відстань від точки С до сторони АВ.

Зробити рисунок.

2. Знайти точку рівноваги, області прибутків і збитків компанії, яка 

щомісяця виготовляє х (тис. од.) виробів із ціною р = 4 грн. за 
одиницю, якщо суму загальних щомісячних витрат задано функ
цією уа = 600 + 2х.

3. Задано залежність попиту q= q{p) і пропозиції s = s(p) від ціни р : 
q = 800 - Юр, s = 200 + 10р. Знайти рівноважну ціну й доход за рівно
важної ціни. Побудувати графік функції доходу.

4. У просторі двох товарів описати бюджетну множину для векторів 
цін р  = (7; 3) при доході R = 42. Записати її межу за допомогою 
звичайних і векторних нерівностей. Бюджетну множину та її межу 
зобразити графічно.

5. Записати рівняння кола, діаметр якого — відрізок прямої х - у + 7 = 0, 
який відтинається гіперболою ху = -6 .

6. Записати канонічне рівняння прямої, що проходить через точку 
Л/0(1; -2 ; 1) перпендикулярно до площини, яка проходить через 
точки Л/,(3; 4; 6), М2(3; -2; -3), М3(6 ; 3; 2).

7. Знайти проекцію точки Л/,(1; -2; 1) на площину x + 4у + 3z - 2 = 0.

Варіант № 2

1. Трикутник задано вершинами А( 10; 13), 5(13; 6), С(1; 1). Визначити:
а) рівняння сторони трикутника АВ\
б) рівняння середньої лінії трикутника MN, яка паралельна сто

роні АВ\

в) рівняння висоти, опущеної з вершини С;
г) значення кута ВАС\
д) відстань від точки С до сторони АВ.

Зробити рисунок.

2. Знайти точку рівноваги, області прибутків і збитків компанії, яка 
щомісяця виготовляє х (тис. од.) виробів із ціною р  = 7 грн. за 
одиницю, якщо суму загальних щомісячних витрат задано функ
цією ув = 1000 + 5х.

3. Задано залежність попиту q = q(p) і пропозиції s = s(p) від ціни р : 
q = 400 - 20р, s = 70 + 10р. Знайти рівноважну ціну й доход за рівно
важної ціни. Побудувати графік функції доходу.

4. У просторі двох товарів описати бюджетну множину для векторів 
цін р = (5; 3) при доході R = 60. Записати її межу за допомогою 
звичайних і векторних нерівностей. Бюджетну множину та її межу 
зобразити графічно.

5. Записати рівняння кола, діаметр якого — відрізок прямої 5х - Ау + 40 = 0, 
що лежить між осями координат.

6. Записати рівняння гіперболи, що проходить через фокуси еліпса

х 2 у2
+ T-- = 1 і фокуси якої лежать у вершинах еліпса.
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7. Записати канонічне рівняння прямої, шо проходить через точку 
Л/0(-6 ; 1; 3) перпендикулярно до площини, яка проходить через 
точки Л/,(2; 3; 0), М2( 1; 2; 2), М3(-1; 0; -3).



Варіант № З

1. Трикутник задано вершинамиА(-\; 7), В(5; 3), С (-2; -16). Визначити:
а) рівняння сторони трикутника АВ;
б) рівняння середньої лінії трикутника MN, яка паралельна сто

роні А В;
в) рівняння висоти, опущеної з вершини С;
г) значення кута ВАС;
д) відстань від точки С до сторони АВ.

Зробити рисунок.

2. Знайти точку рівноваги, області прибутків і збитків компанії, яка 
щомісяця виготовляє х (тис. од.) виробів із ціною р = 10 грн. за 
одиницю, якщо суму загальних щомісячних витрат задано функ

цією уа = 2000 + 5х.

3. Задано залежність попиту q = q(p) і пропозиції s = s(p) від ціни р : 
q = 600 - 8р, s = 120 + 8р. Знайти рівноважну ціну й доход за рівноваж
ної ціни. Побудувати графік функції доходу.

4. У просторі двох товарів описати бюджетну множину для векторів 
цін р = (5; 8) при доході R = 120. Записати її межу за допомогою 
звичайних і векторних нерівностей. Бюджетну множину та її межу 
зобразити графічно.

5. Записати рівняння кола, описаного навколо трикутника, сторони 
якого лежать на прямих х - у  + 4 = 0 ,3х + у-  16 = 0іх+2>>-2 = 0.

6. Записати рівняння гіперболи, що проходить через фокуси еліпса
.2 ,2

—— + —— = 1 і фокуси якої лежать у вершинах еліпса.
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7. Записати канонічне рівняння прямої, що проходить через точку 
Л/0(6 ; 1; 2) перпендикулярно до площини, яка проходить через 
точки Л/,(3; 4; 2), М2(4; 5; 2), Л/3(7; 3; -2).

Варіант № 4

1. Трикутник задано вершинами А (-3; 0), 5(1; 4), С(3; -2). Визначити:
а) рівняння сторони трикутника АВ;
б) рівняння середньої лінії трикутника MN, яка паралельна сто

роні АВ;
в) рівняння висоти, опущеної з вершини С;
г) значення кута ВАС;
д) відстань від точки С до сторони АВ.

Зробити рисунок.

2. Знайти точку рівноваги, області прибутків і збитків компанії, яка 
щомісяця виготовляє х (тис. од.) виробів із ціною р = 8 грн. за 
одиницю, якщо суму загальних щомісячних витрат задано функ
цією уи = 1000 + 6х.

3. Задано залежність попиту q = q(j>) і пропозиції s = s(p) від ціни р : 
q = 400 — 5р, s = 100 + 5р. Знайти рівноважну ціну й доход за рівноваж
ної ціни. Побудувати графік функції доходу.

4. У просторі двох товарів описати бюджетну множину для векторів цін 
р = (4; 9) при доході R = 36. Записати її межу за допомогою звичай
них і векторних нерівностей. Бюджетну множину та її межу зобрази
ти графічно.

5. Знайти відстань від фокуса параболи у 2 = 4хдо точок перетину її з 
колом х 2 + у 2 = 12.

6 . Записати канонічне рівняння прямої, що проходить через точку
MQ( 1; -2 ; 1) перпендикулярно до площини, яка проходить через точ- 
ки Л/,(3; 4; 6), Л/2(3; -2; -3), Af3(6 ; 3; 2). ^

7. Знайти проекцію М  точки М2(2; -1; 3) на пряму — — = ^ —

Границя й неперервність функції

Варіант №  1

1. Обчислити границі:

. . .  x2 + х - 2 
a) lim — -̂----- ;

2х - х - 1

в) lim
Зх2 - 4х + 5

-*■* 5дг -Зх + 2 

sin X
д) lim —

б) lim
,v->0

J l  - x - yjl + x

r) lim ( λ/ λ 2 + 3 - .v);

о sin 5х - sin ї х '
e) lim

\2х

* 1 + X

-  I х
є) lim :-----

x 0 X
ж) lim  х  In

Л' —> +со

х + 1



2. Порівняти нескінченно малі функції при х -» 0:

а) α(χ) = V1 + .v -1  і β(χ) = -v;

б) а(х) = ліі + х 2 - 1 і β(χ) = .v.

3. Дослідити на неперервність функції та визначити характер точок 

розриву:

а) Д х ) =

еЛ , -4 < л < 1,

1, -v = І,

.v - 1, 1 < х < 4;

б) f(x ) = arccos 

в )Дх) = е ]/х.

1

4. Функція fix ) не визначена в точці Хц = 0. Задати значення f(x^) так,
_ sin X

щоб fix) стала неперервною в точці х0, якщо f ix )  = ^  .

1. Обчислити границі:

, х 2 -1/9
a) lim —-— -— ;

.v —> -і/з 1 + Зх

Варіант № 2

л/х + 3 - уііх  + З
б) lim

л - > 0 X і  + X

в) lim

д) lim

Sin .->7LY 

о sin 2πχ

ex - e~ x

r) lim
x + З

2 л

е) lim
Л' ~> 0 х

X

ln(cos х)

m +x - v і+л-
є) l im ------------

-v-»0 X
ж) lim (1 + sin τα)

.γ->0

.\Ctg κχ

2. Порівняти нескінченно малі функції при х -» 0:

а) аіх) = tg x - sin х і β(χ) = x2;

б ) α(χ) = 1η(1 - x3) і β(χ) = χ3.

3. Дослідити на неперервність функції та визначити характер точок 

розриву:

f 2х + 1, -2 < х < 0 ,

а ) / (л )=  ’ η[л +2, 0 < х < 2 ;

б) f ix )  = -1

5 - х

в) fix) = 2ctg х.

4. Функція fix ) не визначена в точці Xj = 0. Задати значення /(х0) так,

,  , . ,, . 1 - cos х
щоб f{x) стала неперервною в точці х0, якщо /(х ) = 2

Л'

Варіант № З

1. Обчислити фаниці:

. .. х 2 + 4х - 5 кч .. у/х + 13 - 2>/х + 1
a) lim --- ----- ; б) l im ------z------- ;

v —* і Λ·2 - 1 *->3 x -9

в) lim ; r) lim (1 - Зл4) ;
x -> 0 χ x -»0

д) lim χ(5ι/ϊ - 1); е) lim M f L l2 ) ;
,ν —>οο .V —> 10 .X* — 10

є) l im-!— ж) lim (l +3 tg 2x)ctg v. 
v —>11 — Ух « о

2. Порівняти нескінченно малі функції при х —> 0:

а) а (х ) = хл/х і β(χ) = х;

б) сх(х) = sin2(3\/x) і β(χ) = 9х.

3. Дослідити на неперервність функції та визначити характер точок

розриву:

f 2х + 1, 0 < х < 1,

2 - х, 1 < x < 2;
a) f ix )  =

б) Д х ) = — 1
х- - 4

1

в) Д х ) = 2 л-З

4. Функція fix) не визначена в точці Хд = 0. Задати значення /(х0) так,

4Л -1
щоб fix ) стала неперервною в точці хп, якщо f ix )  = ---- .

2х



Варіант №  4

1. Обчислити границі:

2

а) Іігп ~v- V А . . Іо л- - Зл

> .. 1 - cos 2л
в) l im ---- ----

■'•->0 л·2

T  - v2
д) lim ---- — ;

v —* 2 Д - 2

.. 2л 
є) lim --- -- ;
' -ν-οί/Γ77_ f

б) lim
x + З

■5 yfx + 4-1

г) lim (1 + 5л)
x -* 0

ІД.

e) lim v In
-Y —> + /

1 + .v

ж) lim (cos 2л)СІГ v.
v -> 0

2. Порівняти нескінченно малі функції при х 0:

а) сх(л) = a resin 2 л і β(.χ-) = л;

б) а(л) = е2х - f 4v і β(.ν) = sin Зл.

3. Дослідити на неперервність функції та визначити характер точок 
розриву:

a) f ix )
---- , λ * 1,
1 - χ

1. χ = 1;

6) /(Λ) =
2λ

β) f(x ) = 5- 'Λ.

4. Функція f(x) не визначена в точці = 0. Задати значення Дх0) так, 

шоб/(х) стала неперервною в точці jcq, я кщ о  / ( л )  = ^  + *  ~ .

Завдання 7 
Похідні й диференціали 

Варіант № 1

1. Знайти похідні функцій:

а) у = ,vln v;

б) л = e sin Г, у = e' cos /;

в) л sin у + у sin л = 0;

, - .v 1 - 3
г) у = In tg— t cos л + - sin v;

2 З

д) у = л/л arcsinVx + л/1 - л;

е) у = ех - sin с,л cos1 ех - sin3 ел cos сх.

2. Обчислити диференціали функцій:

. 1 v - 6 1
а) у = —  In----; б) v = arccos —.

12 х + б ' λ

3. Знайти наближене значення функції у = \[х у точці л0 = 15,8.
4. Визначити кут між кривими у = х - х 1 і у= х*- х .

5. Знайти похідну л-го порядку функції у = х"4х.

6. Знайти похідну шостого порядку функції у = ех sin х, використовую
чи формулу Лейбніца.

7. Знайти у" функцій:

а) х = а(1 - sin t), у = а( 1 - cos /); б) v1 + у 1 - Злу = 0.

8. Обчислити диференціал d 3y для функції у = x(ln х - 1).

Варіант № 2

1. Знайти похідні функцій:

а) у = (а*2 + 1)л' ;

б) л = є 1, у = /3, /є  R;

в) yfx + 4у = 4;



г) у = arccosy - л/4 - х2;

д) У = In
1 + sin д 

1 - sin χ

e) у = xcx (sin χ - cos χ) + c' cos ex.

2. Обчислити диференціали функцій:

а) у = arctg е2*; б) у = sin(ln х).

3. Знайти наближене значення функції f ix )  = Ух у точці = 0,95.

4. Визначити абсциси точок, в яких дотичні до графіка функції
у = 5х5 - Зх3 + х + 2 паралельні прямій х - у = 0.

5. Знайти похідну я-го порядку функції у =  ̂+ * .
1 - v

д-2
6. Знайти похідну п’ятого порядку функції у = --- , використовуючи

х -1

формулу Лейбніца.

7. Знайти у" функцій:

а) x = е2\ у = eir, t є R, 6 ) х 2 - у 2 = а 2.

8. Обчислити диференціал третього порядку для функції у = е*1п х.

Варіант №  З

1. Знайти похідні функцій:

а) у = (sin x)cos Λ ;

б) *  = I і + 3/ + 1, у = Зґ5 + 5/3 + 1;

V  І---

в) — + ех з — = 0;
X  V X

г) у = ІП(З.Х·2 + УІ9^*У,

д) у = .ν2λ/β2 - Λ·2 + а 2/2;

х 1
е ) >’ =  In tg —  + C O S  Д· + -  tg3 sin Λ'.

2. Обчислити диференціали функцій:

а) у = 1п(2д-3 + Зд·2); б) у = Jx  arcsinVx.

3. Знайти наближене значення функції arctg 1,05.

4. Визначити рівняння дотичної до графіка функції у = х 2, паралельної 

прямій 4х - у - 1 = 0.

5. Знайти похідну я-го порядку функції у = 2А + 2 \

6. Знайти похідну четвертого порядку функції у = x 2 sin Зх, використо

вуючи формулу Лейбніца.

7. Знайти у ”х функцій:

І--- v2 у 2
а) x = arccos\/7, у = vt - t2\ б) —  - —  = 1.

8. Обчислити d 2y для функції у = ln(x + \jx2 +4).

Варіант № 4

1. Знайти похідні функцій:

а) у = (x2 + l)cos v;

б) х = І jV /  + 1 j/, у = •Jte'T';

в) ху2 + у2 In х - 4 = 0;

г) у = arccos(2ir v - 1);

. arctg x . x
д) у = -- 5----- In

е) У = In

VTT7 

V 7 7 7 - X 2

Vx4 +1 + χ 2

2. Обчислити диференціали функцій:

■>
. X X

sin-- cos —
2 2

а) у = sin(ln х); б) у =

3. Знайти наближене значення In 8,194, якщо відомо, що In 9 = 2,1972.

4. Визначити, під яким кутом перетинаються графіки функцій у = sin х 

і у = cos х.



5. Знайти похідну л-го порядку функції у = 1п(2х + 3).

6. Знайти похідну п’ятого порядку функції у = x cos х, використовуючи 
формулу Лейбніца.

7. Знайти у " х функцій:

a) .v = ln lg y , у = Intg t; 6 ) arctg у = λ + у.

8. Обчислити диференціал третього порядку для функції у = x sin х.

Завдання 8
Застосування похідної до дослідження функцій 

Варіант № 1

1. Обчислити границі, використовуючи правила Лопіталя:

. In sin 2 л
а) lim ------- :

v —* In Зл

,. π /2 -arctg.x·
б ) lim —------%— ;

1п(1 + 1/л )

в) lim (a- - rt/2)tg a;
x  —»ir/2

r) lim
1

v »1 I A - 1 In A

д) lim i In — ] .
Л - - > (Ц  χ  j

2. Розкласти многочлен f(x) = 2x4 - 5x3 - Зх2 + 8х + 4 за степенями 
двочлена (х - 2).

3. Записати формулу Маклорена для функції f(x) = 1п(5 - 4л).

4. Дослідити функції та побудувати їхні графіки:

2

а) У = —г— j-: б) у = + 1)- - і[х^ + 1;

в) у = хе л; г) v = x In х.
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Варіант № 2

1. Обчислити границі, використовуючи правила Лопіталя:

a) lim
і In v

, ч .. ln(sin 5πχ)
6 ) lim —------

v^o+ ln(sin 27LV)

b )  lim x2e~ix\

r) lim
In λ λ - 1

д) lim (l - cos λ)τ.
λ- -> 0

2. Розкласти многочлен f(x) = 7л3 + 12л2 + Зх+ 1 за степенями двочлена 
( х - 2).

3. Розкласти в ряд Маклорена функцію f(x ) = х 1п(1 + х).

4. Дослідити функції та побудувати їхні графіки:

а) у
х - 4

б) у =
ІП А

в) у — х — 1п(1 + а);

— Λ

г) у = хе 2 .

Варіант № З

1. Обчислити границі, використовуючи правила Лопіталя: 

tg а - х
a) lim

*° Sin А - А 

„4

2 ’

Λб) lim
X —* + у. Q

в) lim In а 1п(д - 1);
х  1 +

г) lim
1 1



д) lim (1 + sin- х )ІВ"Л.
λ —> 0

2. Розкласти многочлен /(χ) = χ6 - 4χ5 + χ3 + 2χ2 - Зх + 1 за степенями 

двочлена (χ + 1).

3. Записати формулу Тейлора для функції / ( х) = In (2х + 1) в околі 

точки х0 = 1/ 2 .

4. Дослідити функції та побудувати їхні графіки:

а) у = —  ---б) у = л/х3 - Зх;
' 4-х - D2

2 -jr

в) у  =  v + arclg λ; г) у  = х } е  3 .

Варіант №  4

1. Обчислити границі, використовуючи правила Лопіталя:

a) lim

б)

->о л - sin Λ

m lg Λ :
o sin .v - x

в) lim ,v“ ln x, a  > 0 ;
Λ-—>0 +

r) lim (lnx-V x);
X  -> + ·/

д) lim (ln(.v + e))l/x.
.v-*0 +

2. Розкласти многочлен /(x) = x4 - 5x3 + 5x2 + x + 2 за степенями дво

члена (x - 2).

3. Записати формулу Маклорена для функції/(x) = е L0SX.

4. Дослідити функції та побудувати їхні графіки:

х4

(1 + хУ
а) у = , Λ — ; б) у = уі 1 - х 3;

в) у = 2х - a resin д·; г) у = х2е4х.

Завдання 9 
Застосування похідної в економічних задачах

Варіант № 1

1. Задано функції попиту q = q(p) і пропозиції s = s(p):

q = 1400 -5р, 5 = 1100 + 5р.

Визначити:
а) рівноважну ціну;

б) еластичність попиту й пропозиції за рівноважної ціни;
в) доход за рівноважної ціни;
г) ціну, за якої доход буде максимальним;
д) ціну одиниці продукції, за якої попит буде еластичним.

2. Фірма реалізує свою продукцію за ціною р  = 40 за одиницю, а витра
ти виробництва при цьому визначаються функцією С(х) = 4х + Зх3. 
Знайти оптимальний для фірми обсяг випуску продукції та відповід
ний йому прибуток. Побудувати графік функції прибутку залежно 
від обсягу випуску продукції.

3. Залежність між витратами виробництва фірми С (умов. грош. од.) та обся
гом випуску продукціїх (од.) виражається функцією С(х) = Юх - 0,04х3. 
Визначити середні й граничні витрати виробництва, якщо обсяг ви
пуску продукції х = 5 од., та оптимальний для фірми обсяг випуску 
продукції.

4. Залежність між собівартістю одиниці продукції у (умов. грош. од.) та 
обсягом випуску продукції х (од.) виражається функцією у = -0 ,3х + 900. 
Знайти еластичність собівартості за обсягу випуску продукції х = 500. 
Визначити, за якого обсягу випуску продукції собівартість буде ела
стичною.

5. Виробнича функція фірми у  = 10У х ,  де обсяг основних фондів х та 
обсяг випуску продукції у задано у вартісній формі. Обсяг основних 

фондів становить 27 умов. грош. од. Знайти середню й граничну фон
довіддачу та еластичність випуску за фондами. Розв’язати основну 
задачу фірми й визначити оптимальний обсяг випуску продукції, 
якщо ціна на неї вдвоє більша за ціну ресурсу.

Варіант № 2

1. Задано функції попиту q = q(p) і пропозиції s = s(p): 

q=  1500- ІОр, j=  100+ 10p.
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Визначити:
а) рівноважну ціну;
б) еластичність попиту й пропозиції за рівноважної ціни;

в) доход за рівноважної ціни;
г) ціну, за якої доход буде максимальним;
д) ціну одиниці продукції, за якої попит буде еластичним.

2. Фірма реалізує свою продукцію за ціною р = 4 за одиницю, а витрати 
виробництва при цьому визначаються функцією С(х) = х + х 3. Знай
ти оптимальний для фірми обсяг випуску продукції та відповідний 
йому прибуток. Побудувати графік функції прибутку залежно від 

обсягу випуску продукції.

3. Залежність між витратами виробництва фірми С (умов. грош. од.) 
та обсягом випуску продукції х (од.) виражається функцією 
С(х) = 0,05х 2 + 2Ох + 700, а ціна одиниці продукції р(х) = 30 - 0,1х. 
Визначити середні й граничні витрати виробництва, якшо обсяг випуску 
продукції х = .10 од., та оптимальний для фірми обсяг випуску продукції.

4. Залежність між витратами виробництва цигарок у та вмістом шкідли-

10 000 _
вих речовин у них х (%) має вигляд у = ------ 100. Визначити се-

х

редні й граничні витрати виробництва, якщо вміст шкідливих речо
вин у цигарках становить х = 10 %. Знайти оптимальний для фірми 

обсяг випуску продукції.

5. Виробнича функція фірми у = 40у[х*, де обсяг основних фондів х та 
обсяг випуску продукції у задано у вартісній формі. Обсяг основних 
фондів становить 16 умов. грош. од. Знайти середню й граничну фон
довіддачу та еластичність випуску за фондами. Розв’язати основну 
задачу фірми й визначити оптимальний обсяг випуску продукції, 

якщо ціна на неї вдвоє більша за ціну ресурсу.

Варіант №  З

1. Задано функції попиту q = q(p) і пропозиції s = s(p): 

q = 2000 - 20/7, ί=  200+ 10p.

Визначити:
а) рівноважну ціну;
б) еластичність попиту й пропозиції за рівноважної ціни;

в) доход за рівноважної ціни;
г) ціну, за якої доход буде максимальним;
д) ціну одиниці продукції, за якої попит буде еластичним.

2. Фірма реалізує свою продукцію за ціною р  = 28 за одиницю, а витра
ти виробництва при цьому визначаються функцією С(х) = 4х + 2х3. 
Знайти оптимальний для фірми обсяг випуску продукції та відповід
ний йому прибуток. Побудувати графік функції прибутку залежно 
від обсягу випуску продукції.

3. Залежність між витратами виробництва фірми С (умов. грош. од.) 
та обсягом випуску продукції х (од.) виражається функцією 
С(х) = ЮООх- 0,05х . Визначити середні й граничні витрати вироб
ництва, якщо обсяг випуску продукції х= 10 од., та оптимальний для 
фірми обсяг випуску продукції.

4. Валовий продукт деякої держави змінюється з часом t і виражається 
формулою ВВП = 100 + /, а кількість населення змінюється за зако
ном К = 200 + 4/. Знайти швидкість зміни частки валового продукту 
держави, що припадає на кожного громадянина.

5. Виробнича функція фірми у = 30>/x, де обсяг основних фондів хта 
обсяг випуску продукції у  задано у вартісній формі. Обсяг основних 
фондів становить 81 умов. грош. од. Знайти середню й граничну фон
довіддачу та еластичність випуску за фондами. Розв’язати основну 
задачу фірми й визначити оптимальний обсяг випуску продукції, 
якщо ціна на неї вдвоє більша за ціну ресурсу.

Варіант № 4

1. Задано функції попиту q = q(p) і пропозиції 5 = s(p):

q = 1800 - ІОр, 5 = 1200+ 10р.

Визначити:
а) рівноважну ціну;

б) еластичність попиту й пропозиції за рівноважної ціни;
в) доход за рівноважної ціни;
г) ціну, за якої доход буде максимальним;
д) ціну одиниці продукції, за якої попит буде еластичним.

2. Фірма реалізує свою продукцію за ціною р = 400 за одиницю, а витра
ти виробництва при цьому визначаються функцією С(х) = 25х+ 5х3. 
Знайти оптимальний для фірми обсяг випуску продукції та відповід
ний йому прибуток. Побудувати графік функції прибутку залежно 
від обсягу випуску продукції.

3. Обсяг випуску продукції u (од.) фірми виражається функцією 
и = -13 + 1011 - 100/+ 10, де t — робочий час (год). Визначити продук
тивність праці, швидкість і гемп її зміни через годину після початку 
роботи й за годину до її завершення, te [0 ; 8].



4. Валовий продукт деякої держави змінюється з часом t і виражається 
формулою ВВП = 50 + t, а кількість населення змінюється за зако
ном К = 100 + 21. Знайти швидкість зміни частки валового продукту 

держави, що припадає на кожного громадянина.

5. Виробнича функція фірми у = 50л/х, де обсяг основних фондів х та 
випуск продукції у задано у вартісній формі. Обсяг основних фондів 
становить 100 умов. грош. од. Знайти середню й граничну фондовід
дачу та еластичність випуску за фондами. Розв’язати основну задачу 
фірми й визначити оптимальний обсяг випуску продукції, якщо ціна 

на неї вдвоє більша за ціну ресурсу.

Завдання 10 
Функції багатьох змінних

Варіант №  1

1. Знайти й графічно зобразити область визначення функції

z = V(*2 + r- 9)(1 8-.Y2 -r).

.. З - -їх1 у  + 9
2. Обчислити границю lim ---------- .

л'~>о 5 x1 у
у->0 *

3. Побудувати лінії рівня функції z = |х \ + |у|.
d 2 z

4. Обчислити повний диференціал dz і частинну похідну -— —  функції
ох  су

z - In — + arctg(.v’ ).
У

5. За допомогою повного диференціала наближено обчислити (2,01)3 04.

6. Перевірити, чи виконується для функції z = Jx  sin— співвідношен

dz dz z
ня x —  + у —  = —.

сх  су  2

7. Знайти grad z у точці Мй та у точці Л/0:
dl

z = 1п(3д  ̂+ 2у* — ху), М0(1; 1), J = i+ 2 j .

Варіант № 2

1. Знайти й графічно зобразити область визначення функції

2. Обчислити границю lim

z — -—к ln(xv).
У

5 V + 1

3. Побудувати лінії рівня функції г = ĵ—  + --- 1.
4 16

d2:
4. Обчислити повний диференціал dz і частинну похідну---—  функції

dx dy

VV ’ *
-є- - arcsin -

У  +1
5. За допомогою повного диференціала наближено обчислити 

(1,03)4 (2,01 )3.

6. Перевірити, чи виконується для функції z =  y j ^  співвідношення

2 C Z 2 C Z Л 
Л- — - у  —  = 0.

(Х~ с у

7. Знайти grad z  у точці MQ та - ·̂ у точці М0:
d!

z=  ln(jc2 +у2 - 2x+ 1), Μΰ(-1; 1), l  = - i+ 2 j.

Варіант № З

1. Знайти й графічно зобразити область визначення функції

z = ^2ху + у2.

2. Обчислити границю lim ^

3. Побудувати лінії рівня функції z = І - \х\ - \у\.

693



д1 z
4. Обчислити повний диференціал dz і частинну похідну —— —  функції

дх ду

w · хz = e - arcsin -
>' + 1

5. За допомогою повного диференціала наближено обчислити л/з, 95~ + З,152.

6. Перевірити, чи виконується для функції " = хе х співвідношення

d2z . dz -dz d2z
χ ---- + 2 —  + 2-у — - = 0 .

дх ду дх ду ду

7. Знайти grad z у точці М0 та ^  у точці Mo
di

z=  arctg(xV), M0(2 ;- l), / = 5 i+ 2 j .

Варіант №  4

1. Знайти й графічно зобразити область визначення функції

z = V (8-*2 - r ) ( * 2 + r - 4 ) .

2. Обчислити границю lim аГСІ^  ——— .
χ -> о χ + у 
у-> 0

3. Побудувати лінії рівня функції z = х 2 + у 2 - 2у + 4.

д2 z
4. Знайти повний диференціал dz і частинну похідну —— — функції

дх ду

z = x cos 2у ------- z-j .
х + у

5. За допомогою повного диференціала наближено обчислити -у/1,012 + 2,052.

6. Перевірити, чи виконується для функції z = х у співвідношення

У-^Ц- - (1 + У In = о. 
дх ду дх

7. Знайти grad z у точці М0 та ^  у точці М0:
dІ

Завдання 11 
Екстремуми функцій багатьох змінних 

Варіант № 1

1. Знайти екстремуми функцій:

а) z = х 2 + ху + у 2 - 2х - Зу;

50 20 п
б) z = xy + —  + — , де > 0 , у > 0 ;

X У

в) z = е~r  г  (2х 2 + у 2).

2. Знайти найбільше й найменше значення функцій в області D:

а) z = х 2у(4 - х - у), D: х>  0, у>  0, х + у < 6 ;

б) z = x  + y, D :x 2 + y 2< 1.

3. Знайти умовні екстремуми функцій:

а) z = x 2 + y 2 за умови — + Z  = b
4 5

б) z = cos2 x + cos2 у за умови у - χ = π/4.

Варіант № 2

1. Знайти екстремуми функцій:

а) ζ = χ 3 + у 3 - 9ху;

б) z = ху(4 - х)(4 - у);

в) ζ = х 3у 2 (6 - jc — у).

2. Знайти найбільше й найменше значення функцій в області D :

а) ζ = х 3 + Зу2 - х-  18у - 4, D: 0 < х < 1, 0 < у < 1;

б) z = x 2- y 2, D :x 2+y2< 1.

3. Знайти умовні екстремуми функцій:

a) z = ху за умови 4х-3у=12;

1 1о) z = — + — за умови х + у =2.
х у



Варіант № З

1. Знайти екстремуми функцій:

а) z = х 3 + Зху2 - 5 їх - 24у + 1;

.Y

б) :  = е 1 (х + у2)\

в) z = х 2 + ху + v2 + — + —, χ > 0 , v > 0 .
х >'

2. Знайти найбільше й найменше значення функцій в області D:

а) z = х 3 + у 3 - Зху, D. 0 < х < 2 ,  — 1 < >” < 2;

б) z = х 2 - 2у2 + 4ху, D: х=  0 , у = 0 , х + у < 1.

3. Знайти умовні екстремуми функцій:

а) z = х 2 + у 2 + Зху за умови х + у - 1;

б) ζ = х + у за умови х 2 + у 2 = 1.

Варіант № 4

1. Знайти екстремуми функцій:

а) z = х 4 + у4 - 2х2 - 4ху - 2у2 + 6 ;

б) z = x 2 + xy + y 2-4 1n x-10  1n>’;

в) z = 1 - (х2 + У )2/3.

2. Знайти найбільше й найменше значення функцій в області D:

а) z = x 2 - ху + у 2, D: |х|+ |>>|< 1;

б) z = х гу(2 - х - у), D\х = 0, у = 0, х + у = 6 .

3. Знайти умовні екстремуми функцій:

а) ζ = х 3 - у 3 за умови х + у = 1;

б) ζ = х 2 - ху + у 2 за умови х 2 +_у2 = 1.

Завдання 12 
Застосування функцій багатьох змінних 

в економічних задачах

Варіант №  1

1. Нехай фірма випускає два види товарів в обсязі х і у, на які встановлено 

ціну за одиницюрх = 8 і ру= 10 грн. відповідно; С(х, у) = х 2 + ху + у 2 — 

функція витрат фірми. Визначити її максимальний прибуток.

2. У таблиці вмішено дані про пробіг автомобіля х (тис. км) та витрату 
оливи у (л):

50 70 90 110 130

Уі 0,2 0,5 0,8 1,1 1,3

Припускаючи, що між змінними х  і у  існує лінійна залежність, знай
ти емпіричну формулу у  = ах + b методом найменших квадратів.

3. Виробнича функція фірми має вигляд f ix , у) = л/xtfy, де х, у — об

сяги першого й другого ресурсів відповідно. Ціни за їхню одиницю — 
рх - 40 і ру = 20 умов. грош. од. Знайти максимальний прибуток, 
який може одержувати фірма, якщо ціна на її продукцію становить 
р0 = 80 умов. грош. од.

4. Сумарний прибуток підприємства залежить від витрат двох ресурсів 

х, та Xj і виражається функцією P(xv х2) = 8000 - х 2 - х22 + 40х, + 60х2. 

Кількість ресурсів обмежена квотою x, + Xj = 100. Визначити витрати 

ресурсів х, і х2, що забезпечують максимальний прибуток підприєм

ства, та обчислити його.

Варіант №  2

1. Нехай фірма випускає два види товарів в обсязі х і у, на які 

встановлено ціни за одиницю рх = 24 і ру = 30 грн. відповідно; 

С (х , у) = х 2 + ху  + у 2 — функція витрат фірми. Знайти її максималь

ний прибуток.

2. У таблиці наведено дані про ціну товару х (умов. грош. од.) та рівень 
продажів у  (тис. од.):



X,. 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0

У, 200 160 120 90 80

Припускаючи, що між змінними х і у існує лінійна залежність, знай
ти емпіричну формулу у - ах + b методом найменших квадратів.

3. Виробнича функція фірми має вигляд /(х , у) = Ίχ  tfy, де х, у — об

сяги першого й другого ресурсів відповідно. Ціни за їхню одиницю — 
рх = 50 і ру = 25 умов. грош. од. Знайти максимальний прибуток, 
який може одержувати фірма, якщо ціна на її продукцію становить 
р0 = 100 умов. грош. од.

4. Сумарний прибуток підприємства залежить від витрат двох ресурсів х, та 

Xj і виражається функцією P(xv х2) = 90 000 - х ,2 - 2х^ + 40х, + 120 х2. 

Кількість ресурсів обмежена квотою х, + х7 = 200. Визначити витрати 

ресурсів х, і х2, що забезпечують максимальний прибуток підприєм

ства, та обчислити його.

Варіант №  З

1. Нехай фірма випускає два види товарів в обсязі х і у, на які встановлено 
ціну за одиницюрх=12'\ру- 90 грн. відповідно; С(х, у) = х 2 + ху + у 2 — 
функція витрат фірми. Визначити її максимальний прибуток.

2. У  таблиці вміщено дані про ціну на нафту х (доларів за барель) і 
ціну на акції певної нафтовидобувної компанії у (доларів):

35 38 45 47 53

У, 5,0 5,8 6,2 7Д 7,9

Припускаючи, що між змінними х і у існує лінійна залежність, знай
ти емпіричну формулу у = ах + b методом найменших квадратів.

3. Виробнича функція фірми має вигляд /(х , у) = \Іл і[у\ де х, у - об

сяги першого й другого ресурсів відповідно. Ціни за їхню одиницю — 
рх = 10 і ру = 5 умов. грош. од. Знайти максимальний прибуток, 
який може одержувати фірма, якщо ціна на її продукцію стано
вить р0 = 20 умов. грош. од.

4. Сумарний прибуток підприємства залежить від витрат двох ресурсів х, 

тах2 і виражається функцією />(х1, х2) = 10 000 - 2х}2 4xj + 60х, + 80х2. 

Кількість ресурсів обмежена квотою х, + х  ̂= 100. Визначити витрати

ресурсів х, і х2, що забезпечують максимальний прибуток підприєм

ства, та обчислити його.

Варіант № 4

1. Нехай фірма випускає два види товарів в обсязі х і у, на які 

встановлено ціни за одиницю ρχ- 216 і ру = 270 грн. відповідно; 

С(х, у) = х 2 + ху + у 2 — функція витрат фірми. Знайти її максималь

ний прибуток.

2. У таблиці наведено дані про доход людини х (грн.) та її витрати на 
продукти харчування у (грн.):

хі 300 400 500 600 700

Уі 180 210 250 270 290

Припускаючи, що між змінними х і у існує лінійна залежність, знай
ти емпіричну формулу у = ах + b методом найменших квадратів.

3. Виробнича функція фірми має вигляд /(х , у) = 4х$[у, де х, у — 

обсяги першого й другого ресурсів відповідно. Ціни за їхню одини
цю рх = 60 і ру = 30 умов. грош. од. Знайти максимальний прибуток, 
який може одержувати фірма, якщо ціна на її продукцію становить 
р0 = 120 умов. грош. од.

4. Сумарний прибуток підприємства залежить від витрат двох ресурсів 

х, та Х2 і виражається функцією Дх,, х^ = 25 000 - х,2 - х^2 + 30х, + lOOxj. 

Кількість ресурсів обмежена квотою x, + Х2 = 155. Визначити витрати 

ресурсів х, і х2, що забезпечують максимальний прибуток підприєм

ства, та обчислити його.



Завдання 13 
Невнзначеннй інтеграл 

Варіант № 1

1. Обчислити інтеграли:

a) J xsj.xjx dx; б) J clg2 л dx;

в) 2 V dx; r) J - *  .
J 3-v J 7 ^ 1 7

2. Обчислити інтеграли, використовуючи відповідні заміни:

a) J W 1 + л2 dx; б) 1 2 л” л dx:

ce^dx  r . Ί
B ) J ^ r ; r) j Sin V ccos л dx.

3. Обчислити інтеграли, використовуючи формулу інтегрування час
тинами:

a) J (л2 + 2л + 3) cos л dx; б) J x In л dx;

в) J.v arctg v dx; г) J"е~х sin л dx.

4. Обчислити інтеграли від дробово-раціональних функцій:

(2л + 1 )dx г 2л-2 +х + 4
З 2 4х + л* + 4 л* 

Варіант № 2

dx.

1. Обчислити інтеграли:

а) [(1 - A- )V W * dx; б) [—  ——— — ;
J { х~ } J s in “ A' COS' X

•3' · 1 S' 1 , r dx

■>1  0  “*'■ r> 1
700

2. Обчислити інтеграли, використовуючи відповідні заміни: 

dx _  r Зх dx

VT

. f т,. 4 , . reos3 V dx
в) л'(х - \)dx; г) — ;----- .

J J sin л

3. Обчислити інтеграли, використовуючи формулу інтегрування час
тинами:

a) J  (л2 + 5л + 7)е]х dx; б) | dx;

в) J v 2 arctg л dx; r) J  ex/2 cos л dx.

4. Обчислити інтеграли від дробово-раціональних функцій:

г їх  - 3 г v2 dx
а> J , ,  , . dx'< б)|-— т-

J х  + 2л - Зл J 1 - л-

Варіант № З

1. Обчислити інтеграли:

f Ух - Ух + Ух Г X
а) ----- ----- dx; б) І 2 cos“ —dx;

J х~ J 2

, f Є ' + c , r dx

H: J r ) t e
2. Обчислити інтеграли, використовуючи відповідні заміни:

. rsin л dx „  r ln д- + 2 ,
a) J- r=— ; б) I —  ....... dx;

J УІCOS Λ J Xs j in  x

3. Обчислити інтеграли, використовуючи формулу інтегрування час
тинами:

a) J (χ- + 2Λ' + 3)e'xdx; б) J Ух ln v dx;

в) j  λ·2 arctg v dx; г) J V  cos л dx .

701



4. Обчислити інтеграли від дробово-раціональних функцій:

dx c x5 dx
а) [ , ----; б) f-

(л + 2) (л' - І ) J .А-3 - 1

Варіант № 4

1. Обчислити інтеграли:

V4 + v 2/3 + v ./2

a) J ------------- dx; б) J tg л dx;

в)1г У  dx' r)i
dx

V2 + x1

2. Обчислити інтеграли, використовуючи відповідні заміни:

5 Л dxa) J 2 і л dx\ б) J
V1 - 25л

І sin.vfr , ^  dx

j  Vl + 2 cos x J

3. Обчислити інтеграли, використовуючи формулу інтегрування час
тинами:

a) J (2л2 + 3.v)t'~A dx; б)

в) Jarcsin л' dx\ г) J ех/~ sin 2л dx.

4. Обчислити інтеграли від дробово-раціональних функцій:

dx (■ 6х2 - 13.V + 4

Зл2 + їх
dx.

Завдання 14 
Визначені й невласні інтеграли. 

Застосування в економічних задачах

Варіант № 1

1. Користуючися формулою Ньютона—Лейбніца, обчислити інтеграли:

Г dx r dx r ,
а) І ,--- 7 ; б) Γ----в) sin- л dx.

·> 2 cos-U/2) J + χ1 J

2. Обчислити інтеграли, зробивши відповідні заміни:

1 ~ Л і -π/6

a) j  (2л3 + 1)4л2 dx; б) f . ̂ ; в) f t'sin л cos v dx.
i VI + 2л2о \ 1 і "  ΔΛ „

3. Обчислити інтеграли, використовуючи формулу інтегрування час
тинами:

4 π/2

а) |л In л dx; б) | л cos л dx.

1 о

4. Обчислити невласні інтеграли:

' dx ^  V' Л

І Л  р
л In л

5. Обчислити площі фігур, обмежених лініями:

а) у = arcsin х; б) у = arccos л:; в) у = 0 .

6. Знайти обсяг випуску продукції фірми за 5 років, якщо виробнича 
функція Кобба—Дугласа має вигляд g(t) = (2/+ 1)е3'.

7. Розподіл прибуткового податку деякої країни виражається функцією 

у — λ*2 + л" (крива Лоренца), де х — частина населення, що

сплачує податки, а у — відповідна частка загального податку насе
лення. Обчислити коефіцієнт Джині.

8. Визначити дисконтний доход за 5 років за процентної ставки 10 %, 
якщо початкові капіталовкладення становили 40 млн грн., а очіку
ване щорічне зростання капіталу — 2 млн грн.



Варіант №  2

1. Користуючися формулою Ньютона—Лейбніца, обчислити інтеграли:

π/4 -Л/2 , 8

a) J , ' 2 б) f ; в) f(V2x +ч/х)̂ г.
о sin A' i VI - -x'2 J0

2. Обчислити інтеграли, зробивши відповідні заміни:

к/2 J  Jb η  J e' Jcos д dx ^ r 32x ДЛ , r dv. f  COS Λ flX f  З ІХ  ДЛ ч f

I ^/2 sin Λ + 1 ’ j (д·2 + l ) 5 ’ B j V In .V

3. Обчислити інтеграли, використовуючи формулу інтегрування час
тинами:

1/2  1

a) J arcsin х dx\ б) Jx<Tv dx.

о о

4. Обчислити невласні інтеграли:

з

a) J е 'х dx\
б) h0 '■

dx

х - 2)2

5. Обчислити площі фігур, обмежених лініями:

а) у = ех\ б )у=е~х\ в ) х = 1.

6. Продуктивність праці робітника протягом дня задано функцією

/(О  = — -—  + 5. Визначити обсяг продукції, що виготовляється ро- 
4/ + 5

бітниками за першу годину робочого часу.

7. За даними дослідження в розподілі доходів у деякій країні крива

Лоренца описується функцією У  = 7- ^49-  х~, де х — частина на

селення, а у — частка його доходів. Обчислити коефіцієнт Джині.

8. Визначити дисконтний доход за 3 роки за процентної ставки 5 %, 
якщо початкові капіталовкладення становили 10 млн грн., а очіку
ване щорічне збільшення капіталу — 1 млн грн.

Варіант № З

1. Користуючися формулою Ньютона—Лейбніца, обчислити інтеграли:

І /  t >  ̂ і S'/з ,

а) ί б) f r— в) f ν ~ τ ·
{{ ^  ) W 9 - A ·2 5 Ь  + А

2. Обчислити інтеграли, зробивши відповідні заміни:

a) J  V.v3 + 1 д2 Λ ; б) J  1 ·Ιη Λ dx; в) J V '  λ 2 Λ .

0 e  ' 0

3. Обчислити інтеграли, використовуючи формулу інтегрування час
тинами:

π/4 1

a) J  л sin 2х ί/.χ; б) J  arc cos χ dx.

ο ο

4. Обчислити невласні інтеграли:

5. Обчислити площі фігур, обмежених лініями:

а ) .у = (х - 4 )2; б) у = 16-х2.

6. Знайти обсяг випуску продукції підприємством за 5 років, якщо ви
робнича функція/(?) = (1 + 0,050е2'·

7. За даними дослідження розподілу доходів у деякій країні крива Ло

ренца описується функцією у = 5 - V25 - х " , де х — частина насе

лення, а у —частка його доходів. Обчислити коефіцієнт Джині.

8. Визначити дисконтний доход за 3 років за процентної ставки 7 %, 
якщо початкові капіталовкладення становили ЗО млн грн., а очіку
ване щорічне зростання капіталу — 3 млн грн.



Варіант №  4

1. Користуючися формулою Ньютона—Лейбніца, обчислити інтеграли:

\(x + 4x)dx_ Г/ 2 2 \ _t > 1/3 dx
а) І--- jj=---; б) І (cos .v-sin x)dx\ в)

0 -π 1/3

2. Обчислити інтеграли, зробивши відповідні заміни:

о

л/4 - 9х2

а) J у/(х4 - 8)2 д·3 dv; б) J ^1 - cos x sin д ών; в) J
•УІ 3π/2 1/3 ^  9*

3. Обчислити інтеграли, використовуючи формулу інтегрування час
тинами:

1 π/2

a) J.v arclg д ά\\ б) J д- cos х dx.

0 0

4. Обчислити невласні інтеграли:

1

о ovl--vо

5. Обчислити площі фігур, обмежених лініями:

а ) у = е 2х; б ) у = е 2х; в)х=2.

6. Продуктивність праці робітників підприємства виражається функ

цією /(/) = у ~2  + * Знайти обсяг випуску продукції (у вартісній 

формі) за восьмигодинний робочий день.

7. Розподіл доходів населення деякої країни виражається функцією

у = 4 - уі 16- х2 (крива Лоренца), де х — частина населення, а у — 

частка його доходів. Обчислити коефіцієнт Джині.

8. Визначити дисконтний доход за 3 роки за процентної ставки 10 %, 
якщо початкові капіталовкладення становили 20 млн грн., а очіку
ване щорічне зростання капіталу — 2 млн грн.

Завдання 15 
Диференціальні рівняння 

Варіант № 1

1. Розв’язати диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними:

а Ж І  + х 2)у' = \+у2·,

б) ху dx = (х + 1 )dy;

в) dy 2yfy ln .v dx = 0 .

2. Розв’язати однорідні диференціальні рівняння:

а) (x2 + y 2)dx - 2ху dy = 0 ;

б) (2х + 3y)dx + (х - 2y)dy = 0.

3. Розв’язати лінійні диференціальні рівняння:

а) у + 2дт = 2хе Л';

/ ху
б) у + ■■■ =  arcsin χ  + х, у ( 0 )  =  1.

1 - v*

Варіант № 2

1. Розв’язати диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними:

а) х (1 + y 2)dx - у( 1 + x 2)dy = 0 ;

б) ех dx - у 3(1 + ex)dy = 0 ;

в)у ' = ех' у, у(0) = 0.
2. Розв’язати однорідні диференціальні рівняння:

V
а) ху - у In —;

х

б ) ^  = ^ ± 1 . 
dx х - у

3. Розв’язати лінійні диференціальні рівняння:

а) у cos2 х + у = tg x. у(0) = 0 ;

б) /  + у cos х = е sm ', >(0 ) = 1.



Варіант №  З

1. Розв’язати диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними:

а) (1 + х 2)у3 dx - х 3(\ + y 7)dy= 0 ;

б) - Щ -dx + - ї і^ - dy = 0 ;
COS” X COS" у

в) е 'Т ^ + і  )= 1, >’(0 ) = і .
[ dx

2. Розв’язати однорідні диференціальні рівняння:

ч / 2 ху
Ю У = , , ;

л- - у

б) (5х - ly)dy + (x + y)dx = 0.

3. Розв’язати лінійні диференціальні рівняння:

а) ху' - у = x 2 cos л\ у (к /2) = 0;

б) x In х  у' + у  = 2 In л.

Варіант № 4

1. Розв’язати диференціальні рівняння з відокремлюваними змінними:

.2 2

а) —r— dx + —р— dv = 0;
λ + 5 у 3 + 5 '

б) ху' = у In у;

і(І) = І.
dx д--у - д-

2. Розв’язати однорідні диференціальні рівняння:

' У~ vа) у  =

.v  х

б) (2х + y)dx + (х - y)dy -■ 0.

3. Розв’язати лінійні диференціальні рівняння:

а) ху' + у = ху2 In д;

б) у - у = ех.
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