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П Е Р Е Д М О В А

Теоретична механіка вивчає найбільш за
гальні закони руху і взаємодії тіл, її головне 
завдання — пізнання кількісних і якісних 
закономірностей, які спостерігаються у при
роді. З цього випливає, що теоретична меха
ніка належить до фундаментальних природ
ничих наук, оскільки природознавство в 
цілому вивчає різні форми руху матерії.

Значення теоретичної механіки як  однієї 
з наукових основ техніки і технології без
упинно зростає. Розвиток нових видів ви
робництва і нових технічних засобів вису
ває проблеми, які вже не можна вирішити 
на основі одних лише дослідних даних. Для 
розв’язання цих проблем потрібне моделю
вання, в основі якого лежить попередній точ
ний розрахунок і наукове передбачення, що 
спирається на глибокі знання законів і ме
тодів теоретичної механіки.

Теоретична механіка широко застосовує 
певні абстракції, узагальнення, математичні 
методи, методи формальної логіки. Цінність 
теоретичної механіки полягає в її логічній 
досконалості.

Зрозуміло, що теоретична механіка є 
важливим елементом вищої освіти. Вона 
входить до навчальних планів багатьох тех
нічних і природничих спеціальностей, є 
фундаментом для вивчення таких ди с
циплін, як  прикладна механіка, опір мате
ріалів, теорія коливань, гідравліка, теорія 
пружності, електродинаміка, біомеханіка, 
теорія механізмів і машин, теорія керуван
ня рухомими об’єктами тощо. Це обумов

лює наявність великої кількості навчальної 
літератури з теоретичної механіки, яку мож
на поділити на три групи. В першу чер
гу, — це підручники, в яких подається тео
ретичний матеріал. Невелика частина 
загальновідомих підручників подана в спис
ку літератури [1 -27 ]. Другу групу склада
ють збірники задач з теоретичної механіки 
та посібники з розв’язання задач [28-33], 
[35], [37—27]. До третьої групи належить 
література, що містить типові розрахункові 
завдання [34], [36], [40], виконання яких 
потребує багато часу і виховує певні на
вички.

Даний посібник призначений для по
глибленого вивчення теоретичної механіки. 
Він орієнтований, у першу чергу, на сту
дентів вищих технічних навчальних закладів, 
але може бути використаний і студентами 
університетів при вивченні споріднених дис
циплін.

На думку авторів, основний шлях вив
чення будь-якої дисципліни — це самостійна 
робота над матеріалом, у тому числі набуття 
практичних навичок у розв’язанні задач. 
Особливістю задач з теоретичної механіки є 
те, що вони передбачають наявність знань 
із математики, фізики, креслення тощо. Для 
студентів молодших курсів, на яких викла
дається теоретична механіка, поєднання 
знань цих дисциплін із новою інформацією, 
яку містить теоретична механіка, становить 
певні труднощі. Мета цього посібника — 
допомога студенту в опануванні та система-



тизації знань завдяки засвоєнню методики 
розв’язання задач. Тому у кожній частині 
посібника наведено короткі теоретичні відо
мості, приклади розв’язування задач та за
дачі для самостійної роботи. Для більш по
глибленого вивчення дисципліни у найбільш 
важливих розділах подано типові розрахун
кові завдання.

За своїм змістом посібник відповідає 
підручнику: Павловський М. А. Теоретична 
механіка. — Κ.: Техніка, 2002. — 512 с. Ці 
дві книжки разом можна розглядати як на- 
вчально-методичний комплекс з дисциплі
ни “Теоретична механіка”.

У посібнику розділи 1, 4, § 15.2 і додатки 
написані Κ. Г. Левчук; розділи 2, 3 і 16 — 
Л. М. Шальдою; розділи 5, 6 і 7, крім § 7.4 — 
Η. І. Штефан; § 7.4 — Η. І. Штефан разом
із В. Ф. Кришталем; розділи 8, 9 і 10 — 
Д. І. Ільчишиною; розділи 11, 17 і 18 —
В. Ф. Кришталем; розділ 12 — В. М. Во- 
робйовим; розділи 13,14 і § 15.1 — О. С. Апо- 
столюком; розділ 19 — О. В. Чкаловим; 
розділ 20 — Л. М. Рижковим.

Автори висловлюють подяку рецензентам
О. О. Рассказову, А. Ф. Улітку і Я. Ф. Каюку за 
критичні зауваження, надані під час підготов
ки даного навчального посібника до друку.

ЧАСТИНА І·СТАТИКА АБСОЛЮТНО ТВЕРДОГО ТІЛА

ВИЗНАЧЕННЯ, А К С ІО М И  
ТА НАЙПРОСТІШ І ТЕОРЕМИ

Сила — міра механічної взаємодії мате
ріальних тіл. Сила, що діє на тіло, є векто
ром: вона характеризується точкою прикла
дення, величиною і напрямом. Точку тіла, 
на яку діє сила, називають точкою прикла
д ення  сили. Пряму, вздовж якої спрямова
ний вектор сили, називають лінією д і ї  сили. 
На рис. 1.1: F  — сила, А — точка прикла
дення сили, пряма АВ — лінія дії сили.

Дві системи сил називають еквівалент 
ними, якщо, не порушуючи стану твердого 
тіла, одну з них можна замінити іншою.

Силу, еквівалентну даній системі сил, 
називають р івнод ійною  системи сил.

Вираз j  F ,, F2 , Flt} ~ R  означає,

що сила R є рівнодійною системи сил

R  ^2.........ї , } ·
Система матеріальних точок (або її ок

ремий випадок — тверде тіло) перебуває в 
рівновазі відносно нерухомої системи відліку, 
якщо відносно цієї системи всі її точки зна
ходяться у стані спокою або рухаються рівно
мірно й прямолінійно з однаковими за ве
личиною і напрямом швидкостями.

Систему сил називають зр івноваженою ,  
якщо тіло, до якого вона прикладена, пере
буває в рівновазі.

Статика базується на першому і третьо
му законах Ньютона, а також аксіомах та 
теоремах, наведених далі.

Перший закон Ньютона. Ізольована мате
ріальна точка п ер еб ува є  в р івновазі ( зб ер іга є  
стан сп окою  або  рівномірного прямолінійного 
руху) доти, доки  інші тіла н е  виведуть її з  
цього стану.

Третій закон Ньютона. Дія за вж ди  дор ів 
нює протидії  і протилежно напрямлена. Сили 
взаємодії  двох тіл дорівнюють одна одній і на 
прямлені у  протилежні сторони.

З а у в а ж е н н я .  Ці сили прикладені в точках 
взаємодії різних тіл і тому не утворюють систему сил, 
еквівалентну нулеві.

В основі статики лежать аксіоми, в яких 
відображені властивості сил. Ці властивості 
встановлені дослідами і спостереженнями. 
Розглянемо п’ять аксіом статики.

Аксіома І  (про дві сили). Дві сили, прикла
д ен і  д о  аб солют но т вер д о го  тіла, взаємно  
зр івноважуються (еквівалентні нулю) тільки 
тоді, коли вони однакові за  величиною і діють 
у з д о в ж  одн іє ї  прямої в протилежних напрямах.

Аксіома II (про паралелограм сил). Рівно
дійна двох сил, прикладених до  т вердо го  тіла 
в одній точці, дорівнює векторній сумі цих сил
і прикладена в тій самій точці:

R = F x+F2 . (1.1)
Правило додавання сил можна пошири

ти на будь-яке число сил, прикладених у 
одній точці: п

α = Σ ϊ ·  0-2 )
і=1

Тіла або поверхні, що обмежують рухи си
стеми матеріальних точок або твердого тіла і



Рис. 1.1 Рис. 1.3

не змінюються у разі дії сил, прикладених до 
них, називають в ’язями. Дію в’язей на тіло або 
систему матеріальних точок характеризують 
силами, як і називають реакціями в ’язей.

Аксіома I I I (п р о  зв ільнення в ід  в ’я з ей ) .  Не 
змінюючи механічного ст ан у  (руху або  р івно 
ва ги ) си ст ем и  матеріальних точок аб о  т в ер 
до г о  тіла, в ’язь , накладену на си ст ем у  або  
т вер д е  тіло, можна відкинути, замінивши дію  
в ’я з і  ї ї  р еакц ією , прикладеною д о  цього тіла 
а б о  си ст ем и  в  точці вза ємод і ї  тіла і в  ’язі .

Аксіома IV(про накладення нових в ’я з ей ) .  
Рівновага си ст еми матеріальних точок або  
т вер до го  тіла н е порушиться при накладенні 
на них нових в ’я зей .

Аксіома V (про зат в ердн ення ) .  Рівновага  
деформованого тіла н е порушиться , якщо, н е  
змінюючи його  форми, розмірів, полож ення у  
просторі, подати його  у  вигляді в ідпов ідного  
абсолютно т вер до го  тіла.

З а у в а ж е н н я .  Аксіома дає змогу розв’язувати 
найпростіші задачі статики деформівних тіл (пас, лан
цюг, нитка, трос тощо), застосовуючи до них методи 
статики твердого тіла.

Теорема про силу я к  к ов зний  в ект ор .  Дія
сили на т в ер д е  тіло н е  зм іниться ,  я к щ о  п е 
р е н е ст и  силу в з д о в ж  л інії ї ї  д і ї  в  б у д ь - я к у  
т очку .

Теорема про три сш и .  Якщо абсолютно  
т вер д е  тіло п ер е б у в а є  в р івн ова з і  п ід д і єю  
трьох непаралельних сил і лінії д і ї  двох сил 
перетинаються , то в с і  сили л еж ат ь  в одній

площині і їхні лінії д і ї  п ер етинаються  в одній  
точці.

З а у в а ж е н н я .  Теорему використовують для 
визначення лінії д ії третьої сили.

Характеристика в ’я з е й  т а  їх р еакц ій :
1) ідеально гладенька поверхня  (рис. 1.2). 

Точка А контакту тіла з поверхнею може 
вільно ковзати вздовж неї, але не може пе
реміститися в напрямі, протилежному нор
малі до поверхні, тобто реакція ідеально гла
денької поверхні N напрямлена вздовж нор
малі від поверхні;

2) нитка, мотузка , шнур, трос, ланцюг,  
пас. їх вважають невагомими, гнучкими і не- 
розтяжними (рис. 1.3). Внаслідок того, що 
зазначені в’язі заважають тільки розтягуван
ню, їхні реакції напрямлені вздовж них так.

Рис. 1.4

Рис.

як  показано на рис. 1.3, — у бік, протилеж
ний їх розтягуванню;

3) ш ор ст ка  поверхня. На відміну від іде
ально гладенької поверхні у цьому разі до 
N додається дотична складова RT = FTp , 

яку  називають силою  т ерт я ковзання .  За
гальна реакція має дві складові: N — нор
мальну і Rx = FTp — дотичну (рис. 1.4). 
Найпростіші властивості тертя викладено 
в § 1.4;

4) ш арн іри  — цил ін дричн і  і сф ер и чн і  
(рис. 1.5). Розмірами шарнірів і силами тер
тя, що виникають у них, нехтують. Напря
ми реакцій таких в’язей заздалегідь визна
чити не можна. Так, у разі циліндричного 
шарніра (п ідшипника)  (рис. 1.5, а), який об
межує рух тіла в площині, перпендикулярній 
до його осі Οζ, виникає реакція, розміщена 
в площині Оху. Невідомий вектор реакції

1.5

в ’язі в цій площині визначають за двома 
складовими Rx і Ry . Напрям реакції сферич
ного  шарніра (рис. 1.5, б) або п і д п ’ятника  
(рис. 1.5, в) невідомий. Тому його вектор 
реакції в’язі визначають трьома взаємно пер
пендикулярними складовими Rx , Ry і Rz 
по осях Ох, Оу і Οζ;

5) ідеальний ст рижень  (рис. 1.6). Його ва
гою нехтують. Сферичні шарніри на кінцях 
стрижня вважають точковими. Реакція стриж
ня спрямована вздовж прямої, що з ’єднує 
точкові шарніри. Наприклад, у точці А вона 
має напрям S до тіла (рис. 1.6, а), якщо стри
жень стиснуто, a якщо стрижень розтягну
то, то S' — від тіла (рис. 1.6, б);

6) коток  або рухомий шарнір (рис. 1.7). 
У місці закріплення тіла до котка тіло не 
може рухатися тільки в напрямі, протилеж
ному нормалі до поверхні, па якій встанов-

Рис. 1.6 Рис. 1.7



В'язь 
Рис. 1.8

лено коток. Отже, реакція котка буде на
прямлена перпендикулярно до опорної пло
щини котка;

7) вістря  (рис. 1.8). У цьому випадку реак
ція вістря N напрямлена вздовж нормалі 
від поверхні тіла, оскільки поверхня тіла 
гладенька;

8) ж ор ст ке защемлення або консольне закріп
лення (рис. 1.9). Для плоскої задачі невідомі

реакція у вигляді двох її складових X д , У а 
та момент М д , що виникає в опорі внаслі
док обмеження поступального руху в площи
ні Оху та обертального руху навколо осі Οζ 
(рис. 1.9, а), для просторової — реакція у ви
гляді трьох її складових сил X А, УА, ΖΑ та 
моментів М Дд-, М АУ, М Аг , які виникають в 
опорі за умови обмеження як поступального, 
так і обертального рухів тіла (рис. 1.9, б).

Рис. 1.9

Ха МАх

Α 
ΠΛΟ

Р о з д і л  1 

СИСТЕМА ЗБІЖ НИХ СИЛ

§ 1.1. РІВНОВАГА ЗБ ІЖ Н О Ї СИСТЕМИ СИЛ  
ТА М ЕТО Д И КА  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Системою зб іжних сил називають систе
му таких сил, лінії дії яких перетинаються в 
одній точці. Рівняння рівноваги з б іж н о ї  си
стеми сил мають вигляд

Σ Χ  = ° ;  Σ Χ  = ° ;  5 Χ = ° ·  ο · 3> 
і=1 і=1 і=1

Умови рівноваги (1.3) можна записати
і по-іншому, якщо врахувати, що збіжна
система сил еквівалентна одній силі — рів-

II
нодійній Λ = · У цьому разі умовою

1=1

рівноваги збіжної системи сил є рівність

Λ = Σ ^ = 0 .  (1.4)
і=І

Вираз (1.4) означає, що багатокутник сил 
за умови рівноваги має бути замкненим. 
Якщо застосовується графічний метод роз
в’язання задачі, напрями і модулі невідо
мих сил визначають із аналізу замкненого 
багатокутника сил.

Аналітичний метод розв’язання задачі 
пов’язаний з проектуванням сил на осі. 
Проекцію сили F (рис. 1.10) на вісь Ох з 
ортом і визначають так:

Рис. 1.10

Fx = F i  = F c o s (f ,O c ) . (1.5)
Щоб визначити кут а  між силою та 

віссю, їх потрібно спрямувати з однієї точ
ки (рис. 1.10, а), тоді проекція сили на вісь

FX= F  c o s a . (1.6)
Проекція сили на вісь від’ємна, коли кут 

між силою й віссю тупий. Тому проектуван
ня сили на вісь можна дещо спростити. 
У випадках, яким відповідають рис. 1.10, б, в, 
знак проекції визначають безпосередньо з 
цих рисунків, тобто знак буде “мінус”:

Fx = - F  c o s a . (1.7)

Проекція сили на вісь дорівнює нулю, 
коли a  = ±90°, тобто вектор F перпенди
кулярний до осі.

У більш загальному випадку проекції
сили на осі Ох, Оу, О: (рис. 1.11, а, б) ви
значають так:

Fx = F co sa ; Fy = FcosP;

F. = F  cosy. (1.8)

Якщо положення вектора сили задано 
так, як  показано на рис. 1.11, в  (кут β роз
міщений у площині, перпендикулярній до 
площини Оху), то проекції сили на осі ма
ють вигляд

Fx = F  cos β cos a ;

Fy = F  cos β cos (90°- a )  = F a ^ s i n a ;

Fz = Fcos^O 0^ )  = Fsin  β. (1.9)

Отже, коли необхідно спроектувати силу 
на осі Ох та Оу, то спочатку проектують її 
на площину Оху, а далі вектор, який отри
мують після проектування ( Fxy), ще раз про
ектують на осі в площині Оху. Нагадаємо, 
що проекція вектора, у тому числі і вектора
F , на площину N (рис. 1.12) є вектором 

K B '  (тобто початком і кінцем якого 
відповідно є проекції на площину N почат
ку і кінця вектора F .

Пропонуємо таку послідовність розв’я 
зування задач.



1. Вибрати об’єкт дослідження (тіло або 
систему тіл), рівновагу якого будемо роз
глядати. Звичайно це об’єкт, до якого при
кладені шукані та відомі сили.

2. Зобразити сили, які задані за умовою 
задачі. Для зображення користуються кла
сифікацією, згідно з якою сили поділяють 
на внутрішні і зовнішні. Внутрішні сили — 
сили взаємодії між матеріальними точками 
даної механічної системи. Зовнішні — сили 
взаємодії між точками даної та іншої меха
нічної системи.

При розв’язуванні задач на рівновагу зоб
ражають тільки зовнішні сили, шо діють на 
вибраний об’єкт дослідж ення, оскільки 
внутрішні в твердому тілі утворюють зрівно
важену систему сил, тобто систему сил, ек 
вівалентну нулю.

3. Визначити кількість та тип в’язей. 
Згідно з аксіомою  про звільнення в ід  в 'язей 
необхідно замінити їхню дію реакціями в’я 
зей.

4. Далі застосувати аналітичні або гра
фічні умови рівноваги.

5. Якщо кількість сил у системі сил 
перевищує три, доцільніше застосовува
ти умови рівноваги в аналітичній формі. 
За аксіомою  про звільнення від в ’язей 
звільняють тіло від них та зображають ре
акц ії в ’язей, прикладених до точок тіла. 
За цим методом конкретний напрям ре
акц ії задають довільно. Потрібно пере
вірити відповідність кількості невідомих

реакцій кількості рівнянь рівноваги. За
дача повинна бути статично визначеною. 
Особливу увагу слід звернути на вдалий 
вибір системи координат. Я к правило, за 
початок координат вибирають точку, в 
якій  перетинаються л ін ії д ії сил системи. 
Якщо до системи входять перпендику
лярні сили, то осі координат доцільно 
спрямувати вздовж цих сил. Далі запису
ють аналітичні умови рівноваги (1.3) та 
розв’язую ть отриману систему рівнянь 
відносно вказаних невідомих. Аналітич
ними методами визначають напрями та 
модулі невідомих сил. Якщо після розв’
язування відповідна сила додатна, то за
значена сила має напрям, вказаний на ри
сунку. Якщо сила в ід ’ємна, то її  напрям 
протилежний зображеному.

§ 1.2. П Л О С КА  ЗБІЖ НА СИСТЕМА СИЛ.
РІВНОВАГА ПРОСТОЇ КО НСТРУКЦІЇ

1.2.1. Короткі теоретичні відомості

У разі плоскої системи збіжних сил, 
коли кількість невідомих сил, що до неї 
входять, не перевищує трьох, доцільно ко
ристуватись умовами рівноваги у графічній 
формі. Якщо система складається лише з 
двох сил, то застосовують ак с іом у  І про дв і  
сили,  а якщо з трьох сил, то т еор ем у  про  
три сили: за аксіомою про звільнення від 
в ’язей звільняють тіло від ідеальної в’язі 
(лінія д ії реакції яко ї відома) та проводять 
лінію дії її  реакції, визначають точку пе
ретину трьох сил і далі знаходять лінію дії 
неідеальної в ’язі (лінія д ії реакції яко ї не
відома), а потім за відомими лініями дії 
сил будують замкнений векторний трикут
ник сил. Конкретний напрям реакцій в’я 
зей визначають у процесі побудови багато
кутника сил.

1.2.2. Приклади розв’язування задач

Приклад 1.1. На рис. 1.13 зображено 
стрижні АВ і ВС, з’єднані між собою та зі 
стелею за допомогою шарнірів. До шарніра 
В на невагомій нитці підвішений вантаж 
вагою Р. Знайти зусилля в стрижнях.

Г р а ф і ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у в а н 
ня.  Розглянемо рівновагу системи тіл, 
що складається із шарніра В, нитки та ван
тажу Р.

До неї прикладені сила ваги вантажу Р 
та зусилля у стрижнях А В та ВС, які потрібно 
визначити. Реакц ії стрижнів напрямлені 
вздовж них. Отже, будемо розглядати си
стему, що складається з трьох сил: ваги ван
тажу Р  , зусиль у стрижнях 5] = SAB і 
S2 = SBC . Цю систему зображено на рис. 1.14.

Оскільки лінії дії сил збігаються у точці
В, будуємо замкнений трикутник: з деякої 
точки відкладаємо відому силу Р  (рис. 1.15), 
далі з початку вектора Р відкладаємо пря
му, паралельну лінії дії реакції стрижня ВС, 
а з кінця вектора Р  — пряму, паралельну 
лінії дії реакцій стрижня АВ. Отримуємо замк
нений трикутник сил, де сили S( та S2 є 
зусиллями в стрижнях АВ та ВС відповідно. 
Напрями векторів розставляємо по колу за 
правилом векторної суми. В процесі побу
дови трикутника визначаємо конкретний на
прям цих сил.

З геометрії конструкції визначаємо кути 
між лініями дії сил. Далі, аналізуючи одер-

Рис. 1.13

жаний рівносторонній трикутник, знаходи
мо модулі сил:

S\=S2 = P . 
А н а л і т и ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у 

в а н н я .  У цьому випадку реакції стрижнів 
та S2 зображаємо відразу, оскільки далі 

проектуватимемо вектори на осі, а це по
требує наявності вектора на рисунку. При 
цьому реакції S| та S2 зображуємо напрям
леними вздовж відповідних стрижнів у будь- 
якому напрямі. Приймемо, що сили S[ та 
S2 напрямлені так, як зображено на рис. 1.14. 
Вводимо систему координат. Система коор
динат може бути розташована довільно, але 
доцільно її початок вибрати в точці пере
тину сил, а осі спрямувати так, щоб полег
шити проектування сил. Усі сили розташо
вані в площині рисунка, тому достатньо 
ввести лише дві осі Вх та By. як  зображено 
на рис. 1.14.



Далі записуємо рівняння рівноваги:
з

^  Fix = Pcos90° + ^  cos30°+ S2 cosl50° =

= Si cos 30° -  S-, cos 30° = 0;
з

Σ  Fiy = /Jcosl80° + S1 cos60° + S2 cos 60° =
/=1

= - P  + S] cos 60° + S2 cos 60° = 0.
З першого рівняння знаходимо Sl =S2 . 

Далі маємо

p
s. =s2 =------------= P

2 cos 60°
Отриманий знак плюс означає, що на

прями сил та S2 збігаються з зображе
ними. Стрижні АВ і ВС  розтягнуті.

Приклад 1.2. Циліндр вагою 20 Н і радіу
сом 10 см спирається на гладеньку правильну 
трикутну призму і утримується в рівновазі 
за допомогою двох симетричних ниток АВ
і А'В' довжиною 1= 15 см (рис. 1.16). Ви
значити натяг ниток.

Г р а ф і ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у в а н -  
н я. Розглянемо рівновагу циліндра. На нього
діють сила ваги Р  , прикладена в точці С — 
центрі мас і спрямована вертикально вниз, 
реакція гладенької опори N , прикладена у 
точці D — місці контакту основи циліндра 
та призми й спрямована по взаємній нор
малі цих тіл, і натяг ниток Т (рис. 1.17).

Оскільки система складається з трьох не- 
паралельних сил, то з а  т еор емою  про три 
сили лінії д ії цих сил мають перетинатися в 
одній точці. Лінії дії сил P  і N перетина
ються у точці С — точці перетину трьох сил. 
Отже, лінія дії сили Т пройде через точку
С, тобто у стані рівноваги циліндр займе таке 
положення, при якому нитки будуть пара
лельні його радіусу.

Тоді сили N , Р  , Т утворюють замкне
ний векторний трикутник (рис. 1.18). За тео
ремою синусів маємо /5/sin a  = 7'/sin60°. 
З прямокутного Δ ACD

co sa  = CD/AC = 2/5 ; s in a  = V2l/5·

Тоді T = 5 P y j l/l4 = 18,9 H. Отже, TAB = 
= TA'B' =7’/2 = 9,45 H.

А н а л і т и ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у 
в а н н я .  На рис. 1.17 зобразимо силу ваги Р  , 

реакції в’язей N та f . Реакцію гладенької 
поверхні N напрямляємо вздовж нормалі 
від поверхні призми, а загальний натяг си
метричних ниток Т — паралельно лініям, 
які проходять через точку А кріплення до 
призми та центр С поперечного перерізу ци
ліндра, як  уже показано на рис. 1.18.

Вводимо систему координат. Її можна 
розташовувати довільно, але доцільно по-

чаток системи координат вибрати в точці Д  
а вісь Dx спрямувати вздовж похилої по
верхні призми, як  зображено на рис. 1.17, 
щоб позбавитись від другої невідомої N . 
Далі записуємо рівняння рівноваги:

з
-  T s’n a  - P  sin 60° =

,=1 / V7= 0 => Γ** = Τα Ύ  = Γ/2 = 5 P ± -  «  9,45 Η.

Приклад 1.3. Трикутна пластинка зі сто
ронами АВ = 6 м, СВ = 4 -Уз м , АС = 2\І2І м 
(рис. 1.19) шарнірно закріплена у вершині 
А, а вершина В підтримується за допомогою 
стрижня BD = 3 м. Визначити реакцію шар
ніра А та зусилля у стрижні BD, якщо вага 
пластинки Р =  9 Н, а точки А і D знаходять
ся на одній вертикалі.

Г р а ф і ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у в а н 
ня.  Об’єктом дослідження є пластинка. До 
неї прикладено: сила ваги Р  (рис. 1.20) 
у точці М — центрі мас трикутника Δ ABC , 
тобто у точці перетину медіан; зусилля S 
у точці В стрижня BD ; реакція ЯЛ шарніра А. 
Отже, пластинка перебуває в рівновазі під 
дією трьох сил: сили ваги Р  , реакції стриж
ня S (напрямленої вздовж прямої BD, що 
сполучає шарніри) та реакції шарніра RA. 
Оскільки лінії д ії сили Р  і реакції стрижня

Рис. 1.20

перетинаються, то для розв’язання задачі за
стосовуємо т еорему про три сили (рис. 1.20).

Лінії д ії реакції стрижня S та сили Р  
перетинаються в точці О, тому і лінія д ії ре
акції шарніра RA проходить через точку О 
перетину трьох сил та точку А — прикла
дення сили.

Розглянемо Δ ABC , у якому Z B  визна
чаємо за теоремою косинусів:

„ с в 2 + а в 2 - а с 2cos В = -------------------------=
2 С В ■АВ

( W 3 ) 4 6 ; - ( 2 V 2 l) :  о

2· 4л/з · 6
тобто ^ В  = 90°.

Отже, Δ ABC прямокутний. Оскільки М — 
точка перетину медіан, то

AM = ^уІ(А В)2 +(СВ/2)2 =

= | j ? 7p f  = |V3M;

t δ ΖΜΛ8 = — = — .
2 АВ 3

тобто ΖМАВ = 30°. З прямокутного AABD : 
sin ZBAD = BD/AB = 1/2 => ZBAD = 30° .



Рис. 1.21

Відстань OD = AM sin 60° = 4 м;

AD = AB cos 30° = 3\/3 м.
Далі будуємо силовий трикутник (рис. 1.21).

Знаходимо Ra = P/ c o s a ; S = P  t g a ,  а co sa  

визначаємо за теоремою косинусів з Δ АМО :

cos a  = -MO2 + AO2 •A M ‘

2M O A O
Обчислюємо

.7 3MO = AD -  AM cos 60° = 5—  m ;
3

Тоді co sa  =

A0 = y/0D2 + AD2 = 7 4 3  m .

25/3 + 43-64/3 _ Зл/З _ 9

2 -5/V3-л/43 V43 Vl29

Далі визначаємо

tg a  = Vsec2 a - l  = ^43/27-1 = 4^3/9-

Остаточно знаходимо RA = P -J129/9 =

= 11,36 Н; 5= 4 Р Т з/ 9  = 6 ,93Н .
А н а л і т и ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у 

в а н н я .  Реакцію стрижня 5 прикладаємо 
у точці 5  (рис. 1.22) і напрямляємо вздовж 
прямої, що проходить через нерухомі шар
ніри В і  D, а реакцію нерухомого шарніра Л 
прикладаємо у точці /1 і зображаємо у ви

гляді двох складових X А і УА, оскільки на
прямок його реакції невідомий.

Вводимо систему координат з початком 
у точці В. Вісь Вх спрямовуємо горизонталь
но вправо, а By — вертикально вгору.

Далі записуємо рівняння рівноваги:

Σ ^  = Χ α + 5 = 0
х = 1 

4
% F iv =YA- P  = 0 ^ Y ,
х=\

x A= - s ,

л = Р = 9Н ,

Σ Μ ίΒ = -X a AD + Ya BD + P O B =  0 .
x=l

З цього випливає, що

(Ya BD + P O B )

AD

Р(3 + О 
зТз

:4Т з =6,93 Н,

Яд =\1х 2а+Уа = л/Ї29 =11,36 Н.

Приклад 1.4. До невагомої рами, яка 
утримується в рівновазі за допомогою неру
хомого шарніра А та криволінійного стриж
ня ВС, прикладена сила F  (рис. 1.23). Знай
ти силу, що діє на шарнір А.

Г р а ф і ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у в а н 
ня.  Розглянемо рівновагу рами. Зауважимо, 
що сила, яка діє на шарнір А, — тиск рами

(позначимо цю силу через R'a ), — не при
кладена до рами, тому її не можна знайти з 
умов рівноваги рами. До рами прикладено:

силу F  , зусилля S у стрижні ВС  та реак

цію шарніра RA (сили RA і RA — сили дії 

та протидії, тобто RA = -R'a ). Тому спочат

ку знайдемо реакцію шарніра Ra (рис. 1.24). 
Отже, рама перебуває в рівновазі під дією 
трьох сил: сили F , реакції стрижня S (на
прямленої вздовж прямої ВС, що сполучає 

шарніри) та реакції шарніра Ra .

К

Оскільки лінії дії сили F  і реакції стриж
ня перетинаються, то для розв’язування за
дачі застосовуємо т еор ем у  про  три сили  
(рис. 1.24). Лінії дії реакції стрижня S та сили 
F  перетинаються в точці К, тому і лінія дії 
реакції шарніра RA проходить через точку К  
(у ній перетинаються лінії д ії трьох сил) та 
точку А прикладення сили.

Далі будуємо силовий трикутник 
(рис. 1.25). За теоремою синусів знаходимо

Ra = Р  S'n ̂  . д ^ і  з прямокутного Δ АВК

я ( і + l/л/з) J~3+[
s in a

визначаємо c tg a  =

Обчислюємо s in a  =
1

Г з  ' 
Тз

Реакція шарніра

Fs l ’7 + 273

τ/l + ctg2 a  л/т+ІЇ/з

Яд=- = 1,62F .

Розглянувши рівновагу шарніра А, за 
аксіомою про дв і  сили  визначаємо R\ . Сила,

. „ F ^ l  + l Sщо діє на шарнір, RA = RA =---------------=

= 1,62F . Напрям сили R'A протилежний 
напряму сили RA.

А н а л і т и ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у 
в а н н я .  Реакцію стрижня S прикладаємо у



точці В і напрямляємо вздовж прямої, що 
проходить через нерухомі шарніри В і С, а 
реакцію нерухомого шарніра RA прикладає
мо у точці А і зображаємо у вигляді двох скла
дових X А та Ул (рис. 1.26), оскільки напря
мок його реакції невідомий. Вводимо систему 
координат з початком у точці А, вісь Ах спря
мовуємо горизонтально вправо, а Ау — вер
тикально вгору. Далі записуємо рівняння 
рівноваги:

4
Σ  Fix =Х А-  F  cos 30° = 0 => ХА = F s ! 3/2;
/=і

Σ  Fiy =YA + S + Fsin30° =

'_Ι = 0= Φ ^ = - S - F /  2;
4

Σ  М ІА = aS +aF  cos 30° + 2 aF  sin 30° =
/=1

= 0=>S = - f (V 3 / 2  + l) .

Отже, розрахуємо = F (4Ϊ> + ,

Яд = J x l +YZ = W ?  + 2-7з/2 = 1,62F = /?д.

7.2.J. Задачі для са м о ст ійн о го  р о з в ’я зу вання

1.1. На повітряну кульку /4 діє підйомна 
сила 0  = 3 Н. Кулька утримується невагомою 
ниткою 0/1 довжиною / =5 м (рис. 1.27). Сила

вітру віднесла кульку на відстань а = 4 м. Ви
значити натяг нитки, якщо сила вітру на
прямлена горизонтально. Вагою кульки знех
тувати.

В і д п о в і д ь :  T =Ql/ V/2 - а 2 = 5 Н.
1.2. Шарнірний стрижневий трикутник 

ABC може вільно обертатись навколо гори
зонтальної осі, яка проходить через точку А 
(рис. 1.28). На стрижні ВС  закріплено ван
таж вагою Р = 10 Н. Визначити зусилля в 
стрижнях АВ і АС, якщо АВ = АС, а  = 45° , 
β = 15°.

В і д п о в і д ь :  SAB

Рис. 1.28

P s in (a~ P )
sin 2a

= 5 Η;

S <r = P .Si."(.tt.t P L 5V 3 . 8.66Н . 
sin 2 a

1.3. У жолобі з абсолютно гладенькими 
стінками, як і утворюють з горизонталлю 
кути по 30°, лежить циліндр вагою Р =  60 Н 
(рис. 1.29). Визначити тиск циліндра на 
стінки жолоба. р

В і д п о в і д ь :  Qa ~Qb

Ру/З
2 cos 30°

= 34,64 Н.

1.4. Визначити реакції нерухомого шар
ніра А і котка В, на які опирається неваго
мий важіль ADB, якщо перпендикулярно до 
AD у точці С прикладена сила Р = 12 кН і 
АС = 2CD = 2BD = 2 м (рис. 1.30).

В і д п о в і д ь :  Ra = W 5 ■ 5,37 κΗ;

R r =
РлГ\о

7,59 κΗ.

N o  =

В і д п о в і д ь: Ra 

Р у[2

12,65 кН;

= 5,66кН .

1.6. Визначити реакцію стрижня ВК, який 
підтримує у рівновазі плоский трикутник ABC 
вагою Р = 36 Н, якщо його вершина А за
кріплена в нерухомому шарнірі (рис. 1.32).

В

В і д п о в і д ь :  Sвк  =
Р у[ Ї (  9 - J I )

36
= 10,25 Н.

1.7. Визначити реакцію шарніра А і тиск 
однорідного бруска АВ довжиною І = 6 м

1.5. Балка вагою Р=  16 кН може оберта
тись навколо горизонтальної осі, яка про
ходить через точку А, а кінцем допирається _
на гладеньку опору (рис. 1.31). Виз(ШВД{,йііГСЬКИІ'^

,  імені Р·реакції опор, якщо балка з горизонтальною
поверхнею утворює кут 45°. j Н А У К о У а  Б І 5 Л І 0 Т & А

альнии уншерс 
)тефа!іі' 

52Ύ25266



вагою P  = 14 Н на поверхню гладкої півсфе
ри радіуса R = 0,8 м (рис. 1.33), якщо бру
сок у рівновазі нахилений до горизонту під
кутом 30°. ___

7 Р  /644
В і д п о в і д ь :  Ra = ----------- = 11,69 Н;

,с  р/Т 211
N = ----- —  = 25,98 Н.

14
1.8. Визначити реакцію нерухомого шар

ніра А і зусилля у стрижні СК  квадратної 
ферми ABCD, до якої у точці В прикладена 
сила Р = 20 кН під кутом 45° до стрижня АВ 
(рис. 1.34).

$ с к  -

В і д п о в і д ь :  Ra = 
Р уІ2
- ^ -  = 14,14 Н.

РуіЇ0
= 31,62 Н;

1.9. Визначити реакцію стрижня ВК, 
який підтримує у рівновазі прямокутник 
ABCD вагою Р = 46 Н, що може обертатись 
навколо точки А, якщо АВ = 2СВ = 2 м 
(рис. 1.35).

В і д п о в і д ь :  SBK =
’ (і7> /3-27)

46
= 2,44 Н.

1.10. Визначити реакції двох гладеньких 
площин, на як і опирається балка АВ у точ
ках А і В, якщо її вага Р =  132 Н (рис. 1.36). 
Який кут утворюють площини?

Рис. 1.36 

Ру/б
В і д п о в і д ь :  Na = ------ = 80,83 Н;

N r

^ 2 (5 -2 > / з )
< 57,84 Н;

Z  АСВ = arctg( і - л/з) = 143,8° .

§ 1.3. РІВНОВАГА 
СКЛАДЕНОЇ КОНСТРУКЦІЇ

1.3.1. Короткі теоретичні відомості

Якщо конструкція складена, то потрібно 
скористатись методом перерізів, щоб звес
ти систему сил до збіжної.

У такому випадку розглядають рівновагу 
кожного тіла окремо. При цьому інші тіла є 
внутрішніми в ’я зями  для заданої системи тіл
і зовн ішніми  для тіла, що розглядається. 
Зовнішні в ’язі відкидають, замінивши їхню 
дію реакціями, прикладеними у точках кон
такту тіл. Проте слід пам’ятати, що внутріш
ні сили задовольняють третій закон  Нью

тона.  Насамперед розглядають рівновагу 
того тіла складеної конструкції, для якого 
задача є статично визначеною.

У деяких випадках може виявитись, що 
задача рівноваги для кожного тіла системи є 
статично невизначеною, проте її розв’язан
ня можливе, бо загальна кількість рівнянь 
дорівнює кількості невідомих сил — внут
рішні сили входять двічі у рівняння рівнова
ги різних тіл. Зазначимо також, що у разі роз
глядання рівноваги всієї конструкції потрібно 
користуватися аксіомою про затверднення.

1.3.2. Приклади розв’язування задач

Приклад 1.5. Розглянемо приклад 1.1 у  
такій постановці: потрібно знайти зусилля 
в стрижнях та натяг нитки (рис. 1.13).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Оскільки натяг нит
ки є внутрішньою силою, то доцільно за
стосувати метод перерізів, тобто нитку слід 
перерізати, але етап розв’язування задачі, на 
якому це треба зробити, можна вибрати по- 
різному.

По-перше, треба відзначити, якщо роз
глянути рівновагу шарніра В, то доведеть
ся визначати три невідомі сили: зусилля 
в стрижнях ВС  та АВ і натяг нитки Т 
(рис. 1.37). Отже, знайти натяг нитки не
можливо. Ця задача може бути розв’язана 
так. Спочатку розглядають рівновагу шар
ніра В, нитки та вантажу Р ( рис. 1.15), зна
ходять сили 5! та S2 (рис. 1.37), а далі роз
глядають окремо рівновагу вантажу Р  і зна
ходять натяг нитки, що, в свою чергу, може 
бути виконано двома способами: розгляда
ють рівновагу шарніра В, на який діють
зусилля у стрижнях 5С та АВ і натяг нитки Т . 
Тобто зрівноважуються відомі сили S, і S2 
та невідома сила, яку треба визначити (на
тяг нитки Т ). Силу Т можна знайти як гра
фічно, так і аналітично.

Рис. 1.37 Рис. 1.38

Простіше відразу розглянути рівновагу 
вантажу Р, на який діють сили ваги Р  та 
натягу нитки f '  (рис. 1.38), тобто рівновагу 
сили, з якою відкинута верхня частина нит
ки діє на нижню за третім законом  Ньюто
на. Сили f  та f  є силами дії та протидії, 
тому T  = - Т  . Згідно з аксіомою про дв і  сили 
маємо Т' = —Р , тобто Т = Р  \ відразу роз
глядаємо рівновагу вантажу Р  і знаходимо 
силу f '  відповідно до аксіоми про дв і  сили 
(рис. 1.38). Далі знаходимо силу Τ = -Τ ' .  А вже 
тепер, аналізуючи систему сил, що зображе
на на рис. 1.37, знаходимо сили 5, та S2 , 
розглядаючи силу Т як відому.

За кількістю обчислень усі можливі ва
ріанти розв’язування задачі достатньо близь
кі. Шлях розв’язування вибирають відповід
но до постановки задачі.

Приклад 1.6. На рис. 1.39 зображено си
стему тіл, аналогічну системі, зображеній на 
рис. 1.13, але нитка перекинута через блок 
L, закріплений шарнірно. Треба знайти зу
силля в стрижнях.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рівнова
гу системи тіл шарнір—нитка—блок—ван-
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таж, до яко ї прикладено систему сил: 
відому силу Р  , зусилля Sj та 52 у 
стрижнях АВ та ВС, реакцію блока N . 
Оскільки блок закріплений за допомо

гою нерухомого шарніра, розглянемо реакцію 

шарніра N = yV, + jV2 (рис. 1.40). Але за та
ких умов ми не матимемо збіжної системи 
сил. Крім того, кількість невідомих сил до
рівнює чотирьом, що перевищує максималь
ну кількість рівнянь (три) для плоскої сис
теми сил. Тому потрібно змінити систему 
тіл, рівновага якої буде розглядатися.

В

Рис. 1.42

Для виключення із розгляду реакцій Ni 

та N2 розглянемо рівновагу блока L і знай
демо спочатку натяг нитки Τ ' , тобто вико
ристаємо методику розв’язання, розглянуту 
в попередній задачі. На блок діють три сили: 
вага вантажу Р  , натяг нитки T' = - Т  та ре
акція шарніра L — N (рис. 1.41, а). Дві сили 
Τ', Р  перетинаються в точці V, отже, згідно 
з теоремою про три сили реакція шарніра N 
також буде проходити через точку V. Побу
дуємо трикутник сил (рис. 1.41, б). Оскільки

він рівнобедрений, то T' = Р . Далі розгля
немо рівновагу шарніра В (рис. 1.42), до яко

го прикладено натяг нитки Т , зусилля у стриж
нях 5] і 52 . Тут відомою є сила Т , а невідоми
ми — сили 5j та 52 · Методика розв’язання 
збігається з наведеною у прикладі 1. Запишемо 

5, = 7 'cosl5° = PCOS150 ;

S2 =7’ sin l5° = /’ sin 15°.
Таким чином, у цій задачі нитку розрі

зають у будь-якому разі, навіть тоді, коли за 
умовою задачі натяг нитки знаходити не 
треба. Це поясняється тим, що потрібно ви
ключення з розгляду реакції шарніра L.

Приклад 1.7. Однорідний брусок А В 
(рис. 1.43) довжиною ЗR і вагою 16 Н, який 
може обертатись навколо горизонтальної 
осі, що проходить через точку А, опираєть
ся на поверхню гладенького циліндра ра
діусом R. Циліндр лежить на гладенькій го
ризонтальній площині і утримується нероз
тяжною ниткою АС довжиною 2R. Визна
чити натяг нитки Т і силу тиску бруска на 
шарнір А.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рівнова
гу системи тіл брусок—циліндр, до якої при
кладено сили ваги бруска Р  (відома) і ци

ліндра G (рис. 1.44), реакції гладенької пло
щини N , нерухомого шарніра RA = X л + 
(невідомі величина і напрям), натяг нитки 
Т . Ця система сил не збіжна. Крім того, 
кількість невідомих сил (п ’ять) перевищує

максимальну кількість рівнянь (три) рівно
ваги для плоскої системи сил. Тому необхі
дно змінити систему тіл, рівновагу якої роз
глянемо.

На брусок АВ (рис. 1.45, а ) діють три 
сили: вага Р  , реакція гладенької поверхні 
циліндра <2 та реакція шарніра A — RA. Дві 
сили P  і Q перетинаються в точці О, отже, 
згідно з теоремою про три сили реакція шар
ніра Ra також буде проходити через точку О. 
Будуємо трикутник сил (рис. 1.45, б). Оскіль
ки з р и с .1.44 sin ZLAC = R/(2R) = 0,5, то 
ZLAC = ZCAK = 30° , a ZLOD = 60° . Далі 
знаходимо

AL = AC cos 30° = R\/з ;
AD -  АВ/2 = 1,5/?;

АЕ = ADcos60° = 0 ,75R ;

AL-AD
ОЕ = ED + OD = AD sin 60° +------------- =

sin 60°

= /?( 2 -V 3 / 4 );

АО = 4 о Е2 + АЕ2 = /? V19 — 4л/з /2 ; 

sin β = АЕ/АО = з/ (2> / і9-ф Л ) і

COS β = ( 8 - 7 з ) / ( 2 ^ 1 9 - 4 7 з ) ;



Тоді із силового трикутника (рис. 1.45, б )  
маємо
Q = P  sin sin fe + 60° j  = 2p j 1̂ + л/з ctg = 

= Ру/3/4 = 4λ/3=6,93 Η,

Ra = ΡδίηόΟ^ΜΠ^β+όΟ0 j  =

= Ρ ^β/ (sin β + Тз cos β) =

= Рл/і9-4лУз/4 = 4>/і9-4л/з =13,9Н. 
Далі розглянемо рівновагу циліндра. До 

нього прикладено чотири сили: вага б  
(рис. 1.46, а), реакції гладеньких поверхонь 
бруска Q  та площини N , натяг нитки Т . 
Усі сили перетинаються в точці С. Отже,

Рис. 1.45

будуємо силовий трикутник (рис. 1.46, б). 
Оскільки він рівносторонній, то

T = Q= p j 3 / 4  = 4 V3 = 6,93 Η.

1.3.3. Задачі для сам о ст ійно го  р о з в ’я зу вання

1.11. Два невагомих стрижні АВ і АС 
(рис 1.47) розміщені під кутами а  = 30° і 
β = 60° до горизонту та з ’єднані між собою 
шарніром А. До цього шарніра прикріплено 
шнур, до кінця якого прив’язано вантаж 
вагою Р. Визначити зусилля у стрижнях.

Г -1- !

В.

Рис. 1.47

Ві д п о в і д ь :  SAB = = P*J3/2;
5 ίη (α  + β)

_ P  s i na  ,
AC ~ ■ i  , a\~  ' '5 ΐη (α  + β)

1.12. Вантаж Q = 20 H зрівноважено за 
допомогою тросів, перекинутих через неру
хомі блоки А і С, до кінців яких підвішені 
дві однакові противаги (рис. 1.48). Визна
чити вагу противаг, якщо відстань між не
вагомими блоками ЛС = / = 8 м, а трос про
вис на висоту h = 3,5 м.

Рис. 1.48

В і д п о в і д ь :  Р  

= 77,46 Н.

Ah1
Ah

= 20л/Ї5 :

1.13. Дві маленькі кульки А і В ( рис. 1.49) 
вагою P  і Q, з ’єднані між собою невагомим 
жорстким стрижнем, знаходяться у стані 
рівноваги всередині гладенької сферичної 
нерухомої чаші радіусом R. Визначити тиск 
кульок на чашу та зусилля у стрижні, якщо 
довжина стрижня АВ = 21.

P ro s  Сі
В і д п о в і д ь :  Qa =Qb = — τ η Γ ’

sm β
P c o s ^ - a )  

sin β

( Q - p )1 ο ιa e i g a  = ------------ . ; ΰ0 8 β = — .
(.P + Q )y lR 2 - l 2 R

1.14. Гладенька кулька А (рис. 1.50) радіу
са R дотикається до гладеньких поверхонь 
стіни і підлоги. З якою силою Q необхідно 
притиснути до неї брусок висотою Ii (h  < R ) ,  
щоб кулька відірвалась від підлоги ?

Рис. 1.50

В і д п о в і д ь :  Q = Р\] 2R h~ h2 j ( R - h )  ■ 
1.15. На вузол D (рис. 1.51) шарнірної 

стрижневої конструкції діє вздовж стрижня 
DB сила F . Визначити зусилля у стрижнях, 
реакцію шарніра А і котка В, якщо всі стрижні 
невагомі і мають однакову довжину.

В і д п о в і д ь :  Ra =Sab = F /2; RB =

= fV 3  / 2; SBD -  F  ; SCA = SDC = SCB = 0 .
1.16. На вузол D (рис. 1.52) ферми діє го

ризонтальна сила F . Визначити зусилля у 
стрижнях, реакцію шарніра А і котка В, якщо 
АС = СВ = 2CD. Вагою стрижнів знехтувати.

А С В

Рис. 1.52

В і д п о в і д ь :  RA = F/A;RB = F y f n /А; 

SBd =SAD= F\f5 / 4; SCD = 0; SAC = S^  = FI 2.

1.17. Механічна система з трьох стрижнів 
АВ, ВС і CD(рис. 1.53) закріплена шарнірно 
у нерухомих точках А і D. До вузла В при
кладена вертикальна сила Р=  3 кН. Яку верти
кальну силу Q потрібно прикласти до вузла С,



щоб система знаходилась у рівновазі, якщо 
а  = 30° , β = 60° ?

В і д п о в і д ь :  Q = Sab =Sbc = Рл/3/3 = 
= 1,73 кН; SCD = Р = ЗкН.

1.18. Для трьохшарнірної арки визначи
ти реакції шарнірів А, О і В, які виникають 
у результаті д ії сили Р, спрямованої під ку
том 30° до вертикалі (рис. 1.54).

Рис. 1.54

В і д п о в і д ь :  R0 = RB =

= />л/ 2 ( 4 - 7 з )/13= 0,25Л

Ra =  Р ( з 7 з  + l) V l4  + 4V 3  / 2 6  = 1.09Р .

1.19. Між двома взаємно перпендикуляр
ними гладенькими площинами ОА і ОВ 
(рис. 1.55) лежать два гладеньких однорідних 
циліндри, які дотикаються. Визначити кут ф, 
який утворює пряма, що проходить через 
центри циліндрів, із горизонталлю, а також 
сили взаємного тиску циліндрів та кожного

з них на відповідні площини, якщо площи
на О В нахилена до горизонту під кутом 30°, 
а вага циліндрів f| = 10 Н, Р2 = 30 Н.

В і д п о в і д ь :  tg(j):
Уз ( з Р{- Р 2)

Ч рі + Р2)
= 0 ;

17,32 Н; W, = - [— Рі2 ‘ 2
л/з (Р ,+ Р2 )

= 20 H; N2 = ---- і- ї -----^  = 34,64 Н.
2 2

1.20. Два однакових циліндри вагою Р, 
які не торкаються один одного, підвішені 
на нитках до точки О (рис. 1.56). Між ними 
лежить третій циліндр. Визначити вагу Q 
цього циліндра, якщо механічна система 
зрівноважена, а кути а  = 30°, β = 45°.

В і д п о в і д ь :  Q
2Рщ<х

ί £ β ^ α
>(V5+i).

§ 1.4. РІВНОВАГА ЗБ ІЖ Н О Ї СИСТЕМИ СИЛ  
З УРАХУВАННЯМ СИЛ ТЕРТЯ

1.4.1. Короткі теоретичні відомості

Коли тіло, що перебуває в рівновазі, 
утримується в’язями з тертям, то до рівнянь 
рівноваги необхідно приєднати додаткову 
умову, яку визначають за формулою

тр max = / / v , ( 1. 10)

д е/ — коефіцієнт пропорційності, який ха
рактеризує ступінь шорсткості поверхонь 
контактних тіл і називається коефіцієнтом  
тертя ковзання', N — нормальна складова 
реакції, тобто

\f  \<F = fN  (111)|' тр| — 1 тр max J ν1·11/

Методика розв’язання задач статики за 
наявності сил тертя ковзання така. Якщо 
за умовою задачі відомо, що тіло зрівнова
жене, то, застосовуючи графічний метод (тео
рему про три сили), спочатку визначають 
реакцію R шорсткої поверхні і кут тертя 
а  між нормаллю до поверхні та R . Далі за
писують умову (1.11) у вигляді

|tga|</ або - / < t g a < /  (1.12)

і визначають складові реакції шорсткої по
верхні: нормальну N та силу тертя FTp 
(рис. 1.4) з формул

FW = R s i n a ;  N = R c o s a -  (113)

У разі застосування аналітичної форми 
запису рівнянь рівноваги нормальну скла
дову реакції та силу тертя ковзання визна
чають з умов рівноваги. Для цього силу тер
тя зображають як  дотичну складову реакції 
опори. Якщо напрям можливого руху тіла у 
разі відсутності сили тертя є очевидним, то 
силу тертя доцільно напрямляти в проти
лежному напрямі (це відображає той факт, 
що сила тертя ковзання перешкоджає мож
ливому руху). Якщо напрям можливого руху 
тіла визначити неможливо або складно, силу 
тертя спрямовують вздовж дотичної у до
вільному напрямі (дійсний напрям сили тер
тя ковзання визначають у процесі розв’я 
зання задачі).

Зауважимо, що на цьому етапі розв’я 
зання задачі додаткову умову не викори
стовують.

У разі, коли треба переконатися, що тіло 
перебуває в рівновазі, або тоді, коли мова

йде про порушення цього стану, розв’язан
ня задачі слід продовжити. У випадку рівно
ваги треба перевірити виконання додатко
вих умов

N>  0 ;  - f  N < F1V< f  Ν ,

або, якщо необхідно, визначити з цих умов 
шукану величину (силу тертя ковзання, кут 
тертя і т. ін.).

1.4.2. Приклади розв’язування задач

Приклад 1.8. На шорсткій похилій по
верхні (рис. 1.57) у стані спокою знаходить
ся тіло вагою Р  = 10 Н, на яке діє сила Q 
(α  =30°,β = 45°). Визначити:

1) силу тертя ковзання, якщо Q = 7 Н;
2) величину сили Q, при якій тіло пере

буватиме в стані спокою, якщо коефіцієнт 
тертя ковзання / = 0 ,05 .

Г р а ф і ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у в а н -  
н я. Розглянемо рівновагу тіла, на яке діють 
сила Q (рис. 1.58, а), сила ваги Р  та реак
ція шорсткої поверхні R . Відразу визначи
ти напрям можливого руху тіла неможливо, 
бо він залежить як від величин сил Q і Р , 
так і від значень кутів а  та β . Тому зобра
зимо реакцію шорсткої поверхні R у до
вільному напрямі під невідомим кутом α *  , 
наприклад, вправо від нормалі до поверхні. 
Оскільки всі три сили перетинаються в одній 
точці, будуємо замкнутий силовий трикут
ник (рис. 1.59). Кут а *  між силою R і 
нормаллю у стані рівноваги задовольняє 
нерівність I tga*| < /  .



За теоремою синусів маємо

Q
cos (α *  + β)

s in (a - a * )
, звідки

tg a *  = P s in a -Q c o sP
P c o s a - g s in P '

Для прийнятих даних отримаємо tg a *  = 
= 0 ,006 . Це означає, що сила R напрямле
на вправо від нормалі до похилої поверхні. 
Отже, тіло буде рухатись вгору, а в стані 
рівноваги згідно з умовою (1.12)

- /  < tg a *  = -^--- а  ~ ̂ C0S ̂  < /

Отже, s in a*

P c o s a - g s in P  

|Qcos3- P s in a l
R

■, ТОДІ д л я

заданих величин відповідно до формули 
(1.13) маємо

Fjp = /?sina* = |gcos3~ Psina| =

= |7 · 0,7071 — 10 - 0 ,5| = 0,05Н;

p  sin a  -  /  cos a  ^ ^ ^  sin a  + /  co sa
cos β -  /sin  β cos β + /  sin β

звідки 6,8Н < Q < 7,32 Η.
А н а л і т и ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у 

в а н н я .  Реакцію шорсткої поверхні зобра
жаємо у вигляді нормальної складової ре
акції опори N та сили тертя ковзання FTp

(рис. 1.58, б). Я к зазначалося, відразу ви
значити напрям можливого руху тіла немож
ливо, тому зображаємо силу тертя вздовж 
поверхні в довільному напрямі, наприклад 
донизу (рис. 1.58, б). Вводимо систему ко
ординат Оху. Для визначення сили FTp до
статньо скористатись одним рівнянням рів
новаги, а саме:

4
= P s i n a - g « ^  + FTp = 0 .

м
Звідси знаходимо FTp = β ΰ ο β β -Ρ ε ίη α  .
Для заданих величин маємо

Fjp = 7-0 ,7071-10· 0,5 = -0,05 Н.

Від’ємний знак величини означає, 
що дійсний напрям сили FTp протилежний 
зображеному на рис. 1.58, б. На цьому пер
ший етап задачі завершено.

Для визначення сили Q, при якій тіло 
перебуває в рівновазі, знайдемо нормальну 
складову реакції шорсткої поверхні N з дру
гого рівняння рівноваги

4
Σ  Fyl = -  Р c o s a  + Q s in f i  + N = 0 .
;=ι

З нього знаходимо Л '= P c o s a -Q s in ^  
Згідно з ( 1 . П)  маємо
|FTp|=0,05H<//V = / ( P c o s a - i 2 s ^ )  =

= 0,05 (10 · 0,866 -  7 · 0,7071) = 0,19 Η.

Розглянемо другий етап розв’язування за
дачі. Оскільки мова йде про порушення ста
ну спокою, то суть задачі полягає в дослі
дженні умови (1.11), тобто

|βοο8β-Ρ5ίηα| < f ( P c o s a - Q s ' m ^ ) .

Цей вираз можна записати так:

- /  (Ρ α > 8 α -β 5 ίη β ) < P s i n a - ( ? a ^  <
< / ( P c o s a - Q s u ^ ) ,

звідки
^ s in a - / c o s  a  < < ^  sin a  + f  co sa

α « β -  / ε ίη β  α^βπ- /β ίηβ
Для заданих параметрів отримаємо 

6,8 Н< Q < 7,32 Н. 
Зауважимо, що аналогічною розглянутій 

є така постановка задачі: за відомою силою 
Q визначити значення кута a , при якому 
тіло починає рухатись.

Приклад 1.9. Визначити, при яких зна
ченнях кута а  балка вагою Р, що спираєть
ся на гладеньку стіну та шорстку підлогу з

коефіцієнтом тертя f  зрівноважена. До се
редини балки прикладено горизонтальну 
силу Q (рис. 1.60).

Г р а ф і ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у в а н 
ня.  Розглянемо рівновагу балки, на яку 
діють сила Q , сила ваги Р  та реакції гла
денької стіни NB та шорсткої підлоги · RA 
(рис. 1.61, а). Оскільки сили Q і Р  при
кладені в одній точці, то за аксіомою II їх 
можна замінити рівнодійною R .

Отже, балка перебуває в рівновазі під дією 
трьох сил NB , Ra та R . Точка перетину їх 
ліній дії знаходиться в точці О. Кут між реак
цією шорсткої поверхні Ra і нормаллю до

підлоги позначимо a  * , наприклад, вліво від 
нормалі до поверхні (рис. 1.61, а). Далі будує
мо замкнутий силовий трикутник (рис. 1.62).
За теоремою синусів з Δ ОВС і Δ ОАС маємо

о с  _ Аб sin a  Ай cos ( a - a * )
25ίηβ 2 c o s ^ + a * )

де ctgβ = β/Ρ · Звідси tg a *  = ct^P ^Ctpcf

У стані рівноваги виконується нерівність 
|tga*| < /  . Отже,

, < c t g £ - c t g a  
J 2 

=> ctg β - 2 /  < ctg a  < ctg β + 2/

а б о 0 / Р -2 /  < c tg a  < Q f P + l f .

N в 
Рис. 1.62



А н а л і т и ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у 
в а н н я .  Вводимо систему координат Аху 
(рис. 1.61, б). Зображаємо відомі сили Р , 
Q , реакцію гладенької стіни NB та реак
цію шорсткої поверхні у вигляді нормаль
ної складової Nл та сили тертя ковзання 
Ртр , яку  спрямуємо вздовж осі Ах.

Запишемо рівняння рівноваги балки

Ї Х -  =Fw  +Q ~ NB =0, 
;=і
5

^ F y i =NA- P  = 0,
;=і
5

= -P (A C c o sa )-£ 2 (A C s in a )-
1=1

+ yvs  (A S sin a )  = 0.
1 1

Звідси FTp= - P  ctg a  -  -  Q; /VA = P.

На цю му завершено перший етап розв’я 
зання задачі.

Переходимо до другого етапу. Розв’язу

ючи нерівність |ртр| < /  NА , одержуємо

— - 2 / < c t g a < —+ 2/
Р  Р

Це і є розв’язок задачі.
Приклад 1.10. Визначити найменше зна

чення сили Q (рис. 1.63), при якому систе
ма зрівноважена, якщо коефіцієнт тертя ков-

Г р а ф і ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у в а н 
н я. Розглянемо рівновагу клина, на який
діють три сили: сила ваги Р  та реакції шорст

ких поверхонь тіл Р1пл і R2lm (рис. 1.65, а). 
Згідно з теоремою про три сили, лінії д ії всіх 
сил перетинаються в одній точці. Оскільки 
механічна система симетрична, поверхні тіл 
однакові, а реакції тіл рівні за величиною 
( Р1пл = R2im = Rnn), то їх можна замінити 
ОДНІЄЮ ЇМ рІВНОДІЙНОЮ R = R\nJI + Rfrw ,
спрямованою вздовж вертикалі (рис. 1.64, б). 
Отже, за аксіомою I P  = - R  .

З ромба (рис. 1.65, б) маємо

P = 2PnjIsin^a + a * ) ,

де а  — кут між реакцією шорсткої поверхні 
тіл і нормаллю до стінки клина. Далі роз
глянемо рівновагу правої пластинки, до якої
прикладено силу Q , силу ваги Рпп , реакції 

гладенької опори Νοπ та шорсткої поверхні

клина RK = ~R\nn = /V + FTp за третім зако
ном Ньютона (рис. 1.64, а). Оскільки лінії 
д ії сил Рпл і Νοπ збігаються, то їх можна 

замінити однією рівнодійною силою R* = 

= Рпл + Nm  . Отже, пластинка перебуває в 

рівновазі під дією трьох сил: Q , R* та RK .

Далі будуємо замкнутий силовий трикут
ник (рис. 1.64, б), з якого Q = RK cos^a + a  j.

Отже, дістанемо Р  |cos a  -  tg a  sin a j  = 

= 2<2^sina+tga*cosaj. Звідси

P -2< 2 tga
tg a *  = ------- .

P tg a  + 2<2
У стані рівноваги виконується нерівність 

|tga*| < /  . Тоді

Σ  Fyi = 2FTpco sa + 2 / V s in a -P  = 0 .
ι=1

Далі розглядаємо рівновагу правої плас
тинки (рис. 1.64, а) і записуємо рівняння 
рівноваги в проекції на вісь Сх.

t F«
/=1

FTp sin a  + N cos a  -  Q = 0 .

P t g a  + 2 g  '  /  + t g a
l + / t g a

Тоді сила тертя і реакція клина відповідно 

FTn = - F c o s a - 2 s i n a  ,тр 2
1

< 2 Q < P

Отже, Qn

t g a - /

l - / t g a

N = — P s in a  + O c o sa .
2

2 ( t g a  + /  )

А н а л і т и ч н и й  м е т о д  р о з в ’ я з у в а н 
ня.  Спочатку розглядаємо рівновагу кли
на. Зображаємо відомі сили: вагу клина Р , 
реакції пластинок Ν, ,  Ν 2 (/V, = Ν2 = Λ/) 
та їхніх шорстких поверхонь FTp], FTp2 
( Fjp] = FTp2 = FTp) ; які спрямовуємо вгору — 
протилежно можливому руху (рис. 1.65, а). 
Вісь Оу напрямляємо вертикально і запи
суємо проекції зображених сил на цю вісь:

Розв’язуючи нерівність |FTp| ^ /  N , одер-

1 1 + /  tg a
жуємо

1 Dl - / t g aP " J 'c ~' < Q < - P -
2 /  + t g a  2 t g a - /

Отриманий вираз є розв’язком задачі.

1.4.3. Задачі для сам о ст ійно го  р о з в ’я зу вання

1.21. Однорідна циліндрична труба ва
гою Р  = 600 Н спирається на шорсткий ви
ступ А і утримується в рівновазі горизон
тальною силою F — 150 Н, прикладеною до 
ободу труби (рис. 1.66). Визначити, при яких



1.22. Однорідна горизонтальна балка АВ 
лежить на гладенькій площині СЕ і шорст
кій CD (рис. 1.67). Визначити вагу балки, 
якщо вона утримується в рівновазі силою

тертя FTр = 10л/з Н.

Рис. 1.67

В і д п о в і д ь :  P = FTp- 2л/з = 60 Н.
1.23. Однорідна балка спирається на дві 

шорсткі площини: одним кінцем на гори
зонтальну, а іншим на нахилену під деяким 
кутом (рис. 1.68). Коефіцієнт тертя площин 
/  = 0,3. Визначити кут нахилу β площини, 
якщо балка перебуває в рівновазі.

В і д п о в і д ь :  β = arctg

42= arctg—  =53,6 
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2 / ( 1 - / )  

' 1 - 2  f ~ f 2

1.24. Вага вантажу Р = 180 Н, радіуси 
шківів /?[ =10см , R2 =15 cm (рис. 1.69). Ко
ефіцієнт тертя між шківом і колодкою /  = 
= 0,6. ОА = ї м ,  ОВ = 0,25 м. Нехтуючи 
вагою важеля ОА і розмірами колодки, ви
значити величину сили F  , яку необхідно 
прикласти перпендикулярно до важеля, щоб 
утримати вантаж в рівновазі.

В і д п о в і д ь :  F >  Р
OB R,і _
ОА f R 2

= 50 Н.

1.25. Однорідний стрижень АВ вагою Р  і 
довжиною / (рис. 1.70), що розміщений у 
вертикальній площині, своїм кінцем А спи
рається на шорстку поверхню у найнижчій 
точці півсфери. Радіус півсфери R. Вважаю
чи, що виступ у точці С гладенький, ви
значити силу тертя, якщо стрижень перебу
ває в рівновазі.

В і д п о в і д ь :  Fтр
Pls[2  

8 R
1.26. Коефіцієнт тертя між каменем і го

ризонтальною площиною/=  0,4. Якою по
винна бути вага каменю Q, щоб людина ва
гою Р\ = 550 Н змогла піднятись по драби
ні, яка має вагу Р2 =100Н і нахилена під 
кутом 60° до підлоги, у верхню точку В 
(рис. 1.71)?

Тертям драбини знехтувати.

Рис. 1.71

В і д п о в і д ь :  Q> Рі + 2 = 500-Уз Н.
2/V3

1.27. Однорідна шорстка балка АВ вагою 
Р = 600 Н спирається точкою С на поверх
ню циліндричного барабана і утримується 
горизонтальною мотузкою BD, що прив’я 
зана до вантажу М (рис. 1.72). Відомо, що 
АС = 0,8 м, СВ = 1,6 м, а  = 30°. Визначити 
найменшу вагу вантажу Q за умови, що си
стема перебуватиме в рівновазі, якщо ко
ефіцієнт тертя між ним і підлогою /=  0,6.

F _ F
В і д п о в і д ь :  /  = —----- - t g a  = 0 ,5 tg a .

^2  + ^1
1.29. Однорідна тонка балка завдовжки 

21 опирається на верхній кінець стовпа ви
сотою А і на підлогу. Визначити коефіцієнт 
тертя між балкою і підлогою, якщо най
більший кут нахилу балки до вертикалі в по
ложенні рівноваги дорівнює а  (рис. 1.74). 
Тертям між балкою і стовпом знехтувати.

Рис. 1.74

Рис. 1.72

В і д п о в і д ь :  0  = —— = 250>/з Н.
4/

1.28. Вантаж знаходиться на шорсткій 
площині, що нахилена під кутом а  до го
ризонту (рис. 1.73). Визначити коефіцієнт 
тертя між тілом та похилою площиною, якщо 
воно перебуває в рівновазі, коли зовнішня 
сила F, паралельна площині, задовольняє 
умову F| < F < F2 (Fj = 10 H; F2 = 30 Η ) .

_ . ,  /sin acos" aВ і д п о в і д ь :  /  = ---------- -----------  .
/і - / sin" a c o s a

1.30. Вважаючи, що кривошип ОА і ша
тун АВ є однорідними стрижнями однако
вої довжини вагою Р кожний (рис. 1.75), ви-



значити найменше значення кута Φ, при 
якому механізм, розміщений у вертикальній 
площині, перебуватиме в рівновазі, якщо ко
ефіцієнт тертя між повзуном В, вагою Q і 
його напрямними дорівнює/

В і д п о в і д ь :  tgcp =
2 / ( Ρ + β )

§ 1.5. ПРОСТОРОВА ЗБІЖ НА СИСТЕМА СИЛ

1.5.1. Короткі теоретичні відомості

Аналітичні умови рівноваги збіжної си
стеми сил мають такий вигляд:

Σ ^=°;Σ ^=  ο;Σ^=ο· d·14)
ί=1 ί=1 ι=1

Задача є статично визначеною, якщо 
кількість невідомих не перевищує трьох.

Якщо за умовою задачі осі координат не 
вказані, то їх необхідно вибрати самостійно.

Потім складаємо рівняння (1.14) рівно
ваги в проекціях на вибрані осі, роз’язуємо 
отриману систему рівнянь, тобто визначає
мо невідомі.

1.5.2. Приклади розв’язування задач

Приклад 1.11. Знайти зусилля в стриж
нях CA, СВ, CD, якщо відома вага Р  вантажу 
(рис. 1.76). Площина ABC горизонтальна.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглядаємо рівнова
гу шарніра С, до якого прикладено реакції 
стрижнів та натяг нитки. Реакції стрижнів 
напрямляємо вздовж них від шарніра С 
(рис. 1.77). Натяг нитки Т за модулем дорів
нює силі Р. Застосовуємо аналітичний метод 
розв’язанн я, для чого вводимо систему 
координат Oxyz■ Рівняння рівноваги мають 
такий вигляд:

= Г -5 , c o s P -S 2 cos а  -  S3 sin γ = 0,
ι=1
4

Σ^ν,· = -5 3cosy = 0,
/=1
4

Σ  PZi = -Si sin β + S2 sin а  = 0.

З другого рівняння знаходимо S3 = 0 , 
з третього рівняння — залежність S2 =

_ ^  sinJ3 |-цсля ПщСхановки цього вира- 
s in a

зу в перше рівняння одержуємо 
_ P s in a

1 5 ίη (α  + β)
Psin β

Далі знаходимо S2 = ■
5 ίη ( α  + β )
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Приклад 1.12. Знайти зусилля в стриж
нях АВ, ВС  і BD, якщо до шарніра В при
кладена вертикальна сила Р  (рис. 1.78).

Рис. 1.78

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглядаємо рівно
вагу шарніра В під дією сили Р і реакцій

стрижнів 5 ] ,5 2,5 3 (рис. 1.79), які спрямо-

Рис. 1.79

вуємо вздовж відповідних стрижнів від шар
ніра В. Маємо збіжну систему сил з трьома 
невідомими силами, що відповідає кількості 
рівнянь рівноваги. Вводимо прямокутну си
стему координат Oxyz. Записуємо рівняння 
рівноваги

Σ ^ ,  =~S2 - S 3 s u c o s a  = 0 ,
ι=1
4

■ Σ / у  = -S i - S 3s n ^ s in a  = 0,
i=l
4

Σ ^ ,  = - P  + S3 α>ββ = 0.

З третього рівняння знаходимо 53 = — .
rr · C0S3Далі визначаємо

S2 = -5 3 8 ίη β ΰ08 α  = -Ρ ΐ£ β ΰ 0 5 α ;

S] = - 5 3 sin β sin a  = - P  tg β sin a .

Те, що величини 5[ та S2e  від’ємними, 

означає, що сили 5, та 52 насправді спрямо
вані в протилежний бік по відношенню до зоб
ражених напрямів на рис. 1.79.

1.5.3. Задачі для самостійного розв’язування

1.31. Вантаж 7 вагою Р = 60 Н утримуєть
ся в рівновазі стрижнями АС, ВС  і DC, шар
нірно з’єднаними у точці С, і тросом, пере
кинутим через блок Е під кутом a  = 30° 
(рис. 1.80). Визначити зусилля у стрижнях, 
якщо кут β = 45°; γ = 60° .

Рис. 1.80

co sa
В і д п о в і д ь :  SCD = P -----— = 73,5 Η,

α ^ β
β ίη ία  + β)

S a c = S b c = P  _ η  . =47,32 Η.
2 cos β sin γ
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1 .32 . Три стрижні АС, ВС  і DC з ’єднані 
шарнірно у точці С (рис. 1.81). Визначити 
зусилля у стрижнях, якщо вони перебува
ють у рівновазі під дією сили F=  50 Н, яка 
розміщена у вертикальній площині Оху. Кут 
а  = 60°; β = 30°.

В і д п о в і д ь :  SCD = F  t g a  = 86,6 Η,

Sa c = S b c = τ — £ -------- = 100 Η.
2 sin β cos a

1.33. Однорідна плита вагою G = 100 Н 
утримується в рівновазі трьома тросами AD, 
BD і CD (рис. 1.82). Визначити натяги у тро
сах, якщо кут a  = 30°; β = 60° . Трос CD роз
міщений у вертикальній площині.

В і д п о в і д ь :  TCD -  —---- --  200 Н,
s i na

Тл о = Т н п  = 1 0 0 1 1 .‘ BD 2 sin β

1.34. Три стрижні AO, BO і CO з ’єдна
но в шарнірі О (рис. 1.83). Визначити їхні 
реакції, що виникають під дією сили F = 
= 12 Н, прикладеної до шарніра О і спря
мованої вздовж діагоналі ON, якщо АВ = 
= AO = AD.

F - J l
В і д п о в і д ь :  SA 0 = —-— = 6 ,9 3 Н,

$ в о  -  0 . с о : F  Л|— =9,8 Н.

1.35. Три стрижні AO, ВО  і СО з’єднано 
в точці О за допомогою шарніра, до якого 
прикладено силу F — 18 Н (рис. 1.84) вздовж 
діагоналі OD. Визначити зусилля у стриж
нях, якщо кут a  = 30°, β = 45°. Вагою 
стрижнів знехтувати.

_ ί^ ίη β
В і д п о в і д ь :  ЬА 0 - —;------- -2 5 ,4 6 Н ,

s i na
SBO -  F sin β ^  a  = 22,05 Η,

ч о - F  cos β = 12,73 Η.

1.36. Визначити зусилля у стрижнях кон
стр укц ії, якщ о /5=15кН;  Ρ2 = 10.5κΗ ; 
я = 1 м; 6 = 3 м; с = 4 м (рис. 1.85). Сили Рх 
і Р2 напрямлені вздовж стрижнів відповід
но З і 1. Вагою стрижнів знехтувати.

Рис. 1.85

В і д п о в і д ь :  5] = Р$ =20 кН, S2 =0,

S3 = /» = 30кН , S4 = -^£ .= 30кН,

55 = P, + P^ a +h 2 +—  = 82,95 кН,
a

Рф
56 = —2— = 23,33 кН.

a
1.38. Визначити опорні реакції і зусил

ля в стрижнях шарнірної конструкції у ви
гляді правильної піраміди, ребра яко ї на
хилені до основи під кутом a  (рис. 1.87). 
Верхній вузол А навантажений вертикаль
ною силою Р, а вершини В, С, D знаходять
ся на рухомих шарнірах. Вагою стрижнів 
знехтувати.

Рис. 1.87

В і д п о в і д ь :  5 ] = 5 2 =0,  
S3 =PX = 15 кН,

УІа2+ Ь2+ с2
= 16,93 кН,

І а  +Ь
5s = Р~> - т = ^ =  = 13,28 кН, Sb = 0 .

УІа2 + Ь 2

1.37.Сили Рх, Р2 \ Рг напрямлені вздовж 
стрижнів відповідно 3, 5 і /. Визначити 
зусилля у стрижнях конструкц ії, якщ о 
Р[ = 30 кН, Р2 = 40 кН, Р3 = 20 кН, а  = 1,2 м, 
b = 1,4 м, с  = 1,8 м (рис. 1.86). Вагою стриж
нів знехтувати.

В і д п о в і д ь :  SAB= S AC 

Р
3 s in a  ’

R d — R r  — R n  —

S ad

P_
З '

1.39. Стрижневий трикутник з шарні
рами А, В і С зрівноважено за допомогою 
п’яти стрижнів, з ’єднаних з трикутником і 
горизонтальною  стелею за допомогою 
шарнірів (рис. 1.88). Площини рівносто- 
ронніх трикутників DAE і FBG перпен
дикулярні до площини трикутника ABC. 
До вузла С прикладена вертикальна сила Р. 
Визначити зусилля в стрижнях, якщо 
ZBAC = ZABC = 30°. Вагою стрижнів знех
тувати.



Рис. 1.88 Рис. 1.89

Відповідь: SAC = SBC = P  , SAF = 0 ,

7з
Sad -  SAE -  SBF -  SBG -  P  ,

1.40. У шарнірно-стрижневій конструкції 
вузли A,B,C,D  знаходяться у вершинах го
ризонтально розміщеного квадрата, а вузол

Е — на одній вертикалі з вузлом В, якщо 
BE = АВ (рис. 1.89). До вузла D прикладе
но вертикальну силу F. Визначити зусилля 
в стрижнях, нехтуючи їхньою вагою.

В і д п о в і д ь :  SCd = SBA = S ПА = SKD =

-  S< :l -  F  > SDE

ScE = SAE = 0 ·

: F y l3 , SCA = f V 2 ,

Р о з д і л  2 

АБСОЛЮ ТНО ТВЕРДЕ ТІЛО  
ПІД ДІЄЮ  ДО ВІЛЬНОЇ П Л О С КО Ї СИСТЕМИ СИЛ

§ 2 .1 . РІВНЯННЯ РІВНОВАГИ  
АБСО ЛЮ ТНО  ТВЕРДОГО ТІЛА

Необхідною і достатньою умовою рівно
ваги абсолютно твердого тіла під дією си
стеми сил, довільно розміщених у площині, 
є рівність нулеві алгебраїчної суми проекцій 
всіх сил на дві взаємно перпендикулярні осі 
та алгебраїчної суми моментів усіх сил 
відносно будь-якої точки (центра моментів):

2 Х = 0 ,  5 > w = 0 ’ i > o f = 0 ·  (2·1)
/=І М ;'=1

Отже, число рівнянь рівноваги дорівнює 
трьом. Ці рівняння можна подати не тільки 
у формі (2 . 1) , а й двома рівняннями моментів 
і одним рівнянням проекцій:

Л > а; =0, І Х , = 0 ,  2 Х - = 0  (2.2)
ί=1 М  і=1

або трьома рівняннями моментів відносно 
трьох точок, що не лежать на одній прямій:

І > д,=0,  ± М т =0.  (2.3)
/=1 і=1 /=1

У випадку (2.2) пряма АВ і вісь Ох не- 
перпендикулярні.

Центр моментів доцільно вибрати в 
точці, в якій перетинаються лінії д ії най
більшої кількості невідомих сил. Такий 
вибір центра моментів спрощує розв’язу
вання задачі, оскільки зумовлює наймен
шу кількість невідомих сил у рівняннях 
рівноваги.

Коли в задачі кількість невідомих, які 
мають бути визначені, перевищує кількість 
рівнянь рівноваги, задача називається ста
тично визначуваною. Таким чином, у ви
падку рівноваги абсолютно твердого тіла під 
дією довільної плоскої системи сил статич
но визначуваними є лише такі задачі, в яких 
кількість невідомих не перевищує трьох.

§ 2 .2 . РІВНЯННЯ РІВНОВАГИ 
СКЛА ДЕН О Ї КОНСТРУКЦІЇ

Розв’язуючи задачі, в яких розглядаєть
ся рівновага системи твердих тіл, недостат
ньо, як  правило, розглядати рівновагу всієї 
системи в цілому, оскільки для неї можна 
скласти лише три рівняння рівноваги у ви
падку дії плоскої системи сил. У таких зада
чах кількість невідомих може перевищувати 
кількість згаданих вище рівнянь, оскільки 
невідомими будуть і сили взаємодії між ок
ремими тілами конструкції.

Проте це не є підставою вважати таку 
задачу статично невизначуваною. Пояс
нюється це тим, що якщо за допомогою 
методу перерізів розділити конструкцію на 
окремі тверді тіла і скласти рівняння рівно
ваги для кожного тіла окремо, то кількість 
нових невідомих може бути меншою, ніж 
кількість нових рівнянь.

Задача буде статично визначуваною, 
якщо кількість рівнянь рівноваги для всієї 
системи і окремих її частин буде не менша 
за кількість усіх невідомих.

§ 2.3. ПРИКЛАДИ РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 2.1. Однорідна балка масою 10 кг 
спирається кінцем А на гладеньку горизон
тальну підлогу, а кінцем В — на гладеньку 
похилу площину, яка утворює з горизонтом 
кут а  = 30° (рис. 2.1). Кінець β  балки утри
мується ниткою, перекинутою через блок D, 
частина BD нитки паралельна похилій пло
щині, а до другого кінця нитки підвішено 
тягар Р.

Нехтуючи тертям, знайти вагу тягаря Р  і 
сили тиску Na і Νβ балки на підлогу і по
хилу площину за умови рівноваги балки.

D

Р о з в ’ я з у в а н н я .  При визначенні не
відомих сил потрібно дотримуватися такої 
послідовності дій.

1. Виділити тіло, рівновага якого розгля
дається. У даній задачі розглядаємо рівно
вагу балки АВ (рис. 2.2), оскільки до неї при
кладена активна сила m g  .

2. Вказати задані сили. На балку діє сила 
ваги m g  , прикладена в її геометричному 
центрі С.

3. Визначити в’язі, накладені на тіло, і, 
застосовуючи аксіому про звільнення від 
в’язей, подумки відкинути в’язі, замінивши



їхню дію на тіло реакціями. Реакції гладень
ких поверхонь у точках А і В перпендику
лярні до цих поверхонь. Сила натягу нитки 
напрямлена вздовж неї і дорівнює Р.

4. Провести аналіз системи сил і впев
нитись у тому, що дана задача є статично 
визначуваною. Тут три невідомих сили: Р  , 
Ra і Rb ; кількість рівнянь рівноваги теж 
три. Отже, задача є статично означуваною.

5. Вибрати прямокутну систему коорди
нат, скласти аналітичні рівняння рівноваги.

Вибираємо початок координат у точці А, 
осі показано на рис. 2 .2 :

або

Σ  Fxi = Р с  os a -  RB cos
і~\

π
- α = 0 ,

Σ ' ν
ι=1

у, m g  + RA+ RB cos a  + 

+ P  cos —- a  =0,

Σ Μ
1=1

Bl -m g  ■ BC  cos β + Ra ■ BA cos β = 0.

6 . Розв’язати рівняння і обчислити не
відомі величини:

Pcos a  -  RB sin a  = 0 ,

- m g  + RA + RB cos a  + Psin a  = 0 .

Оскільки AB = 2В С , то з третього рів

няння маємо - m g  + 2RA = 0 , або 

m * = 1 0 0  = 5 0 H  

Л 2 2
З першого рівняння знаходимо RB = 

_ cos a  
οοββ  '

Підставивши це значення у друге рів
няння, отримаємо

m g  „ cos2 a  _ .- m g  Η------+ P --------- + Psin a  = 0
2  s in a

ґ  cos2 a  + sin2 a
sin a

m g
2

m gзвідки P = :::2-s in a  = 25H.
2

І далі RB = P c tg a  = 25ctg30° = 43,3H .
7. Проаналізувати одержаний розв’язок. 

Реакції Ra і RB — це сили, з якими підлога 
і похила площина діють на балку. За третім 
законом Ньютона сили тиску балки на підло
гу NА і на похилу площину NB дорівню
ють Ra і Rb відповідно, але напрямлені 
протилежно цим реакціям.

Приклад 2.2. Визначити опорні реакції 
балки, зображеної на рис. 2.3, якщо Fx = 
= 10 кН, М  = 30 кН · м, д = 2 кН/м, a  = 60°, 
£4 = 2 м, АВ = 6  м, BD = 3 м.

ί

М

живім
' V /

Рис. 2.3

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рівнова
гу балки ED. На неї діють сила Fx, пара сил 
з моментом М  і розподілене рівномірне на
вантаження, інтенсивність якого дорівнює 
q . Замінимо це навантаження зосередже
ною силою Q , статично еквівалентною цьо
му навантаженню. Величина сили Q дорів
нює площі прямокутника, який зображує 
розподілене навантаження, тобто Q = q  ■ BD = 
= 2·3 = 6 κΗ. Сила Q прикладена в центрі 
ваги розподіленого навантаження, тобто по
середині відрізка BD. Відкинувши уявно в’язі 
(нерухомий шарнір А і коток В), замінимо 
їх дію на балку реакціями. Реакція котка RB 
перпендикулярна до площини його опори. 
Оскільки напрям і величина реакції шарні
ра А невідомі, розкладемо її на дві невідомі 
складові ХА і ΥΛ, напрямлені в додатний

%

J L  і -  і -
Г  І * ·  1 °

Хд 0 х

Рис. 2.4

бік осей координат Ах і Ау (рис. 2.4). Роз
глянемо тепер балку як вільне абсолютно 
тверде тіло, що знаходиться в рівновазі під 
дією довільної плоскої системи сил.

Невідомих сил три: ХА , ΫΑ, RB . Задача 
статично визначувана, оскільки рівнянь 
рівноваги можна скласти три:

Y jF xi = X А~ F\CO s a  = °,

Σ  Fyi = y a  + r b  -  Q -  F\ sin a  =  ° .

Σ Μ μ = F\ E A s i n a -M  + RB ■ AB -

- Q AB +
BD

=  0 .

Розв’язавши наведену систему рівнянь, 
знайдемо

XА = F{ co sa  = 5 кН,

R r =4 q ^a b + ^ b d }-

i i n a ]  =+M -  F, · £ 4 s in a J  = 9 ,6 кН,

YA = Q + Fx sin a  -  RB ~5 кН.

Модуль Ra обчислюємо за теоремою 
Піфагора:

r a = s] x a + ya =5V2kH .

Приклад 2.3. Розглянемо приклад засто
сування аналітичних умов рівноваги при 
визначенні опорних реакцій конструкції, що 
складається з двох тіл. Треба знайти опорні 
реакції Ra , Rb , Rd  і силу тиску в точці С

балок одна на одну (рис. 2.5), якщо АВ = 41, 
ВС -  BE = І, АК = КС, CD = 21, Р = 2Н , 
Λ ί=4Η ·Μ , a  = 30°, / = їм , qmax= 1 Н/м.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  1. Розглянемо рівно
вагу двох балок АЕ і CD, з’єднаних між собою.

2. Аналіз сил: до балки АЕ прикладено 
зосереджену силу Р, нахилену під кутом a  
до балки, та розподілене за лінійним зако
ном навантаження, максимальна величина 
якого <7тах = 1 Н/м прикладена в точці В.

У точці С на балку АЕ опирається балка 
CD, нахилена під кутом 45° до балки АЕ, 
яка утримується в точці D нерухомим ци
ліндричним шарніром. До балки CD при
кладено пару сил з моментом М = 4 Н · м, 
що намагається повернути балку проти ходу 
годинникової стрілки.

3. Проаналізуємо в ’язі, тобто тіла, що 
утримують балку в рівновазі: у точці А бал
ки АЕ знаходиться нерухомий циліндрич
ний шарнір; у точці В балка покладена на 
котки; у точці D балку CD утримує нерухо
мий циліндричний шарнір. В опорах балок 
тертя відсутнє.

4. З’ясуємо, чи є задача статично визна
чуваною. Реакції нерухомих шарнірів А і D 
невідомі за величиною та напрямом. Відо
мо тільки, що вони лежать у площині ри
сунка. Це означає, що кожна реакція виз
начається двома алгебраїчними невідомими, 
наприклад її складовими вздовж двох коор
динатних осей.



Реакція котка перпендикулярна до пло
щини котка, тобто невідоме лише її алгеб
раїчне значення. Оскільки тертя в точці С 
відсутнє, тиск у точці балок одна на одну 
напрямлений вздовж нормалі до балки АЕ, 
тобто перпендикулярно до осі однієї з балок.

Таким чином, максимальна кількість ал
гебраїчних невідомих в задачі дорівнює ше
сти. Кожна з балок знаходиться під дією 
довільної плоскої системи сил, тому для 
кожної з них можна скласти три аналітичні 
умови (рівняння) рівноваги.

Отже, для двох балок можна скласти 
шість рівнянь. Оскільки кількість невідомих 
не перевищує кількості рівнянь, задача ста
тично визначувана.

5. Застосувавши аксіому про звільнення 
від в ’язей, подумки відкинемо в’язі, що на
кладені на систему балок, замінивши їх дію 
відповідними реакціями. Виберемо початок 
системи координат в точці А. Вісь Ах на
правимо вздовж балки АЕ, вісь Ау — по вер
тикалі вгору (рис. 2 .6 ).

Представимо невідому реакцію в точці дво
ма взаємно перпендикулярними складовими 
X А і уА, напрямленими вздовж осей коорди
нат Ах і Ау. Реакція RB перпендикулярна до 
площини котка, тобто паралельна осі Ау.

Оскільки розглядається рівновага всієї 
системи в цілому, тиск у точці С дорівнює 
нулеві (згідно з третім законом Ньютона 
сили взаємодії балок АЕ і CD рівні та про
тилежно напрямлені). Проте якщо розгля
дати окремо балку CD, можна помітити, що 
вона знаходиться в рівновазі під дією лише

пари сил з моментом М і двох реакцій: шар
ніра D та балки АЕ. Реакція балки прикла
дена в точці С. Відомо, що пару сил можна 
зрівноважити тільки парою сил, а тому ре
акції Rd і Rc  також повинні бути парою 
сил, тобто вони рівні за величиною і проти
лежно напрямлені. Звідси робимо висновок, 
що Rd паралельна Rc  і паралельна осі Ау, 
а якщо Rc  напрямлена вгору, то RD на
прямлена вниз.

Замінимо розподілене по BE навантажен
ня статично еквівалентною зосередженою 
силою Q , прикладеною в центрі ваги розпо
діленого навантаження. Відомо, що центр 
ваги прямокутного трикутника знаходиться 
на відстані 1/3 катетів від прямого кута. Сила 
Q чисельно дорівнює площі трикутника, 
один катет якого BE, інший — qmax :

Q = \ q ж В Е .

Усі сили зображено на рис. 2.6.
6 . Вважатимемо систему двох балок не

змінною системою і складемо для неї три 
рівняння рівноваги у вигляді двох сум про
екцій сил на осі Ах та Ау і суми моментів 
сил відносно точки А :

^ F x i=XA+ P c o s a  = 0,

£ f v, =УЛ -  P s in a + R B - Q - R d =0, 

^ M AI = -Ρ ·  Α Κ άηα+  RBA B - (2.4)

-Q AB+-BE
З

+ Μ -  Rd ( AC+ C£>sin45°) = 0.

Ці три рівняння містять чотири невідомих 
Xа i УА, RB , Rd - Д л я  того  щоб система 
рівнянь стала замкненою, треба скласти ще 
одне рівняння. Проте для системи двох балок 
можна скласти лише три незалежних між со
бою рівняння. Тому розглянемо тепер будь- 
яку з балок окремо. Для даного прикладу зруч
ніше розглянути балку CD. До неї прикладені 
сила Rd  , пара сил з моментом М  і реакція у 
точці С відкинутої балки АЕ (рис. 2.7).

CDsin45° 2/cos45°Не -  Rd 

= 2^2 =2,82 Η.
З першого рівняння системи (2.4) X А =

= -P c o s a  = - 2 —  = ->/з = -1 ,73 Н.
2

Невідомі Ї А і RB знаходимо з другого і 
третього рівнянь системи (2.4):

Rr =■АВ
P A K s i n a  + Q А В + -В Е

З

-M  +Rd (AC + CD sin45°) :3 Н;

YA = P sin a - R B + Q + Rd = 1,3 Η.

З а у в а ж е н н я .  Дану задачу можна розв’язати, 
почавши з розчленування балок, тобто розглянути 
спочатку рівновагу балки АЕ, а потім CD, або навпа
ки. При цьому на балку АЕ діє система сил, зобра
жена на рис. 2.8. Звернемо увагу на те. що сила R^, 
прикладена до АЕ, змінила напрям згідно з третім 
законом Ньютона. Отже, не можна вказати напрям 
^~,не з ’ясувавши, про яке тіло йдеться.

У

Уа

Рис. 2.7

З попереднього робимо висновок, що 
Rc  = - R d , Rc -  Rd - Балка перебуває у рів
новазі під дією пар сил. Умовою її рівнова
ги є рівність нулеві алгебраїчної суми мо
ментів пар сил, тобто

= M - R d CD sin 45° = 0. (2.5)

Момент пари сил ( Rc , R0 ) чисельно дорів
нює добутку величини однієї з сил на плече 
пари h, де h = CDsin 45° . Момент заданої 
пари сил М >  0 , момент пари ^Rc ,RD ĵ 
від’ємний, бо намагається повернути балку CD 
за годинниковою стрілкою. З рівняння (2.5) 

М 4

і к .
{* й |  J1

Ха С
Рис. 2.8

Z2—■
Е х

Приклад 2.4. Знайти реакції жорсткого 
закріплення консольної балки AD (рис. 2.9), 
яка знаходиться під дією пари сил з момен
том М = З к Н м і  зосередженої сили F  = 
= 2 кН. Сила F прикладена в точці D, її лінія 
д ії утворює кут 60° з AD, AD = / = 2 м.

М

і  /n60‘ Г=С̂=
Рис. 2.9

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рівнова
гу балки AD, до якої прикладена пара сил з 
моментом М, яка намагається повернути 
балку проти ходу годинникової стрілки; в 
точці D прикладена зосереджена сила F.

На балку накладена в’язь — жорстке за
щемлення в точці А стіни.

На підставі аксіоми про звільнення від 
в’язей, відкинемо подумки жорстке защем
лення в точці А, замінивши його дію відпо
відною реакцією: реакція защемлення має 
три невідомі складові — два компоненти ре
акції по осях координат і момент Л/, пари 
сил, який називають моментом защемлен
ня (рис. 2.10). Таким чином, защемлення,



на відміну від шарніра, створює не лише 
невідому за величиною та напрямом реак
цію Ra  , але й пару сил з невідомим мо
ментом Л/,. Задача є статично означува
ною, оскільки невідомих три, рівнянь рівно
ваги можна скласти теж три. Складаємо 
рівняння рівноваги

Σ ρχ ΐ = x A- F c o s a = ° ’
Z F y i =YA- F  sin<x = 0 ,

Σ Μ Αί = м  + M \ -F  ADsinoc = 0. 
Розв’яжемо ці рівняння:

Хл = P c o s a  = 2 co s6 0 °  = 2 · —= 1 кН,
А 2

Υ» = F s i n a  = 2sin60° 2 · —  

2
a, 73 кн,

Μι — F  ‘ A D  sin a  — Л/ = 2 · 2 sin 60° — 3 —

= 2>/3-3 = 0 ,47кН -м .
Приклад 2.5. Горизонтальний стрижень 

А В має на кінці А  отвір, яким він наса
джується на вертикальну круглу колону CD. 
Довжина втулки b = 2 см, в точці β, на 
відстані а від осі CD до стрижня підвішено 
тягар Р.

Визначити, нехтуючи вагою стрижня АВ,  
мінімальну відстань а від тягаря Р ао  осі CD, 
щоб під дією його ваги стрижень залишався 
в рівновазі на колоні, якщо коефіцієнт тер
тя ковзання /  між колоною і втулкою дорів
нює 0,1 (рис. 2 .11).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рівновагу 
стрижня АВ, відкинувши подумки в’язь — ко
лону CD. На стрижень діє вертикальна си
ла Р — вага тягаря, прикладена в точці В{.

Стрижень утримується в рівновазі завдяки 
силам тертя між колоною CD і внутрішньою 
поверхнею отвору. Ці сили можна вважати 
прикладеними в точках E  і К. Виникають 
сили тертя завдяки силам нормального стис
кання NЕ і Nк  між колоною і поверхнею 
отвору (рис. 2.12). Складаємо рівняння 
рівноваги стрижня. Система координат зоб
ражена на рис. 2 .12 .

Σ ^ = ν ε - ν κ = 0 ,

Σ ^ ·  = ^ + /ГЛ - р  :Тр і і Тр 1

Σ Μ 0 ί = - Ρ α  + {ΝΕ + Νκ ) - -

- f * o xo + f^ o 2o

(2.6)

0 .

З першого рівняння системи (2 .6 ) роби
мо висновок, що N  £ = N  к -  N  , тобто ці 
сили утворюють пару сил, а оскільки вели
чина сили статичного тертя пропорційна 
силі нормального стискання між поверхня
ми тіл (коефіцієнт тертя / — коефіцієнт про
порційності — є однаковим у точках E  і К),

Ε Кто з цього випливає, що F^, = F^, = F . Дру

ге і третє рівняння системи (2 .6 ) перетво
рюються на такі:

(2F  — Р = 0,

\ - Р а  + Nb  = 0.

м Ра  /г Р Звідси маємо N = —  .
b 2 

Сила тертя спокою задовольняє нерів
ність

FTp < / N ,

F - P < f Pa · тому Γ -  —  S  /  —  , ЗВІДКИ

^ b  ° ’0 2  η 1 а > —  = -------- = 0,1 м.
2/  2 -0,1

§ 2 .4 . ЗАДАЧІ ДЛЯ С А М О СТІЙНО ГО  
РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

2.1 [32]. Однорідна балка вагою 600 Н зав
довжки 4 м опирається кінцем С (рис. 2.13) 
на гладеньку підлогу, а проміжною точкою 
В — на стовп заввишки 3 м. Балка знахо
диться в рівновазі, утворює із стовпом кут 
30°, в точці С до балки прив’язана мотузка, 
яка закріплена в точці А. Нехтуючи тертям, 
знайти натяг мотузки Т, реакції RB і Rc  
відповідно стовпа і підлоги.

В і д п о в і д ь :  Т  = 150 Η , RB ~ 173 Η , 
Rc  =513 Н.

Рис. 2.13 Рис. 2.14

2.2 [32]. Однорідна балка АВ  вагою 200 Н 
опирається на гладеньку горизонтальну 
підлогу в точці В (рис. 2.14) під кутом 60°. 
Крім того, в точках C і D вона підтримуєть
ся опорами без тертя. Визначити реакції 
опор в точках В, C, D, якщ о довжина 
АВ = Зм , СВ = 0.5 м, BD = їм .

В і д п о в і д ь :  /?Й= 200Н.

2.3 [32]. Однорідна балка вагою 100 Н 
прикріплена до стіни шарніром А  (рис. 2.15) 
і утримується в рівновазі під кутом 45° до 
вертикалі за допомогою троса, який пере
кинуто через блок С. До другого кінця тро
са прикріплено тягар G, трос ВС  утворює з 
вертикаллю кут 30°. У точці D до балки 
підвішено тягар Q вагою 200 Н. Визначити 
вагу тягаря G і реакцію шарніра А, якщо 
BD = 0,25 А В . Тертям знехтувати.

В і д п о в і д ь :  G = 146H,  Х Д =7 3 Н,  
YA = 173 Н.

2.4 [32]. Визначити реакцію жорсткого 
защемлення А консольної балки АВ, яка зна
ходиться під дією зосередженої сили F, пари 
сил з моментом М і розподіленого наван
таження, що змінюється так, як показано 
на рис. 2.16. Дано: F=  5 кН, А/ = 4 кН ■ м, 
<7 = 2  кН/м, АС  = 3 м, СВ = 4,5 м.

В і д п о в і д ь :  Хд =13,7 кН, YA = 2,5 кН, 
М А = -2 7 ,0  кН ■ м.



2.5. Однорідний стрижень завдовжки 0,4 м 
опирається кінцем А на жорстку стіну і 
підтримується у рівновазі за допомогою не
вагомої мотузки CD (рис. 2.17). Визначити 
коефіцієнт статичного тертя ковзання / між 
стіною і кінцем А стрижня, якщо ВС=  0,15 м, 
AD = 0,25 м, а найменший кут а  при рівно
вазі стрижня дорівнює 4 5 ° ■

2.7. Знайти момент пари сил М х 
(рис. 2.19), яку треба прикласти до криво
шипа АВ кривошипно-кулісного механіз
му при його рівновазі у положенні, коли 
А В1А С  , якщо на кулісу CD діє пара сил з 
моментом M, Z  ACD = а , АВ = а  . Тертям і 
вагою частин механізму нехтують. Знайти 
також величини реакцій шарнірів А і С.

В і д п о в і д ь :  /
Afisina t g $ - 2  AD

= 0 , 6 .
АВ sin a

2.6. На горизонтальні балки АВ і ССХ 
шарнірно з ’єднаної системи діють сили 
F\ = 4 кН, F, = 6  кН ( рис. 2.18); ААХ = 4 м, 
АХВ = 1 м, ВВХ = 2 м, ВХС = 1 м, CD = 3 м, 
DCX =2 м, ZBBXC = 90°. У точках В і С 
розміщені шарніри. Нехтуючи вагою кон
струкції, знайти реакції жорсткого защем
лення А і нерухомого шарніра D.

В і д п о в і д ь :  Х д = 0 ,  Y,
М , -6,144 кН-м, X D

-0,536 кН,
2 кН, YD = 10 кН.

Рис. 2.20

і д п о в і д ь :  Г = 6,9 Н, А’Л = - 6 Н, 
ід  = -12 ,5  Н.

2.9. Однорідна балка АВ (рис. 2.21) ва
гою Р  завдовжки / жорстко защемлена у 
стінці і утворює з нею кут а . Однорідний

2.8 [32]. Брусок АВ (рис. 2.20), який може 
обертатися навколо горизонтальної осі А, 
опирається на поверхню гладенького цилін
дра радіуса R. Циліндр лежить на гладенькій 
горизонтальній площині і утримується нит
кою АС. Вага бруска С = 16 H; AB=3R; 
АС = 2R. Визначити натяг нитки Т і тиск 
бруска на шарнір А.

диск вагою Q лежить між стінкою і балкою, 
торкаючись їх у точках С і D. Знайти сили 
тиску Nc  і ND диска на стіну і балку, 
а також реакцію жорсткого защемлення, 

21
якщо BD = — .

З

В і д п о в і д ь :  Nc  = g c t g a ,  ND = —— ,
s in a

ΧΑ = - 2 c t g a ,  ΥΑ = P + Q ,

2 0  + 3/5sin2 a ,
Μ a = — ----------------- /·

6  sin a
2.10. Якою силою F до шківа В потрібно 

притиснути фрикційний шків А (рис. 2.22) 
для того, щоб шків В  знаходився у рівно

вазі, якщо вага тягаря Р  = 50 Н, коефіцієнт

тертя /  = 0 ,5 , а відношення — = 2 ?
d

В і д п о в і д ь :  F > 5 0 Н.

§ 2 .5 . РОЗРАХУНКОВІ ЗАВДАННЯ  
"ВИЗНАЧЕННЯ РЕАКЦІЙ О П О Р  

С КЛАДЕНО Ї КО НС ТРУКЦІЇ"

Розміри та зовнішні навантаження скла
дених конструкцій різних варіантів схем 
(рис. 2.23) вказано у табл. 2.1. Визначити 
реакції опор конструкцій наведених схем.

Рис. 2.23 (початок) 
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Рис. 2.23 (закінчення)

Таблиця 2.1
Номер

варіанта Μ, Н ■ м Р, Н Q, Н qm „ Н/м АВ, м CD, м а, град
1 2 5 4 1,0 2 2 ЗО
2 4 3 3 0,5 3 3 60
3 3 1 2 0,2 6 6 45
4 8 5 2 3,0 4 4 135
5 5 10 5 0,3 5 5 120
6 10 6 2 1,0 5 5 30
7 8 4 4 0,1 4 4 60
8 6 3 6 2,0 3 3 150
9 12 8 2 0,3 5 5 30
10 4 15 5 1,0 2 2 45
11 8 7 2 1,0 3 5 45
12 12 4 3 1,5 4 2 30
13 10 9 5 0,5 5 3 60
14 8 6 7 0,8 6 6 30
15 9 5 9 0,2 7 8 15
16 . . .. 4 3 10 2,0 5 4 30

Закінч ення  табл. 2.1

Номер
варіанта Μ, Н -м />,Н Q, Н фіга» Н/м АВ, м CD, м а, град

17 5 8 12 1,0 3 9 60
18 3 10 5 0,3 8 10 75
19 5 12 3 0,5 9 4 45
20 7 6 8 1,5 10 5 30
21 8 7 2 1,0 3 5 45
22 12 4 3 1,5 4 2 30
23 10 9 5 0,5 5 3 60
24 8 6 7 0,8 6 6 30
25 9 5 9 0,2 7 8 15
26 4 3 10 2,0 5 4 30
27 5 8 12 1,0 3 9 60
28 3 10 5 0,3 8 10 75
29 5 12 3 0,5 9 4 45
30 7 6 8 1,5 10 5 30

Р о з д і л  З

ПЛО СКІ ФЕРМИ. ВИЗНАЧЕННЯ ЗУСИЛЬ У  СТРИЖНЯХ

§ 3 .1 . КО Р О ТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

Ферма — геометрично незмінна система 
прямолінійних стрижнів, з'єднаних між со
бою шарнірами. Якщо всі стрижні лежать в 
одній площині, ферму називають плоскою.

Основна мета при розв’язуванні задач про 
ферми — визначення внутрішніх сил, що 
виникають у стрижнях ферми внаслідок дії 
зовнішніх активних навантажень і зовнішніх 
реакцій опор. Умовно ці внутрішні сили 
називають зусиллями.

Ферми називають найпростішими, якщо 
вони мають найменшу можливу кількість 
стрижнів при заданій кількості шарнірів. 
Залежність між кількостями стрижнів п і 
шарнірів k для найпростіших ферм має вигляд 

/f = 2k -  3 ·
З’єднання стрижнів між собою називаєть

ся ey3jWMU, кожний шарнір збігається з вуз
лом ферми.

Зусилля у стрижнях ферми визначають з 
деякими спрощеннями, а саме:

а) шарніри, які з’єднують стрижні фер
ми, вважають ідеальними точковими шар
нірами без тертя;

б) всі стрижні є абсолютно твердими;
в) зовнішні сили, прикладені до ферми, 

вважають прикладеними у вузлах.
За цих припущень у стрижнях можуть 

виникнути тільки розтяжні й стискальні на
пруги. Перед тим, як розраховувати зусил
ля в стрижнях, слід визначити всі зовнішні 
реакції опор.

Найпростіше визначити зусилля у 
стрижнях ферми дає змогу метод вирізування  
вузлів. Він застосовується як для графічно
го, так і для аналітичного розв’язування 
задачі.

Оскільки при використанні цього мето
ду зусилля в кожному наступному стрижні 
розраховуються за визначеними раніше зу-



силлями у попередніх стрижнях, то допу
щена похибка при визначенні зусилля од
ного з стрижнів впливає на результати роз
рахунків зусиль усіх інших стрижнів.

Діаграма Максвелла—Кремони , що є знач
ним вдосконаленням методу вирізування 
вузлів у графічній побудові, уможливлює 
мінімізацію похибки названого методу. 
А найзручнішим аналітичним способом, 
який не призводить до накопичення похи
бок, є с п о с і б  Р іттера  (спосіб трьох мо
ментів).

§ 3 .2 . П РИ КЛ А Д И  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 3.1. Ферма, що зображена на 
рис. 3.1, перебуває у рівновазі під дією ак
тивних сил Р{ = ЗО кН і Р2 = 20 кН. Розмі
ри ферми вказані на рисунку в метрах. Знай
ти зусилля в стрижнях.

D

Рис. 3.1

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Ферма є статично 
означуваною, бо кількість стрижнів « = 11 , 
вузлів £ = 7 ,  a l l  = 2-  7 — 3.

Спочатку розглянемо ферму в цілому і 
знайдемо реакції зовнішніх в’язей RA і RB . 
Розкладемо невідому реакцію RA на дві 
складові ХА і γΑ (рис. 3.2), напрями яких 
збігаються з додатними напрямами коорди
нат осей.

Рис. 3.2

Складемо систему рівнянь рівноваги:

Σ Ρ* = ΧΑ + Ρΐ = °. 

Σ ^ = υα +Κβ - Ρ 2 = 0 ,

Σ μ α ,------3 ·/ ? -4  P2 +6 Rb =0.

З неї знайдемо

ЗОкН,

3 ·^  + 4 -Λ  85

Х а = ~ Р і

85

: — = 28,33 кН, 
З

25
уа = P - ' -R b = 2 0 ----- = -------~ -8 ,33  кН,

'  3 3

r a  = 7 а 'д  + к .4 =31,1 кН.

Знаки відповідей характеризують дійсні 
напрямки реакцій. Для перевірки правиль
ності знайдених реакцій складемо рівнян
ня моментів сил відносно, наприклад, точ
ки D:

Σ ^ Di -  -2^д -ЗР, - 2 Р 2 +4Rb .

Підставивши в це рівняння знайдені

—  кН і RB = —
З в  З

вище значення УА = -  —  кН і RB = ^ к Н ,

25
дістанемо, що Σ Μ Di =2· — - 9 0 - 4 0  + 4х  

85
х —  = 0 ,  тобто величини YA і RB визна

чені вірно.

Тепер шукатимемо зусилля в стрижнях. 
Застосуємо графічний варіант методу вирі
зування вузлів, тобто побудуємо діаграму  
Максвелла—Кремони.

Зобразимо ферму в лінійному масштабі і 
прикладемо активні сили Р 1 і Р2 та реакції 
в’язей.

Пронумеруємо поля, тобто частини пло
щини, де розміщені сили, які відокремлю
ють лінії д ії сил. Цю нумерацію показано 
на рис. 3.3. Поля 1 -4  відповідають позна
ченням зовнішніх сил і тому називаються 
зовнішніми полями, поля 5 - 9  — внутрішні
ми. За допомогою їх номерів позначатиме
мо внутрішні (зусилля в стрижнях) і зовнішні 
сили. Зауважимо, що послідовність полів 
відповідає обходові контуру ферми за ходом 
годинникової стрілки. Насамперед побудує
мо замкнений багатокутник зовнішніх сил, 
домовившись про масштаб зображення сил 
(рис. ЗА, а). Тут вектор 12 відповідає силі 
Р х, 23 — реакції RB і т. ін.

Рис. 3.3

Рис. 3.4

Переходимо до визначення внутрішніх сил, 
застосовуючи метод вирізування вузлів, але всі 
багатокутники сил будуємо на спільній основі, 
якою є багатокутник зовнішніх сил.

Починаємо з вузла, в якому перетинають
ся не більш як два стрижні (вузол В  або Я). 
Обходячи вузол Я  (рис. 3.3) за ходом годин
никової стрілки, натрапляємо на сили Р \, 
реакцію 25 стрижня HG і реакцію 51 
стрижня АН. Проводимо через вершину / 
(рис. 3.4, б)  багатокутника зовнішніх сил 
пряму, паралельну реакції 51, а через вер
шину 2 — пряму, паралельну 25. На пере
тині цих прямих знаходиться точка 5. Реак
ція 25 напрямлена до вузла Я  вздовж стриж
ня GH. Це означає, що стрижень стиснуто. 
Реакція 51 напрямлена вздовж стрижня НА 
від вузла Я. Стрижень НА розтягнуто.

Далі розглядаємо вузол А. Обходячи його 
за годинниковою стрілкою, ми натрапляє
мо на сили Ra , 15 — реакцію стрижня АН 
реакцію 56 стрижня AG і реакцію  64 
стрижня AD. Реакція 15 уже відома, тому 
проводячи через вершину 5 пряму, паралель
ну 56 (або AG), а через вершину 4 пряму, 
паралельну 64 (або AD), знайдемо точку 6 — 
точку перетину цих прямих. Стрижень AG 
стиснутий, a AD — розтягнутий.

Тепер вирізаємо вузол G. Ми натрапляє
мо на такі реакції стрижнів: 65 , 52 , 27 , 
76 . Реакції 65 і 52 відомі, тому проводи
мо пряму, паралельну стрижню GE, через 
вершину 2, а через точку 6 — пряму, пара
лельну стрижню GD. Дістаємо вершину 7 на 
перетині цих прямих. Стрижень СЕстисну
то, a GD — розтягнуто. _

Отже, замкнений багатокутник 6 5 - 5 2 -  
2 7 -7 6  відповідає умові рівноваги вузла G 
ферми. Далі розглядаємо вузли D, Е і т. д.

Після обходу всіх вузлів ферми одержи
мо замкнену діаграму, побудова якої вима
гає великої точності й уваги.



Якщо не дотримано масштаб або лінії 
проведено не паралельно, то в кінці побу
дови діаграми може виникнути похибка, тоб
то діаграма не буде замкненою. Похибка 
вважається допустимою, якщо всі зусилля в 
стрижнях ферми відрізняються не більш як  
на 5 % від своєї середньої величини.

Існує зручний спосіб визначення напря
му реакції стрижня за діаграмою Максвел- 
ла—Кремони.

Припустимо, треба з ’ясувати, стиснуто 
чи розтягнуто стрижень DG. Позначимо ре
акцію цифрами, наприклад, 76 . Пригадав
ши, що вузли обходили за ходом годинни
кової стрілки, бачимо, що сила 76 відно
ситься до вузла G (якщо реакцію назвати 
67  , то вона буде пов’язана з вузлом D).

Поклавши олівець на вектор 76 діаграми 
вістрям у напрямку вектора, тобто від 7 до 6 
(зверху вниз), перенесемо олівець на стрижень 
GD ферми. Бачимо, що реакція напрямлена 
від вузла С, тобто стрижень розтягнуто.

При побудові діаграми Максвелла— Кре
мони може трапитися, що дві її вершини 
збігаються. Це означає, що відповідна реак
ція має нульове значення. Такі стрижні вста
новлюються у фермі лише з конструкцій
них міркувань.

Як зазначалося вище, метод вирізування 
вузлів уможливлює застосування також ана
літичного способу розв’язання задачі. В цьо
му разі потрібно скласти рівняння рівнова
ги системи сил, прикладених до кожного 
вузла (збіжна система сил).

Не зупиняючись докладно на цьому спо
собі, розглянемо аналітичне визначення зу
силь у стрижнях, тобто м ет од  Ріттера  (або 
м ет од  наскрізних перерізів) .

Знову візьмемо ферму, до якої було за
стосовано метод вирізування вузлів. Реакції 
зовнішніх в’язей уже відомі. Для визначен
ня реакції стрижнів ферми застосуємо ме
тод перерізів. Переріз має поділити ферму

Р і

Рис. 3.5

на дві частини і проходити не більш як  че
рез три стрижні, як і не виходять з одного 
вузла ферми. Один з можливих перерізів по
казано на рис. 3.5, а.

Розглядаючи лише одну з частин ферми 
(звичайно ту, до якої прикладено менше 
зовнішніх сил), а другу вважаючи в’яззю, яку 
ми подумки відкидаємо, прикладемо до роз
різаних стрижнів реакції відкинутої части
ни ферми.

У прикладі розглянемо рівновагу правої 
частини ферми (рис. 3.5, б). На неї діють 
дві зовнішні сили Р2 і Пц , а також реакції 
трьох стрижнів, які напрямлені у бік відки
нутої частини ферми. Це означає, що ми вва
жаємо всі стрижні розтягнутими.

Задача статично визначувана, оскільки 
кількість рівнянь рівноваги (на тіло діє до
вільна плоска система сил) дорівнює кіль
кості невідомих реакцій стрижнів.

Переходимо до складання рівнянь рівно
ваги. Головна особливість методу Ріттера 
полягає у тому, що в кожне рівняння рівно
ваги має ввійти лише одне невідоме. Тоді 
зменшується ймовірність виникнення поми
лок, оскільки наявність помилки у визна

ченні будь-якого невідомого ніяк не позна
чатиметься на інших.

Найчастіше рівняння рівноваги за цим 
методом складають у формі моментів сил 
відносно т очок  Ріттера, тобто тих точок, в 
яких перетинаються два з трьох переріза
них стрижнів.

Так, для визначення реакції 5, складає
мо суму моментів сил відносно точки Рітте
ра D:

=S, ·Λ] -  P  -ICO + RB ■ DB = 0 ,
звідки

P2 C D - R b DB
h

40
л/5 kH.

Оскільки S, < 0 , то це означає, що стри
жень стиснуто (ми попередньо вважали, що 
всі стрижні розтягнуто).

Для стрижня ED точкою Ріттера є точ
ка В:

'Yi M B i= S 2h2 +P2 -CB = 0,

Р> СВ
S ·, = —

/і-і
< 0 .

Стрижень ED теж працює на стиск. Тре
тьою точкою Ріттера є точка Е:

Σ Μ Εί = S 3 EC+RB CB = 0 ,

Ra CB
S-> =

EC
> 0 .

Стрижень CD розтягнуто.
Може трапитись, що два з трьох стриж

нів, які перерізані, паралельні між собою. 
У цьому випадку одна точка Ріттера не
скінченно віддаляється. Тоді замість одного 
рівняння моментів складають рівняння про
екцій на вісь, перпендикулярну до паралель
них стрижнів.

Проводячи перерізи в інших місцях, мо
жемо знайти за методом Ріттера реакції май
же всіх стрижнів.

Як видно з попереднього викладу, обид
ва методи мають окремі недоліки, тому най
краща методика визначення зусиль у стриж
нях ферми полягає у поєднанні методів 
Максвелла—Кремони і Ріттера. Після побу
дови діаграми Максвелла—Кремони деякі 
зусилля перевіряють за методом Ріттера.

Приклад 3.2. Визначити опорні реакції і 
зусилля в стрижнях ферми, до якої прикла
дено сили Р| = 4 кН, F2 = 1 кН (рис. 3.6).

Р о з в ' я з у в а н н я .  Насамперед пере
віримо, чи є дана ферма статично означува
ною. Кількість вузлів цієї ферми k = 6 ; тоді 
кількість стрижнів повинна дорівнювати 
/7 = 2/t—3 = 9 ,  що відповідає даній фермі 
(див. рис. 3.6). Спочатку визначимо опорні 
реакції ферми, що зручно зробити аналітич
ним методом.

До ферми прикладено дві активні сили 

Fy та F2 , реакція в’язі RB у точці В (коток) 

та дві реакції ХА, УА у точці А (нерухомий

шарнір), RA = XA + YA (рис. 3.7).
Запишемо систему з трьох рівнянь рівно

ваги, оскільки маємо плоску систему сил:

£ / · „ ■ = - Х А + Λ  =  о,

Y Fy i = YA ~ F\ + RB = b  <3 · »

Σ  M zAi = RB ■ 3« + F2a -  F] a  = 0.
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Рис. 3.7

З першого рівняння системи (3.1) отри
маємо XA =F2 = l  кН, тобто сила спрямо
вана протилежно осі Ах. Третє рівняння си
стеми (3.1) перепишемо у вигляді ЗRB + F2 -  

F — F
-  F{ = 0 ,  або RB = 1 2 = 1 кН. З другого

рі вняння системи (3.1) отримаємо YA = 
= F\ - R B =3 кН. Отже, опорні реакції YA = 
= 3 кН, XА = RB = 1 κΗ.

Далі зусилля в стрижнях ферми можна 
визначити трьома способами.

Г р а ф і ч н о - а н а л і т и ч н и й  м е т о д  
(вирізання вухтів). Будемо послідовно роз
глядати рівновагу кожного вузла (шарніра) 
ферми окремо. Зауважимо, що вузли ферми 
являють собою невільні матеріальні точки, 
на які можуть діяти прикладені до них відомі 
сили: активні F j , F2 і пасивні (реакції в ’я 

зей) XA,YA.RB · В’язями для вузлів є стриж
ні, що з’єднуються в них. Наприклад, вузол 
β  обмежений двома в’язями-стрижнями 3 і
4 та перебуває під дією відомої опорної ре
акції RB , вузол С обмежений трьома в’язя
ми-стрижнями /, 2 і 7та перебуває під дією 
відомої сили F\.

На підставі аксіоми про звільнення від 
в’язей можемо кожний з цих вузлів розгля
дати як  вільну матеріальну точку, до якої 
прикладено відомі сили і реакції стрижнів.

Причому завжди матимемо збіжну плоску 
систему сил, для якої можна записати лише 
два рівняння рівноваги. Тому розгляд рівно
ваги вузлів ферми слід починати з того вуз
ла, до якого прикладена хоча б одна відома 
сила (вузли А .В ,С ,К )  та не більше двох 
невідомих реакцій стрижнів (вузли А. В ) .  
Отже, таким умовам відповідають у нашому 
прикладі лише вузли А і В.

А н а л і т и ч н и й  м е т о д .  Виріжемо в у 
зол А. До нього прикладено чотири сили: 

Кд — реакції нерухомого шарніра у 

точці А, а також 5| , S , — зусилля в стриж
нях 1 і 6 відповідно (рис. 3.8, а).

Будемо послідовно записувати по два 
рі вняння рівноваги для кожного вузла. 
Оскільки невідомо, розтягнутий стрижень чи 
стиснутий, то спочатку вважатимемо, що всі 
стрижні розтягнуті. Якщо в результаті роз
в’язку цих рівнянь отримаємо знак плюс , то 
це означатиме, що стрижень розтягнутий, а 
якщо мінус , то навпаки, — стиснутий. Зу
силля в стрижнях / і 6 спрямуємо від вузла
А. тобто вважатимемо, що обидва стрижні 
розтягуються (рис. 3.8, а). Матимемо збіжну 
плоску систему сил, а отже, два рівняння 
рівноваги:

Σ  F.vi = Si -  ХА + S6 cos 45° = 0 , 

Σ ^ ν , ^ - ν  in 45° = 0, 

звідки отримаємо

S6 =Гд>/2 = Зл/2 = 4,24кН ,

S | = * a - S 6 ^  = 1 - 3  = - 2  к Н.

Отже, стрижень І стиснутий, і його зу
силля спрямоване до вузла А, а стрижень 6 
розтягнутий — зусилля спрямоване від вуз
ла В. як  і припускалося (рис. 3.8, а).

Оскільки зусилля в стрижнях 1 і 6 відомі, 
то виріжемо наступний вузол С (можна В), 
до якого прикладено лише два невідомих зу-

Y А 

X*

У

h

Si

©
в

Рис. 3.8

силля в стрижнях 2 і 7. Спрямуємо зусилля 
від цього вузла (рис. 3.8, б). Отже, до вузла 
С прикладено сили ї\ , S7 , S ,', S2 . Вектор 

сили 5 ]' спрямований протилежно вектору 

S, (рис. 3.8, б) і рівний йому за величиною, 
бо це внутрішнє зусилля в стрижні 1.

Матимемо збіжну плоску систему сил, 
тобто два рівняння рівноваги:

Σ  Fxi = Si + S2 = 0,
Σ  F\ i = ~ S, ~ 1*\ = 0.

звідки визначимо
S , = -s,' = -2  κΗ, S7 = - F t = - 4 κΗ. 
Отже, стрижні 2 і 7 сі иснуті і їх зусилля 

спрямовані до вузла С (рис. 3.8, б).
Наступним виріжемо вузол Е. До нього

прикладено чотири сили: S5 , S'6 (протилеж

на S6 ) і Sj  (протилежна S7 ), S8 (рис. 3.8, в). 

Спрямувавши зусилля S5 і S8 від вузла Е 
(рис. 3.8, в), записуємо два рівняння рівноваги:

Σ  FKi = S5 + S8 cos45° -  S'6 cos45° = 0,

Σ  Fyi = - S j  + S8 sin 45° + S'b sin 45° = 0, 

тому

S8 = s ; V2 -  S'6 = 4л/2 -  372 -  V2 = 1,41 κΗ,

S5 = S6 - y -  -  S8 = 3 -1  = 2 κΗ.

Отже, стрижні 5 і #розтягнуті (рис. 3.8, в).

Розглянемо вузол К. До нього прикладено 
чотири сили: F2 , S4 , S5 , S9 . Спрямувавши 
зусилля S4 і S9 від вузла А-(рис. 3.8, г), запи
суємо два рівняння рівноваги:

Σ  Fxi =F2 - S ’5 + S4 cos 45° = 0 , 

Σ/>· = S9 +S4 sin45°= 0.

Отримаємо S4 = —4/2 ■ Sg => F2 -  S5 -  S4 = 

= 0, звідки Sq = F2 - S5 = -1  кН. Сила S4 =

= 72  =1,41 κΗ.
Стрижень 4 розтягнутий, a 9 — стисну

тий (рис. 3.8, г).
Останнім виріжемо вузол В. До нього при

кладено лише три сили: S4 , протилежна S4 
(рис. 3.8, d), R„ і невідоме зусилля S3 . Зу
силля S , спрямуємо від вузла В (рис. 3.8, д) 
і запишемо рівняння рівноваги в проекції на 
вісь Βχ, тому шо невідоме тільки S3 :

Σ  Fxi = - S 3 -  5 ; cos 45° = 0 => S3 =

- S 4.
" _ T 2

Отже, стрижень J стиснутий (рис. 3.8, d).
Г р а ф і ч н и й  м е т о д .  Виріжемо вузол А. 

До нього прикладено чотири сили: ХА і 
ΫΛ — реакції нерухомого шарніра в точці А, 
а також S , , S6 — зусилля в стрижнях І і 6 
відповідно. Для рівноваги збіжної системи 
сил достатньо, щоб векторна сума всіх сил,

кН.



прикладених до вузла А, дорівнювала нулеві: 

Xл + + ‘<'| + S(, = 0  , тобто вектори цих сил
повинні утворювати замкнутий багатокут
ник (рис. 3.9, а).

Побудову починаємо з відомої сили ΫΑ, 
потім переносимо в початок вектора УА па
ралельно самій собі одну із сил (наприклад 
S6 ), а в кінець вектора YA — останню силу 
A ^ + S , ,  тому що ХА і спрямовані 
вздовж однієї прямої. Побудувавши багато
кутник, стрілочки векторів розставляємо по 
колу так, щоб в жодній із вершин вони не 
збігались, тобто трикутник був замкнутим. 
Кути в отриманому трикутнику визначаємо 
з геометрії ферми (якщо це зробити важко, 
то силу YA будуємо в масштабі, а зусилля 
5, і S6 визначаємо вимірюванням).

З силового трикутника (рис. 3.9, а) от
римаємо

■SV, =■
cos 45°

= л/2-Кд = 4 ,24 кН,

* 4 + 5 , S, = YA- X A = 3 - 1  = 2 кН.
Напрямки зусиль 5, (стрижень 1 стис

кається, оскільки спрямовано до вузла, див.
рис. 3.9, а) і 56 (стрижень 6 розтягується, бо
S6 спрямовано від вузла, див. рис. 3 .9 , а) ви
значають у процесі побудови багатокутника.

Вузол А Вузол С Вузол Е

Уа

S 7

Si

Отже, зусилля в стрижнях / і 6 уже відомі, 
тому виріжемо наступний вузол С (можна В), 
до якого прикладені лише два невідомих 
зусилля в стрижнях 2 і 7. До вузла прикла
дено чотири сили: F ,, 57 , , S2 . Вектор
5 1 спрямований протилежно (рис. 3.9, б), 
бо це внутрішнє зусилля в стрижні, і рівний 
йому за величиною (рис. 3.9, б).

Оскільки f j  і S7 спрямовані вздовж 
однієї прямої, то їх можна замінити однією 
силою F{ + S7 . Аналогічно сили і S2 , що 
теж діють вздовж однієї прямої, замінюємо 
однією силою 5,' + S2 .

Можна вважати, що до вузла С прикла
дено лише дві сили ( F, + 57 і 5,' + S2 ), лінії 
дії яких не збігаються. Тобто, щоб вузол С 
знаходився в рівновазі, за аксіомою про аб
солютно тверде тіло обидві сили повинні до
рівнювати нулеві. Запишемо

F, +S-J = 0 ,

звідки S-/ = - F , . Вектор 57 спрямований 
назустріч F ,, тобто до вузла, отже, стрижень 7 
стискається (рис. 3.9, б). Аналогічно маємо 

+ 5 2 = 0 , тому S2 = - S [  ■ Вектор S2 спря
мований назустріч S|', тобто до вузла, отже, 
стрижень 2 теж стискається (рис. 3.9, б). 

Зусилля S7 = F, = 4 кН, S2 = 5, = 2 кН.

Вузол К 

Si -  F2

Вузол В

Si

Д

Наступним виріжемо вузол Е. До нього 
прикладено чотири сили (рис. 3.9, в): S5 , 
S'6 (протилежна S6 ), S7 (протилежна S7 )
і 58 . Будуємо (рис. 3.9, в) замкнутий чоти
рикутник S5 + S8 + S j  + S'6 = 0.

Побудову починаємо з відомого зусилля 
S'-j (або S '6 ), до кінця якого добудовуємо 
вектор зусилля S 'b . Далі в початок S7 пере
носимо паралельно зусилля S8 , а в кінець 
S'6 — вектор S5 . Розставляємо стрілки по 
колу, а кути визначаємо з геометрії ферми.

Згідно з рис. 3.9, в  записуємо S7 = Sg cos 45° +

+S6 cos45°, звідки Sg = - J l  ■ S7 - S 6 = л/2 = 

= 1,41 кН, S6 sin45° = S5 +S$ s in 4 5 ° ; отже,

S5 = ^ ( S 6 - S 8) = 2kH.

Зусилля S5 і Ss спрямовані від вузла, 
отже, стрижні 5 і .? розтягнуті (рис. 3.9, в).

Наступним виріжемо вузол К. До нього 
прикладено чотири сили: F2 , S4 , S'5 і Sq . 
Зусилля S'5 (рис. 3.9, г) протилежне S5 на 
рис. 3.9, в. Сили F, і S'5 протилежні за на
прямом і діють вздовж однієї лінії;  тому їх 
можна замінити однією силою F2 -S '5 . Бу
дуємо замкнутий векторний силовий три
кутник (рис. 3.9, г).

Вектор F, -S '5 спрямовуємо в бік біль
шої сили S'5 . Починаємо побудову з векто
ра S's -  F2 , бо він відомий. Вектори S9 і S4 

добудовуємо до S'5 -  F2 паралельно стриж
ням 4 і 9 відповідно. Стрілки розставляємо 
по колу. З побудованого трикутника маємо 
S9 =S5 - F 2 =1 кН, SA = 4 2  Sc, =1.41 кН.

Зусилля S4 спрямоване від вузла К, тоб
то стрижень 4 розтягнутий, a S(j - д о  вузла К, 
отже, стрижень 9 стиснутий (рис. 3.9, г).

Останнім виріжемо ву зол  В. До нього 
прикладено лише три сили: S4 , протилеж
на S4 (рис. 3.9, d), RB і невідоме зусилля 
53 . Будуємо замкнутий векторний силовий 
трикутник (рис. 3.9, д). Кути визначаємо з 
геометрії ферми. Дістаємо

53 = RB = 1 кН.

Зусилля 53 спрямоване до вузла В, тому 
стрижень З стиснутий (рис. 3.9, д).

Сили в стрижнях 2, З, 8, 9, що збігають
ся в шарнірі А  вже визначені. Рівновагу вуз
ла D використовуємо для перевірки вико
наних розрахунків:

£ f v; = 5 2 - 5 3 - S 8' cos45° =

=  2 - l - V 2  — =  0,
2

l F v; = ^ s i n 4 5 °  = l - V ^  = 0 .

Внутрішні зусилля у всіх стрижнях фер
ми врівноважені, тому розрахунки викона
но вірно. Зведемо їх результати.

Зовнішні (опорні реакції), кН

Внутрішні (зусилля в стрижнях), кН
S , .....................- 2
S ·................. - 2
5 3 ............... - і
5 4 ............. 1.41
5 5 ..................2
S „ .................4,24
S7 .................-4
Ss ...........+1,41
S „ .................... - 1

Знак “+” вказує па те, що стрижень роз
тягнутий, а ”, що стиснутий.

У разі визначення зусиль у багатьох 
стрижнях складних ферм точність проведен



ня прямих, паралельних напряму стрижнів, 
знижується, оскільки кожну внутрішню силу 
відкладають двічі. Уникнути цього недоліку 
дає змогу графічна побудова діаграми М акс
велла—Кремони.

Г р а ф і ч н и й  м е т о д  із застосуванням 
діаграми Максвелла—Кремони. За цим мето
дом потрібно ввести позначення сил відповід
но до полів. За поля вибирають частини пло
щини, що обмежені зовнішніми контурами 
ферми та лініями дії двох суміжних зовнішніх 
сил. Введемо поля, межами яких є: лінії дії ре
акцій опори А — знизу X А , справа ΫΛ; зліва 
реакція УА, знизу лінія АВ, справа — лінія дії 
зовнішню! сили F\; лінія дії сили Ft (зліва), 
пряма АВ (знизу) та лінія дії реакції RB (спра
ва); зліва лінія дії реакції RB , лінія ВК, а знизу 
лінія дії сили F2 ; зверху лінії дії реакції X А , 
сили F2 та контур ферми — лінія АЕ. Ви
брані поля дають можливість позначати кож
ну зовнішню силу, яка ці поля відмежовує. 
Наприклад, сила УА позначатиметься 7 - 2 ,

сила F\ — 2 - 3  , Е2 - 4 - 5  іт . д. (рис. 3.10).
Далі будуємо замкнутий силовий ба

гатокутник 1 - 2 - 3 - 4 - 5  зовнішніх сил 
(рис. 3.11) за вже відомими опорними реак
ціями в’язей у вибраному масштабі: від точ
ки 7 відкладаємо вгору реакцію УА = 3 кН 
(отримуємо точку 2), від точки 2  — вниз 
силу Fx = 4 кН (точка 3), від точки 3 — вго
ру силу RB = 1 кН (отримуємо точку 4, яка

збігається з точкою 7), далі від точки 4 — 
вправо силу F2 = 1 кН (отримуємо точку 5). 
В результаті побудови повинні отримати 
останню зовнішню силу 5 - 1  = ХА. Одер
жана діаграма зовнішніх сил (заданих та ре
акцій в’язей) показана на рис. 3.11.

Приступимо до визначення зусиль у 
стрижнях ферми. Для позначення внутріш
ніх сил (зусиль у стрижнях), що діють вздовж 
стрижнів ферми, вказуємо додаткові поля 6, 
7, 8  і 9 (рис. 3.10), за як і візьмемо окремі 
трикутники ферми. Таким чином, ми ввели 
єдині позначення для всіх внутрішніх сил 
за допомогою полів (аналогічно, як  ми це 
робили із зовнішніми силами). На рис. 3.10 
номери полів вказано в кружечках.

За третім законом Ньютона внутрішні 
сили діють попарно.

Наприклад, вздовж першого стрижня 
діють дві внутрішні сили — сили взаємодії 
між вузлами А і С. Силу, прикладену до вуз
ла С з боку вузла А, позначимо 6 - 2  , а силу, 

прикладену до вузла А з боку вузла С, — 2 - 6  ■
Продовжимо побудову діаграми М акс

велла—Кремони. До побудованої діаграми
зовнішніх сил (рис. 3.11) 1 - 2 - 3 - 4 - 5  до
будовуємо діаграму внутрішніх сил. Щоб 
отримати точку 6 від точки 2 проводимо пря-

му, паралельну стрижню АС (це сила 2 - 6 ) ,  
а від точки 5 — пряму, паралельну стрижню 
АЕ  (сила 5 - 6 ) .  На перетині цих прямих 
отримуємо точку 6. Аналогічно будуємо точ
ку 7: від точки 3  проводимо пряму, пара
лельну стрижню CD (сила 3 - 7 ) ,  а від точ
ки 6 — пряму, паралельну стрижню СЕ{сила 
6  - 7  )· На перетині побудованих прямих 
отримуємо точку 7. Для знаходження точки
8 проводимо прямі: лінії д ії сили 7 - 8  па

ралельно стрижню DE\сили 5 - 8  паралель
но стрижню ЕК. Вони перетинаються в точ
ці 8. І, нарешті, отримуємо точку 9 на пере
гині прямої 8 - 9 ,  паралельної стрижню DK,

і прямої 4 - 9  , паралельної стрижню ВК.
Побудована діаграма (рис. 3.11) дає на

очну картину стану стрижнів ферми. За її 
допомогою легко проаналізувати інтен
сивність і характер зусиль у стрижнях та 
відповідно до цього зробити висновок про 
найнавантаженіші ділянки ферми. Це стриж
ні С Е ( 6 - 7 )  та А Е ( 5 - 6 ) ,  які потребують 
посилення міцності.

На діаграмі розтягнуті стрижні познача
ють знаком плюс “+”, а стиснуті — знаком 
мінус (рис. 3.11).

З а у в а ж е н н я .  Іноді дві вершини діаграми збіга
ються. Це означає, що стрижень, який відповідає 
даному позначенню, має нульове зусилля. Такі стрижні 
встановлюють у фермі лише з конструктивних мірку
вань. Відзначимо також, що нульові  стрижні можна 
визначити без побудови діаграми. Нульовими стрижні 
є у трьох випадках:

1) до вузла, шо з'єднує тільки два стрижні, які 
не знаходяться на одній прямій,  не прикладено

зовнішні сили (за аксіомою про абсолютно тверде 
тіло) (рис. 3.12, о);

2) до вузла, т о  з’єднує два стрижні ферми, не 
розміщені на одній прямій, прикладено зовнішню 
силу в напрямі одного з цих стрижнів (рис. 3.12, d). 
У даному випадку другий стрижень — нульовий, а 
зусилля у першому дорівнює зовнішній силі;

3) на вузол, що з'єднує три стрижні ферми, не 
діють ніякі зовнішні сили, причому два з трьох 
стрижнів розташовані на одній прямій (рис. 3.12, в). 
Маємо S2 = 0 (другий стрижень нульовий), a = S3 .

А н а л і т и ч н и й  м е т о д  — методРітге- 
ра (за трьома моментами). Цей метод дуже зруч
ний, коли потрібно визначити внутрішнє зу
силля в одному, двох або трьох строго визна
чених стрижнях, оскільки дає можливість не 
обходити всю ферму аналогічно попереднім ме
тодам.

Для реалізації методу Ріттера застосову
ють переріз ферми. Слід пам’ятати, що кіль
кість аналітичних умов рівноваги плоскої 
системи сил дорівнює трьом, тому переріз 
проводиться через три стрижні, які не ви
ходять з одного вузла ферми. Оскільки зу
силля в стрижнях ферми є внутрішніми си
лами, то, застосовуючи метод перерізів, пе
реводимо їх у категорію зовнішніх.

Проведемо переріз 1 - І  (рис. 3.7) через 
стрижні 2, 6 і 7. Далі розглянемо рівновагу 
правої частини ферми, оскільки до неї при
кладено лише дві зовнішні сили ( F2 і Rb ), 
а до лівої три ( ХА , YA, Fx). Ліву частину 
ферми відкидаємо і вважаємо її в’яззю від
носно правої, яка залишилась (рис. 3.13).

Замінюємо дію лівої частини реакціями, 
спрямованими вздовж розрізаних стрижнів. 
Вважатимемо, що стрижні 2, 6  і 7 розтяг
нуті, тому їх реакції направляємо від вузлів
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Рис. 3.13

D та Е. Рівняння рівноваги за методом Рітте
ра — це три рівняння моментів відносно 
трьох точок Ріттера — точок перетину лінії 
д ії попарно двох стрижнів.

Для стрижня 2 точкою Ріттера є точка 
перетину стрижнів 6 і 7 — точка Е. Записує
мо рівняння моментів відносно цієї точки: 
YJMEi=RB-2a+S2a  = Q^>S2 =-2RB = -2 vR .  
Отже, стрижень 2 стиснутий.

Для стрижня 6 точкою Ріттера є точка 
перетину стрижнів 2  і 7, тобто точка С. Тоді

Y J M c , = RB +  =°>

I aде /ifj = —γ= , ЗВІДКИ
v r

Sb =yf2(2RB F2) = 3n/2 = 4,24 кН. 
Отже, стрижень 6 розтягнутий.

Для стрижня 7 точкою Ріттера є точка 
перетину стрижнів 2 і 6 , це точка А:

У', М 4, = RB ■ За + F2a + S7a  = 0 => S7 =

= -З RB - F 2 = -  4 кН.

Отже, стрижень 7 стиснутий.
Може трапитися, що два з трьох стрижнів 

паралельні між собою. Розглянемо цей ви
падок на перерізі /1-І/  (рис. 3.7). У пере
різ потрапили стрижні З, 5 і 9. З міркувань, 
аналогічних наведеним вище, розглянемо 
праву частину ферми (рис. 3.14).

У цьому випадку стрижень 3 має точку 
Ріттера — точку К , тому перше рівняння 
рівноваги таке:

Σ μ κϊ  = R Ba  + s 3a  = 0 , 

звідки S3 = - R B = -1  кН.
Стрижень 3  стиснутий. Для визначення

S5 маємо точку Ріттера — точку D, для якої 
Σ Μ ο; = RBa  + F2a - S 5a = 0 , 

тому S5 = RB + F2 = 2 кН.
Стрижень 5 розтягнутий. А для визна

чення Sg точка Ріттера нескінченно відда
лена, тому що стрижні 3  і 5 — паралельні.

Тоді складаємо рівняння проекцій сил на 
вісь Dy, перпендикулярну до паралельних 
стрижнів 3 і 5:

Σ ^ ν ι  = rb =0 => 59 =~RB =-1кН.
Стрижень 9 стиснутий.

§ 3.3. ЗАДАНІ ДЛЯ С АМ О СТІЙНО ГО  
РОЗВ’ ЯЗУВАННЯ

3.1. Визначити опорні реакції і, застосо
вуючи метод вирізання вузлів, розрахувати 
зусилля в стрижнях ферми, зображеної 
на рис. 3.15, при навантаженні Р. Вагою 
стрижнів знехтувати.

В і д п о в і д ь :  Ra -  RB -  —; 

λ/5
S i= S 2 = - P ^ ~ ;  S3 = 0; S4 =S5 =P.

3.2. Визначити опорні реакції і, викори
стовуючи метод Ріттера, обчислити зусилля 
в стрижніх ферми (рис. 3.16) при наванта
женні Р. Вагою стрижнів знехтувати.

В і д п о в і д ь :  Ra = P; RB = — Р\

S y = - S 2 = P ^ - \ S 3 =0\  S4 =S5 = - .
3.3. Розрахувати опорні реакції і визначи

ти методом вирізання вузлів зусилля в стриж
нях ферми, зображеної разом з прикладени
ми до неї силами на рис. 3.17, якщо наванта
ження Р=  12 кН, а довжина стрижнів / і 4 — 
З/, 8  і 9 — 41. Вагу стрижнів не враховувати.

В і д п о в і д ь :  SBD = -2 0  кН; RA = >/Ї0 кН;

3.4. Обчислити опорні реакції, методом 
Ріттера визначити зусилля в стрижнях 2, З,
4, 6, 7, 8, а методом вирізання вузлів — зу
силля в стрижнях /, 5, 9 ферми (рис. 3.18), 
якщо Р  = 6  кН, а довжина стрижнів 1 і 4 — 
ЗІ, 8 і  9 — 41. Вагою стрижнів знехтувати.

В і д п о в і д ь :  Ra = з785 кН; Rb = 3 кН;
Номер

стрижня / 2 3 4 5 б 7 8 9

Зусилля,
кН +7,5 + 22,5 0 +7,5 -12,5 +24 -20 +4

3.5. Розрахувати опорні реакції, методом 
Ріттера визначити зусилля в стрижнях /, З,
4, 5, 6, 7, 8, методом вирізання вузлів — зу
силля в стрижнях 2, 9 ферми (рис. 3.19), 
якщо Рх = 2>/3 кН, Р2 =2  кН, Р3 = 1 кН. Вагу 
стрижнів не враховувати.

В і д п о в і д ь :  Ra = 3 кН; RB = 2 кН;

Помер
стрижня 1 2 3 4 .5 6 7 8 9

Зусилля,
кН - 15 +25 0 15 +5 + 12 0

Номер
стрижня / 7 3 4 5 6 7 8 9

Зусилля, 
' кН л

3
л

3
-1 +2 -3 +2ή

з
β
3



3.6. Визначити опорні реакції, методом 
Ріттера розрахувати зусилля в стрижнях /, 2, 4, 
5, 6, 7, 9, 10, 11, методом вирізання вузлів — 
зусилля в стрижнях З, 8 ферми (рис. 3.20), 
якщо Р\ = Р} = 20V2 кН, Р2 = 40 кН. Вагою 
стрижнів знехтувати.

В і д п о в і д ь :  SBD = 40 кН; RA = 4 θ β  κΗ;

3.7. Обчислити опорні реакції, методом 
Ріттера визначити зусилля в стрижнях /, 2, 4,
5, 7, 8, 10, 11, 12, 13, методом вирізання вуз
лів — зусилля в стрижнях 3, 9 ферми, зобра
женої на рис. 3.21, якщо Рх =/з =2 0кН,  
Р2 = /4  = 10 кН. Вагою стрижнів знехтувати.

Р~г

В і д п о в і д ь :  SBD = 2 0 кН; RA = 10\/2 кН;
Номер

стрижня 1 2 3

Зусилля,
кН - 10V 2 (\/з + 2 ) -ІОлУг - I 0V 2

Номер
стрижня 4 5 6

Зусилля,
кН -10>/2 ( . +>£) +5л/5 (і + 7 І ) + 10

Номер
стрижня 7 8 9

Зусилля,
кН +5л/5 (. + >£) -10 ( і +7 І ) -20л/2

Номер
стрижня 10 11 12 13

Зусилля,
кН +20 +5>/5 (л/з -  Г +20

3.8. Визначити опорні реакції, методом 
Ріттера розрахувати зусилля в стрижнях 2, 
З, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, методом вирізання 
вузлів — зусилля в стрижнях 1, 8 ферми 
(рис. 3.22), якщо Рх =30кН , Р2 = ю 73кН , 
Р3 = 10 кН. Вагу стрижнів не враховувати.

В і д п о в і д ь :  5β£· = 50 кН; Ra = ІОл/43 кН;

Номер
стрижня 1 2 3 4 5
Зусилля,

кН -80 0 -40 +60л Я +40V 2

Номер
стрижня 6 7 8 9 10 11

Зусилля,
кН +40V 2 -40 о00+ +80 0

Номер
стрижня / 2 3 4 5

Зусилля,
кН 0 +50 + 10л/з -25л/з +5V 2I

Номер
стрижня 6 7 8 9 10 11

Зусилля,
кН +10V 3 -ю Т з +10>/з -50 -25 -10

§ 3 .4 . РОЗРАХУНКОВІ ЗАВДАННЯ
"ВИЗНАЧЕННЯ ЗУСИЛЬ У  СТРИЖНЯХ 

П Л О С К О Ї Ф ЕРМ И"

Послідовність виконання роботи:
а) відповідно до варіанта завдання зоб

разити ферму у певному масштабі із зада
ним навантаженням (рис. 3.23);

б) знайти зовнішні опорні реакції ана
літичним способом при заданих зовнішніх 
навантаженнях (табл. 3.2) і впевнитись у 
тому, що нема помилок;

в) побудувати діаграму Максвелла—Кре
мони у певному масштабі сил; з’ясувати, 
стиснуто чи розтягнуто стрижні;

г) знайти за методом Ріттера зусилля 
стрижнів в одному перерізі; порівняти ці зна
чення із знайденими графічним способом 
Максвелла—Кремони і обчислити помилку 
останнього.

Таблиця 3.2

Номер варіанта Л. Н Л,Н ft, Н а*, м А**, мм а , ірад

1 11 21 15 10 20 5 10 135

2 12 22 20 10 15 2 4 150

3 13 23 20 15 10 3 8 45

4 14 24 15 20 15 5 6 120

5 15 25 15 10 5 2 6 60

6 16 26 10 15 10 4 10 ЗО

7 17 27 10 15 5 3 6 45

8 18 28 20 10 20 5 8 30

9 19 29 15 20 10 3 4 60

10 20 ЗО 10 15 15 2 6 135

* Не використовується у розв’язуванні варіантів 
1, 2, 11, 16, 22, 23 і 24.

** Не використовується у розв’язуванні варіантів 
23, 27 і 29.

З Теоретична механіка

Рис. 3.23 (початок) 
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Рис. 3.23 (продовження) 
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Р о з д і л  4

АБСОЛЮ ТНО ТВЕРДЕ ТІЛО ПІД ДІЄЮ  ДОВІЛЬНОЇ 
ПРОСТОРОВОЇ СИСТЕМИ СИЛ

§ 4 .1 . РІВНОВАГА СИСТЕМИ СИЛ,
ДО В ІЛЬН О  РО ЗМ ІЩ Е Н ИХ У  ПРОСТОРІ

4.1.1. Короткі теоретичні відомості

Як відомо, довільну систему сил, що при
кладені до абсолютно твердого тіла, можна 
звести до однієї сили R , прикладеної в де
якій фіксованій точці О (центр зведення), і 
до пари сил.

Сила R дорівнює головному вектору си
стеми сил, а момент пари сил М 0  — голов
ному моменту сил:

^  = Σ ^ μ 0 = Σ μ 0 ( ^ ) ·
і=І і=1

У випадку рівноваги системи сил голов
ний вектор і головний момент цієї системи 
дорівнюють нулеві:

R = 0 ,  М 0 = 0 .
З цих векторних умов випливають ана

літичні умови рівноваги довільної просто
рової системи сил: алгебраїчні суми проекцій 
усіх сил на три взаємно перпендикулярні осі 
та алгебраїчні суми моментів цих сил віднос
но трьох взаємно перпендикулярних осей 
дорівнюють нулеві, тобто

Σ * ; = 0’
1=1 і= 1

Σ ^ = ° ,  Ϊ > ν , =  0 ;
1=1 (=1

Σ ζ , = 0, Σ ^ α = ° ·
1=1 /=1

4.1.2. Приклади розв’язування задач

Приклад 4.1. Однорідна квадратна плас
тина ABCD вагою Р  = 5 Н зі стороною а  = 
= 30 см закріплена в точці А за допомогою 
сферичного шарніра (рис. 4.1). Сторона АВ 
горизонтальна. У точці £ пластина опираєть
ся на вістря. У точці Н на пластину діє сила 
F , паралельна стороні АВ. Знайти реакції 

точок А, В, Е, якщо СЕ = ED, ВН=  10 см, 
F=  Ю НІ пластина утворює з горизонталь
ною площиною кут а  = 30°.

Рис. 4.1

Р о з в ’ я з у в а н н я :  1. Виділимо об’єкт 
рівноваги. У даній задачі це пластина ABCD.

2. Укажемо активні сили, що діють на 
пластину: сила ваги Р , прикладена в гео
метричному центрі пластини, і сила F .

3. Визначимо в’язі, накладені на пласти
ну. Ними є сферичний шарнір А, цилінд
ричний шарнір В і вістря Е.

4. Застосувавши аксіому про звільнення 
від в’язей, умовно в’язі відкидаємо, заміню-

ючи їхню дію на пластину реакціями. Ви
бираємо прямокутну декартову систему ко
ординат з початком у точці А так, як  це по
казано на рис. 4.1. Реакція сферичного шар
ніра А невідома як  за величиною, так і за 
напрямом, тому подаємо її у вигляді трьох 
невідомих складових X А , УА, ZA, спрямо
ваних у додатних напрямах осей координат. 
Реакція циліндричного шарніра В лежить у 
площині, перпендикулярній до осі шарніра, 
тому її подамо у вигляді двох складових ΥΒ
і ΖΒ . Реакція вістря RE перпендикулярна 
до площини пластини ABCD.

5. Проводимо аналіз сил, що діють на 
пластину. Оскільки пластина звільнена від 
в’язей, то вона є вільним твердим тілом, що 
знаходиться в рівновазі під дією довільної 
просторової системи сил. Така система сил 
має шість аналітичних умов рівноваги:

Σ * , = 0 ,  Л>= 0,  ΣΖ, = 0,
і'=1 1=1 1=1

Ї Х , = 0 ,  | Х , = 0 ,  Ї Х , = 0 .
/=1 /=1 і=1

6 . Чи є статично визначуваною дана за
дача? У задачі шість алгебраїчних невідомих: 
ХА, ΥΑ, ΖΑ , ΥΒ , ΖΒ , Re . Рівнянь рівно
ваги також шість. Отже, задача статично 
визначувана.

7. Складаємо рівняння рівноваги. Для 
зручності розв’язання задачі рекомендуємо 
спроектувати сили (рис. 4.1) на координатні 
площини Ayz (рис. 4.2), а потім на Axz і Аху

Гв

2 ' 

Га
В

X А
Н tF

С
f 01 flECOSa

Рис. 4.3

В А

г

с іT Я Е sin а
Рис. 4.4

(відповідно рис. 4.3, 4.4). Запишемо алгеб
раїчні суми проекцій сил на координатні осі, 
прирівнявши їх до нуля. Одержуємо перші 
три рівняння рівноваги:

П
Z X i = * A - F = 0 ,  (4.1)
1=1

п
Σ γί = Υ Α + γΒ + κ ε  s i na  = 0 ,  (4.2)
/=1

η
^ Ζ ι  = ΖΑ+ΖΒ -  P  + Re co sa  = 0 . (4.3)
ι=1

Щоб скласти рівняння моментів сил 
відносно координатних осей, згадаємо ро
боче правило. Для визначення моменту сили 
відносно осі треба:

а) провести площину, перпендикулярну 
до цієї осі;

б) спроектувати силу на площину;
в) вважаючи побудовану проекцію век

тором, визначити її момент відносно точки 
перетину осі з цією площиною.

Розглянемо, наприклад, рис. 4.5: M- [ f  ̂= 
= - F c o s a  ·/;. Пояснити це можна так: якщо

Уа

D

У



розкласти силу на дві складові — одну пара
лельну осі, а другу перпендикулярну до неї, 
можна легко помітити, що обертального 
руху навколо осі може надати тільки скла
дова, перпендикулярна до осі. Отже, тільки 
вона створить момент відносно цієї осі, 
рівний добутку даної сили на величину най- 
коротшої відстані її до осі. Знак моменту ви
значається напрямом наданого обертання: 
якщо з додатного напряму осі Az обертан
ня, спричинене силою, видно таким, що від
бувається проти руху годинникової стрілки, 
то знак моменту додатний, якщо за годин
никовою стрілкою, — то від’ємний. Якщо 
сила і вісь лежать в одній площині (пара
лельні чи перетинаються), момент сили 
відносно осі дорівнює нулеві.

Складемо рівняння моментів сил віднос
но осей координат. Відносно осі Ах створю
ють момент тільки сили P  і Re , тому що

F  паралельна осі, а реакції RA, RB пере
тинають вісь (див. рис. 4.2). Скористаємося 
робочим правилом: проведемо через сере
дину АВ площину, перпендикулярну до осі
Ах. Сили Р  , Re виявляються такими, що 
лежать у цій площині. При цьому плече сили 
Re дорівнює довжині а  сторони пластини,

а сили Р -  —co sa  . Маємо рівняння

Складемо рівняння моментів сил віднос
но осі Ау. Щоб визначити момент сили ЙЕ 
відносно осі Ау, спроектуємо силу на пло

щину, перпендикулярну ДО ЦІЄЇ ОСІ, R Ey =

= Re co sa  (див. рис. 4.3), і помножимо її
а

на найкоротшу відстань до осі — :

M y (R E) = - R E^  c o sa .

Сила F  перпендикулярна до осі Ау, а 
плече її дорівнює В Н - s i na .  Момент сили

Р  дорівнює Р ^ ,  а M y (ZB ) = - Z Ba . Мо

менти сил Ra  , YB відносно осі Ау дорівню
ють нулеві. Отже, маємо 

п СІ
Σ α # „  —■ Re  c o s  (х~\~ P ' В Η ' sin a  +
1=1 2

+ P - - Z Ba =  0. ( 45)
2

Спроектувавши всі сили на площину Аху 
(рис. 4.4), складемо останнє рівняння:

П
'Yj M.j  = YB a  + F  BH co sa+
ι=1

+ / ? r - s in a  = 0. (4.6)
£ 2

З шести складених рівнянь (4.1), (4.4),
(4.5), (4.6), (4.2) і (4.3) знайдемо шість не
відомих:

X А = F = 10 н,

RF = — Р с  o s a  = —-5 —  = 2,17 Н,
£ 2 2 2

1 ВН Р
ZB = —  REc o s a + F ----- s in a  + —=

2  а  2

1 5λ/3
2 4

„ ВН 1 .YB = - F -----c o s a - - / ? £ s in a  =

^  + 10 . ί ° . 1  + ί -  3.23 Н. 
2 30 2 2

YA = -YB - R E sin a  = 3 ,4 3 -2 ,1 7 · -=  2,35 Η, 

ZA = - Z B + P - R e cos a  = -3 ,23  +

+ 5 - ^ ^ - · —  = - 0 . 1 1 H.
4 2

В і д п о в і д ь :  XA =10H,  КЛ =2 , 35Н,  
ΖΛ = -0 ,1 1 Η , YB = -3 ,43  H, ZB = 3 ,23H , 
Re =2,17H .

Від’ємні знаки показують, що відповідні 
складові сил напрямлені протилежно до вка
заних на рис. 4.1.

Приклад 4.2. Храпове колесо 1 і бара
бан 2  лебідки жорстко насаджені на вал АВ 
завдовжки 0,8 м. Тягар М  масою т  = 300 кг 
підвішено на тросі, який намотано на бара
бан.

Визначити опорні реакції підшипників А і
В, а також зусилля S у стопорній собачці ED, 
яка нахилена до горизонту під кутом a  = 60°. 
Радіус барабана 2  дорівнює 0,1 м, радіус хра
пового колеса 1 дорівнює 0,2 м. Маса бара
бана разом із валом АВ /и, = 200 кг, СА = 
= ВН =0,1 м, НК = КС  , EC паралельна Bz 
(рис. 4.6).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглядається рівно
вага вала АВ разом із насадженими на нього 
барабаном і храповим колесом. Активні 
сили: m {g  прикладена на середині НС вала, 
m g  — вага тягаря М  є силою натягу троса.

Реакції в ’язей: реакції циліндричних під
шипників розкладені на дві складові кожна 
( ХА , ΥΑ; Хв , YB ), вони напрямлені у до
датний бік осей координат (рис. 4.7), реак
ція собачки ED напрямлена вздовж лінії ED. 
Реакція S лежить у площині храпового ко
леса, тобто S 1  B y .

Маємо п’ять алгебраїчних невідомих. Для 
просторової довільної системи сил можна 
скласти шість рівнянь рівноваги. Задача є 
статично означуваною.

Запишемо рівняння рівноваги:

П
= X A + XB +S c o s a  = 0 ,  (4.7)

ι= 1

Σ ^ , · = ο . (4.8)
1=1

Σ  F;j = ΖΑ+ ΖΒ - Щg - m g - S s i n a  = 0 , (4.9)
ί=1

Ї Х ;  = ~ ( '« ι  + m ) g - B K
i=l

-  S sin a  · BC + ZA ■ AB =0, (4.10)

П
Σ ^ ν ,  = S c o s a - C E - m g  0,1 = 0, (4.11) 
/=1

n
^ M z i= - S c o s a B C - X A AB = 0 .  (4.12)
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Рис. 4.8

При складанні формул (4.10), (4.11) і 
(4.12) застосовано рис. 4.8, 4.9 і 4.10.

Спочатку знаходимо зусилля S із рівнян
ня (4.11):

о т8 · 0,1 1ПЛПІТS = ------------= m g  = 3000 Н.
0 ,2  cos а

З рівняння (4.12) маємо

5 cos а  · ВС
Х л = - АВ

3000 0 ,5 0 ,7
0,8

з рівняння (4.10)

ZA s in a  -ВС  + (//і] + m ) g  ·Β Κ ) !

= 4773 Η.

Далі ΖΒ = 2825 Η, ΧΒ = -187 ,5  Η.

Приклад 4.3. Прямокутна плита ABCD ва
гою P  утримується в горизонтальному поло
женні за допомогою шістьох стрижнів 1, 2,
З, 4, 5, 6 і знаходиться в рівновазі. На плиту 
діє горизонтальна сила F . Визначити реакції
стрижнів, якщо Р  = 2 кН, F  = 6  кН, а  = 1 м, 
стрижні невагомі, АВ = DC = a, OD = а, 
ВС  = AD = 2а (рис. 4.11).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рівнова
гу плити ABCD. На неї діють активні сили 
Р  і F . Звільнимось від в ’язей, тобто по

думки відкинемо стрижні, замінивши їх дію 
на плиту реакціями, кожна з яких напрям
лена вздовж стрижня, оскільки стрижні іде
альні. Вважаємо всі стрижні розтягнутими, 
тобто всі реакції напрямлені в бік відкину
тих стрижнів (рис. 4.12).

Отже, до плити прикладено довільно роз
ташовану просторову систему сил. Можемо

скласти в цьому випадку шість рівнянь 
рівноваги; в задачі шість невідомих, тому 
задача статично визначувана. Система ко
ординат вказана на рис. 4.11 і 4.12, для зруч
ності введено два кути а  і β . Запишемо

П
^  Fxi = - S 2 cos 45°- S ,  cos45°sina = 0, (4.13)
Μ η

2^ Fyi = -S i cos 45° cos a  -
;=i

- S 4 « ^ - F = 0 .  (4.14)

^ F .,·  = -P + S , cos 45°- S 2 cos 4 5 ° -
/=1

-  S3 -  S4 sin β -  S5 -  S6 = 0, (4.15)
П

Σ μ λ, = Fa + F« + S) cos45°cosa-fl +
/=1

+ S i cos45°- 2a + S3 -2a + S4 ΰ08β·<7 = 0,(4.16)

yi = F ” “ S[ co s4 5 ° -f l-S 1 cos45°x 
i=i 2

xs i na - A+ S3 -a  + S4 5ΐηβ ·α  + S5 a = 0, (4.17)

II
5 X -  = -S ! c o s4 5 °co sa -a -  
/=1

-  S2 co s4 5 ° ·2 a -S 4 · α « β · «  =0. (4.18)

Згідно з рис. 4.12 α  = β ,  co sa  = —j = ,  
1 Ί5

s in a  = —f= . 
л/5

З рівнянь (4.14) і (4.18) маємо:

—S, c o s4 5 ° c o sa -S 4 α ^ β - Ρ  = 0 ,

-S ] cos 45° cos a  -  S4 cos β -  2S2 cos 45° = 0 .
З цих двох рівнянь одержимо

- F  + 2S2 cos45° = 0 ,

F  6  ι—
або S2 = —7= = —j= = 3V2 кН.

y/2 s[2
Стрижень 2 розтягнуто.
З рівняння (4.13) зусилля

S- 2 -  = — ^ л / 5 = - 3 7 Ї 0  к Н .
V2

S, = —
s in a

Стрижень / стиснуто, оскільки S] < 0 .
З рівняння (4.14) отримаємо

s 4 =· — -— (F  + S, co s45°co sa) = 
οοββ

4 -.-Дλ/5 V2
= 0,—£ ( ' я

2

з рівняння (4.16) —

S3 = + F + S i cos45°cosa +

+ 2S i cos45°) = - — = -  4 кН.
’  2

Стрижень 3  стиснуто.
З рівняння (4.17) знаходимо 

р
S5 = - S 3 -  ~+ S] cos45°(1 + sin a )  =

= -3 7 5  кН.
Стрижень 5 стиснуто.
З рівняння (4.15) зусилля

S6 = - p  + S, cos 45° -  S2 cos 45° -
- S 3 - S 5 = -1 кН.

Стрижень 6 стиснуто.



4.1.3. Задачі для самостійного розв’язування

4.1. Однорідна кришка ящ ика вагою 
100 Н утримується в рівновазі за допомо
гою вертикального мотузка EF (рис. 4.13). 
Знайти реакції завісів А і В, якщо СЕ = 0 ,2 м, 
DE = 0,8 м.

В і д п о в і д ь :  /?Л =4 0 Н,  /?β =10Η.
4.2. М отузок сходить зі ш ківа С по 

дотичній, що утворює з вертикаллю кут 
а  = arcsin 0 ,6 (рис. 4.14). Радіус шківа /? = 
= 0 , 2 м, АВ = 0 , 3м, CD = 0,5 м, А £  = 0 ,6м , 
ВС=  0,4 м. Тертям знехтувати. Знайти вагу 
тягаря /j і реакції підшипників В і D, якщо 
вага тягаря Р2 — 270 Н. Система знаходить
ся в рівновазі.

В і д п о в і д ь :  / ^ = 9 0 4 ,  Κβ - 9 0 Η ,
ΖΒ = 0 ,  YD = 72Н, ZD = - 1 2 6 Η.

4.3. На колінчастий стрижень ABCD 
(рис. 4.15) діє сила Р = 8,5 Н, яка за на
прямом збігається з діагоналлю DE біч
ної грані прям ої призми: АД=0 , 0 9 м ,  
ВС  = 0,08 м, CD = 0,16 м, АЕ = 0,04 м. Знай

ти реакцію закріплення А. Вагою стрижня 
знехтувати.

zt

В і д п о в і д ь :  ХЛ = 4 Н ,  КД - 6 Н ,
ZA = -4 ,5  Н, М Ах = - 0 ,1 8 Н · м, М Ау =0, 
МА- = —10,16 Н · м.

4.4. Стрижні АВ і ВС  однакової довжини 
і однакової ваги Р(рис. 4.16) з’єднані шар
ніром в точці В під прямим кутом і знахо
дяться в рівновазі. Стрижні прикріплено до 
стіни в точках А і Стакож шарнірами. Трос 
BD прикріплено до стіни в точці D, яка зна

z t

ходиться на одній вертикалі з точкою А. 
Стрижні АВ і ВС  горизонтальні, утворюють 
із стіною кути 4 5 ° . Трос утворює з гори
зонтом кут 45° . Знайти реакції шарнірів А, 
С і натяг Т троса BD.

В і д п о в і д ь :  Т = Р у [ ї , ХА = ΥΑ = ~ γ ~,

ΖΑ — Zq —, χ  £ = = ο .

4.5. Прямокутна плита ABCD (рис. 4.17) 
вагою Р  знаходиться у рівновазі в горизон
тальному положенні. У точці А сферичний 
шарнір, стрижні CA-, CN і трос А? невагомі. 
Знайти реакцію RA шарніра А, зусилля Тх, 
Т2 у стрижнях CN і СК, натяг Г3 троса. У точ
ці В підвішено тягар М  вагою Q. CD = 3а ,  
СВ = 4 а ,  СЕ = 5а  . Систему координат зоб
ражено на рис. 4.17.

трібно прикласти до вала, щоб він знахо
дився у рівновазі, а також реакції підшип
никі в А і В, якщ о φ  = 60°, D£ = 0, 2m,  
AD = DF = FB = 0, 4 μ , EC = CG.

В і д п о в і д ь :  А/ =3 8 6 Н- м ,
YA=YB = - 261 H, ZA = ZB = 1480H.

4.7. Однорідна пластина вагою 900 Η 
(рис. 4.19) у формі рівностороннього три
кутника закріплена за допомогою петель А
і В на горизонтальній осі, а точкою С опи
рається на гладеньку вертикальну стіну, роз
міщену в площині Οχι. Пластина утворює з 
горизонтом кут 30°. Знайти реакції петель 
А і й та  стіни в точці С. Центр ваги пласти
ни знаходиться в точці, де перетинаються 
медіани трикутника.

У

В і д п о в і д ь :  Nc  = 520 Η , YA = YB = 
= -200 Η, ΖΑ =Ζ Β =450 Η.

Рис. 4.17

4 V2
В і д п о в і д ь :  7j = — Q , Τ-, = ------ P,

1 5 2
n = Q - j 2 ,  X a = - - Q  + —  P, Ya = - - P , 

p  5 10 A 5
ZA = — . Стрижні CN і СК стиснуті.

4.6. Колінчастий вал може обертатись 
навколо осі Ах у  підшипниках А і і? (рис. 4.18). 
На коліно DEGFjik сила Р=  3000Н, яка утво
рює з вертикаллю кут а  = 10°. Сила роз
ташована в площині, перпендикулярній до 
осі Ах. Знайти момент М  пари сил, яку по



4.8. На барабан вагою 160 Н намотано 
якірний ланцюг, натяг якого Т = 2000 Н 
(рис. 4.20). Система зрівноважена силою F , 
яка прикладена до шестірні С і напрямлена 
по дотичній до шестерні паралельно Т . 
Знайти силу F, реакції підп’ятника А і під
шипника В, якщо радіус барабана і\ = 0 ,2  м , 
радіус шестірні г2 = 0 ,4 м, відстань АС = 0,1 м, 
АВ = 1,2 м, лінія д ії сили Т знаходиться 
вище площини шестірні на 0,4 м.

В і д п о в і д ь :  F = 1000Н, ХА = Хв  = 0 , 

ГА = -250  Н, Ув  = -750  Η, ZA = 160 Н.
4.9. Колінчастий вал може обертатись у 

підшипниках А і В навколо горизонтальної 
осі Ах (рис. 4.21). На кінці С на вал наса
джено шестірню радіуса /?= 0,2м . В цент
рі D шийки горизонтального коліна при
кладено силу F  під кутом 30° до верти
калі. Сила F  розташована в площині, па
ралельній площині Ayz.

Знайти силу Q, яка паралельна Ау і діє 
на шестірню, а також реакції підшипників, 
якщо F = 2000 Н, ED =0,15 м, а  = 0,15 м, 
fc = 0,2 м, с  = 0,25 м.

В і д п о в і д ь :  ρ  = 1298Η, УД = -2290Н ,

ΖΛ = 962 Η, ΥΒ = - 8  Η, ZB = 768 Н.
4.10. На рис. 4.22 показано схему меха

нізму нахилу маніпулятора. Знайти реакції

опорних цапф* А і В обертальної траверси**, 
а також потрібне для рівноваги системи ко
лове зусилля Q ведучої шестірні, яка роз
міщена на одному горизонтальному рівні з 
цапфами у вертикальній площині і ділить 
відстань навпіл. Вага виробу Р. Реакції опор 
А і і? та зусилля Q визначити як  функції кутів 
а  і β ,  я к що  Р = 5000 Н, АВ = \ и ,  
OD = 0 ,6  м, DC = 1 = 0,02 м, Я = 0 ,3  м.

В і д п о в і д ь :  ХА = ХВ = 0 ,
104Q = -^ -(3 0 8 ίη β  + 5ίη α ΰ θ 5β) н,

* Цапфа — опорна частина осі або вала. Цапфу, 
розміщену на кінці вала, називають шипом, а посе
редині — шийкою.

** Траверса — горизонтальна балка, яка опираєть
ся на вертикальні стояки.

ΖΑ = 2500(ΐ + 28ίηβ + 0 ,0 6 5 ίη αο ο 5 β - 

-0 ,0 4 s in a )H ,

ZB = 2500(1+ 2 s ir^  + 0 ,0 6 s in a a ^ +

+ 0,04 sin a )  H.

4.1.4. Розрахункові завдання 
“Визначенняреакцій опор плит”

Визначити реакції опор плити вагою Р, 
яка є однорідною пластиною. Схеми наван
тажень плит для різних варіантів показано 
на рис. 4.23, а розміри та зовнішні наванта
ження вказано у табл. 4.1.



Рис. 4.23 (продовження)
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Рис. 4.23 (закінчення)
Таблиця 4.1

Номер
варіанта

Р,
кН

F,
кН

&
кН

АВ, 
м

ВС,
м

СЕ,
м С і, м О / 

град
Р , 
град

Номер
варіанта

Р,
кН

F,
кН

&
кН

АВ,
м

ВС,
м

СЕ,
м

CL,
м

а  , 
град град

1 6 12 10 8 6 4 2 30 45 16 15 8 10 10 6 4 - 60 —
2 10 8 14 6 4 1 - 60 15 17 8 6 12 9 6 5 - ЗО 45
3 12 6 9 10 8 - - 45 30 18 12 9 16 8 5 - 6 15 ЗО
4 5 10 8 12 8 3 - 75 60 19 9 10 12 6 4 - - 45 60
5 7 9 15 7 5 3 6 60 15 20 10 12 15 9 6 6 2 60 45
6 15 8 10 10 6 4 - - 60 21 6 12 10 8 6 4 - ЗО 45
7 8 6 12 9 6 4 - зо 45 22 10 8 14 6 4 - 2 60 15
8 12 9 16 5 8 6 - 15 30 23 12 6 9 9 8 6 2 45 30
9 9 10 12 6 4 1 - 45 60 24 5 10 8 12 15 8 - 15 60
10 10 12 15 9 6 3 - 60 45 25 7 9 15 7 5 3 - 60 15
11 6 12 10 8 6 4 2 зо 45 26 15 8 10 10 6 4 4 30 60
12 10 8 14 6 4 2 - 60 15 27 8 6 12 9 6 4 - ЗО 45
13 12 6 9 10 8 8 - 45 30 28 12 9 16 8 5 6 4 15 ЗО
14 5 10 8 12 8 3 - 75 60 29 9 10 12 6 4 3 1 45 60
15 7 9 15 7 5 3 2 60 15 ЗО 10 12 15 9 6 3 8 ЗО 45

§ 4 .2 . ЗВЕДЕННЯ СИСТЕМ СИЛ  
Д О  НАЙПРО СТІШ О ГО  ВИГЛЯДУ

4.2.1. Короткі теоретичні відомості

Зведення просторової системи сил, при
кладених до твердого тіла, до найпростішо
го вигляду полягає у знаходженні однієї сили
і однієї пари сил, як і є статично еквівалент
ними цій системі. Шукана сила дорівнює 
головному вектору F  просторової системи

сил, прикладеному в довільно вибраному 
центрі зведення О. Пара сил має момент 
М Q , рівний головному моменту системи сил 
відносно цього ж центра зведення О.

П _
Головний вектор F = ^ J Fi не залежить 

1=1
від вибору центра зведення і є першим ̂ в е к 
торним) статичним інваріантом 1\ = F.

_ П
Головний момент М 0  = ^ М 0 (F/) за-

/=1
лежить від вибору центра зведення О, але

його проекція на напрям головного вектора

F  , тобто M q cos(m , не залежить від
вибору центра зведення. Цю проекцію на
зивають другим (скалярним) статичним інва
ріантом ааи о і  системи сил (або / 2 = F · М 0 )■ 

Можливі результати зведення просторо
вої системи сил до найпростішого вигляду 
наведено в табл. 4.2.

Таблиця 4.2

Головний 
всісгор F

Головний
момент

м 0

Другий
статичний
інваріант

i 2 = f m 0

Вид зведення

F *  0

оII

F ■ М () =0

Рівнодійна F

F = 0 М „ ф  0
Пара сил з 

моментом М ()

II о

оII Рівновага

F ф 0 м о * 0 F ■ М 0 =0

Рівнодійна, яка 
паралельна F і 

прикладена в 
точці О,

/· ' *  0 м п * 0 F ■ М 0 * 0

Динама (силовий 
гвинт) з силою F 

і парою сил s 
моментом Λί

У табл. 4.2 M n. = М п  cos (Wo.f ); 0\ -
новии центр зведення, положення якого 
визначає довжина відр ізка 0 0 \ = М 0 х

sin ( м , , ,  f \
\  > Він перпендикулярнии до

площини, в якій розміщено головний век
тор F і головний момент М 0  (рис. 4.24).

Динама — це сукупність сили F  і пари 
сил ( F i - F , ) ,  момент якої М 0і спрямова
ний вздовж лінії д ії цієї сили (рис. 4.25).

Пряму, що проходить через точку Ох, 
вздовж якої спрямовані вектори F  і М 0| , 
називають центральною гвинтовою  віссю.

4.2.2. Приклади розв’язування задач

Приклад 4.4. До якого найпростішого 
вигляду зводиться система сил, якщо її го
ловний вектор F =4/ +3j  (Н),  а головний 
момент відносно початку координат М () = 
= 8.7 + 10/Г (Н м )9

Р о з в ’ я з у в а н н я .  За умовою задачі ві
домі проекції на осі координат головного век
тора ( Fv = 4 H; H; Fy = З H; F, = 0 )  і го
ловного моменту (М ох  = 0; МОх = 8  Н м; 
М 0- = 10 Н м), тому можна визначити го
ловний вектор і головний момент даної си
стеми сил:

F = J f[ 7 fJ  = 5 Н * 0 -

М 0 = ^ М Іу + М І -  = 2ν/4ΪΗ ·μ Ф0.
Оскільки головний вектор і головний 

момент відмінні від нуля, то потрібно об
числити другий статичний інваріант:

F M () =4 0 + 3-8 + 0-10 = 24 Н: - м * 0 .
Отже, дана система сил зводиться до ли

нами (силового гвинта) з головним векто
ром F = 5  Н і головним моментом



м о х = М 0  c o s ( m 0 , f )  = =
Г

= У  = 4 , 8Н-м,  

спрямованими вздовж центральної гвинто
вої осі, яка  паралельна лінії д ії головного 
вектора F  і проходить через точку 0 ] .

Положення цієї точки визначають за дов
жиною відрізка

ООх = M 0 sin^M 0 , F y F  ,

\F ·Μ
де sin

о

COS
/ Л — F - M\M0 , F )  = -------
V / FMf

FM,
o  _

, або

24 
5-2>/4І

2,4 . / -— -\ I 2,4
'■sm^M0 , F j  = J l - -

л/41 \ "  I \ 41

= 2 л / 4 Ь 2 ^ 8 І = 0  8^ y  = 2  3 7 m 

5V41
Запишемо рівняння центральної гвинто

вої осі. Оскільки F  і М 0| паралельні, то 

А/0| = aF  = М 0 -  ООх x F , де а  = const. Тоді 
в скалярно-аналітичній формі

М О, х “Fx , М 0 = ciFy , Л/0  = a F . ,

або
М о х ~{yFz ~ zFy ) M 0 y - ( z F x -x F z )

Fx Fy

_ M 0 z - ( x F y - y F x ) 3z g _  

F,
10-3jr + 4y

=>■ 4 г

0

4 3

•25г = 32; Злг-4^ = 10.

Отже, центральна гвинтова вісь — це пря
ма, яку отримуємо внаслідок перетину пло
щин г = 1,28 і >’ = 0 ,7 5 л -2 ,5  (рис. 4.26).

Приклад 4.5. До невагомої пластини 
AOBD (рис. 4.27) прикладено сили Fx, F2 і 
F3 паралельно осі Οζ , причому F3 =2 Fx = 
= 4F2 = 2 Н. Визначити відстань а, при якій 
система сил зводиться до рівнодійної сили, 
прикладеної у точці О, якщо відстань b  = 2  м; 
с  = 1 м.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Щоб система сил 
зводилась до рівнодійної, прикладеної у 
точці О, потрібно, щоб головний момент 
М 0  та другий статичний інваріант / 2 = 
= F M 0  дорівнювали нулеві, а головний 
вектор F Ф 0  .

Визначимо проекції головного вектора 
F і головного моменту М 0  на осі. Оскіль
ки F ,, F2 , F3 паралельні о с і Qz, то Fx = 0 , 
Fy = 0, F ,= F 3 - F , - F 2 = (2 -1 -0 ,5 )  = 0,5H , 
Λίχ = F3a - F 2b  = ( 2 α -0 ,5 · 2 )  Н м ; Λ ίν = 
= Fx- 2 c - F 3c  = ( і ·2-2■ 1) = 0 ,  А/- = 0. Тоді 
головний вектор F = Fz = 0,5 Н *  0 ; голов
ний момент М = МХ = (2а - і )  = 0 =>а = 0,5м, 
а другий статичний інваріант / 2 = F ■ М 0  = 
= FxM x + Fy M y + FzM ; = 0.

Отже, система сил зводиться до рівно
дійної 0,5 Н (рис. 4.27), прикладеної у точ
ці О, якщо сила F3 знаходиться на відстані 
0,5 м від осі Ох.

Приклад 4.6. Визначити модуль сили F3 , 
за якого система трьох сил { f , ,F2, F ^ ,  що 
прикладена до куба, зводиться до пари 
сил, у разі, коли відомо, що F2 = 2Fx = 10 Η 
(рис. 4.28).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Система сил може 
бути зведена до пари сил, якщо головний 
вектор F  = Fx + F2 -  F3 = 0 => F3 = Fx + F2 або 
F3 = F, + F2 = 15 H, а головний момент не 

дорівнює нулеві:

М0х =0, M 0v = ( Fx + F2) a  = 15α Η м, 

M 0t = (F3 -  F2 )a  = 5a H · m .

Тоді M 0 = y jM fy  + Mqz = 5α>/ΐθ H · м Ф 0. 
Отже, дану систему сил можна звести до 
пари сил, якщо сила F3 = 15 Н, а момент 
М 0 = 5 а М  Н • м і розміщений у площині 
Oyz (рис. 4.28). Напрямок моменту пари 
збігається з напрямком центральної гвин
тової осі, а точка О є точкою зведення.

Приклад 4.7. На якій відстані ОА від точ
ки О розміщений головний вектор системи 
сил F = 8 Н, якщо він і головний момент 
М 0 -  26 Н ■ м перпендикулярні один до од
ного (рис. 4.29)?

Рис. 4.29

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дана система сил 
зводиться до рівнодійної, тому що сила 
F  = 8 Н ; * 0  — головний вектор, М 0  = 
= 2 6 Н - м # 0 — головний момент, а другий 
статичний і нварі ант  F M 0 =FM 0 x 

x co s^ M  0 ,F^  = 8-26cos90° = 0. При цьо
му центральна гвинтова вісь паралельна 
головному вектору F  і знаходиться на 
відстані

0 4 = -
М 0 sin [ M a j ) 26 si η 90°

= 3,25 м.
F  8

перпендикулярній до площини, в якій роз
міщені головний вектор F0  і головний мо-



мент М 0 , і зміщена вправо, оскільки го

ловний вектор F  повинен повертатись від
носно старого центра зведення (точки О) 
проти ходу годинникової стрілки, бо Mq 
спрямований на нас (додатний напрям 
осі Ох).

Приклад 4.8. Головний вектор F  і го
ловний момент М 0  системи сил розміщені 
у площині Охь Визначити відстань ОА до 
центральної гвинтової осі, якщо відомі F =
= 6 Н, М 0 = 7 ,2 Н · м , а кут між М 0  і віссю 
Ох дорівнює 60° (рис. 4.30).

Рис. 4.30

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Відрізок ОА перпен
дикулярний до головного вектора F  і го
ловного моменту М 0  , як і лежать у площині 
Οχι. Отже, відрізок ОА лежить на осі Оу і 
спрямований вправо, тому що складова 
М0х = M o cos60° = 7 ,2 -0 ,5  = 3,6H-m направ
лена на нас, тобто повертає головний век

тор F  , прикладений у точці А, проти ходу 
годинникової стрілки.

Момент зведеної пари сил

’ = 7 ,2 — = 3,6λ/3Η·μ, 

а відстань

М д = М 0  sin 60°

О А ■
М Ох 3,6

= 0 , 6 м .
F  6

Центральна гвинтова лінія паралельна го
ловному вектору F , тобто осі Οζ, і прохо
дить через точку А (рис. 4.30).

4.2.3. Задачі для са м о ст ійн о го  р о з в ’я зу вання

4.11. Задана система трьох сил Fl = F2 = 
F3 = F. Сила Fj паралельна осі Οζ, сила F3 
паралельна Ох, ОА = а  (рис. 4.31). До якого 
найпростішого вигляду зводиться задана 
система сил?

z t

В і д п о в і д ь :  система сил зводиться до 
силового гвинта (динами).

4.12. Задана система сил Fx = F2 = F3 = 
= F. (рис. 4.32). Сила F3 розташована в коор-

r t *
90

! 90 °АГг

Иг
Л

в Т

Рис. 4.32

Мох Центральна - 
/  х гвинтова

вісь

динатній площині Οχζ· Знайти значення кута 
a , при якому система сил зводиться до 
рівнодійної.

„ .  b - aВ і д п о в і д ь :  t g a  = ------ .
с

4.13. Знайти значення сили F3 (рис. 4.33), 
при якому система сил Fx, F2, F3 зводить
ся до пари сил, якщо a  = 1 м, F2 — 2FX = 10 Η.

Рис. 4.33

В і д п о в і д ь :  F3 = 15 Η.
4.14. Задано систему сил F, = F2 = 5 Н 

(рис. 4.34), прикладену до вершин куба 
G і В відповідно. На куб діє також пара 
сил, момент яко ї М = З Н · м напрям
лений вздовж ребра ВС; ОА = ОВ = ОН = 
= 0,2 м. Звести систему до найпростішого 
вигляду.

В і д п о в і д ь :  система зводиться до пари 
сил, проекції її моменту на осі координат
М х = З Н м, М у = M Z =0,5>/2 Н-м.

4.15. Яка має бути залежність між відста
нями a, b, d  точок прикладення Fx = F2 = 
= F3 -  F  для того, щоб система сил зводи
лася до рівнодійної? ОА — а, ОВ — b, OD =
= d. Сила Fx паралельна осі Оу, сила F2 —
осі Οζ, сила F3 — осі Ох (рис. 4.35).

zt
_  І

> < L l
90° І ГЛ  

I k 9 0 °
j o ______

^  В У
90°

✓ , Г
F,

Рис. 4.35

В і д п о в і д ь :  d  = a  + b.
4.16. Визначити, до якого вигляду зво

диться система трьох сил

Fx = -57 + 3j  + k (H), F2 = 4 7 - 7  (Н),

F3 = /' -  2 j - k  (Η), 
де і , j  , k — орти осей О х, Оу , Οζ де- 
картової системи координат, якщо радіуси- 
вектори точок, в яких прикладено сили, 
мають вигляд відповідно

=-/ +к  (м), г 2 =/ -  j  (м),

Т2 = 2 і - 2 j  + к (м).
В і д п о в і д ь :  система еквівалентна парі 

сил, проекції моменту якої на осі координат 
М х = 1 Н · м, М у = - 1 Н м, Μ , = -2  Н ■ м.

4.17. Систему сил задано їхніми складо
вими в декартовій  систем і координат: 
Хх = -5  Η, X-, = 4 H, X3 =1H,  K, = З Η, 
К2 = - 1 Н ,  К3 = - 2  Н , Z, = 1 Н , Z2 = 0 ,  
Z3 = - 1 Н.  Координати точок, в яких при
кладено сили, хх = - 1  м, х2 = 1 м, х3 =2 м,



>’ι = 0 . У'2 = _1  м> Уз = -2  м, ζχ = 1 м, Z2 = Ο , 
г3 =1м.  До якого найпростішого вигляду 
зводиться система сил?

В і д п о в і д ь :  система зводиться до пари 
сил, момент якої має складові М х = 1 Н м, 
М у = - 1 Н  · м, М .  =0.

4.18. Якими мають бути величини Хх,
, Ζ, — складові сили Fx(X x.Yx,Z x) за

умови, шо система сил Fx, F - ,(3 ;5 ;0 ) , 
F3 ( - 8 ; 6 ; — 1 ), як і прикладені в точках 
Ах (0; 2; 0 ) ,  А2 ( —1; 0; 1), А3 (0; 0; 1) , еквіва

лентна парі сил?
В і д п о в і д ь :  Х , = 5 Н ,  К, = —11 Н ,

Z, = 1Н.
4.19. Знайти найпростіший вигляд си

стеми двох сил Fx (2; —3; — 1) і (5;6; — 4 ) ,
якщо точки їх прикладання мають коорди
нати * != ( ) ,  і ,  = 2 м, у х — їм ,  у2 = 2 м,

_ і _ ~4
2і -  -  Μ, Z2 — - -  М.

В і д п о в і д ь :  систем а екв і валентна  
рівнодійній, складові якої Rx = 7 H, Rx = З Н, 
R. = -5  Н.

4.20. Звести систему сил до найпрості
шого вигляду, якщо ОА = OB = ОЕ = / = 
= 10 см, Fx = F2 — 4 Η, М=  3 Н м — момент 
пари, яка розташована в площині EGHD 
(рис. 4.36).

В і д п о в і д ь :  система еквівалентна парі 
сил, складові моменту яко ї М х = М у = 
= -0 ,4  Н · м, Μ , = -3  Н · м.

§ 4.3. ЦЕНТР СИСТЕМИ ПАРАЛЕЛЬНИХ СИЛ

4.3.1. Короткі теоретичні відомості

Розглянемо систему паралельних сил, яка 
зводиться до рівнодійної. Умови зведення 
системи паралельних сил до рівнодійної 
простіші, ніж у загальному випадку, коли 
повинні бути виконані дві умови:

F *  0, F ■ М 0  = 0 . (4.19)
Необхідною умовою зведення просторо

вої системи паралельних сил до рівнодійної 
є нерівність нулеві головного вектора цієї 
системи:

F Ф 0 . (4.20)
Якщо умова (4.20) виконується при од

ночасному повороті всіх сил на однаковий 
кут відносно паралельних осей і якщо точ
ки прикладення сил не змінюються, то 
рівнодійна R заданої системи сил також по
вертається на згаданий вище кут. Причому 
поворот проходить навколо деякої фіксова
ної точки, яку називають центром паралель
них сил  (рис. 4.37).

х Ус

Рис. 4.37

Введемо одиничний вектор е ,  паралель
ний лініям д ії сил, тоді довільна сила Fj 
може бути подана у вигляді

F j= F * - e ,  (4.21)
* ηде Fj = F j , якщо напрямки сили Fj і век- 

* — 
тора е  збігаються, і Fj = - F j , якщо Fj і е  
напрямлені протилежно.

При цьому
П П

Σ ϊ = ϊ · Σ Ρ * ■ (4.22)
/=1 і=1

Положення центра паралельних сил ви
значається радіусом-вектором

п
Ґ: ’F: _ * _ *

= _ м  _ 'V /r· + r2-F2 + ... +r F*и 1 п
rC ». * ♦ 

Y F * Fl +F2 +
*

... +F„

/=1
(4.23)

Якщо Xj, , Zj — координати прикладен
ня довільної сили F j , то координати центра
паралельних сил знаходять за формулами

11
У  x F*
j=\ хх гх + х-г r -ι +

*r F... т Лп і п
ХС -  ,, * *

^  F* F\ + F 2 + ■■ 
1=1

. +F*

i yif i * *
_  ι=ι _  V’i Fx + y 2F2 + ... +y„F*

Ус * * 
p *  F\ + F2 +

i=1

* ’ ... +Fn

n
У  z-F*jLJ 1 1 * *

_ _  i=i _ z i Fx +z2F2 + ... +z„F*

± F;  F' +f2+ 
i=l

... +f ,;
(4.24)

n n
Вирази Σ  xiFi ' Σ  УіFi '

;=i ;=i

η
Σ ζί ρ ί нази-
»·-ι

вають статичними моментами заданої сис-

теми сил відносно координатних площин 
yOz,xOz,xOy відповідно.

Якщ о початок координат вибрано в 
центрі паралельних сил, то

%  = Ус = ч : = 0  
і статичні моменти заданої системи сил 
відносно осей цієї системи координат дорів
нюють нулеві.

Центр ваги твердого тіла. На всі частини 
тіла, що знаходяться поблизу поверхні Землі, 
діють сили ваги. Якщо тіло розбити на еле
ментарні частинки, сили ваги яких позна

чити як ΔΡ), ΔΡ2, ..., АРп (рис. 4.38), і вра
хувати, що розміри тіла є незначними по
рівняно з розмірами Землі, то сили ваги 
елементарних частинок тіла з достатньо ви
сокою точністю можна вважати системою 
паралельних сил.

Z

0
,δ ρ Γ

X zc
X - '  y'

Ус 2\

Рис. 4.38

Рівнодійну сил ваги окремих частин тіла
називають силою ваги тіла:

П
ρ = Σ Αϊ · (4.25)

1=1

Сили ваги окремих частинок тіла APj па
ралельні і спрямовані в один бік, тому ви
раз (4.25) запишемо так:

Ρ = Σ Αρί ■ 
1 =  1

(4.26)

Отже, вага тіла дор івню є сумі сил ваги  
окремих його  частинок.



Центр паралельних сил ваги окремих час
тин тіла називають центром ваги тіла. На 
рис. 4.38 центр ваги тіла позначено буквою С.

Згідно з формулою (4.23) радіус-вектор 
центра ваги

Г  /=І
(4.27)

Після переходу у виразі (4.27) до границі 
при п —>°°, припустивши, що АР, —» 0 , д і
станемо

1 "
7с = ~  Ι π ώ Σ ^ - Δ ^ .  (4.28) Р  л->~ ;=1

Границя суми в цьому виразі є інтегра-
лом:

гс — [ r  dP  . p  J (4.29)
(P)

На основі формули (4.27) в проекціях на 
координатні осі отримаємо

- ї г  = Σ х А р і ; >’г  = ^ Σ у і а р , ;
/=І

1 71
г с  = ~ Σ ζ >Αρί - 

Ґ  /=1
(4.30)

де Xj . y j .Zj  — координати центра ваги /-і 
частинки.

Відповідно до (4.29) дістанемо

А'<" = 7  ί  xdP\ Ус = 7  /  ydP\
(р) ( ή

zc = ^  J ^dP.
(P)

(4.31)

Розглянемо деякі окремі випадки.
Центр ваги однорідного твердого тіла. Для

однорідних тіл питома вага γ є величиною 
сталою по об’єму.

Вага тіла
P  = y V,  (4.32)

де V — об’єм всього тіла. Вага /-Ї частинки
тіла

АР' = yAVj, (4.33)
де — об’єм і-'і частинки тіла.

Підставивши (4 .32), (4.33) в (4.27) і 
(4.29) — (4.31), отримаємо формули, які ви
значають координати центра ваги однорідного

Σ ή · * ν ,

гс

Х с

;=і
·; г с -  f r - d V ; 

і/ J ’
Μ

Σ χ , -AVi Σ > < Δν/.
1=1

; У с
/=1

Σ ν Δ ν ^ -

Z c = ~ (4.34)

V  = 7  J x-dV ; y c  = 7  J y dV  ;
(ν)  ν  (ν)

гс =7Γ J Z'dV.
(V)

Розглянемо однорідне плоске тіло завтов
шки А, розміщене в площині Оху (рис. 4.39). 
Вага такого тіла і вага окремих його частинок

P = yhS  ; APj = yhAS ,·, (4.35)
де S — площа тіла; ASj — площа окремої 
його частинки.

Підставивши (4.35) в (4.27) і (4.29) — 
(4.31), отримаємо формули, які визначають 
координати центра ваги однор ідного  пл о ск о 
г о  тіла:

І n j

Т'с =~ Σ 7і 'А5і аб° рс  = -  J r-dS,
(5)

Рис. 4.39
У і

Рис. 4.40

1 " 1 11 
* ο = - Σ χίΔ5;> Ус = - Σ 3 ' ιΔ5/

ί=1

або х с  = — J xdS, у с  = —■ J y d S ,  (4.36)
5 ( S )  ' ' S (S)'

де х, у  — координати центра ваги Д.Ь, час
тинки.

Суму добутків площі кожного елемента 
плоскої фігури на відстань від нього до де
якої осі, яка лежить у площині фігури, на
зивають статичним моментом пло ск о ї  ф ігу 
ри в ідно сно  ц і є ї  осі.

Статичні моменти ( Μ , і М у ) плоскої 
фігури (рис. 4.39) відносно осей Ох і Оу 
відповідно

П П

м х = Σ /^іУі , Μ ν = Σ ^ ι χ ί ■ (4.37) 
;=і ;=ι

Підставивши вирази (4.37) в (4.36), отри
маємо для координат центра ваги плоскої 
фігури такі формули:

М у м ,х с  = —— > Vr = —— · (4.38)
S S

За цими формулами обчислюють коор
динати центра ваги плоскої фігури, якщо 
відомі її  статичні моменти М х і Μ ν ,

Якщо позначити через γ вагу одиниці 
довжини однорідного лінійного тіла, то його 
вагу і вагу його /-Ї частинки визначають за 
формулами

P  = yL ; APj = yALj, (4.39)

де L — довжина тіла; ΔL, — довжина /-Ї 
частинки.

Підставивши (4.39) у вирази (4.27), (4.29)— 
(4.31), отримаємо формули, які визначають 
координати центра ваги лінійного однор ідн о 
го  тіла (наприклад, дроту, стрижневої кон
струкції тощо, рис. 4.40):

1 " i f 
? с =  - Σ ?ί Αίί  аб°  ?c = 7 J r  dL,

' ι=|

= У с  = Т Σ -v ' ' ’

'(О

' і= І ' ;=і

г с
і "

= ~ Σ ζ ί ' Δ Α>L I
(4.40)

/=i

I f  l r
або x r  = — J x dL, y c  = — J y d L ,

'(L) ' ( l)

1 і·
z c = 7  J z dL.

V )
Центри ваги деяких найпростіших геомет

ричних фігур, які часто зустрічаються на прак
тиці і за допомогою яких можна побудувати 
складніші фігури, зведено до табл. 4.3.



Таблиця 4.3

Фігура Положення центра ваги Примітка

°<ґЛ а С
U a І X д· с  = О С  ■■

rsin а
(4.41)

r  — радіус дуги; 2а  — 
центральний кут, виражений 

у радіанах

Круговий сектор

х с  = О С  = -----
2 r sin а

■ (4.42) r — радіус сектора; 2 а  — 
центральний кут у радіанах

Круговий сегмент

4 ґ sin а
х -  = ОС  -------

З 2 а - s in 2а 
(4.43)

r  — радіус сегмента; 2 а  — 
центральний кут у радіанах

Паралелограм

ОС + b“ + labcos а  

(4.44)

Центр ваги збігається з 
точкою перетину діагоналей; 

1 1 
хс -  2 х в ' Ус ~~^,Ув



Закінч ення табл. 4.3

Фігура Положення центра ваги Примітка

Кульовий сектор

Ь -  T
\  c t  /  /  

\  І /  /

\ /**7 

\  і /  /

V  /

О С  = - ( 2 R - h )  (4.49) 
8

Центр ваги С  лежить на осі 
симетрії ОС; R — радіус; 
h  — висота кульового 

сектора

Кульовий сегмент

з ( 2 /г2 - л 2 )

° Г = 4-  3 * - Л  ,4 ·501

Центр ваги С лежить на осі 
симетрії ОС; R — радіус; 

h —* висота кульового 
сегмента

Півкуля

3
О С  = — R (4.51) 

8

Центр ваги С лежить на осі 
симетрії ОС\ R — радіус 

півкулі

Методи визначення центра ваги тіла. Якщо 
однорідне тіло складної форми, то викори
стовують метод розбиття. За цим методом 
тіло розбивають на окремі частинки (див. 
табл. 4.3) вагою Р, , а положення їх центрів 
ваги Cj (xj ,  у  j ,  Zj) можна розрахувати за 
формулами (4.41)—(4.51).

Координати центра ваги однорідного тіла 
знаходять за формулами (4.30), (4.31) і (4.34).

Якщо однорідне тіло плоскої форми 
(рис. 4.41), то матимемо

Ус

x,S, +X2S 2 +X3S3 _
S i + S 2 + 5 3

у,5| + y 2S2 + y 3S3
(4.52)

хс

Ус =■

z c  = -

ґ П ^
Х()ро  ~ Σ χ , ρ, 

і=1

У о ро - ^ , У і рі
І=1

/2

Ζ0ρ0 ~ Σ ζί Ρί

(4.53)

ι=1

+ S 2 + 5 3

де S{, S2 і S3 — площі трикутника ABC',

прямокутника DKNC' і півкола з основою 
KN відповідно.

Для визначення центра ваги однорідних 
тіл з порожнинами (рис. 4.42) застосовують 
м ет од “в і д ’єм н о ї” ваги (площі). Центр ваги 
такого тіла визначають, вважаючи його су
цільним однорідним тілом з добавленими в 
місцях порожнин “від’ємних” сил ваги:

Де Ρ  = Ρ0 - Σ ρί' рО’хО’ У<)’ Ч> - в а г а т а  
/=і

координати центра ваги суцільного тіла; 
Pj,Xj, у,-, Zj — “від’ємна” вага та координати

Рис. 4.41
заповненоїцентра ваги /-і порожнини, 

матеріалом тіла.
Наприклад, для плоскої фігури, зобра

женої на рис. 4.42, матимемо:

Ус

Xq S q  X|>S'|

S0 -  Si 

y p S p  ~ y,5|
(4.54)

S o  S

де S0 ,x0 , y 0  — площа суцільного прямо
кутника та координати його центра ваги; 5,, 
хг  у х — від’ємна площа круглої порожнини 
та координати її центра ваги.

Рис. 4.42

Центр ваги тіла складної форми, якщо 
його не можна розбити на прості фігури, а 
також неоднорідного тіла, питома вага яко
го є змінною [γ = γ(-ϊ, ν, ζ ) ] , знаходять 
методом інтегрування. У цьому випадку



*c =ηζ J x -У( x , y , z ) d V , 
(У)

Ус =7  J У'У(х'У'ї) dV , (4.55)
(У)

і *
гс  = -  J z - y ( x , y , z ) d V.

00

4.3.2. Приклади р о з в ’я з у в а н н я  задач

Приклад 4.9. Знайти координати центра 
ваги конструкції, яка складається із одно
рідних стрижнів (рис. 4.43, а), якщо ОА = 
= 0,6 м, А В =  0,6 м, В Н =  0,3 м, O D =  0,9 м, 
D K =  0,4 м.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Застосуємо метод 
розбиття конструкції на окремі частини ОА,  
А В ,  В Н ,  OD, DK,  центри ваги яких розмі
щені на осях їхньої симетрії.

Координати центрів ваги цих частин такі:
С,(0,3; 0; 0), С2(0,6; 0,3; 0), С3(0,6; 0,6; 0,15),

С4(0; 0,45; 0), С5(0; 0,9; -0 ,2 )  (рис. 4.43, б). 
Довжини окремих частин конструкції: Lx = 
= 0,6 м; ^2 = 0,6 м; L3 = 0,3 м; L4 = 0,9 м; 
L5 — 0,4 м.

Координати центра ваги конструкції, 
складеної із однорідних стрижнів, знаходи
мо за формулами (4.40):

5> Л ·
і=1

хс

0,3 0,6+0,6 0,6 + 0,6 0,3+0 0,9 + 0 -0,4 
0 , 6 +0 , 6 +0 ,3 + 0 ,9+ 0,4 

= 0,26 м,

Ус =
t » Li
/=1

0 0 ,6 + 0,3 0,6  +0,6  0,3 +0,45-0,9+ 0,9 0,4 
0 , 6 +0 ,6 +0 ,3+0,9+0,4 

= 0,4м,

гс =
/=і

_ 0 · 0 .6 + 0 · 0,6 + 0.15 · 0 .3 + 0 ■ 0,9 -  0 ,2 · 0,4 _ 
0 ,6  + 0 ,6  + 0 ,3 + 0 ,9 + 0 ,4 

= -0 ,0125  м.
Отже, координати центра ваги конструкції 

такі: хс  = 0,26 м; у с  = 0 ,4 м ; Zc ~ -0 ,013  м.
Приклад 4.10. Знайти координати цент

ра ваги плоскої фігури, що зображена на 
рис. 4.44, а (розміри наведено в сантимет
рах).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Для розв’язання ви
користаємо метод розбиття в поєднанні з ме
тодом від’ємних площ. Виділимо в даній 
фігурі такі п’ять простих фігур (рис. 4.44, б): 
прямокутник OABN,  круговий сектор ONP,  
прямокутники DEEXN, ЕХККХМ  та трикут
ник KK\L.

96

Площа прямокутника OABN: S x = ОАх 
х АВ = 18 - 6 = 108 см2; координати його цент
ра ваги

А В  о ОА
Х\ = ---- = з см, Уі = —  = У см.

2 2
Площу кругового сектора ONP( R=  6  см, 
π

о. -  — ) записуємо зі знаком мінус, оскільки сек-
4

тор вирізаний із заданої фігури:S2 = - α -R'  =
ТІ Ί -у

= —  R '  = —28,3 см , довжина відрізка ОС2
4 π

2 Sln —
дорівнює ОСг = — R ^  - 3 , 6  см, а коор-

4динати центра ваги

π
лч = ОС-, -cos— = 2,55 см,

4
π

у 2 = ОС-, -sin— = 2,55 см.4
Площа прямокутника DEEXN S3 = DEx 

x EE{ =  24 ■ 6  =  144 c m 2; координати центра

NE,
ваги χ3 = ΟΝ +---- L = 6+12 = 18 см, у3 =

ЕЕ,
= 3 см.

Прямокутник Е ХККХМ  має площу S4 = 
Ε χΚ ККХ = 12 · 6 = 72 см2; координати^|Л ЛЛ,

центра ваги

jc4 = ОМ = 24 + 3 = 27 см,
2

У А
Е\К

■—— = - 6  см.

Площу трикутника KKXL беремо зі зна

ком мінус, оскільки трикутник вирізаний:

S5 = - ^ К К х /l,L = - ~ 6 - 6  = - 1 8 c m 2. Ко

ординати центра ваги

_ xl + xk +-**1 _ 24 + 30 + 24 _ 26 см,

У5 =

З з

Уь+Ук+Ук ,  - 6 - 1 2 - 1 2  --------------— =------------= -ю  CM.

Координати центра ваги заданої плоскої 
фігури знаходимо за формулами (4.36):
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_ X\ vSj + X2S 2 + Xt,S3 + X4 S 4  + X5  S5 _
5, f S2 1 .S'·; ■ S4 i .V5

3-108+ 2,55(-28,3)+18-144+ 27-72+ 26(-18) 

108 -28 ,3+ 144+ 72-18  

= 15,55 cm ,

Ус
>’|S| + У2$2 + >’3^3 + >’4^4 + >’5^5 _

5] + S2 + S·} + S4 + S$
1

108-28 ,3  + 144 + 7 2 -1 8  
χ [9·108+ 2 ,5 5 -(-28 ,3 )+ 3-144  +

+ ( — 6 ) - 72 + ( —10) - ( —18)] = 3,89 см .
Отже, координати центра ваги плоскої 

фігури такі: хс  =15,55 см, у с  =3,89 см.
Приклад 4.11. Знайти координати цент

ра ваги однорідної фігури, обмеженої кри
вою у(х) = -0 ,5 х 2 +2 і прямими х = ±2 та 
у = 5 (рис. 4.45, о).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Для розв’язання цієї 
задачі застосуємо метод симетрії і метод роз
биття. Наведена фігура має вісь симетрії 
х  = 0. Згідно з методом симетрії центр ваги 
тіла знаходиться на осі симетрії, тому хс  =
— 0. Розіб’ємо дану фігуру на прямокутник 
(рис. 4.50, б) і фігуру, обмежену параболою 
та віссю Ох (рис. 4.45, в).

Координати центра ваги прямокутника
С,(0; 2 ,5 ) , а його площа 5( = 4-5 = 20.

Координати центра ваги криволінійної 
фігури (а < х < Ь , 0  < .у < f i x ) )  визначають 
за формулами (4.36):

1 ь 1 ь

x c = j i x ydx ’ y c = ~ s $ 2 ydX '
а  аb

де 5 = J  y d x  — площа фігури; y d x  = dS  —
а

елемент площі (рис. 4.51).
Площу S2 криволінійної фігури записуємо 

зі знаком мінус, оскільки фігура є вирізаною:
2

52 = - J  ( 2 - 0 ,5 x2)jd x  =
- 2

(  3 ^ X
2

(  4 1 162 - 2х ----- = - 2 - 4 —
6 ч 3 3

V 0 V >
Координата центра ваги }'с2 фігури, об

меженої параболою і віссю Ох,

Уч = -

2 ? 2(  ν 4 Ί
J  (2 -0 ,5 jT  j  dx J 4 -2 х  + — dx

- 2  _  0
4

\ ... - J

16
+ 1,6

16
12,8
16

16
З

= 0,8.

Отже, координати центра ваги криволі
нійної фігури С2 (0; 0 ,8 ).

Координату заданої фігури відносно 
осі Оу визначимо за четвертою з формул 
(4.36):

/ 1 f■ л
2,5-20 + 0,8

У|5, + y 2S2
Ус 5, + S2

150-12 ,8  34,3

2 0 -  —
З

3,12.
44 11

Отже, координати центра ваги хс
ус  = 3,12.

= 0 ,

Приклад 4.12. На рис. 4.47, а  показано 
розріз тіла, який складається з циліндра, ра
діус якого R, висота h, та двох півкуль радіу
са /?, і R2. Центри півкуль збігаються з цент
рами нижньої і верхньої основ циліндра. 
Визначити центр ваги цього тіла, якщо Л, = 
= R, R2 = 4R, h = 6 R2.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Оскільки вісь Οζ є 
для даного тіла віссю симетрії, то шуканий 
центр ваги С цього тіла лежить на осі Οζ· 
Тому достатньо вирахувати тільки одну ко
ординату Zc ■ Позначимо об’єми півкуль і 
циліндра в ідповідно V,, V2, V3 , а їхн і 
центри ваги С ],С 2 ,С 3 (рис. 4.47, б). Поча
ток координат помістимо в точку С3 — центр 
ваги циліндра. Знайдемо об’єми і коорди
нати центрів ваги півкуль і циліндра.

Параметри першої півкулі:

- n R 3
З

V, = —π /?.3 
1 З
/г З

г, — —і— R\
1 2 8 1

6 Я-,

. ™ * +1 r  = ” r .
2 8 8

•  C,

і - м .

сУя
с \

Сі

2R

Ь ж Іїй М ж ж



З а у в а ж е н н я .  Відстань від центра ваги півкулі
З

радіуса R до ї ї  основи згідно з (4.51) дорівнює — R .

Для другої півкулі:

V2 = - n R n  = - π ( 4  R f  = — π/?3;

= - h- S - R 2 
2 8

\
( 6R2 3 d Ί= — — -  + -R -, =

/ 2 8\ /
6 -4 R 3-4Я 
------- +  

21R

Об’єм циліндра і координата центра 
рівноваги:
V3 = nR 2h = nR2 · 6R2 = nR2 · 6  ■ 4R = 24nR3,

z3 = 0 .
Ш укану координату Zq центра ваги да

ного тіла обчислюємо за п’ятою формулою 
із (4.34):

Zc
VlZi+V2Z2+V3Z3 _

Ц+У2 +Уз

2 „з 99 „ 128 „з- n R '  ■—  R + ---- nR'
3 8 3

27R\
2

— nR3 + —  nR 3 + 24πΛ3
З З

0 9 8  3456 
24 6

nR

ґ 2 128
-  +---- + 24

-8,43/?.
nR

Отже, хс = 0 , _ус = 0 , zc = -8 ,43/?.
Приклад 4.13. Знайти координати центра 

ваги кубічного бруса, в який запресовано од
норідний циліндр радіуса Л = 10 см (рис. 4.48). 
Питома вага бруса та циліндра відповідно 
γ, = 2 ,4 -10~3 Н/см3, γ 2 = 1, 6 -10“3 Н/см3.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Застосуємо метод 
розбиття та метод симетрії. Виділимо три

тіла: кубічний брус і висвердлений циліндр 
питомої ваги Yj та впресований циліндр пи
томої ваги у 2 ■ Позначимо вагу бруса, впре
сованого і висвердленого циліндрів відпо
відно Рх, Р2 і Р3, а центри їх ваги — у х,
х2, У2’ Z2; Xj, у 3, z3 відповідно.

Вага суцільного бруса

P, =y,S/i = 2,4· 10_3 (8Л )3 =

= 2,4-Ю -3  - 512-1000 = 1228,8 Н.

Координати його центра ваги 

*і = у\ = Z\ = 4R = 40 см.
Вага впресованого циліндра

р2 = y 2Sh = 1,6  · 10_3 nR2h =

= 1,6-10~3 -3,14-100-80 == 40,192 Н.

Координати центра ваги цього циліндра 

х2 = 5R = 5 ■ 10 = 50 см,

V ,  =  —  =  4/f=4-10 =  40 с м ,
‘  2

г2 = 8/? -  ЗЛ = 5/? = 5 ■ 10 = 50 см.

Вагу висвердленого циліндра радіуса R 
записуємо зі знаком мінус, оскільки це тіло 
висвердлене із бруса:

Р3 = -γ,5/ί = -2 ,4  · 10‘3 nR2h =

= - 2 ,4  · 10_3 · 3,14 · 100 · 8 · 10 = -60 ,288  Н. 

Координати його центра ваги 

х3 = 50см , у3 = 40 см, г3 = 50см . 
Координати всього тіла визначаємо за 

формулами

х _ Р\Х\+Р2Х2 +Р3Х3 _ 
с Р1+Р2 +Р1 

_  1228 ,8-40+ 40,192-50-60 ,288-50  _ 
1228,8-40,192-60 ,288 

= 39,83 см,

_ P\Z\ + PnZ2 + P?,z3 _
Z c ~  П +  Р2 + Р3 

_  1228,8-40 + 40 ,192 -50-60 ,288-50  _
~ 1228,8 + 40 ,192 -60 ,288  “

= 39,83 c m .

Оскільки площина симетрії тіла пара
лельна площині Oxz, то у с  = 40 см.

Отже, хс  = zc  = 39,83 см; у с  = 40см .

4.3.3. З адач і для сам ост ійн о го  р о з в  ’я зу ва н н я

4.21. Визначити центр ваги тонкого дро
ту, показаного на рис. 4.49, якщо АВ = 
= 40 см, BD = 30 см, ED = 10 см.

В ід п о в ід ь :  хс  = 20 ,625см;

у с  = 9,375 см.
4.22. Знайти координати центра ваги 

конструкції, яка складається з однорідних 
стрижнів, зображених на рис. 4.50, якщо 
АВ = 0,8 м, ОА = OB, BD = 0,6 м, ED = 0,4 м, 
АК=  0,4 м, KF=  0,2 м.

В ід п о в ід ь :  хс  = -0 ,108  м;

у с  = 0 ,6 6 7  м; z c = 0 ,0 2 5 m .
4.23. Визначити центр ваги плоскої 

фігури з квадратним отвором AXBXDXE\ 
(рис. 4.51), якщо АВ = BD = 10 см; АХВХ =2 см; 
ОхК = ОхК х = 3 см.

Рис. 4.51

В ід п о в ід ь :  хс  = у с  = -0 ,125  см.



4.24. Знайти координати центра ваги 
заштрихованої однорідної фігури, зображе
ної на рис. 4.52, якщо R = 2 м.

В ід п о в ід ь :  хс  = у с  = -0 ,126  м.
4.25. Знайти координати центра ваги 

плоскої фігури, обмеженої півкругом АВЕ і 
четвертиною круга ADB, якщо АО = О В = 
= R. Осі координат вказані на рис. 4.53.

2 R
В ід п о в ід ь :  хс  = —  ( З л - 8 );

9 π

4.26. Знайти координати центра ваги од
норідної пластини. Розміри в сантиметрах 
вказані на рис. 4.54.

В ід п о в ід ь :  хс  = 6,27 см; 
у с  = -2 ,5 6  см.

4.27. Знайти координати центра ваги 
однорідного зігнутого листка, який скла
дається з трикутника BCD, прямокутника 
АВСО і півкруга /1£Όрадіуса R=  2 м. Півкруг 
АЕО знаходиться у площині Оху, трикутник 
BCD — у площині, паралельній площині Оху 
(рис. 4.55).

В ід п о в ід ь :  лгс = 2 ,12м , _ус = 0 ,35м , 
zc  =4,15 м.

4.28. Знайти координати центра ваги од
норідної плоскої фігури, обмеженої гіпер

болою ху = і прямими х = а  та у  = а 
(рис. 4.56).

Рис. 4.56

В і д п о в і д ь : Ус
9 а

8(3 -  In 4 )
= 0 ,697α . ν ’

4.29. Визначити положення центра ваги 
дерев’яного молотка (рис. 4.57), якщо а  = 
= 8 см, / = 30 см, R = 2 см.

4.30. Знайти координати центра ваги од
норідного бруска, розмір якого 40x50x60 см. 
У бруску висвердлено циліндричний отвір 
радіуса R = 10 см (рис. 4.58). Розміри на 
рисунку вказано в сантиметрах.

В ід п о в ід ь :  Xq = у с  = 0  , 
Zc = 12,055 см.

В ід п о в ід ь :  хс = 25см ,
Ус = 31,505 см, z c  ~ 20,75 см.

4.3.4. Розрахункові завдання 
“Визначення центра ваги плоскої фігури”

Послідовність виконання роботи:
а) відповідно до вар іанта завдання 

(рис. 4.59) зобразити плоску фігуру в нату
ральну величину. Розміри вказано в мілі
метрах;

б) вибрати систему координат;
в) розбити фігуру на прості фігури (три

кутник, прямокутник, круг, сектор, сегмент);
г) вказати положення центра ваги кож

ної простої фігури на рисунку, а також ви
значити його координати у вибраній системі;

д) визначити положення центра ваги за
даної плоскої фігури і вказати його на ри
сунку.
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ЧАСТИНА II · КІНЕМАТИКА

Р о з д і л  5 

К ІН Е М А Т И К А  Т О Ч К И

§ 5 .1 . К О Р О Т К І ТЕОРЕТИЧНІ В ІД О М О С ТІ

Основна задача кінематики точки — 
вибір способу описування руху і визначен
ня за побудованими кінематичними залеж
ностями таких характеристик точки, як  
траєкторії, швидкості й прискорення.

Нехай точка рухається у системі відліку К, 
що вважається нерухомою. Розглянемо три 
способи описування цього руху: векторний, 
координатний та натуральний.

При вект орном у  способі задання руху 
точки М  ї ї  положення визначається радіу- 
сом-вектором відносно деякої фіксованої 
точки О (рис. 5.1), причому цей вектор є 
векторною функцією часу, тобто

r  = r ( t ) .  (5.1)
Функція r  (r) вважається однозначною, 

неперервною і принаймні двічі диферен- 
ційовною. Співвідношення (5.1) називаєть
ся кінематичним рівнянням руху точки у 
векторній формі.

Л інія, яку  описує під час руху кінець 
вектора r ( ί )  у просторі, називається траєк
торією руху точки. Рухи за траєкторіями 
поділяються на прямолінійні і криво
лінійні.

Особливістю координат ного  способу опи
сування положення точки М у довільний 
момент часу є визначення її координат у 
вибраній системі координат (декартовій, 
сферичній, циліндричній тощо), незмінно 
пов’язаній з тілом відліку.

У прямокутній декартовій системі коор
динат положення точки М  визначається 
координатами x ,y ,z  (рис. 5.2) я к  функція
ми часу:

x = x ( t ) , y  = y ( t ) , z  = z ( t ) .  (5.2)

Функції x { t ) , y ( t ) , z [ t )  вважаються одно
значними, неперервними і принаймні двічі 
диференційовними.

Співвідношення (5.2) називаються кіне
матичними рівняннями руху точки у коор
динатній декартовій формі.

Зв’язок між векторним та координатним 
способами задання руху точки визначаєть
ся співвідношенням

r ( t )  = x ( t ) i  + y ( t ) j  + z ( t)k  , (5.3)

де i , j ,  k — орти системи координат Oxyz 
(рис. 5.2).

При натуральному способі задання руху 
точки М вважається, що траєкторія точки 
відома. Положення точки М  у вибраній 
системі відліку визначають (рис. 5.3) про
сторова крива (траєкторія точки), початок 
відліку О дугової координати s, додатний 
напрям відліку дугової координати і дугова 
координата s  на кривій. При русі точки М 
дугова координата 5 змінюється з часом:

s = s ( t ) .  (5.4)
При векторному способі задання руху 

швидкість точки
- d r
v = —  = r  . Г5.5Ї

Рис. 5.1

а прискорення

d v  d r  ” 
w =  —  = — y  = r  .

Рис. 5.2

(5.6)

Рис. 5.3

d t dt
Якщо рух точки задано координатним 

способом, то модуль швидкості

ν /  + ν /  + ν ζ2 , (5.7)

причому проекції вектора швидкості на 
відповідні осі описуються рівняннями

dx . d y  . dz . 
v x = —  = x ,\ v = - y  = y ,\  = —  = z .  (5.8) 

d t ' d t d t 
Модуль прискорення при координатно

му способі задання руху точки

= 1
2 2 2 w v + w >t + w . (5.9)

де проекції вектора прискорення на осі ко
ординат

dx
w ,

dt
■ х, W v

d v z

dt

± y_
dt

■ =  Z- (5.10)

Напрямні косинуси векторів швидкості 
та прискорення визначаються виразами

V,
cos

cos

cos(w ,/  j  = , cos(w,_/| =
w ,
w

COS (5.12)

При натуральному способі задання руху 
точки модуль швидкості визначають так:

d s
ν = τ — , (5.13)

dt
причому вектор швидкості спрямований 
вздовж дотичної ( τ  — орт дотичної) до 
траєкторії.

Проекція вектора швидкості точки на на-
d s

прям дотичної визначається з виразу v = — .
d t

При русі точки М  у напрямку зростан
ня дугової координати v = і  > 0  і вектор v 
спрямований так, як  і вектор τ (рис. 5.4). 
При русі точки М у напрямку зменшення 
дугової координати v = s  < 0 , і відповідно 
вектор ν спрямований у бік, протилежний 
орту τ .



Прискорення точки можна визначити 
його проекціями на натуральні осі коорди
нат, що зв’язані з траєкторією рухомої точ
ки і утворені ортами дотичної ( τ  ), нормалі 
(Я )  та бінормалі (ft):

d\ ν 2
w T = —  = s, w„ = — , w 6 =0, (5.14)

a t  p
де p — радіус кривини траєкторії в даній 
точці.

Теорема. П овне при скорення т очки дор ів 
ню є вект орн ій  сум і дот ичного (т ангенціаль
н о го ) і нормального при скорень ц іє ї т очки:

w = w T + w „ . (5.15)
Зауважимо, що вектор дотичного або тан

генціального прискорення w T точки М 
спрямований вздовж дотичної до траєкторії 
в бік збільшення дугової координати при 
\ντ > 0 , а при \ντ < 0  — в бік зменшення 

дугової координати. Вектор нормального 
прискорення w„ точки М спрямований у 
бік вгнутості траєкторії точки до центра її 
кривини (тобто збігається за напрямом з 
вектором нормалі ή ) (рис. 5.5).

Модуль повного прискорення і його на
прямок, оскільки w T і w„ перпендикулярні 
між собою, визначаються за формулами

W = y f w f: + w " , tg а  = -
w T

(5.16)

де а  — кут між векторами w і w „ .

Дотичне прискорення точки характери
зує зміну швидкості за модулем, а нормаль
не прискорення — зміну швидкості за на
прямком.

Якщо рух точки заданий координатним 
способом (5.2), то радіус кривини траєкторії 
можна отримати за формулою

ν 2 * 2 +>·2 + έ 2 Р = — = - r = L = .  (5.17)
w n д/ W -\ ν τ

Тут повне прискорення точки w визна
чається з виразу (5.9), а дотична складова 
прискорення

J a + y y  + zz
(5.18)wT

± J ?  + y 2 + z2
На підставі двох останніх формул радіус 

кривини
,.3

Р :
І

(5.19)

Р =

W 'V  —(v· w)" 

/ маєіДля плоского руху маємо
з

(5.20)
XV -  XV

Зазначимо, що радіус кривини плоскої 
лінії, рівняння якої задано у явному вигляді 
v = f{ x ) , визначається з виразу

1 + d y
dx

р = -
d~ v
dx '

(5.21)

§ 5.2. ПРИКЛАДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Задачі, що стосуються прямолінійного 
руху точки, можна поділити на дві групи: 

визначення швидкості й прискорення 
точки за доопомогою диференціювання рів
няння прямолінійного руху;

визначення закону зміни швидкості та 
руху на підставі відомого прискорення і по
чаткових значень координати та швидкості 
шляхом інтегрування.

Задачі про криволінійний рух точки по
діляють на чотири типи:

визначення траєкторії, ш видкості та 
прискорення точки з рівнянь руху в декар- 
товій системі координат;

складання рівнянь руху точки, виходя
чи з ї ї  геометричного положення, а потім з 
них — визначення траєкторії, швидкості та 
прискорення точки;

задання руху точки натуральним спосо
бом;

комбіновані задачі.
Приклад 5.1. Положення точки на пло

щині визначається радіусом-вектором

r  = 0 ,3Г Ї  + 0 , 1г37  ·
Визначити швидкість і прискорення точ

ки у момент часу t = 2 с .
Р о з в ’ я з у в а н н я .  Використовуючи 

співвідношення (5.3), запишемо рівняння 
руху в координатній формі (5.2):

* ( f )  = 0 . 3 r ,  v (f) = Ο ,ΐί3 .

Застосувавши рівняння (5.7) і (5.8), ви
значимо швидкість точки

v v = i  = 0 ,6r, v v = v = 0 ,3 г ,

V.v|i=2c — 1·2, Vv |i=2c — ^ 2 ,

v = ^ j v 2 + v v* = y j 1,2" + 1,2 ' =1,7 м/с.

За формулами (5.9) і (5.10) розраховуємо 
прискорення точки

w v = v v = x  = 0 , б, w  v = v v = у  = 0 , 6t, 

w a |r=2c = ° ’ 6 ’ w v|f=2c = 1 ’ 2 ’

Приклад 5.2. Точка рухається по гвин
товій лінії згідно з рівняннями

x = 3cos4?, v = 3sin4 i, z = 2 t - 3 ,

де x, v, z задано у метрах, t — в секундах. 
Визначити радіус кривини траєкторії.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Як показано у спів
відношенні (5.17),

2 .2  . *> .2V X ~+у “ +г
р = — = і і  

w« Vw - w t '
Запишемо перші і другі похідні: 

j  = -3 -4sin 4 i = -12sin4/, _y = 12cos4i, z=2;

x = -1 2 -4 co s4 i = -48cos4/, 
у  = -12-4sin4/ = -4 8 s in 4 i, z=  0.

Визначимо v за (5.7), a w — за (5.9):

І ї  ■>" Пі ГТ
v = Vv/  + V  = \ х  + у =

= \/l22 sin2 4f + 122 cos2 4f + 4 = 17,08 м/с,

w = ^W.v2 + Wv2 = V x 2 + V2 =

= ^ 4 8 2 cos2 At + 48 2 s in 2 4 i )  = 48 м/с2

Застосовуючи вирази (5.14) і (5.15), об
числюємо

νντ = ν = 0 ; 

w„ = \J w" -  νντ2 = V w" =48 м/с” ,

тому

w  = r" + w v2 = \jo,6~ +1,2" =1,34 м/с2 .

V  17,08 ' ηδ
p = ---- = ---------- = 6,08 m .

w„ 48

Приклад 5.3. Визначити траєкторію точ
ки М шатуна кривошипно-шатунного ме
ханізму, якщо ОА = 40 см, AM = MB

71
= 40 см, а  = 20 см, φ  = — t ( t — в секундах), 

6



а також  визначити швидкість і приско
рення ц ієї точки у момент часу / = 1 с 
(рис. 5.6, а).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Складемо рівняння 
руху точки М  виходячи з геометричних 
міркувань:

хм  = 0Acos(p + AM coscp =
Τί 71 Τί

= 40cos—r + 40cos — t = 80cos — t,
6 6 6

71y M = A/Ssincp = 40sin—/.
6

TC 71
Отже, xM = 80cos—t ,  y M = 40sin —i .

6 6

Визначимо рівняння траєкторії точки Μ 
шляхом виключення з рівнянь руху пара
метра t :

π _ лм 1 , - У мCOS — f = - s 2 -  sm —1=-
6  80 6  40

Основну тригонометричну тотожність 
запишемо у вигляді

або

2 π . і π 
cos —f + s in '—ί = 1 

6 6

XM , Ум = 1 .
80" 40і

Отже, траєкторією точки М є  еліпс з 
півосями 80 см і 40 см (рис. 5.6, б).

Проекції вектора швидкості точки М 
на осі координат

=хм = _ ^ 80s in f ^ v*U ic  = - 6 , б7 π,

π π
ν > =Ум = —40cos—/, v v |,=lc = 5,11 π.

ο 6  
Модуль швидкості

v = ^ v , 2 + V̂ 2 = 8,82π см/с.

Проекції прискорення точки на осі ко
ординат

π 2 π
= ί χ = хи  = - — -80cos- t ,

ІО о

π 2 π
' » у = '/у =Ум -  7 ’̂Зо ο

w

■ —  · 8 0 · ™  = -1 ,9 2 π 2 , 
36 2

π 2 1 τ
------- 40  — = -0 ,5 5 π  .

36 2ν I (=1 C

Модуль прискорення точки 

W =<j-

= ^ (-1 ,9 2 π 2)" + (-0 ,5 5 π 2) =1,997π2 см/с2.

Вектори швидкості й прискорення та їх 
проекції на осі координат показані на 
рис. 5.6, б.

Приклад 5.4. Точка рухається по колу ра
діуса R = 40 см . Закон її руху по траєкторії 
ί  = 2 0  sinro ( t — в секундах, s  — в санти
метрах). Визначити величину і напрям швид
кості, дотичного і нормального прискорень, 
а також повне прискорення у момент часу 
/ = 3 с .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Рух точки заданий на
туральним способом. Тому швидкість точки

V = І  = ( 2 0 s in J U y  = 207tCOS7C, 

v j,=3 c = - 2 0 π см/с.

Знак “мінус” означає, що вектор швид
кості точки напрямлений в бік, протилеж
ний зростанню дугової координати.

Дотичне і нормальне прискорення точки

w T = v = s  = - 2 0 π" sin го, 

w t |f=3c = 0>

w„ =
ν 2 ( - 2 0 π )2 7 ·,

- v ’  = 10π" см/с".
R 40

Прискорення \ντ = 0 , тому повне при-
2 / 2скорення точки w = w„ = 1 0 π “ см/с .

§  5 .3 . ЗАДАЧІ 
ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

5.1. Визначити траєкторію точки М 
лінійки еліпсографа, її швидкість та приско

рення для моменту часу t = - с  , якщо АВ =

= 20 см, OD = 10 см, AD = DB, DM = MB. 
Кут нахилу кривошипа OD змінюється за 
законом φ  = го рад (рис. 5.7).

В і д п о в і д ь :  траєкторія — еліпс з пів
осями 5 см і 15 см ; ν = Ι3π см/с; w = 
= 8 ,6 6π см/с.

5.2. Для точки М заданого механізму скла
сти рівняння руху в декартових координатах, 
обчислити швидкість та прискорення для мо

менту часу t = —с , якщо φ  = го рад, / = 40 см,
6

ОС = СА = ВС - 1, СМ = МА (рис. 5.8).

В і д п о в і д ь :  х = 60 c o s ln t ,  у  = 20 sin2ro, 
ν = 104π см/с, w = 138π см/с2.

5.3. Для точки М стрижня АВ (рис.5.9) 
заданого механізму скласти рівняння руху 
в декартових координатах, обчислити швид
кість та прискорення для моменту часу

t  = —с , якщо φ  = π ί  рад, АВ
4



В і д п о в і д ь :  x = 20 cosπί, у  = 20 sinit/, 
v = 19,8π см/с, w = 19,8π см/с2.

5.4. Точка рухається по колу радіуса R = 1 м. 
Кут між радіусом-вектором точки М і віс
сю Ох змінюється за законом φ  = πί/2 рад. 
Скласти рівняння руху точки М у коорди
натній формі, а також визначити швидкість 
та прискорення точки М у момент часу
t  = - с  

З '„ . π . π
В і д п о в і д ь :  x =  c o s —t, y = s i n  — t.

2 ‘  2
v = 0.5 π м/с, \ν = 0,25π" м/с".

5.5. Точка А/ рухається по колу радіуса R 
за законом .? = Я s in o  t , де ω = const.

Початок відліку і напрям додатних зна
чень дугової координати вказано на рис. 5.10.

t-Ο І
Рис. 5.10

Визначити швидкість і прискорення точки 
в момент часу t = 0 .

В і д п о в і д ь :  швидкість ν = /?ω, приско
рення wT = 0, w„ = Raу2 .

5.6. Рух точки на площині Оху задано 
рівнянням

■X = ftsina)i, y  = d c o s ( i ) t ,  
дс  b , d  і ω  — постійні величини. Визначити 
рівняння траєкторії у координатній формі, 
значення швидкості й прискорення в момент

π
часу t = — .

2 со -> ->
г> · · Х~ V”В і д п о в і д ь :  v  + = 1 — рівняння

ь -  d -  
... „ 71 траєкторії. Для t = —  швидкість v = da>, 

2 ω
прискорення w = Ьоз~.

Р о з д і л  6

Н А Й П Р О С Т ІШ І Р УХ И  ТВЕРДОГО Т ІЛ А  І ЇХ  ПЕРЕТВОРЕННЯ

§ 6.1. КОРОТКІ 
ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

До найпростіших рухів твердого тіла на
лежать поступальний і обертальний навколо 
нерухомої осі. Поступальним називається та
кий рух тіла, при якому довільна пряма, про
ведена в тілі, рухається паралельно сама собі.

Розглянемо рух механізму, що складаєть
ся з двох кривошипів однакової довжини, 
насаджених на вали 0\ й 0 2 і з’єднаних 
спарником АВ (рис. 6.1). Очевидно, що 
при всіх положеннях механізму чотирикут
ник 0 {АВ02 залишається паралелограмом. 
Отже, спарник АВ завжди паралельний 
прямій 0 t0 2 , і його рух поступальний.

І ^ А ь < ?

/ '

1 .  °\
/  \

/  1 

1 _____9 ·А
\ * \ jν \  Ά  

ч - ~ і

я  !У
Рис. 6.1

Теорема. При пост упальном у р у с і  тіла в с і  
й ого  т очки рухаю т ься з  однаковим и ш видко
ст ями і прискореннями.

Таким чином, вивчення поступального 
руху твердого тіла зводиться до вивчення руху 
будь-якої однієї його точки, тобто до задачі 
кінематики точки.

О бертальний рух твердого тіла навколо 
нерухомої осі — рух, при якому пряма, що 
проходить через деякі дві точки, під час руху 
тіла залишається нерухомою. Ця пряма на
зивається віссю обертання твердого тіла.

Положення тіла при його обертанні нав
коло нерухомої осі визначається кут ом  п о 
ворот у  φ  , який безперервно змінюється у 
часі (рис. 6 .2 ):

<Р =  ф ( 0 ·  <6 1 )

Вираз (6.1) називається кінематичним 
рівнянням обертального руху тіла навколо 
нерухомої осі.

Кутова ш видк іст ь  твердого тіла дорівнює 
першій похідній за часом від кута повороту φ  , 
тобто

ω  = ф. (6 .2 )
Кутова швидкість виміряється в радіа

нах за секунду (рад/с або с_1). У техніці ку
тову швидкість часто задають числом п 
обертів за хвилину, а зв’язок між кутовою 
швидкістю ω та п  визначається формулою

2 т і  т і  , ,  ...
ω = ----- = —  . (6 .І)

60 30
Якщо при обертанні тіла кутова швид

кість стала, то обертання тіла називається 
рівномірним. При цьому кут повороту зм і
нюється пропорційно часу:

φ  = φ 0 + cof, (6.4)
де (pQ -  початковий кут повороту.

Кутову швидкість зображують ковзним 
вектором ώ , напрямленим вздовж осі обер
тання так, щоб спостерігач, який знаходить
ся в кінці цього вектора, бачив би обертан
ня тіла проти ходу годинникової стрілки 
(рис. 6 .2 ).

Кутове прискорення твердого тіла в да
ний момент часу дорівнює першій похідній 
за часом від кутової швидкості або другій 
похідній за часом від кута повороту тіла: 

ε = ώ  = φ . (6.5)
Кутове прискорення ε , як і кутову швид

кість ώ ,  зображують ковзним вектором, 
напрямленим вздовж осі обертання. Тобто, 
узагальнюючи, запишемо

ω  = (рк = ω ζ k , ε = ipk = ώ ζ k , (6 .6 )
де k — одиничний орт осі обертання Οζ ■ 

Якщо напрям вектора ε збігається з на
прямом вектора ώ , то обертання тіла нази
вається при скореним ; якщо напрями έ та 
ώ  протилежні, то обертання називається сп о 
вільненим. При ε = 0 і ω = const обертання



тіла рівном ірне. Якщо при русі тіла ε = const, 
то таке обертання називається рівнозмінним.

Отже, для рівнозм інного  обертання
e t 2

ω = ω0 +εί, φ  = φ 0 + ω0ί + — . (6.7)

Швидкість будь-якої точки тіла, що обер
тається навколо нерухомої осі, називається 
лінійною. Її обчислюють за формулою Ейлера 

ν = ώ χ ? ,  (6 .8)
де r  — радіус-вектор точки, швидкість якої 
визначається, відносно полюса, що знахо
диться на осі повороту тіла. Модуль швид
кості точки тіла

w = w o6 + woc,

V = (Orsinin (w , γ )  , (6.9)
де 0),r  -  кут між вектором кутової швид
кості тіла та радіусом-вектором точки.

Оскільки rsin(c& ,rj = / f, де R — радіус 
обертання точки (найкоротша відстань від 
точки до осі обертання), то швидкість точ
ки можна визначити як  добуток кутової 
швидкості тіла ω  на радіус обертання точ
ки R:

ν = ω/?. (6 .10)
Лінійна швидкість точки напрямлена по 

дотичній до кола радіуса R у бік обертан
ня, тому перпендикулярна до радіуса обер
тання R (рис. 6.3).

Повне прискорення точки дорівнює сумі 
обертального і доосьового прискорень 
(рис. 6.4):

Va

А

(6.11)
де обертальне прискорення

wo6= e x r  (6 -12)
спрямоване по дотичній до траєкторії точ
ки, а доосьове визначається з виразу

w ο ε = ω χ ν  = ω χ ω χ Γ  (6.13)

і спрямоване до осі повороту тіла за найко- 
ротшою відстанню (по нормалі до траєк
торії точки тіла у бік угнутості).

Прискорення може бути визначене з ви
разів

ννοδ=ε/?, w°° = (йі2 R . (6.14)
У зв’язку з тим, що w 06 1  w oc, модуль 

повного прискорення точки визначаємо за 
формулою

(w 06) + (w oc) =

= ^ (εΛ )2 + (ω 2/? )2 = R\Ie2 +ω4 . (6.15)

З рис. 6.5 видно, що
об W.

ι8 α  = Ζ7 - .2 '„  (616) w * ω
Задачі, в яких застосовуються механіз

ми для перетворення однієї найпростішої 
форми руху в іншу, називаються задачами 
на перетворення найпростіших рухів твер
дого тіла.

1 /* <оД_____L ____і \__ і—1---

\ п
Г 7

Рис. 6.6

На практиці зустрічаються три групи та
ких задач:

перетворення одного поступального руху 
в інший поступальний;

перетворення обертального руху віднос
но однієї осі в обертальний рух відносно 
іншої осі;

перетворення поступального руху в обер
тальний і навпаки.

Відомо, що для передачі обертального 
руху від одного тіла до іншого (перше на
зивається ведучим, а друге — веденим) ви
користовуються передавальні механізми. 
Якщо осі ведучого і веденого валів пара
лельні або перетинаються, то обертання 
можна передати за допомогою фрикційної 
або зубчастої передачі. При цьому зчеплен
ня може бути як зовнішнім (рис. 6 .6 ), так і 
внутрішнім (рис. 6.7).

Перетворення обертальних рухів з пара
лельними осями можна реалізувати також 
за допомогою пасових або ланцюгових пе-

Рис. 6.8

редач. При цьому пасова передача з непе- 
рехресним рухом паса (рис. 6 .8 ) еквівалент
на внутрішньому зубчастому або фрикцій
ному зчепленню, а з перехресним рухом 
паса (рис. 6.9) — зовнішньому зчепленню.

При внутрішньому зчепленні і непере- 
хресній пасовій передачі напрями обертан
ня обох коліс збігаються. У разі внутріш
нього зчеплення і перехресної пасової пе
редачі напрями обертання коліс проти
лежні.

Швидкості на ободах зубчастих коліс, 
як і знаходяться у зчепленні, рівні між со
бою. Швидкості точок на ободах шківів 
пасової передачі також рівні між собою. 
Таким чином,

ν = ω,η = аь г- ,, (6.17)
звідки

ω ι _ г2 
ω 2 r.

Отже, кутові швидкості коліс зубчастих, 
фрикційних, а також пасових та ланцюго
вих передач обернено пропорційні радіусам 
коліс.

(6.18)



(6.20)

Відношення кутової швидкості ведучо
го колеса до кутової швидкості веденого ко
леса називають передавальним числом:

и -  -  Г2

(6Л9)
Якщо врахувати, що число зубців про

порційне довжинам кіл, а отже, й радіусам, 
то передавальне число можна визначити 
через відповідне відношення числа зубців

<■2и=  —
*1 '

При розв’язуванні задач на цю тему слід 
використовувати формули кінематики як  
точки, так і твердого тіла, що обертається 
навколо нерухомої осі.

§ 6.2. ПРИКЛАДИ  
РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 6.1. Записати рівняння обертан
ня диска парової турбіни при її пуску в хід, 
якщо відомо, що кут повороту пропорцій
ний часу в кубі, а при / = 3 с кутова швид
кість диска відповідає /; = 810 об/хв .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  За умовою задачі 
ty = kt , де к — стала величина, яку по
трібно визначити.

За означенням кутової швидкості

ω = ф = 3kt2 , 
а за формулою (6.3)

ті
со = — .

30
При t  = Зс і п -  810 об/хв, прирівняв

ши праві частини попередніх виразів, одер
жимо

π ·8 1 0■ = 27*,
30

звідки к = π.
Підставивши значення к ,  отримуємо 

рівняння обертального руху диска

Приклад 6.2. Для спарника АВ механіз
му, показаному на рис. 6 . 1 0 , визначити 
швидкість і прискорення точки С , яка є 
серединою АВ , якщо φ  = 2г рад, а ОхА = 
= 0 2В = 1 м, АВ = 2 м.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Спарник АВ ру
хається поступально, тобто швидкості й при
скорення руху всіх його точок однакові. Тому 
можна визначити швидкість і прискорення 
однієї його точки, а саме точки А , що також 
належить кривошипу ОхА , який обертається 
навколо осі О, :

= Сй-ОхА.
Кутову швидкість кривошипа ОхА ви

значимо як першу похідну від кута його по
вороту φ :

ω = ф = 2 рад/с.

Тоді ул =2-1 = 2 м/с. Отже, \с  = \А = 2 м/с. 
Прискорення точки А

W А =  ^ ° А +  й д \

де w *  =со2 ОхА; w f = e - 0 {A.
Оскільки ε = ώ  = 0, то отримаємо

Wоб = 0 , w c. : 22 -1 = 4 м/с2 , 
= 4 м/с2 .

Отже, w c  = W А =4  м/с".
Приклад 6.3. Вал починає обертатись зі 

стану спокою. В перші 20 с він робить 
100 обертів. Які його кутова швидкість і ку
тове прискорення через 20 с?

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Оскільки вал почи
нає обертатись зі стану спокою, то со0 = 0 . 
За цих умов співвідношення

(0 = CD0 +Et,  ( 1)

φ  = φ 0 + (О0г + (2 )

при Фо = 0  мають вигляд 
Zt~

2
Et ■

(3)
(4)

(5)

З рівняння (3) визначаємо 
2φ 

ε = —τ  ’ 
де φ  = 2πΝ. 1

Підставивши в (5) числові значення, роз
рахуємо

2 ·2 π ·100  , і
ε = ------- -—  = π рад/с" ,

2 0 "
ω| „  = ε ·2 0  = 2 0 π рад/с .If=20c

Приклад 6.4. Вантаж А , підвішений до 
нитки АВ (рис. 6.11, а), яка намотана на 
барабан, опускається рівноприскорено після 
стану спокою, при цьому приводить у рух 
барабан. За перші 3 с барабан робить 9 обер
тів. Визначити в кінці п’ятої секунди швид

кість і прискорення точки ободу барабана, 
а також вантажу А (рис. 6.11, а , б ), якщо 
діаметр барабана D = ЗО см.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Приймаємо φ 0 =0. 
При обертанні стану спокою початкова ку
това швидкість барабана ω0 = 0. Тому

Et2
φ = — , ( 1) ω = ε ί ; (2 )

при t = 3 с кут φ = 2π · 9 рад. Отже, за фор
мулою ( 1) визначаємо є :

є’· =
2φ  _ 2·2π·9

= 4π рад/с2 .
Г  З

Скориставшись залежністю (2), розраху
ємо кутову швидкість в кінці п’ятої секунди: 

ω* = со| 5 = 4π · 5 = 20π рад/с. 
Визначимо прискорення точки В на 

п’ятій секунді:
w в :W“C+W?6'fl

w“° = /?ω = 0,15·400π = 591,6м/с2
wоб

В = Re = 0,15 ·4π = 1,88 м/с

w β = y ( w gC) + (w g6 ) =591,6 м/с".

Швидкість точки В в кінці п’ятої се
кунди

w = /?ω* = 0.15 · 20π = 9,42 м/с.
Модуль повного прискорення точки при

близно дорівнює модулю доосьового при
скорення.

Швидкість вантажу дорівнює швидко-

Іг=5ссті точки ободу барабана, тобто 
9,42 м/с. Прискорення вантажу дорівнює 
обертальному прискоренню точки обода:

об
'B

WA= 1

= 1,88 м/с". Всі вектори показано 
на рис. 6 .11 , б.

Таким чином, v = 9,42 м/с, w B= 591 м/с2, 
м/с2.

Приклад 6.5. Для перетворення оберталь
ного руху в періодичний зворотно-поступаль
ний прямолінійний рух у двигунах внутріш
нього згоряння застосовують плоский криво
шипно-шатунний механізм, який складається
з кривошипа ОА = r  (рис. 6.12), що обер



тається навколо нерухомої осі О , шатуна 
АВ = 1, з’єднаного шарніром з кривошипом, 
а також повзуна В , який з ’єднаний з шату
ном АВ і рухається в горизонтальних на
прямних. Кутова швидкість кривошипа ОА 
постійна і дорівнює со0 . Визначити рівняння 
руху, швидкість повзуна В  і його прискорен
ня для моменту часу, коли φ  = 0 .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Залежність кута по
вороту кривошипа ОА, який обертається 
навколо нерухомої осі О з кутовою швид
кістю со0, від часу має вигляд 

φ = со0? .
Для того щоб скласти рівняння руху по

взуна В , запишемо координати точки В :

хв -  OD + DB = О A cos φ  + -J/2 - (A D )“ =

2 ·= r  c o s  ω0ί + y j r  -  r~ sm~ (£>0t, y B = 0 .
За правилами кінематики точки визна

чаємо швидкість і прискорення точки В 
шляхом диференціювання відповідних рів
нянь руху:

ν β.ί = Хв = -™>o s in  “ ог “

- ( r 2co0 sinco0f cosco0 i j(/ 2 - r 2 sin CO0i j  2 =

/'COSCiW
= - r a 0 1+ - = = = = =  sinew, 

ψ "  -  r* sin^oogf

v By = Ув = 0- 
При φ  = 0 маємо v B = 0 .

Прискорення

w  В х = Х -

2 2 
2 r  ω 0 -no0 cos ω0ί --------— χ

2  cos 2 ω0ί
Γ +  -

2 · 2r  sin 2ω0ί

r 2 sin2 α ν  2J (/ 2 - r 2 sin2 ω 0ί )

'By = 3? =  0 .

Для φ  = 0 отримуємо

1+ '
ν ' у

Таким чином, vB = 0 ,  w B = -r w 0x 1 + -
/

Приклад 6 .6 . Редуктор (рис. 6.13) забез
печує обертання валів / і II, як і мають 
спільну геометричну вісь, з різними куто
вими швидкостями. Визначити число обер
тів за хвилину вала II, що відповідає час
тоті обертання вала І, якщо и, = 40 об/хв, 
а число зубців коліс Z\ = 12 , z2 = 60, z3 = 
= 2 0 , z4 =80.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Передавальне число 
редуктора

Ш/
и = -

С0ц
При цьому кутові швидкості ведучого і 

веденого валів дорівнюють кутовим швид
костям жорстко з ’єднаних з ними коліс, а 
саме:

СО/ = С0[ , (0// = 0)4 .
—

II
' / / / ,

'
/4

'/ /Л

'/ / / / '/ / л

' / / / ,
/3 /2

' / / / ,

—

' / / / /

Відношення кутових швидкостей першої 
пари (1 —2 )  зчеплених зубчастих коліс 

_C0j_ = £2

ω2 Ζ\
Аналогічно для другої пари ( 3 - 4 )  зчеп

лених коліс записуємо 
ω 3 _  г 4 

ω 4 ζ3
Колеса 2  і 3  жорстко зчеплені на спіль

ному валу, тому ω 2 = ω 3 . Перемноживши 
отримані вирази, одержимо

СО3 _  Ζ 2  2 4  C0j _  Z 2 ^ 4  
* * » · 

ω 2 со̂  Ζ\ ^ 4  ζ\ ζ 3

Останній вираз визначає передавальне 
число редуктора, який складається з двох пар 
коліс 1—2  і 3—4.

2шіа _ 2тШ]
Враховуючи, що ω 4 = 

знаходимо

« 4  =  П[

60

2 0  об/хв.

,а  ω.
60

ζ2ζ4
Приклад 6.7. Визначити для конічної 

передачі (рис. 6.14) кутову швидкість обер
тання навколо нерухомої осі 0 0 2 колеса 2 
радіуса г2 = ї м ,  якщо колесо 1 радіуса 
η = 0,5 м обертається навколо нерухомої 
осі ООі з кутовою швидкістю ω, = 2 рад/с .

Обчислити швидкість точки А , віддаленої
г2

на — від осі обертання 0 0 2 .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Визначимо кутову 
швидкість колеса 2  за співвідношенням

^ 1  = 1  
ω 2 Ί ’

звідки

ω ί/i 2-0 ,5  , ,
ой = —— = --------= 1 рад/с.

r2 1

Швидкість точки А колеса 2 знайдемо 
за формулою

г> 1 
ν 4 = со-> — = 1— = 0,5 м/с .

А 2 2  2 
Таким чином, ω 2 = 1 рад/с , 

ν .  = 0,5 м/с.

§ 6.3. ЗАДАЧІ
ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

6.1. В період розгону махове колесо
9 3

обертається за законом <Ρ = ^ ί Ра д - ®и~
значити лінійну швидкість та прискорення 
точки, яка знаходиться на відстані 0 ,8  м від 
осі обертання, в той момент, коли її дотич
не прискорення дорівнює нормальному .

В і д п о в і д ь :  ν = 1 ,2 м/с,w = 2 ,5 4 м/с .
6.2. Маховик радіуса R = 1 м обертається 

за законом φ  = f3 -  3r2 рад ( f — в секундах). 
Визначити доосьове прискорення точки обо
ду маховика в момент часу, коли обертальне 
прискорення цієї точки дорівнює нулеві.

В і д п о в і д ь :  w 0 C = 9 m / c 2 .

6.3. Ланка ОА паралелограма ОАВОх 
(рис. 6.15) обертається згідно з законом 
φ  = 4t - t 2 рад ( t  — в секундах). Визначити 
швидкість точки М , а також її дотичне і 
доосьове прискорення в момент часу / = 1 с, 
якщо ОА = AM = MB = 0,5 м , а ланка ОА 
розташована вертикально.



В і д п о в і д ь :  vM = 1 м/с, w ^ = 1 m/c2, 
= 2  м/с2 ·

6.4. Пластина у вигляді напівдиска радіу
са R = 1 м рівномірно обертається навколо 
вертикальної осі Οζ із кутовою швидкістю 
ω = 1 рад/с (рис. 6.16). Визначити приско
рення точки С (центра ваги пластини).

4 Ί
В і д п о в і д ь :  w c  = —  м/с".

3π
6.5. Диск радіуса R = 0,5 м обертається 

навколо осі, яка перпендикулярна до пло
щини диска. Відомі прискорення точки В-)
ободу диска w fl = 16м/с“ і кут а  = 60° між 

w в  і радіусом диска. Визначити кутову швид
кість ω та кутове прискорення ε диска.

В і д п ов і д ь :  ω = 4 рад/с,ε = 16л/з рад/с2.
6 .6 . Чому дорівнюють кутові швидкості 

секундної і хвилинної стрілок годинника?
В і д п о в і д ь :  шс = 0,104 рад/с , 

ω ΧΒ = 0,00173 рад/с .
6.7. Маховик обертається навколо неру

хомої осі, при цьому точка, яка віддалена 
від осі обертання на відстань r  = 0,3 м , ру
хається за законом s = 3/ +t ( t — в секун
дах, s  — в метрах). Знайти кутову швид
кість і кутове прискорення маховика в мо
мент часу t = 3 с .

Ві дпов і дь :  со = 100 рад/с, є = 60 рад/с2.

6 .8 . Колесо обертається навколо неру
хомої осі з постійним кутовим прискорен
ням. На якій відстані від осі обертання зна
ходиться точка, прискорення якої через 4 с 
після початку обертання зі стану спокою 
має значення 9 см/с2 , а кутова швидкість 
тіла 0 ,3 рад/с ?

В і д п о в і д ь :  R = 76 ,82см .
6.9. Диск радіуса R = 6 см обертається

з постійним кутовим прискоренням і робить 
50 обертів за 250 с після початку руху зі ста
ну спокою. Знайти швидкість точки, яка ле
жить на ободі диска.

В і д п о в і д ь :  v = 15,08 см/с .
6.10. Диск обертається навколо нерухо

мої осі, яка проходить через його центр і пер
пендикулярна до площини диска. Визначити 
обертальне і повне прискорення точки В на 
ободі диска, якщо доосьове прискорення се
редини радіуса диска дорівнює 9 см/с2 і утво
рює з повним прискоренням кут 30°.

В і д п о в і д ь: w дб = 6-у/з см/с2, 

w £  = 12>/з см/с2 .
6.11. Зігнутий стрижень ABC (рис. 6.17) 

починає обертатися зі стану спокою навко
ло осі 0 Х0 2 ; кутове прискорення стале,

ε = 3 рад/с"; АВ = 10 см , ВС = 4см . Визна
чити обертальне і доосьове прискорення 
ТОЧКИ с  в кінці шостого оберту стрижня.

В і д п о в і д ь :  w °6 =27см/с2, 
w°c = 648π см/с2 .

6.12. Диск радіуса 8 см обертається нав
коло осі Οζ за законом φ  = f3 рад/с. Вісь 
перпендикулярна до його площини і відда
лена від центра С диска на відстань ОС = 
= 4см . Визначити швидкості та прискорен
ня кінців M і N діаметра, що проходить 
через точку О диска в момент часу t = 2 с ,  
якщо ON > ОМ .

В і д п о в і д ь :  ν Μ = 16 см/с,Уд, = 48 см/с, 
w M =16л/Ї7 см/с2 ,\Уд, = 48^/ІУсм/с2 .

6.13. Стрижень ОС (рис. 6.18), що обер
тається навколо осі О зі сталою кутовою 
швидкістю ω0 , переміщує вздовж прямої 
АВ кільце М , яке з’єднує стрижень ОС і 
зігнутий під прямим кутом нерухомий стри
жень ОАВ, ОА = а .  Визначити рівняння 
руху кільця М , а також його швидкість і 
прискорення в той момент, коли ОМ = /, 
якщо у початковий момент стрижень ОС 
був напрямлений вздовж Оу.

В і д п о в і д ь :  x = a  tg (ω 0ί ), ν = «  ;

І~ 2.1 ~ ? ГТ ~
ν = — 0)0; w = —— ω0 у і г - а  . 

α α~
6.14. Механізм складається з двох блоків 

А і В (рис. 6.19), які обертаються навколо 
нерухомих осей. Блоки з ’єднані нерозтяж- 
ним пасом. Рух передається вантажу D . 
Швидкість вантажу с  змінюється за законом 
ν Γ = 3 6 г  см/с , радіуси блоків RA = 40 см,

гл = 30см , RB = 25 см, гй =10см. Визна
чити для моменту часу t = 1,2 с швидкість 
вантажу D і прискорення точки М , яка 
належить блоку В.

В і д п о в і д ь :  \D = 207 ,36см/с,

=687,971 см/с2, ννΜτ = 207 ,360см/с2,

w M = 718,541 см/с2 ·
6.15. Вантажі А і В (рис. 6.20) з’єднані 

нерозтяжним тросом, що намотаний на сту
пінчастий барабан. Вантаж А піднімаєть-Л
ся з постійним прискоренням W Д = 3 м/с' . 
Визначити кутову швидкість і прискорен
ня барабана у момент, коли вантаж В має 
швидкість ν β = 6 м/с (η = 0 ,2  м, г2 = 0 ,6  м).

В і д п о в і д ь :  ω  = 30 рад/с, ε = 5 рад/с2.



6.16. Показати, що передавальне відно
шення одноступінчастої конічної передачі 

sin β
дорівнює ------  (рис. 6 .2 1 ).s in a

a>4

6.17. В редукторі (рис. 6.22) із зовнішнім 
(/, 2) і внутрішнім (2, 3) зачепленнями 
шестірень вал, на якому жорстко закріпле
на ш естірня /, обертається за законом 
(p (t) = b t2 рад зі стану спокою. Визначити 
кутову ш видкість і кутове прискорення 
шестірні 3, швидкість точки В  (точка до
тику шестірень 2 і 3). Радіуси коліс відпо
відно /], г2, г3 .

В і д п о в і д ь :  со3 = 2b t—, ε = 2b —, 
'з 'з

ve = 2Ь щ .

6.18. Редуктор складається з чотирьох 
циліндричних шестірень з числом зубців 
Z[, z2, г3, ^4 (рис. 6.23). Вал/обертаєть

ся за законом  ф, =/2 -З г3 рад зі стану 
спокою. Всі шестірні жорстко закріплені 
на валах. Визначити кутову швидкість і ку
тове прискорення шестірні 3 для момен
ту часу t  = 1 с , якщо z, = 6 , z2 = 18, z3 = 16, 
z4 = 12 .

X*
У/// У/// '

/ 3

—
У///

^ 2

У//,

'///у У//,
—

'///, У/А

Рис. 6.23

В і д пов і д ь :  ω = 1,75рад/с, є = 4рад/с2.
6.19. Обертання ведучого вала І  елект

ричної лебідки (рис. 6.24) задано рівнянням
_ п  2

Ф -  g 1 Рад . На ведучому І і на веденому

Рис. 6.24

валах II  жорстко насаджено шестірню 1 з 
числом зубців Z\, шестірню 2 з числом 
зубців z2 та барабан радіуса R метрів. На 
барабан намотано канат з вантажем Р  на 
вільному кінці. Знайти швидкість та при
скорення вантажу Р  залежно від t .

π Ζ\ „ .
В і д п о в і д ь :  V p = — — R t  м/с,

4 z2

w p  — R м/с2 .
4 z2

Р о з

С К Л А Д Н И Й

§ 7.1. КОРОТКІ 
ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

Нехай точка М  рухається у рухомій си
стемі координат Oxyz , яка здійснює пев
ний рух відносно нерухомої системи коор
динат Αξηζ . У даному випадку йдеться про 
складний рух точки.

Рух точки у нерухомій системі коорди
нат Αξηζ називають абсолют ним . Відпо
відно абсолютними називають траєкто
рію, швидкість і прискорення цієї точки 
(рис. 7.1).

Рух точки у рухомій системі координат 
Oxyz називають відносним . Відносними на
зивають траєкторію, швидкість і прискорен
ня цієї точки.

Рух рухомої системи координат Oxyz 
(або жорстко зв ’язаного з нею тіла G ) 
відносно нерухомої системи відліку Αξηζ є 
для рухомої точки переносним  рухом, тобто 
ц е рух т іє ї  т очки рухом ої си ст ем и к оор ди 
нат, з  я к ою  в  даний момент ч а су  зб іга єт ь ся  
рухома т очка  М. Відповідно швидкість і 
прискорення точки, жорстко зв’язаної з ру
хомою системою координат, в якій у даний 
момент часу знаходиться рухома точка, на
зивають переносними.

6.20. Стрижень ОА обертається навко
ло нерухомої осі Οζ , ЩО проходить через 
кінець О стрижня перпендикулярно до ОА . 
У певний момент часу обертальне приско
рення точки В стрижня дорівнює 5 см/с2 , 
а доосьове — 12 см/с2 . Визначити швидкості 
точок А і β  та повне прискорення точки 
А , якщо ОБ = 2АВ = 6 с м .

В і д п о в і д ь :  ν Α = 9-І2 см/с,
\в  = 6>І2 см/с, w a  = 19,5 см/с“ .

і л 7

РУХ Т О Ч К И

Для кінематичних характеристик точки М 
будемо використовувати такі позначення: 

va і w 0 — абсолютні швидкість та при
скорення;

vr і w r — відносні швидкість та при
скорення;

vt і w r — переносні швидкість та при
скорення;

р — радіус-вектор точки М у рухомій си
стемі координат, а х, у .  z — його проекції на 
осі цієї системи (тобто координати точки А/);



r  — радіус-вектор точки М у нерухомій 
системі координат, а ξ,η,ζ — його проекції 
на осі цієї системи (тобто координати точ
ки М  у  нерухомій системі).

Залежності від часу координат точки М 
у нерухомій системі координат Αξηζ

ξ  = ξ ( ί ) , η  = η ( ί ) , ζ  = ζ ( ί ) ,  (7.1)

враховуючи введені системи відліку, нази
вають кінематичними рівняннями абсолют ного 
рух у  точки.

Аналогічні залежності у рухомій системі 
координат

x = x ( t ) , y  = y ( t ) , z  = z{ t) (7.2) 
називають кінематичними рівняннями в ідн о с
н о го  р ух у  точки.

Основною задачею кінематики складно
го руху є встановлення залежностей між 
кінематичними характеристиками абсолют
ного, переносного та відносного рухів.

Т еорем а про додавання  ш видкост ей . А бсо
лютна ш видкіст ь \а точки при складному р у с і  
дор івню є вект орн ій  сум і в ідн о сн о ї v,. та п ер е
н о сн о ї  v e ш ви дк о ст ей :

va =v , +v , . .  (7.3)
Т еорема про додавання  при скорень ( т ео 

р ем а  К оріол іса). А бсолютне при скорення т оч
ки  при складном у р у с і  дор івню є вект орн ій  сум і 
в ідн о сн ого , п ер ен о сн о го  при скорень та при ск о 
р енн я  Коріоліса, т обт о

w u = w , + w r + w ,.. (7.4)
Останній доданок у (7.4) називають при

скоренням  Коріоліса :
w (. = 2(be XV,.. (7.5)

Розглянемо умови, за яких прискорен
ня Коріоліса дорівнює нулеві. Для цього за
пишемо модуль w(. , користуючись прави
лом векторного добутку:

w,. = 2cD<,vr s in (S (, ,v , .) .  (7 .6 )

Отже, w (. = 0 , якщо:
1) вектор соґ дорівнює нулеві, тобто пе

реносний рух є поступальним;

2 ) у даний момент часу відносна швид
кість vr = 0 ;

3 )s in (w e,v r ) = 0 ,  тобто вектори <Ье та 
\г є колінеарними.

§ 7.2. МЕТОДИКА  
РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Розв’язання задач кінематики складно
го руху точки передбачає отримання кіне
матичних характеристик точки у будь-який 
момент часу t.

Послідовність розв’язання задач кінема
тики складного руху точки може бути така:

1) вводимо дві системи координат, одну
з них приймаємо за нерухому ( Λ ξηζ), а дру
гу за рухому ( Oxyz ), яка  жорстко зв’язана з 
рухомим тілом;

2 ) розкладаємо абсолютний рух точки на 
два складових рухи: відносний і переносний;

3) визначаємо відносний рух точки. Для 
цього уявно зупиняємо переносний рух. Зна
ходимо положення, швидкість і прискорен
ня точки у відносному русі для заданого мо
менту часу за правилами кінематики точки;

4) визначаємо переносний рух, для чого 
уявно зупиняємо точку в її відносному русі. 
Знаходимо швидкість і прискорення пере
носного руху точки за правилами кінемати
ки точки твердого тіла як  швидкість і при
скорення тієї точки рухомої системи коор
динат, жорстко зв’язаної з цим тілом, з якою 
в даний момент часу збігається досліджува
на точка;

5) застосовуємо теорему про додавання 
швидкостей (7.3) і визначаємо абсолютну 
швидкість точки;

6 ) визначаємо прискорення Коріоліса за 
формулами (7.5) і (7.6);

7) за теоремою про додавання приско
рень (7.4) визначаємо абсолютне прискорен
ня точки. У ряді випадків для визначення 
модуля абсолютного прискорення точки

доцільно використовувати метод проекцій. 
Нагадаємо, що цей метод полягає у послідов
ному проектуванні wa векторного виразу 
(7.4) на осі нерухомої системи координат, в 
результаті чого отримуємо проекції абсо
лютного прискорення на вказані осі \ναξ , 

w ar . Далі знаходимо модуль абсолют-

тобто від точки О. Відносне прискорення 
точки М  подамо як векторну суму дотично
го (тангенціального) та нормального

’ «η
ного прискорення за відомою формулою

(7.7)w « w d f  + w«nf + "Ч "

§ 7.3. ПРИКЛАДИ 
РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 7.1. Візок D рухається посту
пально за законом ξ ( ί )  = 10πί2θΜ . По дузі 
радіуса R = 5 см переміщується точка М за 
законом ОМ  =і ( / )  = 5ти"см. Визначити 
абсолютне прискорення точки М в поло
женні, показаному на рис. 7.2.

які обчислюються за формулами 
w rt = 'sr = vr = 0 ,

ν , 2 (5π ) 2
W nl „ cP 5

= 57і 2 с м /с 2 .

Переносний рух поступальний рух 
візка D за законом ξ = 10πί2 . Переносні 
швидкість і прискорення точки М визна
чаємо як швидкість і прискорення точки 
тіла, з якою збігається точка Μ , тому

\е = ξ  = 2 0 nt см/с, w e = ξ = 2 0 π см/с“.
Визначаємо прискорення Коріоліса 

w (. = 2 cot,x v r .
Оскільки переносний рух не оберталь

ний, тобто = 0 , то w (. = 0 . Всі вектори 
показано на рис. 7.3. За теоремою Коріолі
са запишемо

wu = w r + w f + w (. , або wa = w r + w( ,
/  \ /

w« = / w, 2 + ( w ';) ' + 2 wf w" cos60°;

\ ^ \ 3 0 °  D w„ = ^ (20π) '  +

Г-1K ) + 2·20π·5π2 · — 
> 2

ξ
Рис. 7.2

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Вводимо дві систе
ми координат: Ο,ξη — нерухому; 0 2ху — 
рухому, зв’язану з тілом (рис. 7.3).

За об’єкт дослідження вибираємо точку 
М, яка знаходиться у складному русі. Віднос
ним рухом точки М є криволінійний рух по 
дузі радіуса R за законом s,. =ОМ  = s ( t )  = 
= 5га см. Визначимо відносну швидкість: 

vr = s r = 5π см/с.
Вектор відносної швидкості напрямле

ний по дотичній до дуги радіуса R у бік руху,

Таким чином, w u =97,3 см/с'



Приклад 7.2. Прямокутна пластина ABCD
( AD = ВС  = а ) обертається навколо сторони АВ
з кутовою швидкістю ω  = ти рад/с .Вздовж
сторони пластини ВС  точка М  здійснює
гармонічні коливання за законом s  = OxM =

а  . π 
= — sin— / см.

4 2
Визначити абсолютну швидкість і абсолют

не прискорення точки М  в момент часу

/ = ^ с  (рис. 7.4), якщо ВО, = -  ■

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рух точ
ки М  як  складний. Введемо дві системи 
координат: нерухому Αξηζ і рухому Oxyz, 
яку жорстко зв’яжемо з пластиною (рис. 7.5).

Визначимо положення точки М  в зада
ний момент часу:

ВМ  = ВОх + ί = —+ —sin — = 0,675α см.
2 4 4

Відносним рухом точки М  є її прямо
лінійний рух вздовж сторони ВС  за законом 

а  . π
s  = — sin— /см. Визначаємо відносну швид
кість і прискорення точки М  за правилами 
кінематики точки, що здійснює рух по пря
молінійній траєкторії. Маємо відповідно

тш π
\г = s  = — cos—/ см/с,

8 2

W =  S

2и  а  . к  , 2
------ sin—/ см/с .

16 2

1
В момент часу / = —с

2

\г = — \І2 = 0,275а см/с, 
16

w r π 2α
~Ύ2

>/2 = -0 ,43α  см/с2.

Від’ємне значення w r означає, що на
прям w r протилежний вектору швидкості 
vr (рис. 7.6).

Переносний рух — обертальний рух пла
стинки ABCD навколо нерухомої осі АВ з 
кутовою швидкістю ω  = ти рад/с .
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Переносними швидкістю і прискоренням 
точки М будуть швидкість і прискорення тієї 
точки пластини, з якою в даний момент 
збігається досліджувана точка М . Отже,

\е = сое · ВМ, 
де со,, — модуль кутової швидкості пласти
ни; ВМ — найкоротша відстань від точки М 
до осі АВ (радіус обертання точки).

Для моменту часу / = — с маємо
π ^

= ω  = -  рад/с,

v e = ~  0 ,675а = 1,06а см/с.

Переносне прискорення точки М  

w<? = w °° + w °6 . 
де w°c =о)2 -ЯМ ; w f  = г е -ВМ·, 
г е = (ое = п  рад/с2.

Для / = —с отримаємо
2

w f  = єе ■ ВМ = 2,12а см/с2,

w°c = ω 2 · ВМ = 1,66а см/с2.
Додатні знаки величин ve і w ”6 вказують 

на те, що вектори переносної швидкості v e і 
переносного обертального прискорення w f  
напрямлені у бік, що відповідає напряму 
обертання тіла навколо 0 t0 2 (рис. 7.6), тобто 
паралельно від’ємному напряму осі Ох по 
дотичній до кола L (рис. 7.5).

Визначаємо прискорення Коріоліса за 
формулою

w (. = 2 ώε x vr ,
1відповідно його модуль для / = —с

w(. = 2coe,v,.sin(tt>f,,v(. 0 ,8 6α см/с2.

За правилом векторного добутку вектор 
w(. напрямлений паралельно осі Ох в про

тилежному до неї напрямку (рис. 7.6).
Визначаємо абсолютну швидкість точ

ки М як геометричну суму відносної і пере
носної швидкостей:

Оскільки вектори vr і v e взаємно пер
пендикулярні, то

va = Vvr + vr = 1. 1а  см/с. 
Абсолютне прискорення точки знаходи

мо за теоремою Коріоліса
= Wr + wf + wr ,

або
— — , — об . — ОС . —wa = w r + w e + w e + wc.

Оскільки вказані вектори прискорень 
розташовані вдвох взаємно перпендикуляр
них напрямах, то

= 3,64а см/с2 .
Приклад 7.3. Квадратна пластина зі сто

роною а = 10 см рівномірно обертається 
навколо осі Ох з кутовою швидкістю ω = 
= 2 рад/с. По жолобу рухається кулька М 
за законом AM = s(/) = 20/“ см (рис. 7.7). 
Визначити абсолютну швидкість і приско
рення точки М в момент часу /=0 , 5 с .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  За об’єкт досліджен
ня вибираємо точку М , яка знаходиться у
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складному русі. Вводимо дві системи коор
динат: Oxyz — рухому, зв’язану з тілом; 
Ο ξηζ — нерухому (рис. 7.8). Відносним ру
хом точки М  є її прямолінійний рух вздовж 
жолоба за законом AM = s ( t )  = 2012 см , тому 
за правилами кінематики точки, що здійс
нює рух по прямій, швидкість та приско
рення (см/с2)

vr = s  = 20·2 ί = 40r, w r = vr =40.

Рис. 7.8

Для моменту часу / = 0,5 с 
\г = 2 0  см/с .

Переносним є обертальний рух пласти
ни навколо осі Οξ з кутовою швидкістю 
и>е = ω = 2 рад/с. Швидкість і прискорення 
точки М у цьому русі визначаємо як швид
кість і прискорення точки тіла, з якою 
збігається точка М , тому

vt, = сог ОМ = Юсм/с,

w e -  W° C + wf>
w“  = ω ]·Ο Μ  =2 2 -5 = 20 см/с2, 

w f  =£e OM = (Ье ■ ОМ =0, 
де ОМ  — ОА -  AM = 5 см .

Визначаємо прискорення Коріоліса за 
формулою

w,- = 2й>е x v r ;

його модуль w r = 2(йе · vr sin ,vr J =

= 2 a e v r sin 90° = 2 · 2 · 20 = 80 см/с2 ■
Вектори всіх складових абсолютної швид

кості і абсолютного прискорення показано 
на рис. 7.8. За теоремами про додавання 
швидкостей та прискорень у складному русі 
точки маємо

= vr + V,,, w a = w r + we + w r .
Оскільки вектори vr і v( , a  також w f  

з w r і w r взаємно перпендикулярні, то за
писуємо

ν α = Vvr + v e = 22,36 см/с,

wa = ^ ( w f  + w r j  + w 2 = 100  см/с2.

Таким чином, ν α = 22,36см/с, 
wa = 1 00  см/с2 .

Приклад 7.4. По дузі ОА пластини D, 
яка є чвертю диска радіуса R = 2 м, рухаєть
ся точка М за законом ОМ= 5ти метрів. При 
цьому тіло обертається навколо осі Ot. Ви
значити абсолютні швидкість і прискорен
ня точки М  для положення, яке показано 
на рис. 7.9. В даний момент часу кутова 
швидкість пластини юе =2  рад/с , а кутове 
прискорення Ее = 3 рад/с2 -

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Рух точки М склад
ний. Вводимо дві системи координат: неру
хому Ο,ξηζ і рухому O yxyz , яка жорстко 
зв’язана з тілом D (рис. 7.10).

Рис. 7.10

Відносним рухом точки М  є її  рух по 
дузі кола ОА радіуса R = 2 м за законом 
ОМ  = 5 ш , а переносним — обертальний рух 
пластини D навколо осі Οχξ .

Визначаємо відносні швидкість і приско
рення точки М  за правилами кінематики точ
ки, що здійснює рух по колу. Маємо

\ г = О М '  = 5π м/с , w r = w r t + w m ,

п . „ Vr 2 25π 2де w rT = ОМ  =0; w„, = —  = - у -  =

= 12 ,5π2 м/с2 ·
Переносні швидкість і прискорення точ

ки М  — швидкість і прискорення тієї точки 
пластини D, з якою вданий момент збігаєть
ся досліджувана точка М. Оскільки пласти
на здійснює обертальний рух навколо не
рухомої осі Ох , то

\е = (йе R , або \е =2- 2  = 4 м/с, 

v/e = w f  + w f  , 

де w f  = со2/? = 22 ■ 2 = 8 м/с2 ; w f  = t e R =

= 3-2 = 6  м/с2 .

Напрям вектора w f  відповідає напря
му e e (рис. 7.11).

ζ .*

Рис. 7.11

Прискорення Коріоліса
w^ =2we x\r ,

його модуль
w r = 2сое · v r sin 90° = 2 ■ 2 · 5π = 20π м/с2 . 
Напрямки всіх складових абсолютного 

прискорення точки М показано на рис. 7.11.
За теоремами про додавання швидкос

тей і прискорень одержимо
ї а = + V, , wa = w r + w e + wf .

Отже,
\a = vr -  \e = 5 π -0 ,4  = 15,3 м/с,

^ 6 2 + ( 8  + 12,5π2 - 2 0 π )2 =68,7 м/с2.

Таким чином, результати розрахунку: 
ν α = 15,3 м/с, w a = 68,7 м/с2.

§ 7 .4 . ЗАДАЧІ 
ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

7.1. Горизонтальна квадратна пластина зі 
стороною 2 см рівномірно обертається нав
коло осі Oz з  кутовою швидкістю ω =·\/2 рад/с 
(рис. 7.12). Вздовж її сторони переміщується 
точка М зі швидкістю vr = 2\І2 см/с. Ви
значити абсолютні швидкість і прискорення 
точки М в положенні, коли АМ= 1 см.
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Ві дпов і дь :  ν α = >/2см/с, w a = 6  см/c2 .
7.2. Горизонтальний вал Аб (рис. 7.13) 

обертається з кутовою ш видкістю  ω = 
= 2 рад/с . До нього жорстко прикріплено під 
кутом 90° стрижень O D , по якому рухаєть
ся точка М  за законом ОМ = s ( t )  = 4f3 см. 
Визначити абсолютні швидкість і приско
рення точки М у момент часу / = 3 с .

В і д п о в і д ь :  \а = 389,4 см/с, w0 = 
= 1345 см/с2.

7.3. Тіло D (рис. 7.14) переміщується вліво 
паралельно осі Ох за законом x ( t )  = 3t см . 
Точка М рухається по жолобу на тілі D за 
законом ОМ = s ( t )  = 412 с м . Визначити аб

солютні швидкість і прискорення точки М 
у момент часу t = 0,5 с .

В і д п о в і д ь :  ха =6,08см/с,wa =12,16см/с2.
7.4. Стрижень ОА (рис. 7.15) оберта

ється навколо нерухомої осі Ох зі сталою 
кутовою швидкістю ω = -Тз рад/с . Вздовж 
стрижня ковзає кільце М  за законом ОМ = 
= t 2 см. Визначити абсолютні швидкість 
і прискорення точки М стрижня в момент 
часу t = 1 с .

В і д п о в і д ь :  v0 = 2,65 см/с, w0 = 7 см/с2.
7.5. Візок D (рис. 7.16) рухається пара

лельно осі Оу вправо зі сталим прискорен
ням w D = 2л/з см/с2 . Кулька М пересу
вається по жолобу за законом AM = s(/) = 
= л/б t 2 см . Визначити абсолютні швидкість

і прискорення кульки М в момент часу 
t = 2 с , якщо при t = 0  швидкість візка ста
новила V β  = 2 y f i  см/с.

В і д п о в і д ь: να = 14,2 см/с, wfl = 6 см/с2.
7.6. На візку, що рухається вправо по го

ризонталі з прискоренням w = 12 см/с2, 
встановлено електричний мотор, ротор яко
го при запуску обертається відповідно до

О
рівняння φ  = ί" , де φ  — кут, що вимірюєть
ся у радіанах. Радіус ротора 10 см. Визначи
ти абсолютне прискорення точки А , яка 
лежить на ободі ротора, при t = 1 с , якщо у 
цей момент точка А знаходиться у поло
женні, показаному на рис. 7.17.

В і д п о в і д ь: wa =22,92 см/с2.
7.7. Квадрат ABCD зі стороною 2а  метрів 

обертається навколо сторони АВ з постій-

а  .
= — sin

2

ною кутовою швидкістю ω = π/ 2  рад/с. 
Вздовж діагоналі АС здійснює гармоніч
ні коливання точка М за законом ξ =

π1 Ί— метрів. Визначити величину
\ /

абсолютного прискорення точки при t = 
= 1/2 с (рис. 7.18).

В і д п о в і д ь :  wa =4, 5 м/с2.
7.8. Кулька Р  рухається зі швидкістю 

v = 12 см/с від А до В по хорді АВ диска, 
який обертається навколо осі, що прохо
дить через його центр перпендикулярно до 
площини диска. Знайти абсолютне приско
рення кульки Р, коли вона знаходиться на 
найкоротшій відстані від центра диска, що 
дорівнює 10 см. В цей момент кутова швид
кість диска 2 рад/с, а кутове сповільнення 
1 рад/с2 (рис. 7.19).

В ід  п о в і д ь: wfl = 12,8 см/с2.
7.9. Вздовж рухомого радіуса диска від 

центра до ободу рухається точка М  з по
стійною швидкістю νΓ. Рухомий радіус обер
тається у площині диска з постійною куто
вою швидкістю ω , . Площина диска обер
тається навколо свого діаметра з постійною 
кутовою швидкістю ω 2 . Визначити абсо
лютну швидкість точки М, вважаючи,' що 
при t= 0  точка М знаходилась у центрі диска,



Рис. 7.20 Рис. 7.21 Рис. 7.22

а рухомий радіус був напрямлений вздовж 
осі обертання диска (рис. 7.20) [32].

В ідп о в ід ь : va = vr^l+/"((0|+a5 sin"C0|ij.

7.10. Точка М  рівномірно рухається 
вздовж твірної кругового конуса з віссю ОА 
від вершини до основи з відносною швид
кістю vr= 1 см/с; Z.MOA = а  = 30°. В момент 
часу / = 0 відстань ОМ = 2 см. Конус рівно
мірно обертається навколо своєї осі з куто

вою швидкістю ω = — яад/с ■ Знайти абсо-
2

лютне прискорення точки М  в момент часу 
t = 2 с (рис. 7.21).

В і д п о в і д ь :  wa = 5,17 см/с2.
7.11. Стрижень ОА обертається у верти

кальній площині Оху навколо нерухомої 
точки О з кутовою швидкістю ш = 0,3г рад/с 
(/ — у секундах). Вздовж стрижня рухається 
повзун Л/(рис. 7.22) за законом s = ОМ = 
= 0,2 t 2 метрів. Визначити абсолютне при
скорення повзуна в момент часу t = 1 с.

В і д п о в і д ь: wf( = 0,485 м/с2.

7.12. Кулак А рухається поступально по 
горизонтальній площині і надає руху вздовж 
осі Оу товкачеві В  (рис. 7.23). Визначити

швидкість товкача, якщо швидкість кулака 
\А = 0 ,6  м/с.

В і д п о в і д ь :  ν β =0,2л/3 м/с.

§ 7.5. РОЗРАХУНКОВІ ЗАВДАННЯ

За заданими законом руху sr(t) точки М  
відносно тіла D та кінематичними характе
ристиками обертального або поступального

руху тіла D визначити для моменту часу ί, а потрібні для розрахунку дані наведено у
абсолютні швидкість та прискорення точки М. табл. 7.1. Номер варіанта вказано у кружеч-
Схеми механізмів показано на рис. 7.24, ках (рис. 7.24).

Рис. 7.24 (початок)



Рис. 7.24 (закінчення)
Таблиця  7.1

Номер
варіанта

Рівняння
відносного руху 

точки М
ОМ - s ,  =
= νΓ(ί), см

РІВН ЯН Н Я

руху тіла 
φ  = φ ( ί ) ,  рад

<1, с Я, см Ш видкість тіла 
v, см/с

Кутова 
швидкість 

т іла ω  , 
рад/с

а ,
град

Кутове
прискорення

ε, рад/сг

1 At2 r -  6/ 2 20 - - - -

2 At - 1 - -- 4 - 2 / зо -

3 0,5 да2 - 5 50 - 2/ -  11 - -

4 5 Г2 A t - t 2 1 - - - - -

5 30ncos(w/6) - 4 60 4/ - зо -

6 π ( ΐ8 - / 2) - 3 15 - 2 - 3

7 2 ГО го(г/3 - 3 ) 3 18 - - - -

8 8 Г г о - г о 2/3 1 15 - - - -

Номер
варіанта

Рівняння 
відносного руху 

точки М  
ОМ =s, =
=  Sr(t), CM

РІВН ЯН Н Я

руху тіла 
φ  = φ(/), рад

Λ, с R , см Ш видкість тіла 
V, см/с

Кутова 
швидкість 

тіла ω  , 
рад/с

а,
град

Кутове
прискорення

ε, рад/с2

9 4ГО2 - 1,5 20 10sin (m /2) - - -

10 ? +  16/ - 2 40 - 4/-9 - -

11 212

Ο
,Ά
)1

οο 2 20 - - - -

12 8/ - 2 - - 212 60 -

13 5πζ3/4 - 2 зо - 5 - і 2 - -

14 2 t2 /2 -  5/ 2 - - - - -

15 12n sin (ro ) - 1/6 24 3/ - 60 -

16 5π(/2 - 3 / j - 1 зо - 3 - 5

17 4π/ 5 t - r / 2 3 15 - - - -

18 4 r  + 5 π Γ  -  2π ί 0,5 20 - - - -

19 10nsin(ro/6) - 5 30 5 - t 2 - - -

20 /- + 2 - 2 20 8 -3/ - -

21 Г + 45 2,5/2 1 30 - - - -

22 Г + 1 - 3 - 0 1 4̂ 45 -

23 20n sin (m /3) - 2,5 20 - 2 л/ - -

24 /3 + / 0,5/2 3 - - - - -

25 20ro2 - 1 60 30sin (ro/3) - 45 -

26 20ro2 - 0,5 зо - 1,5π - 3π

27 10π/(/ - 2 ) 2 го3/з 0,5 10 - ~ - -

28 8 + 4sin (ra/ 3 ) 2π/2/3 0,5 16 ~ - _ -

29 2π/(1 - / ) - 2 12 2 t2- t - - -

30 10/2 + 5/ - 1 30 - 8го -

П р и м і т к а .  Кутове прискорення ε для варіантів 6, 16 і 26 відповідно 3, 5 і 3 π рад/с2.



Р о з д і л  8

ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ ТВЕРДОГО ТІЛА

§ 8 .1 .  КО РО ТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

П лоскопаралельний рух т вер до го  тіла — 
це такий рух, під час якого всі точки тіла 
рухаються паралельно певній нерухомій пло
щині, яку називають основною. Такий рух 
можна вважати окремим випадком руху віль
ного твердого тіла. При плоскопаралельному 
русі миттєва вісь обертання перпендикуляр
на до основної площини, а замість руху твер
дого тіла розглядають рух плоскої фігури на 
площині.

Якщо 0 1ху — нерухома система коор
динат, а Οξη — система координат, жорст
ко зв’язана з плоскою фігурою (рис. 8 .1), то 
положення плоскої фігури повністю визна
чається координатами точки О і напрямом 
осей Ο ξ і Οη . Отже, потрібно знати три 
параметри: х0 , у 0 , φ  . Тут φ  — кут між до
датними напрямками осей Οξ та Оtx.

Рівняння руху плоскої фігури відомі, 
якщо названі три параметри задані як  функ
ції часу:

х о = хо ( 0 '
У о  = У о(f) ’ <8·2)

φ = φ(0· (8.3)
Структура цих рівнянь дає змогу зроби

ти два важливих висновки:

1) плоскопаралельний рух твердого тіла 
можна розглядати як складний — поступаль
ний разом з полюсом [рівняння (8 . 1) та (8 .2)] 
і обертальний навколо полюса [рівняння (8.3)];

2 ) якщо перенести полюс з точки О в 
будь-яку іншу точку, залежність (8.3) не 
зміниться, зміняться лише (8 . 1) та ( 8 .2 ). 
Отже, характеристики обертального руху (кут 
повороту φ  , кутова швидкість ω  = φ , куто
ве прискорення ε = (b) н е зал еж ат ь в ід  в и 
б ор у  полюса.

Розглядаючи плоскопаралельний рух як  
окремий випадок руху вільного твердого тіла, 
можна зобразити ώ  та ε у вигляді векторів, 
перпендикулярних до площини руху тіла.

Розподіл лінійних швидкостей в тілі при 
плоскопаралельному русі визначається т е 
ор ем ою : ш видк іст ь довіл ьно ї т очки пл о ск о ї 
фігури дор івню є вект орн ій  сум і ш видкост ей  
полю са і оберт ального р ух у т очки навколо 
полю са , тобто

Vm = + ν ом  * (8-4>
де хм — швидкість точки М тіла; х0 —
швидкість полюса О; хом  — швидкість 
обертального руху точки М  тіла навколо 
полюса О.

За відомою формулою Ейлера
= ®х 'Ьм > (8.5)

де гом  — радіус-вектор точки М  відносно 
полюса О. Зауважимо, що вектор vow пер
пендикулярний до вектора гом  :

уом  ?ом ■ (8.6)
З виразу (8.4) можна зробити висновок, 

що в кожний момент часу існує точка, для 
якої v0  = -VOM , тобто її швидкість дорів
нює нулеві. Цю точку називають миттєвим  
центром ш видкост ей . Якщо полюс вибрати 
у миттєвому центрі швидкостей, то на під
ставі (8.4) хм = хом  . Отже, швидкості точок

плоскої фігури можна розглядати як швид
кості її обертального руху навколо миттєво
го центра швидкостей. Тому цей центр ще 
називають миттєвим  центром оберт ання.

Оскільки розв’язання майже всіх задач, 
у яких мова йде про плоскопаралельний рух, 
потребує відшукання миттєвого центра швид
костей, розглянемо способи побудови цієї 
точки. Таких способів існує кілька.

1. Найчастіше застосовується аналітич
ний. Якщо відомі швидкість х0  певної т о ч 
к и  О фігури і миттєва кутова швидкість ω , 
то миттєвий центр швидкостей (точка Р) 
розташований на прямій ОР, перпендику
лярній до w0  (рис. 8.2). Дійсно, виберемо Р 
за полюс (за означенням х Р = 0 ) і знайде
мо швидкість точки О:

V0 =Vp+VfvPO vPO
vPO = ω ·Ρ Ο  , Χρ0 1  Ρ Ο .

З останніх двох співвідношень випливає, 
що миттєвий центр швидкостей лежить на 
прямій РО, перпендикулярній до вектора

Х0  , на відстані ОР = — . Відрізок РО від- 
ω

кладається від точки О у напрямі, що ви
значається знаком вектора ώ .

2. Геометричний спосіб визначення мит
тєвого центра швидкості доцільний за умо
ви, що відомі прямі, вздовж яких спрямо
вані швидкості двох точок А і В плоскої фігу
ри (рис. 8.3), і відома швидкість точки А.
Розглянемо швидкості

центра обертання. Ці швидкості мають бути 
перпендикулярними до радіусів обертання 
РА і РВ. Отже, проводимо прямі Р А І х  А і 
РВ 1 х в . У точці їх перетину знаходиться 
миттєвий центр швидкостей Р. Знаючи швид
кість хА точки А, визначаємо напрям і ве
личину миттєвої кутової швидкості ω , а та
кож лінійну швидкість довільної точки С 
фігури. Для цього досить з’єднати точку Сз 
миттєвим центром і провести перпендику
ляр до СР. Напрям швидкості хс  знаходи
мо відповідно до напряму обертання плос
кої фігури навколо полюса.

Модулі векторів швидкостей довільних 
точок плоскої фігури легко знайти з пропорції

ІА. = 1в_ = І£_
АР BP СР

3. Застосовуються також деякі інші спо
соби визначення миттєвого центра швидко
стей, зокрема за умов:

а) швидкості двох точок тіла паралельні, 
нерівні і мають один напрям (рис. 8.4);

■ = ··· = ω (8.7)

чА і хв  як швид
кості обертального руху навколо миттєвого



Рис. 8.5

б) швидкості двох точок тіла паралельні, 
нерівні і мають різні напрями (рис. 8.5);

в) швидкості двох точок тіла паралельні, 
р івн і, спрямовані в один бік (рис. 8 .6 ). 
У цьому випадку миттєва кутова швидкість 
ω  = 0  і тіло в даний момент часу виконує 
миттєвий поступальний рух;

г) у разі кочення без ковзання миттєвий 
центр знаходиться в точці дотику тіла до не
рухомої поверхні (рис. 8.7).

Зауважимо, що під час руху тіла поло
ження миттєвого центра швидкостей зміню
ється. Геометричне місце миттєвих центрів 
швидкостей, віднесене до рухомої або неру
хомої системи координат, називають відпо
відно рухом ою  або нерухом ою  цент роїдою . 
З цією геометричною інтерпретацією пов’я 
зана т еор ем а  П уансо: п ід  ч а с рух у пл о ск о ї 
фігури рухома ц ент роїда  кот ит ься  по н ер у 
хомій б е з  ковзання.

Нарешті, слід відзначити, що для плоско- 
паралельного руху як  окремого випадку руху 
вільного твердого тіла справедлива т еор ем а  
про п р о ек ц ії ш видкост ей  двох т очок  тіла на 
пряму, я к а  з ’є д н у є  ц і т очки  (рис. 8 .8):

v A co sa  = \в  cosP .

Теоремою про проекції зручно користу
ватись при розв’язуванні деяких задач.

Рівність (8.4) є основною для графічної 
побудови лінійних швидкостей різних точок

Рис. 8.6 Рис. 8.7

плоскої фігури. Внаслідок цієї побудови 
отримаємо план ш видкост ей .

Визначимо швидкості всіх точок фігури S  
(рис. 8.9), якщо відомі вектор швидкості v A 
точки А і те, що вектор vB спрямований 
вздовж прямої MN.

Будемо користуватись формулами (8.4) і 
(8 .6 ). Визначимо спочатку швидкість точки В. 
Оберемо полюсом точку А, тоді

ν β = ν Λ + ν/1β; (8 .8 )

ν Λβ± Α β .  (8.9)
На рис. 8.10 будуємо рівність (8 .8 ) за відо

мим вектором ( v A= O a ), напрямом 
вектора ν β ( ν β ||Λ/Λ0  і напрямом \АВ 
( \АВ = a b .і  АВ). Від довільної точки Опло- 
щини у заданому масштабі відкладаємо век
тор Оа . Через кінець цього вектора прово
димо пряму ab, перпендикулярну до прямої 
АВ. Далі через точку О проводимо пряму ОЬ, 
паралельну прямій ΜΝ (рис. 8.10).

Va

Рис. 8.9 Рис. 8.10

З трикутника ОаЬ отримаємо

ОЬ vb >ab  = ν АВ ■ (8.10)
Щоб визначити швидкість довільної точ

ки С, з ’єднаємо її з точками А і В. Виберемо 
по черзі полюс в точках А і В. Відповідно

= ν ,  + ν АС '

VC = ν β  + ν *

(8 .11) 

*я с - ί 8·12) 
Розв’язуємо графічно систему векторних 

рівнянь (8.11) і (8.12). На плані швидкостей 
через точки а і b проводимо прямі, пара
лельні швидкостям VАС і \ в с  , які відповід
но перпендикулярні до прямих АС і ВС, 
тобто а с  1  АС , b e  1  В С . Точкою перетину 
а с  і Ьс є точка с — кінець вектора vc . 
З’єднаємо точку с  з точкою О,

О с = \с .
Як видно з побудови, A abc на плані 

швидкостей подібний до A ABC плоскої 
фігури і повернутий відносно нього на кут 
π/2. Щоб знайти швидкість довільної точ
ки К  фігури, досить визначити відповідну 
їй точку на A a b c . Оскільки v AB= ab  є 
швидкістю обертального руху точки навко
ло полюса, то на підставі властивостей обер
тального руху

ак _ АК 
a b  ~ АВ

(8.13)

З цієї пропорції легко знайти точку к на 
плані швидкостей:

Ок = \К .
Кутова швидкість обертання тіла

а Ь а к /о , «(0 = ---- = ------ . (8.14)
АВ АК

Розподіл прискорень у тілі визначається 
співвідношенням

w M= w 0 + w 0 M, (8.15)
тобто при скор ення  довіл ьної т очки тіла при 
плоскопарал ельном у р у с і  д о р ів н ю є в ек т ор 
ній сум і п ри ск ор енн я  полю са  і при ск ор ення  
об ерт ал ьн о го  р ух у т очки  навкол о п олю са  
(рис. 8 . 11).

Прискорення обертального руху точки 
навколо полюса w 0M складається з двох 
доданків — прискорення обертального і при
скорення доцентрового:

^ ом  = '''ом  + · (8.16)

Кожен з цих доданків визначається рів
няннями виду



ν ι$ „ = ε χ Ο Μ ,  (8.17)

w »  = ώ χ ώ χΟ Μ . (8.18)
Оскільки вектори кутового прискорення 

ε та кутової швидкості ω перпендикулярні 
до радіуса-вектора О М , то величини цих 
векторів w &  = ε·Ο Μ , = ω2 ·ΟΜ.

Слід відзначити, що вектор w OM має 
кілька особливостей (рис. 8 .12):

1) кут а  між вектором w ow і прямою 
ОМ  завжди гострий; його можна знайти за 
формулою

tg a  = -^ - , (8.19)
ω

з яко ї видно, що величина кута не залежить 
від вибору полюса;

2 ) кут а  відкладається від вектора wOM 
до прямої ОМ  у напрямі обертання плоскої 
фігури, якщо напрямки ώ і ε однакові, і в 
протилежному напрямі, якщо ώ і ε мають 
різні знаки;

3) модуль вектора w 0M

w om = ОМ -Vε- +ω4 - (8.20)
Із закону розподілу прискорень (8 .8 ) 

можна зробити висновок, що в тих випад
ках, коли ω  і ε одночасно не дорівнюють 
нулеві, існує така точка плоскої фігури, при
скорення якої в даний момент часу дорів
нює нулеві. Ця точка називається м ит т є
вим центром прискорень. Якщо полюсом об
рати миттєвий центр прискорень, то при-

θ̂Μ6(ε>0 )

скорення кожної точки плоскої фігури мож
на вважати прискоренням обертального руху 
навколо миттєвого центра прискорень. 
Отже, вектор прискорення w M довільної 
точки М утворює визначений за (8.19) кут a  
з прямою, що з ’єднує точку з миттєвим цент
ром прискорень.

Розглянемо два способи побудови мит
тєвого центра прискорень.

1. Нехай відоме прискорення w л точки А 
(рис. 8.13), а також ώ і ε . За (8.19) обчис
лимо кут а  і відповідно до напряму ώ  і ε 
через точку А проведемо пряму AQ, яка ут
ворює з вектором \νΛ кут а .  Положення 
миттєвого центра прискорень на цій прямій 
знаходимо, обчисливши відстань за фор
мулою (8 .2 0 ).

А

Wa
Рис. 8.13

Відклавши від точки А відстань AQ, зна
ходимо миттєвий центр прискорень.

2. Припустимо, що відомі прискорення 
w A І Wg двох точок А і В плоскої фігури 
(рис. 8.14). Щоб знайти миттєвий центр 
прискорень Q, визначимо кут a , який, як 
було зазначено, не залежить від вибору по
люса. Візьмемо точку А за полюс. На підставі 
(8 .8 ) можна записати

Was = w e - w A = w e + ( - w A).
Тоді а  визначиться як  кут між векто

ром w AB і прямою АВ. Проведемо з точок 
А і В прямі AQ і BQ , що утворюють кути a  
з векторами w A і w B , причому поворот від 
прискорень w A і w B до прямих AQ і BQ 
здійснюється в тому ж напрямку, що й

поворот від прискорення w  АВ до прямої АВ. 
Точка Q перетину прямих AQ і BQ — миттє
вий центр прискорень.

Знаючи положення миттєвого центра 
прискорень та прискорення однієї точки 
плоскої фігури, легко знайти напрями і мо
дулі прискорень довільних її точок. Наприк
лад, прискорення точки С знаходимо, з’єд
навши точку С з точкою Q і відклавши від 
цього відрізка кут а  у напрямі, протилеж
ному напряму найкоротшого переходу від 
w c до АС. На підставі (8.20) прискорення 
всіх точок плоскої фігури при плоскопара
лельному русі пов’язані між собою пропор
цією

W A = W g = Wi l =

AQ BQ CQ
Отже, побудова миттєвого центра при

скорень дає змогу повністю вирішити пи
тання про розподіл прискорень при плоско
паралельному русі твердого тіла.

§ 8 .2 . П РИ КЛ А Д И  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 8.1. Механізм, зображений на 
рис. 8.15, складається з кривошипа ОА = 
= 30 см, який обертається навколо осі О з 
кутовою швидкістю ω 0 =0,5 с_|, зубчатого 
колеса //радіуса 20  см, що котиться без ков
зання по поверхні нерухомого колеса / ра
діуса 10 см і приводить у рух шарніром

ε 2 +ω4 . (8 .2 1 )

з ’єднаний з ним шатун ВС=  20>/26 см. Ви
значити кутову швидкість шатуна ВС  і швид
кості точок В  і С в момент, коли радіус АВ 
перпендикулярний до кривошипа АО.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Аналіз механізму по
казує, що кривошип ОА здійснює оберталь
ний рух, а рухоме колесо I I  та шатун ВС  — 
плоскопаралельний.

З умови випливає, що кутову швидкість 
шатуна можна обчислити, якщо відомі швид
кості його точок. Точка В спільна для шату
на і рухомого колеса. Тому потрібно роз
глянути спочатку розподіл швидкостей у ру
хомому колесі. Точка Р  зчеплення рухомого 
і нерухомого коліс є миттєвим центром швид
костей рухомого колеса. Отже, величини 
швидкостей пов’язані співвідношенням

νΛ vfl
АР B P '

Швидкість точки А знаходимо, розгля
даючи обертальний рух кривошипа ОА:

ν Α = ω 0 · ОА = ω 0 · (η + r2 ) = 15 см/с .

J



Вектор v A напрямлений перпендикуляр
но до кривошипа ОА у бік, що відповідає 
напрямку повороту кривошипа (за стрілкою 
годинника), тому

АР г2
Вектор \в  напрямлений перпендикуляр

но до прямої РВ у бік руху колеса II.
Аналогічний результат можна дістати, 

якщо скористатися теоремою про проекції 
швидкостей двох точок тіла на пряму, яка 
з ’єднує ці точки:

(v * )a B = (^в ) ав >
або

\А = \в  cos45°.
Для визначення швидкості точки С і ку

тової швидкості шатуна побудуємо миттє
вий центр швидкостей шатуна ВС. Він зна
ходиться в точці К  перетину прямих ВК  і 
СК, перпендикулярних до вектора швидкості 
\в  і напрямку руху точки С. Зазначимо, що 
рух шатуна ВС  можна розглядати як  миттє
вий обертальний рух навколо миттєвого цен
тра швидкостей К  у тому ж напрямку, що і 
ШВИДКІСТЬ \д  точки В, тобто проти ходу 
стрілки годинника. Це означає, що вектор 
кутової швидкості ώ Β€ шатуна ВС перпен
дикулярний до площини рисунка “до нас”. 
Вектор vc  перпендикулярний до прямої СК 
і напрямлений у бік руху шатуна.

На підставі (8.7) запишемо
_ vc 

ВК СК
■ ω в с ,

звідки
■СК

ВК
Елементарні геометричні розрахунки да

ють змогу визначити, що відстань
ВК  = 100 V2 см, СК=  120 см.

Тоді

15-V2-120

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Швидкість точки А 
знайдемо, розглядаючи обертальний рух 
кривошипа ОА:

ν А = ω ο ' ОА = 200 см/с .
Вектор ν А напрямлений перпендикуляр

но до кривошипа ОА у бік повороту криво
шипа (проти ходу стрілки годинника).

Для визначення швидкості точки В і 
кутової швидкості шатуна будуємо його 
миттєвий центр швидкостей. У точках А і В 
проводимо прямі АР і ВР, перпендикулярні 
відповідно до вектора ν Α і напряму руху 
точки В. Точка Р перетину цих прямих — 
миттєвий центр швидкостей шатуна АВ.

V д  15л/2 _ ,  -1
С)д/~ — — (=■ — 0,15 с

ВК  100V2 
Приклад 8.2. Кривошипно-шатунний ме

ханізм у певний момент часу займає поло
ження, показане на рис. 8.16. Кутова швид
кість кривошипа ω0 = 10 с-1 , ОА = 20 см, 
АВ = 100 см, а  = 45°. Знайти швидкість і 
прискорення точки В, а також кутову швид
кість і кутове прискорення шатуна АВ в цей 
момент часу.

Рис. 8.16

Величину швидкості точки β  і кутової швид
кості шатуна ω ΑΒ знаходимо зі співвідно
шення

ν А _ vfl 
АР ВР

= ω 'AB- (8 .22 )

Вектор кутової швидкості ώ ΑΒ шатуна 
АВ напрямлений перпендикулярно до пло
щини рисунка “від нас”. Вектор \в  пер
пендикулярний до прямої РВ, він спрямо
ваний у напрямку повороту шатуна АВ.

Нескладні геометричні розрахунки да
ють змогу знайти АР = АВ = 100 см, ВР = 
= 10oV2 cm, тому з виразу (8 .2 2 ) маємо

\в  = 2 0 0 -л/ 2  см/с,

ω АВ = -4 -  = 2  с 
АР

-і

За означенням кутового прискорення для 
шатуна ε ΑΒ =<яАВ ■ Проте кутова швидкість 
соЛЙ визначена в даний момент часу і як 
функція часу невідома. Можна записати

d f  ν Α Ί d r 1 \
dt ( а р )

II <

5-
І

[ а р ]' -AB

Відстань АР до миттєвого центра швид
костей невідома, під час руху механізму вона 
змінюється за певним невідомим законом.

Спочатку визначимо прискорення точ
ки В, після цього знайдемо ЄАВ іншим спо
собом.

Виберемо полюс у точці А і за теоремою 
про розподіл прискорень отримаємо

Wfi= w л+ \ν°6« + йдд .' в -  w л т  w л в т  w А В -  (8-23) 
Оскільки кривошип обертається рівно

мірно, то \νΑτ =0 і прискорення точки А

'AV w Αν -

Λ ν ■ ω ” · ОА — 2000 см/с"
Вектор напрямлений від точки А до 

точки О.

Вектор w Аид  має напрям від точки В до 
полюса А,

W AB =  ω ΑΒ ■ А В  =  4 0 0  см/с2 ·

Вектор w дд 1  АВ , але обчислити його 
величину неможливо, тому що невідоме зна
чення ЄАд .

Виберемо систему координат Оху з по
чатком у точці О і запишемо рівність (8.23) 
в проекціях на осі Ох і Оу (напрям 
вибираємо довільно заздалегідь):

w ftt = w B = - w „ v - s i n a - w ABдц sin β +

+ wffl -COS β,

w By = ο = - w Av -cos a+  w •cos β +

+ w sin β.
З цієї системи рівнянь знаходимо ве-

1 вличини векторів: w°AB = 1600 см/с2 ; w » =
= -400-V 2 см/с2 .

Знаючи w °АВ , знаходимо

Е ЛВ
W.об

АВ

АВ
Оскільки знак \ц°АВ додатний, напрям 

цього вектора, вибраний нами довільно, 
правильний. Напрям вектора кутового при
скорення г АВ визначається на підставі ви
разу (8.17). В данному випадку він напрям
лений перпендикулярно до площини рисун
ка “від нас”.
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Розв’язати задачу можна також графіч
ним методом, побудувавши план прискорень. 
Згідно з вибраним масштабом прискорень 
будуємо рівність (8.23), в якій відомі векто
ри і , а також напрями векторів 
w B і й дд  (рис. 8.17). Від точки 5  відкла

даємо послідовно вектор \νΛ і вектор W д д  . 

Через кінець останнього проводимо пряму, 
перпендикулярну до шатуна АВ (її напря
мок такий самий, як  і напрямок w°АВ). Точ
ка перетину К цієї прямої з напрямком руху 
точки В  визначає кінець вектора ВК = <йв , 
який і є шуканим прискоренням точки В. 
На плані прискорень вектори w g і w°AB 
отримуємо в тому ж масштабі.

Приклад 8.3. Циліндр радіуса R = 0,5 м 
котиться без ковзання по горизонтальній 
прямій. Прискорення центра w 0  = 2 м/с2, а 
швидкість в даний момент часу v0  = 1 м/с 
(рис. 8.18, а).

Визначити: 1) прискорення точки, що 
збігається у даний момент часу з миттєвим 
центром швидкостей; 2) положення миттє
вого центра прискорень і швидкість точки 
циліндра, яка збігається у даний момент часу 
з миттєвим центром прискорень.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Оскільки циліндр ко
титься без ковзання, то його миттєвий центр 
швидкостей перебуває в точці Р  дотику ци
ліндра до нерухомої поверхні (рис. 8.18, б).

Для визначення прискорення точки Р  
виберемо полюс в точці О, тоді

•обVV?  =  W Q +  W QP + W

де
об _ /λ η , \ї/ДЦ

w op - ε  ΟΡ , w  OP

‘ OP  '

(O2 OP.

Тут ω  і ε — кутові швидкість і приско
рення обертання циліндра навколо полюса О. 
Величини ω  і ε не залежать від вибору 
полюса, тому знайдемо їх відносно миттє
вого центра швидкостей.

Швидкість точки О відома, її  можна за
писати так:

\0 = ώ χ Ρ Ο  ■
Враховуючи перпендикулярність векторів 

ώ  та РО  , для кутової швидкості маємо

ω = -^ -  = 2 c~' 
ОР

Напрям вектора кутової швидкості відпо
відає повороту циліндра за стрілкою годин
ника, тобто вектор ώ  напрямлений перпен
дикулярно до площини руху циліндра “від 
нас”.

Зауважимо, що відстань ОР до миттєво
го центра швидкостей під час руху циліндра 
не змінюється, тому

1 d v 0 
ОР

ε = -
άω
dt d t

w
OP

°  = 4 c~2

Внаслідок того, що рух циліндра приско
рений (вектори \0  і w 0  напрямлені в один 
бік), вектор ε має такий самий напрямок, 
як і вектор ώ .

Обчислимо прискорення w °QP і обер
тального руху точки Р  відносно полюса О :

WnP = e-O P  = 2 m /c2 , w ™ = ω 2 ·0/> = 2  м/с2.V Q P - - ь  ”">· >” ОР 
Усі складові вектора w Р будуємо в точці Р, 

послідовно відкладаючи спочатку вектор w 0 , 
потім wgj, і w °qp (рис. 8.18, в). Оскільки 

wop = - w о . т 0
ДЦ 2  м/сw Р  -  т ОР

Побудуємо миттєвий центр прискорень. 
У зв’язку з тим, що вектори ώ  і ε однаково 
напрямлені, від вектора прискорення точки Р  
в напрямку обертання (за ходом годинни
кової стрілки) відкладаємо кут а , знайде
ний за формулою (8.19):

tgoc = = 1, а  = 45°.
а г

На прямій РА відкладемо відрізок PQ  = 

w р 4 2
—  м . Неважко показати, що 

/є’ +аГ 4  
точка Q є серединою хорди АР (рис. 8.18,6). 
Швидкість точки Q визначаємо як швидкість 
точки тіла, що здійснює миттєвий оберталь
ний рух навколо полюса Р :

ν ρ = (bxPQ  .
Напрям цього вектора визначається на 

підставі властивостей векторного добутку, а 
його значення

\q = ω  · PQ ■ s\n{(h,PQ) = м/с .

Приклад 8.4. Прискорення кінців стриж
ня Лбдовжиною 10 см, що виконує плоско
паралельний рух, напрямлені вздовж стриж
ня назустріч одне одному, причому wA = 
= 10 см/с2 , wд = 20 см/с2 . Визначити кутову 
швидкість і кутове прискорення стрижня.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Введемо систему ко- 
оринат Аху, як  показано на рис. 8.19. Якщо

WB

у \ Рис. 8.19
полюсом обрати точку А, то прискорення 
точки В за теоремою про розподіл приско
рень можна подати так:

w B = * α + * λ β + * α β · 
Враховуючи, що _L АВ , || АВ

та спроектувавши останню залежність на осі 
Ах і Ау, матимемо:

i - w s  = w A + 0 - w ™  ,

0  = 0  + w ^ + 0 .
З другого рівняння визначаємо w °АВ = 0  

і, відповідно, г АВ = 0 . 3  першого рівняння
W АВ  = w  Л + W B = 30 см/с2 ,

звідки

0) =
W АВ

АВ
= V 5,

§ 8 .3 . ЗАДАЧІ 
ДЛЯ С А М О СТІЙНО ГО  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

8.1. Барабан 1 обертається з кутовою 
швидкістю ω = 6 с_1 і піднімає трубу 2 
(рис. 8.20). Знайти кутову швидкість труби і

швидкість точки О, якщо радіуси барабана 
і труби відповідно R = 0,3 м і r  = 0,2 м. 

В і д п о в і д ь :  ω 2 = 1,5 с~‘ , ν 0  = 1,5 м/с.



8.2. Механізм, що складається з трьох 
ланок ( ОА, АВ і ВС), займає положення, 
зображене на рис. 8.21. Швидкість і при
скорення точки А в цей момент часу мА = 
= 2 м/с, wA = 20 м/с2. Визначити прискорен
ня точки В  шатуна АВ, якщо АВ = ВС  = 0,8 м.

VA

J _______G ,
» А  А  В

Рис. 8.21

В і д п о в і д ь :  = 25 м/с2 .
8.3. Кутова швидкість барабана 1 ω( = 1 с-1 

(рис. 8.22). Визначити швидкість точки М  
східчастого барабана 2, який котиться без 
ковзання по горизонтальній поверхні, якщо 
радіуси r  = 0,1 м, R = 0,3 м.

ється навколо осі, що проходить через точку О, 
за довільним законом φ (ί). З’ясувати, яке 
співвідношення має бути між радіусами коліс, 
щоб колесо 3  виконувало поступальний рух.

В і д п о в і д ь :  Л| = Л3; R2 — довільний.
8.5. Барабан 1 (рис. 8.24) обертається за 

законом φ  = 0,1 ί 2 . Знайти прискорення ван
тажу 2 і прискорення точки С барабана 3  в 
момент часу t = 1 с, якщо r  = 0 ,2  м.

В і д п о в і д ь :  w2 = 0,02м/с2 , wc = 0,002м/с2. 
8 .6 . Стрижень АВ завдовжки 0,4 м ру

хається в площині рисунка (рис. 8.25). 
У певний момент часу точки А і В стрижня 
мають прискорення wA = 2 м/с2, w5 = 6  м/с2. 
Визначити кутові швидкість і прискорення 
стрижня АВ, якщо а  = 30°.

Рис. 8.22

В і д п о в і д ь :  vм — 0,05 м/с.
8.4. У планетарному механізмі колесо 1 

нерухоме (рис. 8.23), а кривошип ОА оберта-
3

w  А

Рис. 8.25

В і д п о в і д ь :  ω  = 1,3 с-1 , ε = 10 с-2 . 
8.7. Тягар 1 спускається по похилій пло- 

Рис. 8.23 щині зі швидкістю ν ( = 16 см/с за допомо-

гою механізму, зображеного на рис. 8.26. 
Знайти кутову швидкість рухомого блока З 
і швидкість його центра С, якщо радіуси 
східчастого нерухомого блока r  = 4 см, 
R = 8 см.

В і д п о в і д ь :  со3 = 2 с-1 , vc = 4 см/с.
8 .8 . У диференціальному механізмі з 

зовнішнім зачепленням шестірня /та криво
шип 2  обертаються навколо нерухомої осі О 
незалежно одне від одного за законами 
відповідно φ  = 20 / с_| і ψ  = 5 t с_|. 
В положенні, зображеному на рис. 8.27, ви
значити кутову швидкість шестірні З і швид
кості точок А і В, якщо Λ, = /?3 = 0,1 м.

В і д п о в і д ь : ш 3 = 10 с ν β = 0 , =
= ~J2 м/с .

8.9. У механізмі, зображеному на рис. 8.28, 
шестірня 1 та кривошип OD обертаються 
незалежно одне від одного навколо осі О за 
законами φ (ί) = t рад , ψ ( ί)  = 0 ,5 ί рад відпо
відно. Визначити швидкості точок А і В та 
прискорення точки В шестірні 3, якщо Λ, = 
= Л3 = 0,4 м, R2 = 0,2 м.

В і д п о в і д ь :  \А = 0,72 м/с, \в = 1 м/с, 
wfi= 0,7 м/с2.

§ 8.4. РОЗРАХУНКОВІ ЗАВДАННЯ

Аналіз руху плоского механізму за допо
могою плану швидкостей або миттєвих центрів 
швидкостей дає змогу знайти швидкості то
чок і кутові швидкості окремих тіл, що скла
дають механізм, тільки у фіксований момент 
часу. Але при розрахунку і конструюванні 
навіть найпростіших механізмів потрібно ви
значати положення і швидкості точок меха
нізму протягом певного інтервалу часу. Прог
нозування поведінки механізму можливе за 
умови, якщо відомий закон його руху. Таку 
можливість надає інженеру використання 
електронної обчислювальної техніки — пер
сонального комп’ютера (ПК).

Мета завдання — засвоєння методу до
слідження кінематики плоского механізму 
за допомогою ПК.

Розглянемо механізм з одним степенем 
вільності. Ланки механізму з’єднані між собою 
шарнірно і рухаються в площині рисунка. Кутова 
швидкість першої ланки — кривошипа ОА — 
відома: о)ол = 5 с . Схеми механізмів до від
повідних варіантів завдань показано на рис. 8.29, 
а числові дані для них — у табл. 8 .1.







Таблиця 8.1

Варіант
Ланка Кут, град

2 3 4 Фі Ф2 Фз Ф4

1 1,00 1,00 0,90 45 зо 150 120

2 1,00 0,60 1,00 60 зо 290 170

3 1,00 0,90 1,00 270 60 ЗО 270

4 1,20 1,20 0,70 30 150 225 315

5 0,70 0,90 0,90 330 300 225 190

6 1,00 0,90 0,80 60 15 170 60

7 0,80 1,00 0,80 60 15 95 190

8 1,00 1,40 0,80 90 20 135 210

9 1,30 0.30 0,80 120 150 225 50

10 1,30 1,60 0,90 30 135 240 ЗО

11 1,40 0,20 0,90 60 15 225 95

12 1,00 0,90 0,80 120 35 300 20

13 0,80 1,00 1,00 90 170 45 150

14 1,20 1,30 0,40 135 305 ЗО 225

15 1,00 0,30 1,20 45 10 100 145

16 1,00 1,00 1,00 45 20 150 12

17 1,00 1,00 1,00 90 135 225 165

18 1,00 1,00 0,50 150 80 15 250

19 1,00 1,00 0,60 0 210 75 200

20 1.00 1,00 0,80 120 10 65 160

21 1,00 1,20 0,80 180 125 290 115

22 1,00 1,10 0,80 45 15 50 315

23 1,00 0,50 1,00 60 20 45 20

24 1,00 1,00 0,80 45 160 225 160

25 1,60 0,80 1,00 30 100 350 300

26 1,20 0,60 1,00 60 345 110 280

27 1,00 0,50 0,90 45 350 ЗО 240

28 0,80 0,80 0,50 60 330 20 225

29 0,80 1,20 0,80 60 20 60 160

30 1,00 1,40 0,40 60 30 170 240



Довжина кривошипа ОА дорівнює 0,2 м. 
Довжини ланок механізмів у таблиці пода
но в метрах. Кути визначають початкові зна
чення кутів повороту відповідних ланок в 
градусах.

Зміст завдання:
1. Скласти рівняння для визначення ку

тових швидкостей ω,· (/' = і , 4 ) ланок як  
функцій кутів їх обертання φ ( . Розв’язати 
ці рівняння на ПК і знайти кутові швид
кості ланок.

2. Скласти рівняння для визначення 
швидкості точки С (або В) як  функції часу.

3. Скласти диференціальні рівняння для 
визначення кутів повороту ланок як функцій 
часу.

4. Для положення механізму, показано
го на схемі, визначити:

швидкості всіх точок, позначених на 
схемі, двома способами: побудовою плану 
швидкостей і за допомогою миттєвих центрів 
швидкостей кожної ланки;

кутові швидкості ланок цими ж двома 
способами;

прискорення точки С (або В) аналітично 
і за допомогою плану прискорень;

положення миттєвого центра прискорень 
ланки АС або АВ залежно від схеми.

Приклад виконання завдання. Кривошип 
ОА обертається зі сталою кутовою швидкі
стю о), і за допомогою шатуна АС приво
дить у рух колесо, яке котиться по горизон
тальній поверхні без ковзання. Шатун СВ 
прикріплений до центра колеса С і до точки 
В кривошипа BD шарніром (рис. 8.30).

Позначимо кути, що визначають поло
ження ланок ОА, АС, СВ, BD відповідно фь 
φ·,, фз і ф4, причому відрахуємо їх проти 
ходу годинникової стрілки від додатного 
напряму осі Ох.

Дано: АО= 0,27 м, ЛС= 0,2 м, СВ= 1,02 м, 
BD = 0,82 м, φ, (0) = 0; φ 2 (0) = 0,52 рад, 
Фз (0 ) = 2,62 рад, φ 4 (0 ) = 1,22  рад, Ш[ = 
= 13,089 с " 1.

Аналіз роботи механізму за допомогою 
ПК полягає в складанні системи рівнянь для 
визначення кутових швидкостей ланок як 
функцій кутів і в розв’язанні цих рівнянь.

Спочатку, скориставшись формулами 
розподілу швидкостей точок тіла при плоско- 
паралельному русі, визначимо швидкості 
точок А, С, В, D з’єднання ланок: 

ν д = о>і хО А , vc  = ν л + ώ 2 х  АС ,

\в = \с + щ х С В ,  vD = v B + a 4 xf l D.
(8.24)

Беручи до уваги особливості в’язей, на
кладених на механізм, а саме те, що точка D 
нерухома і вектор швидкості точки С на
прямлений горизонтально, з виразів (8.24) 
дістанемо рівняння для обчислення ω ;· . За
значимо, що вектори й>, можна подати так: 
ω, = {0), ν, ω, ν , ω (7 (.

Проектуючи на координатні осі Ох і Оу 
рівності (8.24), дістанемо

ν Лл = ω ΐν ОА, -  ω, _ ■ ОАу ,
V/tv = ®і, ОАх - ω | (. - ОА, , (8.25)

де ОАх , ОАу , ОА, — проекції вектора ОА 
на координатні осі.

Оскільки при плоскому русі складові со1л; 
і ω ιν дорівнюють нулеві, то формули (8.25) 
спрощуються:

/а* = -ω ,..·  ОА· sin φ , ;  
ν Λν =Ojj -OA-coscp,. (8.26)

З другої формули виразів (8.24) маємо 

v Cx =Уах+ ω 2γ ACz -0 ) 2z· АСу  ,

v Cy =  v Ay + ω 2ζ ■ ACx ~ω 2χ ■ АСг . 
Оскільки складові = (оіу = 0 ,  врахо

вуючи (8.26), на підставі (8.27) отримаємо 
у Сх = ~ω ι ' ОА · sin φ, -  ω 2 · AC ■ sin cp2 , (8.27) 
Vcv = o)[ · ОД · cos (Pl + co2 · AC · cos φ 2 . (8.28) 

Тут і надалі індекс “г” біля ω  опущено. 
Але \Су = 0 ,  тому з (8.28) знаходимо 
ω, · ОА · cos (Р[ + ω 2 · АС · cos φ 2 = 0 , 

звідки
ОА· cos φ.

ω 2 = - ® г — ------ —  · (8-29)AC· cos φ 2

З останнього виразу (8.24) знаходимо 
—> —> —>

\d = vA + Gj2 xAC+a>3 xCB+a>4 xBD .
В проекціях на осі Ох і Оу дістанемо

vDv = —CD] -OA-sintp! - ω 2 · AC-sincp2 -

-  ω 3 · СВ ■ sin <рз -  ω 4 ■ BD · sin φ 4 , (8.30)

νθν = ®, ОА -со5ф| +ω2 ■ AC·cosφ 2 +

+ ω 3 -Сб-совфз +ω4 ·B D -co s ty4. (8.31)

Але точка D нерухома, тобто vDx = 0 , 
vDv = 0 . 3  цих двох умов отримаємо фор
мули для визначення со3 і ω 4 :

(ω, -ΟΑ^ίηφι +ω2 · A C·sinφ2)·cosφ4 

С5-8Іп(ф3 - φ 4)
(8.32)

ω 3 · СВ ■ cos фз

CL>3 = —-

ω 4 (8.33)
B D - c o s y  ι

Швидкість точки Снапрямлена горизон
тально, тому її визначають з рівняння (8.27).

Підставивши числові значення в рівнян
ня (8.29), (8.33), (8.32) та (8.27), дістанемо 
систему співвідношень

ω 2 = -3 ,605
С05ф! (8.34)

о>з=-

COS φ 2

(0 ,27cOj · sin φ, +1,0 2ω 2 · sin φ 2) ■ cos φ 4

ω 4 = -1 ,24·

1,025іп(ф3 - φ 4) 

ω 3 -совфз
СОЗф4

(8.35)

(8.36)

vc  =0,27(0, * sin cp[ -1 ,0 2 ω 2 ·5ίη φ 2 , (8.37) 
яку доповнюємо рівностями

ф, = ω , , ф2 = ω 2 , фз = со3 , ф4 = ω 4 . (8.38)

Розв’язування рівнянь (8.34)—(8.38) ви
конується на ПК з використанням відомих 
прикладних програм, наприклад MATCAD 
або MATHEMATICA. Інтервал часу, на яко
му потрібно знайти розв’язок вказаних рів
нянь, має дорівнювати часу повного оберту 
ланки ОА.

Для виконання четвертого пункту завдан
ня будують миттєві центри швидкостей усіх 
ланок механізму в положенні, зображеному 
на рисунку, а також плани швидкостей і 
прискорень за методикою, наведеною у роз
в’язаних вище задачах.

Завершується виконання завдання по
рівняльним аналізом значень кутів поворо
ту, кутових швидкостей та швидкості точки С, 
отриманих за результатами розв’язання си
стеми рівнянь (8.34)-(8 .38) і результатами 
графічних методів розв’язання задачі для 
відповідного положення механізму.



Р о з д і л  9

ОБЕРТАЛЬНИЙ РУХ ТВЕРДОГО ТІЛА НАВКОЛО  НЕРУХОМ ОЇ ТОЧКИ

§ 9 .1 . КО РО ТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

Обертальним рухом т вер до го  тіла н авко 
ло нерухом ої т очки  називається рух, при яко
му одна точка тіла увесь час залишається 
нерухомою.

Рух тіла, що має нерухому точку, можна 
розглядати як  окремий випадок руху вільно
го твердого тіла.

Оберемо полюс у нерухомій точці О 
(рис. 9.1). Швидкість і прискорення цієї точ
ки відомі:

v0 = 0 ; w 0 = 0 .
На підставі формул, які визначають роз

поділ швидкостей і прискорень у вільному 
твердому тілі, —

їм  = + (bx rOM ,
WM =W 0 + ex r0M + ω χ ν ΟΜ, 

отримаємо вирази, що визначають розподіл 
швидкостей і прискорень у тілі з нерухо
мою точкою:

ї м = и х г о м , (9.1)
=*-хгом  + ώ χ ν 0Μ . (9.2)

З формули (9.1) можна зробити висно
вок, що розподіл швидкостей у тілі з неру
хомою точкою зб ігається з розподілом 
швидкостей в тілі, що обертається навколо 
осі, напрям якої визначається вектором ку

тової швидкості ώ . Ця вісь не залишається 
нерухомою: в процесі руху тіла вона змінює 
положення в просторі відповідно до закону 
руху тіла, тому її  називають м ит т євою  в іссю  
оберт ання. Вектор ώ  називають миттєвою 
кутовою швидкістю, аналогічно вектор ε — 
миттєвим кутовим прискоренням.

Миттєва вісь обертання описує в просторі 
дві конічні поверхні. Геометричне місце мит
тєвих осей обертання, віднесене до нерухо
мої системи координат, — це нерухомий а к - 
со їд , а віднесене до рухомої системи коорди
нат — рухомий аксоїд. Вершини аксоїдів збіга
ються з нерухомою точкою і в кожний момент 
часу мають спільну твірну, яка в цей момент 
є миттєвою віссю обертання.

Теорема П уансо. При р у с і  тіла навколо  
нерухом ої т очки рухомий а к со їд  кот ит ься по  
нерухомому б е з  ковзання.

Для встановлення закону руху тіла з не
рухомою точкою користуються т еор ем ою  
Ейлера: довіл ьн е п ер ем іщ ення тіла навколо 
нерухом ої т очки м ож на зд ій снит и  за  д о п о 
м огою  трьох посл ідовних  об ерт ань навколо  
трьох о сей , щ о проходять ч ер ез нерухому т оч
к у : о с ей  пр ец есії, нут ац ії й власн ого об ерт ан 
ня (рис. 9.2).

Осі системи координат Ο ξηζ вважаємо не
рухомими, осі системи координат Oxyz — не
змінно зв’язаними з тілом, тобто рухомими.

Закон руху тіла з нерухомою точкою відо
мий, якщо кут прецесії Ψ — кут повороту 
навколо осі Ο ζ , кут нутації Θ — кут пово
роту навколо лінії вузлів ON і кут власного 
обертання φ  — кут повороту навколо осі 
Oz задані як функції часу:

Ψ = ψ ( 0 ,
θ = θ ( ί) ,  (9.3)
φ  = φ ( ί ) .

Zy оУу, ε Ζ οχ.

На підставі попередніх міркувань і рівно- 
стей (9.3) можна зробити висновок, що аб
солютна кутова швидкість тіла

ώ  = ζ 0ω ψ +ηωθ + £ωφ , (9.4) 

де ζ 0 , Τι, £ — °P™ осей Ейлера відповідно 
Οζ , ΟΝ, Οζ.

Оскільки осі Ейлера не ортогональні, то 
для визначення модуля вектора ώ  знахо
дять його проекції на осі ортогональної си
стеми координат (рухомої або нерухомої). 
Зробити це дають змогу кінематичні форму
ли Ейлера, які визначають залежності про
екцій кутової швидкості тіла з нерухомою 
точкою на осі ортогональної системи коор
динат від кутів Ейлера. Проекції кутової 
швидкості на осі рухомої системи коорди
нат Oxyz

ω ν =\j/sin9sin(p + 0 cos(p, 

ω }, = \j/sin0sin(p-9cos(p,

ω . = \j/ sin θ + ф.
Вектор кутової швидкості

/ т  7 2ω  = J  ω  ( + ω  у + to ..
Компоненти вектора ε — це похідні від 

компонентів вектора ώ ,  тобто

тому ε = ^ε| + ε2 + ε 2 .
На практиці часто зустрічається рух тіла 

з нерухомою точкою, коли кут нутації Θ ста
лий (Θ = const). У цьому випадку прецесію 
зручно розглядати як  переносний рух з ку
товою швидкістю ω,, = ψ , а власне обертан
ня — як  відносний з кутовою швидкістю 
ω Γ = φ .  Тоді вектор абсолютної кутової 
швидкості

ώ 3 = ώ £+ ώ Γ, (9.5)
а вектор абсолютного кутового прискорення

άώ., d'(b..
- + ω„ χω„ (9.6)

де d'(ba
dt

d t d t 

похідна від вектора й>а в ру

хомій системі координат; оое — кутова 
швидкість рухомої системи координат.

Якщо кут власного обертання φ  і кут 
прецесії ψ  є лінійними функціями часу, а 
кут нутації Θ постійний (у цьому випадку 
прецесію називають регулярною ), то кутове 
прискорення ε легко знайти з таких мірку

вань (рис. 9.3). Вектор ε ;
dt

— швидкість

точки К, яка викреслює годограф вектора
й)а , тобто .>

_ dO K
ε =



Обертання вектора OK  навколо осі пре
цесії відбувається з кутовою швидкістю сое . 
Тому на підставі формули Ейлера

ε = й)е х ОК  ,
отже,

(9.7)

Неважко помітити, що так само

або

конуса r  = 3 см, кут при вершині — 60°. 
Точка С — центр основи конуса — рухаєть
ся рівномірно і повертається в початкове по
ложення через 1 с. Визначити кутову швид
кість і кутове прискорення конуса, а також 
швидкість і прискорення точок А і В.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Зв’яжемо з горизон
тальною площиною нерухому систему ко
ординат Oxyz (рис. 9.5). Згідно з теоремою 
Пуансо можна стверджувати, що бічна по
верхня конуса — рухомий аксоїд, а площи
на Оху — нерухомий. Миттєва вісь обертан
ня — твірна конуса ОА. Вісь Οζ — вісь пре
цесії, вісь ОС — вісь власного обертання, 
кут між ними — кут нутації Θ — залишається 
незмінним під час руху тіла, тобто у нашо
му випадку прецесія регулярна.

Називатимемо обертання навколо осі Οζ 
(прецесію) переносним рухом, а обертання 
навколо осі ОС (власне обертання) — віднос
ним. Тоді

й а = й г + й г . ( 1)

Точка С оббігає навколо осі Οζ за 1 с, 
тобто

ω„ = 2 π c -i

Я к було зазначено вище, розподіл ліній
них швидкостей і прискорень у тілі з неру
хомою точкою визначається формулами

VM = ШХГдл'м

WM -
де w“  = Е Х Г ,м - с л і м — обертальне прискорення; 

= ώ χ ν Λί — доосьове прискорення до
вільної точки тіла М\ гм — радіус-вектор точ
ки М відносно нерухомої точки О (рис. 9.4).

§ 9 .2 . П РИ КЛ А Д И  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 9.1. Конус, вершина О якого 
нерухома, котиться по горизонтальній пло
щині без ковзання (рис. 9.5). Радіус основи
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Відповідно до напряму обертання кону
са навколо осі Οζ вектор (Ье напрямлений 
вздовж осі Οζ вверх.

На підставі (1) побудуємо паралелограм 
кутових швидкостей, при цьому врахуємо, 
що вектор ώ α напрямлений вздовж миттє
вої осі обертання ОА, а вектор шг — вздовж 
осі власного обертання ОС. З рис. 9.5 зна
ходимо

ω,. = 2ω€ = 4 л с -1,

(оа = ω Γ cos 30° = 2 η\ β  с ~1. (2)

-  deb..Кутове прискорення ε = — — розглядає-
dt

мо як  швидкість точки К, яка викреслює 
годограф вектора й>а . Тоді

ε = ώ ί χ 0 Λ' = ώ4, χ ώ 3 . (3)
На рисунку осі координат для зручності 

вибрано так, що миттєва вісь обертання в 
даний момент збігається з віссю Оу. Пара
лелограм кутових швидкостей знаходиться 
в площині Oyz. Годографом вектора й а є 
коло, описане точкою К  в площині Оху. 
Вектор ε спрямований по дотичній до цьо
го кола і, відповідно до (3), перпендикуляр
ний до <Ье і ώ α , тобто він направлений 
вздовж осі Ох. Модуль цього вектора 

ε = ω<? ·ω(, sin90° = 4л2 7 з  сн .
Швидкості точок А і В визначимо на 

підставі формул (9.1). Швидкість точки А 
дорівнює нулеві, оскільки вона знаходиться 
на миттєвій осі обертання. Швидкість точ
ки В _»

ν β = ώ 3 χ Ο ΰ ,
її величину визначають із співвідношення 

ν β = ша · ОВ ■ sin 60° = 18π см/с.
Виходячи з властивостей векторного до

бутку, вектор швидкості точки В у даному 
положенні конуса паралельний до осі Ох і 
протилежно напрямлений до неї.

Прискорення точки А
— * об , — ОС
WA = + WA ·

Обертальна складова прискорення точ
ки А _^

v / f= lx O A ,  (4)
її  числове значення

w ^6 = 8 -04 -s in 90° = 24-7i2V3 см/с2 .

Вектор w^f спрямований, відповідно до
(4), паралельно осі Οζ вверх.

Доосьове прискорення точки А 
\ ν^ = ώ 2 χ ν Λ .

Вектор = 0 , тому що vA дорівнює
нулеві.

Таким чином, повне прискорення точ
ки A v/A = .

Аналогічно знаходимо прискорення точ
ки В\

We =W^6 + w£\
Обертальна складова прискорення точ

ки В _>
w f = l x O B ,  (5 )

її числове значення
v / f  = ε · ОВ ■ sin 90° = 24π2 7 з  см/с2 . 
Доосьове прискорення точки В 

W в = ω 3 χ ν β , 
а його значення

W - = а)а · \в  -sin90° = Збтгл/З см/с2 . 
Складові вектора w в  розташовані в пло

щині Oyz. Вектор w °в  перпендикулярний 
до ОВ, вектор спрямований вздовж 
найкоротшої відстані від точки В до миттє
вої осі обертання.

Модуль повного прискорення точки В 
можна знайти, наприклад, за теоремою ко-

— об · -  ОСсинусів, оскільки кут МІЖ w β 1 ν/β дорів- 
нює 120°:

= 52л27 з  см/с2.
Приклад 2. У певний момент часу ку

това швидкість тіла з нерухомою точкою 
ώ  = 2/ + 3 j  +5k с 1. Визначити в цей момент
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часу швидкість точки А {0; 0; 0,5}. Координа
ти точки А дано в метрах.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Швидкість точки в 
тілі з нерухомою точкою визначається за 
формулою

у л = о>х г л .

Запишемо векторний добуток у вигляді 
проекцій на осі координат:

i J k ΐ J *

IIct> 00t (0y (O, = 2 3 5

x у  z 0 0 0,5

Розкриваючи визначник за елементами 
першого рядка, знаходимо

v*=  1.5; vy= - l ; v . =  0 .
Швидкість точки А

VA = V Vf + Vv + V; = 1,8 м/с.

§ 9.3. ЗАДАНІ
ДЛЯ С А М О СТІЙНО ГО  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

9.1. Конус 1 котиться без ковзання по 
нерухомому конусу 2 із сталою за модулем 
кутовою швидкістю ω  = яс~*. Перпендику
ляр СМ опущений з центра основи конуса / 
на вісь Οζ, обертається навколо осі Οζ з ку
товою швидкістю О] = 1,8 с-1 . Визначити 
кутове прискорення конуса /, якщо кут 
а  = 30° (рис. 9.6).

В і д п о в і д ь :  ε =  2,83 с 2 .

9.2. У певний момент часу вектор мит
тєвої кутової швидкості тіла, що рухається 
навколо нерухомої точки, ω  = і + 2 j  + 4k . 
Знайти проекцію на вісь Ох вектора доосьо- 
вого прискорення точки А{\, 2, 1} тіла (ко
ординати точки в сантиметрах).

В і д п о в і д ь :  w 0 x = -\ 2  см/с2 .
9.3. Тіло обертається навколо нерухомої 

точки із сталою кутовою швидкістю ω = 1 с-1 
(рис. 9.7). Визначити модуль швидкості точ
ки А{0; 0,3; 0,4}, якщо миттєва вісь обертан
ня в цей момент часу збігається з віссю Ох 
(координати точки в сантиметрах).

В і д п о в і д ь :  уа = 0,5 см/с.
9.4. Тіло виконує регулярну прецесію 

навколо осі Οζ прямокутної системи коор
динат Oxyz. Миттєва вісь обертання в якийсь 
момент збігається з віссю Ох. Визначити 
кут а  між вектором прискорення точ
ки А, яка знаходиться на миттєвій осі, і віс
сю Οζ.

В і д п о в і д ь :  а  = 0°.
9.5. Кутова швидкість тіла, що обертаєть-

— * т λ · 2ся навколо нерухомої точки, со = / · 2 sin" ί 

+ J -s in 2 i + 5& с_|. Обчислити кутове при
скорення тіла в момент часу t -  2 с.

В і д п о в і д ь :  є = 2 с”“ .
9.6. Конус / котиться без ковзання по 

внутрішній поверхні нерухомого конуса 2 з 
кутовою швидкістю о) = 0,1го2 (с_1). Знайти

z t

Рис. 9.8

проекцію кутового прискорення конуса 1 на 
миттєву вісь обертання в момент часу t = 
= 2 с (рис. 9.8).

В і д п о в і д ь :  ε0Ν = 1,26 с~2.

9.7. Тіло обертається навколо нерухомої 
точки. В деякий момент часу воно має ку
тову ш видкість (Ь = 2 і+ З Іс  с_| і кутове 
прискорення e  = 4 j+ 5 k  с~2. Обчислити 
прискорення точки М  тіла в момент часу, 
коли радіус-вектор точки М гм =0,1/ + 
+ 0,15 к  см.

В і д п о в і д ь :  wM = 0,877 см/с2 .
9.8. Визначити швидкість точки А тіла, 

що обертається навколо нерухомої точки, 
в момент часу, коли координати точки 
хА =0,1 м, у А =0,3 м, zA = 0 ,2  м, а про
екції миттєвої кутової швидкості ω χ = π ,  
(оу  = 3 π , ω ζ = 2 π .

В і д п о в і д ь :  \А = 0 .

Р о з д і л  10 

СКЛАДНИЙ РУХ ТВЕРДОГО ТІЛА

§ 10.1. КО РО ТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

Найпростішими рухами твердого тіла, як  
було показано в розділах 6 і 7, є поступаль
ний і обертальний рух навколо нерухомої 
осі. Але абсолютно тверде тіло може одно
часно брати участь у двох або кількох ру
хах: поступальних, обертальних навколо па
ралельних осей або осей, що перетинають
ся, у поступальному і обертальному тощо. 
Рух твердого тіла, який можна подати як 
сукупність декількох рухів, називається 
складним .

Основним завданням кінематики склад
ного руху абсолютно твердого тіла є вста
новлення у кожний момент часу залежнос
тей м іж  основними кінематичними ха
рактеристиками рухів, що складаю ться, 
і визначення характеру результуючого руху 
твердого тіла.

Поняття про абсолютний, відносний і 
переносний рухи, які вводяться при вивченні 
складного руху матеріальної точки, можна

розповсюдити на випадок складання рухів 
твердого тіла. При складанні, наприклад, двох 
рухів один з них вважається відносним, ін
ший — переносним. Визначивши абсолют
ну швидкість довільної точки тіла, яке бере 
участь у двох рухах, за отриманими резуль
татами можна зробити висновок про харак
тер результуючого руху цього тіла. Розгляне
мо кілька випадків складного руху тіла.

Складання поступальних рухів. Припусти
мо, що тіло рухається поступально зі швидкі
стю ν 2 відносно системи координат 0 2χη\<2ζ~., 
яка в свою чергу теж поступально рухається зі 
швидкістю V, відносно умовно нерухомої си
стеми координат Oxx{y {Z\ (рис. 10. 1).

Оскільки і відносні і переносні швидкості 
всіх точок тіла однакові (рух поступальний), 
то абсолютну швидкість довільної точ
ки визначимо за теоремою про додавання 
швидкостей:

'/M = v e +\r . ( 10. 1)
У нашому випадку vr = v2 , v e = v , . Отже, 

vM = v , + v 2 . ( 10 .2 )



Цілком очевидно, що абсолютний рух 
даного твердого тіла є теж поступальним.

При складанні довільної кількості посту
пальних рухів

v = £ v , . ,  (10.3)
1=1

що відповідає т еор ем і: при складанн і п о ст у
пальних рух ів т вер до го  тіла ут ворю єт ь ся  р е 
зульт уючий пост упальний рух з і  ш видк іст ю  , 
щ о дор івню є вект орній  сум і ш видкост ей  скл а 
дових  рухів.

Складання обертальних рухів навколо пе- 
ретинних осей. Нехай тіло обертається в си
стемі координат Ох2у ^ 2  навколо осі Oz2 з 
кутовою швидкістю ώ 2 , а система коорди
нат Ox2y 2z2 обертається навколо осі Οζ{ не
рухомої системи QX|J>|Z| з кутовою швидкі
стю ώ[ фис. 10.2). Назвемо обертання нав
коло осі Оі2 відносним рухом, а навколо 
осі Ozy — переносним.

При складанн і двох  миттєвих оберт аль
них рух ів т вер до го  тіла навколо перетинних  
о с ей  результ уючим  є  оберт ання навколо мит 
т єв о ї о с і, що проходить ч ер ез т очку п ер ет и 
н у о с ей  в ідн о сн о го  і п ер ен о сн о го  оберт ань, з  
к ут овою  ш видк іст ю , я ка  дор івню є вект орній  
сум і кут ових  ш видкост ей  складових  рухів:

Ω = ω ,+ ώ 2 · (10.4)

Швидкість довільної точки М  в абсолют
ному русі

\м  = Ω χ γ  .
Сукупність п обертань навколо перетин

них в одній точці осей еквівалентна одному 
обертанню з миттєвою кутовою швидкістю:

Ω = £ й ,  . (10.5)
і=1

Пара обертань. Рух, який  є  сук упн іст ю  
двох оберт ань т вер до го  тіла, щ о в ідбуваю т ь
с я  навколо двох паралельних о с ей  з  рівними за  
модулем  і протилеж ним и за  напрямом к ут о
вими ш ви дк о ст ям и  ( ώ 2 = -ώ 1 = ώ ) ,  н а зи 
ва єт ься  парою  оберт ань  (рис. 10.3).

Швидкість довільної точки тіла при та
кому русі

\м =ώ1χ(?1-?2) = ώ1χ0102· (10.6)
Вектори ώ| і 0 у0 2 не залежать від по

ложення точки М, отже, швидкості всіх то
чок тіла однакові. Цю властивість має тільки 
поступальний рух. Таким чином, пара обер
тань надає тілу поступального руху.

Векторний добуток

ν Λί = ^ 1^2 >
або

ν = 0 ]0 2 χ ώ ,  (10.7)

де ν — швидкість будь-якої точки тіла, на
зивається моментом пари оберт ань.

Теорема. Пара обертань еквівалентна мит
т єво-п ост упальном у рух у з і  ш видк іст ю , що 
дор івню є м ом ент у пари оберт ань.

Очевидно, момент пари обертань є віль
ним вектором. З цього випливає:

сукупність п  пар обертань еквівалентна 
одній парі, тобто поступальному рухові;

довільний миттєво-поступальний рух 
можна розглядати як миттєву пару обертань.

Модуль момента пари обертань 
ν = ω ·0 {0 2 s i n a .

Найкоротша відстань між осями обертан
ня О: , і Oz2 називається плечем пари о б ер 
тань h , тобто

ν = ω  · /г, 
де h = 0\02 s i na  .

Додавання обертань навколо паралельних 
осей. Припустимо, що тіло обертається з ку
товою швидкістю ώ 2 (відносний рух) навколо 
осі 0 2ζ2 системи координат 0 2х2_у2г2 , яка, 
в свою чергу, обертається з кутовою швид
кістю ώ, (переносний рух) навколо осі Ο,ζ, 
системи координат 0 {x{y xZ\. Осі 0\Z\ і Ο^ζ-, 
паралельні (рис. 10.4). Нехай кутові швид
кості ώ, і ώ 2 напрямлені в один бік.

Абсолютна швидкість довільної точки М 
тіла

= ve + vr = ώ , χ η  +ώ2 χ ?2 . 
Вектори відносної і переносної швидко

стей точок, що лежать на прямій 0 ,0 2 , ко
лінеарні і протилежно напрямлені. Отже, 
обов’язково знайдеться така точка Р, абсо
лютна швидкість якої дорівнює нулеві:

ν Ρ = ώ ι χΟ ι Ρ  + ώ 2 χ 0 2Ρ = 0 ,  (10.8)
тобто Р  — миттєвий центр обертання.

Вектори \еР і Угр  перпендикулярні до 
0\02 , їх модулі відповідно

\еР = ω, · О, Р,

\гР = ω 2 0 2Р ■
На підставі (10.8)

ω, ·0\Ρ = ω 2 ·0 2Ρ  ,
або

Точка вділить відрізок 0 t0 2 внутрішнім 
способом на частини, обернено пропорційні 
модулям кутових швидкостей складених 
рухів.

Швидкість довільної точки М тіла 
\м = С іх г ,

де Ω = ω, + ώ 2 .



Отже, при складанн і двох миттєвих о б ер 
т ань навколо паралельних о с ей  з  кутовими  
ш видкост ям и одн о го  зн а к у  результ уючим  р у 
хом є  м ит т єве оберт ання навколо о с і, я ка  
паралельна заданим , з  к ут овою  ш видкіст ю , 
щ о дор івню є вект орн ій  сум і кут ових ш видко
ст ей  складових  оберт ань. М иттєва в ісь  о б ер 
т ання ділить внутрішнім сп о со бом  відст ань  
м іж  осям и  складових  оберт ань на частини, 
о б ер н ен о  пропорційні кут овим  ш видкост ям .

Обертання, які мають протилежний на
прям, за умови, що вони не утворюють пару 
обертань (|ώ,| *  |ω2|), додаються аналогіч
но. В цьому випадку точка вд ілить відрізок 
О,О2 зовнішнім способом на частини, обер
нено пропорційні модулям кутових швид
костей.

Складання миттєво-поступального і мит- 
тєво-обертального рухів. Розглянемо два ви
падки такого виду складного руху тіла.

1. Ш видкість пост упального рух у і к ут о
ва  ш видк іст ь об ерт ання тіла ортогональні. 
Припустимо, що тіло обертається з кутовою 
швидкістю ώ  (відносний рух) навколо осі 
0 :2 системи координат Ox2y 2z2 і разом з цією 
системою рухається поступально зі швидкі
стю ν 0 (переносний рух), при цьому ν0 ± ώ  
(рис. 10.5).

При складанн і м ит т єво-пост упального і 
м ит т єво-оберт ального рухів т вер дого  тіла за  
ум ови  орт огональност і ш видкост і пост упаль
н о го  і к ут ово ї ш видк ост і оберт ального рухів

результуючим рухом тіла є  м ит т єве оберт ан 
ня навколо м ит т євої о с і, паралельної о с і  з а 
дан ого  оберт ання, з  т ією  ж  кут овою  ш вид
к іст ю . М итт єва в ісь  оберт ання знаходит ься

νοв ід  да н о ї о с і  на в ід ст ан і ОР = — .
ω

2. Ш видкість пост упального рух у і к ут о 
ва ш видк іст ь оберт ання тіла ст ворю ю т ь д о 
вільний кут . Нехай тіло обертається з куто
вою швидкістю ώ  (відносний рух) навколо 
осі Οζ2 системи координат O x jy^ j * Ра30м 3 
нею рухається поступально (переносний рух)
зі швидкістю V , при цьому вектори V і ώ  
утворюють кут а  (рис. 10 .6 ).

Цей випадок легко зводиться до попе
реднього, якщо вектор ν  розкласти на два 
доданки в площині Ох^2 '■

V = V, + ν 2 .

Швидкість ν 2 замінимо парою кутових

швидкостей (ω ,-ώ )  з плечем ОА = -
ω

ν · sin α
ω

. Отримаємо в точці О зрівнова
жену ̂ систему векторів ω  + (-ώ ) = 0  і швид
кість ν, поступального руху.

У точці А на відстані ОА, що дорівнює 
плечеві пари обертань, знаходиться миттєва 
вісь обертання АК. Вектор швидкості ν, як  
вільний вектор переносимо в точку А. Та
ким чином, у точці А вздовж осі АК розта
шовані вектори ν, та ώ .

ζ 2 к
t _

ї ї Vi

аГ ω
0 A►---—------- <

Уг

,-ω

Рис. 10.6

Це означає, що результ ат ом  додавання  
м ит т єво-пост упального і мит т єво-оберт аль- 
ного  рухів, коли ш видк іст ь пост упального руху 
н е перпендикулярна д о  к ут ово ї ш видкост і об ер 
тального рух у тіла, є  м ит т єво-гвинт овий рух, 
а бо  к інемат ичний гвинт.

К інем ат ичний гвинт  — це сукупність 
обертального руху тіла з кутовою швидкі
стю, напрямленою вздовж миттєвої осі (на
приклад, АК), і миттєво-поступального руху, 
вектор швидкості якого також напрямлений 
вздовж миттєвої осі. Вісь, вздовж якої на
прямлені відповідні вектори, називається 
м ит т євою  гвинт овою  віссю .

Метод зупинення. Додавання обертань тіла 
навколо паралельних осей, а також рух, що 
має назву пари обертань, зручно досліджува
ти методом зупинення (або методом Вілліса).

Розглянемо прост і п ер еда ч і із зовнішнім 
(рис. 10.7) і внутрішнім (рис. 10.8) зачеп
ленням коліс. Осі обертання коліс в обох 
випадках нерухомі. На підставі рівності 
швидкостей точок дотику коліс у випадку 
зовнішнього зачеплення 

=
ω 2 г\ ’ 

а у випадку внутрішнього — 
ω, _ г2

( 10. 11)

ω 2
( 10 . 12)

Знаки (+) і ( - )  в формулах (10.11) і (10.12) 
відповідають однаково або різно напрямле
ним кутовим швидкостям.

Розглянемо епіциклічні передачі теж з внут
рішнім (рис. 10.9) і зовнішнім (рис. 10.10) 
зачепленням коліс. Ці передачі складають
ся з нерухомого колеса, кривошипа ОА, що

Рис. 10.8 Рис. 10.10



має певну кутову швидкість, і рухомого ко
леса (сателіта), яке є тілом, що виконує 
складний рух: обертається навколо двох па
ралельних осей.

Надамо всім ланкам механізму загального 
переносного обертального руху навколо осі О 
з кутовою швидкістю (~ ω ), тобто “зупини
мо” кривошип. Тоді передача перетворить
ся на просту, осі О і А стануть нерухомими, 
а абсолютні кутові швидкості коліс 1 і 2  до
рівнюватимуть відповідно (~ω) і (ω 2 - ω ) .

На підставі формул (10.11) і (10.12) для 
зовнішнього зачеплення отримаємо

- ω  r.
ω 2 -  ω  r{

для внутрішнього

-ω  r2

Ί
З цих виразів легко визначити невідому 

кутову швидкість со2 .
Для розв’язування задач зручно, корис

туючись методом зупинення, складати таб
лицю кутових швидкостей ланок механізму 
до і після зупинки. Далі розглянемо цей 
метод на конкретних прикладах.

§ 10.2. П РИ КЛ А Д И  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 10.1. На рис. 10.11 зображено 
механізм точильного станка, який викорис
товується для отримання великих кутових 
швидкостей при малих обертах ведучого 
вала. Рукоятка 4 обертається навколо неру
хомої осі О з кутовою швидкістю ω4 = 2 с_|. 
Колесо 2, насаджене на кінець рукоятки О,, 
котиться без ковзання по нерухомій обоймі З 
і передає обертання колесу /, вільно наса
дженому на вісь О. Знайти кутову швидкість 
колеса /, якщо радіуси /?,, /?2 і Л3 коліс /, 2 
і обойми 3 дорівнюють відповідно 2 , 8 і 
18 см.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Надамо всім ланкам 
механізму кутової швидкості (— ω4), тобто 
“зупинимо” рукоятку 4.

Складемо таблицю кутових швидкостей 
ланок механізму до і після “зупинки”.

Тіло
Кутова швидкість

до зупинки після зупинки

1 ω, ω, - ω 4

2 ω 2 ω 2 - ω 4

3 0 - ω 4

4 ω 4 0

Колесо 2 і обойма 3 мають внутрішнє 
зачеплення, тому

С02 — (ΰ4 _ /?з ^

—(і)4 R2 
Зачеплення коліс / і 2 зовнішнє, отже,

eo, - ω 4 _ R2
ω-, -  ω . R,

(2 )

Перемноживши відповідно ліві та праві 
частини рівняннь ( 1) і (2 ), одержимо

ω, - ω 4 _ 
-ω 4

А
R,

ω, =

З останнього виразу знаходимо
Rt, + R\ 18 + 2  ,

1----- L ·ω4 , ω . = —------2 = 20  c” 1
Я, 1

Отже, кутова швидкість колеса / у 10 разів 
більша за кутову швидкість ведучого вала.

Приклад 10.2. В зображеному на рис. 10.12 
планетарному механізмі радіуси нерухомо
го зубчастого колеса 1 і рухомого колеса З 
однакові, радіус колеса 2 довільний. Довес
ти, що обертання кривошипа ОВ надає ко
лесу 3  поступального руху.

1

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розв’яжемо цю за
дачу двома способами.

С посіб 1. Скористаємось теорією плоско- 
паралельного руху твердого тіла. Колеса 2 і 
З виконують плоскопаралельний рух. По
будуємо їх миттєві центри швидкостей і 
знайдемо кутові швидкості.

Колесо 2  має миттєвий центр швидкос
тей в точці Р  — точці дотику до колеса І. 
Швидкість точки А як  такої, що належить 
кривошипу ОВ,

vд = ω·ΟΑ = ω·(/? + r ) , 

а як такої, що належить колесу 2 , 

ν Λ = ω 2 · АР .

З цих двох виразів отримаємо 

ω·ΟΑ ω  ■ ( R + r)
сіь = -

АР

(3)

(4)

(5)

Щоб знайти кутову швидкість ω 3 коле
са 3 побудуємо його миттєвий центр швид
костей. Для цього треба знайти швидкості 
двох його точок, наприклад

ν β = ω ·0 β = ω ·(2 /? + 2 /-); (6 )

vc = ω 2 · PC . (7)

Враховуючи (5) і (7), маємо

03-(R+r)
vc  = — і------- - ·2 λ = 2ω·(/? + r ) .

r
Оскільки швидкості точок В і С обчис

лені в довільний момент часу і вони рівні, то 
колесо 3  виконує поступальний рух і ω3 = 0 .

С посіб 2. Скористаємось методом зупи
нення. Надамо системі переносного обер
тального руху з кутовою швидкістю ω , тоб
то “зупинимо” кривошип ОВ. Занесемо до 
таблиці значення кутових швидкостей до і 
після “зупинки”.

Тіло
Кутова швидкість

до зупинки після зупинки
ΟΒ ω 0

1 0 - ω

2 ω 2 ω3

3 31(Ν

3 313

Беручи до уваги, що всі колеса перебу
вають у зовнішньому зачепленні, запишемо 
співвідношення між кутовими швидкостя
ми тіл / та 2 :

-ω r
R ■ω 2 -  ω

Аналогічна залежність для тіл 2 та 3: 

ω 2 -  ω  _ R 
ω3 -  ω  r

Перемноживши ліві та праві частини цих 
виразів, маємо

-ω
І ω 3 = 0

ω 2 - ω

З отриманого результату можна зробити 
висновок, що колесо 3 рухається поступаль
но, отже, маємо пару обертань. Осі обер
тання паралельні, проходять через точки О 
і В. Кутові швидкості обертань рівні за мо
дулем і протилежні за напрямом.



§ 10.3. ЗАДАЧІ 
ДЛЯ С А М О С ТІЙ Н О ГО  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

10.1. У планетарному механізмі радіуси 
коліс 1, 2 і 3  (рис. 10.13) відповідно дорів
нюють 10, 20 і 30 см. Кутова швидкість криво
шипа ω ΑΒ = 6  с_|, а колеса ω 3 = 2 с-1 . Ви-

10.3. В епіциклічному механізмі колесо 1 
нерухоме (рис. 10.15). Кривошип ОА обер
тається з кутовою швидкістю ω0 . У точках 
А, В і С кривошипа на нього вільно наса
джені зубчасті колеса 2, 3 і 4. Радіуси коліс 
г\ ~ гз = г  > г2 = г4 = R · Визначити кутові швид
кості коліс 2, 3  і 4.

ти Є] і ε 2 — сталі. Визначити відстань d  від 
нерухомої осі z до миттєвої осі обертання дис
ка, якщо відстань між осями z і z, дорівнює а.

j  ε2«В і д п о в і д ь :  а = ---------.
ε !+ ε 2

10.5. Зубчасте колесо / робить за 1 хв 
90 обертів, приводячи у рух колесо 2  і криво
шип ОЛ(рис. 10.17). Колесо 3 нерухоме. Ви
значити число обертів за хвилину колеса 2 і 
кривошипа ОА, якщо числа зубців коліс / і 2 
відповідно 150 і 50.

В і д п о в і д ь :  пОА = 67,5 об/хв, п2 = 
= 135 об/хв.

10.6. У механізмі, зображеному на рис. 10.18, 
шестірні / і 2, вільно насаджені на вісь О, 
обертаються незалежно одна від одної, роб
лячи відповідно 150 і ЗО об/хв. Визначити

кутові швидкості східчастої шестірні 3 і 
кривошипа ОА. Радіуси всіх коліс наведено 
на рисунку.

В і д п о в і д ь :  0)3 =5тсс_1, шо л = - п с “ і .

10.7. Вал 1, що обертається навколо вер
тикальної осі зі сталою кутовою швидкістю 
ω  = 9 с-1  (рис. 10.19), приводить у рух ко
нічне колесо 2  радіуса 12 см, яке котиться 
без ковзання по нерухомій шестірні 3  радіу
са 16 см. Визначити миттєву кутову швид
кість колеса 2.

В і д п о в і д ь :  ω 2 =12 с_І.
10.8. Колесо радіуса R обертається за 

законом φ  = ω? навколо осі ОС (рис. 10.20), 
жорстко з ’єднаної під кутом 60° з вертикаль
ним валом DE, що обертається зі сталою ку
товою швидкістю ω . Визначити положен
ня миттєвої осі обертання і миттєву кутову 
швидкість Ω колеса, а також швидкість точ
ки А, якщо ОС = R-J3 .



В і д п о в і д ь :  миттєва вісь обертання ко
леса є бісектрисою кута СОЕ. Ω = ω  · -Уз с_1; 
\А = 0 .

10.9. Тіло бере участь у двох оберталь
них рухах навколо осей, що перетинаються. 
У певний момент часу його кутові швид
кості <ве = 5к , <br = -5 ]  - 5 І с . Знайти в цей 
момент абсолютну кутову швидкість тіла і 
швидкість точки А (0; 2; 0).

В і д п о в і д ь :  (bA= - 5 j  , vA =0 .
10.10. Східчаста шестірня З приводиться

у рух кривошипом ОА, який обертається 
навколо нерухомої осі О, роблячи 150 об/хв. 
Зубчасті колеса І і 2 вільно насаджені на 
ту ж саму вісь О і знаходяться в зачепленні 
з шестірнею 3. Колесо 2  робить 60 об/хв. 
Р ад іуси  кол іс Л( =4 0 с м ,  /?2 = 5 0 см ,
/?3 = 20 см, R4 = 30 см. Визначити кутові

Рис. 10.21

швидкості колеса 1 і східчастої шестірні З 
(рис. 10 .2 1 ).

В і д п о в і д ь :  со3 = 12 ,57і с -1 ; 
ω, =-0,625π с_1.
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Ч А С Т И Н А  III · ДИНАМІКА

Р о з д і л  11 
Д И Н А М ІК А  М А Т Е Р ІА Л Ь Н О Ї Т О Ч К И

§ 1 1 .1 .  Д И Ф Е Р Е Н Ц ІА Л Ь Н І РІВНЯННЯ  
Р У Х У  М А Т Е Р ІА Л Ь Н О Ї Т О Ч К И

11.1.1. К орот кі т еор ет ичн і в ідом ост і

П ерший за к он  Н ьютона (за к он  ін ерц ії).
Ізольована матеріальна т очка зб ер іга є  ст ан  
сп ок ою  а бо  р івном ірного прямолінійного руху 
дот и, д о к и  вплив з  б о к у  інших тіл н е в и в ед е  її  
з  ц ьо го ст а н у .

Д ругий  за к он  Н ьютона (о сн о вн ий  за к он  
динам іки ). Ш видкість зм іни к іл ькост і руху 
м ат еріальної т очки дор івню є силі, щ о д і є  на 
цю т очку:

d t
(mv)  = F, (11.1)

де т  — маса матеріальної точки; т\ — 
кількість руху точки.

У випадку т  = const маємо основн е рівнян
ня динам іки  матеріальної точки

d v
dt

m  w = F,

прискорення точки.

( 11.2 )

Третій закон  Ньютона (зак он  р івн о ст і д і ї  
і прот идії). Сили вза єм од ії двох матеріаль
них т очок  а бо  двох тіл (д ія  і прот идія) р івн і 
за  величиною , прот илеж но напрямлені і м а
ють сп ільну лінію дії.

Закон н езал еж ност і д і ї  сил (принцип суп ер 
позиц ії). П рискорення матеріальної точки, що 
виника є при одночасн ій  д і ї  на н е ї  кількох сил,

дор івню є вект орн ій  сум і при скорень, я к і  н а да 
ють т очці окрем і сили:

пт  = Fj + F2 + ... + Fn , (11.3)

де w = w, + w 2 +... + w„ ; відповідно w,· =

= — — прискорення точки, надане силою 
т

Ft (/= 1, 2 , ..., ή).
Отже, напрям прискорення точки збі

гається з напрямом рівнодійної системи сил, 
прикладених до точки.

На підставі основного рівняння дина
міки матеріальної точки ( 11 .2 ) та принципа 
суперпозиції можна записати диференці
альні рівняння руху точки.

Диференціальні р івняння руху матеріальної 
т очки у  вект орн ій  формі

d ' f  V  F'" —τ  = Σ Γί
ι=|d r

t. r ,
d r
dt

( 11.4 )

d r
де r  = r ( t )  — радіус-вектор точки; —  —її

dt

швидкість;
d 2r  

d t2
її прискорення; ^  Ft —

i=!
рівнодіина системи сил, прикладених до 
точки.

Диференціальні р івняння рух у матеріальної 
т очки в координат ній формі



d 2x Λ  
"l —2 = L Fix d t /=i

dx d y  dz 
t ,x , y , z ,  — . — ■ — 

d t dt d t

Диференціальні рівняння плоского руху м а
теріальної т очки в  полярних координатах

пі
d - y  $

=  2 А
ί = 1  V

d r

dx d y  dz 
t, x, v, z, — , — . — 

d t d t dt
(11.5)

(r~r<p2 ) = ^ F i r ( t , r ,  φ, Γ , φ ) > 
1=1

η

d t ,·=1

λ _ dx d y  dz
У d t dt d t j

m  d  
r  dt

р ф )  = £ / > ( '·  r, φ, r, ф)^
/=1

(11.7)

де r — довжина радіуса-вектора точки; ф —

де x .y .z  — координати точки в нерухомій полярний кут; Σ ^ ’ Σ ^ ' ψ -  проекції рів- 
д е к а рт ов і й  системі  координат  Oxyz', і і

dx d y  dz 
d t d t d t

нодійної сил на радіальний і трансверсаль-
— проекції швидкості точки; ний напрями.

d 2x d 2y  d 2z

Пряма (перша) основна задача динаміки 
матеріальної точки. За відомим кінематич-

Ί ,  , т — проекції прискорення ним законом руху точки та її масою визна
d r  d t dt~

точки
η η II

; Σ ί . Σ ' ν  Σ ^  -
ι = 1  ι = 1 ι=1

суми проекцій

рівнодійної сил, прикладених до точки, на 
осі системи координат Oxyz.

Диференціальні рівняння руху матеріальної 
т очки в натуральній формі

чити рівнодійну сил, прикладених до точки.
При координатному способі задання руху 

матеріальної точки перша основна задача 
динаміки розв’язується на підставі рівнянь 
(11.5), тобто

звідки

II1S
П

Σ Γη
1=1

?. Λ,

V-  = Σ  F4
P і=\

c h '
d t t

d s

Fx = mx , Fy = m y , F. = m i  

f = ^ f 2 + f 2 + f 2 , ( 11 .8 )

dt ( 11.6 )

де Fx.F y ,F . — проекції рівнодійної; F —
модуль рівнодійної. Напрям вектора рівно
дійної визначається напрямними косинусами

0 = j ? F ih\ t ,s .
ί=1

d s
dt

cos^F,Ox^ = -^ · , c o s =  

cos|F,(9zj

де p — радіус кривини траєкторії; s — дугова

F.
F

При натуральній формі задання руху 
„ „ „ матеріальної точки рівнодійну можна ви-

координата; Σ  ^  Σ Fm · Σ  -  проекції значити, застосовуючи рівняння ( 11 .6 ):
1=1 /=1 і=І

рівнодійної сил на осі і .п .Ь  натуральної си
стеми координат, початок відліку якої зна
ходиться у рухомій точці.

Fx = m s , Fn = пі -

звідки F = ^ r 2 + Fn2 ■

Кут а  між рівнодійною силою F  та 
напрямком нормалі до траєкторії точки ви
значають з виразу

FT ip  vp t g a  = - b  = ^  = - £ .
n ί - v"

Якщо рух матеріальної точки заданий у 
полярній системі координат, то

+ F,φ

сили Fr та /φ визначають з відповідних 
рівнянь у формі (11.7).

Якщо рух матеріальної точки здійснюєть
ся в центральному полі сил, тобто в пло
щині радіуса-вектора r  і початкової швид
кості, то рівнодійну такої системи сил ви
значають з виразу (друга  формула Біне)

7
F =

4m v~

r

іпС 2

Г d 2

сч9-і 1
1+1

' d 2 Г О 1
— + -

d(p~ I ' - J r
(11.9)

де C = 2 v = const:
1

= -  r ' φΊ — секторна 
швидкість.

М е т о д и к а  р о з в ’ я з у в а н н я  п е р 
шо ї  з а д а ч і  д и н а м і к и :

1) вибрати систему відліку;
2 ) зобразити поточне положення точки;
3) визначити за заданим законом руху про

екції прискорення точки на координатні осі;
4) скласти рівняння руху точки відповід

но до вибраної системи відліку;
5) визначити шукані сили з рівнянь руху.
Обернена (друга) основна задача динаміки

матеріальної точки. За заданими силами та 
масою точки визначити її кі нематичні  
рівняння руху. Розв’язання даної задачі по
лягає в інтегруванні відповідних диферен
ціальних рівнянь руху точки з застосуван
ням відомих прийомів теорії звичайних ди
ференціальних рівнянь.

При координат ном у сп о со б і  задання руху 
точки (наприклад, у прямокутній декартовій 
системі відліку) шукані величини є функ
ціями часу і шести сталих інтегрування С,·, 
/= 1, 2 , ..., п:

х = x{t, Q , .... С6 ) , 

y  = y ( t ,C l , . . . ,C 6 ) ,  (11.10)

z = z ( t ,C i , . . . ,C 6 ).
Визначення конкретного закону руху з 

усієї множини можливих законів руху про
водиться з використанням почат кових умов, 
т обт о значень координат  т а проекц ій  ш вид
к о ст ей  у  почат ковий момент часу:

* ( 'о )  = ■*<). >'(io) = 3'o. z(/0 ) = Z0 ,
■t \ ■ ■ ί  \ ■, s ■ (111І)

* ( ro) = ■*<>> 34*0) = Уо. z (ro) = zo-
Розв’язуючи систему рівнянь (розв’язок 

в явній формі не завжди існує)

хо = x ( l0 ' С\, ···, С6 ). 

З’о = у ( 1о· С6 ),

~о = z{t0 ,C {......С6 ),

,Ї0 = а (г0 , С ,......С6 ),

З’О = Я 'о -С ,......С6 ),

-о = - ('о- С і,..., С6 )

( 11 .12 )

ВІДНОСНО C, = C, (tQ, х0 , у 0 , Zo,  Х„, У0 . Zq ) ,

остаточно знайдемо шуканий закон руху

x = ( t ) ,  y  = y ( t ) ,  z = z ( t ) .
При натуральному сп о со б і  шуканий закон 

руху після інтегрування першого рівняння
m s = FT системи (11.6), якщо це можливо, 

має вигляд ί  = s ( t 0 , Ct , С2 ) . Сталі інтегру

вання C, і С2 визначаються з урахуванням

початкових умов ·?(ίο) = ·«ο, vt ( fo ) = % 3 
системи рівнянь



*0 - 5 (*о»Сі*С>),

*о = i ( ,o>Ci7C2). 

Друге рівняння системи (11.6)

дає змогу визначити радіус кривини траєк
торії як  функцію часу.

Розв’язання оберненої задачі динаміки, 
якщо рух описується вект орним  сп особом , 
проводиться аналогічно і вимагає задання 
початкових умов у формі

? ( ' о )  = ?о, r ( t 0 ) = ?0· ( 11Л4>
М е т о д и к а  р о з в ’ я з у в а н н я  

о б е р н е н о ї  з а д а ч і  д и н а м і к и :
1) визначаємо об’єкт дослідження і зоб

ражуємо його в поточному положенні;
2 ) вводимо систему відліку, осі якої зоб

ражуємо на рисунку;
3) визначаємо початкові умови руху точки;
4) зображуємо на рисунку активні сили 

та реакції в’язей (для невільної матеріаль
ної точки);

5) складаємо диференціальні рівняння 
руху точки;

6 ) інтегруємо отримані рівняння руху. 
Використовуючи початкові умови і отрима
ний загальний розв’язок, визначаємо сталі 
інтегрування;

7) записуємо кінематичний закон руху 
матеріальної точки.

11.1.2. Приклади р о зв  ’я зу ва н н я  задач

Приклад 11.1. Матеріальна точка масою
, 1т  рухається за законом x = a t, y  = b - a t  . 

Визначити силу F  , під дією якої відбуваєть
ся рух, якщо ця сила залежить тільки від 
положення точки.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Рух точки здійс
нюється в прямокутній декартовій системі

відліку Оху. Траєкторія руху — парабола, 
рівняння якої після виключення часу t має 
вигляд у  = Ь -а ~ 1х“ (рис. 11. 1).

Враховуючи, що дана задача є першою 
(прямою) задачею динаміки матеріальної 
точки, визначимо проекції сили F  з дифе
ренціальних рівнянь (11.5).

Для проекці й прискорення  маємо

х = 0, у  = -2 а .  Тоді Fx = 0, Fy = -2 am .

Модуль сили F можна записати так:

F = Ĵ f  2 + F 2 = 2am  .

Таким чином, точка рухається під дією 
сталої сили величиною F  = 2am  , яка пара
лельна осі Оу і протилежно напрямлена 
до неї.

Приклад 11.2. Локомотив вагою 200 кН 
рухається в низині з постійною швидкістю 
v = 72 км/год. Визначити тиск локомотива 
на дно низини в найнижчій точці, якщо 
радіус кривини траєкторії у цій точці 500 м. 
Опором знехтувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  За об’єкт досліджен
ня візьмемо локомотив, який вважаємо ма
теріальною точкою. Введемо натуральну 
систему координат, початок відліку якої 
зв’яжемо з локомотивом, вісь τ спрямуємо 
по дотичній до траєкторії вздовж вектора 
швидкості ν , вісь п — по вертикалі вгору 
(рис. 11.2 ).

До локомотива прикладено дві сили: сила 
ваги локомотива Р  і нормальна складова 
реакції грунту R , яка напрямлена вздовж 
головної нормалі (вісь п). Шуканий тиск 
локомотива на грунт, за третім закоііом 
Ньютона, дорівнює невідомій реакції R і 
протилежно напрямлений до неї. Таким 
чином, у даній задачі треба визначити спо
чатку реакцію R , тобто розв’язати першу 
задачу динаміки точки.

За основним законом динаміки матері
альної точки у векторній формі маємо

raw = Р + R , 
де т  — маса локомотива; w — його приско
рення.

Спроектуємо це рівняння на головну 
нормаль. Проекція прискорення локомоти
ва на цей напрям дорівнює нормальній 
складовій прискорення, тому запишемо

-> о
V - Р v 1

т  —  = R -  Р , звідки R = Р  + -------.
Р g  Р
Після підстановки числових значень 

отримаємо R = 216 310 Н. Шуканий тиск 
локомотива на дно низини напрямлений 
протилежно до нормальної складової реакції 
грунту і рівний їй за величиною.

Приклад 11.3. Визначити максимальний 
натяг нерозтяжної невагомої нитки мате
матичного маятника завдовжки І вагою <2 , 
якщо кут відхилення маятника від верти

калі змінюється за законом (p = <Posina>0i, 
причому φ 0 та ω 0 — сталі величини.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дана задача відно
ситься до першої задачі динаміки матері
альної точки.

Покажемо маятник у поточному поло
женні, при якому φ  Ф 0 .  Вводимо натураль
ну систему координат (рис. 11.3), вісь /J якої 
спрямуємо вздовж нитки, вісь τ — перпен

дикулярно до п в бік зростання кута φ  . До 
маятника прикладені сила ваги Q = m g  і 
реакція нитки R . За основним законом ди
наміки матеріальної точки

m w = Q + R ■
Проекції на осі τ та п 

m w T = -Qsincp ,

= R - Q c o s y  ,

2
V

де w T = v та w„ = —  — дотична та нор

мальна складові прискорення маятника. 
Враховуючи, що ν = ψ / ,  маємо

ш/φ = -(9 s in (p , 

ι ι ι ΐφ 2 = R - Q costp ·



З останього рівняння можна знайти

R = Qcoscp + — /ф2 
g

І . 1 
COSCP + — ф"

8
Оскільки проекція сили ваги Q на вісь п 

і кутова швидкість ф максимальні в найниж
чому положенні маятника, реакція нитки в 
цьому положенні також максимальна, тобто 
при cos(p = l .  Розв’язок цього тригономет
ричного рівняння φ  = 2n k .k eZ .  Не обме
жуючи загальність викладення, покладемо 
к = 0 ,  тобто ф = 0. Тоді, з урахуванням умо
ви φ  = φ 0 sin ω0ί ,  маємо sin ω0ί  = 0 , звідки

випливає, що cos aty = ±1 та ф2 = cos2 a y  =

= Φοω ο·
Таким чином, максимальний натяг нит

ки за величиною дорівнює максимальній

реакції R„ Q 1 + /ψ(Γω ο"

Приклад 11.4. М атеріальна точка ру
хається під дією центральної сили по пара
болі, рівняння якої в полярних координа

тах має вигляд /- = - Р де р  — стала
1 + cos φ

величина (рис. 11.4). Визначити закон зміни 
центральної сили.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Скористаємося фор
мулою Біне

т С - ' d 2 Γι'1 1
— + --

ί/φ2 Γ
Рівняння параболи можна подати так:

1 1  + cos φ 
r  р  

Друга похідна по φ має вигляд

d 2 ( І  
2ί/φ

cos φ

Після підстановки отримаємо Fr
тС  

' Р г2
Таким чином, центральна сила Fr , яка 

спричинює рух матеріальної точки, обер
нено пропорційна квадрату відстані від не
рухомого центра і є силою притягування.

Приклад 11.5. Отримавши поштовх, тіло 
ковзає вниз з початковою  ш видкістю  
v0 = 3 м/с вздовж площини, розташованої 
під кутом a  = 30° до горизонту. Визначити 
шлях S , який проходить тіло за 2 с, якщо 
коефіцієнт тертя ковзання тіла по шорсткій 
поверхні / = 0 , 5 .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Введемо систему ко
ординат Оху, початок відліку якої розташує
мо в початковому положенні тіла, вісь Ох 
спрямуємо вздовж поверхні вниз. Вісь Оу, 
яка перпендикулярна до Ох, направимо вго
ру (рис. 11.5).

Нехай пі — маса тіла, яке приймемо за 
матеріальну точку. Враховуючи, що дослі
джуване тіло є невільним, до нього прикла
дена крім активної сили (сили ваги m g  ) 
реакція поверхні, якою на підставі аксіоми 
про звільнення від в’язей заміняємо дію 
шорсткої поверхні на тіло. Ця реакція має 
дві складові: дотичну складову, яка є силою 
тертя ковзання FTр і напрямлена проти-

лежно руху вздовж поверхні вгору, і нор
мальну складову N , перпендикулярну до 
площини (рис. 11.5).

На підставі основного рівняння динамі
ки точки

inw  = m g  + FTр + N
отримаємо після проектування на осі Ох та 
Оу рівняння

nix = m g  sin a  -  Fw  , ( і )

0 = N -  m g  cos a .  (2 )
Розв’язання задачі вимагає інтегруван

ня рівнянь ( 1) та (2 ) і визначення закону 
руху тіла, тобто ця задача відноситься до 
оберненої (другої) задачі динаміки матері
альної точки. Для знаходження сталих інтег
рування треба знати початкові умови руху 
тіла, які в даному випадку запишемо так:

д-( 0 ) = 0  , Λ'(0 ) = v(),

у ( 0 ) = 0  , у ( 0 ) = 0 .
Відомо, що FTр = / N . Тоді, враховую

чи рі вняння ( 2 ),  знайдемо силу тертя 
.Ρη, = f u g c o s a ,  а після скорочення на ш  
з  рівняння ( 1) отримаємо

.v = g  (sin a - / c o s a ) . (3)
Для інтегрування диференціального рів-

/1 \ ' ·· ^няння (3), замінивши х на — , одержимо
dt

dx = g  (sin a  -  /  cos a ) d t .
Після інтегрування маємо 

x = g  (sin a  -  /  cos a)/  + C ,.

Цей вираз є першим інтегралом дифе
ренціального рівняння (3). Сталу інтегру
вання Cj визначають шляхом підстановки 
початкової умови x ( 0 )= v 0 і початкового 
моменту часу t = 0  в перший інтеграл. 
Отримаємо С, = v0, тобто

x = g  (sin a  -  /  cos a ) t  + v0 .
В даному рівнянні теж замінимо х на

dx . . .
—  і знову розділимо змінні: 
d t

dx = g  (sin a -  f  cos a  )td t + v 0d t .
Після інтегрування цього виразу одер

жимо другий інтеграл рівняння (3):

1 1
jC= 2 £ ( s in a -  / c o sa)t~ + v0/ + C2 .

Враховуючи початкові умови за коорди
натою л (0 ) = 0 , визначають сталу інтегру
вання С2 = 0 .

Таким чином, кінематичний закон руху 
тіла має вигляд

1 / . „ ч ·>л = — g ( s in a - / c o s a ) f  + v0/.

Шуканий шлях S , який проходить тіло 
за час t = 2 с ,  визначимо з рівняння

Після підстановки числових даних має
мо S = 7,31 м .

Приклад 11.6. Трамвай перебуває у спо
кої на похилій площині, яка розташована 
під кутом a  = 2° до горизонту. Коефіцієнт 
тертя спокою /О= 0 ,05 . Водій трамвая 
вмикає двигун і поступово збільшує його 
потужність так, що сила тяги,  напрямле
на вздовж похилої площини вгору, щосе-



mg
a

Рис.
кунди змінюється на 2000 Н. Визначити за
кон руху трамваю, якщо його маса 5000 кг, 
а коефіцієнт тертя під час руху /  =0,04 .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єктом досл і
дження даної задачі є трамвай, який вважає
мо матеріальною точкою. Введемо систему 
координат Оху, початок її відліку розташує
мо в початковому положенні  трамвая  
(рис. 11.6, а). В цьому положенні до трам
вая прикладено силу ваги m g  , нормальну 
складову реакції N та силу тертя спокою 
Fjpo, яка при вимкненому двигуні напрям

лена протилежно можливому руху трамвая, 
тобто вгору.

Проекція сили ваги на вісь Ох не пере
вищує максимального значення сили тертя 
спокою Fmax = /0N , тобто виконується умо
ва « ig s in o K  f 0m g c o s a ,  що забезпечує не
рухомість трамвая на похилій площині в 
початковий момент часу. Прикладання до 
трамвая сили тяги Q = b0t , b0 = 2000 Н/с, 
яка напрямлена вверх вздовж похилої пло
щини,  надасть руху тільки тоді, коли вели
чина сили тяги перевищить суму проекції 
сили ваги на вісь Ох та максимальної сили 
тертя спокою (напрямлена протилежно 
можливому руху трамваю), тобто за умови

Q >  Fimax + ,"S  S i n a .

Вра х ову ючи,  що Fmax = f 0in g  co sa  , 
маємо

Q > m g  (sin a  +/о c o s a ) . (1)

б
11.6

Визначимо з останньої умови момент 
часу t = τ початку руху трамвая після вми
кання двигуна. Для цього знак “нерівності” 
замінимо на знак “дорівнює”. Отримаємо

τ = — wg (sin a  +/g cos a ) .  (2 )
bo

Для наведених числових даних τ = 2,08 с.
Подальший рух трамвая можна визначи

ти на підставі основного закону динаміки 
та принципу суперпозиції (рис. 11 .6 , б):

m w  = Q + m g  + Frp. (3)

Після проектування на осі системи ко
ординат Оху (точка О — початкове поло
ження трамвая) отримаємо

тх = Q -  m g  s i n a - F ^  , (4)

0 = Ν -  m g  cos a ,

де сила тертя ковзання FTp = /7V = fm g  co sa  .

Силу тяги можна подати так: Q = b0 (t' + T),

де /' = / -  τ . Тоді перше рівняння системи (4), 
враховуючи співвідношення (3), можна за
писати так:

тх = Ь0Ґ  + ( / 0 -  f ) m g  cos a . (5)

З урахуванням початкових умов 
х{і'0 ) = 0 , i'(/q ) = 0  після подвійного інтегру
вання виразу (5) за часом t ' отримаємо

( ί Τ
x( 0  = ^ ( f7  + ( / ° - / ) 5cosa 2

Для часу / останній вираз перепишемо так:

* ( 0  = т Ч ' ~ т )3 + (/ o - / ) s c o s a  ^  ^  . 6т 2
Після підстановки числових даних закон 

руху трамвая набирає вигляду

х (/) = 0,067 (/ -2 ,0 8  )3 + 0,049 (/ -  2,08 )2 ,

де х — в метрах, і — в секундах.
Приклад 11.7. Літак летить горизонталь

но. Опір повітря пропорційний квадрату 
швидкості: R = μ\~. Сила тяги постійна і 
складає кут а  з напрямком польоту. Ви
значити кінематичний закон руху та най
більшу швидкість літака.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  У даній задачі треба 
визначити кінематичні характеристики руху 
літака, який приймаємо за матеріальну точ
ку, тобто треба розв’язати другу (обернену) 
задачу динаміки.

Введемо прямокутну систему координат 
Оху, початок відліку якої збігається з по
чатковим положенням літака, вісь Ох го
ризонтальна. У початковий момент часу 
(при г = 0 ) Хо = 0 , х0 = 0 (рис. 11.7).

Нехай т — маса літака. Під час руху до 
літака прикладено силу ваги m g , силу тяги

F j , підйомну силу Fn та силу опору R 
(рис. 11.7).

На підставі основного закону динаміки 
та принципу суперпозиції запишемо

m w  = Fr + Fn + m g + R. (1)
Для проекцій на осі координат маємо

тх = Ft co sa  -μ χ “ ,

0 = FT sin a  + Fn -  m g. (2)

З другого рівняння системи (2) можна 
знайти підйомну силу.

Для визначення закону руху літака пер
ше рівняння запишемо у формі

dx г. . 2m ■— = FT cos a  — μχ , 
dt

а потім так:

dx

FT c o s a -μ χ '
= - d t .  

I l l
(3)

Введемо позначення μ = k " , FT co sa  = q~ 
і останній вираз перепишемо:

dx 1 ,
...V  " = dt .
q - -k ~ x - "i

Після інтегрування маємо

1 . q + kx 1
-----In------- г = — t  + С | .
2kq q  -  kx m

(4)

Для визначення сталої інтегрування С, 
підставимо початкові умови (/ = 0  , х0 = 0 ) 
в інтеграл (4). Отримаємо С,= 0. Скорис
тавшись основною логарифмічною тотож
ністю, запишемо

q + кх 
q -k x

■ exp
2 kq

Розв’яжемо останній вираз відносно і :  

( , » - , )

( е2*' +і )  ’
X = (11.27)



kq
де χ  = — . Чисельник і знаменник пра
вої частини формули (5) помножимо на

0,5е~х*:
- ( е * ' - е “х' )

І = 1.2І______ _
к L{cv +c v }

2
і виразимо х через гіперболічні функції:

. q  sh χ/

або
к  ch χ ί

χ  = ν = — ■ th %t. 
к

dx

(6)

(7)

Оскільки X  = -----  ,  ПІСЛЯ розділення ЗМ 1Н-
dt

Q  s h  Ύ ΐ
них з (6 ) отримаємо dx = ---------- d t .

к chx?
Внесемо sh%i під знак диференціала 

<7 <'/(ch%/)
ях = -----------------. Після інтегрування одер-

кх ch /j 
жимо

х = In (ch χ ί ) + Ст . (8 )
h .

П ідстановка початкової умови (f  = 0 ,  
х0 = 0 ) в (6 ) дає змогу знайти сталу інтег
рування: С2 = 0. Отже, закон руху літака

( І— ---------  λ
m,х = —In
μ

J i lF  c o s  α  
ch -------------- 1

Максимальну швидкість літака можна 
визначити з виразу (7). Аналізуючи його для
умов t —> °° ( th χΓ —> 1 ), приходимо до вис
новку, що максимальна швидкість не пере
вищить

FT co sa  ,- =  1  к ]Ιμ
Приклад 11.8. Визначити кінематичний 

закон руху та рівняння траєкторії тіла, ки

нутого з початковою швидкістю ν 0 під ку
том а  до горизонту, якщо сила опору руху 
пропорційна швидкості тіла: R = - μ ι ι ι ν , де 
μ — сталий коефіцієнт, т — маса тіла.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дана задача є дру
гою (оберненою) задачею динаміки.

Введемо систему координат Оху, поча
ток відліку яко ї збігається з початковим 
положенням тіла (рис. 11 .8 ).

У поточному положенні М (рис. 11.8) 
на тіло діють сила ваги m g  та сила опору 
R , напрямлена протилежно до швидкості. 
На підставі основного рівняння динаміки 
точки та закону незалежності д ії сил

mv/ = m g  + R . 
Початкові умови мають вигляд 

х0 = 0  , у0 = 0 ,

(1)

х0 = ν 0 c o s  a , y 0 = ν 0 sin a  .
Проектуємо рівняння (1) на осі коор

динат Оху:

ww ν = -μ/πν ν , /?;w ν = -m g  -μ/>ινν .

Враховуючи, що w ν = x , w ν = ν , ν Λ = χ , 
ν ν = у , отримаємо

χ = - μ χ ,  у  =  - g  -  μν ,
або

χ + μχ = 0 , у + μν = - g  . (2)
Розв’яжемо ці рівняння, використовую

чи теорію звичайних диференці альних 
рівнянь. Перше рівняння системи (2) є зви
чайним лінійним однорідним диференціаль
ним рівнянням другого порядку зі сталими

коефіцієнтами. Його розв’язок шукаємо як  за
гальний розв’язок однорідного рівняння. Від
повідне характеристичне рівняння має вигляд

λ 2 +μλ = 0 . (3)
Визначимо корені характеристичного 

рівняння: λ , = 0 , λ 2 = -μ . Далі запишемо 
загальний розв’язо к диф еренціального 
рівняння у формі

х = С ,е"^ + С 2 . (4)
Для визначення сталих інтегрування С,, 

С2 підставимо відповідні початкові умови 
( t = 0 ,  хо = 0 , х0 = vo cos a ) у вираз (4) та у 
вираз похідної за часом, одержаний з (4). 
Отримаємо

С|+С2 =0, -μ Ο ,= ν 0 ΰθ5α, (5)
звідки

VnС, = -С , = — - c o s a .
μ

Закон руху тіла за координатою х запи
шемо у вигляді

( і - е ^ ' ) оcos a . (6 )

Друге рівняння системи (2) є неоднорід
ним диференціальним рівнянням, його за
гальний розв’язок v(r)  шукаємо як суму за
гального розв’язку у, відповідного однорідно
го рівняння та частинного розв’язку у 2 не
однорідного рівняння, тобто у (г) = >’( + у2 . 
Характеристичне рівняння цього диференці
ального рівняння має вигляд (3). Тоді загаль
ний розв’язок у, однорідного рівняння запи
шемо аналогічно виразу (4)

у, =С3е -“'+ С 4. (7)
Похідна за часом від частинного роз

в’язку у 2 неоднорідного рівняння відповід
но до правої частини цього рівняння має 
бути сталою величиною: у 2 = А, де /l=const. 
Ця величина визначається після підстанов
ки похідної за часом від частинного роз

в’язку у 2 у диференціальне рівняння. Взяв-
Р

ши до уваги, що у 2 = 0 , маємо А = —  , або
8 ^Ут = — . Останній вираз подамо у вигляді
μ

d y2 8
d t μ 

інтегрування отримаємо

Після розділення змінних та

(В)Ут — — t + С .
μ

Таким чином, загальний розв’язок не
однорідного рівняння подається як  сума ви
разів (7) та (8 ):

у, = С3е ^ + С 4 - 8 (9)

де С4 = С4 + С .
Сталі інтегрування визначаються підста

новкою початкових умов (/ = 0 , у 0 = 0 , 
Уо = Vq sin a  ) у вираз (9) та похідну від у . 
Відповідна система алгебраїчних рівнянь 
має вигляд

С3 +С4 =0, μ -С з ^  v0 s i na  + j (Ю)

Звідси

С3
_ / Vn

-С4 = — — s i n a - -
μ μ'

Тоді закон руху тіла за координатою у  
запишемо у вигляді

ν = - т С ?  +μν0 8ίη α ) ( ΐ - ε ~ μ' ) -  — t . ( 11)
μ- V ' μ

Для визначення рі вняння траєкторії 
виключаємо параметр t з рівняннь руху тіла 
(6 ) та ( 11) і отримуємо

v = І  і .  + μγο s in a  χ+  8
μ v0 c o sa  μ2

ln 1- μ
v0 co sa

Приклад 11.9. Електрон масою т  , який 
несе заряд е  негативної електроенергії, вхо
дить в однорідне поле постійної напруже
ності Н зі швидкістю v0 під гострим ку
том φ 0 до ліній напруженості поля. Визна
чити траєкторію руху електрона, якщо на



нього діє сила F  = - f ( v x w ) . Вплив сили 
ваги не враховувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єктом досл і
дження задачі є електрон, який розглядаєть
ся як  вільна матеріальна точка М, що ру
хається під дією сили F. За основним зако
ном динаміки матеріальної точки

т —  = - е ( ї х Й ) . ( 1)
dt '  '

З рівняння ( 1), на підставі властивостей 
векторного добутку, випливає, що приско
рення точки буде перпендикулярним до век
тора швидкості. Враховуючи, що вектори 
швидкості та прискорення точки завжди 
лежать у стичній площині, прискорення 
електрона М дорівнює нормальній скла
довій прискорення.

Введемо натуральну систему координат

(Λ ίτ/ife), початок відліку якої зв’язаний з
рухомим електроном М (рис. 11.9), і спро
ектуємо на її осі рівняння ( 1):

т\ = 0 ,
2

'»  V =Fn , (2 )
Р

h = 0;

причому в даному випадку Fn = evH  sincp .

Перший інтеграл рівняння v = 0 має 
вигляд v = С і. З урахуванням початкової 
умови /0 = 0  , ν(/0) = ν 0 отримаємо

ν = ν 0 = const.
Домножимо скалярно обидві частини 

рівняння (1) на вектор Н . Враховуючи, що 
змішаний добуток векторів правої частини 
отриманого співвідношення дорівнює ну
леві, —

Н { \ х Й )= \  (Н х Н ) = 0 , 

одержимо

тН  - —  = о. 
dt

За умовою вектор Н сталий, тому мож
на записати

т  —  ( \ Й )  =  0 , 
d t K >

або

т ^ -(\ Н  cos<p) = 0 , 

де vcostp — проекція вектора швидкості на

напрям вектора Н. На підставі даного рівнян

ня вона є сталою: \н  = vcoscp = v0 coscp =

= const і, відповідно, кут φ  = |/ί,ν| = φ 0 = 

= const ■
З другого рівняння системи (2 ) маємо

<?Wsin(p(l
Останній вираз означає, що рух елект

рона здійснюється по лінії постійного ра
діуса кривини р . Враховуючи, що стична 
площина траєкторії електрона утворює ста
лий кут з напрямком ліній напруженості 
поля, доходимо висновку, що траєкторія 
електрона — це гвинтова лінія на кругово
му циліндрі, твірна якого паралельна лініям 
напруженості поля.

11.1.3. Задачі для сам ост ійного розв 'я зування

11.1. Точка масою т  рухається за зако
ном .v = a e ' J  , у  = a e  'J , де а  та λ  — сталі 
величини. Визначити силу, яка прикладена 
до точки.

В і д п о в і д ь :  точка рухається під дією 
центральної сили F = іпХ~г, де r  — радіус -

вектор точки; напрямні косинуси: cos

V
! ( Ч -

X
= — , COS І

r  v / r
11.2. Кулька масою т  = 0,1 кг рухається 

у горизонтальній площині по колу радіуса 
0,5 м за законом ί  = 2і~ м. Визначити силу, 
яка надає цього руху, у момент часу 0,5 с.

В і д п о в і д ь :  сила 0 ,8 9 Н , кут між на
прямком сили та головною нормаллю кола 
дорівнює 45°.

11.3. Визначити траєкторію точки, якщо 
рівнодійна системи сил, прикладених до 
точки, та вектор початкової швидкості ле
жать на одній прямій.

В і д п о в і д ь :  пряма, яка збігається з 
лінією дії рівнодійної.

11.4. Рівнодійна системи сил, прикладе
них до матеріальної точки, та вектор її по
чаткової швидкості лежать в одній площині 
і не збігаються за напрямком. Визначити 
розташування траєкторії цієї точки.

В і д п о в і д ь :  траєкторія точки лежить 
у площині, яка містить вектори рівнодій
ної сил та початкової швидкості.

11 .5 .  Ма тер і а льна  точка  масою т 
здійснює прямолінійний рух вздовж осі Ох 
під дією сили F = b sin k t. Знайти закон руху 
точки, якщо вона в початковий момент часу 
була нерухома і перебувала в початку відліку.

В і д п о в і д ь :  х :
_Ь_
пік

1 · , t — sin κι
k

11.6. Матеріальна точка масою т почи
нає рухатись в площині Оху з початку відліку
з початковою швидкістю v = {2;4} . До точ

ки прикладена сила F  = {-5/н;-10от}. Знай
ти закон руху та рівняння траєкторії точки.

В і д п о в і д ь :  закон руху точки
.v = - 2 ,5 г  +2/,  у = -5/" + At; траєкторія — 
пряма у = 2 . ї .

11.7. Важке кільце починає ковзати зі ста
ну спокою вздовж шорсткого прямолінійно
го стрижня, який утворює кут 60° з горизон
том, від його верхнього кіпця. Стрижень має 
довжину 1,5 м. Знайти час, за який кільце до
сягне нижнього кінця стрижня, якщо ко
ефіцієнт тертя ковзання дорівнює 0,5.

В і д п о в і д ь :  0,705 с.
11.8. Тепловоз вагою 200 кН перебуває 

в спокої на горизонтальній ділянці шляху. 
Машиніст умикає двигун і збільшує його 
потужність так, що сила тяги змінюється 
на 3000 Н щосекунди. Визначити закон руху 
тепловоза, якщо опір руху сталий і складає 
0,03 ваги тепловоза.

В і д п о в і д ь :  рух тепловоза починаєть
ся у момент часу t = 2 с; л- = 0,0245 (/ - 2 ) '  
(5 - у  метрах).

11.9. Моторний човен масою т починає 
рух зі стану спокою і долає силу опору, яка 
визначається за законом R = μη ιν  . Тут μ — 
стала величина, ν — швидкість. Визначити 
закон руху моторного човна, вважаючи, що 
сила тяги гвинта стала і дорівнює Q.

В і д п о в і д ь :  .ν = - —  --(μ/ - 1  + е μί 
ηιμ~ ) -

11 . 10 . З повітряної кулі, яка піднімаєть
ся вгору зі швидкістю 1 м/с, на висоті 15 м 
скидають баласт. Визначити час руху та 
швидкість баласту при досягнені ним по
верхні Землі, якщо опір повітря пропор
ційний квадрату швидкості і дорівнює 0,1 Н 
при швидкості 1 м/с.

В і д п о в і д ь :  /=2,1 с, ν = 9,65 м/с.
11.11. Точка М масою т  рухається в 

горизонтальній площині Оху під дією сили 
відштовхування від нерухомого центра О, 
яка змінюється за законом F = Х^тг , де



r  — радіус-вектор точки М . У початковий 
момент часу точка М  перебувала у поло
женні М 0(0,Ь) та мала початкову швидкість 
ν 0 , паралельну осі Ох. Визначити траєкто

рію точки М.
В і д п о в і д ь :  траєкторія — гіпербола

а 2 Ь1 ' λ  '
11.12. Матеріальна точка вагою Р  ле

жить на горизонтальному столі і прив’яза
на до нерухомої точки О цього стола нит
кою завдовжки І. Точці надають початкову 
швидкість ν0 , яка перпендикулярна до на
тягнутої нитки, внаслідок чого точка на 
столі описує коло радіусом /. Визначити 
швидкість та силу натягу нитки, якщо ко
ефіцієнт тертя ковзання дорівнює /.

Р 7В і д п о в і д ь :  \ = v0 - f g t ,  T=—(\0 - f g t ) .
g l

11.13. Точка М  масою т  рухається під 
дією сили ваги всередині гладенької трубки 
(рис. 11. 10), яка має форму кола радіуса r  і 
розташована вертикально. Знайти закон 
руху s  — s ( t ) точки М , якщо вона відхиле
на на малий кут φ 0 і відпущена без почат
кової швидкості. Визначити тиск точки на 
трубку в найнижчому положенні.

В і д п о в і д ь :  s ( t )  = (p0 r s in J —t , тиск 

б  = '»с?(і+Ф о).

11.14. Шківи А та В ківшевого елевато
ра флюсоподавального пристрою (рис. 11.11) 
для зварювального виробництва приводять
ся в рух пасовою передачею від мотора С. 
Він за хвилину робить п обертів.

Визначити, на якій відстані по горизон
талі від точки О впаде камінь, що вилітає з 
верхнього ковша на шківі А елеватора, 
якщо відстань <90, =/, шківи А і В мають 
радіус г, а передавальне число від С до В 
дорівнює к .

В і д п о в і д ь :  х =
ппгк 2(1+ г)

§ 1 1  .2 .  К О Л И В А Н Н Я  
М А Т Е Р І А Л Ь Н О Ї  Т О Ч К И

11.2.1. К орот кі т еор ет ичн і в ідом ост і

Важливою для дослідження формою руху 
матеріальної точки є коливальний рух. 
Розрізняють коливання матеріальної точ
ки вільні, згасаючі та змушені.

Вільними, або власними коливаннями точ
ки називаю ться ї ї  коливання під ді єю 
відновлюваної сили, зумовлені початковим 
відхиленням точки від положення рівнова
ги або наданням їй початкової швидкості.

Відновлювана сила  — це сила, яка повертає 
точку в положення рівноваги.

Диференціальне рівняння вільних пря
молінійних коливань матеріальної точки, 
яке можна отримати на підставі основного 
закону динаміки, має вигляд

тх + сх — 0 , (11.15)
де т — маса точки; с  — коефіцієнт жорст
кості пружини або коефіцієнт пропорцій
ності відновлюваної сили; х — координата 
точки; х — друга похідна за часом від ко
ординати. Існування нетривіального роз
в’язку цього рівняння можливе тоді, коли 
хоча б одна з початкових умов

x(t(]) = х(), x(t0) = x0 (11.16)
буде ненульовою.

Після ді лення усіх члені в рі вняння 
(11.15) на т  отримаємо

χ  + ω 5_ν = 0 .

Тут позначено о>5 =-

ω ο =

(11.17)

(11.18)

називається коловою  част от ою  коливань. Ця 
частота дорівнює кількості коливань точки 
за інтервал часу 2п  секунди. Кількість ко
ливань за одну секунду називається ча ст о 

т ою  коливань , визначається так: ν  -
ω,Ό
2 π

Загальний розв’язок лінійного диферен
ціального однорідного рівняння (11.17) дру
гого порядку зі сталими коефіцієнтами має 
вигляд

а = C, coso)0? + С2 sin(o0r (11.19) 
або після перетворень

.v = Asin(ct)0? + α ) . ( 11.20 )
Сталі інтегрування С,, С2, А, а  пов’я 

зані співвідношенями
С,

А — <jc{ + С2 , tg а  —

де А — амплітуда  коливань, визначається 
найбільшим відхиленням точки від поло
ження рівноваги (або центра коливань); а  — 
почат кова ф аза  коливань.

З урахуванням початкових умов (11.16) 
маємо

C  -  X С  -  С і  -  А0 , С і  -
ω 0

А =
/ . \2

(*о) 2 +
л 0 , а

Х рЮ р

Проміжок часу між двома послідовни
ми проходженями точкою  положення 
рівноваги (центра коливань) в одному й 
тому ж напрямку називається періодом  к о 
ливань, який можна визначити на підставі 
виразу ( 11.20):

Т =
2п  
со0

(11.21)

Період і, відповідно, частота коливань, 
які описуються диференціальним рівнянням 
(11.17), не залежать від початкових умов. 
Ця властивість називається ізохронністю  ко
ливань.

Диференціальне рівняння вільних пря
молінійних коливань точки з урахуванням 
сили опору, яка пропорційна першому сте
пеню швидкості, має вигляд

пік + βχ + ех = 0  . ( 11.22 )
Коефіцієнт β дорівнює коефіцієнту про

порційності сили опору: R = βν = βχ , де ν — 
швидкість точки.

Після ділення рі вняння (11.22) на т 
дістанемо

х + 2 Ііх + Ш5х = 0 , (11.23)

Сі

де /і=—  — коеф іц ієнт згасання або 
2т

відносний коефіцієнт демпфірування коли-
1 С

вань; (05 = — .



Загальний розв’язок диференціального 
рівняння (11.23) в залежності від співвідно
шення між параметрами h та ω0 може мати 
три форми. У випадку великого опору h > ω 0 
(корені відповідного характеристичного рів
няння дійсні ) цей розв’язок має вигляд

х = е“'" ( с |е /" +С2еГр'У  (11.24) 

який подається через гіперболічні функції: 

x = e~h' (f ijd i p t  + S 2shp t )
або

= Де !,s h (p f+ α ) ,

' 2 ,ν 2-ω 0де ρ  — J h 2
Рух, який відповідає розв’язку (11.24), 

носить неколивальний характер і тому на
зивається аперіодичним .

Сталі інтегрування С,, С2 розв’язку
(11.24) визначаються на підставі початкових 
умов (11.16):

Ао ( p - h ) - . ос  _ x0 ( p  + h)  + k0 с  

1 2 р  ’ 2 2 р  
Якщо /ι=ω0 (випадок кратних коренів 

характеристичного р івняння), загальний 
розв’язок рівняння (11.23) записується у 
формі

х = е ч " ( q + c 2t ) ,  (11.25)

а сталі інтегрування визначаються з виразів 

С| = Xq , С2 = х0 + Ігх0 .
Загальний розв’язок диференціального 

рівняння (11.23) при Іг < ω 0 , тобто у випад
ку малого опору, набирає вигляду

х = e~h ,(Ci COSO,/ + C2sin ω ,ί) (11.26)
або

де
д = Де ^ s in ^ f  + a )

ω, = ^ ω Ι~ Ι ι2

(11.27)

(11.28)

У цьому випадку сталі інтегрування для 
заданих початкових умов (11.16) визначають
ся з виразів

Сі ~ хо > С2 —_ і 0 + х(^1

або і

А = .
1 /  \

1 2  j .
X q + X q I i

f 0 + ,  2
с о п  - п

\  и  /

xq\[(1>oа  = arctg
X q + Xq I i

Рух, що відповідає розв’язку (11.27), є 
коливальним з амплітудою, яка зменшується
з часом, тобто відбуваються зга саю ч і коли
вання. Період цих коливань

Т = :'к
2π 2 π
ω і ω l - h -

(11.29)

ІЩВідповідно величина (0 [ = уо  
коловою  част от ою  зга саю чих  коливань.

Числова послідовність, яка складається
з амплітудних (максимальних) значень Aq, 
Аі , А2,... відхилення точки в одну й ту ж сто
рону від центра коливань у випадку згасаю
чих коливань, є геометричною прогресією 
(рис. 11.12). Знаменник цієї геометричної 
професії η = е~/,7к називається декрем ент ом  
зга сання  або фактором зга сання . Модуль на
турального логарифма цієї величини

1 4  = « ;
є логарифмічним декрементом згасаючих коли
вань.

Змушеними коливаннями називаються ко
ливання точки, якщо на неї, крім віднов
люваної сили, діє збурювальна сила, яка 
змінюється з часом за гармонічним зако
ном. У найпростішому випадку збурюваль
на сила

Q =  H q  sin (шг + σ ) ,

де Н0 — максимальне значення збурюваль
ної сили; ω  — колова частота збурювальної 
сили; σ  — початкова фаза.

Диференціальне рівняння змушених пря
молінійних коливань точки, без урахуван
ня сил опору, записується у вигляді

тх + сх  = Н0 sin (αν + σ ) , 
а після ділення на т

х + а),] д- : H sin (ω/ + σ ) ,  (11.30)

де (05 = -  : Η =
Η η

m m
Загальний розв’язок неоднорідного ди

ференціального рівняння (11.30) подається 
у вигляді суми загального розв’язку х{ відпо
відного однорідного диференціального 
рівняння та частинного розв’язку д-> неод
норідного рівняння, тобто

х = Х|+ х2. (11.31)
Загальний розв’язок однорідного дифе

ренціального рівняння

.η = С| cos(00/ + С2 sin(o0/ . (11.32)
При визначенні частинного розв’язку д2 

можливі три випадки: (о0 * ( о ;  (0q =( 0 ; 
ω 0 = ω .

У першому випадку, коли частота вільних 
коливань не дорівнює частоті збурювальної

сили ( (00 Φ ω ), частинний розв’язок шукає
мо у вигляді

х2 = A* sin (αν + σ ) ,

де
Η

(11.33)

(11.34)
со5 -o r

Величина А* називається амплітудою 
змушених коливань.

Загальний розв’язок у даному випадку

x = С| cosω0/ + С2 sin ω0/ + 

+А* sin (αν + σ ). (11.35)

Сталі q  та С2 визначаються із загального 
розв’язку (11.31) з урахуванням початкових 
умов (*о=0 ) ,  x (t0 ) = x0 , і(/ 0 ) = і 0 :

Н
-s in a ,

a>5 -  ω

С , =-
(0, χο·

Ηω
-cos σ

(05 -  o r

У другому випадку, коли частота вільних 
коливань близька за значенням до частоти 
збурювальної сили (ω 0 = ω ), можна покла
сти ω/ω0 = 1 , ω 0 +ω = 2ω і ( Од - о г ^ О.  
Тоді при нульових початкових умовах 
[x( r0 ) = 0 ,  i ( f 0 ) = 0 ]  вираз (11.35) запи
сується так:

д = Д (г)со5 (ш? + о ) ,  (11.36)
де

Д(г) =
2 Н

щ -
-sin

or
ω--ω .

Рух, що відповідає виразу (11.36), є ко
ливальним, частота якого дорівнює частоті 
збурювальної сили, а амплітуда повільно 
змінюється з частотою, що дорівнює поло
вині різниці частоти збурювальної сили та 
частоти вільних коливань (рис. 11.13). Це 
явище називається биттям.



У третьом у ви п ад ку , коли частота 
вільних коливань дорівнює частоті збурю
вальної сили (ω 0 =ω ) ,  якісно змінюється 
характер коливань — виникає р езон ан с. За 
таких умов загальний розв’язок диференці
ального рівняння (11.30) подається у ви
гляді суми загального розв’язку (11.32) відпо
відного однорідного диф еренціального 
рівняння та частинного розв’язку х2 не
однорідного рівняння, який записується у 
формі

х2 = гА* cos (ω ί + σ ) , (11.37)

де

Н_
2 ω

Η
2 ω 0

Загальний розвязок диференціального 
рівняння (11.30) у випадку резонансу має 
вигляд

х = C, cos ω ί + С2 sin ω ί -
Н_
2ω

ico s(o )i+ σ ) , (11.38)

причому сталі інтегрування, які визнача
ються з початкових умов, дорівнюють

С, — Χη , С~> —ω
Η

Л*П -------COS о
и 2ω

Розв’язок (11.38) можна записати так:

х = Xq c o s  ω ί  +
1

ω
Χη + -

2ω
-cos σ sinov -

Η .
------ isin

2ω
ω ί + σ  —

ν
(11.39)

Останній доданок виразу (11.39) відпові
дає змушеним коливанням у випадку резо
нансу. Частота ω  та період Т цих коливань
дорівнюють відповідно частоті ω 0 і періоду

Т = —  вільних коливань. Фаза змушених 
ω ο

коливань при резонансі ш  + σ - η / 2 відстає 
від фази збурювальної сили ω ί + σ  на вели
чину п і  2 . Амплітуда змушених коливань у

Н
випадку резонансу А = ------ 1 зростає про-

2ω
порційно часу (рис. 11.14).

Диференціальне рі вняння змушених 
прямолінійних коливань точки з урахуван
ням сили опору, яка пропорційна першому 
степеню швидкості, має вигляд

шх + βχ + сх  = /Yq sin(o)i + σ ) .
Після ділення цього рівняння на m за

пишемо
х + 21іх + щ х  = H sin((Of+ σ ) ,  (11.40)

/ β 2 c  ri Н0де її = — , ω„ = — , Н = —-  .
2m m т

Загальний розв’язок неоднорідного ди
ференціального рівняння (11.40) подається 
у вигляді суми

χ = χ, + ач , (11.41)
де Xj — загальний розв’язок відповідного 
однорідного диференціального рівняння 
(11.23); х2 — частинний розв’язок неоднорід
ного рівняння. Загальний розв’язок х, од
норідного диференціального рівняння, як 
вже зазначалося, може записуватись у одній 
з форм (11.24), (11.25) або (11.26) в залеж
ності від співвідношення між параметрами
h та ω 0 . Частинний розв’язок неоднорід
ного рівняння (11.40) можна шукати у формі 

:2 = By cos (ω ί + σ ) + Β2 sin (ω ί + σ ) (11.42)

x2 = Bsin(cof+ σ  + γ ) . (11.43)

Тут 5|, B2, Β, Y — сталі, що пов’язані 
між собою співвідношеннями

УІВу- + В\

X-
або

В tgY =
б,
В,

і визначаються підстановкою частинного 
розв’язку (11.42) у диференціальне рівнян
ня (11.40):

НВ =
Ό

tgY =

’ . і  А . і ’ ω ) + 4 Л or
21т

0 5  -  ω 2

(11.44)

(11.45)

Таким чином, загальний розв’язок не
однорідного диференціального рівняння 
(11.40) має вигляд

Н . , λ
X = Xl + —f =  ■■■■■■:_■.. Sin ( Of + O + Y) ,

sj(o% - ω 2 )2 +4/Г0Г (Π46)

де χ, набуває одної з форм (11.24), (11.25) 
або (11.26). Для визначення сталих інтегру
вання С, і С2 треба підставити початкову 
умову за координатою [ ί0 = 0  , χ ( ί0 ) = х0 ] у

вираз (11.46) та початкову умову за швидкі
стю [ f о = 0  , х(?о) = хОІ у співвідношення, 
що є похідною за часом від виразу (11.46), і 
далі розв’язати систему двох алгебраїчних 
рівнянь відносно невідомих Су і С2.

Складові руху у виразі (11.46), як і відпо
відають розв’язку Ху, з часом згасають і че
рез достатньо довгий інтервал часу залиша
ються тільки змушені коливання, що ви
значаються розв’язком х2.

Залежність амплітуди змушених коливань В 
від частоти збурювальної сили ω ,  яка ви
значається формулою (11.44), називається 
ам пл іт удно -ча ст от ною  х аракт ери ст икою .

Введемо величину В0 = —  , яка визначає
0)5

статичне відхилення (деформацію) при дії 
сили сталої величини. Відношення амплі
туди змушених коливань на частоті ω  до 
статичного відхилення BQ під дією сталої 
сили називається коеф іцієнтом динамічност і:

В 1
μ =

Ви

ω її
де ;  = —  ; ν  = — 

о)0 ω,

- п
+ 4v 'c"

о
Залежність зсуву фази змушеї шх коливань Y 

від частоти збурювальної сили ω , яка визна
чається формулою (11.45), називається фа
зово-ча ст от ною  характеристикою .

Графік залежності коефіцієнта динаміч
ності μ та фази змушених коливань γ від 
частоти збурювальної сили для різних зна
чень величини ν  наведено відповідно на 
рис. 11.15 та 11.16.

Послідовність розв’язання задач на до
слідження коливального руху точки може 
бути такою:

1) виділити об’єкт дослідження — тіло 
або точку;

2 ) ввести координату, яка визначає по
ложення об’єкта дослідження у будь-який



момент часу. Початок відліку обраної ко
ординати бажано вибрати в положенні ста
тичної рівноваги об’єкта дослідження;

3) визначити сили, які прикладаються до 
об’єкта дослідження, і скласти диференці
альне рівняння руху;

4) розглянути умову статичної рівнова
ги досліджуваної точки (або тіла) і при мож
ливості спростити її диференціальне рів
няння руху;

5) при дослідженні вільних коливань без 
урахування сил опору загальний розв’язок 
диференціального рі вняння записати у 
формі (11.19). При дослідженні вільних ко
ливань з урахуванням сил опору поперед
ньо визначити числові значення коефі
цієнтів h та ω 0 і в залежності від співвідно
шення між ними обрати одну з форм за
гального розв’язку (11.24), (11.25) або (11.26);

6 ) у випадку змушених коливань без ура
хування сил опору знайти числові значен
ня величин ω0 та ω  і, в залежності від їх 
співвідношення, обрати частинний розв’я 
зок диференціального рі вняння у формі
(11.33) або (11.37). У випадку змушених ко
ливань з урахуванням сил опору для визна
чення загального розв’язку відповідного 
однорідного рівняння знайти числові зна-

Рис. 11.16
чення величин h та ω 0 . В залежності від 
співвідношення між ними вибрати одну з 
форм розв’язку (11.24), (11.25) або (11.26);

7 ) визначити початкові умови і знайти 
сталі інтегрування шляхом підстановки по
чаткових умов у загальний розв’язок усього 
рівняння та у вираз, який є похідною за ча
сом від загального розв’язку.

Треба зазначити, що колова частота та 
період вільних коливань матеріальної точ
ки визначаються безпосередньо з відповід
ного диференціального рівняння за форму
лами (11.18), (11.21) або (11.28), (11.29).

11.2.2. Приклади р о з в ’я зу ван н я  задач

Приклад 11.10. На гладкій горизонтальній 
площині розташоване тіло М  вагою Р = 
= 9,81 Н, яке утримується за допомогою го
ризонтальної пружини (рис. 11.17, а). Подов
ження пружини на 1 см спричинюється 
силою 1,96 Н. У початковий момент часу пру
жина була стиснута на 5 см і тілу було нада
но швидкість 2 м/с, напрямлену в правий бік. 
Визначити закон руху тіла відносно поло
ження, в якому пружина недеформована.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єктом досл і
дження даної задачі є тіло М, яке можна 
вважати матеріальною точкою, оскільки 
тіло здійснює прямолінійний поступальний 
рух.
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Введемо координатну вісь Ох, початок 
відліку якої збігається з правим кінцем не
деформованої пружини і яка напрямлена в 
правий бік (рис. 11.17,6).

ш т

k N
r

I A V W $

б
Рис. 11.17

щ
mg

Визначаємо початкові умови руху тіла, 
які потрібні для розв’язання задачі ( t 0 = 0  ):

Л(?о) = -*о = -0 ,0 5  м, д:(г0) = ло=2 м/с.(1)
Зображуємо тіло в поточному положенні 

на додатних значеннях осі Ох і вважаємо, 
що воно рухається в правий бік. Визначимо 
прикладені до тіла сили. Тіло перебуває під 
дією сили ваги Р = m g  , нормальної скла
дової реакції N горизонтальної площини 
та сили пружності Fnp. Оскільки пружина 
розтягнена, сила пружності у даному поло
женні  тіла напрямлена протилежно до до
датного напрямку осі Ох (рис. 11.17, б).

За основним законом динаміки можна 
записати рівняння

п т  = m g + N + Fnp.
Спроектуємо це рівняння на вісь Ох:

тх = -/7пр ■ (2 )
Згідно з законом Гука пружна сила про

порційна деформації (подовженню) пружи
ни Δ/, яка вданій задачі збігається з поточ
ною координатою тіла:

Підставимо ^пр у (2) і запишемо рівняння 
тх + сх  = 0 .

Після ділення на масу т  отримаємо 
рівняння, яке є диференціальним рівнян
ням вільних коливань (11.17):

л: + 0)5х = 0 . (3)
Колова частота власних коливань ω 0 

визначається з виразу

(00 = ££
І m  V Р ' 

Характеристичне рівняння, яке відпові
дає диференціальному рівнянню (3), запи
сується у вигляді

λ 2 +Шо = 0 .
Корені цього рівняння уявні: λ , 2 = ±/ω0 . 

Відповідно, загальний розв’язок диферен
ціального рівняння (3) можна записати у 
формі

.r = C1V ' t“°, +C2V “0', 
або після перетворень

л = С| cosCL>0i + C2 sinco0r. (4) 
Для визначення сталих інтегрування С, 

і С2 візьмемо похідну за часом від виразу (4):

х = -ш 0С| sinap i + о 0С2 cosco0i .  (5) 
Підставимо початкову умову за коор

динатою І / = /0 = 0 , х (г0 ) = х0 ] у (4), а по
чаткову умову за швидкістю [ г=/0 = 0 , 
x(r0) = х0 1 у (5). Отримаємо

х0 =С|, і 0 =а>0С2,
звідки

с, = xq. Сі = ——.
ω 0

Для визначення коефіцієнта жорсткості пру
жини врахуємо, що пружина розтягується на 
1 см сталою силою 1,96 Н. Тоді, на підставі за-

г  F  1-96 1П, „ .кону Гука, отримаємос = — =----- = 196 Н/м.
ΔІ 0 .01

Враховуючи числові дані задачі, знайдемо 
значення колової частоти та сталих інтегру
вання:
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l e g  196-9,81 , .  .Щ = J —  = J ------------= 14 рад/с,
\ P V 9 ’81

C| = —0,05 μ , C2 = 0,14 м/с.
Закон руху тіла M має вигляд 

x = —0,05cosl4/ + 0,14sinl4/, м.
Цей вираз можна записати у формі (11.20), 

обчислюючи амплітуду та фазу коливань:

Л = 7 С |2 + С 2 =0,148 м,

а  = arctg Λ°ω° = arctg(-0 ,35) = -0 ,3 4  рад. 
χ0

Остаточно отримаємо
x = 0,148sin(14/-0 ,3 4 ) , м.

т-т · · ^  2π 2π _Період коливань тіла Т = —  = — = 0,448 с.
Ц, 14

Приклад 11.11. Пристрій для гасіння 
коливального руху, який називається амор
тизатором, складається з циліндра /, порш
ня 2 зі штоком та пружини З (рис. 11.18, а). 
Маса поршня 2 зі штоком та тіла, що амор
тизується, m = 3 кг. Коефіцієнт жорсткості 
пружини с  = 675 Н/м. При русі поршня на 
нього діє сила опору, яка виникає за раху
нок стискання повітря і його поступового 
перетікання з однієї частини циліндра в

a б

іншу. Сила опору пропорційна першому 
степеню швидкості поршня: Λ = β ν ,  де

Ц = 4 8 І І ^ .  
м

Визначити закон руху поршня, якщо в по
чатковий момент часу він був зміщений вниз 
на 5 см від положення рівноваги і йому була 
надана швидкість 0 ,2  м/с в тому самому на
прямку.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Почнемо з дослі
дження руху поршня зі штоком. З цією 
метою схему пристрою, зображену на 
рис. 11.18, а, зведемо до еквівалентної спро
щеної схеми, яка складається з вертикаль
ної пружини та тіла М, що можна вважати 
матеріальною точкою (рис. 11.18, б).

Введемо вісь координат Ох, напрямле
ну вертикально вниз. Початок відліку О цієї 
осі розмістимо в положенні статичної рівно
ваги тіла М, тобто в положенні, при якому 
сила ваги нерухомого тіла зрівноважується 
силою пружності.

Зобразимо тіло М  на додатних значен
нях координатної осі і вважатимемо, що 
воно у даний момент часу рухається вниз.

Визначимо сили,  які  прикладаються до 
тіла М. До тіла М прикладені сила ваги 
m g , сила пружності Fnp та сила опору R

(рис. 11.18, б ) . Оскільки пружина для зоб
раженого положення тіла М  розтягнена, 
сила пружності напрямлена вгору. Сила 
опору напрямлена протилежно до напрям
ку руху тіла.

Величина сили пружності за законом Гука 
пропорційна деформації пружини Δ/, тоб
то Fnp = с  - АІ . Дефомацію, або подовжен
ня, пружини визначаємо як різницю між 
поточною довжиною пружини / і довжиною 
пружини в ненапруженому стані /0, тобто 
Δ/ = / - / 0 (рис. 11.18, в). Поточна довжина 
пружини /, як випливає з рисунка, складаєть
ся з довжини ненавантаженої пружини /0, 
статичної деформації Δ/ст до положення 
статичної рівноваги від д ії сили ваги тіла М 
та деформації, яка спричинюється пере
міщенням тіла М  від точки О і дорівнює 
його поточній координаті х. Отже, маємо

/ = /q + ΔΑ,! + X  .
Тоді подовження пружини 

Δ/ =/ — /() = А/ст + х , 
а величина сили пружності

Fnp — c(AIcl + x ) . ( ι )
На підставі основного закону динаміки 

запишемо
mw= m g + Fnp + R .

Після проектування на вісь Ох отримаємо 

nix=ing -  Fn p - R  . (2)
Підставимо у (2) Fnp з виразу (1) для сили 

пружності, і силу опору запишемо через ко
ординату ( ν = .і ):

mx=mg -  с(АІс1 + х ) -  β ί . (3)
Рівняння (3) можна спростити, викори

ставши умову статичної рівноваги тіла М на 
пружині. У цьому випадку сила ваги тіла М 
зрівноважується силою пружності:

Fnp = '"8 -

де F„cp = сЛ/с1 . Отже, умова рівноваги має 
вигляд

сА І„ = m g .
Звідси можна визначити статичне подов

ження пружини
m g

АІ,ст . (4)с
Скориставшись рі вняннями (3) і (4), 

матимемо
тх + βχ + сх  = 0 .

Після ділення на m отримаємо диферен
ціальне рівняння руху тіла М

x + 2hx + ti)QX = 0 ,  (5)
ι β і  с  де h = — ; («5 = - .

2m m
Звичайне однорідне диференціальне 

рівняння (5) зі сталими коефіцієнтами має 
характеристичне рівняння

λ*" + 2/ζλ + (0q = 0  ·
Корені цього рівняння записуються у 

вигляді

λ , 2 = - h  ± Ф>2 ~(і>0 · (6 )
Вигляд загального розв'язку диференці

ального рівняння (5) залежить від співвідно
шення між коефіцієнтами Λ та ω0 . У на
шому випадку

, β 4 8  о ,/і = —-  = —  = 8 рад/с;
2т  2-3

ω° = \ Ι ^ = 1 Ψ =[5 рад/с·
Оскільки /і < ω0 , то підкореневий вираз 

формул (6 ) буде від’ємний і загальний роз
в’язок рівняння (5) запишеться у формі (11.26):

X = e-/"(C| COSO)̂  + C2sin(l)1f) , (7)

де О)] = \]щ  - І г  = 12,69 рад/с.
Для визначення сталих інтегрування С, та 

С2 знайдемо похідну за часом від розв’язку (7):

-litх = - І і е  ' (С| c o sa y  + C-,sina)i/) +

+0),Є"/,Г( -С |  Sin  (1)|/ + C 2COSO)|/). (8 )



Початкові умови руху поршня, віднесені 
до осі Ох, такі:

/0 = 0, x (t0 ) = χ0 = 0,05 м,

x(t0) = і 0 = 0 ,2  м/с.
Підставимо початкову умову за коорди

натою у (7), а початкову умову за швидкі
стю у (8 ). Тоді при t = ί0 =0 матимемо

Л0 = 0,05 = С),

ід  = 0,2 = -/гС[ + ш,С2 , 
звідки С| = 0,05 м, С2 — 0,047 м.

Отже, закон руху поршня амортизатора 
набуває вигляду

х = е~8' (0,05 cos 12,691 + 0 ,047sin 12,69ί) .
Загальний розв’язок (7) можна записати 

у формі (11.27):

л- = Ae_/"sin((0 [f + α ) ,

де А = \ j c 2 + с }  = 0,0688 м; а  = arctg—  =
с 2

= 0,816 рад, тобто

а- = 0,0688e~s'sin( 12,69г + 0,816) м.
З останього виразу випливає, що поршень 

здійснює згасаючі коливання з періодом

т -  —  -' К — —ω.
2 π

0,495 с.

Приклад 11.12. Тіло М  вагою G= 39,24 Н, 
встановлене на невагому балку АВ, здійснює 
вертикальний коливальний рух вздовж осі Ох 
(рис. 11.19, а). Балка утримується двома вер
тикальними пружинами / та 2  з коефіцієнта
ми жорсткості С| = 976 Н/м та с2 = 500 Н/м 
відповідно. Довжина балки АВ дорівнює 2 м. 
Визначити відстань від точки А, на якій тре
ба розташувати тіло М на балці, щоб рух бал
ки АВ разом з тілом М  вздовж осі Ох був 
поступальним. Визначити колову частоту 
вільних коливань тіла М.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  За об’єкт досліджен
ня візьмемо тіло М. Замінимо сукупність 
двох пружин однією еквівалентною. Для 
цього розглянемо положення рівноваги 
тіла М  і балки.

До тіла М  з балкою прикладаються сила
ваги б  та сили пружності F„n] та F„,пр2< ЯКІ 

І
(рис. 11.19, б). Для системи паралельних сил 

^пр2 умова рівноваги має вигляд

£ / ^ = G - F ncpl- F ncp2=0, (1)

' прі

в стані рівноваги позначимо Fncpl і г пр2

G. 'прі,

X  М 0 (F i) = -F nepl · ОА + Fnp2 · ОВ = 0. (2)

Оскільки сила пружності пропорційна 
деформації, то

^прі =ηΔ/ΐ > ^пр2 = с2Δ/2 · (3)
Умова рівноваги для еквівалентної схеми, 

яка зображена на рис. 11.19, в, записується так:

Е ^ = С - ^ = 0 ,  (4)
де /'прт = сА І ; с  — коефіцієнт жорсткості 
еквівалентної пружини.

Порівнюючи співвідношення (1) та (4), 
маємо

^ СрІ = ^ р 1 + ^ р 2
або

сАІ = С[Д/| +с2Д/2 . (5)

Еквівалентність схем 11.19, б  та 11.19, в 
має місце, якщо деформації обох пружин 
однакові: Δ/ = Δ/, = Δ/2. Поділивши вираз
(5) на Δ/, матимемо

с  = с( + с 2 . (6 )
Отже, при паралельному з’єднанні двох 

пружин коефіцієнт жорсткості еквівалент
ної пружини дорівнює сумі коефіцієнтів 
жорсткості даних пружин.

Для визначення положення тіла М на 
балці АВ, при якому балка залишається 
горизонтальною, скористаємось рі внян
ням (2).  У випадку однакових деформацій 
пружин /та 2 після ділення на Δ/ одержимо

- q  ■ О А + с2 · ОВ -  0 .

Звідси 9А  -  або з урахуванням ОА +
ОВ с,

+ О В— АВ, матимемо 0 4 =— =— АВ =0,677 м.
С\ +с2

Колова частота вільних коливань тіла М

Приклад 11.13. На гладкій похилій пло
щині знаходиться в спокої тіло М  масою 
m  = 0,4 кг. Воно прикріплене до верх
нього кінця пружини з коефіцієнтом жорст
кості с  = 39,2 Н/м (рис. 11.20, а). У деякий 
момент часу нижній кінець А пружини по

чинає рухатись вздовж похилої площини за 
законом ξ  = a  sin ω/, а = 4 см, ω =  6 рад/с. 
Знайти рівняння руху тіла М, якщо похила пло
щина складає з горизонталлю кут а  = 30°.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єкт дослідження 
даної задачі — тіло М — можна вважати ма
теріальною точкою, оскільки рух тіла пря
молінійний і поступальний.

Введемо вісь Ох, напрямлену вздовж 
похилої площини вниз. Початок відліку — 
точка О — збігається з положенням статич
ної рівноваги тіла М, яке воно займає при 
нерухомому нижньому кінці пружини.

Зобразимо тіло М  в поточному поло
женні на додатних значеннях координатної 
осі Ох і вважатимемо, що в даному поло
женні воно рухається у бік додатних зна
чень координат. Положення нижнього 
кінця пружини в початковий момент часу 
позначимо на рисунку точкою Л0, а в по
точний момент часу A '.

Визначимо сили, прикладені до тіла М. 
До тіла М прикладені сила ваги m g , нор
мальна складова реакції похилої площини 
N і сила пружності F . Оскільки пружи
на для вказаного положення тіла М стис
кається, сила пружності напрямлена вгору. 
Сила пружності

^ = с - А 1 ,  ( 1)
де ΔΖ — деформація пружини. Оскільки 
пружина стискається, визначимо її дефор
мацію як різницю між довжиною в нена- 
пруженому стані та поточною довжиною: 
Δ/ = /0 -  /.

Позначимо точкою В0 (рис. 11.20, б) по
ложення верхнього кінця ненавантаже- 
ної пружини, тоді ΑϋΒϋ = /0. Довжина від
різка В0О дорівнює статичній деформації, 
яка спричиняється дією сили ваги на тіло М, 
тобто В0О = Д/ст. Відстань ОМ відповідає 
поточній координаті тіла Μ. х = ОМ. За
уважимо також, що відстань AqA' відпові
дає закону руху нижнього кінця пружини:



a
Рис. 11.20

AqA' = ξ . Отже, на підставі рисунка можна 
записати

/0 + ξ  - 1 + х + А /ст.
Звідси

10 - Ι  = χ  + Α Ι „ - ξ .

Тоді вираз для сили пружності перепи
шеться так:

^пр = с-Д /= с(х + Д/ст- ξ ) .  (2 )

На підставі основного закону динаміки 
запишемо динамічне рівняння руху тіла М:

mw=mg  + Fnp + Ν .
Спроектуємо це рівняння на вісь Ох:

mx=mg sin α  -  Fup

і підставимо в нього Fnp 3 виразу (2):

m x -m g  sin α  -  с(х + Д/Ст -  ξ ) . (3)

Спростимо рівняння (3), використавши 
умову статичної рівноваги тіла М  на пру
жині при нерухомій точці А:

m g  sin α  -  cA/CT = 0 . (4)
Звідси можна визначити статичне подов

ження пружини

m g  sin α
AL

Підставимо Al з виразу (5) в рівняння 
(3) і поділимо на масу. Отримаємо

або
х + ω  qx = α>οξ

Ί 2x + U)qX = ω0α sin ο ν , (6)
де α>5 = — . 

ηι
Диференціальне рівняння (6 ) є диферен

ціальним рівнянням змушених коливань, 
оскільки його права частина має періодич
ну функцію часу.

Загальний розв’язок цього неоднорідно
го рівняння зі сталими коефіцієнтами шу
каємо як суму загального розв’язку відпо
відного однорідного рівняння у формі (11.19):

А] = С] costo0f + С2 sino)0f (7)
та частинного розв’язку неоднорідного рівнян
ня, форма якого залежить від співвідношення 
частоти вільних коливань со0 та частоти ω .

(5)

У нашому випадку ω 0 = J — = 9,89 рад/с, тоб- 
V m

то не дорівнює ω  = 6  рад/с. Тоді частинний 
розв’язок шукаємо у формі

х2 = б] cos ον + В2 s in  (Of. (8 )
Оскільки частинний розв’язок має задоволь

няти відповідне диференціальне рівняння, 
підставимо х2 з виразу (8 ) у (6 ) і одержимо

- ω 2/?, cos αν -  ω 2Β2 sin ον + ω$Β{ cos ον +

+(0q Β2 sin (of — оз^д sin (Of. (9)

Зберемо коефіцієнти при COSOV І sin (Of 

у лівій та правій частинах співвідношення (9):

- ω 2β, + ω,]β, = 0 , - o r  Β2 + щ В 2 = Ща ■
З цих рівнянь отримаємо

Я.= 0 , в 2 = - р ^ .
(05 -  ω

Отже, загальний розв’язок рівняння (6 ) 
має вигляд Ί

<*>ηα
х = С| coso)Qi + C2SincOof+—r-^—^sinov. ( 10) 

(05 -or
Для визначення сталих інтегрування С, та 

С2 знайдемо похідну за часом від розв’язку (10):

і  = —cOqCj sin (oQ! + о)0С2 cos ω 0ί +

+ω 5 *°α cos ον. ( 11)
(Oq - ω

Оскільки тіло Μ  в початковий момент 
часу перебувало в положенні статичної 
рівноваги і було нерухоме, маємо нульові 
початкові умови:

f() = 0, X (f(|) = Xq =0,

Щ )  = * о = 0 ·
Підставимо початкові умови у вирази 

( 10) та ( 11):
2

0 = С , , 0 = (00С , + ω , 0" ,  .
(05 -  o r

Звідси С) = 0 , С2 = — · Врахову- 
(05 -  or

ючи числові дані задачі, отримаємо

.ν = —3,83 · 10~~2 sin 9 ,89f + 6,32 Т0~2 s in 6 f, м.
Перший доданок у отриманому розв’яз

ку відповідає коливанням з частотою вільних 
коливань, другий доданок — змушеним коли
ванням тіла М.

11.2.3. Задачі для самост ійного р о з в ’я зування

1 1 .1 5 .  Ди фе р е н ц і а л ь н е  р і в н я н н я  
Зх + 7 5 х = 0  описує горизонтальні коливан
ня матеріальної точки. Визначити період 
коливань точки.

В і д п о в і д ь :  Т=  1,25 с.
11.16. Вантаж прикріплено до пружини 

жорсткістю 160 Н/м. Його період вільних 
вертикальних коливань Τ = π/2 с. Визначи
ти масу вантажу.

В і д п о в і д ь :  10 кг.
11.17. Верхній кінець вертикальної пру

жини, коефіцієнт жорсткості якої 250 Н/м, 
закріплено нерухомо, а до нижнього при
кріплено вантаж вагою 5 Н. Вантаж здійснює 
вертикальні коливання з амплітудою 3 см. Ви
значити швидкість, яку було надано вантажу 
у вертикальному напрямку в початковий мо
мент часу з положення статичної рівноваги.

В і д п о в і д ь :  0 ,6 6  м/с.
11.18. Пристрій для вимірювання ваги тіл 

складається з вертикально закріпленої пру
жини жорсткістю с та прикріпленої до її верх
нього кінця пластини / вагою 0 (рис. 11.21 ). 
Визначити закон руху пластини після зняття 
вантажу 2 вагою Р, якщо до цього моменту 
вантаж з пластиною перебували у стані спокою.

Г  С £
В і д п о в і д ь :  х = —cos І—

с· \ Q



11.19. На пластину / пружинних вагів 
(рис. 11 .2 1 ), які знаходяться у спокої, став
лять тягар 2 масою 4 кг. Визначити закон 
руху тягаря з пластиною, якщо коефіцієнт 
жорсткості пружини дорівнює 800 Н/м, маса 
пластини 1 кг і опір рухові відсутній.

В і д п о в і д ь : х  = -0 ,049co sl2,64г, м.
11.20. Вантажний автомобіль має масу 

20 т. Після завантаження 24 т вугілля авто
мобіль дає усадку 7,5 см. Визначити період 
вертикальних коливань автомобіля в двох 
випадках: без вантажу та з вантажем.

В і д п о в і д ь :  Тх = 0,5 с, Т2 = 0,74 с.
11.21. Тіло масою 2 кг починає ковзати 

вздовж гладкої похилої площини зі стану спо
кою (рис. 11.22). Здолавши шлях 1 м, зустрі
чає пружину, коефіцієнт жорсткості якої 
дорівнює 392 Н/м. Знайти закон подальшого 
руху тіла, вважаючи, що воно від пружини 
не відокремлюється, а кут між похилою пло
щиною та вертикаллю а  = 30°. Початок 
відліку координатної осі взяти в положенні 
статичної рівноваги тіла з пружиною.

В і д п о в і д ь : х=  —0,043 cos 14/ +
+ 0,29 sin 14/, м.

11.22. На середину пружної балки, кінці 
якої закріплено, падає вантаж з висоти 0,1 м. 
Статичний прогин балки під дією вантажу

дорівнює 10“ 3 м. Визначити рівняння руху 
вантажу разом з балкою, вважаючи силу 
пружності балки пропорційною прогину. 
Вісь координат напрямити вниз, початок 
відліку узяти в положенні статичної рівно
ваги балки. Масою балки знехтувати.

В і д п о в і д ь :  х = 1,42 10 "sin(99/-0,07),M.
11.23. Однорідна жорстка балка АВ ва

гою 120 Н завдовжки 2,5 м підвішена за допо
могою двох вертикальних пружин 1 і 2 , коефі
цієнти жорсткості яких відповідно дорівню
ють 240 Н/м та 360 Н/м (рис. 11.23). На якій 
відстані а  від точки А треба покласти на балку 
вантаж вагою 60 Н, щоб балка була горизон
тальною? Визначити період вільних верти
кальних коливань балки з вантажем.

В і д п о в і д ь :  а =  2 м,  Т=  3,44 с.
11.24. Тіло масою 2 кг при

кріплено до нижнього кінця вер
тикальної пружини, коефіцієнт 
жорсткості якої дорівнює 40 Н/м 
(рис. 11.24). Знайти закон руху ті
ла, якщо під час руху виникає сила 
опору R = -4 \  (Н), де ν — швид
кість тіла. У початковий момент 
часу пружина була стиснута на
5 см від положення статичної 
рівноваги.

В і д п о в і д ь :  х = —е ^5· 10 “х 

xcos4,36/ +1,14 -10-2  sin 4 ,36гj , м. Рис. 11.24
11.25. Диференціальне рівняння руху 

матеріальної точки має вигляд тх + 8л + 
+ 4Л=0 .  З’ясувати, при яких значеннях 
маси точки її рух буде коливальним.

В і д п о в і д ь : т > 4 .
11.26. Визначити період та колову час

тоту згасаючих коливань матеріальної точ
ки, якщо диференціальне рівняння її руху 
записується так: 2х + 16 і + 50х = 0 .

В і д п о в і д ь :  Т= 1,68 с, Ш] = 3,74 рад/с.
11.27. Диференціальне рівняння руху 

матеріальної точки має вигляд 4х + 2,8х +

+ 6 8 *  = 0- Визначити декремент згасання 
коливального руху точки.

В і д п о в і д ь :  0,338.
11.28. Амплітуда згасаючих коливань тіла 

масою 3 кг після кожного максимального 
відхилення в один бік від центра коливань 
зменшується у 2 рази. Визначити коефіцієнт 
жорсткості пружини, якщо період згасаю
чих коливань дорівнює 2 с.

В і д п о в і д ь :  с  — 29,96 Н/м.
11.29. Визначити закон руху тіла, підві

шеного на пружині, якщо воно долає опір 
середовища, пропорційний першому степе
ню швидкості. Опір дорівнює 12 Н при 
швидкості 1 м/с. В початковий момент часу 
пружина, коефіцієнт жорсткості якої дорів
нює 24 Н/м, була розтягнена з положення 
рівноваги тіла на 6 см і відпущена без по
чаткової швидкості. Маса тіла 1,5 кг.

В і д п о в і д ь : х  = е_4'(0,06 + 0,24/), м.
11.30. Тіло масою 0,5 кг, підвішене на 

двох послідовно з ’єднаних пружинах з кое
фіцієнтами жорсткості 398 Н/м та 130 Н/м, 
рухається в рідині (рис. 11.25). Сила опору 
рухові тіла пропорційна першому степеню 
швидкості: R = βν , де β = 18 Н-с/м.

Тілу надають поштовх у вертикальному 
напрямку, внаслідок чого воно набуває 
швидкості 2 м/с, напрямленої вниз. Визна
чити закон руху тіла відносно положення 
статичної рівноваги.

В і д п о в і д ь :  .ν = 8,84· 10“ 2 е̂~6'64' -

- е “ 29'31' ) , м .
11.31. Тіло масою 6 кг. прикріплене до 

нижнього кінця вертикальної пружини з 
коефіцієнтом жорсткості 216 Н/м, здійснює 
вертикальні коливання під дією збурюваль
ної сили Q = 18cos4/, Н. Визначити ампліту
ду змушених коливань тіла.

В і д п о в і д ь :  0,15 м.
11.32. Статичне подовження вертикаль

ної пружини, до нижнього кінця якої при
кріплено вантаж, дорівнює 4,9 см. Визна-

Рис. 11.25

У///////Ш
Рис. 11.26

чити коефіцієнт динамічності, якщо до ван
тажу прикладається вертикальна збурюваль
на сила Q = 20cos7/, Н.

В і д п о в і д ь :  1,32.
11.33. Пневматичний рубальний моло

ток складається з пружини /, з’єднаної з порш
нем 2 , що рухається в камері 3 (рис. 11.26). 
У камеру поперемінно подається стиснуте 
повітря. Сила тиску повітря Q на поршень 
змінюється з часом: (2 = 30cosl0ra Н. Ви
значити змушені коливаня поршня, якщо він 
разом з бойком 4 важить 10 Н, а коефіцієнт 
жорсткості пружини дорівнює 3000 Н/м.

В і д п о в і д ь :  jc= 1,5 1(Г2 coslOro, м.
11.34. На вантаж масою 2 кг, підвіше

ний до вертикальної пружини, коефіцієнт 
жорсткості якої 162 Н/м, починає діяти вер
тикальна збурювальна сила Q = 24sin4/, Н. 
Визначити закон руху вантажу, якщо в по
чатковий момент часу він був нерухомий, а 
пружина розтягнена з положення статичної 
рівноваги на 5 см.

В і д п о в і д ь :  x = 510~2 cos9/-



11.35. Матеріальна точка масою 0,5 кг, 
прикріплена до пружини з коефіцієнтом 
жорсткості 200 Н/м, виконує змушені ко
ливання під дією сили Q = 15sin20/, Н, яка 
напрямлена вздовж осі Ох (рис. 11.27). Ви
значити закон руху точки, якщо в початко
вий момент часу пружина була не дефор
мована, а точка перебувала у стані спокою. 
Опором рухові точки знехтувати.

і
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Рис. 11.27

В і д п о в і д ь :  х  = -1 ,8 7 ·IO- 2 sin 20/- 

- 3 ,75 · 10_1 / cos 20/, м.
11.36. Тіло масою 0,2 кг нерухомо ви

сить на вертикальній пружині, коефіцієнт 
жорсткості якої дорівнює 115,2 Н/м. У дея
кий момент часу на тіло починає діяти збу
рювальна сила, яка змінюється за законом 
Q = 15cos22/, Н. Визначити закон та харак
тер коливального руху тіла.

В і д п о в і д ь :  х = 0 .3 sin / sin 23/, м; ко
ливання мають характер биття.

11.37. До куліси В механізму, зображе
ного на рис. 11.28, прикріплено горизон
тальну пружину, кінець яко ї з ’єднано з 
тілом, вага котрого 200 Н. Тіло може ков
зати вздовж гладкої горизонтальної площи
ни. Визначити рівняння змушених коли
вань тіла, якщо коефіцієнт жорсткості пру
жини дорівнює 250 Н/м. Кривошип ОхА має 
довжину 0,1 м і обертається навколо горизон
тальної ОСІ, ЩО проходить через точку О|, 
з кутовою швидкістю 2 рад/с. Початок від
ліку осі Ох взяти в положенні рівноваги тіла 
при φ  = 0 .

В і д п о в і д ь :  х = 1,48-10 1 sin 2/, м.

ш ш ш

Ж /////Ж Ш
Рис. 11.28

11.38. Диференціальне рівняння руху 
м атер іал ьн о ї точки  має ви гляд  
2 х  + 4 4 ,7 2 х  + 4 0 0 0 х  = 6 0 s in  ЗО/. Визначити 
амплітуду змушених коливань точки.

В і д п о в і д ь :  2,33-Ю -2  м.
11.39. До тіла масою 5 кг, закріпленого 

на вертикальній пружині, коефіцієнт жор
сткості яко ї дорівнює 2 кН/м, прикла
дається вертикальна збурювальна сила 
Q = 9 0 s in o > / , Н. При русі тіла виникає сила 
опору R = β ν , яка пропорційна першому 
степеню швидкості ν, причому β — ЗО Н-с/м. 
Визначити колову частоту збурювальної 
сили, при якій амплітуда змушених коли
вань буде максимальною. Знайти значення 
цієї амплітуди.

В і д п о в і д ь :  ω  = 1 9 ,5 4  рад/с, А = 0 ,1 5  м.
11.40. Тіло масою 2 кг, яке прикріплено 

до нижнього кінця вертикальної пружини з 
коефіцієнтом жорсткості 39 2  Н/м, перебу
ває у стані спокою. У деякий момент часу 
на нього починає діяти вертикальна збурю
вальна сила Q = 2 0 c o s3 7 t/ , Н. Під час руху 
на тіло діє також сила опору R = β ν , де ν — 
швидкість тіла, β = 98  Н-с/м. Визначити 
закон вертикального руху тіла. Початок 
відліку координатної осі Ох взяти в поло
женні статичної рівноваги тіла.

В і д п о в і д ь : х  = —1 ,0 1 -1 0  2е~4,4' +

+ 5 ,3 4 -1 0 _3e · 44·6'  + 2 ,1 M 0 ~ 2 co s( 3 0 ji/ - 1 ,3 4 ), м .

Р о з д і л  12 
О С Н О В Н І ТЕО РЕМ И Д И Н А М ІК И

§ 12.1. ТЕОРЕМА 
ПРО ЗМІНУ КІЛЬКОСТІ РУХУ 

СИСТЕМИ МАТЕРІАЛЬНИХ ТОЧОК

12.1.1. К орот кі т еор ет ичн і  в ідом ост і

Кількістю р ух у  матеріальної точки q 
(першою мірою механічного руху) нази
вається вектор, який дорівнює добутку маси 
точки на вектор її швидкості:

q = m v .  ( 12. 1)
Кількістю руху Q системи матеріальних 

точок називається головний вектор (вектор
на сума) кількостей руху матеріальних то
чок, що входять у систему:

β  =  Σ ^ · = ϊ > ν  <12·2)
і'=І /=1

Теорема. Кількість рух у  Q аб солют но  
т вер до го  тіла дор івню є д о б ут к у  маси М тіла 
на швидк ість йо го  центра мас:

Q = М\с . (12.3)
Теорема про зміну кількості руху матері

альної точки в диференціальній формі. Пер
ша похідна з а  часом від кількості руху мате- 
ріа/іьної точки дорівнює діючій на точку силі:

dA  = p  
dt

(12.4)

Теорема  про зміну кількості руху систе
ми матеріальних точок у диференціальній 
формі. Похідна за  часом в ід  кількості руху  
си ст ем и  матеріальних точок (т вердо го  тіла) 
дорівнює головному в ектору зовнішніх сил, при
кладених д о  т очок  си ст еми (тіла):

dQ р,е 
:dt= F ’ < 1 2 ·5 )

де F e = j ^ F f  ; f;
. ί=ιкладеш до точок системи.

Теорема про зміну кількості руху матері
альної точки в інтегральній формі (теоре
ма імпульсів). Приріст кількост і руху м ат е
ріальної точки за  певний проміжок часу  дор ів
ню є імпульсу р івнод ійно ї  прикладених до  т оч 
ки сил за  той самий пром іжок  часу .

т\ -  m v 0 = S , ( 12 .6 )
де ν 0, ν — початкова та кінцева швидкість 

t
точки; S = J  F (x )dx  — повний імпульс сили; 

'о

dS  = F(x)dx — елементарний імпульс сили.
Теорема про зміну кількості руху систе

ми матеріальних точок в інтегральній формі 
(теорема імпульсів). Приріст кількості руху  
си ст ем и матеріальних т очок  з а  д еякий  про 
м іж ок  ча су  [/0 /] дор івню є повному імпульсу 
головного в ект ора  зовнішніх сил, прикладених  
д о  точок системи за  той самий проміжок часу.

Q ( t )~ Q ( t0 ) = S e ,

Г t П 
де S e = J F c dx  = J X  F fd x  — повний і

(12.7)

З О В Н І Ш Н І  сили, при-

імпульс

головного вектора зовнішніх сил; Q(t0 ) та 
Q (t )  — кількість руху системи матеріальних 
точок в початковий та кінцевий моменти часу.

Закон зб ер еж ення  кількості руху: якщо дію
ча сила F  або головний вектор зовнішніх 
сил F e (або проекція цих векторів на відповід
ну вісь) дорівнюють нулю, то кількість руху 
(її проекція на відповідну вісь) є сталою 
величиною:

Н>) = Н го )  = соп&^

β ( / )  = β ( / 0 )  = c o n s t ,

Є д .(г )  = Є л (?0 )  = Const.



Теорему про зміну кількості руху або 
закон збереження кількості руху застосову
ють у випадках, коли до відомих і невідомих 
величин входять швидкості точок матеріаль
ної системи (тіла), діючі на систему сили 
та час.

12.1.2. Приклади розв’язування задач

Приклад 12.1. Тіло спускається по похи
лій площині, яка з горизонтом складає кут а  
(рис. 12.1). Через який час швидкість тіла 
збільшиться ВІД V0 ДО V, якщо коефіцієнт 
тертя ковзання між тілом і площиною дорів
ню є/ ( t g a > / ) ?

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Позначимо сили, 
що діють на тіло: сила ваги тіла m g  ; сила 
тертя між тілом і площиною FTp . Згідно з 
означенням, сила тертя Ртр - f N ,  де N — 
нормальна складова реакції поверхні пло
щини. Згідно з рисунком N= m g c o sa  , тоді 
F1V = f m g c o sa . Спрямуємо вісь Ox пара

лельно площині спуску тіла і спроектує
мо на неї співвідношення (12.7), що ви
ражає теорему про зміну кількості руху. 
М аємо

t

<2д -с о л  = J > ;<
або 0

<
Qx -  Qox = J  (m g  sin a  -  f m g  cos a  )d t .  

o

Проекція головного вектора зовнішніх 
сил на вісь Ох складається з постійних ве
личин. Після інтегрування, враховуючи ви
значення кількості руху, одержимо

т у  -  m v 0 = m g  ( s in a  -  /  cos a )/ .

Отже, звідси розв’язок задачі

g  ( s i n a - / c o s a ) '

Приклад 12.2. Матеріальна точка вагою 
Р =  1 Н рухається рівномірно зі швидкістю 
v = 2 м/с по колу (рис. 12.2). Визначити 
імпульс сили, яка діє на точку за час, про
тягом якого вантаж проходить чверть кола.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Згідно з теоремою 
імпульсів маємо S = т\ -  m v 0 . Будуючи гео
метричну різницю кількостей руху, знаходи
мо із отриманого прямокутного трикутника

S = ihJ vq + v" = — v-v/2 = З Η · c . 
g

Приклад 12.3. Тілу маси т  надана почат
кова швидкість v0, спрямована вверх уздовж 
похилої площини, яка складає кут a  з гори
зонтом (рис. 12.3, а). На тіло діє сила Р  , спря
мована в ту ж сторону. Знаючи закон зміни 
сили Р = Р(1) і коефіцієнт тертя ковзання f  
визначити швидкість тіла в моменти часу /,, 
/2, /3 і перевірити одержаний результат для за 
допомогою диференціального рівняння руху.

Рис. 12.3

Дано: т =  16 кг, v0 = 7,6 м/с, /. = 6 с, Ц = 11 с, руху. На відрізку АВ закон зміни сили P(t)
/3 = 13 с, P(t = 0) = Р0 = 75 H; Р(1 = /,) = />, = 
= 200 H; P ( t= t2) = P2 = 0; P(t = /3) = />3 = 0; 
a  = 23°;/=  0,12.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Встановлюємо сили, 
діючі на тіло: сила ваги m g  , нормальна 
складова реакції площини N , змінна сила 
Р  і сила тертя FTp . Тіло приймаємо за ма

теріальну точку. За теоремою про зміну кіль
кості руху в проекціях на вісь Ох

'"Vi, - « v 0, = 5 X

де =~'ng s in a · f j-/ О , +SPx, причому

Еф = f in g  cos a  = 17.34 H , a m g  sin a  = 61,32 H.

Проекція імпульсу змінної сили Р за час t ,
'l

Spx = j p d t .  Цей інтеграл визначаємо як
о

площу фігури ОАВМ (рис. 12.3, б) на графіку 
P = P ( t ) :

Тоді

SPx = ^ (7 5  + 200)6 = 825 Н-с .

m v [x- m \ 0x = -(17 ,3 4  + 61,32)6 + 

+ 825 = 353.04 Н-с.

Звідси vІЛ
353.04 + 16-7,6 

16
= 29,665 м/с.

Перевіримо одержане значення i.v за
допомогою диференціального р івняння

125
можна записати у вигляді P ( t )  = T5 + —  t

к '  6 
(Рп = 75, Рх = 200). Рівняння руху має вигляд

тх = - m g  sin a -  F^ + P ( t )

або χ  = -0,22875 + 1,302/. Інтегруючи, запише
мо перший інтеграл

/2
х = -0,22875/ + 1,302— + С,

2 1
та другий інтеграл

2 З
.v = -0 ,22  875 — + 0,651 -  +Cft + C~,

2 З
З початкових умов знаходимо сталі інтег

рування Сі і С2. Враховуючи, щ ох(/=0)=  
= 0 та х (t  = 0) = v0, отримаємо С2 = 0 та 
С| = v0 = 7,6.

Закон руху буде такий: х = 0,217 / 3 — 
— 0,1 1438 / 2 + 7,6 /. Відповідно швидкість 
v = і  = 0,651/" -0,22875/ + 7 ,6 . Тоді

v(/ = 6  с) = -0 ,22875 · 6  + 0,651 · 36 +

+7,6 = 29,663 м/с.
Як бачимо, результати, одержані двома 

способами, збігаються.
Перевіримо, чи існує такий момент часу, 

при якому швидкість дорівнюватиме нулю. 
За теоремою про зміну кількості руху скла
демо рівняння для проміжку часу від 0 до /* 
(при Ґ  швидкість νχ=0 ):



v0  ̂ -  —mgsmCL't*  
- f i n g  cos a  · t  * +Sp ,

SPx = j  (75 +— /)<//= 75/* + —  ( /* )2
6  12

Опускаючи зірочку і підставляючи чис
лові значення, одержимо квадратне рівнян
ня відносно часу /:

10,417/2 -3,66Г+ 112,96 = 0

або / 2 — 0,351/ + 10,844 = 0, яке дійсних ко
ренів не має. Отже, на проміжку часу (0,/,) 
швидкість тіла стати рівною нулю не може.

Для визначення швидкості тіла в мо
мент часу /2 за теоремою про зміну кількос
ті руху складаємо рівняння для проміжку 
часу (/,, /2).

т\2х — т\\х = ^ S ix , 

де ^ S if = -/»gsina(/2 - t {) - f i t i g c o s a . ( t 2 -/ ,) + 

'2
+SPx; SPx = J P(t)dt\ P ( t )  = -4 0 / + 440 -  

'l
рівняння прямої 5C, яка проходить через 
точки В і С;

SPx = J (-40/ + 440)d t = ( - 2 0 /2 + 440/)

= 500 Н е.
Проекцію імпульсу P(t) за час (/,, /2) 

знаходимо як площу трикутника М ВСна фа- 
фіку P(t):

SPx = 5 · - ·2 0 0  = 500 Н е ,
2

у 2д = -  ( Σ  + " 'v u )  = γρ I116■ 2 9 -665  +m 4 7 16

+ 5 0 0 -(6 1 ,32  + 17,34)·5] = 36,33 м/с.

Одержаний результат має місце, якщо 
тіло на проміжку часу (/,, /2) не змінює на
прямку своєї початкової швидкості і сила

тертя ковзання напрямлена протягом про
міжку часу (/,, /2) вниз по похилій площині:

11
Spx = J (-40/ + 440) d t  = - 2 0 /2 + 440/ -1920 .

6

При зміні напрямку руху швидкість по
винна дорівнювати нулю:

= 0  = /«v, t -  m g  sin a  ■ (/-/ ,)-/HV-,

- f m g  cos a  · (/ -  ί , ) -  20/" + 440/ -1920  =

= -20 / 2 +361,34/-1052 ,06  = 0

або / 2 - 18,067/+ 52,6 = 0.
Розв’язками рівняння є Xj = 14,33 с, τ 2 = 

=3,67 с, які задовольняють умовам τ , > 11 с; 
τ 2 < 6 с; отже, в проміжку часу (/, = 6 с; /2 = 
= 11 с) зміни швидкості не буде.

Вираз теореми про зміну кількості руху, 
складений для проміжку часу (/,, /2), дає мож
ливість визначити швидкість ν3 тіла в момент 
часу /3:

ν 3 = (ιην2χ + Σ  $ іх ).
/II

Оскількі Р(Г) = 0 для проміжку часу (/,, /?), 
то SPx = 0 .  Тоді маємо

Σ  Six = - ( m g  sin a  + f i n g  cos a )(/3 - 12) .  

Звідси

v3 = — (1 6 -36 ,33 -78 ,66-2) = 26,47 м/с.
3 16
Приклад 12.4. На горизонтальній плат

формі вагою Р, встановлено похилу пло
щину АВ, яка утворює з горизонтом кут a  
(рис. 12.4). По цій площині за допомогою 
лебідки піднімається вантаж С вагою ΡΊ 
так, що відстань АС змінюється за законом

1 Ί
ί  = —a t .  У початковий момент система зна-

2
ходиться в стані спокою. Визначити швид
кість, з якою буде рухатися платформа. Опо
ром рухові платформи знехтувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Механічна система 
складається з двох тіл: платформи і рухомого 
вантажу С. Зовнішніми силами, прикладе
ними до цієї системи, є вага платформи Р , , 
вага вантажу Ρ Ί , нормальні реакції Νχ і 
Ν2 опорної площини в точках D і Е. Оскіль
ки всі сили вертикальні, то сума їх проекцій 
на горизонтальну вісь Ох дорівнює нулю,

П
тобто ^ Flx = 0 . Тому, враховуючи, що в

1 = 1

початковий момент часу система нерухома,
і застосовуючи теорему імпульсів, дістанемо 

р\ А—  V|t  +  —  Vt v = 0 ,
Я ' g

де V|v , V2 v —  проекції на вісь Ох абсолют
них швидкостей платформи і вантажу. Не
хай швидкість платформи дорівнює v ,, тоді 
vu  = ν , ,  v2v = v, + at  c o s a . Отже,

P P
— v, + — (v,  +o/cosa) = 0 . 
g  g

Звідси знаходимо

Piv, = ------~— at  co sa .
P\+P2

Знак ” вказує на те, що платформа буде 
переміщуватися вліво.

Приклад 12.5. Вантаж вагою Р=  3 кН ков
зає вниз по нахиленій естакаді, яка вільно 
лежить на горизонтальній поверхні (рис. 12.5). 
Вага естакади Q - 2  кН, коефіцієнт тертя 
ковзання між вантажем і естакадою / = 0 ,2 , 
кут нахилу a  = 30° . Визначити, за яких 
умов естакада залишиться нерухомою.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Естакада буде в стані 
спокою доти, поки сила тертя F між по
верхнею і естакадою не досягне свого фа- 
ничного значення, рівного f 0N, де / 0 — 
коефіцієнт тертя спокою естакади, а — 
нормальна складова реакції поверхні. Для 
визначення нормальної складової реакції і 
сили тертя розглянемо систему, яка скла
дається із вантажу та естакади. На цю си
стему діють такі сили: сила ваги вантажу Р, 
сила ваги естакади Q, нормальна складова 
N реакції опорної поверхні і сила тертя FTp 
між поверхнею і естакадою (рис. 12.5).

Проекції кількості руху системи при не
рухомій естакаді на координатні осі Ох і Оу

Р Р
<2, = —v eo sa , Qy = ---- v s in a ,

g  ' g  
де v — швидкість вантажу.

Застосуємо теорему про зміну кількості 
руху системи в диференціальній формі.



Отримаємо

P d v  „ P d v  . ^
—c o s a —  = F ' ---------s\na  = - Q - P  + N.
8 d t  v  g  dt

Звідси нормальна складова реакції опор
ної поверхні

P d vN = Q + P ---- s i n a — .
g  d t

Естакада буде знаходитися в стані спокою, 
якщо сила тертя не перевищуватиме свого гра
ничного значення f 0N , тобто f 0N > FTp . Із 

отриманих співвідношень матимемо

P d v  P  d v  .
------ co sa<  f 0(Q + P ----------s in a ),
g  d t  g  dt

або

/o>

_ d v
P — co sa  

d t
P d v

g (Q  + P ------- —sin a )
g  dt

Для остаточного розв’язку задачі необхідно

визначити прискорення вантажу —  . Розгля-
dt

немо рух одного вантажу, на який діють сила 
ваги Р,  нормальна складова реакції естакади 
Λ/, і сила тертя F , яка за модулем дорівнює 
//V,. Складемо диференціальні рівняння руху 
вантажу у проекціях на осі О,х, і 0 ]у ]:

P d v
— — = F s in a - F Tp 0 = / V ,-P c o sa . 
g  dt
З другого рівняння знаходимо Nx = Рcosa; 

отже, Fj^=fN\=fPco sa . З першого рівняння

маємо — = (s in a -/ co sa )e  . Після підстанов-
<* Л

ки в нерівність для f 0 виразу ~  визначаємо

P(sin a  -  f  cos a )  cos a
/ 0  > ----- ---------- --------- -----------Q + f ’ co sa (co sa  + / s in a )  '

Цій умові має задовольнити /,, щоб ес
такада не почала рухатися. Підставивши дані 
умови задачі, дістанемо/, > 0,19.

Приклад 12.6. Теплохід масою т  під час 
зупинки двигунів має швидкість v0. Внаслі
док опору води його швидкість зменшуєть
ся. Визначити, через який час швидкість теп
лохода зменшиться вдвічі, якщо сила опору 
змінюється пропорційно швидкості, причо
му коефіцієнт пропорційності дорівнює μ .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  На рис.12.6 показано 
сили, що діють на теплохід: G — сила ваги, 
Q — архімедова сила і R — сила опору води 
руху судна (точка С — центр ваги теплохода). 
Спрямувавши вісь Ох у напряму руху тепло
хода, бачимо, що елементарний імпульс Rdt 
опору води напрямлений в бік, протилежний 
диференціалу кількості руху, тому проекція 
на горизонтальну вісь векторної рівності 
d (m v )  = Rdt дорівнюватиме d (m v )  = - R d t . 
Відомо, що силу опору можна подати так: 
R = μν, тому d(niv)  = -μ νώ . Поділивши обидві 
частини рівності на добуток mv, одержимо

^  = -і1-л .
V  1)1

Зінтегрувавши ліву частину цього спів
відношення в інтервалі від v0 до v,, а праву — 
відповідно цьому інтервалу проміжку часу 
від 0 до t , матимемо

ln v
v0

-—/ або In —
т  v0

= - ϋ , .

Оскільки за умовою vj = — , маємо - —t =
2 т

- 1п- J L
2 vn

Приклад 12.7. Швидкість судна водотон
нажністю т  = 25 000 кг за час / = 50 с після 
припинення роботи турбіни зменшилась на 
5 вузлів. Визначити середню силу опору 
води, вважаючи рух корабля прямолінійним 
(вузол — одиниця швидкості, яка дорівнює 
1 милі за годину, або 0,5144 м/с).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо кора
бель як  матеріальну точку, що рухається 
вздовж осі Ох. За теоремою імпульсів 

tт(\’А - у0д) = f FAd f = Ficpt ,

звідки 0
_ w ( v  , -  Vqv) _  

t
-2 5  000-5· 0,514

F  = :1 д:ср

50
= -1285 кН.

12.1.3. Задачі для самост ійного р о з в ’я зування

12.1. Тіло А (рис.12.7), розмірами якого 
можна знехтувати, рухалося вздовж ділян
ки шляху ВС. В кінці цієї ділянки воно на
було горизонтальної ш видкості 15 м/с. 
Потім його рух по траєкторії CD був вільним 
протягом 2,04 с. Визначити модуль і напря
мок швидкості тіла в кінці ділянки CD.

Рис. 12.7

В і д п о в і д ь :  v = 25 м/с. Кут нахилу 
швидкості до горизонту а  = 53°10'.

12.2. Камінь кинуто вертикально вгору 
з початковою швидкістю 29,4 м/с. Визначи
ти час, протягом якого швидкість каменя 
за модулем зменшиться вдвічі. Через скільки

секунд швидкість дорівнюватиме нулю? 
Опором повітря знехтувати.

В і д п о в і д ь: ί| = 1,5 c; t2 = 4,5 с; / = 3 с.
12.3. Тіло А (рис. 12.8) ковзає вздовж пло

щини, нахиленої під кутом а  до горизонту, 
потім падає з неї зі швидкістю v0 і деякий 
час перебуває в стані вільного падіння. Ви
значити швидкість тіла в момент, коли вона 
напрямлена під кутом β до горизонту, і час, 
що минув до цього моменту.

Рис. 12.8

cosa ν0 5ΐη (β -α )
В і д п о в і д ь :  ν, =ν 0 ---- - ;  t =------------ — .

сч*ф g  α » β
12.4. Важка точка розміщена на похилій 

площині / з кутом нахилу а ,  і відпускаєть
ся без початкової швидкості. Спустившись 
донизу, вона піднімається по похилій пло
щині II  з кутом нахилу а 2 (рис. 12.9). За 
відомим часом спуску г, визначити час 
підйому t2 , нехтуючи тертям.

В і д п о в і д ь :  ь  =t]

Рис. 12.9
s in a .

1 s in a 2

12.5. До бічної грані призми А (рис.12.10), 
вага якої Q, прикріплено однорідний стри
жень ОВ вагою Р  завдовжки /. Стрижень 
обертається навколо осі О з кутовою швид-



кістю ω . Нехтуючи тертям призми по гори
зонтальній площині, визначити залежність 
її швидкості від кута повороту φ  .

В

В і д п о в і д ь :  ν =
Ρω/sin φ
2 (P  + Q)

12.6. До візка А масою М  підвішено маят
ник,  я кий коли вається за законом 
φ  = φ 0 sin kt (рис. 12.11). Визначити рівняння 
руху візка, якщо маса маятника т, а довжина 
стрижня маятника /. Тертям ковзання і ма
сою стрижня знехтувати. В початковий мо
мент візок був нерухомим. Визначити також 
тиск N візка на горизонтальний фундамент.

А

В і д п о в і д ь :  х —ml\k(p0t -sin((f>o sin kt)]
Μ + m

N =(М + m )g  + nil(p0k2 j^cos(% sinkt)%  cos~ kt -  

-s in ((p 0 sin& r)sin& rj.

12.7. Тіло ковзає вздовж площини, нахи
леної під кутом а  до горизонту. Визначити, 
через який час швидкість тіла збільшиться 
ВІД V! до v 2, якщо коефіцієнт тертя об похилу 
площину дорівнює /

В і д п о в і д ь :  / =- V-) — V

g ( s in a - / c o s a )
12.8 . Людина масою т  рухається по човну, 

маса якого М, з відносною швидкістю и. Визна
чити швидкість човна в залежності від часу, 
вважаючи опір води сталим і рівним R. У почат
ковий момент людина і човен були нерухомі.

„ .  m u - R t
В і д п о в і д ь :  v = ----------- .

m  + М
12.9. Кривошип ОА вагою Рх і довжи

ною а  (рис. 12 . 12) обертається з кутовою 
швидкістю ω 0 навколо осі О і приводить у 
рух шатун А В вагою Р2 і повзун В вагою Р3 . 
Визначити кількість руху механізму у випад
ках, коли кривошип ОА:

1) перпендикулярний до прямої ОБ,
2 ) напрямлений вздовж ОБ.

Рис. 12.12

В і д п о в і д ь :  <2 і = — ^(^ 5  + 2 Р2 + 2 Я,);
ясо, 2 8

Ω 2 = ^ ( Ρ ι + Ρ 2).
2 g

12.10. Моторний човен масою 400 кг, 
рухаючись по річці, набуває сталої швид
кості 7 м/с. Після натягання каната слідом 
за човном зі стану спокою починає рухати
ся пліт масою 720 кг. Вважаючи, що рушій
на сила і сила опору зрівноважуються, ви
значити швидкість, з якою човен і пліт про
довжують рухатися разом.

В і д п о в і д ь : у  = 2,5 м/с.

§ 1 2 .2 .  ТЕ О Р Е М А  П РО  РУХ  
Ц Е Н Т Р А  М А С  М Е Х А Н ІЧ Н О Ї С И С Т Е М И

12.2.1. К орот к і т еор ет ичн і  в ідом ост і

Центром м а с  (центром інерції) си ст еми  
матеріальних т очок  називається геометрич
на точка простору С, яка характеризує роз
поділ маси в системі і положення якої ви
значається раді усом-вектором

/=1 ( 12.8)

або координатами

Σ '" λ  Σ"^<·
1=1

II I

η

■ Ус ί=1 1=1 , (12.9)
III

де ні = Σ  m j — маса системи; xt , y t , г,- —
ι=1координати /-і точки в прямокутній декар- 

товій системі координат Oxyz-
Теорема. Центр ма с си ст ем и матеріаль

них т очок  руха єт ься  я к  вільна матеріальна 
точка, ма са  я к о ї  дор івню є масі  в с і є ї  си ст еми  
і на я к у  д і є  сила, що дор івню є головному в е к 
тору зовнішніх сил:

i n w c = F e , ( 12.10)

де w c  — прискорення центра мас; 

F ‘ — {Р\»Р у . F~ } — головний вектор зов
нішніх сил, причому

ρ ΐ  = Σ Κ , η  = Σ ^ , Ρ ζ = Σ ρ ί .
ι=1 ι=1 1=1

У координатній формі вираз (12.10) на
буває вигляду

тхс  = Fy , т у с  = Fy, , m z c  = F? . ( 12. 11) 
Співвідношення (12.11) є диференціаль

ними рівняннями руху центра мас системи 
в проекціях на осі декартової системи коор
динат. Відсутність внутрішніх сил у наведе

них диференціальних рівняннях дає мож
ливість зробити висновок, що внутрішні сили 
безпосередньо не впливають на рух центра 
мас, але внутрішні сили в ряді випадків є 
причиною появи зовнішніх сил, прикладе
них до точок системи. Так, внутрішні сили, 
які приводять в обертальний рух ведуче ко
лесо локомотива, викликають дію на нього 
зовнішньої сили зчеплення з рейкою. Ця сила 
прикладається до обода колеса. У змінюваній 
системі матеріальних точок внутрішні сили, 
викликаючи їх рух, змінюють їх взаємне роз
ташування, не змінюючи положення цент
ра мас системи.

З теореми про рух центра мас матеріаль
ної системи можна зробити такі висновки:

1)самі по собі внутрішні сили не можуть 
змінити руху центра мас матеріальної системи;

2 ) пара сил, яка прикладена до матері
альної системи (твердого тіла), не може 
змінити руху її центра мас (вона може спри
чинити тільки обертальний рух тіла);

3)якщ о головний вектор зовнішніх сил

d v r
дорівнює нулю, тобто п і— — = 0 , то маємо

ώ
4 0 = const. Це означає, що центр мас 

матеріальної системи рухається рівномірно 
і прямолінійно. Ця теза може бути пошире
на на проекцію головного вектора зовнішніх 
сил на деяку вісь і відповідно на рух системи 
відносно цієї осі. Якщо до того ж у початко
вий момент часу швидкість руху центра мас 
дорівнювала нулю, то центр мас зберігає своє 
положення. Аналогічні властивості має і 
проекція положення центра мас па певну вісь.

12.2.2. Приклади р о з в ’я з у ванн я  задач

Приклад 12.8. Горизонтальний поршневий 
двигун розміщений без кріплення па горизон
тальній гладкій площині (рис. 12.13). Криво
шип ОА завдовжки r обертається з постійною 
кутовою швидкістю ω0 . Вважаючи довжину



шатуна рівною довжині кривошипа, а маси ру
хомих частин зведеними до двох мас т х і т-,. 
зосереджених у пальці кривошипа і в центрі 
поршня, визначите горизонтальний рух корпусу 
двигуна, якщо його маса дорівнює ту  У почат
ковий момент поршень займав крайнє ліве по
ложення, а корпус перебував у стані спокою.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо двигун 
як систему, що складається з кривошипа та 
шатуна зі зведеною масою т х, поршня ма
сою т2 і корпусу двигуна масою ту  На неї 
діють зовнішні сили: РХ,Р2,Р^ — сили ваги; 
N — нормальна реакція поверхні гладкого 
фундаменту. Оскільки потрібно знайти гори
зонтальний рух корпусу, скористаємося тео
ремою про проекції руху центра мас матері
альної системи на горизонтальний напрям:

піхс  = Fx ■ (1)
Тут т = т х + т2 + т і — маса двигуна.

Нехай χ χ, х2, хі  — абсциси центрів мас 
частин системи в довільний момент часу t ■ 
Тоді абсциса центра мас С усієї системи

_ т ххх їт + т^х3 
хс ----------------- =------——

Виразимо усі абсциси через величину ху  
отримаємо

д, =лз+/-гсоєф;л: =.ї3 +/-2гсо5ф;ф = ш?, (3)

де І = const — різниця абсцис точки О і цен
тра мас корпуса двигуна точки С у  Підста
вивши ці абсциси у формулу (2 ), одержимо

Х с  =  [(Ш| + т 2 +  /н3 )л 'з  +  п ц і  +

+ т 2І -  m, r  cos ω ί -  2т2 r  cos ω ί ]/in =

= л‘з + (//ί, + т 2 )//пі -  (пц + 2т 2 ) r / т  cos ωί.

Здиференціювавши хс  два рази за часом і 
підставивши в ( 1), будемо мати диференціаль
не рівняння руху центра мас корпусу двигуна

тхз = F ex -  (пц + 2п ь  ) г ь г  cos ω ί . (4)
У цій задачі Fx = 0 , тому що при вибра

них осях всі зовнішні сили паралельні осі 
Оху.  Рівняння (4) можна записати у вигляді

(пц + 2 ш-> )гОУ
cos ω ί,

ПЦ + П12 + /713

після інтегрування якого знаходимо 

. _ (пц + 2 //ь) 
пц + Піп + піз 

(пц + 2m2)r  c o s a t

хз = ~ -

х3

rcosincoi + Сіі,

- + C,f + С2.
11Ц + І112 + піц

Враховуючи початкові умови руху кор-
(2 ) пусу ( л'з(О) = λ®, л3 (0 ) = 0  ) ,  одержимо

^  ^  _ о ' " і + - т 2c , —0, С-> — л'з--------------------г,
/И| + пі2 + н»з

де л'з — початкова абсциса корпусу двигуна, 
тому

о (п ц + 2 т 2) г
Л'З -  Л'з

пц + т 2 + lllj
(l-co s(O i).

Це рівняння є рівнянням руху корпусу 
двигуна. Він буде здійснювати гармонічні

пц + 2 /;ь
коливання з амплітудою а  = ---- 1---------— r

пц + /)ь + пі з
і круговою частотою ω .

Приклад 12.9. Кривошип АВ завдовжки г  
вагою Р, який обертається з постійною ку
товою швидкістю ω ,  приводить в рух кулі
су і зв’язаний з нею поршень Д  загальна 
вага яких також дорівнює Р (рис. 12.14). На 
поршень при його русі діє постійна сила Q.

Нехтуючи тертям, знайти найбільший го
ризонтальний тиск на вісь А кривошипа.

Р о зв ’ я з у в а н н я . Для того, щоб виключи
ти сили, які обертають кривошип, і тиск на 
нього з боку куліси, розглянемо горизон
тальний рух усієї системи вздовж осі Ах. Тоді 
за теоремою про рух центра мас системи, 
якщо позначити горизонтальну реакцію осі А 
через Rx, матимемо

d 2x,

d r
= R , - Q - (D

Враховуючи вирази (12.9), після їх по
двійного диференціювання можна записати

тхс  = пцхх + т 2хі  · (2 )

Р
У нашому випадку пц =-

Р
—, Л'і

ї| = — coscp,

:a  + rcos(p, φ = ω ί.

Скориставшись формулами (1) і (2), за
пишемо

R,
d~xc  г а г

-Q + m— τ ~ =  Q --------d r  g
■ + Р c o s a t .  (4)

Горизонтальна сила тиску, прикладена до 
осі обертання кривошипа, напрямлена проти
лежно реакції Rx і дорівнює за модулем |/?Л.|. 
Тиск буде максимальним, коли ср = 180°,

,2 ґ п  \

Я. = Q+
г о г

g
+ Р

12.10. Машина для кування металу приво
диться в дію кривошипно-шатунним механіз
мом 0/15 (рис. 12.15, а). Визначити тиск маши
ни на фундамент при обертанні кривошипа, 
якщо маса станини з ковадлом D дорівнює т х, 
маса кривошипа довжини r  дорівнює т 2, 
маса молота З дорівнює т у  Кривошип ОА 
вважати однорідним стрижнем. Кривошип, 
який обертається з постійною кутовою 
ш видкістю  ω проти ходу годинникової 
стрілки, в початковий момент часу займав 
вертикальне нижнє положення. Масою ша
туна АВ завдовжки / знехтувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо систему, 
яка складається з трьох тіл: станини з ковад
лом D , кривошипа ОА та молота 3.

Зобразимо зовнішні сили, прикладені до ма
шини (рис. 12.15, б)\ Рх = пц§  — сила ваги ста
нини з ковадлом, P2 =ni2g  — сила ваги 
кривошипа, = ni^g — сила ваги молота З 
(всі сили ваги прикладені у відповідних цент
рах мас С|, С2, С3 окремих тіл системи), R — 
сумарна нормальна складова реакції фун
даменту, R' — сумарна тангенціальна скла
дова реакції фундаменту.

?mzzzzzzzfczzzzzzzzz.

Рис. 12.15



Введемо вісь у  і спрямуємо її по верти
калі вниз, взявши за початок її відліку вісь 
обертання О кривошипа ОА.

Застосуємо теорему про рух центра мас 
системи матеріальних точок в проекціях на 
вісь у: „

тУс = Σ  Fiy ■ 
і- 1

Тут т = т х + т2 + т3 — маса кувальної 
машини.

Сума проекцій усіх зовнішніх сил на вісь у

f J Fil = P i +P2 + r 3 -R ·  
і=1

Таким чином,

т у с  = Pl +P2 + P3 - R ,
звідки нормальна складова реакції фундаменту

R = P{ + Р2 +Р3 - т у с .
Для розв’язання задачі залишається ви

значити т у с . У даній задачі

тус ="'ι)'Ί + т 2у2 +П>ЗУЗ’
Де У] , у 2 , Уз — відповідно координати 
центрів мас станини, кривошипа та моло
та. Розглянемо кривошипно-шатунний ме
ханізм у момент часу Г, коли кривошип ОА 
повернувся з нижнього вертикального по
ложення на кут ф = сог. Координати центрів 
мас С|, С2, С3 елементів системи зображені 
на рис. 12.15, б. Координати у , , у 2 , у 3 визна
чаються рівняннями

ОА rv. = ОС, = const, ντ = — cos cor = — cos cor-1 I . -  2  2

v3 = OA cos cor + A B  cos ψ  + BC3 =

= r c o s  (Ot + 1 c o s  \\i + BC3,

де ψ  = ΖΑΒΟ. Залежність між кутами Ф = со/
та ψ  визначаєтьтся за теоремою синусів з 
трикутника ОА В.

s i n i  r  . r  . , .
------— = - ,  sin ψ  = —sin cor = Asm cor,
sincor I I

деА = - .  Toflicos\|/ = ̂ /l-sin2\|/ =\/ΐ-λ2 sin2 cor, 
а вираз для y 3 має вигляд

Уз = r  ■ coscor + ІлІl - λ 2 sin2 СОґ + BC3.
Зауважимо, що величина ВС3 = const. Роз

кладемо вираз а/ 1 - λ 2 sin2 iot в ряд. Врахову
ючи, що λ  < 1, відкинемо усі члени ряду, які 
утримують λ  в степені, вище другого, тобто

V l - A 2 sin2cor = l - - A 2 sin2 cor.

Звідси випливає, що
1 .

---і
2

у 3 = /-coscor+ / (1-^·λ2 sin2 cor) + BC3 .
. 2 1

Враховуючи, що sin" ш  = — (1 -cos2o)/)
• л r  21 X = -  , отримаємо

I
r 2 1

y 3 = / - — -t-r (cos cor+—Acos 2cor) + Z?C3 .

Обчислимо другі похідні від у ,, у2, у 3 за 
часом ґ. ,

Уі = 0 , у 2 — cos cor,

у3 = - г о ґ  (cos cor + λ  cos 2 cot) ■
Тепер знаходимо

myc  =m  |V| + nii'y2 +m3 y 3 =
1

i i h r o r  cos cat -  т3т~  (cos cor + λ  cos 2cor) =
1

m~[(m2 + 2m3) c o s  ait + 2λ ιη3 cos 2 m  \.

Тоді нормальна складова реакції фунда
менту

R = (пц + /н-> + ni3) g  +
1 ,

+ -- лот [(//ь + 2//i3 ) cosOJ/ + 2λ /;;3 cos2cor ].

Сила тиску кувальної машини на фунда
мент спрямована протилежно нормальній 
складовій реакції фундаменту R і рівна їй 
за модулем.

12.2.3. Задані для самост ійного р о з в ’я зування

12.11. Станину ВС  масою 3 кг розміщено 
на гладенькій горизонтальній площині 
(рис. 12.16). Стиснувши одну пружину і розтяг

нувши іншу, вантаж А масою 2 кг відхилили 
від положення рівноваги вправо і відпустили без 
початкової швидкості. Визначити, на яку від
стань переміститься станина, якщо вантаж А, 
рухаючись вліво, пройде відстань 45 см віднос
но станини.

А

В с

Рис. 12.16

В і д п о в і д ь :  на 18 см вправо.
12.12. До вала О двигуна під прямим 

кутом прикріплені невагомі стрижні ОА і 
ОВ, кожний з яких має довжину L (рис. 12.17). 
На кінцях стрижня насаджені точкові ван
тажі А і В вагою Р  кожний. Вал двигуна обер
тається зі сталою кутовою швидкістю ω . Кут

ср = сог + — відлічують від осі ζ· Знайти рів-
4 „няння руху двигуна, якщо його вільно постав

лено на гладенькій горизонтальній підлозі, 
а ZA O B=  90°. Вага двигуна Q, t = 0, х = 0.

г\

PL'S2 .В і д п о в і д ь :  х  = ------------sin cor.
2P + Q

12.13. До однорідного стрижня ОС зав
довжки L вагою Р\ прикріплена кулька ра
діуса r  вагою Р2. Стрижень ОС обертається 
рівномірно з кутовою швидкістю ω  навко
ло осі О на підставці, вага якої Q (рис. 12.18).

Визначити вертикальний і горизонтальний 
тиск підставки на гладеньку горизонтальну 
площину і виступи А та В.

В і д п о в і д ь :  горизонтальний ти ск

, P,L+2P->(L+ г )  2 ·N{ = —------ ^ ---------ω  sincor, вертикальнии
2 g

тиск/У2 = Р\+Р2 +Q +
PxL + 2P2(L+r)  2

2 g
ω  cos cor.

12.14. Однорідний стрижень АВ завдов
жки L дотикається кінцем В до гладенької 
горизонтальної підлоги. Кінець А стрижня, 
піднятий на висоту h над підлогою, відпус
кають із стану спокою, і стрижень падає па 
підлогу. На яку відстань переміститься при 
цьому кінець В стрижня? _____

1 /т О
В і д п о в і д ь :  на відстань - ( L - v  - η ) .

12.15. У човні вагою Q на спокійній воді 
одночасно почали йти від лав до корми двоє 
людей вагою Р, і Р2. їх переміщення відносно 
човна дорівнює Lx і L2 відповідно. Нехтуючи 
опором води, визначити переміщення човна.

„ Р\Ь + P~>Ln
В і д п о в і д ь :  S = -----------=—  .

Q  + P\ + Р 2

12.16. Людина, сидячи в човні, почала 
тягти на себе канат, до якого прикріплений 
пліт вагою 200 кг. Початкова відстань між 
човном і плотом 8 м. Якою буде відстань 
між ними, якщо пліт пройде по воді на
зустріч човну 3 м? Маса людини і човна 150 кг. 
Опір води не враховувати.

В і д п о в і д ь :  ї м .



12.17. Клин Л/, масою 7 кг розміщено 
на гладенькій горизонтальній площині, 
а  = 30° (рис. 12.19). Пружину АВ, закріплену 
в точці В, стиснули і відпустили зі стану 
спокою, після чого тіло М2, маса якого 3 кг, 
пройшло по похилій грані клина вгору 
відстань 40 см. Визначити відстань, на яку 
при цьому перемістився клин.

Рис. 12.19
В і д п о в і д ь :  на 19,4 см вліво.
12.18. Однорідна тригранна призма, ос

нова якої має форму рівностороннього три
кутника зі стороною а, поставлена так, що 
одна її грань вертикальна, а ребро дотикаєть
ся до гладенької горизонтальної підлоги. 
Призма падає на підлогу під дією власної 
ваги. Наскільки при цьому переміститься 
ребро, на яке спиралася призма?

а
В і д п о в і д ь :  на відстань —

2
1- л

з

§ 1 2 .3 .  ТЕ О Р Е М А  ЕЙЛЕРА  
П Р О  РУХ Р ІД И Н И

12.3.1. Короткі т еор ет ичн і  в ідом ост і

Розглядається стала течія рідини між
σ 2 
се-

перерізами труби, площі яких σ, і 
(рис. 12.20). Позначимо через v, і ν 9
редш швидкості рідини у зазначених пере
різах. Густину середовища в перерізах по
значимо через Р[ і р2. Для сталої течії маса 
рідини, що протікає через зазначені перері
зи за одиницю часу, буде сталою величиною

μ = ρ ,ν ,σ , = ρ2ν 2σ 2 . Величина μ називаєть
ся секундною масою рідини.

Теорема Ейлера. При незмінній секундн ій  
масі рідини  μ сума головних векторів о б ’ємних, 
поверхневих сил і напрямлених в с ер е дин у  п ев 
но го  о б  ’єм у секундних кількостей рухів р іди 
ни, щ о прот ікає  через  два  поп еречн і перерізи  
труби, дор івню є нулю:

^ο6 + ^ποΒ+ μ ν ,- μ ν 2 = 0 . ( 12. 12)

Об’ємні (або масові) сили Fo6 діють на 
кожну частинку всередині виділеного об’єму 
рідини. До таких сил належать сили тяж ін
ня. Поверхневі сили Fn0B діють на частин
ки рідини, які лежать на поверхні об’єму. 
До цих сил належать сили тиску стінок та 
сили тертя стінок і рідини.

12.3.2. Приклади р о з в ’я з у ванн я  задач

Приклад 12.11. Визначити величину гори
зонтальної складової R сили динамічного (до
датково до гідростатичного) тиску води на ко
ліно труби діаметром 0,3 м, якщо швидкість 

м
2 — (рис.12.21). Густи- 

с
руху води в трубі V : 

і тна води р = 1—j  .
M'

Р о з в ’ я з у в а н н я .  За законом рівності дії 
і протидії сила динамічного тиску води до
рівнює величині відповідної складової тиску 
стінки труби на рідину, тому за теоремою 
Ейлера одержимо

2 to t  і·: pv ----- = 283 Η.Tid~
R =μν = ρ ν——  ν :

Приклад 12.12. Визначити тиск R стру
меня, який витікає зі швидкістю v, з труби 
перерізом σ , на нескінченну стінку, пло
щина якої перпендикулярна до напрямку 
струменя (рис. 12 .2 2 , а) або складає з ним 
кут а  (рис. 12.2 2 , б).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Застосовуючи теоре
му Ейлера в проекції на вісь х (вісь струме-

71ня), одержуємо при а  = —

/? = μν, = pvfo- 
Ця формула була вперше одержана Да- 

ниїлом Бернуллі (1700—1782) в 1736 р. Про
стота розв’язання обумовлена тим,  що 
стінка вважається нескінченною. Виведена 
формула Бернуллі наближено вірна, якщо 
вважати ширину пластинки такою, що знач
но перевищує ширину струменя.

позначення: ν
струменя з труби; ν 2

Розглянемо неперпендикулярний удар 
струменя об стінку, що утворює з напря
мом струменя кут а  (рис. 12.22, б). Введемо 

швидкість витікання 
і ν 2 — швидкості відпо

відно двох розгалужених потоків струменя 
вздовж стінки. Вектори секундних кількос
тей руху, зображених на рис. 12.22,5, від
повідно дорівнюють μν,, μ 2ν 2, μ 2ν 2, де 
коефіцієнти μ ,μ2 ,μ 2 визначають масу ріди
ни, що протікає через відповідний переріз 
за одиницю часу:

μ = ρ ν ,σ ,,  μ2 = ρ ν2σ 2 , μ2 = ρ ν2σ2; 

де p — густина рідини; σ , ,σ 2 ,σ 2 — площі 
перерізів струменів.

Нехтуючи тертям рідини об стінку, тиск 
стінки R на струмінь будемо вважати пер
пендикулярним до стінки.

Проектуючи суму вищевизначених век
торів на напрям нормалі до стінки, знахо
димо реакцію

Ί .
R = μν, s i na  = opvf s in a  ;

при a  = — одержимо уже наведену формулу 
Бернуллі.

Проектуючи ту ж векторну суму на на
прям стінки, можна визначити секундні 
кількості руху μ 2ν 2 і μ 2ν 2 вздовж стінки. 
За теоремою Ейлера матимемо

μν, cos a  + μ ί ν 2 - μ 2ν 2 = 0 ,



а з умови збереження масової витрати всьо
го струменя запишемо

μ2 +μ2 = μ·
У грубому наближенні можна прийняти

V1 = у 2 = ν 2 , 
тобто вважати, що різниця між масовими
витратами μ 2 і μ2 визначається лише різни
цею перерізів струменів, які розтікаються. 
При такому припущені за теоремою Ейлера 
отримаємо

μ 2 - μ ί  = μ α ^ α ,
звідки

1+cosa ->a , l-o o sa  .
μ , =μ— -—  =μοοβ~-, μ , =μ---------- =μ5ΐη~-.

2 2 2 2
Приклад 12.13. Горизонтальна ділянка 

трубопроводу земснаряда має вигнуте під 
кутом 90° коліно (рис. 12.23). Визначити ди
намічний тиск R пульпи на вигнуту части
ну трубопроводу, якщо його діаметр дорів
нює 60 см, питома вага пульпи γ = 12кН/м3 , 
швидкість її  течії ν = 6 м/с .

Рис. 12.23

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо вигнуту 
частину трубопроводу і позначимо через σ, 
і σ 2 площі поперечних початкового і кінце
вого його перерізів, а через v, і ν 2 — вектори 
відповідних швидкостей пульпи. Вісь х спря

муємо вздовж осі симетрії вигнутої частини 
трубопроводу, а вісь у  — перпендикулярно 
до неї. За умовою задачі ν, = ν 2 = ν , а век
тори v, і v2 складають з віссю х кути, які 
дорівнюють 45°. Сили ваги напрямлені вер
тикально і їх проекції на вісь х та у  дорів
нюють нулю. Позначимо через Хпов і Кпов 
проекції головного вектора сил тиску стінок 
трубопроводу на пульпу і спроектуємо на 
осі координат вираз ( 12.12):

X І]0В -  μν cos 45° -  μν cos 45° = 0 ,

ΚΠ0Β -μ ν5 ίη45°  + μν5ίπ45° = 0 .

Звідси отримаємо: Хпов =μν·^2 , =0.
Таким чином, головний вектор поверх

невих сил напрямлений вздовж осі х.
Напрямки сили динамічного тиску R пуль

пи на вигнуту частину трубопроводу і проекції 
Хпов головного вектора поверхневих сил 

стінок трубопроводу на вісь х протилежні за 
модулем R = X = %/2μν. Тоді за визначен
ням маємо

μ = ρ ν σ .
Залежність між питомою масою пульпи р

і її питомою вагою визначається співвідношен- 
Υням р = —, а площа поперечного перерізу 

7Ш _
трубопроводу σ  = ----- . Підставивши вирази

4
для μ , р і σ  в формулу для R, одержимо

R = —  jk / V  =17,7 кН.
4 g

12.3.3. Задачі для самост ійного розв'язування

12.19. Вода входить у нерухомий канал 
змінного поперечного перерізу, симетрич
ний відносно вертикальної площини, зі 
швидкістю v0 =2  м/с під кутом а 0 =9О° 
до горизонту. Площа перерізу каналу на 
вході 0 ,0 2  м2, швидкість води на виході ка
налу v, =4 м/с і напрямлена під кутом

а ,  =30° до горизонту (рис. 12.24). Визначи
ти модуль горизонтальної складової сили,
з якою вода діє на стінки каналу.

В і д п о в і д ь :  R=  138 Н.
12.20. Визначити тягову силу, створену 

водометним реактивним рушієм судна за 
рахунок струменя води, яку забирає відцентро
вий насос спереду судна і викидає з корми з 
відносною швидкістю v = 10 м/с, якщ о 
швидкість судна и=  5,1 м/с, а подача насоса

(2= 0 ,9  м3/с·

В і д п о в і д ь :  R = —Q ( v - u )  = 4,5 кН .
,?

12.21. Діаметр трубопроводу на ділянці 
закріплення в опорі змінюється від = 1,5 м 
до D2 = 1 м (рис. 12.25). Визначити горизон
тальну складову додаткової динамічної реак
ції, яку сприймає опора, якщо швидкість води 
v, = 2,5 м/с .

Р
---- ► V) ---- ► V2 Q “

Ш Ш ш ш .
Рис. 12.25

В і д п о в і д ь :  R = 2780 Н.
12.22. Пластина, яку введено у вільний 

струмінь води перпендикулярно до його осі,

відтинає частину струменя Q \ = l  л/с і обу
мовлює відхилення решти струменя на куг a  
(рис.12.26). Нехтуючи вагою води і тертям, ви
значити кут a  і тиск струменя на пластинку, 
ЯКЩ О  Ш ВИДКІСТЬ струменя V| =  v 2 =  v  = 28 м/с, 
а повна витрата <2 = 21 л/с .

В і д п о в і д ь : а  = агс8Іп —  =30°;Я=254Н.
a

12.23. Трубопровід діаметра D = 1,2 м має 
розгалуження, в якому діаметр кожної мен
шої труби d =  0,85 м (рис. 12.27). Визначити 
динамічну реакцію трійника, якщо a  = 45°, 
а сумарна витрата води Q = 6  м3/с розподі
ляється в розгалуженні порівну.



§ 1 2 .4 . ТЕО РЕ М А  
П Р О  З М ІН У  К ІН Е Т И Ч Н О Ї ЕНЕРГІЇ

12.4.1. Короткі т еор ет ичн і  в ідом ост і

К інетичною ен ер г і єю  матеріальної точки  
називають скалярну міру механічного руху 
точки в нерухомій системі координат, що 
дорівнює половині добутку маси точки т  на 
квадрат її  швидкості:

т  1 2 Т = — mv
2

(12.13)

Кінетичною ен ер г і єю  си ст ем и матеріаль
них т о ч о к  називаю ть сум у кінетичних 
енергій усіх точок, що входять до системи:

Τ = Σ Τί = ^ Σ ^ ί ,  (12.14) 
/=1 Z /=1

де w, — маси точок; ν (· — швидкості точок.
Кінетична ен ер г ія  т в ер до го  тіла, щ о р у 

ха єт ься  поступально,

T = - M v 2c
2 С

(12.15)

де М — маса тіла; vc  — швидкість центра 
мас (або будь-якої іншої точки).

Кінетична енергія твердого  тіла при об ер 
танні його навколо нерухомої о с і  (наприклад Οζ)

Τω = -- / .or (12.16)

де /_ — момент інерції тіла відносно осі 
обертання;ω — кутова швидкість тіла.

Для загального випадк у  руху т вер до го  тіла 
(в тому числі і для плоского  руху)

Т = - M v 2c  + -/ Г0Г
2 с 2  с ’ (12.17)

де /с — момент інерції тіла відносно миттє
вої осі, яка проходить через центр мас (для 
плоского руху ця вісь перпендикулярна до пло
щини руху); ω  — миттєва кутова швидкість.

Теорема про зм ін у  к ін ет ично ї  ен ер г і ї  м а 
т ер іально ї  точки. Приріст к ін етично ї ен ер г і ї  
матеріальної точки на д е як ом у  в ідр і зку  ду ги

ї ї  т раєкт ор ії  дор івнює р о б от і  сили, що при
кладена до  точки, на цьому відрізку дуги  траєк 
торії:

m v m v l
= А. (12.18)

де ν0, ν — відповідно початкова та кінцева 
швидкість точки; А — робота сили.

Теорема про зміну кінетичної енергії 
матеріальної точки в диференціальній формі.
Диференціал к ін етично ї ен ер г і ї  матеріальної 
точки дор івнює елементарній р об от і  сил, що 
діють на точку.

dT  = d'A. (12.19)
Теорема про зміну кінетичної енергії си

стеми матеріальних точок. Приріст кінетич
н о ї  ен ер г і ї  си ст еми матеріальних точок з а  д е 
я к и й  п р ом іж ок  ч а с у  д о р і в н ю є  сум і  р о б іт  
зовнішніх і внутрішніх сил, що діють на точки  
си ст ем и протягом цього пром іжку часу :

Т - Т 0 = ± А ‘  + ± А І ,  ( 12.2 0 ) 
/=1 /=!п п

де Σ Αί ’ Σ ^ ί  — відповідно сума робіт 
/=1 ;=І

зовнішніх і внутрішніх сил.
Елементарна р о б от а  сили дорівнює ска

лярному добутку сили на елементарне пе
реміщення точки її прикладання:

d'A = F ■ d r  = F ■ ds  cos ^F, τ| =

= Fxdx + Fydy  + F: dz. (12.21)
де 5 — дугова координата; τ — орт дотич
ної до траєкторії точки; dx, dy, dz — про
екції вектора елементарного переміщення
d r  точки прикладання сили на осі декар- 
тової системи координат.

Робота сили на скінченному переміщенні 
матеріальної точки вздовж дуги L визна
чається одним з інтегралів

A = ^F  d r  =^FTds  =
І. L

= \ ( F xd x +  F y d y  + F y d z )  (12.22)

Робота сили ваги матеріальної точки дорів
нює добутку сили ваги на різницю висот (±h) 
початкового і кінцевого положення точки:

A = ±Ph = ±mgh. (12.23)
Робота центральної сили не залежить від 

форми траєкторії матеріальної точки, на яку 
діє центральна сила, а залежить тільки від 
початкового та кінцевого положень точки:

г2
А = J F (r )d r .  (12.24)

П
Робот а  сили п р уж н о ст і  у випадку, коли 

кінці  пружини закріплено шарнірно, а 
пружня сила пропорційна подовженню 
Ar(F = CAr), визначається з виразу

A = - | ( A r f - A r !2 ) , (12.25)

де Δη = η -  г0 , Δг2 = г2 -  г0 — початкове та 
кінцеве подовження пружини; г, та г2 — дов
жина пружини в початковому та кінцевому 
положенні; г0 — довжина недеформованої 
пружини; С — жорсткість пружини.

Елементарна робот а сил , що прикладені до  
твердого тіла, дорівнює сумі роботи голов
ного вектора зовнішніх сил, яка здійснюєть
ся на елементарному переміщенні полюса О, 
і роботи головного моменту цих сил, обчис
леного відносно центра О, на елементарно
му обертальному переміщенні d(p тіла на
вколо осі, що проходить через цей центр:

d'A = F e ■ dr0 + M q · ί/φ · (12.26)
Елементарна та повна р о б от а  сил, при

кладених д о  т вер до го  тіла, що об ерт аєт ь ся  
навколо о с і  Οζ,

Ф2
d'A = M z -dq>, А = j Μ . -dtp , (12.27) 

Φι
де Μ , — головний момент усіх зовнішніх сил 
відносно осі обертання Οζ.

Сума роб іт  у с іх  внутрішніх сил абсолютно  
т вер до го  тіла дор івню є нулю.

Потужність зовнішніх сил, прикладених до  
т вер д о г о  тіла, дорівнює сумі скалярного 
добутку головного вектора на швидкість 
полюса О і скалярного добутку головного 
моменту цих сил відносно даного полюса 
на кутову швидкість обертання тіла:

N = F e - v 0 + M q ·ώ· (12.28)
В окремому випадку, коли тіло здійснює 

обертання навколо нерухомої осі, наприк
лад Οζ, і М z = const, потужність і робота 
зовнішніх сил визначається за формулами

Ν = Μ ζω ,  Α = Μ ζ ( φ - φ0 ) ,  (12.29)

де φ, φ0 — кінцеве і початкове значення кута 
повороту тіла.

12.4.2. Приклади р о з в ’я з у ванн я  задач

Приклад 12.14. Вантажу вагою P = m g ,  
підвішеному в точці О, на пружині, статичне 
подовження якої під дією сили ваги Р  дорів
нює λ £Τ, надана початкова швидкість v0 із 
положення М 0 вертикально вниз (рис. 12.28). 
Визначити швидкість вантажу в положенні Μ , 
якщо вантаж, який вважається матеріальною 
точкою, ковзає по кільцю радіуса R без тер
тя, 00\ = R і довжина недеформованої пру
жини теж дорівнює R .



Р о з в ’ я з у в а н н я .  Застосуємо для ана
лізу руху вантажу теорему про зміну кіне
тичної енергії точки, взявши за початкове по
ложення вантажу точку М 0, за кінцеве — 
точку М. За (12.18) отримаємо

Ί Ί
V- νήт ------т-У- = А. ( 1)
2 2

Роботу здійснюють сила ваги вантажу 
(А = m g h ) і пружна сила пружини:

^ = - ~ ( δ/'22 -Δ λι2),

де Аг2 та Δη — відповідно подовження пружи
ни в кінцевому та початковому положеннях. 
Оскільки в стані статичної рівноваги тіла, 
підвішеного на пружині, сила ваги m g  зрів
новажується пружною силою пружини, то
m g  = СЛст, де Аст — статичне подовження пру
жини (подовження пружини в стані рівноваги). 
Тоді коефіцієнт пружності пружини 

r  _ m g

Нормальна реакція N кільця весь час 
перпендикулярна до переміщення і її робота 
дорівнює нулю. Отже, сума робіт

А = m gh  -  ~ ~  |δλ2“ -  Δη2 j.
.̂Лст

У випадку, який розглядається, Ii = R , 
Аі\ = R y f l  -  R , Аг2 =2 R - R  = R , тому

А = ingli - m g
2λ_

= m gR 1 -

R2 -  R (\І2 -1  j 2

Підставивши А з одержаного виразу в (1), 
дістанемо

V VQт ------т —̂- = mgR
2 2

звідки

(V2 - 1  )R

V5 +2 gR

Приклад 12.15. Тіло, що має вагу Р  = m g ,  
падає без початкової швидкості на пружину 
з висоти h (рис. 12.29). Визначити найбільше 
стиснення пружини λ . Масою пружини знех
тувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Застосуємо теорему 
про зміну кінетичної енергії точки

Ί 2
V“ V0 Λm ------in —-  = A ,
2 2

взявши за початкове положення тіла нача
ло його падіння з висоти А, а за кінцеве — 
момент максимального стиснення пружи
ни. Зміна кінетичної енергії за цей проміжок 
часу дорівнює нулю, тому що v0 = 0  і при 
найбільшому стисненні пружини ν = 0 . 
Отже, робота А = 0. На тіло після його до
тику з пружиною діють дві сили: сила ваги 
P  = m g  і пружна сила пружини. Сила Р 
здійснює роботу на переміщенні (/г+ λ ) , 
пружна сила — на переміщенні λ  · Тому

А = m g  (/ι + λ ) - ^ - λ 2 = 0 ,

де C — коефіцієнт пружності пружини.
Оскільки в стані статичної рівноваги тіла 

сила ваги зрівноважується пружною силою 
пружини, то m g  = С к сг , де Лст — статична 
деформація пружини (подовження пружи
ни в стані рівноваги). Тоді коефіцієнт пруж
ності пружини

С = ^ .
А.ст

Далі з виразу роботи сил отримаємо 
1

- λ 2 = 0 ,
або

2λ„

- 2λ ετλ  — 2/.c j h — 0 .

Розв’язавши це рівняння, одержимо два 
корені. Враховуючи фізичний зміст задачі, 
залишаємо один корінь (другий корінь 
від’ємний):

λ  =: ^ст +\[λ,ст + 2Хст/г.

/
Ά λ

ЛА 1 ΛΒ

tfc III \Το
Ά λ Рз

Х Хс
1

Χώ

\ мг Μ* ΡΪ
II t z F

'Л/,

ΑΕ і

Зауважимо, що при /І = о найбільше 
стиснення пружини λ  = 2ХСТ , тобто при 
динамічній дії вантажу на пружину її най
більше стиснення в два рази більше статич
ної деформації.

Приклад 12.16. Редуктор пароплавного 
турбозубчастого агрегату складається з трьох 
коліс, радіуси яких дорівнюють відповідно

Рис. 12.30

одержимо 

1
Т =

f  \ 
г3 + /о

/ λζ 
1

Vr2 y
+ /-> ω?

або
-Г 1 t 2Τ = - Ι ίΚω , .

(рис. 12.30, а). На ведучі колеса / і II де зведений момент інерції>\ Г~>
від турбін передаються моменти М\ і М 2 . 
Визначити кутове прискорення гребного 
вала, якщо на гвинт діє момент опору Л/3 . 
Взяти моменти інерції ведучих коліс рівни
ми 11 і І2 , а момент інерції колеса III з 
валом і гвинтом /3 .

Ро з в ’ я з у в а ння .  Скористаємося теоре
мою про зміну кінетичної енергії в диферен
ціальній формі і запишемо формулу для визна
чення потужності:

dt
Визначимо кінетичну енергію системи, 

яка складається з трьох виконуючих обер
тальний рух коліс редуктора:

1

t  \-  
'з
'I

/ λ

Ι'ίV ~\ ‘ У
Знайдемо потужність

Ν = Μ ,ω, + Μ 2(ϋ2 - Μ 3ω 3 = 
f  \

W, — + Μ -,- - -Λ 4 3 ω3.
ν 1 )

Τ = -  ̂I j (of + 1ί(Οί + /3ω 3 j .

Враховуючи кінематичні співвідношення 
ω ,/j = o>2r2 = ω 3Γ3,

Ί r2
Діючі на систему і зображені (рис. 12.30,6) 

сили ваги коліс P t, Р2, Р3 і реакції підшип
ників коліс ХА, ZA, Хв, Zg, Хс , Zc , XD, ZD, 
XF, ZF, ХЕ, Ζκ  прикладені до нерухомих то
чок; їх робота при обертальних рухах коліс 
дорівнює нулю, тому вони не входять до ви
разу потужності N. Внутрішніми силами є 
колові сили в точках дотику зубчастих коліс.

Із виразу для Т, враховуючи, що кутова 
швидкість ω  є функція часу, знаходимо



Для заданої системи, яка складається із 
абсолютно твердих тіл, з ’єднаних нерозтяж- 
ними нитками, сума робіт внутрішніх сил

П
дорівнює нулю: ^ А /  = 0 .

/=1
Крім того, оскільки у початковому поло

женні система перебуває у стані спокою, то 
Т0 = 0.

Кінетична енергія Т системи в кінце
вому її положенні дорівнює сумі кінетич
них енергій тіл І, 2, З, 4, 5:

Τ = Τχ,+ Τ2 +Τ3 +Τ4 +Τ5 .
Тягар У рухається поступально. Тому його 

кінетична енергія

m, v2 3wv2^ ” «1 ν 
Ті = - ± — ~

1 2 2 
Кінетична енергія блока З, який обер-

таєтьс» ВІДНОСНО нерухомої осі, T , -  ± h  ω ? , 

де /з — момент інерції блока 2 відносно 

осі обертання; / 3 = ш3/32Л. = ті$х ', ω 2 — ку-

V F
това швидкість тіла 2; ω 3 = —-  . Швидкість

'з

У\1

Тому маємо
/

М, - + Л/ 2 — -
" Г-1

■М, ω-.

ЗВІДКИ

М, - + М - , -± -М 3 
" г-,

з̂в
Приклад 12.17. Механічна система вна

слідок д ії сили ваги тіла / починає рухатись 
після стану спокою (рис. 12.31, а). Врахову
ючи тертя ковзання тіла 7 та опір коченню 
тіла 2 , що котиться без ковзання, нехтуючи 
масами ниток, які вважаються нерозтяжни- 
ми, знайти швидкість ν тіла / у той момент, 
коли ним буде пройдено шлях S . Дано: 
пц = 3//г; пі2 = 2т; іщ = т; пц  = т; іщ  = т;
/?2= ^з= 12см, г2 =0,5/?2, г3 =0,75/?3,
R3 = 20 см, і-,х = 8  cm, i j t = 10 cm, a  = 30°, 
/  = 0,1; δ = 6 , 2  cm; S = 2  m.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Застосуємо теорему 
про зміну кінетичної енергії механічної си
стеми ( 12 .2 0 )

Т - Т 0 = ± А '  + ± А І  .

а

точки Е блока 3  дорівнює швидкості точки D 
котка 2 , яку можна знайти із співвідношення

_ {R2 +/2 ).
я ,

то о _

оскільки vc  =v, R2 =2r2 ,

3v
= — і v£ =vD=- v .  Тоді o>, =— . Із 

2 ' 2 л

урахуванням виразів для / 3 і со3 формулу 
для кінетичної енергії блока 3 запишемо так:

Т-1 =
1

‘3 Здг

f i  Л 3v 9 пі / . \ 
13х

2г3
V ·’ / г3\ 3 /

Кінетична енергія блока 4, який здійснює 
плоский рух,

-Г  ̂ 2 1 , 2
4 = - ' « 4 v C4 +  ~ І СІ Ш4

де Vq — швидкість центра мас С4 блока 4;

^с4 — момент інерції блока (однорідного 
суцільного циліндра) відносно його централь-

1 1
ної (горизонтальної) осі; /q = - m 4R4 ; ω 4 —

миттєва кутова швидкість блока 4. Оскіль
ки блок 4 рухається таким чином, що нит
ка відносно поверхні блока не проковзує, 
то миттєвий центр швидкостей перебуває у

v cточці Р. Тому ω 4 = —— . Швидкість точки С4

блока ν,г .

Rs

а vw = v, = v4 2

Швидкість \к  точки К блока 3 знайдемо 
із співвідношення

Γη
Враховуючи те, що г3 = 0 ,75R? , з попе

редніх кінематичних співвідношень одержи

мо \с  = ν , ω 4 = — . Тоді кінетична енергія

блока 4
R-x

_ пі4V іп4\- _ 3ш4\-
Ід —---------1---------—----------

2 4 2

Кінетична енергія котка 2, який здійснює 
плоский рух,

1 2 1 2
Т2 - - m 2\ c2 + ~ /с2а>2 .

де уСз — швидкість центра мас С2 котка 2;

vc2 = v’ Іс г ~  момент інерції котка 2  
відносно його центральної горизонтальної
поздовжньої осі: Іс  = т 2і2х = 2ті2х, ω 2 —
миттєва кутова швидкість котка 2. Оскіль
ки коток котиться без ковзання, то миттє
вий центр швидкостей перебуває у точці Q.

У Су V
Тому (Dj =-^2. =— . З урахуванням виразів для

Іс г
R2 r2

і ω 2 попередня формула набуває вигляду

( ·  ^
2 ”

1 + 12х

{ * і )
_ _

2 , -2 2w2v 1 п ь і2 \ 2
Т-, = — —  +-----—  = т\

-  2 2 tf22

Кінетична енергія тягаря 5, який рухається 

поступально, / 5 = ~ ~ , де v5 — швидкість
2  ' Ί

r τ  -Г WV’тягаря J; v5 = v . Тому / 5 = ------.

Кінетична енергія всієї механічної си
стеми з урахуванням одержаних формул для
η ,7 ’2 ,7 ’3 ,7 4 ,7 ,

j  -  " ίν 
2

або

/ . \2 / . \2 ~
3 + - '4 л + -  + 2 1 + f3.v

4 Г4 , 2 V - /

7’ =
67wv"

12
Знайдемо суму робіт усіх зовнішніх сил, 

прикладених до точок системи, на заданому 
переміщенні. Покажемо усі зовнішні сили, 
що діють на систему (рис. 12.31, б).

Робота сили ваги fj

А ) = i ^ g S  s i n a , 

Робота сили тертя ковзання

■4('?„ )  = - V S ·
8  Теоретична механіка 225



Оскільки Fjp = //V, = f n i y g c o s a . , де /V, — 
нормальна складова реакції похилої площи
ни, то

А (£ф ) = ~f"h gS  cos α .

Робота сил ваги Р4 і Р5

а ( р4 ) = - m Agh 4 , А(/>,) = - m 5g h 5 ,

де /г4 = /г5 = h  — вертикальне переміщення 
центра мас С4 блока 4 і тягаря 5.

Для визначення величини переміщення 
/г слід врахувати те, що між лінійними пе
реміщеннями точок такі ж залежності, як  і 
між ї х  швидкостями. Оскільки ν Γ  = V , отри- 
маємо /г = S . Тому

A(P4 ) = - m 4gS ,  A(P5) = - m 5gS .

Робота сили ваги Р2

А (Р2)=  ni2g h 2 = m2gS  sin α .

Робота пари сил опору кочення котка 2

А(М о.к) = -^о.кФ 2 . 
де М ок  = δ/ν2 = 6w2g c o s a  — момент пари 
сил опору кочення котка 2 ; φ 2 — кут пово
роту котка 2. Оскільки коток 2 котиться без 
ковзання, то кут його повороту

φ 2
S c ,
Λ,

Сума робіт зовнішніх сил визначається 
додаванням робіт, обчислених за вищена- 
веденими виразами:

^  А? = пц gS  sin a  -  fitly gS  cos a  -

b n h g S c o s a  _
- m 4gS  -  ni$gS + t ih gS  sin a  —

= mgS 5 s in a - 3 / + —R-,
c o sa - 2 = 0,21 mgS.

Відповідно до теореми про зміну кіне
тичної енергії механічної системи при
рівняємо значення Т і £ а , £ :

де Sr  — переміщення центра мас С7 котка 2,

_  \ Snh gS cosa
причому SCi =S. Тому А[М0 к ) = ------ ------------ .

- /?2

Робота сили ваги Р3 і реакцій , ΥΑ 
підшипника осі обертання блока 3 дорів
нює нулю, оскільки ці сили прикладені до 
нерухомої точки. Робота сили зчеплення F  
котка 2 дорівнює нулю, тому що сила при
кладена в миттєвому центрі швидкостей 
котка. Точка прикладання реакції ΥΒ троса 
знаходиться в точці Р  (миттєвому центрі 
швидкостей тіла 4), тобто є нерухомою, 
тому робота реакції ΥΒ дорівнює нулю.

—  m v 2 = 0 ,2 lm gS ,  
12

(D
звідки

12-0,21gS 0,21-9,81-212 = 0 ,8 6  м/с.
67 \ 67

Теорема про зміну кінетичної енергії дає 
змогу окрім швидкості визначати також і 
прискорення. Здиференціювавши вираз (1) 
за часом, вважаючи пройдений тілом 1 шлях 
S змінною величиною, отримаємо

67- - 2 vv = 0 , 21gS.
12

Оскільки S
dS . d v: —  = v, а v = —  = w, то,
d t  dt

скоротивши на v, одержимо

1 2 -0 ,2 1# / 2w = v = -------------= 0,184 м/с .
67-2

Приклад 12.18. Визначити постійну тягу 
гвинта F при горизонтальному польоті літа
ка вагою (7, за якої літак збільшить свою 
швидкість з ν 0  д о  v ,  (рис.12.32), пролетів
ши відстань S. Тягу гвинта F  вважати на
прямленою по швидкості польоту. Сила
лобового опору пропорційна квадрату швид
кості ( Q = kv2 ) і напрямлена протилежно 
вектору швидкості.

м  м
Дано: 5 = 200 м; v0 = 250 —; v, =350 — ;

k=  10; (7= 900 кН. С С

Рис. 12.32
Р о з в ’ я з у в а н н я .  Застосуємо теорему 

про зміну кінетичної енергії матеріальної 
точки Т - Т 0 = А (розмірами літака в умо
вах даної задачі можна знехтувати).

Оскільки маса літака т = — =0,917-105кг,
g

то То = 2 WV0 = 0,2867-1010 Дж — кінетична 

енергія літака в початковому положенні, Т =

= 2  /ηνι2 = 0 ,5619-1010 Дж — кінетична енер

гія літака в кінцевому положенні, зміна кі

нетичної енергії Т - Т 0 = 0,2752-10шДж. 
Робота сил

a = a ( f )+ a ( q ),

де A (F ^= F S  — робота сили тяги гвинта 
на переміщенні S. Оскільки координата S  
визначає положення літака під час його пря
молінійного руху, робота сили опору

A(Q) = - \ Q d S = - \ k v 2dS = - k \\—  dS.
0 0 OV d t  ,

Робота сили ваги G та піднімальної сили 
при горизонтальному польоті літака дорів
нює нулю.

Залежність швидкості від переміщення 
визначимо з диференціального рівняння

л
/HW = F  -  /tv",

d v  d v  dS d v  де w — прискорення; w = — =-------- = v —
„  . dt dS ώ  dS 'Тоді

d v  „ , ?m v —  = F -k v "  
dS

Розділивши змінні, отримаємо 

v A

або
F -  kv m

vd v

l - v 2
k

= —d S .
m

Після інтегрування матимемо

- - • - I n  
k 2

або

In F  2-----v
k

= — S + lnC  
m

де C' = C~2k.
Після потенціювання одержимо

F  .2 - " s
-  v" = C e  . (D

Постійну інтегрування C ' знаходимо з 
початкових умов v ( t  = 0) = v0 , S(t  = 0) = 0:

Підставивши цей вираз у рівняння ( 1), 
отримаємо

2 к„

або

Знайдена залежність швидкості v від пе
реміщення дає змогу визначити роботу сили 
опору:

F 2 (  F \Ί-----\ — ----- Vn
к к и

\ /

/ гр 2к
О F 0- v “ =

~к - νδ e m

A (Q )= jk F  2Л — S f
e m -----

к

= - к
\

F  2 
T ~ v°

-2* ПІ ----
—  е 
2к

- F S

dS =

s

о



F  2

7 ~ v°

-2  k.
III

-1) -  FS =

-
(  ~2к с Ί ' 2 (  - и  А

т -----S
1 - е  т - S wv0 — s  

1 - е  т
2к 2

_ V / . V )

= F

Повна робота, здійснена силою тяги і 
силою лобового опору,

a = a ( f ) + a ( q ) =
~

( ~2к с Ί “ Ί ( ~2к Ат  
2 к

----- 5
1 - е - S

т\ о 
2

— s  
1 - е  т

_ V / - V /

= F

Зміну кінетичної енергії позначимо че
рез Δ7" (Δ Γ  = Т - Т 0 ). Тоді сила тяги

АТ +
m v l

1 - е
- 2  k-S

m
2к

1- е

Визначаємо числові значення: 

2-Ю
—  S ■200 = 0 ,0436 ;
m  0,917 10J

е -0.043б = 0 ? 6 4 6 6 ;

1 - е " '  = 1-0 ,6436  = 0 ,3564 ;

—  = 0’ 9 1 7 'Ю - = 0,458· 104 ; 
2 к 2-Ю

F =
0,2759·1010 + 0,2867·ΙΟ10 0,3564

0,458-10 -0,0198

= 4,167· 107 Η.
Порівнюючи отриману силу тяги з ве

личиною тяги при відсутності опору

г =АІ  = 0 ,2752-10ІОДж = и 7 6 1 ( ) 7  н  
S 200 м

робимо висновок, що з урахуванням сили 
опору на те ж саме збільшення швидкості 
потрібна тяга двигуна в 3,03 раза більша.

12.4.3. Задачі для самостійного р о з в ’язування

12.24. Момент інерції прямого кругового 
циліндра відносно поздовжньої осі дорівнює 
M r2 , де М — маса; r радіус основи

циліндра. Кутова швидкість обертання ци
ліндра, виготовленного з чавуну, дорівнює 
5,714 рад/с. Яку роботу треба виконати для 
зупинки циліндра, якщо його радіус 1,75 м, 
а висота 0,5м?

В і д п о в і д ь :  108 000 Дж.
12.25. Масивний диск радіуса R обер

тається навколо своєї осі з кутовою швид
кістю ω0 . Його вага Q. З якою силою F 
потрібно натиснути на гальмівну колодку 
(рис. 12.33), щоб зупинити диск протягом од
ного оберту навколо осі? Коефіцієнт тертя

В і д п о в і д ь :  F = <2КЩ 
8  n g f

12.26. Один кінець важкого каната зав
довжки L, намотаного на блок радіуса R, 
звисає на довжину /0 (рис. 12.34). Яку кутову 
швидкість буде мати блок при опусканні ка
ната на довжину х, якщо момент інерції бло
ка відносно осі обертання дорівнює І і вага 
одиниці довжини каната ЯІ

В і д п о в і д ь :  0) =
/

qLR

8
12.27. Вантаж М вагою Р  (рис. 12.35) 

може вільно переміщатись вздовж горизон
тального стрижня АВ, на який надіто пружи
ни ААХ і BBt. Коефіцієнти жорсткості пру
жин дорівнюють С, і С2 . Пружини спочатку 
були в ненапруженому стані. Потім вантаж М 
відхилили вздовж стрижня АВ на відстань λ  
і відпустили без початкової швидкості. Нех
туючи вагою пружин і тертям, визначити 
швидкість вантажу М, коли його центр ваги 
проходить положення статичної рівноваги.

І С, м

А А\
Рис. 12.35

С2 у ,
-AAArg
β, В

В і д п о в і д ь :  ν = (С| + С2) .

12.28. Нитка, прикріплена одним кінцем 
до тіла А вагою Р  (рис. 12.36), яке рухається 
з тертям по горизонтальній площині, пере
кинута через нерухомий блок С, огинає ру
хомий блок В вагою Q і радіуса r  і закріп
лена другим кінцем О. Визначити швидкість 
v тіла А як  функцію переміщення S центра

блока В, якщо момент інерції останнього 
відносно центра мас дорівнює І , коефіцієнт 
тертя тіла А об площину дорівнює /  .

В і д п о в і д ь :  v = 2r 1 2 ( Q - 2 P f ) S g  

l g  +Q r2 + 4 P r2
12.29. Т ілу надали першу космі чну 

швидкість v0 = y[gR  , де 8 — прискорення 
сили тяжіння на поверхні Землі, a R — 
радіус Землі. Ця швидкість напрямлена вер
тикально вгору. Враховуючи тільки силу 
притягування Землі, яка змінюється обер
нено пропорційно квадрату відстані тіла від 
її центра, визначити: 1) на яку висоту /і, над 
поверхнею Землі піднімається тіло; 2) на яку 
висоту /і2 воно підніметься, якщо його по
чаткова швидкість становить 1,4ν0 .

В і д п о в і д ь :  1) /і, = R ; 2) Іг2 = 49R .
12.30. Зубчасті колеса насаджені на неру

хомі паралельні осі (рис. 12.37) і мають внут
рішнє зчеплення. Колесо /, радіус якого г{ 
і вага Р\, приводиться в рух зі стану спокою 
обертаючим моментом М. Вага зубчастого 
колеса 2 дорівнює Р2 . Нехтуючи тертям, ви
значити кутову швидкість колеса / залежно 
від його кута повороту ср, та кутове прискорен
ня цього колеса. Вважати колесо 1 однорід
ним диском, а масу колеса 2  рівномірно роз
поділеною по ободу.



В і д п о в і д ь :  

4gM<p,
ω, =

2gM
(f j +2Ρ2) γ2 (Pl +2P2 )rl2 ·

12.31. Циліндричний коток, вага якого Р 
(рис. 12.38), почав скочуватися без ковзання 
вздовж площини, нахиленої під кутом а  до 
горизонту. При цьому стрижень ОА, вага 
якого Q , переміщується поступально. Ви
значити швидкість осі О котка залежно від 
пройденого шляху S ■

В і д п о в і д ь :  ν" 4 (P  + Q)
gS  s i n a .

ЗР + 2 0
12.32. Колесо / масою /;/, може котити

ся без ковзання у вертикальній площині 
всередині нерухомої шестерні 2; воно при

водиться в рух кривошипом А В завдовжки L 
і масою т  (рис. 12.39). У початковий момент 
кут a  між кривошипом і вертикальною 
віссю складав 60°. Кривошип відпустили без 
початкової швидкості. Визначити його ку
тову швидкість у момент проходження по
ложення рівноваги. Тертям знехтувати.

В і д п о в і д ь :  ω  =
З g  («;  + 2ііц )

' L(2m + 9m2)
12.33. До однорідного ексцентрика 1 з 

нерухомою горизонтальною віссю обертан
ня О прикладено сталий обертаючий мо
мент, модуль якого дорівнює М  (рис.12.40). 
Вага ексцентрика Qt , а радіус г0 . Вага дис
ка 2 дорівнює Q2 , а вертикального стриж
ня АВ — P. С — центр ваги ексцентрика, 
ОС = а. У початковий момент відстань ОА 
була мінімальною, а механізм перебував 
у стані спокою. Визначити кутову швид
кість ексцентрика, якщо він повернувся 
на кут 180°·

В і д п о в і д ь :

π Μ - 2  a ( P  + Qx +Q2 ) 

Q (2 a -  +/-2 ) + Q2 (a  + /-)'

12.4.4. Розрахунково-графічна р о б от а  
“З а ст о с уванн я  т еор еми  

про зм ін у  к ін ет ично ї  ен ер г і ї  
для вивчення  р ух у  м ехан ічно ї с и ст ем и ”

Механічна система внаслідок дії сили ваги 
починає рухатися із стану спокою. Початко
ве положення системи показано на рис. 12.41.

Враховуючи тертя ковзання тіла 7 (варіанти 
1 -6 ,8 - 1 2 ,  17, 1 9 -2 1 ,2 3 -2 6 , 28-30 ) та опір 
коченню тіла 3, яке котиться без ковзання 
(варіанти 2, 4, 5, 7—9, 11, 13—16, 18, 20—22, 
24—27, 29), нехтуючи масами ниток, які вва
жаються нерозтяжними, знайти швидкість v 
та прискорення w тіла 1 в той момент, коли 
пройдений ним шлях буде дорівнювати S.

Рис. 12.41 (початок)





Рис. 12.41 (продовження)

Рис. 12.41 (закінчення)

Таблиця 12.1
Н о м е р

в а р іа н т а ПІ у  KI' i t l j ,  к г m y  KI m 4 , к г R j .  к г R y  к г ‘l x '  K' ‘ Злг’ κ ι а ,  ір а ц β . ір а д / δ , CM 5 ,  м

1 т m 1/10  m 111 - - - 4 5 - 0 ,1 - 2

2 т 3  m til 2  in 1 5 2 0 12 - ЗО - - 0 ,2 2

3 т 4  m 1/5 m 4 / 3  m - - - - 6 0 - 0 ,1 - 2

4 т 1/2 m 1 /Злі - - 3 0 - 2 0 3 0 4 5 0 ,2 2 0 ,2 2

5 т 3 m 111 - - 2 8 - 2 0 3 0 6 0 0 ,1 0 ,2 8 1 ,5

6 т 1/2 m 1/5 in 1/4 m - 2 0 - 18 3 0 - 0 ,1 - 1

7 т 2  m 2 in - 1 6 2 5 14 - ЗО - - 0 ,2 2

8 т 1/2 m 1/3 m - 16 2 4 12 з о 4 5 0 ,1 5 0 ,2 1 ,7 5

9 т 2  m 9 m - - 3 0 - 2 0 з о - 0 ,1 2 0 ,2 5 1 .5

1 0 п і \ I 4 m 1/4 in \ / 5 m - - - - 6 0 - 0 ,1 - 3

II т 1/2 m 1 /4 m - - 3 0 - 2 5 з о 4 5 0 ,1 7 0 ,2 2 ,5

12 т 1/2 m 1/5 m m 3 0 - 2 0 - з о - 0 ,2 - 2 ,5

13 т 2 m 5 m 2 m 3 0 2 0 2 6 - з о - - 0 ,2 4 2

1 4 т 1 /2/n 5 in 4  in 3 0 2 5 2 6 - _ - - 0 ,2 2

15 III 1/2ш 4  m 4 2 m 2 0 15 18 - з о - - 0 ,2 5 1 ,5

1 6 т 2  m 1/4 m 111 2 0 2 0 18 15 з о - - 0 ,2 1

17 111 111 1/10  111 1/5 m 2 0 2 0 15 15 з о - 0 ,1 - 1

18 т 2 m 3  пі 2  m 2 0 2 0 15 - з о - - 0 ,2 3

1 9 111 1/3 m 1 / 10  in 111 2 4 - 2 0 - 6 0 - 0 ,1 5 - 1 ,5

2 0 т 2  m 111 - 1 6 3 0 12 2 5 з о 6 0 0 ,1 0 ,2 1 ,5

21 т 111 2 m - 2 0 2 0 1 6 - з о 4 5 0 ,2 0 ,3 2 1 ,2

2 2 III 4/ 3  m 2 m 3/4  in 2 0 2 0 16 18 з о - - 0 ,2 5 1 ,2

2 3 111 III 1/1 О т 4/5  in 2 0 - 18 - з о - 0 ,1 - 1

2 4 пі 2  ill 5 in - 1 6 2 0 12 1 6 6 0 ЗО 0 ,1 5 0 ,2 1 ,2

2 5 111 112m I /5 m - 15 2 0 12 - з о 4 5 0 ,1 5 0 ,2 1



Н о м е р
в а р іа н т а т у  к г m j ,  к г ту  к. т4. к г Я , ,  к г R y  к г W  к| V КІ а ,  і р а д Р и р а д / 6 , см S , м

2 6 т 1/2 т т - 16 з о 12 2 5 3 0 6 0 0 ,1 0 ,2 1

2 7 т т 6  т \І 2 т 2 0 2 0 16 - з о - - 0 ,2 2

2 8 т 2 т 1/2 т 1/4 т - 18 - 16 4 5 - 0 ,2 - 2

2 9 т \ /4 т 1/8 т - - 3 5 - - 15 ЗО 0 ,2 0 ,2 2 ,4

3 0 т 1/2 т 3 / 1 0  т 3 /2  т 2 6 2 0 2 0 18 3 0 - 0 ,1 2 - 2

В умовах задач прийнято такі позначення: 
/«і, /w2 > w 3 ’ тА — маса тіл 1, 2, 3, /?2· r2 ’ ^3 ’
/•3 ,Л 4 ,г 4 — радіуси великих і малих кіл; 
і2х, /'з*, ί4χ — радіуси інерції тіл 2, 3, 4 від
носно горизонтальних осей, що проходять 
через їх центри мас; α , β — кути нахилу 
площин до горизонту; /  — коефіцієнт тер
тя ковзання; δ — коефіцієнт тертя кочен
ня. Дані для розв’язання задач наведено в 
табл. 12 .1.

Блоки і котки, для яких радіуси інерції в 
таблиці не наведено, вважати суцільними 
однорідними циліндрами. Похилі ділянки 
ниток паралельні відповідним похилим пло
щинам. У варіанті 14 візок 4 на чотирьох 
колесах 3.

§ 1 2 .5 . ТЕО РЕ М А  
П Р О  З М ІН У  М О М Е Н Т У  К ІЛ Ь К О С Т І Р У Х У  

(К ІН Е Т И Ч Н О Г О  М О М Е Н Т У )

12.5.1. Короткі теоретичні відомості

Момент кількост і руху  (або кінетичний 
момент) — друга міра механічного руху, яка 
застосовується в основному для характери
стики обертального руху.

Моментом кількості руху ка  точки відносно 
центра 0  називається величина, що дорів
нює векторному добутку радіуса-вектора r  
матеріальної точки, проведеного з центра 0 , 
на кількість руху цієї точки: 

k0 = f x c j  = r x i n v  ■

Кінетичним моментом К 0  матеріальної 
системи, або головним моментом кількості 
руху си ст еми матеріальних точок  відносно 
центра 0, називається векторна сума момен
тів кількостей руху точок системи відносно 
того ж самого центра:

п  п

Κ ο = Σ ϊ ο ί = Σ η * ηι^  
і=1 /=1

де кОІ — момент кількості руху і -ї точки; 
ή — радіус-вектор, що з ’єднує нерухомий 
центр О з і - ю точкою системи; ν, — 
швидкість і-'і точки.

Кінетичний момент твердого тіла, що 
обертається навколо нерухомої осі Οζ. дорів
нює добутку моменту інерції тіла відносно 
нерухомої осі обертання на кутову швидкість: 

Κ .  = Ι ,ω .
Кінетичний момент твердого тіла при 

складному русі може бути визначений так:
1. Кінетичний момент тіла відносно не

рухомого центра А дорівнює моменту кіль
кості руху тіла, прикладеного в полюсі О, 
відносно того самого центра A (r0 x Q )  < с к а 
леному з векторним добутком рс хт\г0 , а 
також з моментом кількості руху тіла в обер
тальному русі навколо полюса О (^ о ) '·

К А = r0 x Q  + pc Xm\0  + K%,

де г0 — радіус-вектор, який визначає поло
ження початку рухомої системи координат 
Oxyz (точки О) в нерухомій системі коорди
нат Αξης ; Q = т\с  — кількість руху твер

дого тіла; рс  — радіус-вектор центра мас С 
твердого тіла в рухомій системі координат 
Oxyz\ т — маса твердого тіла; \0  — швид
кість початку руху рухомої системи коор
динат; K q — кінетичний момент твердого 
тіла, зумовлений лише обертанням рухомої 
системи координат відносно полюса О.

2. Якщо початок рухомої системи коор
динат збігається з центром мас, то кінетич
ний момент твердого тіла відносно нерухо
мого центра А дорівню є сум і моменту 
кількості руху тіла відносно того самого 
центра A (rc x Q )  у припущенні, що вся маса 
тіла зосереджена в центрі мас, і моменту 
кількості руху тіла в обертальному русі на
вколо центра мас С ( ^ с ) :

K A=rc x Q + K £ .
Теорема про зміну моменту кількості 

руху точки. Похідна за  часом в ід  моменту  
к ількост і руху матеріальної точки в ідно сно  
нерухомого центра О (або ос і) дорівнює момен
т у М 0 рівнодійної сил F, прикладених д о  точ
ки, в ідно сно  т ого  самого центра (або осі): 

dko  
dt

або

= М ,

III

Звідси

і і  * J j  к
X у Z = X у  Z

X у і F F F‘ ν ‘ у ‘ :
dt

d  < ■ ι» -  (yz  
dt

■ zy) ■■

in — ( zx -  xz) ■ 
dt

yF. -  zFy 

zF,. -  xF.

in — (xv -  yx) = xF., -  yF, 
d t > 

де x, у ,  z — координати матеріальної точки;
χ .ν ,ζ  — проекції швидкості цієї точки на 
осі координат; Ff ,Fy ,Fz — проекції рівно
дійної сили на ті самі осі координат.

Теорема про зміну кінетичного моменту 
системи. Похідна за  часом в ід  кінетичного

моменту системи відносно нерухомого центра О 
дорівнює головному моменту зовнішніх сил М еа  
відно сно  т ого  самого  центра: 

dK  о
dt Ό  ■

Теорема про зміну кінетичного моменту 
в інтегральній формі або теорема момен
т у  імпульсів зовнішніх сил. Приріст к інетич
но го  моменту матеріальної си ст ем и  в ідно сно  
нерухомого центра О за  д е як ий  пром іжок  ча-  
с у  [?о>?] дор івню є  головному м ом енту імпуль
с і в  Le0 зовнішніх сил, прикладених  д о  т очок  
си ст ем и , з а  т ой самий п р ом іж ок  часу :

f П t П
K0 (t) -  K0 (t0) = J Σ ή  x F fd t  =J Σ ή  xdSf  = 4

'o1 * 'o'
Теорема Резаля. Швидкість ν κ 

тора кінетичного моменту си ст еми відносно  
нерухомої точки О дорівнює головному момен
т у  всіх зовнішніх сип відносно т іє ї  самої точки:

- d K o  \і —  
dt

= М<Ґ

Для твердого тіла, яке обертається навко
ло нерухомої осі Οζ, вираз теореми про зміну 
кінетичного моменту набуває вигляду (дифе
ренціальне рівняння обертального руху тіла) 

/7 Є = /Wf,

де ε = ώ  = φ  — кутове прискорення тіла; 1, — 
момент інерції тіла навколо осі обертання Οζ 

Закони з б ер еж енн я  кінетичного моменту:
1. Якщо головний момент зовнішніх сил 

відносно деякої нерухомої точки О дорів
нює нулю И = ° ) , т, то кінетичнии момент 
системи відносно тієї самої точки буде ста
лим як за величиною, так і за напрямком, 
тобто К 0 = const = K 0 (tQ).

2. Якщо головний момент зовнішніх сил 
відносно однієї з координатних осей дорів
нює нулю, то відповідний кінетичний мо
мент системи відносно даної осі буде ста
лим (М . =0 , K Z = const).



12.5.2. Приклади р о з в ’я з у ванн я  задач

Приклад 12.19. Матеріальна точка маси 
т = 0,5 кг рухається за законом r  = 2і + 
+ (4г  +5) j , де і та У — орти системи коорди
нат Oxyz. Визначити момент рівнодійної R 
усіх прикладених до цієї точки сил віднос
но початку системи координат Oxyz.

Р о зв ’ я зу в а н н я . Для розв’язання задачі 
застосуємо теорему про зм іну моменту 
кількості руху матеріальної точки, тобто 
вираз

d i o
d t

= M 0 (R ) .

Рівняння руху точки, записані коорди
натним способом, мають вигляд: х = 2  ( м ) , 
у  = 4г2 +5 ( м ) ,  z = 0. Проекції швидкості 

точки на осі декартової системи координат: 
v х = х = 0 , vу = у  = 8ί ,  z -  0 .

Момент кількості руху точки відносно по
чатку координат визначаємо за означенням:

*1

kQ = г х т\ = т (4 Г + 5 )

8/

0 і = 1 bintk

о!

= 8 гк.

де к — одиничний вектор ОСІ Οζ-
Таким чином, к0х = 0, к0у = 0, к0 - = 81. 

Остаточно знаходимо

M 0 (R) =
dkr

dt
: 8  Η  μ .

Приклад 12.20. В епіциклічному меха
нізмі (рис 12.42) рухоме колесо II радіуса г2 
котиться без ковзання по нерухомому коле
су І  радіуса η . Колесо II приводиться в рух 
кривошипом III, який обертається з кутовою 
швидкістю ω 3 навколо нерухомої осі Ον  
Скласти вираз моменту кількості руху К.  
системи відносно нерухомої осі Otz обер
тання кривошипа, яка перпендикулярна до 
площини рисунка.

Р о зв ’я з у в а н н я . Кінетичний момент си
стеми дорівнює сумі кінетичного моменту К 1" 
кривошипа III і кінетичного моменту К 1,1 ко
леса II, яке здійснює плоскопаралельний рух, 
тобто κ ζ = κ'ζ"  + к ‘‘ .

Кривошип ///здійснює обертальний рух 
навколо нерухомої осі, тому його кінетич
ний момент

КІи  = / 3 о 3, 
де / 3 — момент інерції кривошипа віднос
но його осі обертання, яка проходить через 
точку О у

Кінетичний момент відносно ОСІ 

колеса II, яке здійснює складний рух,

К ?  = т 2 (η + г2 У  со3 + / jOib, 
де т 2 — маса колеса //; І2 — момент інер
ції колеса II відносно осі, яка проходить че
рез точку 0 2, аь  — миттєва кутова швид
кість колеса, що здійснює плоский рух. 
Визначаємо со2 із співвідношення

(02г2 = 0)3 (г, +г2),  
яке відповідає рівності лінійних швидко
стей точки 0 2, що належить одночасно ко
лесу II  і кривошипу III. Тоді

.. ω3 ( Г1 + г2 )
—  .

Підставивши к "  і k 'J' у формулу для
Κ . , отримаємо

К , = /3 +/;
П +Г-, t
------ -  + Ι)ΙΊ(ΐ] + /·■>)

г2
ω .

Приклад 12.21. Гвинт пароплава має мо
мент інерції / і починає обертатися із стану 
спокою обертальним моментом М. На гвинт 
діють сили опору води, момент яких про
порційний квадрату кутової швидкості, тоб
то М оп = ки>2, де k — сталий коефіцієнт.

Визначити середню кутову швидкість 
гвинта за проміжок часу, в кінці якого ку
това швидкість гвинта буде дорівнювати ω , .

Р о зв ’ я зу в ан н я . Застосуємо диференці
альне рівняння обертального руху тіла

і л  = м{.
Зовнішніми моментами є обертальний 

момент М  і момент опору М  Отже,

I —  = M - k w r .  ( 1)
dt

Середня кутова швидкість може бути 
визначена за формулою

Ф
4  “  ,  '

Для знаходження φ і / зінтегруємо ди
ференціальне рівняння обертального руху ( 1). 
Розділивши змінні, отримаємо

Ι ά ω
M - k a r

= dt.

г, М ■> , Idw
Позначимо —  = а  , тоді ----------- —

k k(a~- ω ' )
Зінтегруємо останнє рівняння:

dr.

І , <7 + ω 
----- In--------
2 ak д -  ω

I , rt + ω,
= t, звідки t = ----- In------- L.

2uk «  -  ω,ω=ο “ ~ ші
Визначимо φ  як  функцію ω . Для цього 

помножимо рівняння ( 1) на ί/φ , одержимо

Ι ιαάω= ^Μ  -£ ω 2 )ί/φ.

Розділивши змінні, матимемо

/ω</ω 
М - к(й2

■dy.

Після інтегрування знаходимо

_/_
2  к

1η(α" - ω " ) = Ф,
ω=0

ЗВІДКИ

φ  = —  In
2  k rt2 - o )2

Згідно з виразом а>с = — середня кутова 

швидкість

1п- а
α  - ω ;

In α + ω.
α -  ω,

Приклад 12.22. Для визначення моменту 
інерції І тіла відносно вертикальної осі Οζ 
його підвішують на пружному дроті ON так, 
щоб він збігався з прямою, яка проходить 
через центр мас тіла (точку С) (рис. 12.43). 
Тіло повертають у горизонтальній площині 
на деякий малий кут Ф. Внаслідок закручу
вання дроту тіло буде здійснювати крутильні 
коливання навколо вертикальної осі з пері
одом Т, який вимірюється секундоміром. 
Для розрахунку крутильної жорсткості дроту 
виконують другий дослід: підвищують тіло 
(наприклад, диск) з відомим моментом 
інерції /0, для якого період коливань дорів
нює Г0. Визначити момент інерції тіла І.

Ро з в ’ я з у в а ння .  Складемо диференці
альне рівняння руху тіла. Момент сили ваги 
відносно осі обертання дорівнює нулю, тому 
що вісь обертання вертикальна. Не врахо
вуємо момент опору повітря і масу дроту. 
При малому куті закручування дроту момент 
пружних сил реакції дроту пропорційний куту 
закручування і приймається рівним с(р, причо
му коефіцієнт пропорційності с (крутильна 
жорсткість) залежить від розмірів дроту і пруж
них властивостей його матеріалу.



Позначимо через / момент інерції тіла 
відносно осі ОС, отримаємо диференціаль
не рівняння гармонічних коливань 

/ф = -сср.
Період коливань

Для визначення невідомої жорсткості 
дроту на кручення (величини с)  запишемо 
період крутильних коливань Т0 на тому ж 
дроті еталонного тіла з відомим моментом 
інерції / 0 відносно осі ОС. Маємо

ЗВІДКИ

4тг/о
Τ'2

_  70 
Отже,

Приклад 12.23. Однорідний горизонталь
ний диск (платформа) радіуса R і масою 
от має можливість обертатися без тертя 
навколо вертикальної осі (рис. 12.44). Як 
зміниться кутова швидкість диска, якщо лю
дина, що знаходиться на диску на відстані r  
від осі обертання, почне рухатися по колу 
радіуса r  з відносною швидкістю v? Маса 
людини дорівнює п ц .

Р о зв ’я з у в а н н я . Об’єктом дослідження 
є механічна система, яка складається з дис
ка з нерухомою віссю обертання Az і мате
ріальної точки, за яку приймається люди
на. Для розв’язання задачі використовуєть
ся закон збереження кінетичного моменту 
системи відносно осі обертання.

Застосувавши аксіому про звільнення від 
в’язей, матимемо, що на механічну систему 
крім сил ваги будуть діяти ще й реакції під
п’ятника ХА, УА, ZA і підшипника X в , ΫΒ 
осі обертання диска. Оскільки сили ваги 
Р = m g  та P\=m{g  паралельні осі Az, а 
реакції підп’ятника і підшипника перетина
ють її, то момент діючих на дану механічну 
систему зовнішніх сил відносно осі обер
тання Az дорівнює нулю:

Σ Μ ^ Η ·і
Кінетичний момент системи відносно 

цієї осі є сталою величиною:
Af^onst.

ωο

Рис. 12.44

Нехай початкове значення кутової швид
кості диска дорівнює ω0, а потім, внаслідок 
руху людини, дорівнює ω .

Складемо вирази К , для початкового і 
поточного моментів часу і прирівняємо їх 
обидва значення. В початковий момент, 
коли людина не рухається по диску, кіне
тичний момент системи відносно осі пово
роту Az визначається як сума кінетичного 
моменту платформи та моменту кількості 
руху точки, нерухомої відносно платформи:

К , = /_ω0 + п ц г2щ  ■
Після того, як людина почне рухатись по 

платформі, кінетичний момент системи буде 
дорівнювати кінетичному моменту усієї систе
ми від обертання з кутовою швидкістю ω , скла
деному з моментом кількості руху віднос
ного руху людини по платформі (шх\г). Якщо 
людина рухається у бік обертання, маємо

К .  = І  , ю + п ц г 2о і + пц \ г .
Прирівнявши отримані вирази кінетич

них моментів, одержимо

I М  + пцг~(й+ пц\г = І .со0 + пцг~Щ , 
звідки

_ (/, +/;ί|/-~)ω0 - п ц \ г
^  , 2 L +пцг

Момент інерції платформи, яку вважає
мо однорідним диском,

/ _ mR'
z -  2

Отже, кутова швидкість платформи (дис
ка) від руху по ній людини зменшиться на 
величину

Приклад 12.24. До вала / приєднано елект
ричний двигун, обертальний момент якого до
рівнює пц (рис. 12.45, а). За допомогою редук
тора швидкостей, що складається з чотирьох 
зубчастих коліс 1 ,2 ,3  і 4, цей обертальний мо

мент передається на шпиндель III токарного 
верстата, до якого прикладено момент опо
ру т 2 . Визначити кутове прискорення шпинде
ля III, якщо моменти інерції всіх деталей, які 
обертаються, відповідно дорівнюють І/, ІП, Іш . 
Радіуси коліс дорівнюють η , г2, г3 і г4 .

Р о з в ’ я з у в а ння .  Система складається з 
трьох частин, які обертаються: колеса І, 
проміжного вала //та шпинделя III.

На систему, окрім прикладеного оберталь
ного моменту і моменту опору, діють сили 
ваги Рх, Р2, Р у  Рц зубчастих коліс і реакції 
ХА, ZA, Хв , ZB, Хс , Zc , XD, ZD підшипників 
А, В, С і  D осей обертання (рис. 12.45, б).

При розв’язанні задачі, якщо розглянути 
всю систему разом і застосувати теорему про 
зміну кінетичного моменту, наприклад, 
відносно осі обертання II—II, в диференці
альне рівняння увійдуть моменти від невідо
мих реакцій підшипників C і D. Це робить 
неможливим розв’язання задачі. Тому прово
димо дослідження руху системи, відокремлю
ючи колеса /, 4 від вала II  з колесами 2 і 3.

Зображені на рис. 12.45, 6 колові зусилля 
Sp . S-,, , S34 та S43 — це зусилля між зубця
ми коліс. Ці сили є внутрішніми силами для 
даної механічної системи. Сила Sp  для коле
са / створює момент опору. Обертальний мо
мент, що діє на проміжний вал II, зумовлений 
зусиллям 52і · Сила S43 створює обертальний 
момент для колеса 4. Момент опору для ко
леса 3 створюється зусиллям 534· За законом 
рівності дії та протидії маємо

S |2  = ~^21 ’ ^34 = _ ^43·
До колеса / прикладено обертальний 

момент пц і колове зусилля Sp У точці 
дотику зубчастих коліс; диференціальне 
рівняння руху колеса /

11 фі = пц — 5 р г .
До проміжного вала II  прикладено ко

лові зусилля S·, 1 ' ^34 > диференціальне 
рівняння руху вала II

I II Ф2 = ^2\г2 ~ ^34г3 ■
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Рис. 12.45

До шпинделя прикладено колове зусил
ля S4з і момент опору ш2; диференціальне 
рівняння руху шпинделя III

Іщ ір з = S43r4 - m 2 .
Виразимо кутові прискорення ф2 і Фз 

через кутове прискорення ф] за допомогою 
кінематичних співвідношень

'1ν κ  = ω, τ', = 0)2г2 , ω 2 =ω, —

Враховуючи, що 512 = S21, рівняння руху 
зубчастого колеса II записуємо у вигляді

h i —  Фі = —  ( ' « ι - // Φ ι ) - 5 34/3· 
г2 г\

З останнього рівняння визначаємо

1
—  (/И| — //Фі ) — h i  -'-Φ ι
/і Г-,

\ L = ω 2/·3 = ω 3/·4 , ω 3 =

Γ2 
®2r3

Враховуючи, що 5з4 = 543, рі вняння 
руху зубчастого колеса III буде таким:

де K, L — точки дотику коліс. Після дифе
ренціювання цих виразів отримаємо

.. І) .. .. /3 .. >\Гт,
Ф2 = Фі ■ Фз = Ф2 - -  = Фі —  ■

/*2 /4 12 /‘4
Отже, рівняння руху набувають вигляду

h  Φι = "h ~  5Р Г > /// Фі — = — 5з4/‘з ,
г2

hll Фі -1 ” =^43г4 - ' « 2 -ГтГ4
Далі виключаємо невідомі колові зусилля. 
З рівняння руху зубчастого колеса 1 знахо

димо зусилля .S'|2:

Sp = -  I /Ψ  і )·
г\

— (пц - / ,φ , ) - / , ,  — ф! -  /?Ь .7 /// Фі
Г2 Г4  г3

Розв’язавши останнє рівняння відносно φ], 
отримаємо

пц -  т 2 ')гз
r 2 r4

Ф| = ---------

h  + h l

Отже, шукане'кутове прискорення

/ N
+ hii

( \ 
'і'з

J { 4 'а )

' і 'з ··
Єз =Фз = — Фі = г2г4

ГіГ4
п ц - ^ - п ь

Ί ' 3 _____ 1
" / \2 1/ \
h и + hi г±

U J U J
+ /III

12.5.3. Задачі для самост ійного р о з в ’я зування

12.34. Ш ків, який обертається з кутовою 
швидкістю ω 0, гальмується за допомогою 
ручного гальма (рис. 12.46). З якою силою Р 
треба натиснути на рукоятку, щоб шків зу
пинився через t секунд, якщо коефіцієнт 
тертя /, довжина рукоятки а, ОК - Ь ,  мо
мент інерції шківа /, його радіус г ?  Ви
значити також число обертів N, яке здійс
нює шків до його зупинки.

Ві дпов і дь :  Р = n , J S £ L о̂ у
4πа ф  AmrjP

12.35. Маховик з моментом інерції І 
перед початком гальмування мав кутову 
швидкість ω0 . Визначити, через який час 
його кутова швидкість зменшиться в два 
рази, якщо момент сил опору пропорцій
ний квадрату кутової швидкості (коефіцієнт 
пропорційності дорівнює k ). Також визна
чити число обертів, яке здійснює маховик 
за вказаний проміжок часу. Яка при цьому 
середня кутова швидкість?

п· / „  Лп2 , ~Ві дпов і дь :  г = — ; Ν =----- ; ω  =α>)1η2.
qyt 2τύ

12.36. Порожнистому кільцю радіуса R 
надана деяка кутова швидкість навколо вер
тикального діаметра. В кільці з найвищої

точки під дією сили ваги рухається кулька М  
масою/и(рис. 12.47). Знайти відношення най
більшої кутової швидкості кільця до наймен
шої, якщо момент інерції кільця відносно 
осі обертання дорівнює /.

η  · ® m i x  . n iR~Ві дпов і дь :  · = 1 + -
ω„ І

12.37. Однорідний горизонтальний диск, 
маса якого пц і радіус r  (рис. 12.48), обер
тається навколо вертикальної осі Cz із ста
лою кутовою швидкістю ω „ . З точки А ободу 
диска переміщується без початкової віднос
ної швидкості точка Л/, рухаючись по хорді 
від А до В. Маса точки М дорівнює т 2 . Нех
туючи тертям на осі, визначити кутову 
швидкість диска в момент, коли точка М 
перебуває на найкоротшій відстані а  від 
центра диска і має відносну швидкість и.

В ідп ов ідь : ω  =
(пц +2//ι2 )/-"ω„ -  2ат2и

пцг  + 2т2(Г

12.38. Вантаж М масою пц = 210 кг ут
римується на похилій площині людиною 
масою т 2 = 70 кг (рис. 12.49), яка ухопила
ся за мотузку в точці А. Радіуси блока

г = 0 ,1м , R = 0,25 м, кут сх = arcsin— . Лю- 
. . 6 

дина почала підніматися по мотузці вгору зі
швидкістю и = 0,74 м/с відносно мотузки.



Визначити, з якою швидкістю ν  при цьому 
рухатиметься вантаж М. Тертям знехтувати.

. m-)Rru _ „ м
В ід п о в ідь : v= .................... 7  = 0,2 —.

m xr" + m 2R" с
12.39. Однорідний горизонтальний диск 

радіуса r  масою пц має можливість оберта
тися навколо нерухомої вертикальної осі АВ 
(рис. 12.50), яка проходить через його центр О. 
По ободу диска рухається матеріальна точка М

2
з масою п и  за законом ί  = М пМ = ---- .

2
Визначити кутове прискорення ε дис

ка, якщо в початковий момент часу диск 
був нерухомий. Тертям знехтувати.

Г1. . 2апьВ і д п о в і д ь :  ε = ---------- ----- .
(2  ηι-, + п ц ) г

12.40. Два однорідні диски розміщені у 
вертикальних площинах і обертаються навко
ло вертикальної осі z під дією момента М 
(рис. 12.51). Маса кожного диска т, а радіус/?. 
Відстань від осі обертання до площини 
кожного диска дорівнює а. Невагомий стри
жень 0 Х0 2 перпендикулярний до площин 
дисків. Нехтуючи тертям, визначити кутове 
прискорення дисків.

2 М

12.41. Дерев’яна дошка завдовжки / ма
сою т  може обертатися без тертя навколо 
горизонтальної осі ООх (рис. 12.52). Всере
дині дошки застряє куля, яка летить пер
пендикулярно до площини дошки зі швид
кістю v0. Визначити кутову швидкість, яку 
матиме дошка в момент попадання кулі, 
якщо маса кулі дорівнює пц .

бпц v0
В і д п о в і д ь :  ω  = -

І (4 т + Зтх)

В і д п о в і д ь :  ε =

12.42. В однорідному круглому конусі 
масою пц з вертикальною віссю обертання 
просвердлено тонкий канал вздовж твірної 
(рис. 12.53). Конусу надають кутову швид
кість ω 0 навколо осі повороту і одночасно
з цим опускають у верхній отвір канала куль
ку М  масою т 2 , не надаючи їй початкової 
швидкості. Визначити кутову швидкість ко
нуса в момент, коли кулька вискочить із 
канала.

, , . . Зпц
В і д п о в і д ь :  ω  = ---------1----- On.

ЗПЦ +10/772
12.43. Однорідний горизонтальний диск 

радіуса r масою пц може вільно обертатися 
навколо вертикальної осі, яка проходить че
рез його центр. На диску в точці, яка знахо

диться на відстані h = - r  від осі обертання,
З

знаходиться людина масою п и . Визначити 
кут повороту диска при переміщенні людини 
вздовж концентричного кола радіуса И на 
половину його довжини. Тертям знехтувати.

8 71Ші
В і д п о в і д ь :  φ  =  ------ -f—  .

9 пц + 8 п ь

12.5.4. Розрахункові завдання 
“Застосування теореми 

про зміну кінетичного моменту 
для визначення кутової швидкості 

твердого т іл а ”

Перша частина задачі.  Тіло Я  масою пц 
обертається навколо вертикальної осі z з 
постійною кутовою швидкістю ω 0 ; при цьо
му в точці О жолоба АВ тіла Н на відстані 
АО від точки А, яка відраховується вздовж 
жолоба, знаходиться матеріальна точка К 
масою т 2 . В деякий момент часу (г = 0) 
на систему починає діяти пара сил з момен
том Μ , = Μ , ( t ) . При і = τ дія пари сил при
пиняється. Визначити кутову швидкість ω τ 
тіла Я  в момент t  = τ  ■

Друга частина задачі.  Тіло Я  обертається 
за інерцією з кутовою швидкістю ω τ . У де
який момент часу tx = 0 (/j — початок но
вого відліку часу) точка К  починає віднос
ний рух з положення О вздовж жолоба АВ 
(в напрямку до В) за законом ОК = s  = s ( t ) . 
Визначити кутову швидкість ω Τ тіла Я  в 
момент часу гх=Т .

Тіло Я  розглядати як  однорідну пластин
ку, яка має форму, зображену на рис. 12.54. 
Знак “м ін ус” перед Мг і ω  відповідає 
напряму обертання за стрілкою годинни
ка, якщо дивитися зі сторони додатного на
пряму осі Ζ-

З а у в а ж е н н я .  При застосуванні тео
реми про зміну кінетичного моменту до систе
ми, яка складається з платформи і матері
альної точки, кінетичний момент Κζ систе
ми відносно осі z визначається як  сума кіне
тичного моменту платформи та моменту 
кількості руху матеріальної точки. При цьо
му слід зазначити, що абсолютна швидкість 
матеріальної точки складається з відносної 
\г та переносної \е швидкостей, тобто 
v’a = vr + \е . Тому кількість руху матеріаль
ної точки wva = m\r + т\е . Тоді можна ско
ристатися теоремою Варіньона, згідно з 
якою

Μ , (/nva ) = М . (пі\г )+ М ,  (пг\е ),

де моменти MT(m  ν )  відповідних кількостей 
руху точки відносно осі z визначаються і як 
моменти сил.

При розв’язанні задач корисно зобрази
ти на допоміжному рисунку вид на платфор
му зверху (з кінця осі z).

У випадку обертання тіла Я  (платфор
ма) за інерцією, коли М г = 0  і потрібно 
визначити кутову швидкість (£>Т , слід ско
ристатися законом збереження кінетично
го моменту. При цьому потрібно визна
чити і показати на рисунку положення 
матеріальної точки К  при tx = Т, а також 
знайти величину і напрямок відносної



швидкості vr у цей момент часу. Потім 
обчислюють величину Кг для моменту часу 
t = χ (ω  = ω τ ) ,  записують вираз К. для ру
хомої матеріальної точки при tx = Т і за
стосовують закон збереження кінетичного 
моменту.

Варіанти завдань з необхідними числовими 
даними наведено в табл. 12.2 , відповідні схеми 
механічних систем подано на рис. 12.54.

Вирази для визначення моментів інерції 
тіла Я  (платформи) для запропонованих зав
дань наведено в табл. 12.3.

Таблиця 12.2

Номер
т л III 2 а Ь R а , АО, м  = м * ( і ) ,Z Z '  '

Н м
T,C '5ҐIIII§

Г .с
варіанта

кг рад/с м
гр ад м

1 32 10 -1 1,5 - 1 - n R / 6 -2 9 ,6  Г2 3
5 nR 
~l2~t]

1

2 200 60 -2 1 - 2 120 Я
2

101 5 S t - 1

3 120 40 0 2 - - - 0 -1 2 0  ί 4 V2 2 
T ?1

2

4 16 5 -3 - - 1 зо 0,4 21 t 2 0,6 /, 2

5 66 10 1,5 2 1,5 - - 0 15 Vr 4 0,5 r. 2,5

6 160 80 -1 ,25 2,5 - 1.5 - n R /б -7 0 0  t 3
5 nR  2 

~ № ,]
3

7 300 50 - 2 0,8 - 1,6 - 0 968 1
n a
T '1 2

8 80 20 0 1,2 - 2 -
п а
2 240Vr 4

n a
Г '

2

9 20 5 5 0,8 - 1,2 45
п а
4

-2 9 ,2  t 3
37ι α  ->
7 Г 1

1

10 100 40 2 4 2 - - 0,5 -90V r 4 0,5 /,2 1

11 60 20 -  1 2 - - 15 0 40 t 2 0,4 r ,2 2

12 40 10 - 3 2 - 1 - 0 50 Г 3
na
Ύ 1'

2

13 24 4 4 1 - - - 0 -2 7  Vr 1 1,5 /,2 1

Номер
" h m 2 < V

а ь R о, АО, М = M* ( t ) ,z z '  >
Н м

T,C O/f = v = .·>(/,) T,  cваріанта
к г рад/с

м
гр ад м

14 40 10 2 - - 1 - 0 120 t 1 0,5 /, 3

15 120 50 - 4 4 2 2 - 0 330 г 2
nR  2 

3 1
1

16 60 10 - 5 1 - - 30 0,4 74 2 0,3 /|2 2

17 50 10 - 2 - 1,6 зо 0,6 69 t 4 0,6/| 2

18 120 50 3 2 3 0,8 - n R / г 324 3
nR 1 

8 1
2

19 90 30 1 1,5 - - - 0 -  135/ 2
n a  2

T 1
1

20 50 12 3 1 - 1,5 - п а  / 6 -1 4  t2 3
7Ш 2 
12 1

2

21 40 10 - 6 1 - - -
V2
2

75 Vr 1 V2 2
- Ї Г 1

2

22 150 50 -  1 0,6 - 1,6 - nR /2 163 4
π/? 2
T i|

1

23 90 20 2 V2 1 - -
2

- 2 1 0 2
2

1

24 50 12 - 3 - - 0,6 - 0,2 27 r’ 2 0 ,4 /, 2

25 36 8 - 5 - - 0,5 - 0 20 ί 2
nR  i
Г 1

2

26 150 40 - 4 1,5 - 2 - n R /б 1170V/ 1
π/? 2

Ύ 1'
1

27 120 ЗО 0 1 - 60 0 - 25 2 h 2 1

28 15 4 -  2 0,6 - - - 0,1 - 5,6 Г 3 0,4/, 1

29 20 5 5 1 - 1 - 0 —6,3 Vr” 4
5 nR  

2 h
1

30 150 50 0 1,2 1,6 - 0 652 / 2 0.2 i f 2
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Рис. 12.54 (продовження)



* Зауважимо, то  моменти інерції тіл і їх половинок (зображених зліва і справа) відносно вказаних осей визначаються 
однаковими формулами, але значення моментів інерції відрізнятимуться, оскільки маса, яка входить у формули, пропор
ційна площі поперечного перерізу тіла або довжині стрижня.

МЕТОД КІНЕТОСТАТИКИ

§ 13.1. П РИ Н Ц И П  Д ’АЛАМБЕРА  
ДЛЯ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТО Ч КИ

13.1.1. Короткі теоретичні відомості

Принцип Д ’Аламбера (точніше, з істо
ричної точки зору, — принцип Германа— 
Ейлера—Д ’Аламбера), головна ідея якого 
полягає в умовному додаванні до системи 
заданих (активних) сил ще й фіктивних сил 
інерції і розглядуванні отриманої системи 
сил як  “зрівноваженої”, є основою методу 
кінетостатики. Названий метод дає змогу 
застосувати до такої системи сил весь арсе
нал засобів статики. Використання цієї ідеї 
при вивченні динаміки відносного руху стає 
в нагоді при складанні диференціальних 
рівнянь руху (див. розділ 14).

У теоретичній механіці розрізняють два 
види сил інерції, а саме — даламберові та 
ейлерові.

Розглянемо спочатку даламберові сили 
інерції. Пояснимо фізичний зміст появи 
даламберової сили інерції на прикладі віль
ної матеріальної точки масою т  , на яку діє 
деяка сила F . Тоді, за другим законом Нью
тона, ця точка набуває прискорення w , 
напрямок його такий же, як  і прикладеної 
до точки сили F . Зазначимо, що точка по
чинає рухатися при скорено .  В свою чергу, до 
того тіла, яке приклало силу F до матері
альної точки, що розглядається, буде прикла
дена за третім законом Ньютона сила проти
дії —F . Зауважимо, що якщо уявно прикла
сти цю силу протидії до досліджуваної точки, 
то отримана система сил {F, Ф = ~ f} , при
кладених до точки, буде “зрівноваженою”. 
Точка перебуватиме в “рівновазі”. Цю уяв
но прикладену до точки (а отже, — фіктив
ну) силу протидії і називають даламберовою

силою інерції і позначають Ф . “Прикладаю
чи” останню до точки, замість прискореного 
руху можна розглядати “рівновагу” точки.

Застосування ейлерових сил інерції по
казано у наступному розділі 14.

З введенням поняття сили інерції Ф = -m w 
основне рівняння динаміки точки зводить
ся до статичного рівняння

Σ ^ · + φ = ο ,
що відповідає принципу Д ’Аламбера , який 
формулюється так:

я кщ о  д о  діючих на о дн у  т очку  активних  
сил і р еакц ій  в  'язей умовно додат и силу інерції, 
т о отримана си ст ем а  сил п ер еб уват им е у  
стані “рівноваги”.

Через Σ  Fj позначено векторну суму ак
тивних сил та реакцій в’язей.

Дійсно, рівновага точки під дією цієї си
стеми сил є фіктивною, оскільки сила інерції 
фіктивна.

Таким чином, за допомогою принципе 
Д ’Аламбера будь-яка динамічна задача (для 
матеріальної точки) зводиться формально до 
відповідної статичної задачі, тобто до засто
сування умов рівноваги відповідної збіжної 
системи сил. В найбільш загальному випад
ку отримуємо три рівняння проекцій усіх 
сил на три взаємно перпендикулярні осі.

Зазначимо, що принцип Д ’Аламбера на
дає відомі зручності при розв’язанні прямої 
задачі динаміки точки, але при розв’язанні 
оберненої задачі краще використовувати ди
ференціальні рівняння руху.

З а у в а ж е н н я :  при використанні цього прин
ципу необхідно пам’ятати, що сила інерції завжди 
спрямована у бік, протилежний прискоренню.

При розв’язанні задач за допомогою 
принципа Д ’Аламбера рекомендується до
тримуватися такої послідовності.



1. Виділити точку, рух якої досліджуєть
ся, і зобразити її на рисунку.

2. Показати всі активні (задані) сили, що 
діють на точку.

3. Звільнити точку від в’язей, замінити 
в’язі відповідними реакціями, які також вка
зати на рисунку.

4. Додати до отриманої системи сил силу 
інерції.

5. Розглянути утворену “зрівноважену” 
систему сил і скласти для неї необхідні 
рівняння “рівноваги”.

6 . Знайти шукані величини і проаналізу
вати отриманий розв’язок.

13.1.2. Приклади р о з в ’я з у в а н н я  задач

Приклад 13.1. Точка О масою т  закріп
лена шарнірно за допомогою двох невагомих 
стрижнів завдовжки L] і (Рис- 13.1) на вер
тикальному валу А В , що обертається з по
стійною кутовою швидкістю ω . Визначити зу
силля в обох стрижнях, якщо кути а  і β відомі.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  До точки прикла
дено: силу ваги m g  , реакції умовно відки
нутих стрижнів1 — S\ та S-,, а також силу 
інерції нормального прискорення2, відому

1 Зусилля в стрижнях мають ту ж саму вели
чину, але протилежний напрямок.

2 Тут і надалі сили інерції прикладаються до
матеріальної точки умовно.

під назвою відцентрової сили Ф = mw„ = 
= ι η ω co sa  ·

Для отриманої збіжної плоскої системи 
сил складемо два рівняння проекцій всіх сил, 
прикладених до точки О , на осі Ох і Оу, і 
розв’яжемо їх відносно 5| і 52 . Рівняння 
мають вигляд

= Ф и -5| c o s a - S 2 cosP = 0,

= s i n a - 5 2 sinP = m g ,

або
5j co sa  + S2 cosβ = /η/1ω  co sa ,
Si sin a  -  S2 sin β = m g.

Додаючи і віднімаючи ці рівняння, по
передньо домножуючи їх на sin β, α ^ β  та 
s in a , c o s a , отримуємо

S, (cos a  sin β + sin a  cos β) =

= mL,ω 2 cos a s in  β + m g  cos β;

S2 ( s i n a a ^ - c o s a s ^ )  =
2

= /nL,co cos a  sin a - m g  cos a ,  
звідки остаточно матимемо (беручи до ува
ги, що Ц co sa  = α κ β  )

ηι^ίτ,ω2 5ΐηβ+ g ^οοββ 

5 ίη (α  + β)

/n ̂  ω 2 sin a  -  g j  cos a

5 ΐη (α -β )
Таким чином, задача розв’язана.
Приклад 13.2. Повзун масою т  пере

міщується вздовж горизонтальної напрямної 
за допомогою нерозтяжного троса, що нави
тий на барабан радіуса г , який обертається з 
постійною кутовою швидкістю ω  навколо 
нерухомої горизонтальної осі (рис. 13.2). 
Визначити зусилля в тросі як  функцію 
відстані ОА = х . Тертям знехтувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Для  визначення 
швидкості повзуна застосуємо теорему про 
проекції швидкостей точок А і β  на трос, 
який за умовою є нерозтяжним:

\А c o sa  = vB cosO°; 

v s  *■ /to
J J - rco sa

Прискорення повзуна визначимо дифе
ренціюванням швидкості за часом t : 

d\A _ d\A dx _
dt

Г Ї  2
\ X  - r

= Г03-

dx dt
2

1 2  2 yjc - r
2 2 

X  - r
=

= rco-
2 2 2 x - r  - x

( 2 2 \3/2 
\ “ r  )

reo
r4(l)2Jt

(s- ' Ί
Від’ємний знак прискорення означає, що 

воно напрямлене в зворотний бік осі Ох. 
Отже, силу інерції Ф (Ф  = ш\ул ) треба 
спрямувати в додатному напрямку цієї осі.

Запишемо рівняння проекцій сил, при
кладених до повзуна, на вісь Ох і визначи
мо зусилля в тросі Т (реакцію з боку тросу, 
прикладену до повзуна, позначимо R ):

Σ  Fjx = Ф -  R cos a  = 0 , 
звідси отримаємо

T = R = -
m w , 4  2 m r  ω  x
cos a  (x2 - r 2 f S >

4  2  1 m r  ω  x~
5 / 2

( J - S )
Отже, задача розв’язана

Приклад 13.3. Тіло маси m  висить на 
пружині жорсткості с  (рис. 13.3) і може ру
хатись у вертикальному напрямку. На тіло 
окрім сили ваги і сили пружності діє збурю
юча сила F = H sin p t  і сила опору повітря 
R = - α ν  . Скласти диференціальне рівнян
ня руху тіла.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Коли на точку діють 
сили, що залежать від ї ї  положення (наприк
лад, сили пружності, які присутні і в дано
му випадку), існує положення, в якому сили, 
прикладені до точки, взаємно зрівноважені, 
або, іншими словами, точка перебуває у 
рівновазі. У таких випадках зручно коорди
нати точки відраховувати від статичного по
ложення рівноваги. Деформації δ пружних 
елементів (пружин, ресор, тощо) в такому 
положенні рівноваги називаються ст ат ич 
ними деформаціями.

Для визначення статичної деформації пру
жини 5СТ розглянемо рівновагу тягаря під дією 
тільки сили ваги і сили пружності (рис. 13.3, а). 
Очевидно, що Fn = m g  або c6 CT = m g  , звідки 
отримуємо, що 6 СТ = m g  / с .

« ;

m g



Визначене вище положення рівноваги 
приймаємо за початок координат (точка О 
нарис. 13.3, б). Надамо додатне переміщення 
координаті х тягаря і прикладемо всі діючі 
на нього сили — ваги і збурюючу вниз, а 
силу пружності Fn пружини, силу опору R
і силу інерції Ф — вверх.

Пояснимо, як треба визначати напрямок 
сил опору і сил інерції при складанні дифе
ренціального рівняння руху за допомогою 
принципа Д’Аламбера: незалежно від почат
кових умов задачі (вони не впливають на ви
гляд диференціального рівняння) потрібно  
прийняти, що точка рухається зі швидкістю і 
прискоренням, напрямленими в бік зростан
ня координати. Отже, опір і сили інерції по 
трібно спрямувати у від'ємному напрямку, тоб
то в бік зменшення координати. Так визна
чається напрямок не лише для матеріальної 
точки, але й для тіла або матеріальної системи.

Проектуючи всі сили на вісь Ох і зам і
нюючи 5СТ на m g / c , отримуємо диферен
ціальне рівняння руху

YJ Fix = F  + m g - F n - R ^  = 0 ,
або

Н sin p t  + m g  -  c(5CT + λ) -  Οχ -  тх = 0 , 
звідси остаточно маємо рівняння руху 

тх + ах  + сх  = H sin p t .

13.1.3. Задачі для самост ійного р о з в ’я зування

13.1. При якому прискоренні розірветь
ся трос під час підйому тіла масою 500 кг, 
якщо трос витримує максимальну силу на
тягу 15 кН?

В і д п о в і д ь :  2 0 ,2  м/с2.
13.2. Спортивний літак виконує “мертву 

петлю” радіусом 200  м і рухається по ній зі 
швидкістю 360 км/год. З якою силою Р пілот 
масою 80 кг буде тиснути на сидіння в ниж
ній і верхній точках петлі?

В і д п о в і д ь :  у нижні й точці Рн = 
= 4,78 кН, а у верхній Рв = 3,22 кН.

13.3. Невагомий стрижень ОМ завдовж
ки L обертається зі сталою кутовою швид
кістю ω  навколо вертикальної осі, що про
ходить через кінець О стрижня (рис. 13.4). 
Стрижень може відхилятися від вертикаль
ної осі обертання, повертаючись навколо осі 
циліндричного шарніра О . На кінці М  
стрижня закріплений точковий тягар масою т . 
До середини А стрижня приєднана пружи
на жорсткістю с , другий кінець якої закріп
лено на осі обертання.

Визначити деформацію Δ пружини та дов
жину /в вільної пружини, якщо при кутовій 
швидкості обертання ω  кут відхилення стриж
ня становить α , a відстань АО = ОВ = L! 2 .

В і д п о в і д ь :  Δ = —  ((D2L c o s a - g ) x
. а  xsin  —, r

2 ^
: Lsin — - Δ . 

2
13.4. Матеріальна точка А масою т  по

чинає рухатись із стану спокою (положення
О ) вздовж гладенької синусоїдальної напрям-

·. · · . ( 2 п  'ноі О В С , рівняння якої у  = -a sm  — ;

Визначити силу, з якою точка тисне на 
напрямну, під час проходження нею най
нижчого положення В (рис. 13.5).

В і д п о в і д ь :  N = m g 1 + 16π
т a ‘2 λ

13.5. У кузові вантажівки, не торкаючись 
бортів, за ходом руху стоїть порожній кон
тейнер. При якому уповільненні w контей
нер буде ковзати по кузову, якщо коефіцієнт 
тертя його дна по кузову дорівнює /  ?

В і д п о в і д ь :  w > f g  .
13.6. Гімнаст, маса якого т = 78 кг, ви

конує вправу “сонце”, роблячи чотири обер
ти за 6 с. Приймаючи, що маса гімнаста 
зосереджена у його центрі мас на відстані 
L = 1,2 м від поперечини і гімнаст обер

тається рівномірно, визначити силу, з якою 
він повинен триматися за поперечину у най
вищому і найнижчому положеннях.

В і д п о в і д ь :  N„=878 Η, NH =2407 Н.
13.7. П’ять однакових брусків з ’єднані 

нерозтяжною ниткою, перекинутою через

невагомі блоки (рис. 13.6). Визначити при
скорення брусків, якщо середні два бруски 
перебувають на горизонтальному столі. Тер
тя не враховувати.

В і д п о в і д ь :  w =1,96 м/с2.
13.8. Порожня трубка, що має форму дуги 

кола, обертається із сталою кутовою швид
кістю ω  = 10 рад/с навколо вертикальної 
осі (рис. 13.7). У трубці знаходиться кулька 
масою т  = 10 г. Визначити нормальну ре
акцію трубки і радіус кола г , якщо кулька 
відносно трубки нерухома, а cos a  = 0 ,4 9 . 
Тертям знехтувати.

В і д п о в і д ь :  N = 0,2 H; r  = 0,2 м.



13.9. На балці А В , встановленій на двох 
шарнірних опорах, знаходиться лебідка, що 
підіймає з прискоренням w = 2 м/с2 тягар, 
вага якого Q = 6 кН (рис. 13.8). Визначи
ти, на якій відстані АК треба встановити 
лебідку, для того щоб опорна реакція у точці 
В становила 9,9 кН, а також повну реакцію 
в точці А , якщо вага балки G = 15 кН. 
Лебідку вважати невагомою.

В і д п о в і д ь :  Ra = 12,3 кН; А К = ^А В

13.10. Конічна лійка з кутом при верши
ні 2β обертається навколо вертикальної 
осі Οζ з кутовою швидкістю ω = 5,72 рад/с

Рис. 13.9

Визначити величину кута β , при якому 
тягарець А , що знаходиться всередині лій
ки, утримуватиметься у заданому положенні 
{її = 0,1м) при відсутності тертя між тягар
цем А і поверхнею лійки?

В і д п о в і д ь :  β = 60° ·
13.11. Тіло, маса якого п і , рухається пря

молінійно із заданим прискоренням w по

горизонтальній площині під дією відомої 
сили F , що утворює з горизонтом кут а . 
Визначити коефіцієнт тертя /  між тілом, 
що пересувається, і площиною (рис. 13.10).

т <

Рис. 13.10

F  cos а  -  m  w
В і д п о в і д ь :  / = ------------------ .

m g  -  F  sin а
13.12. Порожня чаша, подовжній переріз 

внутр іш ньої поверхні я к о ї описується 
рівнянням у  = ах2, рівномірно обертається 
навколо своєї вертикально розташованої осі 
симетрії зі швидкістю п об/хв. Всередині 
чаші знаходиться кулька масою т . Знайти 
висоту h , що відповідає положенню рівно
ваги кульки відносно чаші, і реакцію N 
останньої в цьому положенні (рис. 13.11).

В і д п о в і д ь :  /і — будь-яке,
-) -)

тп~п~ Г ї ї
N = --------- \ІІ + 4а її

1800а

у"

13.13. Чи відокремлюється частка руди 
М  від поверхні стрічки стрічкового кон
веєра в місці набігання стрічки на бара
бан, якщо мінімальна швидкість частки до

рівнює <JgRco sa  ( R — радіус барабана), 
а стрічка нахилена до горизонту під кутом a  
(рис. 13.12).

В і д п о в і д ь :  частка відокремлюється від 
поверхні стрічки.

§ 13.2. ПРИНЦИП Д ’АЛАМБЕРА  
ДЛЯ СИСТЕМИ

13.2.1. Короткі т еор ет ичн і  в ідом ост і

Застосування принципу Д ’Аламбера до 
механічної системи (до кожної її точки) дає 
можливість надати диференціальним рівнян
ням руху всієї системи вигляд рівнянь стати
ки. Цей метод отримав назву мет оду  к ін ето
статики ,  і формулюється так: я кщ о  д о  д ію 
чих на механічну си ст ем у сил до дат и  сили 
інерції, т о  отримана си ст ем а сил п ер еб у ва 
тиме у  “р івнова зі

Оскільки головний вектор і головний 
момент внутрішніх сил рівні нулеві, то умо
ви “рівноваги” залежно від вибору центра 
зведення (полюса О або центра мас С ) за
писуються у вигляді

Р е + Р ф =0, \ F e + Р ф = б,
\ле _і_ ύ ф _ η а®° 1 Сле , (13.1) 

Проекції цих рівнянь на осі координат 
називаються рівняннями кінетостатики.

З них можна отримати диференціальні 
рівняння руху твердого тіла, якщо підстави
ти вирази головного вектора і головного 
моменту сил інерції.

За теоремами про рух центра мас та про 
зміну кінетичного моменту можна отрима
ти вирази для головного вектора сил інерції:

Р ф = - п т с , (13.2)
та головного моменту сил інерції

^ ф  = _dk^_ або = dk^ ' ( і з  з)
at dt

оскільки M q = М с +гс х ^ ф.
Із виразу (13.3) випливає, що головний 

момент сил інерції за величиною дорівнює 
швидкості зміни вектора кінетичного момен
ту і напрямлений в бік, протилежний їй.

Далі запишемо головний момент сил 
інерції для окремих випадків руху:

а) поступальний рух  —

М с  =0 або М о  = ^ Χ/?Φ; (13.4)
б) обертання тіла навколо нерухомої о с і  —

Me = -  j  (~ω - ' J  -  ω -Jy: J  + ω- lCzk ) . ( 13 .5)

Якщо осі Сх, Су і Cz зв’язані з тілом, 
що обертається, причому вісь Cz збігається
з віссю обертання, то

Μ ®  = ε , . κ '  + є / , , - 7 - є / с Д - й ) Х

х (—ω/ν. J -  ω/ v. j  + (S)Ic , k ) . (13.6)

Якщо Cz i Οζ — головні осі інерції, 
причому вісь Cz збігається з віссю обер
тання, то



У випадку, коли осі Сх, Су і Cz , зв’я 
зані з тілом, є головними осями інерції, при
чому не збігаються з віссю обертання, то

М® = - г хІСхі - e y l Cyj - ε ζ1€ζϋ - ω χ

<13·8)
в) плоскопаралельний рух. У цьому випадку 

руху головний момент сил інерції визна
чається як  при обертанні тіла навколо неру
хомої осі;

г) об ертання тіла навколо нерухомої точ
ки. Якщо осі Ох, Оу  і Οζ зв’язаної з тілом 
системи координат є головними, то голов
ний момент сил інерції

= - j t (-b>xl J  + U y I y j +( Oz , zk ) , ( l 3 . 9 )

де до виразів ω Λ, ω γ і ω . входять кути Ей-
лера та їх похідні.

Якщо обертання навколо нерухомої точ
ки є результатом обертання тіла навколо осей 
Οζ і Ο ς, що перетинаються під кутом а  
(тобто тіло виконує складний рух з віднос
ною кутовою швидкістю й г і переносною 
кутовою ш видкістю ), причому вісь 
відносного обертання Οζ є віссю симетрії 
тіла, а вісь Ος лежить в площині O yz , тоді 
для кінетичного момента отримуємо

К0  =шеу/у7 + (шг +ш<,,)/ Д  . (13.10)
Головний момент сил інерції в цьому 

випадку
= - e ey l y j - ( e r + e K ) l zk -

- і ї ) е х К 0 . (13.11)
Задачі, які розв’язуються методом кінето

статики, умовно можна поділити на такі 
типи:

задачі, в яких відомий рух і масові ха
рактеристики тіла, а визначити потрібно 
невідомі діючі сили. Зазвичай шукані сили 
є реакціями в ’язей, що залежать від часу 
(динамічними реакціями) або внутрішніми 
зусиллями в тілах, що рухаються;

задачі, в яких відомі зовнішні наванта
ження і масові характеристики тіла, а шука
ються рівняння руху.

Складання диференціальних рівнянь руху  
методом к ін етостатики .  Наводимо розв’я 
зання цього типу задач1.

1. Зображають на рисунку активні сили, 
прикладені до кожної з матеріальних точок.

2. Застосувавши аксіому про звільнення 
від в’язей (при їх наявності), показують ре
акції в’язей, накладених на кожну з точок 
системи.

3. Додають до діючих сил головний век
тор і головний момент фіктивних сил інерції, 
виражені через невідомі wc , ώ  і е .

4. Вибирають відповідну систему коор
динат.

5. Складають аналітичні умови рівнова
ги для кожної з точок системи.

6. Розв’язують складену систему рівнянь, 
визначають шукані величини.

Зауваження: для системи тіл потрібно 
записати також рівняння, що виражають 
кінематичні залежності між рухами тіл.

13.2.2. Приклади р о з в ’я з у ванн я  задач

Приклад 13.4. Однорідний диск котить
ся без ковзання по похилій площині три
кутного клина з кутом при вершині а ,  що 
ковзає по горизонтальній площині з по
стійним прискоренням w (рис. 13.13).

Скласти диференціальне рівняння руху 
диска по клину і визначити величину при
скорення w , при якому диск залишається 
нерухомим відносно клина.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Для складання дифе
ренціального рівняння руху диска застосує
мо метод кінетостатики, для чого потрібно 
зобразити зовнішні сили, що діють на тіло, 
і реакції зовнішніх в’язей, а саме силу ваги

1 Подібне до розв’язання оберненої задачі
динаміки.

G = m g  , нормальну реакцію N і силу зчеп
лення f  . До цих сил додамо головний век
тор і головний момент сил інерції. Голов
ний вектор сил інерції диска дорівнює 
£фґ  = —m w c .

Оскільки центр мас диска (точка С ) 
приймає участь у двох рухах — горизонталь
ному переміщенні разом з клином (перенос
ному) і переміщенні вздовж клина (відносно
му), його прискорення визначається з фор
мули

w c  = WCa = Wcv + Wcy,
де WC e = W  , |wc r| = jcc .

Для головного вектора сил інерції отри
муємо

Р ф = - m w ( t, -  m w Cr = Φ, + φ - ,, 
де Φ, = IHW, Φτ = піхс  .

Якщо Cz — головна центральна вісь 
інерції, то відповідно до (13.7) головний 
момент сил інерції диска

М с  = ~Z,Cz^ = >
1 Ί

де Іr . = — mR" .
гт 2Додамо головний вектор і головний мо

мент сил інерції до інших сил з напрямка
ми, протилежними до відповідних приско
рень, і запишемо умову “статичної рівнова

ги” отриманої плоскої системи сил у виг
ляді (13.1):

/^ + /?ф = 0 , М ес +М £=  б .
Після проектування рівнянь на осі сис

теми координат отримаємо
m g  sin a  -  Ф! cos a  -  Φ2 -  Τ = 0;

- m g  cos a  + N -  Φ( sin a  = 0;

T R -M %  = 0.
Диференціальні рівняння руху матимемо 

після заміни в рівняннях проекцій величин 
сил і момента інерції на відповідні вирази

m g  sin a  -  mw cos a  -  mxc  -  T = 0;
- m g  cos a  + N -  m w  sin a  = 0;

Оскільки відносний рух є чистим кочен
ням, а точка Р  є миттєвим центром швид
костей, то до цих рівнянь можна додати 
відповідне обмеження. Тоді відносний плоско
паралельний рух диска по відношенню до 
клина описується співвідношеннями 

v p — 0; ~ = Ф^» = ^ ,
де φ  = ω Γ = ω α .

Спільне розв’язання диференціальних 
рівнянь руху і накладених обмежень дає 
змогу визначити невідомі прискорення і 
сили. Оскільки накладені обмеження поз
бавляють диск двох степенів вільності, його 
положення можна визначити за допомогою 
однієї координати, наприклад, хс . Отже, 
його диференціальним рівнянням руху буде

хс  = —( g  s i n a - w c o s a ) .

За умовою задачі реакції N і f  визна
чати не потрібно, тому останнє рівняння 
можна отримати набагато швидше, якщо ви
користати умову рівноваги

Σ ΜΡί~0: 05ίηα·Λ -Φ 1/?α»α -Φ 2/?-Λ/^ =0,

і накладене обмеження хс  = <pR.



Після підстановки Ф|, Ф 2 і М с  отри
маємо диференціальне рівняння руху.

Для того щоб диск знаходився в рівно
вазі відносно клина, необхідно виконання 
умови хс  = 0, хс  = 0 , тобто

g sin а  -  w cos α  = 0 ,
звідси випливає, що прискорення w повин
но мати величину

w = g  tg a  .
Приклад 13.5. Механічна система скла

дається з тягаря З масою Щ , що підвіше
ний на невагомій нитці, перекинутій через 
однорідний диск 2 масою т 2 та намотаній 
на коток 1 масою пц (радіуси котка R і r , 
його радіус інерції Р ). Коток котиться без 
проковзування по горизонтальній площині 
(рис. 13.14).

Скласти диференціальне рівняння руху 
тягаря 3, знайти реакцію в осі диска 2, якщо 
в початковий момент часу ( t  = 0 )  система 
була у спокої.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розділимо систему 
на окремі тіла, відкидаючи зовнішні і внутрішні 
в’язі (рис. 13.15). Зобразимо діючі на кожне 
тіло зовнішні сили і реакції відкинутих в’язей. 
Визначимо величини головних векторів і го
ловних моментів сил інерції окремих тіл:

Рис. 13.15

F3 = Ф3 — til3-V3 , М -> — /2£)ф"> 1 

F ?  =Ф| =пцхс , М Ф =/ісФ|,

Де h o  = ^ т 2 ^ 2  > h e  = " 'іР2 ’ та додамо їх до
заданих сил з напрямками, зворотними до 
прийнятих напрямків прискорень, після чого 
запишемо умови “статичної рівноваги” от
риманої системи сил для кожного тіла.

Σ  Fix = "'з<? - s3 -  ф з = 0 ’

^ М оі = - S 3R2 +S2R2 + M f  = 0 ,

5 > Λ· = S2 (R - r ) - Q > xR - M *  = 0,
Інші рівняння “рівноваги” тіла / не за

писуємо, оскільки немає потреби визнача
ти реакції Ν, та f \ .

Отримана система трьох рівнянь з трьо
ма невідомими в кожному такому вигляді

нерозв’язна. До них додамо ще три рівнян
ня, які зв’язують кінематичні параметри руху 
окремих тіл:

о  ■ R
* 3 = < p 2/?2 , ^ = - * 3 - ------- <& = „  ·R - r  R
Розв’язуючи отриману систему рівнянь, 

визначаємо невідомі:
а) диференціальне рівняння руху тягаря З, 

яке є й диференціальним рівнянням руху 
всієї механічної системи, оскільки вона має 
один степінь вільності —

*3 =
2 m3g ( R - r ) 2

|̂ (2т3 + т2 ) (R  -  r f  + 2п ц  ( я 2 + p2

б) для визначення реакції в осі обертан
ня тіла 2 використаємо аналітичні умови 
рівноваги діючих на нього сил (і сил інерції)

Σ ^ = 0 :  N2 - S 2 = 0,

Σ ^ =  0 :  N2 - m 2g - S 3 =0,
враховуючи, що в нитці зусилля дорівню
ють

S , =

w3 g m 2 (R - r ) ~  + 2пц r.0 Ί \  
? - + p - )

(2 m 3 + m2) ( R - r  

2mim3g

+ 2пц

( * 2 +p 2

( * W ) ]

(2w/3 +m2 ) ( R - r )" + 2/77, ( " 2 + P2)]

Тоді матимемо

/v; = s , =
2mxm3g(yR2 +р2 j .

(2//і3 + m2)(R -r )~  + 2mt (R2 +p2 j 

N2 = S3 +m2g  = m 2g  +

" '3  g /772 ( R - r ) "  + 2 /ІЦ  1 * : +p 2 )'

(2/773 + m 2 ) ( R - r ) 2 +  2/77, ( * » V ) ]

Реакція в осі обертання тіла 2

n 2 = М ) 2 + ( ^ ' ) 2 =

(2/773 + m 2) ( R - r ) 2 + 2пі\ ( R2 +p2)J

х  j (Зш3 + тп2 ) ( R - r )  +

1/2

+ 4/nf ^R2 + p2 ̂  ^2m 2 + m 2 (m 3 + m 2 )J  j

13.2.3. Задачі для самост ійного р о з в ’я зування

13.14. Щоб не впасти на повороті гори
зонтальної дороги радіуса 100 м, мотоцикліст 
вимушений відхилятися від вертикалі на кут 
22° в бік повороту. Яка в цей час його 
швидкість?

В і д п о в і д ь :  20 м/с.
13.15. Два тягаря А і В вагою відповід

но P  і Q , які зв’язані нерозтяжною нит
кою, перекинутою через невагомий блок, 
що обертається навколо нерухомої осі О 
(рис. 13.16), ковзають з прискоренням w 
по шорстких гранях нерухомої призми.

Визначити силу натягу нитки f  і коефіцієнт 
тертя ковзання /  , якщо кути a  і β відомі.

В і д п о в і д ь :

Т =
PQ g sin (α  + β) + w (cos a  -  cos β) 

Ρ ΰ ο β α - β α κ β

_ P ( g s i n a -  νν)-ς?(# Β ίηβ+  w) 

g  ( P c o s a - Q c o s t y



13.16. Однорідний стрижень ОА вагою 
Р  прикріплений за допомогою шарніра О 

до вертикального стрижня O D , а його 
кінець А прив’язаний нерозтяжною гори
зонтальною ниткою до точки D стрижня 
O D . Трикутник AOD починають обертати 
навколо осі OD зі сталою кутовою швидкі
стю ω .

Знайти натяг нитки Т і реакцію шарні
ра О , якщо О А = а  і ZDOA = φ  (рис. 13.17).

В і д п о в і д ь :  Т = — tg<p + -

„  Ра  2 ■ Р  -ω  sincp = —

2 αω -sincp
3g

2 ^αω
tg (p -—— sin(p

v
y0 = P .

13.17. До східчастого шківа підйомника 
(радіуси R і г )  прикладено обертальний мо
мент М ; маси тягарів дорівнюють пц і пі2 ■ 

Визначити кутове прискорення ε шківа
і натяг частин АС і BD каната ( 7j і Т2 
відповідно), нехтуючи опором і масою ка
ната, якщо осьовий момент інерції шківа до
рівнює І о  (рис. 13.18).

В і д п о в і д ь :  ε :
M  - g ( m xR - m 2r)

2 , _ „2 ’Ι0 + η ι ^ “ +m2r

[ l 0 g  + m2 g r ( R + r ) - MR]η  = п ц ------------------- 5--------- r------- ,
І0 + mxR +m2r

[I0 g  + m l gR (R  + r )  + M r]
T2 = m2 ------------------ r--------- j ------- .

1q + m xR + m 2r

13.18. Визначити тиск на грунт передніх 
ведених і задніх ведучих коліс автомобіля,

якщ о при зрушенні з місця досягається 
прискорення w = 4 м/с2. Вага автомобіля 
G = 15 кН, центр мас знаходиться на ви
соті h = ї м  над грунтом і ділить відстань 
між осями (базу) L = 4,5м у співвідношенні 
3:4. Опором рухові знехтувати (рис. 13.19).

В і д п о в і д ь :  Ν, = 8,2 кН; N2 = 6,8 кН.
13.19. З якою мінімальною швидкістю 

повинен їхати мотоцикліст по горизонталь
ному колу найбільшого радіуса напівсфери, 
щоб не впасти, якщо коефіцієнт тертя по
кришки по поверхні стіни /  =0,5 , а радіус

сфери R = 20 м. Який кут становитиме мото
цикліст з вертикаллю (рис. 13.20)?

В і д п о в і д ь :  v = 19,8 м/с = 71,3 км/год; 
а  = 53,5°.

13.20. Через блок масою m  перекинута 
невагома нитка, до кінців якої підвішено тя
гарі мас m  і 3/и (рис. 13.21). Нехтуючи тер
тям і вважаючи блок однорідним круглим 
циліндром, визначити прискорення тягарів.

13.21. До рухомого колеса епіцикпічно- 
го механізму, розташованого у горизон
тальній площині (рис. 13.22), прикладено 
обертаючий момент Л/об, який надає криво
шипові кутового прискорення ε = 3 рад/с2. 
Радіуси гобох коліс механізму однакові r  = 
= 0,1 м. Маса рухомого колеса m  = 1 кг; 
таку ж масу має кривошип ОА . Вважаючи 
рухоме колесо однорідним диском, а криво
шип ОА — однорідним стрижнем, визна
чити обертаючий момент.

В і д п о в і д ь :  М о6 =0, 11 Н · м.
13.22. Система складається з трьох тіл 

однакової маси п і : бруска, що знаходиться 
на горизонтальній площині, рухомого і не
рухомого блоків, а також невагомого нероз- 
тяжного каната (рис. 13.23). Розглядаючи 
блоки як  однорідні суцільні диски однако
вого радіуса r  і нехтуючи опором, визначи

ти, з яким прискоренням w рухатиметься 
брусок, якщо до нього прикласти горизон
тальну силу F ( F  = m g  ).

В і д п о в і д ь :  W = J ^ £·

13.23. Шківи, насаджені на загальну вісь 
обертання О і жорстко скріплені між со
бою, їх момент інерції І0  = 0,3 кг ■ м2, а 
радіуси η = 0,2 м, г2 = 0,1 м (рис. 13.24).

Тягар масою пц = 1 кг падає прямовисно і 
надає обертання шківам, при цьому другий 
тягар масою т 2 = пц ковзає по шорсткій го
ризонтальній площині. Визначити приско
рення w 2 другого тягаря, якщо коефіцієнт 
тертя /  ковзання цього тягаря по площині 
дорівнює 0,25. Масами ниток і тертям на 
осі О знехтувати.

Рис. 13.21 Рис. 13.22

В і д п о в і д ь :  w
Ί 8 '



Р о з д і л  14  
Д И Н А М ІКА  ВІДНОСНОГО РУХУ

§ 14.1. КО Р О ТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

Основне рівняння динаміки точки надає 
можливість досліджувати рух точки в “не
рухомій” або інерціальній системі коорди
нат. Якщо ж треба дослідити рух точки 
відносно неінерціальної системи координат, 
застосування цього рівняння можливе після 
розкладання абсолютного руху на перенос
ний і відносний, в результаті якого воно 
набуває вигляду

» * г = Е З +* « +* с  (14-1)
і називається основним рівнянням динаміки  
в ідн о сн о г о  руху  матеріальної точки.

Тут F  = Σ  Fi — рівнодійна всіх активних 
сил, прикладених до точки; Ф<> = -m w e — пере
носна сила інерції; Фг = - m w c  — коріолісова 
сила інерції; w r , w e, w r — прискорення 
відповідно відносне, переносне і коріолісове.

Переносна та коріолісова сили інерції Фе 
та Фг отримали назву ейлерових сил інерції.

З’ясуємо детально фізичний зміст цих сил 
інерції. Оскільки тіло, що переносить точ
ку, рухаючись прискорено (у загальному 
випадку), намагається змінити її стан, то до 
нього будуть прикладені з боку точки сили 
протидії (в інерціальній системі координат). 
Одна з цих сил намагатиметься зкомпенсу- 
вати переносне прискорення, а друга — це 
коріолісове (поворотне) прискорення. Ос
таннє виникає через зміну кутової швидкості 
тіла у відносному русі точки і відносної її 
швидкості в переносному русі. Таким чи
ном, ці сили протидії намагаються перешко
дити зміні стану точки в інерціальній сис
темі відліку. Якщо ж уявно прикласти ці сили 
до самої матеріальної точки, то тоді немов 
би компенсується “неінерціальність” рухо
мої системи координат і в ній виконуються 
закони Ньютона. Такі сили протидії, що

уявно прикладені до точки (і в цьому сенсі — 
фіктивні) і є ейлеровими силами інерції. За
уважимо також, що у випадку поступально
го руху тіла, що переносить точку, перенос
на сила інерції тотожна даламберовій, а ко
ріолісова обертається в нуль.

Із рівняння (14.1) випливає, що дослі
дження відносного руху матеріальної точки 
виконується тим же шляхом, що й абсолют
ного, з тією лише відмінністю, що до дію
чих сил потрібно додати переносну і коріо- 
лісову сили інерції.

Диференціальні рівняння відносного руху 
матеріальної точки отримуються з векторно
го рівняння (14.1) шляхом його проектуван
ня на осі рухомої системи координат, віднос
но якої здійснюється відносний рух: 

у  декартов ій  си ст ем і координат

^  = ^ Ріх+ Ф ех + Ф сх'

т у  = ^ р і у + ф е у + ф <у' ( 14-2>

= +ф„ + ф„ ; 
у  натуральній си ст ем і координат  

т = ' £ Р іх+ф ех’
р-

т —  = Σ /ν « +Φ™+Φ<·"’ (14.3)
Р

°  = Σ ^ 7 .+Φ^ +Φ(Λ·
Задачі динаміки відносного руху матері

альної точки слід розв’язувати у такій по
слідовності:

1) розкласти абсолютний рух точки на 
відносний і переносний. Вибрати нерухому 
систему відліку і рухому, жорстко зв’язану з 
рухомим тілом (середовищем), що створює 
для точки переносний рух;

2) записати початкові умови відносного 
руху точки;

3) зобразити на рисунку сили F j , що 
прикладені до точки;

4) визначити прискорення точки в пере
носному русі v/е , прискорення Коріоліса 
Wr , силу інерції в переносному русі Ф е , 
коріолісову силу інерції Ф(. . Умовно додати 
ці сили інерції до сил F j , що прикладені до 
точки;

5) скласти диференціальні рівняння (14.2) 
або (14.3) відносного руху матеріальної точ
ки у проекціях на осі рухомої системи ко
ординат;

6) зінтегрувати складені диференціальні 
рівняння, визначивши сталі інтегрування за 
допомогою початкових умов1.

7) визначити шукані величини.
З а у в а ж е н н я :  при розв’язанні прямої задачі, 

тобто при визначенні сил за заданим рухом, пункти
2 і 6 треба відкидати;

матеріальну точку слід зображувати у поточному 
положенні, що відповідає додатним координатам цієї 
точки, і припустити, що точка рухається у бік зрос
тання цих координат;

при відносному криволінійному русі матеріаль
ної точки зручно користуватися диференціальними 
рівняннями руху в проекціях на осі натуральної сис
теми координат;

бажано розв'язувати задачу до кінця у загально
му вигляді з буквеними позначеннями величин, для 
того щоб була можливість непрямої перевірки роз
в ’язку шляхом аналізу розмірностей.

При вивченні відносного руху точки ча
сто досліджуються такі три випадки: віднос
ної рівноваги, прямої і оберненої задачі ди
наміки відносного руху точки.

У п ол ож ен н і  в і д н о сн о ї  р івн ова ги  точки 
маємо vr = б і w r = б . За цих умов із (14.1) 
випливає рівняння відносної рівноваги

Σ ^ + φ , = ό ·
Відносна рівновага матеріальної точки 

досліджується в прикладах 14.1 — 14.3.

1 При інтегруванні розділенням змінних до
цільно розглядати визначені інтеграли: за нижні
границі вибираються початкові значення змінних,
а за верхні — поточні, або кінцеві значення.
У цьому разі відпадає необхідність введення ста
лих інтегрування.

У разі прямої задачі динаміки відносно
го руху точки відомими є її  переносний
і відносний рух, а отже і сили інерції фе і 
Фг . Потрібно визначити діючі на точку ак
тивні сили або величини, що від них зале
жать.

Розв’язання прямої задачі розглянуто у 
прикладі 14.4. Розв’язання оберненої задачі 
динаміки відносного руху точки, до якої 
прикладено сили інерції Ф е  і ф(. , вико
нується за наведеним вище планом (при
клади 14.5-14.9).

Зауважимо, що у прикладах 14.5-14.8, ос
кільки тертя вважається відсутнім, коріолі
сова сила інерції, яка завжди діє у напрям
ку, перпендикулярному до напрямку віднос
ного руху, не впливає на відносний рух точ
ки. При русі невільної точки від сили Фг 
відносний рух саме за наявності тертя — 
через нормальну реакцію вона впливає на 
величину сили тертя.

§14.2 . ПРИ КЛА ДИ  РОЗВ'ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 14.1. Тіло А , в якому на видов
баній циліндричній поверхні знаходиться 
точка М (рис. 14.1), рухається зі сталим при
скоренням w у горизонтальному напрямку. 
Тертя між точкою і поверхнею відсутнє.

Визначити кут а , який відповідає віднос
ному зрівноваженому положенню точки.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Зобразимо точку М 
в передбачуваному зрівноваженому поло
женні і прикладемо до неї вагу m g  , нор

Ш Ш Ш Ш Ш Ш Ш Ш
Рис. 14.1



мальну реакцію N і силу інерції Ф е = -m w , 
напрямлену протилежно до переносного 
прискорення w . Невідомими величинами 
тут є N і кут а , що визначає шукане зрівно
важене положення.

Для виключення невідомої реакції N 
напишемо одне рівняння проекцій на тан- 
генційну (дотичну) вісь і отримаємо вели
чину кута а :

+Φ<·τ = - m g  sin а  + mw cos а  = 0 ,
звідси

W w
tg a  = — , або a  = arctg— .

5 S
Приклад 14.2. Труба закріплена жорстко 

під кутом а  до вала, що обертається навко
ло нерухомої вертикальної осі з постійною 
кутовою швидкістю ω  (рис. 14.2). У трубу 
поміщено точку масою т , що закріплена 
на вільному кінці пружини жорсткістю с , 
довжина якої L у ненавантаженому стані. 
Інший кінець пружини закріплений неру
хомо на валу. Визначити статичну дефор
мацію 5СТ пружини.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Зобразимо точку в 
передбачуваному зрівноваженому положенні 
(пружина розтягнута на величину 5СТ ) і при
кладемо до неї силу ваги m g  , пружну силу

Fn = сбст, нормальну реакцію N та силу 
інерції переносного нормального приско
рення wCT, , відому під назвою відцентрової 
сили:

Ф ет) = Ф Ц =mwni = m (L  + 5CT)tt>2 s in a  .
Запишемо рівняння проекцій всіх сил на 

вісь х :
= Ф и5іп а + ш ^ со 5 а-/ гп = 0 ,

ш(/, + 5ст)ш2 sin2 а  +/ng cos а  -  c5CT = 0.
Звідси статична деформація

т ( ш 2 sin2 a  + g  cos a  j

Приклад 14.3. Точка M  масою т  закріп
лена за допомогою невагомого стрижня зав
довжки L шарнірно у точці О , яка знахо
диться на відстані Ь від вертикального вала, 
що обертається з постійною кутовою швид
кістю ω  (рис. 14.3). До точки одним кінцем 
прикріплена пружина жорсткістю с  і вільної 
довжини b . Інший кінець пружини при
кріплений до повзуна, що забезпечує її го
ризонтальне положення.

Визначити кутову швидкість вала ω  як 
функцію кута а  відхилення стрижня від 
його вертикального положення.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  В положенні віднос
ної рівноваги на точку М діють сила ваги 
m g  , зусилля в стрижні N , сила пружності

пружини Fn (F n = сб = c l  sin a ) і відцентро

ва сила Ф ц (Ф ц =mwf„ =/n(fc + Lsina)(D2 ).
Запишемо рівняння проекцій всіх сил на 

напрямок дотичної τ  (сила N у  рівняння 
не потрапляє) і визначимо шукану залеж
ність ω  = ω (α ) :

Σ  Fh  = Ф ц cos a  + m g  sin a  -  Fn cos a  = 0 , 

m (b  + Lsin  α )ω 2 cos a  + m g  sin a  -

-  c L s in a c o sa  = 0,

I c L c o s a - m g
(0 = 1 — .-------------— tg a

y w ( £  + Z ,sina)
Приклад 14.4. Трубопровід, що обертаєть

ся навколо нерухомої осі з постійною куто
вою швидкістю ω ,  має вихідний кінець, 
зігнутий у формі напівкола з радіусом цент
ральної лінії R (рис. 14.4). По трубопрово
ду тече рідина густиною р . Витрата рідини 
за одиницю часу становить Q .

Визначити сумарний обертальний мо
мент навколо осі обертання, який ство
рюється коріолісовими силами інерції, що 
діють на окремі частки рідини.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Виділимо елементар
ний об’єм рідини масою

dm  = pdV = pFds = pFRdty ,

де F  — поперечний перетин отвору труби 
(його площа).

На виділений об’єм діє перпендикуляр
но до векторів ώ  і \г елементарна ко- 
ріолісова сила інерції

d<Pc = d m w c  = pFRdq> ■ 2ω ν r sin φ ,  
яка створює напрямлений вздовж осі обер
тання момент

dMc  =άΦ(. d  =pFRd(p-2xi)vr sin<p(/?-/?cos<p) =

= 2p/?2coQsin(p(l-cos(p)<ftp.
У цьому виразі добуток \r F  замінено 

на витрату Q .
Зінтегрувавши в границях від 0 до π ,  

отримаємо шуканий момент 
π

М с  =2p/?2co!2jsin(p(l-cos<p)i/(p =

i2pA e Iz £ 2 £ l = 4pR2d)Q.

Приклад 14.5. Прямолінійна труба при
кріплена під кутом a  до вертикального вала, 
що обертається з постійною кутовою швид
кістю ω  (рис. 14.5). У трубі матеріальна точ
ка може пересуватися без тертя.

Визначити закон відносного руху точки, 
якщо в початковий момент часу вона зна
ходилася на відстані Ь від точки О і була 
нерухомою відносно труби.



Р о з в ’ я з у в а н н я .  Тут переносний рух 
є обертанням з заданою кутовою швидкі
стю ω ,  а відносний — прямолінійний рух 
точки вздовж осі труби. Оскільки потрібно 
дослідити відносний рух точки, то спрямує
мо координатну вісь Ох вздовж осі труби.

Розглянемо точку в довільному поло
женні і прикладемо до неї силу ваги m g  , 
нормальну реакцію N і відцентрову силу 
фц > фц = m w en = πιω2х sin а  , тоді основне 
рівняння динаміки відносного руху точки 
набуде вигляду

п т  r = m g  + N + Фц , 
або у проекції на вісь х :

j t - ro 2 sin2 a - ;t  = - g c o s a .  (1)
Загальний розв’язок отриманого лінійного 

неоднорідного диференціального рівняння 
визначимо як  суму загального розв’язку відпо
відного однорідного рівняння і частинного 
розв’язку η (ί) вихідного неоднорідного: 

визначимо корені характеристичного рів
няння λ 2 - ω 2 sin2 a  = 0 ,  A) 2 =±ros i na ;  
частинний розв’язок η шукаємо у вигляді 
сталої, яка задовольняє диференціальне 
рівняння (1):

η = Α, ή = 0, ή = 0;

i  . i  . , g c o s a
- ω ' s in " a - A = - g c o s a ;  A = — -------— .

o r s in ' a
Запишемо загальний розв’язок рівнян

ня (1), знайдемо похідну, підставимо у ви
рази х та х початкові умови (при г = 0 : 
х = Ь, х = 0 )  і визначимо сталі інтегрування:

; = Cle W,Sma+Cie~t0' Sma +

х -  C,0)sina· е  - С і  rosin a-e '

тоді при t = 0 матимемо

p co sa
Ь = СЛ +Сі  + -4 -----— .

го" sin" a
0 = C jto sin a-G iro sin a ,

g  cos a  

or sin- a
-ov sin a . (2)

g  co sa  

ro2 sin2 a
Підставивши величини C\ і C2 в загаль

ний розв’язок (2), отримаємо шуканий закон:

geos a

ч ro2 sin2 a y

ом sin α  , -cor sin a  е  + е

geos a
2 ■ 2 ro sin a

g co sa  

ro2 sin2 a  
geos a
2 ■ 2 ‘ ro sin a

ch (rorsina)+

Приклад 14.6. Кільце M  масою т  ков
зає вздовж кола радіуса R , яке обертається 
навколо свого вертикального діаметра з по
стійною кутовою швидкістю ω  (рис. 14.6). 
До кільця прикріплено вільний кінець пруж
ної нитки жорсткістю с ,  що у навантаже
ному стані має довжину ОА .

Визначити відносну швидкість кільця М 
як  функцію його положення vr = vr (φ ) ,  
якщо в початковий момент часу кільце було 
нерухомим у найвищому положенні. Тертям 
знехтувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Переносним рухом 
є обертання навколо нерухомої осі з куто
вою швидкістю го. Відносна траєкторія відо
ма — коло з центром О, і радіусом R . Тому

скористаємося натуральною системою ко
ординат.

До точки Μ  , зображеної в довільному по
точному положенні, прикладено: силу ваги m g  , 
нормальну реакцію N , силу пружності нитки

Fn ( Fn = с5 = с  ■ ОМ = с  ■ 2 R cos ) і відцент

рову силу Фц (Ф ц = m w en = mRa>2 sin(p).
Запишемо основне рівняння динаміки 

відносного руху кільця М :
w w r = m g  + Fn + Ν + Фц,

або в проекції на дотичну (беручи до уваги 
відсутність тертя)

d\ r . . .  . m
т -----= Ф cos φ  + zng sinffl + F„ sm —

d t  n 2 ’
або

d\ r і
m -----= mR (0  sin<pcos<p + /ng sin(p +

d t
„ „ · Φ Ф + 2c/?sin — cos —.

2 2
Для виключення часу t домножимо 

обидві частини диференціального рівняння 
на ά φ :

d v r „ о . . .
т = m R w  5іпфсо5ф + (/ ^  + c/?) sin φ dep,

dip 
m  —  ί/ν = 

d t r

= ^w/?ro2 sin фсоБф + (m g  + c/?)sin φ^ί/φ. 

Розділимо змінні vr і ф (беручи до уваги,

) і зінтегруємо у відповід-
dip

що —11 = ф 
dt

них границях:

— [ v d\r =

φ φ
= tnR(02 j  sin фсо8 φ  d(p + (n i g  + c R ) js in  ψ  d(p4

0

Звідси отримаємо шукану залежність віднос
ної швидкості кільця від його положення:

I λ Λ 'у 2/? 
v r = J R  го sin ф + —  (m g+ сЛ )(і-со зф ) .

Приклад 14.7. Точка О підвісу матема
тичного маятника завдовжки L рухається 
в горизонтальному напрямку за законом 
x = b s i n p t , де Ь і р  — сталі (рис. 14.7).

Визначити закон малих коливань маят
ника, якщо в початковий момент він був у 
вертикальному положенні нерухомим від
носно точки підвісу.

т\~ 1 п 2
2 R s i n V K  + сЛ )(і-со5ф ) ·

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Тут переносним 
рухом є поступальний з прискоренням 
w , = х = -bp~  sin p t . Відносний рух — рух 
по колу з центром О і радіусом L , тому 
використаємо натуральну систему коорди
нат. За координату візьмемо кут φ  відхи
лення маятника від його вертикального по
ложення. У поточному положенні до точ
ки прикладено силу ваги m g  , зусилля в 
стрижні N та переносну силу інерції Ф 
( Ф = m w e = mbp~ sin p t ), яка має зворотний 
до переносного прискорення напрямок. За
пишемо основне рівняння динаміки віднос
ного руху в проекції на дотичну τ

///w гт = Σ  Fn  '■ /,г̂ Ф = Ф cos Ф ~ mg  sin Φ , 
або

mlip = m b p 2 sin р / со 5 ф -^ 5 Іп ф . (1)



За малих відхилень маятника від вертикаль
ного положення (малі коливання) sincp = φ  та 
cos ср = 1, тобто можна виконати лінеаріза- 
цію  нелінійного диференціального рівнян
ня (1), внаслідок чого отримаємо лінійне 
неоднорідне диференціальне рівняння

Q 2
<p + y(p  = b/> sin p t , (2)

яке з достатньою точністю описує такі малі 
коливання.

Загальний розв’язок φ  рівняння (2) шу
катимемо у вигляді суми загального розв’
язку φ  відповідного (2) однорідного рівнян

ня Я -  Л φ  + — (р = 0
ν L

і частинного розв язку

η ( ί)ν неоднорідного рівняння (2). Відміти
мо, що характеристичне рівняння одно-

/ \
рідного рівняння

λ],2 = ± J —i = ±кі

g_
L

λ 2 + — = 0 має корені

, тому

φ  = Q cos kt + C2 sin k t .
Частинний розв’язок η (ί) шукатимемо 

у вигляді η (ί) = A sin p t . Він має задоволь
няти рівняння (2). Тому визначимо необ
хідні похідні:

2
ή = Ар cos p t ;  ή = -А р  sin p t  

і підставляємо їх у рівняння (2):

-у 0 2
-А р"  sin p t  + — Л sin p t  = bp" sin p t  .

Далі прирівнюємо коефіцієнти біля sin p t  
в обох частинах отриманого рівняння і зна-

v-l
ходимо сталу А = bp ' f v ,  ПІСЛЯ чого

частинний розв’язок набуває вигляду
/ \-1

ν ΗЗапишемо тепер загальний розв’язок φ

sin p t .η (ί) = b p "  

ишемо те]
рівняння (2), знайдемо ф , підставимо у ви

рази для φ  і ф початкові умови (при t = 0 : 
φ  = 0, ф = 0 )  і визначимо сталі інтегрування:

φ  = С[ cos&f + C2 sin£r + A sin p t , (3)

ф = —C\k sin kt + C2k cos kt + Ap cos p t ,

0 = C ,; 0 = C2k + Ap; C2 = - — .
k

Після підстановки в загальний розв’язок (3) 
сталих інтегрування, а також сталих пара
метрів к і А , отримаємо закон малих ко
ливань при заданих початкових умовах:

ср = b p z

f V
sin p t

З а у в а ж е н н я :  при p  = k = J ^ -  знаменник у

виразі перед дужками дорівнюватиме нулеві, тому 
отримуємо коливання з нескінченно великими амп
літудами. Це явище відоме під назвою ре зонанса ,  яке 
у багатьох випадках є небажаним, оскільки спричи
няє небезпечні напруження в деталях машин. Резо
нанс настає, коли частота р  збурювальної сили (в 
нашому випадку Ф ) збігається з власною частотою 
коливань к. Тому при відомій збурювальній силі па
раметри коливальної системи (в даному разі можна 
варіювати довжину маятника L) підбирають таким 
чином, щоб к *  р  .

Дійсно, у такій нелінійній системі, як  
наша, необмежене зростання амплітуди ко
ливань при “резонансі” неможливе, оскіль
ки із зростанням амплітуди змінюється й 
власна частота (лінійна модель (2) вже не 
відображає дійсний стан) і система автома
тично виходить із резонансного режиму. Це 
є характерним для нелінійних коливань.

Приклад 14.8. До платформи, що обер
тається навколо нерухомої вертикальної осі 
з постійною кутовою швидкістю ω ,  при
кріплена шарнірно за допомогою неваго
мого стрижня завдовжки L матеріальна 
точка масою т  (рис. 14.8). З двох боків до 
точки прикріплені дві однакові горизон
тальні пружини жорсткістю с . При верти-

кальному положенні стрижня пружини не- 
деформовані.

Визначити, за яких умов це положення 
рівноваги буде стійким, та знайти період 
малих коливань навколо нього.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Переносним рухом 
є обертання платформи навколо вертикаль
ної осі з кутовою швидкістю ω , а віднос
ним — рух по колу з центром у точці О і 
радіусом L . Тому скористаємося натураль
ною системою координат.

Оскільки треба досліджувати малі коли
вання, то ще при складанні диференціаль
ного рівняння зробимо таке припущення: 
через малість кута φ  у відхиленому поло
женні вказана точка рухається по колу, пру
жини залишаються горизонтальними. Це 
полегшує визначення деформацій пружин 
δ, = δ2 = /-sin φ  і напрямок пружних сил — 
вони залишаються горизонтальними.

На точку в зображеному відхиленому 
положенні діють сила ваги m g  , зусилля в 
стрижні N , дві сили пружності Fnl і Fn2 
( Fn] = Fn2 = сб = cL sincp) і відцентрова сила 
фц ( фц = п т еп = mLu>2 sin φ ).

Основне рівняння динаміки відносного 
руху матеріальної точки матиме вигляд 

m w r = m g  + Ф п + Ν + FnX + Fn2 ,

а в проекціях на дотичну τ —
тЦ> = Фц cos φ  + m g  sin φ  -  2Fn cos φ ; 

або
тЩ  = т і м 2 sin φ  cos φ  + m g  sin φ  -  

-  2cL sincp cos ср, 
звідки, вважаючи sincp = cp і cos φ  ~ 1, от
римаємо лінеаризоване рівняння

2
.. 2cL - т і м  - m g  φ  +---------------------------------;--------- - φ  = 0 ,

або

де k =

mL 

ф + £2ср = 0 , ( D

2 c L  -  т ім  - m g
mL

власна частота

коливань.
Диференціальне рівняння (1) описує ко

ливальний рух (корені його характеристич
ного рівняння будуть чисто уявними), якщо 
к 2 >0 , і коливання можливі навколо стій
кого положення рівноваги. Отже, умова ст ій
к о ст і положення рівноваги  еквівалентна умові 
наявності коливань: k > 0 .

У нашому випадку k2 > 0 , якщо вико
нується нерівність

2cL > т ^ ім "  + <?) ·
Період малих коливань визначається фор

мулою
-т, 2π „ І mLТ = —  = 2π І----------------------- .

k у 2cL -  т ім "  -  m g
Приклад 14.9. Для матеріальної точки М 

з приклада 13.5 визначити період малих ко
ливань навколо її положення відносної рів
новаги (рис. 14.9).

п ,



Р о з в ’ я з у в а н н я .  Кут а , що визначає 
положення відносної рівноваги точки, роз
рахований вище у прикладі 13.5: 

wa  = arctg— . (1)
т  5І ут переносним рухом є поступальний з

прискоренням w , а відносним — рух по 
колу з центром в точці О і радіусом R . Ско
ристаємося натуральною системою коорди
нат. За координату приймемо кут φ , що 
відраховується від положення рівноваги.

До точки (у відхиленому положенні) при
кладено: силу ваги m g  , нормальну реакцію 
N , переносну силу Інерції Ф ( Ф = MW ). 
Застосуємо основне рівняння динаміки від
носного руху у проекції на дотичну τ : 

mRip = Ф cos (α  + φ ) -  m g  sin (α  + φ ) ,
або

Rip = w cos (ос + φ ) — g sin (α  + φ ) . (2)
Виконаємо лінеаризацію рівняння (2), 

маючи на увазі, що
cos ( a  + φ ) = cos a  cos φ  -  si n a  si η φ  =

= c o sa -cp s in a , 
s in (a  + (p) = sinacoscp+cosasincp =

= sina+ (pcos a .
Rip= w c o s a - w ip s in a - g s in a - g ip c o s a , 

/?cp+(wsina+gcosa)cp = w c o s a - g s in a  .(3) 
За допомогою рівняння (1) визначимо 

tgas i na  =
Ж
fi

1 + tg-a
1 + -

\ jw 2

φ  + £"φ = 0 

Період малих'коливань

2ny[RТ = 2п

І w 2 + І

§ 14.3. ЗАДАЧІ
ДЛЯ СА М О С ТІЙ Н О ГО  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

14.1. Кільце радіуса R =10 см, виконане 
з трубки, обертається навколо своєї осі Οζ 
в горизонтальній площині за законом 
φ  = / +1 , рад. Всередині трубки може ру
хатися матеріальна точка А вагою Р =\ Н 
(рис. 14.10).

Визначити: 1) закон руху точки по трубці, 
якщо її початкова швидкість відносно труб
ки ν 0 = 2 см/с; 2) тиск точки на трубку в 
момент часу t =1 с.

+ 5 '

cos a  =
1

і 1 + tg -a
1 + -

8 '
+ 8 "

і підставимо їх у рівняння (3): 
w c o s a - g s i n a  = 0,  

w 2 + g
w s m a  + g c o s a  = Τ  = ν/ ^ Γ

Остаточно отримаємо диференціальне

В і д п о в і д ь :  закон руху точки по трубці 
і  = 10г2 +21 , см; ти с к  N =1 Н.

14.2. За умов попередньої задачі знайти: 
1) закон руху точки по трубці (рис. 14.11), якщо 
трубка заповнена речовиною, сила опору якої 
пропорційна відносній швидкості vr руху

я  -  , „ Н - с .точки: Q = - μ ν Γ ( μ = 2 ------);
м

2) граничне значення відносної швидкості 
точки.

Рис. 14.11

В і д п о в і д ь :  закон руху точки по трубці

і  =/ + —  ( l-e ~ 20i) ,  см; V = 1 см/с.
20 V /

14.3. Гладенька трубка, зігнута у вигляді 
кільця радіуса R , обертається з постійною 
кутовою швидкістю ω  навколо вертикаль
ної осі Οζ (рис. 14.12). У трубці рухається 
точка масою п і .  У початковий момент ча
су точка знаходиться на осі обертання і має 
відносну швидкість ν 0 . Знайти залежність від
носної швидкості від координати s точки.

14.4. Рівнобічний трикутник ОАВ зі сто
роною L обертається у горизонтальній пло
щині навколо осі Οζ зі сталою кутовою 
швидкістю ω . По стороні АВ трикутника 
рухається без тертя точка масою m . У почат
ковий момент часу точка знаходиться у вер
шині  А , а її початкова відносна швидкість 
дорівнює v0 (рис. 14.13). Знайти кінематич
ний закон відносного руху точки і відносну 
швидкість у точці В .

Рис. 14.13 
1

+ - о L

“ І ω  2 ,
14.5. З яким прискоренням w має опус

катися кабіна ліфта, в якій виконує гар
монійні коливання математичний маятник



масою от, прикріплений до стелі ліфта, щоб 
зусилля натягу Т нитки цього маятника в 
поточному його положенні дорівнювало ну
леві (рис. 14.14)?

В і д п о в і д ь :  w = g .
14.6. У ліфті, що рухається вертикально 

вгору з прискоренням w , піднімають тя 
гар, маса якого m , за допомогою каната, 
що намотується на барабан лебідки радіу-

Рис. 14.15

са г .  Барабан обертається з кутовим при
скоренням ε (рис. 14.15). Яким має бути ку
тове прискорення для того, щоб зусилля на
тягу каната дорівнювало нулеві? Опором, а 
також вагою каната і блока знехтувати.

g + wВ і д п о в і д ь :  ε = · Знак мінус
вказує на те, що лебідка має обертатися у 
напрямку, протилежному заданому.

14.7. На правому кінці горизонтальної 
дошки завдовжки L , що лежить нерухомо, 
знаходиться брусок завдовжки Ь (рис. 14.16). 
Дошці надане постійне прискорення w , на-

Ь

прямлене по горизонталі вправо. Беручи до 
уваги, що коефіцієнт тертя ковзання між кон
тактуючими поверхнями бруска і дошки до
рівнює /  , знайти час ц , після закінчення 
якого брусок досягає лівого кінця дошки.

В і д п о в і д ь :  = .
2 ( L - b )

, w - g f
14.8. Жорсткий стрижень, вигнутий по 

колу радіуса R завдовжки Ζ, = π/?/З, при
варений до вертикального вала (рис. 14.17). 
По стрижню може ковзати без тертя важка 
кулька, поточне положення якої на стрижні 
характеризується кутом φ . Вал починає 
обертатися зі стану спокою, при якому 
φ  = φ 0 > 0 ,  а початкова відносна швидкість 
кульки дорівнює нулеві. За якої мінімаль
ної кутової швидкості штіп обертання вала 
кулька зірветься зі стрижня?

В і д п о в і д ь :  comin =.

14.9. Диск обертається у вказаному на 
рис. 14.18 напрямку зі сталою кутовою швид
кістю со= 2 рад/с навколо горизонталь
ної осі, що проходить через його центр О . 
Вздовж хорди АВ просвердлено канал ( h = 
= 0,5 м), по якому в напрямку від А до В 
рівномірно рухається матеріальна точка масою 
от = 0,1 кг з відносною швидкістю ν Λ= 2 м/с.

Визначити модуль і напрямок додаткового 
динамічного тиску N точки на стінку ка
налу в положенні, вказаному на рис. 14.18, 
коли матеріальна точка перебуває у точці В , 
якщо радіус диска R = 1 м.

В і д п о в і д ь :  /V= 0,9 Н, вектор N на
прямлений вгору.

14.10. Вертикальний вал з привареним 
до нього під кутом а  жорстким прямоліній
ним стрижнем завдовжки L рівномірно обер
тається з кутовою швидкістю ω  (рис. 14.19). 
На стрижень насаджено кульку масою от, 
яка може рухатися відносно стрижня. Знай
ти у місці контакту кульки і стрижня силу 
тертя ΡΊ , при якій кулька перебуває у від
носному спокої на відстані ^  = L/3 .

В і д п о в і д ь :

FT = от (geo s α+  ̂ ω 2/sin2 a j .

14.11. Жорсткий криволінійний стри
жень рівномірно обертається навколо неру
хомої вертикальної осі (рис. 14.20). На стри
жень насаджена важка кулька, яка може без 
тертя переміщуватися відносно стрижня. Як 
потрібно вигнути стрижень, щоб кулька пе
ребувала у відносному спокої в будь-якому 
місці цього стрижня?

В і д п о в і д ь :  вигнути у формі параболи.
14.12. Брусок із закріпленим на ньому 

математичним маятником ковзає без тертя 
по похилій площині, розташованій під ку
том а  до горизонту (рис. 14.21). Знайти силу 
натягу S нитки маятника у стані його спо
кою відносно бруска, якщо вага тягаря ма
ятника дорівнює G ■

В і д п о в і д ь :  S = G c o s a .

14.13. Жорсткий стрижень, форма якого 
є дугою кола радіуса R , рівномірно обер
тається навколо нерухомої вертикальної 
осі з кутовою швидкістю ω  (рис. 14.22). 
На стрижень насаджена важка кулька, яка 
може переміщуватися відносно стрижня. 
Нехтуючи тертям, визначити радіус r  кола, 
яке описує ця кулька в стані відносного 
спокою.

В і д п о в і д ь :  г  = \ К 2 ~ ^т·  
\ ω



Р о з д і л  15 

Д И Н А М ІК А  ТВЕРДОГО ТІЛА

§ 15.1. Д И Н А М ІЧ Н І РЕАКЦІЇ

15.1.1. Короткі теоретичні відомості

В опорах тіла, що обертається навколо 
нерухомої осі, виникають додаткові (до ста
тичних) реакції, які називаються динамічни
ми. Отже, повні реакції в таких опорах скла
датимуться із статичних і додаткових дина
мічних.

При визначенні динамічних реакцій в 
опорах вважається відомим закон руху тіла, 
тобто можна визначити ώ і ε .

Розглянемо тверде тіло масою т , що 
обертається навколо нерухомої осі Ος під 
дією системи активних сил { ^ }  (рис. 15.1). 
Жорстко з тілом зв’яжемо систему коорди
нат Oxyz . Нехай обертання тіла характери
зується кутом повороту <р(7). Тоді рухома 
система координат Oxyz обертатиметься

навколо нерухомої Οξης (її осі Ο ς ) за за
коном φ (/ ), а кутова швидкість ω  і кутове 
прискорення ε визначатимуться із залеж
ностей відповідно: ω  = ψ, ε = ώ  = φ .

Положення центра мас тіла в рухомій 
системі координат Oxyz визначається радіу- 
сом-вектором рс {хс , У с , Zc}·

Рівняння руху в цьому разі за формулою
(21.14) набувають вигляду [17]

- т у с £ - т и ґ  хс  =Fx + Xa +Xb , 

тхс е  -  т а ґ  у с  = Fv + YA + YB,

0 = Fz +Za ,

- / κ ε + /ν,ω 2 = Μ χ - ζ ΛΥΑ - ζ ΒγΒ<

—1 yz£ — ί χζ (0 — M y  + ZA X  Α + Ζβ Χ  g,  

/.ε = Λ/„,

де Fx , F y , F .  та M r , Μ ν , Μ ,  — є від
повідно проекціями головного вектора і го
ловного моменту системи активних сил }, 
прикладених до твердого тіла; X A,YA,Z A, 
^B ' Υβ — проекції повних реакцій відпо

відно Ra та RB в точках А \ В ; zA = - а ;  
zB = - b  — їх аплікати.

О скільки останнє рі вняння системи 
(15.1) не містить реакцій в’язей, тому із цієї 
системи рівнянь можна визначити лише 
п’ять невідомих проекцій реакцій. Кожна з 
цих проекцій є сумою двох доданків, один
з яких (статичний) визначається лише ак
тивними силами, а інший (динамічний) — 
обумовлений силами інерції та їхніми мо
ментами і перетворюється в нуль, як  тільки 
тіло перестає обертатися (тоді ω  = 0, ε = 0 ) , 
тобто

У цих виразах перші доданки можна виз
начити з рівнянь статики (тому їх назива
ють статичними ):

0 =FX + XZ + XS,

0 = F ,+ y / +К/,

' 0 = Fz + ZA , (15.3)

ο = Μ χ - ζ ΑΥ ΡΑ - ζ ΒΥ ζ ,

0 = M y  + zAX FA +z BX FB ,

де ΖΑ = ΖΑ, ΖΒ = ΖΒ, оскільки ΖΑ = ΖΒ = 0.

Другі (динамічні) доданки можна знайти
з рівнянь:

- т у с е - т о з 2хс  = ХА + Хд, 

тхс е - т ш 2у с  =КДЛ+Кйд ,

- Ι χζε + ί γζω 2 = - ζαΥ £ - ζβ Υβ , 

- Ι , ζε - Ι χζω 2 = ζ ΑΧαΑ + ζΒΧαΒ.

Таким чином, визначення повних, ста
тичних або динамічних реакцій виконуєть
ся у такій послідовності (див. приклади 15.1, 
15.2):

1) вказують діючі на тіло активні сили;
2) умовно відкидають в’язі і замінюють 

їх дію на тіло відповідними реакціями;
3) аналізують отриману систему сил і за

стосовують рівняння 15.3 і 15.4;
4) визначають координати центра інерції 

С та опор А і В  у рухомій системі коор
динат, а також відцентрові моменти інерції 
Αν;, І ус тіла;

5) розв’язують відповідну систему рівнянь 
для обчислення реакцій: (15.1) — повних 
опорних, (15.3) — статичних, (15.4) — ди
намічних.

Оскільки обчислення відцентрових мо
ментів інерції пов’язано із суттєвими мате
матичними складнощами, його можна уник
нути, використовуючи методику, яка ба

зується на обчисленні головного вектора і 
головного моменту сил інерції (останній 
визначається через кінетичний момент) за 
формулами розділу 13 (див. приклад 15.3):

1) вказати активні сили, що діють на тіло;
2) визначити головний вектор сил інерції 

у точці, відносно якої шукаємо головний 
момент сил інерції, тобто у центрі зведення 
сил інерції (найчастіше це центр інерції С );

3) зв’язати з тілом, що рухається, систему 
координат, осі якої напрямляються вздовж 
головних осей інерції тіла, відносно яких 
визначається його кінетичний момент;

4) визначити головний момент сил інерції 
через кінетичний момент і додати його до 
інших сил;

5) вибрати систему координат, відносно 
якої скласти умови рівноваги, вказуючи в 
опорах передбачувані реакції залежно від 
виду опор і діючих на тіло зовнішніх сил та 
сил інерції;

6) скласти рівняння руху у формі рівнянь 
рівноваги отриманої системи сил і моментів 
у вигляді (13.1);

7) розв’язати отримані рівняння віднос
но невідомих повних реакцій;

8) отримати шукані додаткові динамічні 
реакції з повних шляхом віднімання статич
них реакцій, які знаходять методами статики.

З а у в а ж е н н я .  Для визначення внутрішніх зу
силь у тілі, шо рухається, сили інерції розгляда
ються розподіленими по всьому об’єму тіла. При 
цьому до кожної елементарної частки dm  крім 
зовнішніх сил також прикладена і сила інерції 
ί/Φ = -w dm  . Тому для визначення внутрішніх зу
силь у даному перерізі тіла потрібно визначити 
діючі на одну з його частин зовнішні сили і сили 
інерції (див. приклади 15.4 і 15.5).

15.1.2. Приклади розв’язування задач

Приклад 15.1. Тонка однорідна пластина 
у вигляді чверті кола радіуса R і масою т  
обертається з постійною кутовою швидкістю 
ω  навколо вертикальної осі Οζ (рис. 15.2).



Визначити повні реакції в опорах осі Οζ , 
якщо ОА = OB = R . За якої величини куто
вої швидкості горизонтальна реакція в опорі А 
дорівнюватиме нулеві?

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Активна сила, при
кладена до пластини, це вага m g  . Оскільки 
вся механічна система розташована у пло
щині Oyz , то реакція у підшипнику В (R B ) 
матиме одну складову ΫΒ, а у підп’ятнику 
А ( Ra ) — дві складові: YA і ZA.

Отримана система сил є довільною плос
кою, тому із системи рівнянь (15.1) зали
шаться такі ( є = 0 , оскільки ω = const за 
умовою задачі):

т(іУ у  с  = YA + YB,
0 = - m g  + Z A,

,  (Ο
I y: ω" = - m g  ■ ОС cos α  -  R ■ ΥΑ + R ■ ΥΒ.
Із другого рівняння маємо ZA = m g  , а 

У А і ΥΒ визначаємо із двох рівнянь, що за
лишилися:

УА + У в  = ніш2 ОС cos а ,
-1 
R

Уд -Ув =— +mg  OCcosaj. (2)

Знаходимо далі відцентровий момент
... , nR2інерцп і у, , враховуючи, що т = γ ----- , де

т
γ = — — питома маса пластинки площею 
S , а dm  = y - d S  = ydydz  (рис. 15.3):

I yz = J yz  dm  = γ JJ yzdydz =
(m) (5)

R  4 R 2 - y 2R ^ K ~ y  R

= Y J y d y  J zdz =γ|

= l R2j y d y - l j  y 3d y  = 1 γ/?4 - І у Л 4 =

R2 -  у 2 , у ---- ----- d y  =

8

1 „4  1 nRz R1 mR1
= —yR = — γ ------------- = -----

8 2 4 η  2π

Відстань ОС = /? а a  = — , тому си-
3π 4

стема рівнянь (2) набуває вигляду

У а + У в ~ — m a r  R,

Уа ~УВ =

Зп
-1  4
—  m<0~R------т е ,
2п Зп

звідки знаходимо повні реакції в опорах А 
і В

УА =
III

3π 2π
2 _ 4ω “/?------ι

3π

т \( 4 1 ї Ί 4— —  +--- ω  R +—  8
2 ^3π 2 п  ̂ Зп _Ув=-

= т ( о ,  29ω2 /? + 0,2 l g ).
Реакції сталі за величиною, лежать у пло

щині пластини і обертаються разом з нею.
Умова рівності нулеві горизонтальної 

складової реакції опори А є УА = 0 , отже 
отримуємо шуканий вираз кутової швидкості

ω·

Приклад 15.2. Однорідний циліндр зав
довжки L, масою т  і радіуса R закріпле
ний в середині нижньої його основи під 
кутом а  до вертикальної осі (рис. 15.4).

Визначити реакції в опорах осі, якщо 
вона обертається з постійною кутовою швид
кістю ω , 0 {А = L/ 4, 0 [б  = З L/Α .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  До циліндра прикла
дена активна сила — вага m g  . Умовно відки- 
даючи підшипник у точці В і підп’ятник у 
точці А , прикладемо до циліндра відповідні 
реакції RA{0,YA,Z A} і Rb {0,Κβ ,0} .

Отримана система сил є довільною плос
кою, тому із системи рівнянь (15.1) зали
шаться лише три ( ε = 0 , оскільки ω  = const 
за умовою задачі):

2 Lηιω  —s in a  = ΥΑ+ΥΒ,

0 = - m g  + ZA,

l yzu 2 = - m g ^ s m a  + L Y B.
(1)

Із другого рівняння отримуємо ZA= m g  . 
Із останнього з рівнянь (1) знаходимо

ω 2 1 
у в = —  l y z + - m g s m a .  (2)

Для визначення відцентрового моменту 
інерції І у, спочатку скористаємося фор
мулами для осьових моментів інерції від
носно ГОЛОВНИХ центральних осей Сх2.')2Z1  
(рис. 15.4):

2 >2 1 2 ' ' 2 2
Потім визначимо відцентровий момент 

I V ; відносно центральних осей Сх\ ν ,ζ , , 
повернутих по відношенню до головних цен
тральних Cx2yiZ 2 на КУТ a  (тобто ЦІ ос' 
паралельні відповідним осям системи коор
динат Axyz ):

= -(/ ,, -/ - )s in 2a = — (/ ? -3/?2)s in 2 a .
.Ίί  2 '  - ~2' 2 4 ' '

Нарешті, за теоремою Штейнера визна
чимо момент інерції

т і \
І у: = ІУі:, + m yc z c  = —  [L- -  3R- jsin  2 a  +

L . ( L  L
+m — s in a· — +—co sa  =

2 4 2
III
24

3 ir+ (8 L 2 -6 K 2)c o sa sina .

З урахуванням цього виразу за форму
лою (2) реакція



у  _ ίϋ 1  . л
8 L 24

ЗLr + (8L2 -  б/?2 jcos α

1 . mx s in a  +—w f s i n a  = — x 
•2 24

2
3 (4 *  + L o r ) -  (з/?2 -  4L2 )cos a s in a .

Далі з першого з рівнянь (1) знаходимо 
реакцію

1 2. · „  1 2. . ПІYА = т л  Lsina-Kn =-/ию L s in a -----х

х

т
"24

3(4# + U i ? y ~ ( ? , R 2 -4Z ?)cosa 

(з/?2 -4Z,2)cosa-3(4g-3Z xo2]

24 

sina =

2ω
L

s in a

Приклад 15.3. Диск масою т  і радіуса 
R обертається з постійною кутовою швид
кістю (0| = ω  навколо осі АС , закріпленої 
під кутом а  до вертикальної осі (рис. 15.5).

Визначити реакції в місці закріплення осі 
АС на вертикальній осі, якщо остання обер

тається з кутовою швидкістю ω 2 =2 ω і 
АС = 2R . Масою осі АС знехтувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Зовнішня сила, що 
діє на диск, — це його вага G .

За величиною головний вектор сил інерції

F® = m w c  = т(й2 · A C s in a  = 2/n(i>2/?sina · 
Як і в розділі 13.2, головний момент сил 

інерції визначаємо через кінетичний момент 
Кс  . Оскільки в даному разі диск виконує 

складний рух — обертання навколо двох 
осей, що перетинаються під кутом a , кіне
тичний момент визначаємо з (13.10), виби
раючи за полюс О точку С. Головними ося
ми інерції є Сх{, Су{ і Сі\ (рис. 15.5), при
чому вісь Су1 лежить у площині двох осей, 
навколо яких відбувається обертання. Го
ловні моменти інерції диска (див. табл. 12.3):

1Сх 1 -  1 С у \  -
mR

Сг 1
Тоді

- m R 2 .
2

Κε = ω 2 s in a  - l Cyr j \  +

+(ω, +ω2 co sa)-/Cd ■*,.
О скільки (О) =co = const, ω 2 = 2 ω ,  то

К с  = const.
У даному випадку маємо

Mr ά Κ (
dt

= - ( й х к с ),
або

Μ
J 1

2a)sina 

К С\ і

ω ( ΐ + 2 co sa ) 

K c- j

= mR2u r  s in a ( l  + 2 cos a)/'i·

Система сил G, Р ф імомента М Ф є плос
кою і лежить у площині двох осей обертання.

Реакції в точці кріплення осі АС визна
чаються із умов рівноваги (в системі коор
динат Axyz)

Σ  Ffy = ya ~ Р Ф = 0, 
Σ ^ = ζ Λ- σ  = ο,

Σ ,Μ  лі -  Μ a +G-AC  sin a  +

+ΡΦ · AC cos a  - M *  = 0.

Звідси для величин шуканих реакцій отри
муємо такі вирази:

УА = 2niRoi2 sin a ,

%а = т8,

Μ А = niRti)2 sin a 1 - *L·
/?co2

-3 c o s a

Приклад 15.4. Однорідний стрижень зав
довжки L масою пі прикріплений під ку
том a  до вертикальної осі.

Визначити внутрішні зусилля в довіль
ному перерізі стрижня і в місці його закріп
лення, якщо він обертається зі сталою куто
вою швидкістю ω  (рис. 15.6).

ί/φ = -w dm  , 

де w — прискорення частинки; w=wT + w„ .
Оскільки обертання відбувається зі ста

лою кутовою швидкістю, то2
w = wn = (O ^ sin a  .

Величина елементарної сили інерції

άΦ  = — ω 2 s in a  ϋ ά ϋ  .
L

Додамо силу інерції до інших сил, що 
діють на частинку, і з умов статичної рівно
ваги

^ J Fix = -N  - j d G co sa  +J i/Φs in a  = 0 ,
І

= JrfG sin a - J i /Φ cos <χ = 0 , 

% M Ni = - Μ s -J< /G (i> -Jc)s ina- 
< r

- J i /Φ ( d - x ) c o s a  = 0 
отримаємо

N = - j d G  cos a  + |й?Ф sin a ,

Q = JdG  sin α+  |ί/Φ cos a  ,

Λ ίν = - J d G ( $ - x ) s i n a - J ^ ( 6 - x ) c o s a  , 
або

N = -  — -c o sa fr ff l+ ”ίω sin2 affo/fl  , ι J e j

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Для визначення 
внутрішніх зусиль у стрижні в довільному 
перерізі, наприклад на відстані * від місця 
закріплення стрижня на осі, розріжемо умов
но стрижень і в місці перерізу прикладемо 
внутрішні зусилля N, Q і M s . Розглянемо 
елементарну частинку завдовжки ά ϋ  спра
ва від перерізу (рис. 15.6). Маса елементар

ної частинки dni = — (Ιϋ ■ На неї діє сила 
L

ваги dG = gd m  = g —d b  . До цієї сили слід 

додати й силу інерції

„  т е  . r , „ та» r „ , „Q = — s i na l  d ' d ---------s in a c o s a l  ш /и,
X  X

L
M s = - -~ - s in a | (d - jc ) i/ d -

m o r
s in a  cos a  J  ϋ ( ϋ  -  x)d  θ ,

Після інтегрування за β  отримаємо внут
рішні зусилля в стрижні в перетині на від
стані х :

" ' 8 , ,  ч /н(і)“ ·> 2, ■ 1N = ------ (L - x )c o s a  +-( L - x  )sin a ,
L 2 L7

^  m g . ιιιω~ „ ι 7 .
Q = —  (L -x )s in a  +------- (L - x  ) s in a c o s a ,

L 2 L

Рис. 15.6



fflQ ^
M .. = -------- ( L -д е )"  s in  a -

2 L2
---------(2ύ  -  3x1'} + дг3) sin a  cos a .

6 L
Внутрішні зусилля в місці прикріплення 

стрижня до осі ( де = 0 ):

N = - m g  cos a  + n m 2L
sin2 a ,

Q = m g  sin a  +
m(S?L

- s in a c o s a ,

1 1 2 2M  = — /ngLsina —  mo)“L s in a c o s a .
2 3

Приклад 15.5. Тонка однорідна пласти
на у формі півкола радіуса R масою т  обер
тається навколо вертикальної осі, яка є його 
діаметром, зі сталою кутовою швидкістю ω .

Визначити нормальне внутрішнє зусил
ля в перерізі, паралельному осі на відстані 
h від неї (рис. 15.7).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Для визначення 
внутрішнього зусилля використаємо метод 
кінетостатики, для чого розглянемо елемен
тарну частинку тіла масою

, т  2т  , ,
dm  = — dS  =    dxdv  ,

S
1

nR~
де S = — nR~ — плоїла пластини; dS  = dxdv — 

2
елементарна площа.

Силу інерції елементарної частинки ви
значимо із співвідношення άΦ  = -w dm  . Уда-9
ному випадку маємо w = w,7 = ω “χ , тому

, . 2т  i  , ,
яФ  = ---—o r xdxdу  .

nR '
Після інтегрування цього виразу за змін

ними л- і у  отримаємо величину головно
го вектора сил інерції для частини диска, 
що знаходиться справа від перерізу,

,  2 R \Ir2- x2
/гф = [ίί/Φ = - Щ -  [xdx f d v  = 

nR ' JU)

Лишу

Але з умови рівноваги (рис. 15.7)
5 Х = - у у  + ,Рф = 0
і

випливає, що нормальне внутрішнє зусилля
. зN = F 0  _ 4m ar

3nR-

15.1.3. Задачі для самост ійного р о з в ’я зування

15.1. Тіло, що обертається навколо не
рухомої осі, складається з вала А В , трьох 
невагомих стрижнів 0 1М 1 = η , 0 2М 2 = г2 , 
0 3Λί3 = г3 , жорстко прикріплених до вала 
під кутом 90° і розташованих у одній пло
щині, і точкових тягарів М х, М 2, А/3 ,що 
мають масу відповідно іщ , т 2 , /и3 , за
кріплених на кінцях стрижнів (рис. 15.8). 
Відстані від нижнього підшипника А до 
стрижнів ΟιΜ ] , 0 2м 2 відповідно дорівню
ють L|, L2.

Визначити відстані /-3 і £3 (від підшип
ника А до стрижня 0 3Л/3) через додаткові 
динамічні реакції, вважаючи обертове тіло 
зрівноваженим.

+т2г2
В і д п о в і д ь :  г3 =-

Wj Г| + т 2г2і о
т-.

з з
15.2. Стрижень завдовжки L масою т 

одним кінцем жорстко прикріплений під ку
том a  в точці О до вала, якому надане обер
тання зі сталим кутовим прискоренням ε із 
стану спокою (рис. 15.9).

Визначити динамічні реакції підшипника 
В і підп’ятника А , якщо AO = BO = L , а 
також відповідний обертальний момент М ^ . 

В і д п о в і д ь :
т іл  .

-s in a 1— cos a  
З

YA = —  sin a  
A 4 ' - - и !

8
1— co sa  

3

* B  =

mLe
-sin a , 2 Л 1 +—co sa

3

m g
YR = - s in a 1 +—(ε ί)2 

g

/
'  2 Λ

1 +—co sa
3 У.

Ml об = — тєвіп  a .

15.3. До вала, що обертається зі сталою 
кутовою швидкістю ω ,  прикріплений під 
кутом a  стрижень завдовжки L\ масою пц 
(рис. 15.10). На відстані b від осі обертання 
на невагомому стрижні до вала також при
кріплена точкова маса т 2 .

При заданих розмірах а і b  вибрати такі 
маси т і та довжину Z,,, щоб у підп’ятнику 
А і підшипнику В не виникало динаміч
них реакцій.

4b За
Ві дпов і дь :  пь = — whctga, L = — seca.

За 2



15.4. Вал обертається зі сталою кутовою 
швидкістю ω . До вала жорстко кріпиться 
тонкий круглий диск масою пц радіуса r .

При заданих масах точкових тягарів т 2
і /и3 вибрати такі L2 та L3, щоб у підп’ятни
ку А і підшипнику В не виникало дина
мічних реакцій (рис. 15.11).

D І 1 '"і / 1 "'іВ і д п о в і д ь :  Lo = -------r , L , = ------- r -
2 т 2 ' 2 ш3

15.5. Однорідний круглий диск радіуса 
R масою ш насаджений на горизонталь
ний вал під кутом а  до осі вала і жорстко 
прикріплений до вала, причому центр мас
О лежить на осі вала. Визначити реакції 
підшипників А і В , якщо вал обертається зі 
сталою кутовою швидкістю ω  і А О = О В = а .

Вагою вала і тертям в підшипниках можна 
знехтувати (рис. 15.12).

В і д п о в і д ь :  ΥΑ = ΥΒ,
m/Г
16α

ω 2 sin 2α  = -X в  ■

15.6. До вертикальної осі, що закріплена 
у підшипнику А і підп’ятнику В , жорстко 
приєднані перпендикулярний до цієї осі тон
кий стрижень DE завдовжки L масою т{ 
та круглий однорідний диск масою т 2 , пло
щина якого лежить у площині О х у . Диск 
насаджений ексцентрично таким чином, що 
його центр мас С2 знаходиться від осі Οζ 
на відстані ОС2 = а  . Циліндр і стрижень 
обертаються навколо осі Οζ із заданою ку
товою швидкістю ω  = const. Обчислити ре
акції підшипника А і підп’ятника В , якщо

BE = L, ЕО = АО = ̂  та ОС  ̂_L ED (рис. 15.13).

В і д п о в і д ь :  ХА = ~ " ~ ( g  +ω2ί| ,

ΥΛ 2 f + 3“ 2 j ’ =('"1 +m2 ) s  .
V - a r 4

135° 105°

Рис. 15.14

15.7. Диск вагою G = 100 Н обертається 
на валу зі сталою кутовою швидкістю п = 
= 1500об/хв. Центр мас диска С зміщений 
від осі вала на δ = 1 мм (рис. 15.14). Якої 
ваги потрібні дві противаги для статичного 
балансування, якщо відстані від осі до центрів 
мас противаг А і В відповідно = 10 см і 
L2 = 15 cm? Кут ZCOA = 135°, ZCOB = 105°. 
Які будуть динамічні реакції R в опорах, 
якщо площини диска і противаг знаходяться 
на відстані я  = 10 мм, а відстань між опора
ми L\ = 150 мм?

В і д п о в і д ь :  С, = 1,12 Н, G-, = 0,54 Н, 
R = 50Н.

15.8. Однорідні пластини у вигляді рівно
бічного трикутника, що мають однакову 
вагу, рівномірно обертаються навколо гори
зонтальних осей з однією й тією ж кутовою 
швидкістю (рис. 15.15).

Знайти співвідношення сторін цих три
кутників, при якому додаткові динамічні 
реакції опорних підшипників осей однакові, 
якщо АВ = DE = 2L ■

В і д п о в і д ь : αΊ
і
2 ■

15.9. До горизонтального невагомого вала 
АВ під прямими кутами приварені два 

однорідних стрижні, виготовлені з одного 
матеріалу і розташовані в одній площині 
(рис. 15.16). Відстані цих стрижнів від най
ближчих до них опор А і В вала та відстань 
між стрижнями однакові. Довжина найближ
чого до опори В стрижня вдвічі менша дов
жини іншого стрижня. Вважаючи, що куто
ва швидкість обертання вала АВ дорівнює 
ω , визначити співвідношення повних ре
акцій RB і Ra опор В і А , якщо прива-



рені до вала стрижні знаходяться у верти
кальній площині в положенні, вказаному на 
рисунку, а довжина коротшого стрижня до
рівнює L.

d ■ · * в  8# + 2to2L
В і д п о в і д ь :  — ξ -  =  — -----------------------.

Ra 10g + 7arL  
15.10. На горизонтальний вал АВ, що 

обертається зі сталою кутовою швидкістю п = 
= 4000 об/хв, насаджено ротор турбіни, його 
вага G = 8 кН.

Визначити динамічні  реакції підшип
ників, якщо центр мас С ротора зміщений 
від осі обертання на відстань δ = 0,4 мм 
(рис. 15.17).

В і д п о в і д ь :  /?^=19кН, Лд=38 кН.
15.11. Для умов задачі 15.9 знайти спів

відношення додаткових динамічних реакцій 
/?д і /?д опор А і В вала при його рівно
мірному обертанні.

η · rb 2В і д п о в і д ь :  — —.
*2 7

15.1.4. Розрахунково-графічна р о б от а

У м о в а  р о б о т и .  Тіло, що складається з 
дисків, стрижнів і матеріальних точок, при
кріплених до вала AB = L= їм ,  обертається нав
коло нерухомої осі за законом <р(г), в якому 
відповідно до варіанта прийнято ω  = 10 π рад/с 
або ε = 20 рад/с2 (рис. 15.18).
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Умовні позначення: 
невагомий стрижень; 
вагомий стрижень; 
матеріальна точка;

©  — плоске кільце;
О  — коло;

А  — суцільні пластини.



№
варіан

та

<Р(0, т\ т 2 т з 1, І2 /з а b r
α,...°

рад кг м

1 (0/ 5 10 — 0,3 0,5 — 0,5 0,3 — 45

2 ΐ ε' 2 6 10 — 0,7 0,25 — 0,3 0,27 — ЗО

3 (01 7 3 5 0,3 0,5 — 0,5 0,3 — —

4 к 5 15 — 0,3 — — 0,4 0,3 0,2 —

5 (М 10 7 — 0,3 0,42 — 0,5 0,2 — 45

6 к 7 3 5 0,3 0,5 0,5 0,3 — —

7 ω/ 5 5 5 0,4 0,4 0,4 0,3 0,3 — —

8 К 6 8 6 0,57 0,8 0,57 0,5 0,5 — 45

9 со/ 10 20 — 0,3 — — 0,5 0,5 0,3 —

10 2Є' 2 5 7 — 0,34 0,5 — 0,3 0,2 — 70

11 (і)? 10 15 — 0,4 0,6 — 0,4 0,35 — —

12 W 5 20 — 0,3 0,3 0,4 0,2 0,3 — —

13 ωί 7 15 — 0,3 0,4 — 0,6 0,4 — 60

14 ΐ ε' 2 7 15 — 0,3 0,4 — 0,6 0,3 — 60

15 ОМ 3 5 — 0,3 0,5 — 0,5 0,3 — —

16 ΐ ε' 2 5 10 — 0,3 0,5 — 0,5 0,3 — 45

17 ш 4 5 8 0,4 0,3 — 0,3 0,3 — —

18 w 5 5 5 0,3 0,3 — 0,25 0,5 — —

19 ωί 5 15 — 0,3 — — 0,3 0,4 0,2 —

20 і « 2 10 7 — 0,3 0,42 — 0,5 0,2 — 45

21 ω/ 7 3 5 0,3 0,5 — 0,5 0,3 —

22 2ε' 2 5 5 5 0,5 0,4 0,5 0,3 0,3 —

23 ωί 6 6 6 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 — 60

№
варіан

та

φ ( ί) , "h И»2 т з /і І2 h а b г
ot,—°

рад к г м

24 W 10 20 — 0,3 — — 0,55 0,45 0,3 —

25 ш 7 5 — 0,5 0,34 — 0,6 0,4 — 70

26 к 10 15 — 0,4 0,6 0,4 0,35 — —

27 ωι 5 15 — 0,4 0,3 0.4 0,25 0,25 — —

28 2Е‘ 2 7 15 — 0,3 0,4 — 0,55 0,45 — 60

29 ω, 7 15 — 0,3 0,4 — 0,6 0,3 — 60

30 ί ε ' 2 4 5 — 0,3 0,5 — 0,4 0,3 — —

Використовуючи метод кінетостатики 
(див. § 13.3) або рівняння (15.1), (15.4), знай
ти повні і додаткові динамічні реакції в опо
рах вала, а у разі прискореного обертання 
знайти ще й обертальний момент Мо5 .

Закони руху, розміри тіл і їх маси наве
дено в табл. 15.1.

П р и к л а д  в и к о н а н н я .  Тіло скла
дається з матеріальної точки масою пц , яка 
знаходиться на кінці стрижня завдовжки /,

2

і масою т 2 , та кільця радіуса r  і масою іщ  
(маса рівномірно розподілена по ободу 
кільця), прикріплених до вала, що оберта
ється навколо нерухомої осі за законом 
ср(0 = 1 є г  , рад (рис. 15.19).

Використовуючи метод кінетостати
ки (розділ 13), знайти повні і додаткові 
д ина мі чні  реакці ї  в опорах вала

У  у  7  У  V У  Д V^· 7 ^  V·1*
Л Л'  М ’ 1В* Л Д ’ r A'  ’

а також обертальний момент Л/об, якщо
пц = 5 кг, т 2 = 2 кг, і/іу = 8 кг, АВ = 1 м, /f =
= 0,4 м, а = b  = 0,3 м, r  = 0,2 м, є = 20 рад/с2.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Спочатку визначимо 
повні динамічні реакції опор.

Зв’яжемо жорстко з тілом рухому систе
му координат Axyz (рис. 15.20). Визначимо 
активні сили ni\g , n u g  , in^g , що діють на 
тіло, і М о6 .

Відповідно до аксіоми про звільнення від 
в’язей відкинемо верхню і нижню підшип
никові опори і замінемо їх дію на тіло відпо
відними реакціями в’язей ХА, ΫΑ. ΖΑ, Хв 
\ Ϋ Β .

До центрів мас кожного з елементів, які 
складають тіло, умовно прикладемо у на
прямку, протилежному їхнім прискоренням



(або складовим прискорень), сили інерції. 
Для тягаря, стрижня і кільця відповідно

Ф Вп = т ху \  = ні,/, ( e t f , ΦΟΧ = ΑΗ,/,ε ; 

ф £» = "'2Ф2/і 12 = т21\ ( ε ί )2 12 ’

Φ0τ = т 2Іле І 2  ;

Ф0 ї = п щ - г  = m3r ( E t y , ΦΓτ = ///3/*ε . 
Отримана система сил є довільною про

сторовою, тому використаємо відповідні 
умови її рівноваги:

Σ /^. = Х А + -  Φ β τ - Φ £τ + Ф с т  = 0  , (1 )

Σ  Fiy = ΥΑ + ΥΒ - Φ θ η -  Φ  En + Ф С„ = 0  , (2 )

(3)Ζ Α -  ' " I # - ' " 2 #  “ '" З .?  = ° -

-KgL + ш,^/, +m2g ~ -

Σ ^  =

Σ Μ,
- ш3і г  + ( Ф 0 п + Ф ен ) ( Ь - Ь ) -

-  ΦСпа  = 0.
Σ Μ >·ί = ΧΒ ^ - ( Φ 0 τ +ΦΕτ) ^ - Ι ή  

+ Φ^τα = 0,

Σ Μ ζ ί =Μ  ^  1 Λ

(4)

(5)

об “ Φ Dxh ~ Ф £ т ~ _ Ф с т г - °  (6)

Розв’яжемо ці рівняння відносно невідо
мих величин.

Із рівняння (6) знаходимо

М о6 — Ф птА +ФD z l \ Ετ + Ф  СТГ =

= (т і + 4  т 2 ) ε /.2 + тз Ег2 ~

= [ ( ш і+ і т 2)/,2 + /и3/-2 ε =

: ^5,5 кг-0,16 м2 +8 кг-0,04 м2 jx

х20 ^  = 24Н- м.  
с

Із виразу (5) маємо 

ΧΒ = (Φ Β τ+ ΦΕτ) ( ΐ - ^ Ф Ст

= (Wl + 2 "*2)£ 

( m i+ i/и 2 )/

є/, 1 —

/п3г- ε =

; (б кг-0 ,4  м -0 ,7 -8  к г-0 ,2  м -0,3)> 

х 20 ^  = 24 Н.

Із  рівняння (4) отримаємо

ΥΒ -  ( Ф  Dll + Ф Еп ) 1 - -ф Сп
/

= (іи, + j/H2)(8 f)2 /, 1 - /  \2 а
- Ш з ( є г )  Г -  +

+ /«1 £ -  + m 2g  —  -  m3g  -  =
2

= 6 к г - 4 0 0 Г ^ ~  0,4 м - 0 , 7 -  
c

2

-  8 кг · 400Г 0,2 м · 0,3+

+6 κγ· 9 , 8 ^ · 0 , 4 - 8 κγ·9,8 М-  0,2 =
с"  С"

= 480ί"+7,84 Η.

Далі з виразу (3) випливає, що

ΖΑ = (m, + m 2 + »i3)g  = 15 к г -9 ,8 -^  = 147 H .
c

Рівняння (1) запишемо так:

X A -  ~ % B  + φ £ )τ  + Ф Ε τ  ~

m\ +\ mi Y l\ - т г г г - Х в  =

= 6 κγ· 2 0 ^ · 0 , 4 μ - 8 κγ· 2 0 ^ χ 
c c

x 0 ,2  μ  -  24 H = -8 H.

Нарешті, з виразу (2) отримаємо 

YA =  ~ YB  + Φ β η  + Ф £л — Ф Сл =

= -УВ + [т\ + \  т 2 ) ( ε ί )2 1\ -  т3 (ε0 2 Г =

= —480?2 Н -  7,84 Н + 6 кг · 400г2 х
с

х 0 ,4  м - 8  κγ·400?2 ^ - · 0 , 2  м = 
с“

= -1 6 0 Г  -7 ,8 4  Н.
Від’ємний знак у виразах ХА і УА вка

зує на те, що вектори ХА і ΥΑ протилежно 
напрямлені.

Додаткові динамічні реакції отримаємо, 
залишивши у виразах повних реакцій лише 
ті члени, які залежать від ε і є/ , а саме:

X* = - 0 ,4ε Н = -8  Н ,

ΥΑ = -0 ,4 (ε ? )2 Η = -16 0Г  Η , ΖΑ=0 ,

ΧΒ = 1,2ε Η = 24 Η ,

Гвд = 1,2(ε/)2 Η = 480/2 Η . 
В і д п о в і д ь :  знайдено всі шукані величи

ни, ХЛ=-8Н , Х д= —8Н, ΥΑ= - 1 6 0 г  -7 ,8 4  Н, 

Υ* = -16012 Η, ZA = 147 Η, ΖΑ = 0, Xв  = 

= 24 Н, = 24 Η. ΥΒ = 480г2+7,84 Н, 

УЦ = 480/2 Н, М об = 24 Н · м.

§15.2 . ПЛО СКО ПАРАЛЕЛЬНИЙ РУХ 
ТВЕРДОГО ТІЛА

15.2.1. Короткі т еор ет ичн і в ідом ост і

Плоскопаралельний рух т в ер до го  тіла — 
це рух, при якому всі точки тіла рухаються 
паралельно деякій нерухомій площині. Мож
на вважати, що плоскопаралельний рух скла
дається з двох рухів — поступального разом 
з довільно вибраним полюсом і оберталь
ного навколо цього полюса.

При розв’язуванні задач на плоскопара
лельний рух твердого тіла найдоцільніше 
застосовувати такі два методи:

1) складання диференціальних рівнянь
руху;

2) на підставі теореми про зміну кіне
тичної енергії.

За першим методом для вивчення руху 
доводиться застосовувати відразу дві теоре
ми, а саме: про рух центра мас твердого тіла 
або механічної системи; про зміну кінетич
ного моменту відносно осі, що проходить 
через центр мас перпендикулярно до пло
щини руху.

З а у в а ж е н н я :  теорему доцільно записувати 
саме відносно центра мас (точки С ), оскільки це 
спрощує запис диференціальних рівнянь руху.

Рівняння плоскопаралельного руху твер
дого тіла мають вигляд

їїiw Cv = F*, m w Cy = F y ,  n w Cz =0, (15.5)

0 = M eCx, 0 = M eCy , /Γ,ε .  = M eCz. (15.6)

Перші три рівняння описують поступаль
ний рух твердого тіла разом з центром мас 
С , рівняння (15.6) — обертальний рух нав
коло центра мас.

З а у в а ж е н н я :  прискорення центра мас тіла при 
плоскопаралельному русі визначають за формулою 

w c  — Wq + w , (15.7)
де w 0 — прискорення полюса O; w £-0 , —
обертальне та доцентрове прискорення точки С в



обертальному русі тіла навколо полюса О. Як пра
вило, за полюс вибирають точку, прискорення якої 
відоме.

За другим методом застосовують теоре
му про зміну кінетичної енергії механічної 
системи, яка має вигляд

Т - Т 0 = А , (15.8)
де Т , Т0 — кінетична енергія механічної 
системи в її  кінцевому та початковому по
ложеннях відповідно; А — сума робіт зов
нішніх і внутрішніх сил на заданому пере
міщенні системи.

Кінетичну енергію твердого тіла при 
плоскопаралельному русі визначають за тео
ремою Кеніга

Т =
/г оГ

—  + —— , (15.9)
2 2

де перший до дан ок  — це кінетична енергія 
тіла в поступальному русі разом з центром 
мас, а другий  — кінетична енергія в обер
тальному русі.

З а у в а ж е н н я : я к щ о  миттєвий центр швидкос
тей перебуває в нескінченності, то плоскопаралель- 
ний рух тіла в даний момент часу розглядають як 
миттєво-поступальний, а кінетичну енергію визна
чають за формулою

Т = - 'C (15.10)

Плоскопаралельний рух можна розгля
дати як миттєво-обертальний навколо Р — 
миттєвого центру швидкостей, тоді кінетич
ну енергію визначають за формулою

Т =
І рОГ

(15.11)

де 1 р — момент інерції тіла відносно осі, що 
проходить через миттєвий центр швидкостей.

Швидкі сть центра мас vc  і кутова 
швидкість тіла ω  пов’язані між собою фор
мулою Ейлера

vr =co СР, (15.12)
де СР — відстань від центра мас С до мит
тєвого центра швидкостей Р.

З а у в а ж е н н я :  якщо за умовою задачі потрібно 
визначити лише кінематичні характеристики або 
зовнішні сили, які виконують роботу на заданому 
переміщенні, то доцільно скористатися другим ме
тодом; якщо ще й внутрішні сили (реакції ідеальних 
в'язей), сума робіт яких дорівнює нулю, тоді пер
шим.

15.2.2. Методика розв’язування задач

1. Вибрати об’єкт дослідження (тіло або 
систему тіл), динаміку якого розглядати
мемо.

2. Зобразити на рисунку активні сили та 
реакції в’язей, прикладені до об’єкта дослі
дження.

і с \ \

V δ
м) J

- Г *  тр

р '

Рис. 15.21
З а у в а ж е н н я :  силу тертя об шорстку поверх

ню спрямувати протилежно руху, якщо колесо в е д е 
н е  (рис. 15.21, а), та в бік руху, якщо колесо вед уче  
(рис. 15.21, б).

3. Визначити положення (координати) 
центра мас вибраного об’єкта.

4. Скласти диференціальні рівняння руху 
твердих тіл (15.5) і (15.6), або записати тео
рему про зміну кінетичної енергії (15.8)—
(15.11) для заданого об’єкта.

З а у в а ж е н н я :  незважаючи на те, що методи 
складання диференціальних рівнянь руху є найза- 
гальнішими при розв’язуванні задач, проте іноді їх 
використання є громіздким. У цьому випадку до
цільніше застосувати теорему про зміну кінетичної 
енергії. Наприклад, якщо за умовою задачі потрібно 
визначити лише кінематичні характеристики, то кра
ще скористатись другим методом.

5. Далі, користуючись кінематичними 
співвідношеннями, записати формули для 
визначення:

у разі застосування диференційних рів
нянь руху — при скорення  центра м а с  (15.7) 
та к ут ов о го  при скорення  кожного тіла, ви
бравши за полюс точку, прискорення якої 
відоме з умови задачі;

у разі застосування теореми про зміну 
кінетичної енергії — швидкості центра мас
(15.12) та кутової швидкості кожного тіла, 
визначивши положення миттєвого центра 
швидкостей у випадку застосування теоре
ми про зміну кінетичної енергії.

6. Розв’язати рівняння, записані у п. 4, і 
визначити шукані величини.

15.2.3. Приклади розв’язування задач

Приклад 15.6. До однорідної кулі масою 
т  за допомогою нитки АВ прив’язано ван
таж масою пц = т/2 . Куля обмотана мотуз
кою В К . Кінець мотузки К  прикріплено до 
нерухомої поверхні (рис. 15.22). Визначити 
прискорення вантажу і натяг мотузки РК .

Р о з в ' я з у в а н н я .  Подамо розв’язання 
двома методами.

М ет од  І. За об’єкт дослідження спо
чатку виберемо вантаж (рис. 15.23, а). До

нього прикладено сили ваги вантажу
m g  -

Р\ = та натягу 7J нитки А В . Вантаж

здійснює поступальний рух вздовж верти
калі вниз, тому його прискорення w та 
вісь Оу спрямуємо вниз. Рівняння руху 
вантажу має вигляд

Далі за об’єкт дослідження виберемо 
кулю (рис. 15.23, б). До неї прикладено сили 
ваги кулі Р2 = m g  , натягу нитки АВ 

(7] = -7 j згідно з третім законом Ньютона) 

та Т2 мотузки РК . Куля здійснює плоско- 
паралельний рух і її центр мас С знаходить
ся в центрі кулі. Оскільки всі сили пара
лельні, а прискорення центра мас С спря
моване вниз, виберемо вісь Су  у напрямку 
руху (рис. 15.23, б). Диференціальні рівнян
ня руху мають вигляд

n m Cy = F l CzEz = M eCz, ( 2)

де F ‘ =mg+T\-T -,  — проекція головного
2 ,

вектора сил на вісь Су ; ‘ c z = ~ п,к  — мо
мент інерції кулі відносно центральної осі 

Сг , яка перпендикулярна до площини руху; 
M e- =T2R + T\R — головний момент зов-



нішніх сил відносно осі Cz . Рівняння (2) за
пишемо так:

MW с  = m g  + Т\—Т2, —mR2E = T2R + Tl R . (3)
Плоскопаралельний рух кулі в даний 

момент можна розглядати як  миттєво-обер
тальний навколо миттєвого центра швидко
стей Р  . Оскільки по мотузці куля скочується 
без ковзання, її кутова швидкість

ω  = —  = —  , (4)
R 2R

де vc , V — швидкості центра мас відповід
но кулі та вантажу (рис. 15.24).

Кутове прискорення кулі 
_ ά ω  _ d v c  _ w c

R
, або

w (5)
" с

dt  dt  
_ 1 d\  _ w

Z~ ^2R dt~  2R " 2
Після підстановки (5) у рівняння (3) 

дістанемо

w 1m — — m g  + 7] — Т2, — mw = Г2 + 7] (6 )

Тоді сили натягу нитки А В , на якій  
підвішено вантаж, та мотузки РК  відповідно

1 ( 1 ------w
20

Підставивши значення 7\ у рівняння (1), 
знайдемо прискорення вантажу. Отже, при
скорення вантажу та натяг мотузки РК

2 0  „  11 /очw = — g , T 2 = — m g .  (8 )

М етод 2. За об’єкт дослідження вибере
мо механічну систему, яка складається з ван
тажу і кулі (рис. 15.24). До неї прикладено

сили ваги вантажу Ру = j кулі P2 = m g

та натягу f 2 мотузки РК?.
Кінетичну енергію системи визначимо за 

формулою
(9)

Де TR =
т\

Т = ТВ+ТК,

-  кінетична енергія вантажу
оскільки він рухається поступально;

mvc  I Q-(Si
Тг = — — + — -------- кінетична енергія кулі,

2 2
яку визначаємо за теоремою Кеніга (15.9), 
тому що вона рухається плоскопаралельно.

Після підстановки ω  та \с  із співвідно
шення (4) в (9), маємо

2 2 2пім m y  і # і
( 10)

fflv' m v  m\~ 17 2
Т = ------Η--------+-------- = —  η ιν  .

4 8 20 40
Сила натягу мотузки РК  роботу не ви

конує, оскільки прикладена у миттєвому 
центрі швидкостей (МЦШ), а робота сил ваги 

mA = — g s  + m g s c ,

де s  = 2 s c
переміщення центра мас кулі.

Отже,
m s

A= — g s  + m g  — -  m g s  .

Згідно з теоремою про зміну кінетичної 
енергії -------

17 2 0 ДО—  пім = m g s  , або v = 2 A— g s

(П )

переміщення вантажу; s c  —

( 12)

( 13)

Після диференціювання виразу (13) за 
часом маємо

w = -
20

( 14)

Цей результат збігається з (8), отрима
ним за першим методом.

Приклад 15.7. Однорідний циліндричний 
коток вагою Р  = 5 Н котять без ковзання вго
ру за допомогою зовнішньої сили F  = 6  Н, 
спрямованої під кутом а  = 30° до похилої 
шорсткої площини. Зовнішній радіус ци
ліндра вдвічі більший за внутрішній, а кут 
нахилу похилої площини до горизонту 
β = ос = 30° (рис. 15.25). Визначити приско
рення центра мас котка і встановити умову, 
за яко ї він відірветься від поверхні.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглядаємо два ме
тоди розв’язання задачі.

М етод 1. За об’єкт дослідження вибере
мо коток (рис. 15.26). До нього прикладено 
силу ваги Р  = m g  , активну силу F  , реак
цію поверхні N та силу тертя F . Зазна
чимо, що силу F  ми спрямували проти
лежно руху, оскільки головний момент ак
тивних сил відносно центра мас С дорів

нює нулю, тобто коток ведений. За умовою 
задачі коток здійснює плоскопаралельний 
рух вдовж похилої площини вгору, тому 
прискорення центра мас w c  та вісь Сх 
спрямуємо паралельно площині вгору, а вісь 
Су  перпендикулярно до С х . Диференці
альні рівняння руху котка мають вигляд 

mwc  = F c o s a - w ^ s in p - F ^  ,
N = mg cos β - ^  sin a , Ic e  = FTpR ,  (1)

де Iq = ~z ( r 2  +r~2) = o m ^ 2 ~  моментінер- z o
ції котка відносно його центральної осі.

Рух котка в даний момент можна роз
глядати як  миттєво-обертальний навколо 
миттєвого центра швидкостей К  (коток ко
титься вздовж нерухомої похилої площини 
без ковзання). Тому кутова швидкість котка

ω  = 1£_
R

(2 )

де vc  — швидкість центра мас котка. Тоді 
кутове прискорення котка

dm  1 d v c  w c 
R

ε = (3)
dt R dt  

Після підстановки ε з (3) в третє рівнян
ня ( 1), і враховуючи, що R = 2r  за умовою 
задачі, дістанемо 

13
— m w c = F  cos a  -  m g  sin β .
_ 8

Тоді прискорення центра мас

13
-ΰ 0 5 α -£ 5 ΐη β

(4)

(5)

У результаті обчислень маємо

wr  = 8g
13

-c o s  30°-s in  30° 
5

= 5,33 м/с2. (6 )

Коток відірветься від поверхні у тому разі, 
коли нормальна складова її реакції N < 0 , 
або з другого рівняння системи ( 1)

а г -  Wig cos β/ / igco sp -F sin a< 0 , або F > — ------— , (7 )
s in a

тобто при F > ,Pctg30o ( F > 8 ,6 6  H).
Коток буде скочуватись униз, якщо згідно 

з (5 )



p  < '"A. Sin-P , або F <2,89  Η. (8 ) 
co sa

Отже, щоб коток рухався вгору і не 
відірвався від похилої поверхні, потрібно, 
щоб 2,89Н < F  < 8 , 6 6 Н.

М етод 2. Об’єкт дослідження не змінив
ся — це коток, тільки на рис. 15.27 зобра
жаємо замість прискорень швидкість цент
ра мас циліндра ν Γ та кутову швидкість ω 
навколо МЦШ.

Кінетичну енергію циліндра визначимо 
за теоремою Кеніга (15.9)

/ r' со
Т

//IV r ' i
(9)

2 2
Скориставшись співвідношеннями (1), 

(2) і (9), отримаємо

5/7/v ·̂ 13
Т =

т\с
16 16 ' с - (Ю)

Сили F^  та N , прикладені в МЦШ, 
роботи не виконують, а робота сили ваги та 
активної сили F

А = - i n g s c  sin β + Fsc  cos a  , (11)
де s c  — переміщення центра мас котка.

Згідно з теоремою про зміну кінетичної 
енергії

13 1 n r— m \ r  = —m e s r  sin р + Fsr  co sa  =>
16

— co sa  -  g  sin β 
пі

Після диференціювання виразу (12) за 
часом маємо

F
13

- c o s a - g  sin β ( 13)

Цей результат збігається з виразом (5), 
отриманим за першим методом.

Приклад 15.8. Лопатку у вигляді стрижня 
завдовжки L = 80 см масою пц = 1 кг, при
вареного до диска радіуса R = 20 см масою 
т 2 = 0 , 2  кг, поклали на дві гладенькі опо
ри А і В . Опору В раптово прибрали 
(рис. 15.28). Визначити прискорення центра 
мас та кутове прискорення лопатки в цей мо
мент часу.

Рис. 15.28
Р о з в ’ я з у в а н н я .  Подамо розв’язання 

задачі за допомогою диф еренціальних 
рівнянь руху твердого тіла, оскільки рух роз
глядаємо в миттєвий момент часу.

За об’єкт дослідження виберемо лопатку 
(рис. 15.29). До неї прикладено: силу ваги 
Р = m g  та реакцію N гладенької опори А . 
Оскільки лопатка здійснює плоскопаралель
ний рух, то маємо три диференціальних 
рівняння руху

//ιννΓν = 0 , w w Cv = N - P  , /с є = /V · AC ,(1) 

де пі = niy + in-, = 1 + 0 , 2  = 1,2 кг — маса ло
патки; l c  = / "p + /£ момент інерції лопат-

с т р , л  
Ч

моменти інерції відповідно стрижня та дис
ки відносно центральної осі Czc ( l (  - ' с

ка); АС — відстань від опори А до центра 
мас лопатки.

Знайдемо положення центра мас лопат
ки за формулою

пі\ L/2 + т 2 (L + R)
т\ +т2

1 0 ,4  + 0 , 2 1

АС = ■
(2 )

1,2
= 0,5 м.

Моменти інерції стрижня та диска від
носно центральної осі Czq згідно з теоре
мою Штейнера.

\ 2
/Стр _ J_  j2  + — -  АС
с 12 1 2

= — 0,82 + 0 ,2 (0 ,5 -0 ,4 )2 = — κ γ ·μ 2 ; 
12 З

/£ = ~ т 2 R2 +m2 (L + R -A C )2 = 

п о
= -^ -0 ,2 2 + 0,2 ( і — 0 ,5 )2 = 0,052 к г-м 2.

Тоді момент інерції лопатки 
0,322

(3)

(4)

І _ /стр /Д _
С ~ С + ‘ C ~ (5)

Оскільки лопатка здійснює плоскопара
лельний рух, то прискорення її центра мас 
w c визначають за формулою

(6 )W, =  W ,  +  w f j + w ?УС -  WA Т w C4"rvvO<· 
де w A — прискорення точки А , яку ми 
вибрали за полюс; ^ ' с а ~  обертальне 
та доцентрове прискорення точки С в обер
тальному русі лопатки навколо полюса А 
(рис. 15.29).

Зазначимо, що прискорення точки А 
спрямоване вздовж горизонталі, тому що 
кінець лопатки ковзає по гладенькій опорі; 
а центра мас — точки С вздовж вертикалі, 
бо головний вектор сил згідно з ( 1) спрямо
ваний по осі С у ; прискорення ^ “^ = 0 ,  
оскільки на початку руху лопатка перебува
ла у стані рівноваги ( ω  = 0 ).

Спроектувавши рівняння (6 ) на вісь Ау 
і врахувавши, що = ε -A C , дістанемо

w Cv = wc  = WC4 = ε · AC . (7 )
З урахуванням (2), (5) і (7 )  з другого і 

третього рівнянь системи ( 1) матимемо 
0 322

0,5we = N -  m g  , ——— ε = 0,5/V . (8 )
У результаті обчислень отримаємо

wc = — = 0,233 м/с2;
L 322

ε = -^ -  = 0,466 рад/с2.
161

(9)

Приклад 15.9. Прямокутну пластинку зі 
сторонами а  = 3 см і Ь = 4 см поставили на 
гладеньку площину так, що її діагональ — 
вертикальна. Потім пластинка падає під дією 
сили ваги (рис. 15.30). Знайти рівняння траєк
торії вершини С прямокутника.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  За об’єкт досліджен
ня виберемо пластинку, положення якої по
кажемо в довільний момент часу (рис. 15.31). 
До неї прикладено силу ваги Р  = m g  та ре
акцію N гладенької горизонтальної опори. 
Оскільки пластинка здійснює плоскопара
лельний рух, то маємо три диференціаль
них рівняння руху:

/;jwat = 0 ,  п т 0у = N - P  ,
І0 г  = N ■ Α6?5ίηβ ,



де О -цен тр  мас пластинки; 10 — момент 
інерції пластинки відносно центральної осі

2
Οζ ; AO = — AC = — ' J a 2 + b 2 = 2,5 см — від-

стань від вершини А до центра мас О пла
стинки.

Згідно з першим і другим рівняннями си
стеми ( 1), центр мас пластинки рухається 
вздовж вертикалі. Оскільки у початковий 
момент часу пластинка не рухалась, то 
х0 = * 0  (f = 0 ) = 0  під час всього руху.

Розглядаючи положення пластинки ABCD 
у довільний момент часу (рис. 15.31), запишемо 
координати її вершини С як функції часу t : 

хс  = ОС sin β , у с  = у 0 + ОС  cos β , (2)
де AO = OB = ОС = OD = 2,5 см, y 0  = AO· α » β . 

Рівняння (2) набувають вигляду
A'c = 2 ,5 s in P , νΓ =5οο5β. (3) 

Отже, рівняння траєкторії вершини С : 
2  ̂

хс
2,5'

VC І (4)

це еліпс з центром у початку системи коорди
нат, малою піввіссю 2,5 см і великою — 5 см.

Приклад 15.10. Два стрижні АК і DE 
однакової довжини приварені один до од
ного у точці К  під прямим кутом. Середи
ну В стрижня АК поклали на гладеньку 
опору і відпустили без початкової швидкості.

Вага кожного стрижня Р  (рис. 15.32). Ви
значити тиск стрижнів на опору на початку 

DEруху, якщо DK = -----. Де потрібно поста-
4

вити опору, щоб тиск на неї був максималь
ним або мінімальним?

D

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Подамо розв’язання 
задачі за допомогою диф еренціальних 
рівнянь руху твердого тіла, оскільки рух роз
глядаємо в миттєвий момент часу.

DN h
0  - К

с.
1/4'

оо X

wc

2Р
* ε

Е
Рис. 15.33

За об’єкт дослідження виберемо механіч
ну систему, що складається з двох стрижнів 
(рис. 15.33). До неї прикладено силу ваги 
2 Р у центрі мас С та реакцію N гладень
кої опори В . Оскільки система здійснює 
плоскопаралельний рух, то маємо три ди
ференціальних рівняння руху:

2 Р 2 Р
w Сл = 0 , —  w Cv=2 Р -

8 8
ІСЕ = N ї ї ,

N
(5)

де Ii = ВО — плече реакції опори В віднос-
і Ah 
l C

ш іАК , і DE 
h o  ц е н т р а  м а с  C с и с т е м и ;  l c  = Ic  + l c

момент інерції системи відносно централь
ної ОСІ С і  , І£К , I q E — моменти інерції 
стрижнів АК і D E .

Знайдемо положення центра мас систе
ми за формулою

I P  і  I P  %
Моменти інерції стрижнів АК і DE

згідно з теоремою Штейнера

іАК

,DE _  
С -

L2 +ї  
128 8

Р г2 Р-----L +—
12 g  g

(L ''
2 2"

— + ---

4 8V >

ΓΖΛ
2 2"

— + —

4 8
_V /  ̂ / _

= - ^ . ( 7 )  
192 g

192 g
тому момент інерції системи

l r  = / ,
АК
с + І ° Е = 31 PLT

(9)
96 g

Оскільки механічна система здійснює 
плоскопаралельний рух, то прискорення її 
центра мас w c  визначають за формулою

(Ю)wr  = w„ + w.-об
CB+W CB'

де w B — прискорення точки В  , яку ми виб
рали за полюс; , w “s — обертальне та 
доцентрове прискорення точки С в обер
тальному русі механічної системи навколо 
полюса В (рис. 15.33).

Зазначимо, що прискорення точки В 
спрямоване вздовж осі Ах, тому що стри
жень АК ковзає по гладенькій горизон
тальній опорі; а точки С (центра мас) — 
вздовж вертикалі, бо головний вектор сил 
згідно з (5) спрямований по осі Ау ; при
скорення = 0 , оскільки система пере
бувала в рівновазі (ω  = 0 ) .

Спроектувавши залежність (6 ) на вісь Ау
і врахувавши, що = ε·/ ι, дістанемо

w . ' С у ■ ε·//. ( 11)
Тоді з урахуванням (9) і (11) з другого і 

третього рівнянь системи (5) маємо
2 Р

ε = ΛΜι. (12)

Після алгебраїчних перетворень отримуємо

N ■ 62 PL
(13)

192/г2 +31Z? ‘
Якщо опора знаходиться на відстані

її = — , то тиск на неї 
4

N 6  2PLT _ Є 2 р
192/і2 +31Z? 43

(14)

Враховуючи, що відстань від опори В до
3 Lточки О може лежати в межах 0 < h < :— ,
4

з’ясуємо, за яких умов тиск на опору буде 
максимальним та мінімальним. При /г = 0 
тиск Nlmx = 2Р  , тобто опора в точці О . При

3 62h  = -  L , якщо опора в точці А , Nmm = —  Р .
4 тт 139

15.2.4. Задачі для самостійного розв’язування

15.12. Однорідний диск рухається під дією 
сили ваги у вертикальній площині (рис. 15.34). 
У початковий момент часу центр мас диска 
мав швидкість v0 , нахилену під кутом а  до 
горизонту. Записати рівняння траєкторії руху 
диска.

В і д п о в і д ь :  ус 8*1
2 vn c o s 2 α

+ лс t g a .

15.13. Тонка труба підвішена до нерухо
мої стелі на двох однакових нитках, намота
них навколо труби симетрично (рис. 15.35).



Визначити прискорення центра мас труби та 
натяг однієї з ниток, якщо інша обірвалась.

Рис. 15.35

В і д п о в і д ь :  wr = — ; Т  = ^ - .
2 2

15.14. Однорідну кулю масою m  котять 
по шорсткій нерухомій підлозі без ковзан
ня за допомогою шнура з силою F  , нахи
леною під кутом а  до горизонту (рис. 
15.36). Визначити кутове прискорення кулі 
та силу, при якій куля перестане тиснути 
на поверхню.

В і д п о в і д ь :  ε

Рис. 15.36

10 F  co sa
mR

F > m g
s in a

15.15. Ступінчастий вал вагою Р  із зов
нішнім радіусом R, вдвічі більшим за внут
рішній, рухається вздовж нерухомої шорст
кої площини, нахиленої під кутом a  до го
ризонту. До вала прикладено обертальний 
момент М (рис. 15.37). Визначити кутове 
прискорення вала.

В і д п о в і д ь :  ε = 4 g
2 Μ + PR s in a

7 PR2
15.16. Квадратна пластина з ребром а  

спирається в точці А на гладеньку гори
зонтальну площину так, що діагональ АС — 
вертикальна. Пластина падає під впливом 
сили ваги. Записати рівняння траєкторії вер
шину С квадрата відносно осей, вказаних 
на рис. 15.38.

В і д п о в і д ь :
( а Щ ~ 2а

■ = 1 еліпс.

,60°
Ш ї Я Ш Ш Ш  

Рис. 15.39

15.17. Однорідний стрижень завдовжки 
L = 20 см масою пц =0,5 кг, до кінця яко
го приварено диск радіуса R = 5 см масою 
пі2 = 0,5 кг, підтримували на гладенькій го
ризонтальній площині в рівновазі під кутом 
60° (рис. 15.39). Визначити тиск стрижня 
на площину відразу після того, як його відпу
стили.

В і д п о в і д ь :  N=9 , 73  Н.

15.18. Однорідну прямокутну пластину зі 
сторонами а  і b , вага якої Р  , поклали на 
гладенький вертикальний виступ перпенди
кулярно до його ребра на відстані а/3 від її 
краю (рис. 15.40). Визначити тиск пластини 
на ребро АВ у початковий момент її руху.

В

В і д п о в і д ь :  N = 0 ,S P .
15.19. Однорідний стрижень АВ масою 

пі утримується в горизонтальному поло
женні невагомим стрижнем КК\ і нерухо
мим шарніром А. До стрижня АВ прикла
дено силу F ■ Опору А раптово прибира
ють. Визначити проекції прискорення цент
ра мас стрижня на осі, вказані на рис. 15.41.

15.20. Осі С однорідного циліндра радіу
са r , який перебуває у найнижчому положенні 
всередині циліндричної порожнини радіу

са R = 4 r  , надали початкової швидкості 
v0 = 2y f g r  (рис. 15.42). Визначити кут φ  , при 

якому циліндр буде котитись без ковзання, 
якщо коефіцієнт тертя ковзання /  = 1/7 . Яку 
початкову швидкість повинна мати вісь ци
ліндра, щоб він зміг піднятись без ковзання на 
кут φ  = 90° ? Тертя кочення не враховувати.

В і д п о в і д ь :  φ  = 45°; ν 0 = -у/l 1 g r  .
15.21. Дві трубки, маси яких пц і пі2 , об

мотані невагомою нерозтяжною ниткою, пе
рекинутою через невагомий блок 3 (рис. 15.43). 
Трубка І скочується по гладенькій площині, 
нахиленій під кутом a  до горизонту, а трубка
2 падає, розмотуючи нитку. Визначити швид
кість центра трубки 2 , коли він опуститься на 
відстань ї ї , а також натяг нитки.

///і, (1—sina)+ 2//b
В і д п о в і д ь :  v„= ----------------------hg\

у  П \  + l l h

η ψ ι ι -ig (і  + sin a )



Р о з д і л  16 

ЕЛЕМЕНТАРНА ТЕОРІЯ УДАРУ

§ 16.1. КО РО ТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

Удар — це особливий вид взаємодії то
чок матеріальної системи.

З кінематичного погляду удар характе
ризується тим, що швидкості точок систе
ми набувають скінченних приростів за дуже 
малий проміжок часу ґ ,  який називають 
тривалістю удару. Тривалість удару Ґ  твер
дих тіл вимірюється десятитисячними час
тинами секунди.

Динамічною особливістю удару є те, що 
кількості руху точок матеріальної системи 
набувають скінченних приростів за про
міжок часу /*, тобто кількості руху точок 
системи будуть розривними функціями часу.

Наявність таких розривів можна пояс
нити дією сил малої тривалості в часі і ве
ликої інтенсивності. Такі сили називають 
м ит т євим и , або ударними.  Вимірюються 
вони своїми імпульсами. Відносно системи 
тіл, що співударяються, ці сили є внутріш
німи. Звичайними (зовнішніми) силами при 
вивченні удару нехтують, тому шо за час 
удару вони створюють дуже малі імпульси, 
а на підставі теорем про зміну кількості руху 
й про зміну кінетичного моменту системи 
стверджуємо, що під час удару має місце 
закон збереження кількості руху й кінетич
ного моменту системи.

При дослідженні співудару тіл можна 
нехтувати переміщеннями точок системи, 
оскільки порядок малості переміщень дорів
нює порядку малості ґ  тривалості удару.

Процес співудару тіл не можна поясни
ти лише властивостями абсолютно твердих 
тіл або незмінних систем тіл. Але завдяки 
г іпот ез і  І. Ньютона про коефіцієнт к  віднов
лення швидкостей можна розв’язувати за

дачі про співудар тіл методами теоретичної 
механіки.

За гіпотезою І. Ньютона коеф іцієнт в ід 
новлення швидкостей кщ ш  тіл, що співударяю
ться, дорівнює відношенню відносної швид
кості точок після удару до їх відносної швидко
сті до удару, тобто

/. -  V1 “ V2
U\ - и 2

де «[ і «2 — проекції на пряму, що сполу
чає центри мас тіл, швидкостей до удару, а 
vL і v2 — проекції на той самий напрям швид
костей тіл після удару.

При |*| = 1 удар називають абсолютно 
пружним, а при к = 0  удар непружний (пла
стичний), для решти тіл коефіцієнт віднов
лення є правильним дробом,

0  < \к\ < 1 .
При косому ударі без тертя, тобто коли, 

наприклад, кулька падає на гладеньку по
верхню під певним кутом а  до нормалі, 
проведеної до поверхні і відбивається під 
кутом β , то коефіцієнт відновлення швид
кості можна обчислити за формулою 

Λ, = tgot 
tg β

За т еор ем ою  О ст р о г р а д с ь к о г о— Карно  
втрата кінетичної енергії при прямому цент
ральному ударі двох тіл

AT =
1-А:
1 + *

де m t та т2 — маси тіл, а різниці (ν , - « , ) ,  
( v 2 -  и 2 ) називають втраченими швидкостями.

Якщо одне з тіл, що співударяються, 
може обертатися навколо нерухомої осі, то 
при ударі виникають миттєві реакції в опор
них точках осі.

Практичний інтерес становлять ті випад
ки, коли вісь обертання не зазнає впливу 
удару. Результати цих досліджень застосо
вують у техніці, наприклад, ними користу
ються при розрахунках ударних машин для 
динамічних випробувань міцності матеріалів.

Отже, вісь Οζ обертання тіла не зазна
ватиме удару, коли вона буде головною віссю 
інерції, ударний імпульс буде до неї перпен
дикулярним, і точка його прикладання ле
жатиме в одній площині з віссю обертання і 
центром мас С тіла. У цьому випадку від
стань точки прикладання ударного імпуль
су S до осі обертання Οζ дорівнює зве
деній довжині фізичного маятника (якщо 
немає імпульсів динамічних реакцій). Точ
ка прикладання імпульсу S називається 
центром удару і збігається з центром коли
вань фізичного маятника.

§ 16.2. П Р И КЛ А Д И  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 16.1. Швидкість матеріальної 
точки до прямого удару об нерухому пере
шкоду и = 6  м/с . Визначити швидкість ν 
точки після удару, якщо коефіцієнт віднов
лення k = 0,5 .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  За означенням ко-
V

ефіцієнт відновлення k = — , тому ν = ки  = 
= 0 ,5-6  = 3 м/с. Напрям руху після удару 
протилежний вектору и .

Приклад 16.2. Кулька падає без початко
вої швидкості з висоти /і| = 1,5 м і після уда
ру об горизонтальну перешкоду підскакує на 
висоту Іі2 = 0,8 м . Знайти коефіцієнт віднов
лення швидкостей.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Оскільки кулька 
падає без початкової швидкості з висоти Іц , 
то а = y j2 ghx . Піднявшись після удару на 
висоту І ь , кулька зупиняється, тому ν = 
= V2 8lh- ■ За означенням коефіцієнт від
новлення

—  = — = 0 ,73 .
/ 0,8 

,і ,  1,5

Приклад 16.3. На матеріальну точку М 
масою т  = 0,4 кг , яка рухається зі швидкі
стю u = - 3 i - 4 j ,  подіяв ударний імпульс 
S = 1,8/+ 2 ,4/ . Знайти модуль швидкості ν 
після удару. Тут і , j  — одиничні вектори 
осей Ох та Оу де карто вої прямокутної сис
теми координат.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Застосуємо теорему 
імпульсів у координатному вигляді:

т\ г -  ти г Ьх , т \у ■тих у '

Модуль ШВИДКОСТІ V 

Маємо
- і

S r 1,8 _ , ,  .
ν  = —  + u r = -------3 = 1,5 м/с,

т  0 ,4
5  у 2 ,4v v = —  + u v = ------

у т у 0,4
■4 = 2 м/с,

ν  = -у/2,25 + 4 = 7 ^ 2 5  = 2,5 м/с.
Приклад 16.4. Дві кулі / і 2 зіштовху

ються з протилежними за напрямком, але од
наковими за модулем швидкостями «, = и2 = 
= 6 м/с. Коефіцієнт відновлення к=  0,5. 
Маси куль пц = 2 кг та т 2 = 1 кг (рис. 16.1). 
Знайти швидкість v2 кулі 2 після удару.

Рис. 16.1

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Матеріальна систе
ма складається з двох куль, як і рухаються 
поступально. Під час прямого централь
ного удару кількість руху системи збері
гається. Спроектуємо вираз закону збере
ження кількості руху системи на вісь Ох,



яка проходить через центри мас С, і С2 
куль (рис. 16.1):

///[«j -  m2U2 = т \ V| +//ί2 ν 2 , ( 1)
У рівності (1) вважається, що швидкості 

V| та v2, центрів куль після удару напрям
лені в додатний бік Ох ■

Рівняння ( 1) доповнимо рівністю
ν Ί
— ■ (2 ) и І + и2

Розв’язуючи систему співвідношень ( 1) і 
(2 ) відносно v2, знайдемо

m lu \ - m 2u 2 +kml (ul +u2) „ ,v2 ----------------------------------------  б м/с.
пц + т 2

Швидкість v2 > 0  , тобто куля 2  після 
удару рухається в додатному напрямі осі Ох.

Приклад 16.5. З метою зміцнення грушу 
під фундаментом будівлі в фунт вбивають палі 
масою пц = 50 кг за допомогою копра, бойок 
якого масою т 2 = 450 кг падає без початко
вої швидкості з висоти /і = 2 м. Після десяти 
ударів паля заглиблюється на δ = 0,05 м.

Знайти середнє значення F  опору грун
ту при забиванні паль, вважаючи удар не- 
пружним (рис. 16.2).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  В задачі треба роз
глянути два етапи руху: співудар бойка і палі, 
а потім їх спільний рух до зупинки.

На першому етапі бойок, який падає без 
початкової швидкості з висоти А, на момент 
початку його удару об палю має швидкість 
і<2 = y]2gh  , паля в цей момент нерухома, 
тому н , = 0 . Співудар цих тіл прямий, цент
ральний, їх рух поступальний у вертикаль
ному напрямі (позначимо віссю Ох), вико
нується закон збереження кількості руху Qx 
системи

пцих + т 2и 2 = (пц + т 2) ν , 
де ν — швидкість спільного руху бойка і палі 
після удару,

_ ni2sJ l g h
111 ( 1)

п °

о
со' т

тд

ч
' I

Рис. 16.3

Розглянемо другий етап. Застосуємо тео
рему про зміну кінетичної енергії матеріаль
ної точки, за яку  приймаємо систему бо
йок—паля (рис. 16.3). Кінцева швидкість їх 
спільного руху дорівнює нулю, тому після 
одного співудару маємо

пі\ 5  / г5= т ----- F  — .
10 10

(2 )

де пі = пц + пі2 .

У (2) справа записана робота сил ваги 
m g  системи і сили опору F  = const на пере
міщенні після одного удару. Вважаємо, що 
після кожного удару переміщення палі з 
бойком однакове. Із (2 ) знаходимо

ґ  = „, + Ф | М О г159кН
2т  · 6

Приклад 16.6. У кінець В однорідного 
прямолінійного стрижня ОВ завдовжки / 
масою пі ] ,  що підвішений за допомогою 
циліндричного шарніра в точці О і знахо
диться в стані спокою, влучає куля масою 
т 2 з горизонтальною швидкістю и і заст
ряє в стрижні (рис. 16.4, а).

При якому найменшому значенні швид
кості и кулі стрижень зможе повернутися на 
кут а  = 180° відносно його початкового по
ложення. Знайти також положення центра 
удару стрижня.

Рис. 16.2

Ш 2

•—
1
1
1
1

1 '

1
« j , - »··*CNJ

л ігГ

а о
Рис. 16.4

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо перший 
етап руху — співудар кулі і стрижня. Має місце 
закон збереження кінетичного момента К0х 
системи відносно горизонтальної осі О х , яка 
збігається з віссю обертання стрижня:

Кох |ί=0 = ^Ох |i=r* - ( 1)
де r* — тривалість удару.

Кінетичний момент системи дорівнює сумі 
кінетичних моментів стрижня К0 і кулі Κ0λι:

К (  )х -  Κ 0 χ, + К,Ох,

До удару стрижень знаходився у спокої, 
тому

І^О х  І ґ=0 = К о х 2 І г=0 = т ^ и  ■ (2 )
Оскільки куля застряє у стрижні, то на

прикінці його співудару з кулею вони разом 
отримують певну кутову швидкість ω . Кіне
тичний момент стрижня з кулею, які разом 
обертаються навколо осі, дорівнює добутку 
момента інерції системи стрижень—куля 
відносно осі обертання на кутову швидкість:

К,
Ш|/~

Ох

Де І  Ох, =
пцІ~

І,Ох2

З

: ;?ь/“ — моменти інер

ції відносно осі Ох відповідно стрижня і кулі.

На підставі (1), (2) і (3) запишемо 

т 21и = ( ^ -  + ш2)/2ш j

звідси знайдемо кутову швидкість ω  систе
ми після удару:

Зпьи
ω = -------- -------

(и7[ +3 т2)1 '
Другий етап руху — це рух стрижня ра

зом з кулею навколо осі О х . Застосуємо тео
рему про зміну кінетичної енергії системи 

Т - Т 0 = А, (4)
де Т , 7"0 — кінетична енергія системи в кін
цевому і початковому положеннях; А — 
повна робота зовнішніх сил, що діють на сис
тему. У кінці руху ( а  = 180°) система зупи
няється, тому Т = 0 . Оскільки стрижень і куля 
здійснюють обертальний рух навколо осі, то 
кінетична енергія системи дорівнює половині 
добутку момента інерції системи відносно осі 
Ох на квадрат кутової швидкості ω :

_  „  , „  .пцІ2 2 ω 2T0 =Tl +T2 = (—  + m 2l ) — .

Робота А складається з роботи сил ваги 
стрижня і кулі. Реакція шарніра О роботу 
не виконує, оскільки точка О , де прикладе
на ця сила, не переміщується. Робота сили 
ваги дорівнює добутку ± m g l i , де її — висо
та, на яку піднімається чи опускається точка 
прикладання сили ваги. У даній задачі куля і 
центр ваги С стрижня піднімаються, тому 
робота сили ваги від’ємна (рис. 16.4, б):

А,щк = ~'п\ 81 ,
Ат2.ч = -»ь<?2/ , Д = -(w , +2m2) g l .
Після підстановки значень 7", Г0 і А в 

( 4 ) знайдемо 
І2 ω 2---------(пц +3т 2) = ~(пц +2m2) g l  .

6
Враховуючи значення ω , отримуємо рів

няння відносно и. Після розв’язання одер
жимо _______________ _____

1 \2gl(iii? +5пцпі-,+6піт)
и = — «І--------------------  -------.

пі-, \ З



Центр удару стрижня знаходиться на від
стані /зв зведеної довжини фізичного маят
ника від точки О ,

І _ О̂Х\ 2 /
зв ~ пцОС  “ Τ '

Отже, вісь Ох не зазнає впливу удару, 
якщо куля влучить не в кінець В  стрижня, а 
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на відстані — від точки О .

Приклад 16.7. На гладеньку горизонталь
ну площину під кутом а  = 30° до нормалі 
падає кулька. Вона відскакує під кутом 
β = 45°, і, пролетівши по параболі, знову 
падає і ще раз відскакує від тієї самої пло
щини (рис. 16.5).

Визначити, під яким кутом β, кулька 
відскочила другий раз. Чому дорівнює ко
ефіцієнт відновлення швидкостей?

Р о з в ’ я з у в а н н я .  З умови задачі ви
пливає, що кулька рухається у вертикальній 
площині О х у . При косому ударі без тертя 
коефіцієнт відновлення обчислюється за фор-

to ОС
мулою к = —— . У даному випадку а  = 30°,

tgP ts 30° I
β = 45° . О тже, к =  — —  = —  = 0 ,577 .

tg 45° Тз
Оскільки опором повітря нехтуємо, то па
рабола, про яку йде мова в умові задачі, є 
симетричною відносно вертикальної осі. 
Отже, наступний кут падіння α , =β = 45°, 
a новий кут β, відбивання знаходимо за

формулою к = 4 5  або tg β, = -  tg 4 5° = >/з .
tg Pi k

Остаточно маємо β] = arctgv3 = 60°.

Приклад 16.8. За умовою прикладу 16.7 
обчислити втрату кінетичної енергії кульки 
після першого відбиття від площини, якщо 
швидкість кульки перед першим падінням 
на площину дорівнює и, маса кульки т .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Втрату кінетичної 
енергії кульки ДГ можна обчислити за фор
мулою

Δ7’ = Γ2 - 7 ] = ^ ( ν 2 - Μ2) ,  ( і )

де Т2 , 7j — кінетична енергія кульки після
і до удару; ν — швидкість після удару; и — 
швидкість до удару.

Оскільки площина гладенька, то дотичні 
складові швидкостей до і після удару однакові,
тобто ν τ = ит (тут τ — орт дотичної, Я —орт 
нормалі до горизонтальної площини). Очевид

но, ЩО И2 = И2 +І|2, v2 = v 2 +v 2 5 

\п = кип = ки cos а ; п

ν 2 — = к 2и% + ν 2 — и2 — и2 =

= ( к 2 - 1)и2 cos2 а . ^
Підставляючи вираз (2 ) в ( 1), отримуємо

AT = Т2 -7 ]  = ~ { к 2 -1)гг2 cos2 а  =

п і  . і ,  і  2 
= - — ( І - к  )и cos а .

Від’ємний знак відповіді вказує на те, що 
при ударі кінетична енергія дійсно втра
чається. Такий самий результат можна отри
мати, застосовуючи теорему Остроградсько- 
го—Карно:

A -Τ’ т  т  к —\ п і  ->
(3)

У цьому виразі різниця ( v - u )  називаєть
ся втраченою швидкістю.

Удар відбувається об гладеньку поверх
ню, тому

v - «  = ν , , -м ,, = ν „ +|«„|,
якщо вважати орт п  напрямленим у зов
нішній бік поверхні. Підставивши вираз 
втраченої швидкості у (3), знайдемо

AT =
к - 1

Кк + 1у 
 ̂пік - 1 

к + 1

m ,  ,2

2  =  

<2 . 2

к - 1 

к + і
, п ґ і . \2 —(ипк+и„) =

о /Я 9 'у
— (k + l ) zu?. = (к  - 1) —м" c o s 'а .  
2  2

§ 16.3. ЗАДАЧІ ДЛЯ С А М О СТІЙНО ГО  РОЗВ'Я
ЗУВАННЯ

16.1. Вагон масою піА =16т, який пере
бував у стані спокою, скочується з сорту
вальної гірки, кут нахилу якої до горизонту 
дорівню є а  ( tg ос = 0 ,006). Пройшовши 
шлях 5  = 2 0 0  м, він наштовхнувся на вагон 
В  такої самої маси ( тА = т в  ), що стоїть у 
кінці гірки на горизонтальних рейках, упи
раючись своїми двома буферами на два упор
них буфери. Пружини упорних і вагонних 
буферів однакові, вони стискаються на 1 м 
силою 5 · 106 Н.

Знайти найбільшу деформацію І кож
ної пружини буферів, вважаючи удар не- 
пружним, нехтуючи тертям, а також стис
канням пружин буферів між обома вагона
ми (рис. 16.6).

В і д п о в і д ь :

cosoce 6 , 8 6 см, с  — кое-1 /nAgS  s i n a
~ 2 V с  

фіцієнт жорсткості пружин буферів.
16.2. Стріла масою п і , яка випущена з 

лука, влучає з горизонтальною швидкістю и 
в  ллощину прямокутної мішені масою М 
(рис. 16.7, а), що підвішена на горизон
тальній осі обертання 0 у0 2 . Відстань точки 
К  влучання стріли в мішень від осі обертан- 

2 ,
ня мішені дорівнює ~ /! .

Визначити швидкість и стріли в момент 
удару об мішень, якщо кут відхилення мі-

Рис. 16.7

шені від вертикалі після удару дорівнює a  
(рис. 16.7, б).

(4т + ЗМ) гт—г  . сх
В і д п о в і д ь :  и = -------------- ^ b g h sx n — .

6 m  2
16.3. Для умов задачі 16.2 визначити, чи 

зазнає вісь 0 Х0 2 впливу удару, тобто чи бу
дуть відрізнятися від нуля імпульси миттє
вих реакцій в опорних точках осі О, і 0 2 .

В і д п о в і д ь :  вісь не зазнає впливу удару.
16.4. Прилад для зміцнення зварних швів 

карбуванням складається з кулачка 5і(рис. 16.8), 
якому надається обертальний рух електро
двигуном, рамки 9 штока, в яку вмонтовано 
шарикопідшипник 7, бойка 10 і гвинта 5. 
На гвинті розміщена пружина 6. Рама спи
рається шарикопідшипником 3  на горизон
тальну плиту, бойок вільно ковзає в стійці 2 , 
а гвинт — в стійці 4. При обертанні кулачка 
його виступаюча частина набігає на шарико
підшипник 7, в результаті чого він рухаєть
ся ліворуч, стискаючи пружину. При подаль
шому обертанні кулачка його виступаюча 
частина зіскакує з шарикопідшипника 7, 
пружина розпрямляється і штовхає шток 
праворуч. Відбувається удар бойка по виро
бу /. Зусилля стискання пружини у зведе
ному положенні дорівнює 450 Н. Жорсткість 
пружини с  = 27 -103 Н/м, маса рухомих час
тин 5 кг.

Визначити, на яку відстань S переміс
титься виріб 1 вздовж горизонтальної пли
ти, якщо його не закріплено на ній. Кое
фіцієнт тертя ковзання /  виробу по плиті



Рис. 16.8

0 ,8 , маса виробу 10 кг, удар бойка по зразку 
вважати непружним.

В і д п о в і д ь :  S = 0,011 м.
16.5. Диск масою М  і радіусом r  (рис. 16.9) 

підвішений на невагомому стрижні завдовж
ки / до нерухомої горизонтальної осі 0 {. 
Після відхилення на деякий кут диск ударяє 
по нерухомому виробу, коли стрижень вер
тикальний. Швидкість центра ваги диска в 
цей момент дорівнює ис . Визначити імпульс 
S динамічної реакції підшипників, якщо 
коефіцієнт відновлення дорівнює к .

Рис. 16.9

В і д п о в і д ь :  S = Мг~([ + к)
<с ■

2(1 + г)~
16.6. Важка кулька падає з висоти /і на 

гладеньку площину, нахилену під кутом 
а  = 60° до горизонту (рис. 16.10).

Визначити швидкість ν кульки після її 
відбиття від похилої площини та кут відбиття

β , якщо коефіцієнт відновлення к = — .

Ві д п ов і д ь :  ν
_V26ф

; β = arctg3,46 = 73°.
16.7. Пристрій для визначення коефіці

єнта відновлення швидкості при ударі скла
дається з стрижня, що обертається у верти
кальній площині навколо горизонтальної осі О, 
та проградуйованої шкали. На певній від
стані від О до стрижня прикріплено зразок 
того матеріалу, який досліджується. Стри
жень падає з горизонтального положення під 
дією власної ваги з нульовою початковою 
швидкістю (рис. 16.11). У вертикальному 
положенні він співударяється з нерухомою 
пластиною з того ж самого матеріалу.

Визначити коефіцієнт відновлення к, 
якщо після удару стрижень відхиляється у 
зворотному напрямку на кут φ  . Визначити 
також, на якій відстані х від точки О треба 
помістити зразки матеріалів для того, щоб 
при співударі не виникало додаткових 
імпульсів зусиль у підшипнику О.

В і д п о в і д ь :  k = J 2 sin — ; х = - 1 .
2 З

Ч А С Т И Н А  IV  «ОСНОВИ АНАЛІТИЧНОЇ МЕХАНІКИ

Р о з д і л  17 

ПРИНЦИП М О Ж Л И В И Х  ПЕРЕМІЩЕНЬ
І ПРИНЦИП Д ’АЛАМБЕРА—ЛАГРАНЖА

§ 17.1. П РИ Н Ц И П  М О Ж Л И В И Х  ПЕРЕМІЩЕНЬ

17.1.1. К орот кі т еор ет ичн і  в ідом ост і

Дійсними переміщеннями називаються ел е
ментарні перем іщення точок си стеми, я к і  не 
с уп ер ечат ь в ’я зям  і в ідбувают ься  під д і єю  з а 
даних сил. Ці переміщення відповідають 
дійсному закону руху механічної системи. 
Позначаються дійсні переміщення d r  (при 
векторному способі задання руху), dx ,dy ,dz  
(при координатному способі задання руху).

М ожливими п ер ем іщ енням и на зиваю т ь  
елементарні у я вн і  перем іщення точок с и ст е 
ми, я к і  н е  с уп ер ечат ь  в 'язям і в ідбувают ься  у  
ф ік со в аний  момент  часу .  Можливі пере
міщення не залежать від діючих сил, закону 
руху системи і є сукупністю одночасних уяв
них переміщень точок системи, сумісних із 
в’язями. Позначаються можливі переміщен
ня 8г  (при векторному способі задання 
руху) і δ .ΐ.δ ν ,δ : (при координатному спо
собі задання руху). Значок δν тут позначає 
варіацію функції у. Варіацією функції  δν  
н а зи ва єт ь с я  прир іст  функції ,  спричинений  
зміною функціональної залежност і,  при ф ік со 
ваному значенн і аргументу.

Для стаціонарних в’язей дійсне пере
міщення точки є одним з множини її мож
ливих переміщень. Для нестаціонарних в’я 
зей дійсне переміщення точки не буде ок
ремим випадком можливих переміщень.

Можливими переміщеннями матеріаль
ної точки, рух якої обмежується утримуваль-

ною в’яззю, наприклад деякою поверхнею, 
будуть переміщення в дотичній площині до 
даної поверхні (рис. 17.1). Якщо дана по
верхня не є утримувальною в ’яззю, то мож
ливі переміщення напрямлені в частину 
простору, яка не заповнена в ’яззю.

Числом ст еп ен ів  в ільності  матеріальної 
системи називають кількість незалежних 
можливих переміщень, які можна надати її 
точкам у фіксований момент часу. Число 
степенів вільності матеріальної точки, яка 
вільно рухається у просторі, дорівнює трьом, 
по поверхні — двом, по кривій — одному. 
У загальному випадку руху вільного твер
дого тіла кількість степенів вільності — 
шість.

Ідеальними називають в’язі, алгебраїчна 
сума елементарних робіт реакцій котрих на 
будь-яких можливих переміщеннях точок 
системи дорівнює нулю (для утримувальних 
в’язей):

£ я , б / ; = 0 ,  (17.1)
/=і

де /?,· — відповідні реакції в’язей, накладе
них на точки системи (і = 1, 2 ,..., п); δ/; — 
можливі переміщення точок системи.

Прикладами ідеальних в’язей є ідеально 
гладенька площина та поверхня, абсолютно 
жорсткий стрижень, абсолютно тверде тіло 
тощо. Негладка поверхня не належить до 
ідеальних в’язей внаслідок того, що робота 
дотичної складової її реакції (сили тертя 
ковзання) на можливому переміщенні δ/· 
(рис. 17.1) не дорівнює нулю.



Найзагальніший принцип аналітичної ста
тики — принцип можливих переміщень  — по
лягає в наступному: для рівноваги системи ма
теріальних точок, що підпорядковуються утри- 
мувальним ідеальним стаціонарним в ’язям, н еоб 
хідно і достатньо, щ об  дорівнювала нулю сума 
елементарних робіт активних сил на будь -яко-  
му можливому переміщенні си стеми з  положен
ня рівноваги, що розглядається , за  умови, що в 
початковий момент си стема нерухома'.

Σ ^ · · δ ζ =  0, (17.2)
1=1

де Fj — активні сили, прикладені до точок 
системи.

Вираз (17.2) називають загальним р і в 
нянням статики.  Враховуючи, що в проек
ціях на осі декартової системи координат 
Οχνζ  можна записати /·} = |Fiv, Fn . F-: j  та 
δη  = {6x; ,δν,·,δζ ί } , загальне рівняння стати
ки можна подати у вигляді

Σ  (^ ΐίδ-v,· + Fjydvj + Fj- δ ζ ι ) = 0. (17.3) 
і=1

Принцип можливих переміщень дає змо
гу розв’язувати задачі на дослідження рівно
ваги твердого тіла та системи твердих тіл, 
визначати залежності між величинами ак 
тивних сил у стані рівноваги. Він дозволяє 
одержати найменш можливу кількість рів
нянь рівноваги довільної системи, яка до
рівнює числу її степенів вільності.

У випадку неідеальних в’язей, наприк
лад шорсткої поверхні, до активних сил треба 
умовно віднести сили, які вносять неіде- 
альність (сили тертя) і, відповідно, прирівня
ти нулю суму робіт активних сил і сил тертя

на будь-яких можливих переміщеннях то
чок системи.

Принцип можливих переміщень дає змо
гу визначати невідомі реакції ідеальних в’я 
зей. Для цього треба застосувати аксіому про 
звільнення від в’язей і замінити дію в’язі 
шуканою реакцією. При складанні рівнян
ня рівноваги до активних сил слід віднести 
шукану реакцію в ’язі.

Наведемо послідовність розв’язання за
дач з використанням принципу можливих 
переміщень:

1) виділити систему матеріальних точок 
або тіл, рівновага яких досліджується;

2) проаналізувати та графічно зобразити 
активні сили, які діють на систему;

3) дослідити характер в’язей і у випадку 
неідеальних в ’язей визначити їх реакції та 
умовно віднести до активних сил;

4) надати системі можливі переміщення;
5) скласти загальне рівняння статики, 

тобто записати алгебраїчну суму елементар
них робіт сил, що розглядаються на можли
вих переміщеннях їх точок прикладання, та 
прирівняти її нулю;

6 ) визначити число степенів вільності 
системи та встановити при необхідності за
лежність між можливими переміщеннями. 
Кількість незалежних можливих переміщень 
дорівнюватиме числу степенів вільності;

7) у загальному рівнянні статики виклю
чити залежні можливі переміщення і, вра
ховуючи, що незалежні можливі переміщен
ня одночасно не дорівнюють нулю, отрима
ти систему рівнянь, з яких визначаються шу
кані величини.

17.1.2. Приклади р о з в ’я з у ванн я  задач

Приклад 17.1. Визначити зусилля затис
кання тіла 1 у гвинтовому пресі. Гвинт 2 має 
крок різі И, до важеля З завдовжки 21 при
кладено пару сил F . - F  (рис. 17.2).

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рівнова
гу гвинта 2 з важелем 3  і застосуємо прин
цип можливих переміщень.

Визначаємо активні сили. До них нале
жить пара сил F і - F  .

В’яззю для гвинта з важелем є нерухома 
гайка. Вважаємо, що тертя між гвинтом та 
гайкою немає. Тоді в’язь буде ідеальною.

Відкинемо умовно тіло / і замінимо його 
дію на гвинт, за аксіомою про звільнення 
від в'язей, силою R (рис. 17.2). Умовно 
віднесемо цю силу до активних.

Надамо важелю можливе переміщення 
δφ за стрілкою годинника. Відповідне мож
ливе переміщення гвинта Ьг буде напрям
лене вниз.

Загальне рівняння статики (17.2) набуде 
вигляду

M {F,-F )~6(i>+Rdr  = 0 ,  (1)

де M ( F , - F )  —момент пари сил; δφ — век
тор, який збігається з напрямком векто
ра кутової швидкості повороту гвинта на

кут δφ . Враховуючи, що напрямки векторів 
M ( F , - F )  і δφ збігаються, а напрямки век
торів R і δr  протилежні, у скалярній формі 
отримуємо

2F I8 (p -R dr  =0. (2)
Даний механізм є системою з одним сте

пенем вільності. Зв’язок між можливими 
переміщеннями δφ та д г  визначається ви
разом

δφ = — d r .  (3)
Ιι

Дійсно, при повороті важеля 1 на кут 2π рад 
гвинт 2 переміщується вздовж вертикальної 
осі на відстань Λ, що дорівнює кроку гвин
та. При повороті важеля на кут δφ гвинт
здійснює переміщення вздовж вертикальної 
осі на відстань δ r.  З відповідної пропорції 
отримуємо формулу (3).

Тоді вираз (2) набуває вигляду

d r ( 2 I F - - R )  = 0 .  
її

Оскільки можливе переміщення д г  від
повідає наданому системі ненульовому мож
ливому переміщенню δφ, нулеві дорівню
ватиме вираз у дужках. Звідси маємо реак- 

4 пі
цію тіла R = -----F . Зусилля затискання буде

її
за модулем таким самим.

Приклад 17.2. Гладкий клин вагою Р 
з кутом а  при вершині опирається на вер
тикальну гладку стіну та брус вагою Q, який 
може рухатись вздовж шорстких горизон
тальних напрямних (рис. 17.3, а). Визначи
ти коефіцієнт тертя між брусом та горизон
тальними напрямними, при якому система 
зрівноважена.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо поло
ження рівноваги системи, яка складається з 
клина та бруса.

Активними силами в даній задачі є сили 
ваги Р та Q , які зображуємо з початком у 
центрах мас відповідних тіл (рис. 17.3, б).
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В’язі, як і обмежують рух даної системи, — 
вертикальна гладка поверхня та горизон
тальні напрямні бруса. Вертикальна поверх
ня є ідеальною в’яззю, тому що тертя від
сутнє. Горизонтальні напрямні — це неіде
альна в’язь. Силу тертя F спрямуємо про
тилежно до напрямку можливого руху бруса, 
який визначається переміщенням клина 
вниз. Оскільки брус знаходиться в рівновазі, 
то сила тертя F є силою тертя спокою і 
задовольняє умову

F < F = fNтр ~ тр max J  '
де F max — максимальне (граничне) зна
чення сили тертя; N — нормальна складова 
реакції горизонтальних напрямних бруса, у 
даному випадку N — Р + Q.

Віднесемо силу тертя до активних сил.
Надамо клину можливе переміщення δη 

вниз, а брусу — δ/s вправо і складемо за
гальне рівняння статики

Р&і] + F  δ/ι = 0 . ( 1)
З у р а х у в а н н я м  н а п р я м к і в  в е к т о р і в  у  с к а 

л я р н і ї !  ф о р м і  о т р и м а є м о

Ρδι  і /Чрб/ь = 0 . (2 )

Оскільки система має один степінь віль
ності, визначимо зв’язок між можливими 
переміщеннями. Для цього подамо рух бру
са як  складний, що є сумою переносного 
руху разом з клином та відносного руху 
вздовж клина. Тоді абсолютне можливе пе

реміщення бруса δ?2 дорівнює векторній 
сумі (рис. 17.3, б) переносного можливого 
переміщення дг2е = δη та відносного мож
ливого переміщення д г2г ( в о н о  напрямле
не вздовж площини нахилу клина):

δ?2 = &г2е + бг2г.
З паралелограма, утвореного векторами 

переміщень, визначаємо

δ/ь = δη · tg α .
Цей вираз підставимо в загальне рівнян

ня статики ( 2) та винесемо δη за дужки. 
Отримаємо

( ρ - / ^ ι 8 α ) δ η = 0 . (3)

Оскільки можливе переміщення δη може 
набувати довільного значення, дорівнювати 
нулю буде коефіцієнт при δη , тобто

P - F ipt g a  = 0 ,

ЗВІДКИ

Fw  = P c tg a .

Система буде зрівноваженою, якщо знай
дена величина сили тертя спокою не пере
вищить максимальне (граничне) значення 
сили тертя, тобто якщо виконується умова

FTp = P c tg a  < FTpm;ix = f ( p  + Q ) .

Тоді остаточно отримаємо 

Р
Я P + Q

c t g a .

Приклад 17.3. До повзуна А механізму 
еліпсографа (рис. 17.4) прикладено силу Р,  
яка діє вздовж прямої руху повзуна в на
прямку осі обертання О кривошипа ОС. 
Визначити обертальний момент М, який 
треба прикласти до кривошипа ОС для того, 
щоб механізм знаходився в рівновазі. Ме
ханізм розташовано в горизонтальній пло
щині, кривошип ОС утворює з напрямком 
руху повзуна В наперед заданий кут φ , 
ОС  = АС = СВ = І .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглянемо рівнова
гу всього механізму і застосуємо принцип 
можливих переміщень.

Зобразимо відому активну силу Р  та пару 
сил з невідомим моментом М (рис. 17.4).

В’язями в даній задачі є напрямні пов
зунів А та В, циліндричні шарніри О, С, В.
А, тертям в яких знехтуємо. Ці в’язі є іде
альними, тобто їх реакції не увійдуть у за
гальне рівняння статики.

Надамо механізму можливого перемі
щення: уявно повернемо кривошип ОС про
ти ходу годинникової стрілки на малий кут 
δφ . Тоді відповідні можливі переміщення 
повзунів А та Збудуть 6гА та δΡβ (рис. 17.4). 
Загальне рівняння статики набуває вигляду

Μ δφ+Ρ·δΤΑ = 0 , ( 1)

де δφ — вектор, напрямок якого збігається з 
вектором кутової швидкості повороту криво
шипа на кут δφ . У скалярній формі, врахо
вуючи напрямки векторів, маємо

Μ δ φ -Ρ δ Γ Α= 0 . (2)
У це рівняння не входить робота сил ваги, 

оскільки механізм розташовано в горизон
тальній площині.

Поданий механізм є системою з одним 
степенем вільності. Тому між величинами 
δφ та δΓΛ існує зв’язок, для встановлення 
якого скористаємось кінематичними спів
відношеннями. Спочатку визначимо зв’язок 
між швидкістю ν Λ точки А та кутовою 
швидкістю (йо с  кривошипа ОС. Координа
та у А точки А визначається так: у А == 2/ sin φ . 
Тоді швидкість точки А

ν Λ = У а  = 2/с%г  cos(p.
Вираз для швидкості точки А можна от

римати іншим способом, визначивши мит
тєвий центр швидкостей АГ лінійки АВ еліп
сографа (рис. 17.4). Тоді можна записати 

ν Λ vc 
КА КС '

де швидкість точки С дорівнює ν Γ = ( % г / .
Для прямокутного трикутника ОКА 

можемо записати співвідношення КА = 
= 2ArCcos<p. Тоді швидкість

ν Λ = 21ω0(· cos<p. (3)

Далі, враховуючи, що v4 = ■
_ с/φ

dt . ,drA = 21 cos φ  · f/φ .
Оскільки в’язі стаціонарні, дійсні пере

міщення є одними з можливих. Отже, мож
на записати δ/д = 2/ δ φ α «φ , і загальне рів
няння статики (2 ) набуде вигляду

(Μ  -2P/cos(p)6(p = 0. (4)
Враховуючи, що δφ Ф 0 , отримаємо рів

няння рівноваги механізму 
M - 2 P/cos<p = 0 .

Після розв’язання маємо М = 2PIcos(p.

d rA
dt

ι ω ΟΓ -

, з виразу(3) отримаємо



Приклад 17.4. До кінців невагомої не- 
розтяжної мотузки прив’язано вантажі А та 
5  однакової ваги. Мотузка огинає нерухомі 
блоки С та Ε, охоплює рухомий блок D 
(рис. 17.5, а). До осі рухомого блока D під
вішено вантаж К  вагою Q. Визначити вагу Р  
вантажів А та В та коефіцієнт тертя /  ванта
жу А по горизонтальній площині, якщо си
стема вантажів перебуває у стані спокою.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єкт дослідження 
даної задачі — система вантажів. Активни
ми силами, прикладеними до вантажів, є 
сили ваги РА, Рв , Q (рис. 17.5, б).

Проведемо аналіз в ’язей. Нерозтяжна 
невагома мотузка та блоки є ідеальними в’я 
зями. На відміну від мотузки та блоків жор
стка горизонтальна поверхня не є ідеальною 
в’яззю. Дотичну складову її реакції — силу 
тертя — визначимо за законом Кулона із 
співвідношення Fjp = /  РА та віднесемо до 
активних сил. Напрямимо її вліво, що відпо
відає фізичному змісту задачі.

Наведемо два способи розв’язання задачі.
Спосіб 1. Визначимо положення вантажів 

параметрами хА , ув , ук , які є координата
ми вантажів у вибраній системі координат 
Сху (рис. 17.5, б).

Уявно надамо тілам А, В, А'системи мож
ливих переміщень δχΑ, δ γ Β , δ γ κ , проекції 
яких на осі координат вважаємо додатни
ми. Складемо загальне рівняння статики:

Fw dxA + PB 8yB + Q -5 yK = 0 , ( 1)
або з урахуванням напрямків векторів

- f P A8xA+PB5yB +QbyK = 0 . (2)
Складаємо рівняння в’язі, тобто запише

мо обмеження, які мотузка накладає на рух і 
положення системи вантажів. Незмінну дов
жину (припустимо, /) нерозтяжної мотузки 
можна вважати рівною сумі ділянок хА, y D, 
у в . Враховуючи, що вантаж А розташований 
на від’ємних значеннях осі Сх, маємо

— хА + 2 y D + у в = І = const. (3)

бХд
Ха

Варіюючи останній вираз і враховуючи, 
що δ ν κ  = δν0  , запишемо

-  5.їд + 28ук  + 5уд = 0 (4)

δχΑ = 2Ьук  + Ьув . (5)
Число степенів вільності в даній системі 

дорівнює двом, тобто лише два можливих 
переміщення є незалежними. Такими вва
жатимемо величини δу к  та Ьув .

Виключимо з загального рівняння ста
тики (2 ) можливе переміщення δχΑ за фор
мулою (5). Тоді отримаємо

~ F a ( 2?>Ук + Ьув ) + Рв8Ув + 0?>Ук = °> 
або, з урахуванням РА= Рв  = Р,

{ -2 fP  + Q )b y K + ( - f P  + P ) b y B =0. (6 )
Оскільки Ьук  і Ьув  — незалежні та 

довільні можливі переміщення, остання рів
ність виконується при одночасному вико
нанні умов

-  2fP + 0= 0 , —f P +  Р  = 0. (7)
Після розв’язання системи рівнянь (7) 

отримаємо
/  = 1, Р = — .

2
Спос іб  2. Встановлюємо, що число сте

пенів вільності системи дорівнює двом. 
З трьох можливих переміщень вантажів не
залежними будуть тільки два, наприклад δχΑ 
та δνβ . Враховуючи, що блл та δνβ неза
лежні та довільні, покладемо, що δνβ = 0 
(тобто зафіксуємо вантаж В), а переміщен
ня δ.νΛ не дорівнює нулеві і спрямоване 
вправо. Вантаж К матиме відповідне мож
ливе переміщення δν^ . Тоді загальне рів
няння статики набуває вигляду

^тр δχΑ+<2·δγκ  = 0 , (8)
або у скалярній формі

-/ΡΑδχΑ+ζ)δχκ  = 0. (9)
При нерухомому вантажі В точка L ру

хомого блока D буде його миттєвим цент
ром швидкостей (рис. 17.5, в). Тоді швид
кості точок N та М цього блока пов’язані

співвідношенням \Ν= 2\м . З умови нероз- 
тяжності нитки отримаємо співвідношення 
між швидкостями точок А та Ν, К  та М:
ν„ = ν„, \к = \м . Отже, \А= 2\к  або вдифе- 

що дає змогу запи-

ул νN’
dxA „ d y  к

ренціалах ----- = 2 ——
d t dt

сати dxA = 2d y K . Дійсні переміщення у ви
падку стаціонарних в’язей є одними з мож
ливих, тому

δxA= 2 δ yκ . ( 10)
Після виключення з рівняння (9) мож

ливого переміщення δ y κ  маємо співвідно
шення

(П )

З ЯКОГО п р и  δχΑ * 0  о т р и м а є м о  р і в н я н н я

/РА
Q
2

= 0 . ( 12)

Далі покладемо, що δχΑ = 0 (зафіксуємо 
вантаж А), а переміщення Ьув  не дорівнює 
нулеві і спрямоване донизу. Вантаж К  мати
ме відповідне можливе переміщення δν^ , 
яке спрямоване вверх. Тоді загальне рівнян
ня статики у скалярній формі запишеться так:

ΡΒδ\в -  ζ)δ\κ  = 0 . (13)
Встановимо зв’язок між можливими пе

реміщеннями. У випадку нерухомого ван
тажу А точка N рухомого блока D буде його 
миттєвим центром швидкостей (рис. 17.5, <?). 
Тоді переміщення точок L та М цього бло
ка пов’язані співвідношенням δν^ = 2δνΜ. 
З умови нерозтяжності мотузки отримаємо 
δν, = δνβ , δ νΜ = δ νκ . Отже, δ\Β = 2δ\κ . 
Підставляємо δ\Β з цього виразу в (13). Тоді, 
враховуючи, що δν Ф 0  , матимемо

(14)Р - — = 0 .
2

Система алгебраїчних рівнянь (12) та (14)
дає такии результат:

/  = 1, Р = Q



Приклад 17.5. Складена балка AD опи
рається на рухомі опори В , D та нерухому 
опору А (рис. 17.6, а). Балки АС та CD 
з ’єднані між собою шарніром в точці С. До 
балки АС прикладена пара сил з моментом 
М — 2 Н · м, а до балки CD — вертикальна 
сила Р = 4 Н. Визначити опорні реакції в 
точках А, В та D. Вважати балку невагомою. 
Покласти / = 1 м.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розв’язання даної 
задачі проведемо з використанням принци
пу можливих переміщень, котрий дає змогу 
будь-яку опорну реакцію визначити з одно
го рівняння, складеного відповідним чином. 
Це важливо тоді, коли треба знайти тільки 
одну опорну реакцію.

Визначимо реакцію в рухомій опорі D, 
уявно відкинувши її та замінивши реакцією 
Rd (рис. 17.6, б).

Надамо можливе переміщення δrD точці D 
вгору. Відповідне положення балки показа
но на рисунку.

Можливі переміщення та 5rD то
чок прикладання сил Р  та RD пов’язані 
співвідношенням

brD =2brK , ( 1)
яке визначається з подібності трикутників 
СК'К та CD'D.

На підставі принципу можливих пере
міщень прирівняємо до нуля суму робіт ак
тивної сили Р  та реакції RA на відповід
них можливих переміщеннях:

RDbrD + РЬгк  = 0, 
або з урахуванням напрямків векторів

RD8rD -  РЬгк  = 0. (2)
Використовуючи формулу (1), маємо

8rD = 0 .

Внаслідок того, що можливе переміщен
ня δ/д Ф 0  , отримаємо

RD — 0,5Р  = 0, 
звідки RD= 2 Н.

Для визначення реакції в рухомій опорі В 
уявно відкинемо її та замінимо реакцією RB 
(рис. 17.6, в).

Надамо можливе переміщення 8гв  точці В 
вгору.

Позначимо можливі переміщення точок 
прикладання сил Р, RB відповідно δ/^, &гв  . 
Кутове переміщення балки АС позначимо 
δφ . Зв’язок між можливими переміщеннями
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5гс  = 2 5гк  = 2 8гв  = 4 /δφ (3)
встановлюється з подібності відповідних 
трикутників. Застосуємо принцип можли
вих переміщень та запишемо рівняння

- Р 8 г к  + RB8rB + Μ δφ  = 0 . (4)
На підставі формули (3) виразимо мож

ливі переміщення δгк  , 8гв  та δφ через 6гс
і виключимо їх з рівняння (4):

1 1 М
8гс  = 0 .—  Р  н— RB +- 

ν 2 2 4/
Враховуючи, що Ьгс  / 0 ,  отримаємо

1 1  м  п
----/ Н----Rd Н----- — 0 ,

2 2 4/
звідки RB — З Н.

Визначимо опорну реакцію в точці А. 
Враховуючи, що реакція в опорі А може 
бути розкладена на дві ортогональні скла
дові, замінимо нерухому опору А горизон
тальною складовою реакції ХА та рухомим 
шарніром (рис. 17.6, г).

Надамо можливе переміщення ЬгА точці А. 
Очевидно, що сила Р  і момент пари сил М 
на цьому переміщенні роботу не викону
ють, тобто загальне рівняння статики має 
вигляд

ХАЬгА = 0 .
З останнього випливає, що ХА = 0 .
Замінимо опору А вертикальною скла

довою реакції ЇА та рухомим шарніром, як 
це показано на рис. 17.6, д. Надамо точці А 
можливе переміщення 8га вгору. Запише
мо співвідношення між можливими пере
міщеннями точок:

5гс  = 5га = 28га- = 2/δφ . (5)
Застосовуючи принцип можливих пере

міщень, отримуємо
Ул8гл -  Μ δφ  + Р дгк = 0 , 

або з урахуванням формул (5)

(YA-  — M + - P ) b r A = 0 . 
а  2 і  2  А

(6 )

З останнього співвідношення при до
вільному і незалежному 5гА отримаємо

Y = — М - - Р  
А 21 2

Звідси YA = — 1 Н. Знак мінус показує, 
що дійсний напрям реакції ΥΛ протилежний 
вказаному на рисунку. Отже, реакція в 
шарнірі А складається з однієї сили, напрям
леної вниз.

Приклад 17.6. Рама складається з двох 
частин АС та СВ, як і з ’єднані циліндрич
ним шарніром у точці С (рис. 17.7, а). Час
тина рами СВ з’єднана з підлогою рухомим 
циліндричним шарніром В, частина ЛСжор- 
стко защемлена в перетині А. До рами при
кладаються зосереджена сила Р=  3 кН, роз
поділене навантаження інтенсивністю q ~ 
= 2,5 кН/м та пара сил з моментом М = 
= 4 кН · м. Визначити реакцію жорсткого 
защемлення в точці А. Розміри наведено на 
рисунку (в метрах), а  = 60°.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Реакція жорсткого 
защемлення в точці А складається з невідо
мої сили Ra , яка лежить в площині рисун
ка, та пари сил з моментом М А . Невідому 
силу Ra , звичайно, подають як векторну 
суму двох складових, напрямлених вздовж 
координатних осей: RA = XА + YA. Отже, в 
даній задачі треба знайти три невідомих.

Для розв’язання задачі методами геомет
ричної статики треба скласти шість рівнянь 
рівноваги, кожне з яких, у загальному ви
падку, може включати кілька невідомих.

Застосуємо принцип можливих пере
міщень і визначимо кожну невідому з окре
мого рівняння.

Замінимо розподілене навантаження q 
зосередженою силою Q (рис. 17.7, б), ве
личина якої Q = q ■ CG = 2,5 · 2 = 5 кН. 
Лінія дії сили <2 проходить через точку L, 
що є серединою відрізка CG.

Для визначення пари сил з моментом 
М А в перетині А надамо можливість час-
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тині АС рами обертатися навколо точки А. 
Для цього опору А, використовуючи аксіо
му про звільнення від в’язей, замінимо не
рухомим шарніром і прикладемо шукану 
пару сил з моментом М А (рис. 17.7, б). 
Отже, рама буде зрівноваженою під дією сил 
Р  і Q та пар сил з моментами М А і М .

Аналіз в’язей показує, шо шарніри є іде
альними в’язями, оскільки тертя в них від
сутнє.

Надамо можливе переміщення δφ час
тині АС рами так, як показано на рисунку. 
При цьому частина АС здійснює оберталь
ний рух навколо нерухомої точки А, а части
на С В — плоскопаралельний рух, який мож
на подати як  миттєвий обертальний рух нав
коло миттєвого центра швидкостей (МЦШ).

Використовуючи графічний спосіб, визна
чаємо МЦШ частини Сі?рами — точку О — 
я к  точку перетину перпендикулярів до на
прямків можливих переміщень точки С та 
точки В.

Застосуємо принцип можливих пере
міщень і врахуємо, що роботу сили при обер
тальному русі тіла можна визначити як  ро
боту моменту цієї сили відносно центра 
обертання. Отримаємо

М АЦ  + М А{Р)Ц + М 0 {{2)&pj +Λ/δφ, =0,(1) 
де δφ — вектор, напрямок якого збігається 
з напрямком вектора кутової швидкості по
вороту частини АС рами на кут δ φ ; δψ| —

0

'/У/,
VTZ/

αΧ * о 1Q

ЬГ А
В

Рис. 17.7

вектор, напрямок якого збігається з напрям
ком вектора миттєвої кутової швидкості по
вороту частини СВ рами на кут δ ψ [. Врахо
вуючи напрямки моментів, вираз ( 1) запи
шемо так:

Μ Αδφ  + Μ Α( Ρ ) δ φ - Μ 0 (<2)δφ, + Μ δφ{ =0.(2) 
Розкладемо вектор сили Р  на дві взаєм

но перпендикулярні складові, які напрям
лені паралельно відрізкам DC і AD: 
Р = Р '+ Р ' ,  де Р ' = Р c o s a ,  Р" = Р  s i n a .  

Тоді момент сили Р  відносно точки А ви-

значимо як  суму моментів цих складових. 
Маємо

Μ Αδφ + Ρ '·  ΛΟδφ + Р" ■ ΌΚδφ -
-Q G L ?# $X +Λίδφ! =0. (3)

Визначимо зв’язок між можливими пере
міщеннями δφ і δ φ ! . Нехай ω  — кутова 
швидкість обертального руху частини АС рами, 
ω, — миттєва кутова швидкість частини СВ 
рами. Оскільки точка С належить одночасно 
обом частинам рами, можна записати 

\с  = о)ДС, ν q = (0|ОС.
АС

Тоді ω. = -----ω ,  звідки
ОС

&Р.“ вф· (4>
Виключаємо δφ, з рівняння (3), врахо

вуючи формулу (4). Отримаємо:

Λ/4 δφ+ Р co sa  ■ Λ ΰδφ  + P s in a  ■ ΰ Κ δ φ -
A C  A C

- Q G L — δφ + Μ —  δφ = 0,
ОС ОС

або
(М  д + P co sa · AD + P s in a · DK -

A C  A C
-  Q-G L—— + Μ — 1)δφ = 0.

ОС ОС
Оскільки δφ — незалежне та довільне 

можливе переміщення, маємо
P s m a . D K  +

АС

М д = -P c o s a ·  AD-
А С

+ Q GL—— - M  ■
ОС ОС

(5)

З рисунка визначаємо АС = ОС=  2л/5 м, 
підставляємо інші числові значення в (5) і 
отримуємо МА = —10,19 кН · м.

Визначимо горизонтальну складову XА 
реакції ЯА жорсткого защемлення. Викори
стовуючи аксіому про звільнення від в’язей, 
замінимо опору А ковзним защемленням і 
прикладемо шукану силу X А (рис. 17.7, в). 
Отже, рама буде зрівноваженою під дією сил 
Р  і Q , реакції ХА, яку умовно відносимо 

до активних сил, та пари сил з моментом М .

Надамо точці А можливе переміщення 
б?д . Обидві частини рами здійснюватимуть 
поступальний рух у горизонтальному на
прямку. Запишемо загальне рівняння ста
тики і врахуємо, що сила Q та пара сил з 
моментом М для заданого можливого пе
реміщення роботу не виконують. Маємо

PSfK + XASrA= 0 . (6 )
Оскільки δ/д = д г к  , вираз (6 ) набуває 

вигляду
- P c o s a d r A + ХА8гА = 0.

Звідси, оскільки δ/д Ф 0 , отримаємо ХА =  

= Р с o s a , або, підставивши числові значен
ня, ХА = 0,5 кН.

Для визначення вертикальної складової 
YA реакції жорсткого защемлення заміни
мо опору А ковзним защемленням, як по
казано на рис. 17.7, г, і прикладемо шукану 
силу YA. Отже, рама буде зрівноваженою під 
дією сил Р  і Q , реакції ?А, яку умовно 
відносимо до активних сил, та пари сил з 
моментом М .

Надамо точці А можливе переміщення δΤΑ 
вгору. Тоді ліва частина рами здійснюватиме 
поступальний рух у вертикальному напрям
ку. Права частина рами виконує плоскопара
лельний рух. Миттєвий центр швидкостей 
правої частини СВ рами — точку G — знайде
мо як точку перетину перпендикулярів до 
напрямків можливих переміщень точки С 
та точки В.

Оскільки плоскопаралельний рух тіла 
можна подати як миттєвий обертальний рух 
навколо МЦШ, роботу сили Q визначимо 
як роботу моменту цієї сили відносно мит
тєвого центра обертань С правої частини 
рами. Тоді загальне рівняння статики запи
шеться так:

ΫΑδΤΑ + ΡδΤκ + M G (β )δφ , + Μ δφ, = 0 . (7)

У виразі (7) δφ! — вектор, напрямок 
якого збігається з напрямком вектора мит
тєвої кутової швидкості повороту частини 
СВ рами на кут δψ|.



Досліджувана механічна система має 
один степінь вільності, тому виразимо мож
ливі переміщення 8гк  та 6<Р[ через можливе 
переміщення 5га . Очевидно, що швидкості 
та переміщення усіх точок лівої частини 
рами будуть однакові, тобто

5гк  = 5 гс  = 5га .
Для правої частини рами співвідношен

ня між її миттєвою кутовою швидкістю ω,
„  vr

та швидкістю точки С має вигляд ω, = —1— .
GC

Звідси отримаємо

5гс  бгЛ 
δφ, = —— = —— .

1 GC GC
Отже, з рівняння (7), враховуючи на

прямки сил та моментів, матимемо

бг4 бгд
YA8rA + P s in абгд - Q ■ GL—4- + М  —— = 0.

GC GC
Оскільки можливе переміщення до

вільне та незалежне, отримаємо

GL М
-F s in a  + Q

GC GC
а після підстановки числових значень YA = 
= -2 ,0 9  кН.

Величину сили Ra визначимо з виразу
V I ?

Χα + υα - матимемо RA = 2,15 кН.

17.1.3. Задачі для самост ійного р о з в ’я зування

17.1. Для монтажу конструкцій прямо
кутного перерізу використовується ручний 
важільний затискач (рис. 17.8), який має 
гвинти 7 з кроком h  = 0,004 м, гайку 2 і 
важелі 3 з натискними п’ятами 4. Визначи
ти зусилля ΝΛ затискання конструкції 5, 
якщо довжина рукоятки гвинта / = 0,15 м, 
довжина важеля АВ = 0,75 м, відношення 
плечей ОА : ОВ = 1 : 2 і перпендикулярно 
до рукоятки прикладається сила 2 Н.

В і д п о в і д ь :  ΝΛ = 471,2 Н.
17.2. Затискний пристрій (рис. 17.9) при

значений для монтажу балок 7. Він скла
дається з пневмоциліндра 2 та важелів 3, 4, 
з ’єднаних між собою шарнірами. Визначи
ти, яким має бути зусилля на штоці при
водного пневмоциліндра Q, щоб забезпечи
ти зусилля затискання балки 10 кН кожним 
із захватів D та Е. Врахувати, що а  = 0,09 м, 
Ь = 0,04 м, a  = 15°. Тертям знехтувати.

В і д п о в і д ь :  Q — 2,38 кН.

17.3. Механічна система складається з 
двох вантажів 7 і 2 (рис. 17.10), нерухомого 
східчастого блока 4 та рухомого блока 3. Ви
значити масу тіла 7, при якій система зрівно
важена, якщо маса тіла ^дорівнює 8 кг, бло
ки 3 та 4 невагомі.

17.4. Визначити обертальний момент Л/, 
який треба прикласти до шківа / з центром у 
точці О, і радіусом г, = 20 см, для рівномір
ного піднімання вантажу Q вагою 490 Н 
(рис. 17.11). Східчастий шків 2 має радіуси 
г2 = 10 см і Л, = 40 см. Пас вважати нероз- 
тяжним, тертям знехтувати.
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17.5. Повзун В може пересуватись вздовж 
стрижня АС, вісь обертання якого проходить 
через точку А (рис. 17.12). З повзуном 
з’єднується за допомогою шарніра стрижень 
BD, вісь обертання якого проходить через 
точку D. Визначити величину сили Р2, при
кладеної перпендикулярно до стрижня BD у 
його середині, при якій система перебуває у 
рівновазі. До точки С стрижня АС прикладе
на вертикальна сила Р{ = 50 Н, АВ = 2 ВС.

В і д п о в і д ь :  Р2 = 75 Н.
17.6. Визначити зусилля Q затискання 

деталі / клиновим підсилювачем (рис. 17.13), 
якщо задано зусилля Р  = 100 Н приводу З 
та кут a  = 30°. Плечі важеля 2 дорівнюють 
а = 0,3 м та Ь = 0,15 м.

В і д п о в і д ь :  0  = 346,4 Н.
17.7. Пристрій для автоматичного зварю

вання труб (рис. 17.14) має затискач, який 
приводиться в дію від пневмоциліндра /. 
Визначити силу N тиску затискача 3 на за
готовку труби 2, якщо a  = 30°, ОА = 0,5 м, 
ОВ = 1 м. Діаметр пневмоциліндра 0,15 м, 
тиск у пневмоциліндрі 5 атм (1 атм =



= 98 · 103 кН/м2). Визначити також реакцію 
підшипника О.

А

від точки О. Визначити співвідношення між 
вертикальними силами Р  та Q, при якому 
механізм зрівноважений, якщо AD = EC = 
= 15 см, АЕ = DC = 20 см, а  = 45°.

В і д п о в і д ь :  Q = ЗР.
17.9. Визначити масу тіла 1 та момент 

пари сил Μ , при яких механічна система, 
зображена на рис. 17.16, зрівноважена. Маса 
тіла 5 дорівнює 2 кг, радіуси невагомих 
блоків 3 і 4 та зовнішній радіус невагомого 
східчастого блока 2 дорівнюють 0,5 м. Внут
рішній радіус блока 2 дорівнює 0,25 м.

М

В і д п о в і д ь :  N = 20 кН; Х0= —25,95 Н, 
У0= - 1 0  кН.

17.8. Механізм складається з чотирьох не
вагомих стрижнів, з’єднаних між собою шар
нірами так, як  показано на рис. 17.15. Вісь 
обертання стрижня ОА проходить через точ
ку О, кінець β  стрижня АВ з ’єднано шарні
ром з повзуном, який може рухатись вздовж 
вертикалі. Точка кріплення шарніра D до 
стрижня АВ розташована на відстані ЗО см 
від точки В. Точка кріплення шарніра Е до 
стрижня ОА розташована на відстані 10 см

В і д п о в і д ь :  «її = 1 кг, М = 4,9 Н м.
17.10. Визначити момент пари сил, яка 

виникає у жорсткому защемленні А балки, 
що складається з трьох частин АВ, BD та DE 
(рис. 17.17). Опори С та Е розташовані на 
котках. До балки прикладено розподілене 
навантаження інтенсивністю q = 3 кН/м, 
пара сил з моментом М  = 4 кН · м та зосе

реджена сила Р  = 2 кН. Прийняти а  = 1 м. 
Масою балки знехтувати.

В і д п о в і д ь :  МА — — 4 кН ■ м.
17.11. Визначити реакцію рухомої опори 

Сскладеної балки, розглянутої в задачі 17.10.
В і д п о в і д ь :  Yc = 6 кН.
17.12. Рама складається з двох частин АВ 

та BCD, з ’єднаних між собою шарніром В 
(рис. 17.18). Опора А розташована на кот
ках, частина BCD жорстко защемлена в 
перетині D. До балки АВ прикладена під 
кутом а  = 60° сила Р\ = 5 кН, до частини 
BCD — сила /*2 = 2  кН. Визначити реакцію 
жорсткого защемлення в точці D. Масою 
рами знехтувати, прийняти а  = 0,5 м.

В і д п о в і д ь :  МА = —5,66 кН · м, ХА = 
= -2 ,5  кН, YA = 4,16 кН.

17.13. Конструкція складається з двох 
невагомих стрижнів АВ та ВС однакової дов

жини, з ’єднаних між собою шарніром В, та 
невагомого стрижня DE (рис. 17.19). Кінці 
стрижня DE закріплено за допомогою шар
нірів в середині стрижнів АВ та ВС. До 
шарніра В прикладено вертикальну силу Р. 
Кут при вершині В у трикутнику ABC дорів
нює 2 а . Визначити зусилля .Sy стрижні DE 
в залежності від кута а .

В і д п о в і д ь :  S = P tg а .
17.14. До плоскої ферми прикладені вер

тикальна сила Р1 та горизонтальна сила Р2 
(рис. 17.20). Визначити зусилля в стрижнях 
ВК  і BE та їх напружений стан.

В і д п о в і д ь :  SBE= 0,5/*|, SBK= Р2, стри
жень BE розтягується, а ВК  стискається.

17.15. В умовах задачі 17.14 визначити зу
силля в стрижні BDта його напружений стан.

В і д п о в і д ь :  SBD = 0,5 V2 Рх\ стрижень 
BD стискається.

§ 17.2. ПРИНЦИП Д ’АЛАМБЕРА—ЛАГРАНЖ А

17.2.1. Короткі т еор ет ичн і в ідом ост і

Об’єднуючи принцип Д ’Аламбера та 
принцип можливих переміщень, дістанемо 
принцип Д ’Аламбера—Лагранжа: п ід час руху 
си ст ем и матеріальних точок, що п ідп орядко 
ву єт ься  утримувальним ідеальним в ’язям, сума



елементарних роб іт  активних сил і сил інерції 
на б уд ь -як ом у  можливому переміщенні с и ст е 
ми дор івню є  нулю, тобт о

£ й + Ф / )-5 » | = 0 , (17.4)
/=1

де Fj — рівнодійна активних сил, прикла
дених до /-Ї точки системи ( і  = 1, 2 , ..., п)\ 
Ф; = - m i w l — сила інерції і - ї точки; ш, та 
w ,· — маса та прискорення /-Ї точки; δΓ — 
можливе переміщення і - ї точки.

Рівняння (17.4) називають загальним р ів
нянням динаміки. Векторному рівнянню (17.4) 
відповідає рівняння в скалярній формі:

Σ
1=1

(Fix -fnjXj)&Cj +
+(Fiv -нг,у,)5у, + (F/. -n ijz j)6zj

= 0 , (17.5)

де Fix , Fiy , Fj. — проекції активних сил на

осі декартової системи координат Oxyz; λ1,·, 
у,·, 'ij — проекції прискорення і-'і точки 
системи; δχ,, δν,, δ ;( — проекції можли
вих переміщень точки на вибрані осі коор
динат.

Загальне рівняння динаміки для більшо
сті задач дає змогу визначити закон руху 
системи не визначаючи реакцій в ’язей. При 
необхідності останні можна визначити після 
встановлення закону руху системи, засто
совуючи, наприклад, принцип Д ’Аламбера.

Методика розв’язання задач з викорис
танням загального рівняння динаміки може 
бути такою:

1) визначаємо об’єкт дослідження, тобто 
тіло або систему тіл, до аналізу руху яких 
застосовується загальне рівняння динаміки;

2 ) визначаємо число степенів вільності 
системи. Це можна зробити шляхом накла
дання додаткових в’язей (число степенів 
вільності дорівнює числу додатково накла
дених в’язей, які зупиняють механічну си
стему) або математично, складаючи рівнян
ня в’язей;

3) визначаємо активні сили, які діють на 
систему, і зображуємо їх графічно;

4) проводимо аналіз в’язей. Реакції іде
альних в’язей не входять у загальне рівнян
ня динаміки. Якщо серед в’язей, які обме
жують рух системи, є неідеальні, то їх ре
акції (наприклад, сила тертя) відносять до 
активних сил. Графічно сили тертя зобра
жуються після того, як  зроблено припущен
ня про напрямок руху системи;

5) робимо припущення про напрямок 
руху й прискорень точок системи та, вихо
дячи з кінематичних міркувань, знаходимо 
зв’язок між прискореннями;

6 ) відповідно до вибраного напрямку 
прискорень зображуємо сили інерції, умов
но прикладаючи їх до точок системи. Для 
твердих тіл систему сил інерції зводимо до 
головного вектора системи елементарних сил 
інерції і пари сил, момент якої дорівнює 
головному моменту сил інерції елементів тіла 
відносно вибраного центра зведень;

7) в поточний момент часу умовно зупи
няємо систему і надаємо її точкам можли
вих переміщень;

8 ) складаємо загальне рівняння динамі
ки як суму елементарних робіт активних сил, 
головних векторів сил інерції та їх моментів 
на відповідних можливих переміщеннях;

9) встановлюємо зв’язок між можливими 
переміщеннями точок системи. Це можна 
зробити виходячи з кінематичних міркувань 
або аналітично, використовуючи рівняння 
в’язей. Після вибору незалежних можливих 
переміщень із загального рівняння динаміки 
виключаємо залежні можливі переміщення. 
Одночасно вибираємо незалежні прискорен
ня точок системи і виключаємо залежні;

10) у загальному рівнянні динаміки зби
раємо коефіцієнти при незалежних можли
вих переміщеннях і прирівнюємо ці коефі
цієнти до нуля. Отже, приходимо до дифе
ренціальних рівнянь руху механічної систе
ми, яка розглядається;

11) з одержаних рівнянь знаходимо не
відомі величини. Задача визначення закону 
руху системи зводиться до інтегрування ди
ференціальних рівнянь руху. Якщо визна
ченню підлягають прискорення точок си
стеми, то задача розв’язується алгебраїчно.

17.2.2. Приклади р о з в ’я з у ванн я  задач

Приклад 17.7. Два вантажі А та С вагою 
відповідно РА та Рс  з’єднані невагомою не- 
розтяжною мотузкою, перекинутою через блок 
В з  нерухомою віссю обертання (рис. 17.21, а). 
Вантаж А рухається по гладкій горизон
тальній площині, вантаж С — вертикально. 
Беручи до уваги, що вага однорідного блока В 
дорівнює Рв  , визначити прискорення ван
тажів і натяг мотузки в перерізі ab.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єкт дослідження 
даної задачі — система трьох тіл А, В та С. 
Накладання однієї додаткової в ’язі зупиняє 
дану систему, тобто вона має один степінь

Рс

Т

Фс

вільності. Зображуємо графічно сили ваги 
тіл системи РА , Рв  та Рс  (рис. 17.21, б).

В’язями в даній задачі є горизонтальна 
площина, мотузка та вісь блока. Оскільки 
площина гладка, мотузка невагома, абсолют
но гнучка і нерозтяжна, а на осі блока тертя 
відсутнє, то їх можна вважати ідеальними 
в’язями. Реакції цих в’язей до уваги не бе
руться і на рисунку їх не зображують.

Припустимо, що прискорення w c  ван
тажу С спрямоване донизу, а прискорен
ня тіла А — вправо. Тоді блок В здійснює 
обертальний рух навколо нерухомої осі за 
стрілкою годинника. Його кутове приско
рення позначимо ε і на рисунку покажемо 
дуговою стрілкою, яка відповідає напряму 
вектора έ вздовж осі повороту блока від 
читача.

Зобразимо на рисунку сили інерції. Тіла 
А та С здійснюють поступальний рух, си
стема сил інерції елементарних мас кожно
го з цих тіл зводиться до рівнодійних

Р  а -  = Р с
у с .ф А- - і Л ^ А Ф г = - —̂ '*/ґ■с

8
Вектори сил інерції (рис. 17.21, б) зобра

жаємо з початком у центрі мас відповідних 
тіл з напрямками, протилежними до при
скорень.

Величина сил інерції

Р г
Ф Л = — w 4 , Ф С -  W C · ( 1 )

8 8 
Система сил інерції блока В зводиться

до пари сил з моментом
М Ф = - І ВІ , ( 2 )

де Ів — осьовий момент інерції однорідного 
блока,

P rR1
І в - '

2 8
R — радіус блока.

Зображуємо момент сил інерції блока В 
дуговою стрілкою (рис. 17.21, б), яка охоп
лює блок і відповідає вектору моменту, проти



лежному вектору кутового прискорення ε 
згідно з формулою (2 ).

Момент сил інерції блока В

М ф - Р в К
2 g

є . (3)

Умовно зупинимо систему в поточний 
момент часу і надамо їй з цього положення 
можливе переміщення. Якщо можливе пе
реміщення 5гс  вантажу С спрямоване вер
тикально донизу, то блок В здійснить обер
тальне можливе переміщення на кут δφ за 
стрілкою годинника, а тіло А — поступаль
не можливе переміщення 5гл горизонталь
но вправо (рис. 17.21, б).

Складаємо загальне рівняння динаміки. 
Запишемо алгебраїчну суму елементарних 
робіт активних сил та сил інерції на можли
вих переміщеннях їх точок прикладання та 
прирівнюємо їх до нуля:

Ф а8га + Μ φ 8ψ + Р с& с  + Фс&Ь = 0 ·
Тут через δφ позначено вектор, напрямок 

якого збігається з напрямком вектора кутової 
швидкості повороту блока В на кут δ φ .

З урахуванням напрямків векторів отри
маємо

-Ф  АЬгА -  Μ  Φδφ + Рс?>гс  -  Ф с бгс  = 0. (4) 
Оскільки механічна система має один 

степінь вільності, то тільки одне можливе 
переміщення буде незалежним. Зрозуміло, 
що серед прискорень незалежним буде та
кож одне.

З умови нерозтяжності мотузки випли
ває, що швидкості вантажів = vc = ν по
в ’язані з кутовою швидкістю ω  блока В 
співвідношенням

ν = ωΛ. (5)
Відповідно можливі переміщення та при

скорення вантажів також однакові:
ЬгА =Ьгс - Ь г ,  w A = w c =w.  

Диференціюючи вираз (5) за часом, от
римуємо формулу зв’язку між ε та w:

є - - .  <6 ,

Із співвідношення (5) можна виразити 
також δφ через 8г ■ Для цього запишемо 
швидкості я к  відношення диференціалів:

d r  _dq>
v -  —  і ω  -  —— ? підставимо їх у вираз (5) і 

at at
помножимо на диференціал часу dt. Отри
маємо

d r  = R d t y .
Оскільки в ’язі стаціонарні, дійсні пере

міщення d r  та dtp є одними з можливих, 
тобто можна записати

δφ =
δ/·
R

(7)

Тоді загальне рівняння динаміки (4) після 
підстановки формул (1), (3), (6 ), (7) набуває 
вигляду

W c
2Ра +Рв +2Рс

2  g
■w) = 0 .

Оскільки можливе переміщення 8 г  є 
довільним, тобто б г ^ О,  нулю дорівнює 
вираз в дужках:

2Ра +Рв +2Рс

2 g
= 0 .

З останнього співвідношення визначи
мо прискорення

2 Р,с
2Ра +Рв +2Рс

Для визначення натягу мотузки Т в пе
рерізі ab  розглянемо окремо вантаж С та 
застосуємо до нього метод кінетостатики 
(рис. 17.21, в). Шуканий натяг розглядати
мемо згідно з аксіомою про звільнення від 
в ’язей.

Зображуємо силу інерції Фс  тіла С, що 
спрямована протилежно прискоренню wc , 
за методом кінетостатики

Р с  +Т + Ф с = 0 .

Спроектувавши це рівняння на верти
кальну вісь, отримаємо співвідношення

ЗВІДКИ

т -  рс  - Ф с 1-
W

8 у
З урахуванням виразу для прискорення 

запишемо

Т = РГ
2 Рл+Р,в

2Ра + Рв +2Рс

Приклад 17.8. До вантажу А вагою РА 
прикріплено кінець тонкої нерозтяжної нит
ки (рис. 17.22, а), яку перекинуто через блок 
В вагою Рв  і з ’єднано з віссю С котка D ра
діуса R вагою PD. Коток D котиться без ков
зання вздовж похилої площини, яка скла
дає кут а  з горизонтом.

Визначити прискорення вантажу А, якщо 
коефіцієнт тертя кочення котка дорівню є^,. 
Блок В та коток Ό вважати однорідними круг
лими дисками. Вагою нитки знехтувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єкт дослідження 
даної задачі — система трьох тіл А, В та D. 
Дана система має один степінь вільності.

Зображуємо сили ваги тіл системи РА, 
Рв  > PD (Рис· 17-22, б).

В’язями для механічної системи є нева
гома нерозтяжна нитка, вісь блока В  і похи
ла площина. Вісь блока та нитка є ідеальни
ми в ’язями, похила площина не є ідеаль
ною в’яззю. Проведемо її аналіз.

При коченні котка D по похилій площині 
внаслідок деформації котка і площини їх 
дотик відбувається не в одній точці, а вздовж 
невеликої дуги. Реакція, яка підраховується 
вздовж цієї дуги, розкладається на нормальну 
та дотичну складові. Дотична складова ре
акції є сила тертя FTp. Нормальна складова 
реакції Nd виявляється зміщеною відносно 
центра тяжіння С котка D в напрямку руху 
на величину /к, яку називають коефіцієн
том тертя кочення (рис. 17.22, б). Тоді нор
мальна складова реакції ND похилої площи
ни та проекція сили ваги на напрям нор
малі до цієї площини утворюють пару сил з 
плечем/к . Момент цієї пари сил М р  нази
вають моментом тертя кочення (тертя дру
гого роду):

m d = f KND = f KPD COS α . ( 1)

На рисунку умовно позначимо момент 
тертя кочення дуговою стрілкою, яка відпо
відає вектору М р , напрямленому до читача.

Оскільки коток D котиться по похилій 
площині без проковзування, значення сили 
тертя FT невідоме і не перевищує гранич-



ного значення fN D, якого сила тертя набу
ває при проковзуванні, тобто виконується 
умова Fjp < fN D = f l ' p  co sa  , де /  — ко
ефіцієнт тертя ковзання.

Отже, віднесемо силу тертя F  і момент 
тертя кочення М р  до активних сил.

Вважаємо, що прискорення ννΛ ванта
жу А  спрямоване донизу, тоді прискорення 
W C точки С — вздовж похилої площини 
вгору. Кутове прискорення ε Β блока В  по
значимо на рисунку дуговою стрілкою (век
тор ε Β напрямлений вздовж осі повороту 
блока б від читача). Кутове прискорення e D 
котка D  узгоджується з напрямком приско
рення точки С, оскільки коток котиться без 
проковзування вздовж похилої площини. 
Вектор є0  перпендикулярний до площини 
рисунка і напрямлений від читача. Умовно 
позначимо кутове прискорення ε 0  котка D  

на рисунку дуговою стрілкою (рис. 17.22, б).
Визначаємо сили інерції. Тіло А  здійснює 

поступальний рух, тому система сил інерції 
зводиться до рівнодійної

і  Р А _Ф А = — - w/) . 
g

Сили інерції блока В , який здійснює 
обертальний рух, зводяться до пари сил з 
моментом

М в -  ~! в^ в  >

P r R r -
де 1В = —-——  — осьовий момент інерції

2 g
однорідного блока В\ R B — радіус блока В.

Момент сил інерції блока В

м% = PbRr~
2 g

(2 )

Коток D  здійснює плоскопаралельний 
рух. Система сил інерції елементів цього тіла 
при виборі центра зведення в точці С зво
диться до головного вектора

Ф D - W ,
g

та пари сил, момент якої дорівнює голов
ному моменту сил інерції відносно точки С:

М р  = - Ι ρ έ 0  ,

p dr2  де /D = 4 r—  ·
2  g

Момент сил інерції котка
,2

м і  = P[,R
_ 2  g

“О · (3)
Вектори Ф А та Ф 0  зобразимо на рисун

ку напрямленими протилежно відповідним 
прискоренням w A та w c  (рис. 17.22, б). 
Вказані моменти

Ф А=-
g

Ф р  - - W ґ
g (4)

Моменти пар сил інерції М в  та М р  

зобразимо на рисунку умовно дуговими 
стрілками.

Уявно зупинимо систему в довільний 
момент часу і надамо їй з цього положення 
можливе переміщення. Якщо можливе пе
реміщення 8гА тіла А спрямоване донизу, 
то блок В здійснює обертальне можливе пе
реміщення на кут δφβ за стрілкою годин
ника, а точка С тіла D — можливе пере
міщення δfc  , тіло D — обертальне можливе 
переміщення 6 (pD за стрілкою годинника.

Складаємо загальне рівняння динаміки 
у такій формі:

PASrA + ф ΑδτΑ + Μ Βδ φ Β + PDb?c  +

+ Ф й 5гс  + М  p  + Μ  β  δψ£) =0. (5)

Тут δφβ та δφβ — вектори, які співна- 
прямлені з векторами кутових швидкостей 
повороту тіл В та D на кути 8φΒ та δφ0  
відповідно.

Робота сили тяжіння Рв  дорівнює нулю 
внаслідок того, що точка її  прикладання 
нерухома.

Оскільки у випадку стаціонарних в ’язей 
точка прикладання сили тертя F збігаєть-

ся з миттєвим центром швидкостей котка, 
її робота дорівнює нулю.

З урахуваням напрямків векторів з рів
няння (5) отримаємо

р а 5 га  -  ф л 5 г л  -  м -  p D&rc  s i n a  -

- Ф 0 бгс  - Μ ρ δ φ ρ  - Μ ρ δ φ 0  = 0 .

Враховуючи вирази (1)—(4) для сил інерції 
та моментів пар сил інерції, одержуємо

р а 5 га
g

' а 8 га  -
W

2 g
ε Βδ φ Β

-  Pp8rc  s i n a - - • wc 6 rc

M l
2  g

ε οδφο  - f KpD^PDc o s a  =°·

Вважатимемо можливе переміщення тіла А  

незалежним. Оскільки нитка нерозтяжна і 
не проковзує відносно блока В, швидкості 
точок А  та С однакові за величиною і пов’я 
зані з кутовою швидкістю блока В  співвідно
шенням \А = vc  = u>BRB . Кутова швидкість 
0) р  котка з урахуванням того, що точка до
тику котка до похилої площини є миттєвим 
центром швидкостей, виражається через

vcшвидкість центра котка \с  так: ω β -  — .
А

Диференціювання двох останніх співвідно
шень за часом дає змогу встановити зв’язок 
між прискореннями:

' f '  ЕВ = Еп — '
R R

На підставі співвідношень між швидко
стями, записуючи їх як відношення дифе
ренціалів і враховуючи, що у випадку ста
ціонарних в ’язей дійсні  переміщення є 
підмножиною можливих, замінимо значок 
диференціала d  на значок варіації δ. Отри
маємо

ЬгА = 8гс  = 8г  , δφ ί δ/· „ δ;· - . δ φ , , · - . ®

Підставимо б/д,бфд ,бгс ,бф0 , w c ,Eg з 
виразів (7) та (8) у загальне рівняння дина
міки (6 ):

8г(Ра -  PD sin a  -  /к — PD cos a  -  
R

2 РА ^  Р В ^ ~ ^ P D \  г\------А-----В------ У-у/А) = 0 .

2  g
Оскільки 8г *  0 ,  отримаємо 

р А -  рр  sin a  -  /к ^  рр  cos a  -

2 Р А + Рв + З Р р  

2  g
w a = 0 .

З останнього співвідношення визначає
мо прискорення вантажу А:

рА -  PD s in  a  -  /к ^  p d  c o s  «
W 4 = ------------ r - -------г ------9 z -------------- 2 g .

2 Р Л + РВ + З Р ,D
Приклад 17.9. На однорідний блок / ра

діуса /?! вагою Р\ з нерухомою віссю обер
тання намотана невагома нерозтяжна нитка 
(рис. 17.23, а). Нитка з’єднується нижнім 
кінцем з віссю обертання рухомого одно
рідного блока 2 радіусом R2 вагою Р2. На блок 2  

намотана невагома нерозтяжна нитка, яка 
з’єднується з тілом З вагою Ру  Визначити 
кутове прискорення блока 1, якщо до нього 
прикладено пару сил з моментом М.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єктом досліджен
ня даної задачі є система трьох тіл, з ’єдна
них між собою нерозтяжними нитками.

Накладаючи нові в’язі, визначаємо, що 
дана механічна система має два степеня 
вільності. Дійсно, для повного зупинення 
системи треба накласти одну в’язь, наприк
лад, на блок 1 (тобто зупинити його) та дру
гу в’язь на тіло 3.

Визначимо активні сили і покажемо їх 
на рисунку. Такими силами є сили ваги тіл 
системи ^  , Р2 , Я ,, які зображуємо в цент
рах ваги тіл (рис. 17.23, б) ,  а також пара 
сил з моментом М , що прикладається до 
блока 1.



м,ф

Рис. 17.23
В’язями для даної механічної системи є 

вісь блока / та нитка, яка з ’єднує тіла між 
собою. Оскільки тертя на осі блока відсутнє, 
а нитка невагома та нерозтяжна, вказані в’язі 
вважаємо ідеальними.

Припустимо, блок 1 здійснює оберталь
ний рух проти ходу стрілки годинника. Век
тор кутового прискорення є, блока / вва
жаємо напрямленим вздовж осі блока до 
читача і умовно зображуємо на рисунку ду
говою стрілкою (рис. 17.23, б).

Блок 2 здійснює плоскопаралельний рух, 
який можна подати як сукупність поступаль
ного руху разом з полюсом, що збігається з 
точкою 0 2, та обертального руху навколо осі, 
що проходить через вибраний полюс. Оскіль
ки вісь повороту блока 2  зв’язана нерозтяж- 
ною ниткою з блоком 7, прискорення w 2 
точки 0~>, яка належить цій осі, спрямоване 
вгору. Припустимо, ЩО ТІЛО З відносно осі 
блока 2 рухається вниз. Тоді кутове приско
рення блока 2 , яке позначимо ε 2 , спрямо

ване до читача і на рисунку умовно зобра
жується дуговою стрілкою.

Тіло 3  здійснює складний рух, який мож
на подати сукупністю двох поступальних 
рухів: поступального руху разом з віссю бло
ка 2  (назвемо його переносним) та посту
пального руху відносно осі блока 2. Тоді аб
солютне прискорення w 3 тіла 3 запишемо 
у формі

w 3 = w e + w r ,

де w e = w 2 та w r — відповідно переносне 
та відносне прискорення тіла 3.

Система сил інерції блока 7, який здійс
нює обертальний рух, зводиться до пари сил
з моментом

пц Ry P\R\
де /| =     ■ = ——------- осьовии момент інер-

2 2  g
ції однорідного блока /; R\ — радіус блока 1. 
Величина момента сил інерції блока 1

(І)
2 g

Система сил інерції блока 2 при виборі 
центра зведень у точці 0 2 зводиться до го
ловного вектора сил інерції

= Λ  .Ф? =-т~і Wi = ---- -W i
g

та пари сил, момент якої дорівнює голов
ному моменту сил інерції ВІДНОСНО ТОЧКИ Ογ

м ¥  = -/ 2έ 2 .

Оскільки блок однорідний, то

j  _ т 2^2 Р2^2~1 — — — ·
;  2  2 g

Вектор Ф 2 зображуємо з початком у 
центрі мас 0 2 блока 2 , вектор М ?  показу
ємо умовно дуговою стрілкою, яка охоплює 
блок 2 (рис. 17.23, б).

Головний вектор сил інерції та момент 
сил інерції блока 2  мають величину

Ф2 = —  w2, Mf  = ^ 2 _ ε 2. (2)
g  2  g

Систему сил інерції тіла 3  подамо як  суму 
двох доданків:

Ф 3 =<£,+<!>,., (3)
де перший доданок відповідає переносному 
поступальному руху —

_  р  
Ф е = -m 3Wi = — -  w 2, (4)

g
а другий доданок — відносному:

Фг =-»»3wr = - —wr. (5 )
g

Відповідні вектори зображуємо з почат
ком у центрі мас тіла 3.

Уявно зупинимо систему в деякий мо
мент часу і надамо їй з цього положення 
можливих переміщень.

Блоку 1 надамо обертальне можливе пере
міщення δφ[ проти ходу стрілки годинника. 
Тоді можливе переміщення Ьг осі блока 2 
спрямоване вгору. Відносне можливе пере
міщення 51 тіла 3 спрямуємо вниз, відповід
но обертальне можливе переміщення δφ2 бло
ка 2  буде здійснюватись проти ходу стрілки 
годинника (рис. 17.23, б). Зазначимо, що абсо
лютне можливе переміщення тіла 3 складаєть
ся з можливого переміщення Ьг , яке спричи
нює переносний рух, та відносного переміщен
ня b s .

Оскільки механічна система має два сте
пені вільності, тільки два можливих пере
міщення є незалежними. Такими вважатиме
мо переміщення δφ, та δ ? . Серед приско
рень незалежними будуть також два при
скорення. За такі виберемо кутове приско
рення ε, блока /та відносне прискорення wr 
тіла 3. У загальному рівнянні динаміки ви
ражатимемо інші прискорення через вказані.

Подальший розв’язок задачі проведемо
з урахуванням того, що можливі переміщен
ня δφ, та bs  є довільними. Покладемо спо
чатку, що δψ| *  0  та 6 s = 0  і складемо за
гальне рівняння динаміки. Потім складемо

загальне рівняння динаміки для випадку, 
коли δφ| = 0 та bs Ф 0 .

Отже, нехай δφ! Ф 0 та δ ί = 0.
Загальне рівняння динаміки у векторній 

формі набуває вигляду

Μ δφ| + М ?  δφ| + Р~,Ьг + Φ 2δΤ +

+ P^br + Ф3бг = 0, 
де δφ, — вектор, напрямок якого збігається
з напрямком вектора кутової швидкості по
вороту блока 1 на кут δφ,. З урахуванням 
напрямків векторів і виразу (3) отримаємо

Μδ<Ρ| -Α /^δφι -  Р2Ьг -  Ф2бл -  Р^Ьг -
-Φ^δΓ + ΦΓδ/· = 0. (6)

Встановимо зв’язок між можливими пе
реміщеннями та прискореннями. Швидкість 
ν2 осі повороту 0 2 блока 2  та кутова швид
кість (0| блока / внаслідок нерозтяжності 
нитки задовольняють вираз

v 2 = ( 0 i t f 1 , ( 7)

де /?] — радіус блока 1.
Диференцюючи цей вираз за часом, от

римуємо
w 2 = є ,/?,. (8 )

Запишемо швидкості у виразі ( 7) як відно
шення диференціалів, домножимо його на 
dt  і отримаємо співвідношення між дійсни
ми переміщеннями: d r  = R\dq>{. Враховую
чи, що у випадку стаціонарних в’язей дійсні 
переміщення є підмножиною можливих, за
мінюємо значок d  на δ · Зв’язок між можли
вими переміщеннями визначається виразом 

Ьг = Λ ,δφ ,. (9)
Підставимо М|ф, Ф 2 , Фе і Ф г з виразів

(1), (2), (4), (5) у загальне рівняння динаміки (6 ) 
та врахуємо формули (8), (9). Дістанемо

2  g  g  
Р  Р

----~Z\R\ +—  νν,,/^δφ! = 0 .
g  8

Оскільки δφ| Φ 0  , нулю дорівнюватиме ви
раз у дужках:



- / ’з * , - — ε,Λ,2 - / ^ -  
2 ,? £
— -S\R2 + —  w  rR{ = 0.

8 8 
Після нескладних перетворень дістане

мо рівняння

+ Р, + Р,
R{ Р, „
—  є , -  — /?lWf

= М - \ Р 2 + Р3)Щ. ( l °)
Нехай тепер δφ, =0 та b s  Ф 0 . Векторна 

форма загального рівняння динаміки має 
вигляд

P3bs  + Ф 3ЬІ + М 2 δφ2 = 0, 
де δφ2 — вектор, напрямок якого збігається 
з напрямком вектора кутової швидкості по
вороту блока 2 на кут δφ2 . З урахуванням 
напрямків векторів та виразу (3) отримаємо

/»3в ї  + Фев ї - Ф гвї-Л#?в<р2 = 0 . (11)
Зв’язок між можливими переміщеннями 

bs  і δφ2 , а також прискореннями wr і ε 2 
визначається з кінематичного співвідношення

Vr — (O iR i ,

де \r — відносна швидкість тіла 3; аь  — ку
това швидкість блока 2\ R2 — радіус блока 2. 
Отримаємо

w r =E2R2 , b s  = R2b([)2 . (12)

Підставимо M f  , Фе , і Ф г з виразів (2), 
(4) і (5) у загальне рівняння динаміки (11) 
та врахуємо формули (12). Дістанемо

ч

„ Р, „ Р, Р,
P3+ —  R\t\---

8 8 ^8
bs  = 0 .

Оскільки δ ί Φ 0 , нулю дорівнюватиме 
вираз у дужках:

Р\Р3 +— Λ,ε, Р3 Р2— w r — -  w .
8 8 2g

Складаємо друге рівняння

= 0 .

Л|Є, +
П г з
—  + —  
2 8 8

(13)

яке разом з рівнянням ( 10) утворює систему 
рівнянь руху тіл 1, 2 та 3. Розв’язуючи систе
му рівнянь ( 10) і (13) відносно ε , , одержуємо

М (2Р2 +4 Р3) -  P2Rx (2 Р2 + 6  Р3)

' R2 (/>, Р2 + 2Ру Р3 + 2Р2 + 6 Р2Р3) 8 ’

Приклад 17.10. При наїзді кранового візка 
А на пружний упор В починаються коли
вання підвішеного на невагомому стрижні 
вантажу D (рис. 17.24, а). Скласти диферен
ціальні рівняння руху системи, якщо маса 
візка /П[, маса вантажу т2 , довжина стриж
ня /, коефіцієнт жорсткості пружини В до
рівнює с. Масою коліс та силами опору знех
тувати, за початок відліку системи коорди
нат вибрати лівий кінець недеформованої 
пружини.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Об’єкт дослідження 
в даній задачі — система, яка складається з 
двох тіл: рухомого візка А та вантажу D. 
Останній може вільно обертатись навколо 
точки С на невагомому стрижні CD.

Початковий момент руху системи — це 
момент дотику візка А до пружини (пруж
ного упору) В. У цей момент пружина ще 
не деформована, а стрижень CD перебуває 
у вертикальному положенні.

Введемо систему координат Оху, поча
ток відліку якої, за умовою задачі, розмі
стимо у лівому кінці недеформованої пру
жини (рис. 17.24, а).

Розглянемо механічну систему в деяко
му поточному положенні (рис. 17.24, б) під 
час її руху. Вважаємо, що пружина стисну
та, а стрижень CD відхилений від вертикалі 
на деякий кут φ  у напрямку його додатних 
значень (проти ходу стрілки годинника).

Положення лівого кінця О, деформова
ної пружини визначається координатою х у 
вибраній системі відліку. Цією координатою 
визначатимемо також положення візка.

До активних сил у даній задачі належать 
сили ваги n\\g та m 2g  відповідно візка А

та вантажу D, а також сила пружності Fnp 
пружини, яка прикладається до візка в точ
ці О ,.

Проводимо аналіз в’язей. В’язями для 
механічної системи є горизонтальна гладка 
площина та невагомий ідеальний стрижень 
CD, тобто в’язі ідеальні.

Запишемо загальне рівняння динаміки у 
формі (17.5). Введемо позначення: Fj = m xg  , 
F2 = m 2g  , F3 = Fnp . Проекції прискорення 
візка на осі координат позначимо х та у , 
проекції прискорення вантажу D — х0  та 
y D, де x fl та y D — координати вантажу. 
Оскільки візок рухається поступально й усі 
його точки мають однакові швидкості та 
прискорення, проекції можливого пере
міщення візка на осі координат запишемо 
як  варіації координат точки О ,: δχ та b y . 
Проекції можливого переміщення вантажу 
D позначимо bxD та b yD . Тоді за форму
лою (17.5) отримаємо

( F\x + F3x ~ "'і ·*)&* + (F\ у + F3y -  пц ν)δν + 

+(F2x- m 2xD)bxD +(F2y - m 2y D)b yD =0.

Підставимо у це рівняння відповідні про
екції сил Fu  = F2x = Fiy  = 0, F]y = m lg , F2y = 
= m 2g ,  F3x = —ex. Врахуємо, що візок ру
хається тільки вздовж осі Ох, тобто у  = 0 та 

, δν = 0. Дістанемо

{-сх  -  m{x)bx -  m 2xDbxD +
+ (m 2g  - m 2y D)b yD = 0 . ( 1)

Зазначимо, що при даному способі скла
дання загального рівняння динаміки сили 
інерції зображувати на рисунку не обов’яз
ково.

Дана механічна система має два степені 
вільності, тому між величинами b x , bxD і 
b yD існує залежність. Для її  визначення 
встановимо зв’язок між координатами точ
ки А та координатами вантажу D, тобто скла
демо рівняння в ’язей:

xD = I sin φ + x -  ̂ , Уо - 1cos Ф > (2)
аде — — половина довжини візка.
2
Із співвідношень (2) знайдемо

bxD = / cos φ  · δφ + &дг, b y D = - / β ίη φ δ φ . (3)
Після подвійного диференціювання фор

мул (2 ) отримаємо
xD =/(^cos(p-(p2 sincp)-i-x ,

Уд = —/(cpsin ф + ф2 С05ф) . (4)
Підставляємо bxD , b y D , xD і y D з ви

разів (3) і (4) в (1) та згрупуємо коефіцієнти 
при незалежних переміщеннях δχ та δφ. 
Одержимо



&ДГ - c x  -  ПЦ X -  n h l
. 2 . x (рсо8ф-ф“ 5іпф + у

+δφ .2 ■■ · 2 · X- n h l  СОБф^фСОБф-ф sin φ  + у

- i n 2g l  s in p - η ι 21~ sin ф̂ фБІп φ + ф“ со5ф| = 0 .

Оскільки величини δ χ  та δφ незалежні 
і довільні, тобто одночасно не дорівнюють 
нулю, прирівняємо до нуля вирази в дуж
ках. Отримаємо рівності
- с х  -  (пц + т 2 ) х  -  т 21 (φ  cos φ  -  ф~ sin φ) = 0 ,

"7 7 - Х- m 2l  cos φ (φ cos φ —ф si η φ  + у ) -  m2g l  sin φ  -

-  »М 2 5ІПф(ф5ІПф + ф2С05ф) = 0 .

Після їх спрощень матимемо шукані ди
ференціальні рівняння

О
(/hl + т 2)х + m 2lip c o s y  -  т 21<І>~ БІпф + сг = 0 , 

/ф + cos φχ + g  sin φ  = 0 .

17.2.3. Задачі для самост ійного р о з в ’я зування

17.16. Визначити прискорення т ії А і В, 
з’єднаних невагомою нерозтяжною ниткою, яку 
перекинуто через нерухомий блок (рис. 17.25). 
Врахувати, що тіло А має масу ш, і ковзає 
вздовж похилої площини, яка становить кут а ,
з горизонтом. Тіло В має масу т 2 і ковзає 
вздовж похилої площини. Кут її нахилу до 
горизонту складає а 2 . Тертям ковзання і 
масою блока знехтувати.

В і д п о в і д ь :

т 7 s in a ?  -  пц sina·
a, = а 2 = ----------------------------g  .

пц + т 2
17.17. Механічна система складається з 

двох вантажів 1 та 2 (див. рис. 17.10), неру
хомого східчастого блока 4 та рухомого бло
ка 3, з ’єднаних невагомою нерозтяжною 
ниткою. Маси вантажів т { = 2,5 кг та т2 = 
= 8 кг. Визначити прискорення тіла /, якщо 
блоки 3 та 4 невагомі, тертя в осях повороту 
блоків відсутнє, а ділянки нитки, які не ле
жать на блоках, вертикальні.

В і д п о в і д ь :  W| = 1,63 м/с2.
17.18. Однорідний барабан А радіуса R 

масою обертається навколо нерухо
мої осі під дією обертального моменту М 
(рис. 17.26). Визначити кутове прискорен
ня барабана, якщо він з ’єднаний неваго
мою нерозтяжною ниткою з тілом В масою 
т2, яке ковзає вздовж похилої площини. 
Коефіцієнт тертя ковзання при русі тіла В 
дорівнює /.

Рис. 17.26
В і д п о в і д ь :

_ 2М - 2 m 2gR (s 'm a  + / c o sa )

Λ“(»ί! + 2  т 2)

17.19. Пасова передача складається з одно
рідного шківа 1 радіуса η = 20 см масою /я, = 
= 2 кг та східчастого шківа 2 масою т2 = 
= 8 кг. Радіус інерції шківа 2 і2 = 25 см (див. 
рис. 17.11). Зовнішній радіус шківа 2 R2 = 
= 40 см, внутрішній — г2 = 10 см. Визначити 
прискорення вантажу Q масою 50 кг, якщо до 
шківа / прикладається пара сил з моментом

Л/= 30 Н · м. Пас вважати нерозтяжним, тер
тям в осях повороту шківів знехтувати.

В і д п о в і д ь :  w = 0,95 м/с2.
17.20. У регуляторі центрифуги, що обер

тається рівномірно навколо вертикальної осі
з кутовою швидкістю ω , вага кожної сфери 
А і та А2 дорівнює Р. Муфта С, С2 має вагу Q 
(рис. 17.27). Нехтуючи вагою стрижнів, знай
ти кут a , якщо OAj = ОА2 = І, ОВ\ = ОВ2 = 
= ВХС\ = В2С2 = а.

В і д п о в і д ь :  co sa  = PI + Qa

ΡΙ-ω~
17.21. Визначити прискорення гладкого 

клина вагою Р, припускаючи, що він роз
суває дві пластини однакової ваги Q 
(рис. 17.28). Коефіцієнт тертя ковзання пла
стин при русі вздовж горизонтальних пло
щин дорівнює /  Кут між бічною стороною 
клина та горизонтальною площиною — a .

W =

В і д п о в і д ь :

P - f ( 2 Q  + P ) c t g a

P (l + / c tg a )  + 2 gctg  a
g  ■

17.22. Через блок В з нерухомою віссю
О перекинуто невагому нитку , що підтри
мує блок С(рис. 17.29). Ділянки нитки, які 
не лежать на блоках, вертикальні. До одно
го кінця нитки прикріплено вантаж А ва
гою РА , а інший кінець нитки закріплено в 
точці D. Визначити прискорення вантажу А, 
нехтуючи тертям у блоці В. Блоки В та С 
вважати однорідними круглими дисками 
вагою Рв  та Рс  відповідно.

В і д п о в і д ь :  w 4 =- 8 /д -4Я -г
8 РЛ +4PR+3Pr

17.23. Тіло 2 вагою Q ковзає вздовж бічної 
поверхні трикутної призми /, яка утворює 
кут a  з горизонтом (рис. 17.30). Призма 1 
має вагу Р і може вільно пересуватись вздовж 
горизонтальної площини. Вважаючи, що по
верхня призми І, тіла 2 та горизонтальної



площини абсолютно гладенькі, визначити 
величину прискорень призми / та тіла 2.

gsin 2a
В і д п о в і д ь :  w ,= --------------- r— g ,

2(P  + Q sm 2a )

w2= gS ina ,  1/p 2 +(2P+Q)Qs'm2a .
P + £?sin~a

17.24. Механічна система складається з 
двох вантажів 1, 2 та трьох однорідних блоків
3. 4, 5 (рис. 17.31). До блока 5 прикладаєть
ся пара сил з моментом Μ , вантаж 1 ковзає 
вздовж гладкої похилої площини, яка утво
рює кут a  з горизонтом. Визначити при
скорення вантажів / і 2 та кутове приско
рення блока 5, якщо вага тіл дорівнює відпо
відно Ρ χ, Р2, Р у  Р4, Р5, а радіуси усіх блоків 
однакові і дорівнюють R.

В і д п о в і д ь :

В В + С с
= — g.  w,  = — — £, ε = —

де
А= (8/>1+4/>з+3/>4+2/,2)(4/>5+3/>4+2/,2) -

—(/ » 4 + 2 />2) 2 ;

В = 4 [(2Pl s m a - P 2- P 4)(4Ps+3P4+2P2) -  

- ( 2 M / R -P 2- P 4)(P4+2P2)\·

C = 4[(8/>|+4/>з+3/>4+2/>2)(2Л//Л-/>2-/ >4) -

-{ 2 P t s i n a  - Р 2- Р 4)(Р4+2Р2)].
17.25. Тіло / масою /я, = 6кг ковзає вздовж 

шорсткої площини, яка становить кут а  = 30°
з горизонтом (рис. 17.32). Вантажі 2та З з’єдна
ні невагомою нерозтяжною ниткою, переки
нутою через рухомий блок 4, вісь обертання 
якого з’єднана ниткою з тілом 1. Маса ван
тажів дорівнює /и2 = 2 кг та = 3 кг, блоки 4 
та 5 — однорідні блоки масою т4 = т5 -  2 кг. 
Визначити прискорення тіла 1 та вантажу З, 
якщо коефіцієнт тертя ковзання тіла 1 вздовж 
похилої площини дорівнює/= 0,15.

В і д п о в і д ь :  w,  = 0,227 м/с2, w 3 = 
= 1,841 м/с2.

Р о з д і л  18 

РІВНЯННЯ ЛАГРАНЖА ДРУГОГО РОДУ

§ 18.1. КО РО ТКІ ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ

Припустимо, що є механічна система з 
N степенями вільності, на яку накладають
ся голономні ідеальні в’язі.

Рівняннями Лагранжа др у го го  р о д у  нази
ваються рівняння руху механічної системи 
у формі

d  дТ  дТ  
dt  3<7| <kj\ 1 

d  дТ  дТ
: 0 2 ’

(18.1)dt дс/2 дс/2

d  дТ  дТ
-  Q;\d t d q N 'dqN 

які є звичайними диференціальними рівнян
нями другого порядку, їх кількість дорівнює 
кількості степенів вільності N механічної 
системи.

У цих рівняннях через і?,, <7,, .... qN по
значено узагаїїьнені координати  — незалежні 
між собою параметри, які однозначно ви
значають положення матеріальної системи у 
просторі, кількість їх дорівнює кількості сте
пенів вільності механічної системи, тобто N. 
Через <7, ,  q 2 , ■··> позначено у загальнен і  
ш видко ст і  — похідні за часом від узагальне- 

d «± 
dt

Кінетична енергія Т механічної системи 
визначається як  функція узагальнених ко
ординат і узагальнених швидкостей, тобто
F = F (<7і' —> > Я\ > ■··> ) ■

Права частина рівнянь (18.1) має узагаль
нені сили Q\, Q2, —, Qh ■ Узагальненими сила
ми називаються коефіцієнти при узагальне
них можливих переміщеннях (варіаціях уза
гальнених координат) у виразі суми робіт ак
тивних сил, прикладених до точок системи:

них координат q / = —— - j  -  1, 2 ,.... /V .

δΑ = Σ ^ · · δ ζ · = Σ β ^ 7·. (18.2)
ί=1 7=1

Тут F, — активні сили (/ = 1, 2, . δη — 
можливе переміщення точки прикладання 
відповідної активної сили ( і  = 1, 2 , Qj —
узагальнена сила (у = 1, 2 , ..., N ); δη  ;· — узагаль
нені можливі переміщення (у  = 1, 2 , . . . ,Ν ) .

Узагальнена сила Qj може бути обчисле
на за формулою

Q j = £ F i P - ' j = i ’ 2’ " ’ N’
м  д <і.і

(18.3)

дп
де ----- — частинна похідна від радіуса-век-

dq j
тора η =ri (q l , q 2, . . . , q N, t )  точки прикла

дання сили Fj за узагальненою координа
тою Qj.

Оскільки в базисних векторах декарто- 
вої системи координат можна записати Fj =

дТ; 0 Х ; -  0V , -
і —-  =  І + 1 +

d q j  dq j dq j

Q j = l

= Fi J  + Fi y j + Fizk 

dZj r
+ - — k , то вираз (18.3) подається так: 

dq j
д х  д\’: 0Zj

Fix T—  + F*  + Fiz Д—
1=11 d ( l j  d ( l j  d c <J

7 = 1,2..... /V. '  <18‘4>
Tyr xr  ζ . — проекції радіуса-вектора η на
осі декартової системи координат.

Якщо сили, прикладені до точок систе
ми, мають потенціальний характер, то уза
гальнені сили визначаються з виразів

Q j = ~ , j  = 1, 2 , . . . ,ЛГ, (18.5) 
dq j

де Π — потенціальна енергія механічної 
системи.



Рівняння Лагранжа другого роду з ураху
ванням останньої формули набувають вигляду

= j  = (18.6) 
dt oc\j aq j  aqj
Якщо ввести функцію Лагранжа

L = T -  Π , 
яка дорівнює різниці кінетичної і потенці
альної енергії механічної системи, то рівнян
ня Лагранжа для консервативної механіч
ної системи (18.6) можна записати так:

т ^ ~ ^ =0’ ; ' =1’ 2’ ····*· <18·7)a i  d c j j  a q j
У випадку неідеальних в’язей (до них 

можна віднести шорсткі опорні поверхні), 
накладених на механічну систему, при ви
значенні узагальнених сил за формулою
(18.2) або (18.3) до активних сил Fj нале
жать також складові реакцій в ’язей, які вно
сять неідеальність (сили тертя).

За наявності сил опору середовища, при
кладених ДО 7-ї точки, як і пропорційні пер
шому степеню швидкості Fj = - μ , ν , , де μ(· — 
сталий коефіцієнт, відповідну узагальнену 
силу можна визначити з виразу 

ЗФ
<2 , = - — , y  = l , 2 ,..,/V, (18.8)

dq j
де Φ — функція розс іювання  або ди сипат ив 
на функція Релея.

" 1  т
Φ = Σ 0 ^ Λ 2. (18.9)

/=і1
З урахуванням формул (18.5) та (18.8) 

рівняння Лагранжа другого роду (18.1) мож
на записати так:

d  дТ  дТ  _ ЗП дФ
d t d c j j  dq j  d q j  dq j

j  = 1, 2 ,..., N,

+Q j ·

(18.10)

де Qj — складові узагальнених сил, що 
відповідають непотенціальним силам та си
лам, які не пропорційні першому степеню 
швидкості відповідних точок.

Методика застосування рівнянь Лагран
жа другого роду полягає у виконанні такої 
послідовності дій.

1. Дослідити характер в’язей, накладених 
на механічну систему, та визначити кількість 
степенів вільності.

2. Вибрати узагальнені координати в кіль
кості, яка дорівнює кількості степенів вільності.

3. Визначити узагальнені сили. Це мож
на здійснити кількома способами:

а) визначити узагальнену силу за фор
мулою (18.2) як коефіцієнт у виразі суми 
елементарних робіт активних сил на відпо
відних узагальнених можливих переміщен
нях. Для цього треба:

зобразити усі активні сили, що діють на 
точки механічної системи;

якщо серед в ’язей, накладених на систе
му, є неідеальні, додати до активних сил 
відповідні реакції в ’язей (наприклад, силу 
тертя);

надати системі незалежні узагальнені 
переміщення; їх має бути стільки, скільки 
узагальнених координат;

для визначення узагальненої сили ζ) , що 
відповідає у-й узагальненій координаті, об
числити суму робіт активних сил разом з 
реакціями неідеальних в ’язей на узагальне
ному можливому переміщенні &qj. Інші 
узагальнені можливі переміщення δ<7|, ..., 
δ<7 ; - ι ,  8qN вважати рівними нулю.
Тоді узагальнена сила Qj визначиться як 
коефіцієнт при δί/j. Усі інші узагальнені 
сили знаходять аналогічно;

б) якщо сили, які діють на механічну 
систему, є потенціальними, то треба визна
чити потенціальну енергію П механічної 
системи як функцію узагальнених коорди
нат. Узагальнена сила Qj визначається як 
частинна похідна (18.5) від потенціальної 
енергії за відповідною узагальненою коор
динатою qj, що береться зі знаком мінус;

в) визначити узагальнену силу з викори
станням формул (18.4).

4. Знайти кінетичну енергію системи як 
вираз, що залежить від узагальнених коор
динат та узагальнених швидкостей. Якщо рух 
системи відбувається в потенціальному си
ловому полі, то треба знайти потенціальну 
енергію системи, а потім скласти функцію 
Лагранжа.

. . дТ  дТ5. Визначити частинні похідні----- , ——
d q j  d q j

d  дТ  νі повні похідні за часом — - — . У випадку
dt ac/j

потенціальної системи треба знайти похідні
д L dL d  dL-----, ------ т а ---------.
d q j  d q j  d t dq j

6 . Скласти рівняння Лагранжа другого 
роду в одній із форм (18.1), (18.7) або (18.10) 
та зінтегрувати їх з урахуванням початкових 
умов.

7. Провести аналіз розв’язку відповідно 
до особливостей задачі, що розглядається.

§ 18.2. П РИ КЛ А Д И  РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

Приклад 18.1. Однорідний барабан А ра
діуса r  вагою Q обертається під дією пари 
сил з моментом М навколо осі, що прохо
дить через точку О. На барабан накручується 
нитка, до кінця якої прив’язаний вантаж В. 
Він має вагу Р  і ковзає вверх вздовж похилої 
площини, що утворює кут а  з горизонтом, 
причому коефіцієнт тертя ковзання дорівнює 
/(рис. 18.1). Визначити узагальнену силу для 
обраної узагальненої координати. Нитку вва
жати нерозтяжною та невагомою.

А

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дана механічна си
стема має один степінь вільності, оскільки 
накладання однієї нової в’язі повністю зу
пиняє її.

В’язями, що обмежують рух системи, є 
циліндричний шарнір у точці О, похила пло
щина та нерозтяжна нитка (рис. 18.1). Ці в’язі 
є голономними стаціонарними. Шарнір та 
нитка є ідеальними в’язями, похила площи
на не є ідеальною в’яззю: неідеальність вно
сить дотична складова її реакції (сила тертя 
ковзання).

За узагальнену координату візьмемо кут 
повороту барабана в напрямку його обер
тання, q  = φ .

Знайдемо узагальнену силу, яка відпові
дає вибраній узагальненій координаті, за 
формулою (18.2), визначивши елементарну 
роботу активних сил.

До точок механічної системи приклада
ються такі активні сили: сили ваги Q та Р  , 
пара сил з моментом М . Віднесемо до ак
тивних сил силу тертя ковзання Fw , яка 
напрямлена протилежно напрямку руху ван
тажу В, Fw  = f l l .  Тут N — нормальна скла
дова реакції похилої площини. Для визна
чення N знайдемо суму проекцій сил, які 
прикладені до вантажу В, на вісь, перпен
дикулярну до похилої площини, і прирівняє
мо її нулю. Отримаємо N = Р  cos а , тоді 
F^ = fP  cos а  .

Уявно зупинимо систему і надамо бара
бану можливе переміщення δφ у бік його 
повороту. Вантаж дотримає можливе пере
міщення δ.ν вздовж похилої площини. Вста
новлюємо зв ’язок між можливими пере
міщеннями (див. розділ 17):

δ ί = τ·δφ. ( 1)
Визначимо суму елементарних робіт ак

тивних сил Q та Р , пари сил та сили тертя 
FTр , яка відповідає можливому переміщен
ню δφ :

δΑ=δΑ(β) + δΑ(Ρ) + δΑ(Μ) + δΑ(/?τρ). (2)



Оскільки сила Q прикладена в нерухомій 
точці і її  робота дорівнює нулю, можна за
писати

δΑ = Ρ · δ ϊ  + Μ - δ φ + F^  δ? , (3)

де δφ — вектор, напрямок якого збігається 
з напрямком вектора кутової швидкості по
вороту барабана на кут δ φ . Відповідні до
данки, з урахуванням напрямків векторів, 
визначаються так:

Р ■ δ? = P8s cos(90° + α ) =
= -P s in  a d s  = -/-Psina6cp,

M ■ δφ = Μ δφ ,
F1V ■ = Ρτρδ.ν cos 180° = -/ P  c o sa/δφ.
Підставивши ці доданки у (3) і зібравши 

коефіцієнти при δ φ , отримаємо
δΑ = ( M - r P ( s in a  + / c o s a ) ) 6 cp. (4) 

За означенням узагальнена сила βφ — 
це коефіцієнт при можливому переміщенні 
δφ у виразі (4), тобто

Qq = М - rP (s in a  + / c o s a ) . (5)
Знайдемо тепер узагальнену силу, що 

відповідає узагальненій координаті q = s, яка 
є переміщенням вантажу В.

В цьому випадку як незалежне можливе 
переміщення вибираємо переміщення ван
тажу δ.ν. Тоді барабан має можливе пере
міщення δφ = δ ί/ r .

Виразимо елементарну роботу активної 
сили Р  , пари сил з моментом М  та сили 
тертя Рлр через узагальнене можливе пере
міщення b s :

δΑ (ρ ) = -/ ^ ίη α δ ί,  5а ( м  ) = Λίδφ = Μ δ ί/л, 

δA ( f ^  j = - / Р cos α δ ί .
Тоді вираз (3) запишемо так:

δΑ =
М
------/’ (s in a  + / c o s a ) δ ί . (6 )

Узагальнена сила як  коефіцієнт при 8s 
має вигляд

Приклад 18.2. Визначити узагальнені 
сили механічної системи (рис. 18.2), яка скла
дається з візка А масою т (, прикріпленого 
до пружини жорсткістю с, та вантажу М 
масою т2, підвішеного на невагомому стриж
ні завдовжки /. Вважати, що стрижень може 
рухатись лише у вертикальній площині. Тер
тям знехтувати.

М
Qs = ------P(sin a  + /  cos a ) . (7)

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дана механічна си
стема має два степені вільності і є голоном- 
ною консервативною системою з ідеальни
ми в’язями.

Положення досліджуваної механічної 
системи визначимо двома параметрами: ку
том відхилення φ  від вертикалі в площині 
Оху стрижня та переміщ енням в ізка х 
вздовж осі Ох. Початок відліку нерухомої 
системи координат Оху — точка О — збі
гається з лівим кінцем недеформованої пру
жини (рис. 18.2).

За узагальнені візьмемо координати φ 
та х. Визначимо відповідні узагальнені сили 
трьома способами.

Спосіб 1. Скористаємось формулою (18.4). 
До даної механічної системи прикладаються 
такі активні сили: сили ваги Р{ = /w,g і 
Д  = m-,g та сила пружності Fnp (рис. 18.2). 
Оскільки рух системи здійснюється тільки

у вертикальній площині Оху, у розгорнутій 
формі можна записати

дх. д у .
QX=Py , f L + ^ v T L + ^2, ^  + dr  ox ox

dx-,

3v->
+ P , „ - p -  + Fr

dx up X
3x3

dx
+ Fr

dy
npy 2 1

dx
„  „ dx, dy, „ dx-,

'x ~d^+ 'y ~d^+ 2x

( 1)+  P  ^ 1 + F  ^ l + F
2y 3φ p x 3φ p>’ 9φ 

Проекції активних сил визначимо згідно 
з рис. 18.2:

Рх = 0, Р[у = rn\g, Ρ2χ = 0. Р2у = » b g ,
F  = —сх F = 0 ^1 прх 1 np V U·

При складанні виразів (2) враховується, 
що пружина стискається.

Декартові координати точок прикладан
ня активних сил Рх, Р2 та Fnp виразимо 
через узагальнені координати φ  та х:

Х\ = х, >ї = 0 , 
х2 = х + / sin φ, 

ν-> = / coscp, (3)

x? = x - a ,  уз = 0 . 
де через а  позначена половина довжини візка.

Знаходимо частинні похідні від (3) за 
узагальненими координатами:

ЗХ|
дх

дх

1 = 1 = 0 .

дх
— = 1

Зуі 
дх

& . о .
дх

дхз _ ■ З.Уз _ 
дх '

0Х|

3<р
= 0

дх 
ду\ 
д(р

dx-, , dx,
—-  = /cos<p,^— 
d<p d(p

0 ,

= 0 ,

= -/ sin(p ,

дх
д(р

1 = 0 , ^ = 0 . 
θφ

Після підстановки цих похідних та про
екцій сил з виразів (2 ) у формули ( 1) отри
маємо шукані узагальнені сили 

Qx = - с х ,
(2φ = ~m2g l  sin  φ .

Спосіб 2. Для визначення узагальнених 
сил застосуємо формулу (18.2). Надамо ме
ханічній системі можливе переміщення δχ 
у бік додатних значень узагальненої коор
динати х, зафіксувавши при цьому кут φ 
( δφ = 0 ) . Визначимо елементарну роботу ак
тивних сил Р\ = g  і P2 = m 2g  та сили 
пружності Fnp на лінійних переміщеннях 
δη , δΑ , бг3 їх точок прикладання, що спри
чинюються можливим переміщенням δχ:

δΑ, = Р\Щ + Рфг2 + Fnp6 r3 . (4)
Враховуючи, що для фіксованої коорди

нати φ  стрижень ОхМ здійснює поступаль
ний рух, маємо δη = δ?2 = δ?3 .

Рашус-вектор η точки О, можна подати так: 
η = і ( х - а ) ,  (5)

де І  — орт координатної осі Ох, а — поло
вина довжини візка.

Після варіювання виразу (5) маємо 
δη = / δχ,

або
δη = Ьг2 = 6г3 = і δχ . (6 )

З виразу (6 ) випливає, що можливі пере
міщення δη , δη,, δ?3 напрямлені паралель
но осі Ох у бік її додатних значень. Тоді, з 
урахуванням напрямків векторів активних 
сил, з формули (4) отримаємо

δΑ, = /•’„ρδχ = - cx bx  = β (δχ, (7)
звідки

Qx = - ex .
Для визначення узагальненої сили Οφ 

надамо механічній системі можливе пере
міщення δ φ , зафіксувавши при цьому ко
ординату х. Тоді елементарну роботу вико
нує сила Р2 (точки прикладання сили Р\ та 
сили пружності Fnр не рухаються):

δΑ2 = Pjbib . (8)



Радіус-вектор г2 точки М можна подати 
в базисних векторах так:

r2 = і ( х - а )  + ii sin φ  + j l  cos φ .
Після варіювання цього виразу за коор

динатою Ψ (х = const, а  = const, / = const) 
маємо

δΡ2 = il cos φ  δφ -  у/ sin φ  δ φ . (9)
Беручи до уваги, що Р2 = ]m 2g  , вираз 

(8 ) з урахуванням (9) набуває вигляду

δΑ2 = ~m2g l  sin φ  δφ = βφδφ,

звідки

Οφ = ~M2g l  sin φ .

Зауважимо, що роботу активної сили Р2 
можна визначити як  роботу моменту цієї 
СИЛИ ВІДНОСНО ТОЧКИ підвісу стрижня 0|Л/

δΑ2 =Ρ2δ72 = Μ 0 ί (Ρ2)Εφ,

де δφ — вектор, напрямок якого збігається 
з напрямком вектора кутової швидкості по
вороту стрижня ОхМ  на кут δφ . Величина

моменту М 0^(Р2) = m 2g l s\ η φ .

Оскільки вектори Л/0| (А )  та δφ на
прямлені протилежно один до одного, от
римаємо

δΑ2 = М 0<( Р2 )δφ = - m 2g l  sin φδφ = β φδ φ .

Звідси β φ = ~m2g l sin φ  .

Спосіб 3. Активні сили fj = m}g  і А  = m~,g 
та сила пружності F є потенціальними 
силами, тому скористаємось формулою (18.5).

Визначимо потенціальну енергію П меха
нічної системи як суму потенціальних енер
гій візка А, точки М  та пружини:

П = П , + П 2 +П3 . (10)
Потенціальна енергія П] візка є сталою 

величиною, припустимо, що вона дорівнює 
нулю. Потенціальну енергію П 2 точки М 
обчислимо як роботу сили Р2 при пере

міщенні точки М  із заданого положення у 
найнижче:

П 2 = m2g/ (l-co s(p ). ( 11)
Потенціальну енергію П3 пружини ви

значимо як роботу сили пружності при пе
реміщенні візка з поточного положення, яке 
визначається додатним приростом коорди
нати х, у початкове. Оскільки початкове 
подовження пружини Δ/0 дорівнює нулю, а 
поточне Δ/ — координаті х, запишемо

n 3 =f ( ( A/ ) 2 - K ) 2) = V .  ( 12)
За формулою (18.5) дістанемо узагальнені 

сили

Єх=-  

θπ

a n
дх

<2Ф = ~— = -'W2 .?/sinΦ· ψ δφ
Приклад 18.3. Скласти рівняння руху 

математичного маятника масою т  завдовж
ки /, використовуючи рівняння Лагранжа 
другого роду.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Математичний маят
ник є прикладом невільної системи. Його по
ложення можна визначити декартовими ко
ординатами х та у  у координатній площині 
Оху (рис. 18.3). Рівняння в’язі має вигляд

f = x 2 + у 2 - І 2 = 0 . ( 1)

З рівняння ( 1) випливає, що в’язь є ста
ціонарною утримувальною голономною.

Кількість степенів вільності математич
ного маятника N = \.

За узагальнену координату візьмемо кут φ 
відхилення маятника від вертикалі: <7 = φ .

Припустивши, що сили опору відсутні, 
матимемо одне рівняння вигляду (18.7)

= о, (2)
dt  Зф 3φ

де L = T — Yl — функція Лагранжа матема
тичного маятника.

Кінетичну енергію маятника можна ви
значити так:

'r 1 2 1 / ■ 2 і ■ 2\Т = - т \  = - т ( х  + у  ) ,  (3)

причому координати точки М  подаються у 
вигляді

x = /sin(p, _y = /cos<p. (4)
Після диференціювання за часом фор

мул (4) та підстановки в (3) знаходимо

(5)Т = — ш/2ф2.
2

Для обчислення потенціальної енергії 
математичного маятника вважаємо, що вона 
набуває нульового значення в найнижчому 
положенні маятника. Тому шукаємо потен
ціальну енергію як  роботу сили ваги по пе
реміщенню маятника з поточного положен
ня в найнижче:

П = wg/(l-cos(p). (6 )
Отже, функція Лагранжа математичного 

маятника

L = т/ 2ф2 -  m g  І (1 -  cos φ) · 

Визначаємо частинні похідні 

-mg/sincp

(7)

dL ί . dL - -  = ш/'φ, —
dtp гіф

і підставляємо їх у (2). Після скорочень от
римаємо

Я ■ (p+ysm<p' = 0 . (8 )

Як видно, це рівняння є нелінійним, але 
розв’язок його для різних випадків загально
відомий.

Якщо кут відхилення маятника від вер
тикалі φ  малий, то рівняння (8 ) лінеари- 
зується:

ср + у< Р  = 0 .  ( 9 )

Його розв’язок можна подати у вигляді

φ  = Asin t + α (Ю)

де А і α  залежать від початкових умов.
Приклад 18.4. Барабан А обертається нав

коло нерухомої осі і приводиться в рух елек
тромотором В через редуктор, який склада
ється з чотирьох зубчастих коліс (рис. 18.4). 
До ротора електромотора прикладається по
стійний обертальний момент МЕ. При русі 
системи виникають моменти сил опору: 
М°а — в підшипниках осі повороту бара
бана А, М дП — в підшипниках осі повороту 
ротора електромотора, Л/£п — в підшипни
ках осі повороту зубчастих коліс 2 та 3. 
Відношення радіусів зубчастих коліс, тобто

п е р е д а т о ч н і  ч и с л а ,  —  = /34, -  /,2.

Скласти диференціальні рівняння руху 
барабана, якщо осьовий момент інерції ба-



рабана А та зубчастого колеса / дорівнює ІА, 
а осьовий момент інерції пари зубчастих 
коліс 2  і 3 та осьовий момент інерції ротора 
електромотора та зубчастого колеса 4 дорів
нюють відповідно /с й Ів .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дана механічна си
стема має один степінь вільності. Її рух об
межується стаціонарними утримувальними 
голономними в’язями. За узагальнену ко
ординату візьмемо кут повороту φ бараба
на А. Тоді рівняння Лагранжа другого роду 
матиме вигляд

d t  Зф 3φ φ ^
Знайдемо кінетичну енергію даної меха

нічної системи
Т = Т А + ТВ + Т С (2)

як функцію узагальненої координати та уза
гальненої швидкості.

Усі тіла даної системи здійснюють обер
тальний рух навколо нерухомих осей, тому

2т  1 , 2 т· I f
‘ А -  2  ‘ Αω Α в  ~  2  β0)β

т _ 1 , 2
‘c  -  j  ‘Γωσ ■

(3)

Тут Шд = ф . Виразимо кутові швидкості 
ω β і ω Γ через ф . Враховуючи рівність 
швидкостей в точках дотику коліс / і 2 , а 
також коліс 3 і 4, отримуємо

ω  j/] = оь ΐη , ω 3/·3 = 0J4 r4 ,

де ω !,ω 2 ,ω 3 ,ω 4 — кутові швидкості зубча
стих коліс.

Оскільки (η = о)д = ф, ω Γ = ω 2 = ω 3, ω β =
= ω4, маємо

0)с  = ф— = φ ί |2 , 
Τί

ω в  -  ω 3 — ~ Φ'ϊ 2;34 . (4)

Після підстановки озс  і ω β з виразів (4) 
у (3) отримаємо кінетичну енергію системи 
(2 ) у вигляді

Ф~ ('л + Ів‘і2~'34~ + Іс‘\г ) · (5)

Визначаємо частинні похідні:
ЗТ дТ / 2 , ■ ■ 2 \ ■
лі> ΘΦ “ ( А+ с ' 12 + / β ' 1 2 '34 ) φ · ( 6)

Узагальнену силу βρ визначимо з вира
зу елементарної роботи активних сил си
стеми. Надамо системі узагальнене можли
ве переміщення δφ у бік позитивних зна
чень кута повороту барабана А (рис. 18.4). 
Тоді, враховуючи кінематичні співвідношен
ня (4) та стаціонарність в’язей (дійсні пере
міщення є окремим випадком можливих), 
можна записати відповідні можливі пере
міщення тіл В та С:

(7)
До активних сил належать сили ваги тіл 

системи, пара сил, яка еквівалентна обер
тальному моменту. Умовно віднесемо до 
активних моменти сил опору.

Сили ваги на наданому можливому пе
реміщенні δφ роботу не виконують, ос
кільки вони прикладені у точках, які нале
жать осі повороту тіл.

Запишемо роботу обертального момента 
та моментів опору, умовно вважаючи їх ак
тивними:

6Λ = Λίδφβ -М д Пб(р-А/£пб<рс  -Λ/βΠδφβ.( 8 ) 
Підставимо переміщення б<рс і δφβ з 

формул (7) у вираз (8 ) і зберемо коефіцієн
ти при δφ :

δΑ = {Μ - М ° п - М 0с піі2 · Μ βΠ,ι 2;34 )8φ  ■ (9) 
Отже,
β φ = Μ -Μ ™  -Μ '/ηίι2 - Д С ' , 2'34 ■ (10) 

Диференціальне рівняння руху даної си
стеми після підстановки формул для частин
них похідних і узагальненої сили з (6 ) та ( 10) 
у вираз ( 1) набуває вигляду

( i  А + ^C'l2~ + І  В1•12*’'34*’ )ф  =

= М —М А° " - М с опіп - М в °"і12ім . ( 11) 
Рівняння (11) інтегрується за відомими 

правилами теорії диференціальних рівнянь 
з урахуванням початкових умов.

Приклад 18.5. Механічна система скла
дається з трьох тіл (рис. 18.5), маси яких 
Ш| = 2т, т2 = т, т3 = т. Момент М, який 
прикладено до нерухомого блока 1 радіуса 
/?і= 2г, — сталий. Радіус блока 2 дорівнює г. 
Блоки вважати однорідними суцільними ци
ліндрами.

Скласти рівняння руху системи в узагаль
нених координатах = х {х — відносна ко
ордината) і q 2 = φ  при таких початкових 
умовах: q l0 = 0 , q 2Q = 0 , q l0 = i0, q 20 = 0 .

a 6
Рис. 18.5

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Механічна система, 
рух яко ї досліджується, має два степені 
вільності, тому система рівнянь Лагранжа 
другого роду має вигляд

d_
dt

d_
d t

дТ_
у д х у

Ґдт_л

3ψ

дТ_
дх

дТ_
3φ

a n
дх

a n
3φ

+ β ,

+ βφ ■

( 1)

де Τ — кінетична енергія системи; Π —* *
потенціальна енергія, β ν,βφ  — узагальнені 
сили, які мають непотенціальний характер.

Визначимо кінетичну енергію системи
з

Т = ^ 7- як функцію узагальнених координат 
і=1

І швидкостей, де Tj — кінетична енергія окре
мих тіл.

Для блока /, що обертається навколо 
нерухомої осі, маємо 

1
Ті =- / ιω Γ

Осьовий момент інерції блока / як одно-
1 2

рідного циліндра дорівнює 1\ = —пцК\ =
= 4m r  , кутову швидкість виразимо через 
узагальнену кординату (0 [ = ф . Отримаємо

η  = 2шл2ф2 · (2 )
Рух тіла 3 можна подати як сукупність 

двох поступальних рухів: переносного руху 
разом з центром мас тіла 2 і руху тіла 3 від
носно цього центра зі швидкістю х. Швид
кість ν2 центра мас тіла 2 з урахуванням не- 
розтяжності нитки можна знайти на підставі 
співвідношення

ν 2 = ω, /?, = 2ф r . (3)
Тоді абсолютна швидкість тіла З 

V3 = V-, - х = 2ф r -  і .
Кінетична енергія цього тіла

1 1
7з = - " '3 v 3

1
ш (2ф г-л :)" . (4)

Блок 2 здійснює плоскопаралельний рух, 
його кінетична енергія

1 2 1 r 2/9  — — Ші Vo Н /о0)о .
- 2 “ - 2 ~ -

1
Осьовий момент інерції 72 = —»І2/?2 ·

Оскільки кутова швидкість блока 2 та віднос
на швидкість тіла 3 пов’язані співвідношен
ням х = ω 2/?2 , отримаємо

/ . ·X
Rn

Кінетичну енергію системи після дода- 
вання виразів (2), (4), (5) і підстановки да
них умови задачі запишемо у вигляді

1 1
ΤΊ = — /;ь (ф R, )" + — пі-, /?; 

- 2 '  4 -  ' (5)



T = 6  ηΐΓ~(θ“ + — nix' ■ 
4

■ 2  нігф і . (6 )

Знайдемо частинні похідні від кінетич
ної енергії:

)Т ?т
0,?  = о,

дх
з г
3<р

37’ 3 .
—  = —/НХ-
дх 2

2/нгф, (7)

~~ = 12тг~ф-2тгх.
Зф

Після диференціювання двох останніх
виразів за часом отримаємо

d_ 
dt  

d  ' 
d t

37' 
Зх 

37^ 
Зф ,

= — mix -  2ηΐΓψ ,

2 ··= 12//іг ф —2 /nrjf.
(В)

Визначимо потенціальну енергію системи

П — П j + П 2 + п 3

як  роботу сил ваги по переміщенню відпо
відних тіл з поточного положення в почат
кове (рис. 18.5):

П, = 0 ,  ГІ2 — 4 > 2 8  s 2 ’ П 3 = w3g ( . b - x ) .
Переміщення s-, центра мас тіла 2 визна

чається на підставі кінематичного співвідно
шення (3). Запишемо його у диференціалах 
та домножимо на dt.

ds-, = Я,</ф.
Після інтегрування цього виразу на інтер

валі [0 ; t\ отримаємо
■ь { ή ~ *2 (0 ) = /?, (ф (г)-ф (О )).

Звідси при нульових початкових умовах 
за координатою ф та s2 дістанемо

*2 (0 =ΛιΦ(0 ·
Тоді потенціальна енергія системи як 

функція узагальнених координат х та Ф 
набуває вигляду

П = ;» 2^Л|ф + ш3£(/?|ф -  х) = 4nigr(p -  n i gx .
Знаходимо частинні похідні за узагаль

неними координатами від потенціальної 
енергії системи:

ЗП ЗП „—  = ~mg,  —  = 4 m g r .  
οχ  σ(ρ

(9)

Узагальнені сили Qx та (L· визначимо 
як коефіцієнти при варіаціях узагальнених 
координат у виразі елементарної роботи не- 
потенціальних сил. До останніх належить 
пара сил з моментом М.

Зафіксуємо координату х і надамо ме
ханічній системі елементарне переміщення 
δφ у бік додатних значень зміни кута пово
роту φ  . Відповідна елементарна робота має
вигляд

δΑ = Λ/δφ,
звідки маємо

Оч = м .  ( 10)
На елементарному переміщенні δχ не- 

потенціальні сили роботи не виконують, 
тобто

<2 * = 0 . ( 11)
Отже, система рівнянь Лагранжа друго

го роду (1) з урахуванням виразів (7) — (11) 
запишеться так:

у  пік -  2/игф = m g ,
( 12)

I2mr~if)-2mrx = - 4  m g r  + M.
Рівняння (12) можна розв’язати віднос

но похідних
х = а0 = const, φ  = ε0 = const,

де α0 =
2 m g r  + M

εο =
- 8 m g r  + 3M

I m r  " 28mr“
Тоді перші інтеграли диференціальних 

рівнянь мають вигляд
X = Cl̂ t + С| , ф — Е0г + С3 , 

другі інтеграли —
r  r

х -  «о — + C{t + C2 , Ф - є 0 у  + С3г + С4 .

На підставі початкових умов визначаємо 
сталі інтегрування С, — С4 і отримуємо шу
кані рівняння руху механічної системи:

2m g r  + M і . -S in g r  + ЗМ іх — — 2--------f -+ x 0t ,  φ  = ------  —- — r .

Приклад 18.6. Механічна система складаєть
ся з п’яти тіл, маси яких відповідно дорівню
ють m  j ,  m 2 , i i i j , пі4 та пі5 (рис. 18.6, а). 
Тіло / рухається вздовж горизонтальної шор
сткої поверхні, коефіцієнт тертя ковзання 
при русі тіла 1 /=  0,1. Блок 4 — східчастий, 
причому радіуси його ступенів r  та 0,5г, а 
радіус інерції — і. Блоки 3 та 5  мають одна
кові радіуси, що дорівнюють г. До блока З 
прикладена пара сил з моментом М. Склас-

1

в г

ти диференціальні рівняння руху механіч
ної системи, якщо тіла з ’єднані невагомою 
нерозтяжною ниткою.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дана механічна си
стема має два степені вільності. Це визна
чається шляхом накладання двох додатко
вих в’язей — вони повністю зупиняють ме
ханічну систему.

За узагальнені координати візьмемо пе
реміщення тіла 1 вздовж горизонтальної



площини та кут повороту блока 3: q\ = х, 
q 2 = φ .

Вказаним узагальненим координатам 
відповідає наступна система рівнянь Лагран
жа другого роду:

d  дТ  дТ  „
= 2 φ· (D

d_ = 
d t  дх дх х' dt Зф 3φ
Для визначення узагальнених сил Qx та 

β φ скористаємось виразом (18.2). Нитка 
та осі обертання блоків є ідеальними в’язя
ми. Горизонтальна шорстка поверхня не є 
ідеальною. Тому до активних сил, прикла
дених до точок даної системи — сил тяжін
ня m xg ,  m 2g , m3g ,  m4g ,  m5g  та пари сил з 
моментом М, — умовно віднесено силу тер
тя FTр , яка вносить неідеальність (рис. 18.6, б). 
Враховуючи, що тіло / може здійснювати 
рух під дією нитки в правий бік, напрями
мо силу тертя ковзання в лівий бік вздовж 
площини руху.

Визначимо спочатку узагальнену силу Qx , 
яка відповідає узагальненій координаті х. Для 
цього зафіксуємо кут повороту φ  та надамо 
тілу / можливе переміщення δ/j , яке напрям
лене у бік додатного приросту узагальненої 
координати х. Обчислимо алгебраїчну суму 
елементарних робіт активних сил на можли
вих переміщеннях точок їх прикладання, які 
спричинюються переміщенням δΡ|:

δA = /H,£-5/j + Fw  ■ δί'| + 

+ m 2g  ■ δ?2 + m5g  ■ δr(h , (2 )

де δΡ2 та δΤ0 — можливі переміщення тіла 2 
та центра блока 5.

Зв’язок між можливими переміщеннями 
носить кінематичний характер. Оскільки тіло 4 
здійснює обертальний рух, маємо

δη δ/τ

З умови нерозтяжності нитки випливає, 
що швидкості точок Ста ΰ  будуть однакові, 
відповідно однаковими будуть і можливі 
переміщення цих точок: 

бгс  =δ/β.
У випадку фіксованого кута повороту φ 

блока 3 точка К е  миттєвим центром швид
костей тіла 5, яке здійснює плоскопаралель
ний рух (рис. 18.6, в). Тоді можливі пере
міщення центра 0 2 блока 5 і тіла 1 з ураху
ванням (3) пов’язані співвідношенням

U r D = U r , . (4)

Нитка, що з ’єднує тіло 2 і точку 0 2 , ру
хається поступально. Тоді на підставі (4) 
дістанемо

δη2 = 8го2
1 δηі · (5)

Отже, співвідношення (2) з урахуванням 
напрямків векторів можна записати у формі

δΑ = -F Tp6 r, + ̂  (ш2 + m5 )g 6 /j =

(т 2 + пц  ) g  -  F1тр δη . (6 )

Тут враховано, що сила m {g  роботу на 
переміщенні бг, не виконує. Силу тертя ков
зання визначимо з виразу FTp= f  Ν, а е  N — 
нормальна складова реакції поверхні руху 
тіла /, яка у випадку паралельності нитки 
до поверхні визначається так:

N = //і| g .
Використовуючи означення узагальненої 

сили і те, що δη збігається з додатним при
ростом δχ  узагальненої координати х, з ви
разу (6 ), записаного у формі δΑ = Qx8rx = 
= β νδ.ί, отримуємо

,1
(7)

r  0,5 г
де бгс  — можливе переміщення точки С 
(рис. 18.6, в). Отримаємо

Qx = (“  (т 2 + ш 5  ) ~ f m \ )g -  
Визначимо тепер узагальнену силу βφ, 

яка відповідає узагальненій координаті φ . 
Зафіксуємо тіло / на горизонтальній пло
щині і надамо блоку 3 можливе переміщен
ня δ φ , що відповідає додатному приросту
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кута повороту φ  (за стрілкою годинника). 
Обчислимо алгебраїчну суму елементарних 
робіт активних сил на можливих переміщен
нях, які спричинюються приростом δφ:

δΛ = М ■ δφ + m 2g  · δ?2 + m5g  ■ δ?0  ̂ .
Тут δ φ — вектор, напрямок якого збі

гається з напрямком вектора кутової швид
кості повороту блока 3 на кут δφ ; δ?-, та 
δ?ο2 — можливі переміщення тіла 2 та цент
ра блока 5, зумовлені приростом δ φ . З ура
хуванням напрямків векторів отримаємо 

δΑ = Μ δφ -  m 2g d r 2 -  m5gd r02. (8 )
Встановимо зв’язок між можливими пе

реміщеннями.
Тіло 3 (рис. 18.6, г) здійснює оберталь

ний рух, елементарне переміщення точки Е 
цього тіла

δηΕ = τδ φ . (9 )
Точка D при фіксованій узагальненій ко

ординаті х є миттєвим центром швидкостей 
тіла 5. Тоді можливі переміщення точки А"та 
центра 0 2 блока 5 пов’язані співвідношенням

Ьг(Х = ^ δ'λ·- (Ю)
Враховуючи, що нитка нерозтяжна і ча

стина нитки між точкою 0 2 і тілом 2 ру
хається поступально, можна записати

6гк  = δ/-/Γ, δΐ'2 = 8ro r  (H )
З виразів (9) — (11) отримаємо

δ '"2 =δΐ0 , =^/-δφ. ( 12)
Тоді узагальнена сила β φ визначається 

з виразу
1

δΛ = Μ δφ -  -  (іп2 + ш5 )£ί-δφ = β φδφ,
тобто

1
βφ = м  - - ( m 2 +m5) g r .  (13)

Знайдемо тепер вираз для кінетичної 
енергії механічної системи

г  = г, + τ2 + τ3 + τ4 +τ5
як функцію узагальнених координат х і φ 
та узагальнених швидкостей л і ф .

Кінетична енергія тіла /, що здійснює 
поступальний рух,

т 1 2 1 -2 
т\ = - ' ”ι ν ι = 2 ИІідс · (14)

Тут Vj = і  — узагальнена швидкість, яка 
відповідає узагальненій координаті х.

Тіло 2 рухається поступально, тому

т -  1 22 -  2  W2V2 ’ (15)
де v2 — швидкість тіла 2 , яка за умови не
розтяжності нитки дорівнює швидкості точ
ки 0 2 блока 5. Блок 5 здійснює плоскопа
ралельний рух (рис. 18.6, д), напрям швид
костей точок D та К відповідає додатним 
значенням узагальнених швидкостей і  і ф . 
Тоді швидкість точки 0 2 (і тіла 2 )  на підставі 
рис. 18.6, д  визначимо так:

1
ν 2 -  ν 0 2 - ~ ( ν ΛΓ -  vd)· (16)

Частини нитки CD і ΕΚ нерозтяжні, вна
слідок чого маємо

1 1
ν κ = ν £ = ω 3/-, vD = vc  = - ν β = - ν , . (17)

Тут ω 3 =ф — кутова швидкість оберталь
ного руху тіла 3. На підставі формул (16) та 
(17) запишемо

νσ2 = ν 2 = ~(Ψ ' · " * ) .  (18)
а після підстановки в (15) отримаємо

1 ч
т2 = — т 2 (2 ф г -х )~ .  (19)

Кінетична енергія блоків 3 та 4, які 
здійснюють обертальний рух навколо неру
хомих осей, визначається так:

т  1 ■ 2 1 , · ">тз -  2  3ω 3 -  2  3φ  ’

1 , 1 1 ,- / 4СО4 = - / 4
2  2

(2 0 )

Осьовий момент інерції / 3 для однорідно

го блока подається у вигляді /3 = —/и3г '.

Момент інерції /4 східчастого блока визначи
мо через радіус інерції / 4 =іп4і~.

1 2  Т е о р е т и ч н а  м е х а н і к а 353



Оскільки блок 5 здійснює плоскопара
лельний рух, його кінетична енергія визна
чається з виразу

Т5 = ^ " '5 ν 02 + ” /5ω 5·

Кутову швидкість ω 5 блока 5 знайдемо, 
використовуючи залежність між швидкостя
ми точок D і К та відстанями від цих точок до 
миттєвого центра швидкостей Я (рис. 18.6, д):

ω5 = —̂  = — . (2 1 )
5 РК PD

Оскільки РК  = 2r  — PD, то пропорцію 
формули (2 1 ) можна записати так: 

p D . у к  = (2r  -  PD)vD.
Звідси, збираючи коефіцієнти при множ

нику PD, отримаємо пропорцію

„  _ VD _ VK + V'ω 5 - JL
PD 2 r

Підставимо в цей вираз праві частини 
формул (17). Отримаємо 

2  фг + х
ω 5  = ■ 4г

(2 2 )

Формули (18) та (22) підставимо у вираз 
для кінетичної енергії блока 5 і врахуємо, що 
блок 5є однорідний циліндр, тобто його осьо

вий момент інерції / 5 = ~ m 5r~. Таким чи

ном дістанемо

7’5 =-^-ні5 (2(2ф r - х ) 2 +(2ф г  + і ) 2 ) .  (23)

Отже, кінетична енергія даної механіч
ної системи як сума виразів (14), (19), (20) 
та (23) дорівнює

1 о 1 і
Т  = — п ц х ~  Η-------- п і п ( 2 ( р г - х ) ~  +

2 32 “

1 2 · 1 1 + —ньг~(ІГ + — ПІА
4 3 2

ґ · \ І . О І"  +

+ ̂ / н 5 ^2 (2ф г-х ) 2 + (2фг + х ) 2 j . (24)

Визначаємо частинні похідні від отрима
ного виразу за узагальненими координата

ми та узагальненими швидкостями. Відсут
ність змінних х та ф у виразі (24) дає змогу 
записати

^ о Л - о .
дх  дф

дТ_
дх

1
ІП, + ----/Ні +  Піл

1 16 2 4

' і ' Н-----пи
32 Ь

----- (2  пи  +нц)гф,
16 Z

(25)

Зт 1 ί 1—  = -  (2 пц  + 4/«з + Зпц )г2ф---- (2пь  + » 15 )гх
Зф 8 16

Після диференціювання за часом двох 
останніх виразів отримаємо рівняння руху 
механічної системи у формі ( 1):

1
пц + т 2 + пц Н---- пи

32 5

—- ( 2 /и2 +/н5)гф = Д(/и2 +m5) - f i n l ) g ,
16 4

1 7..-{ 2 т 2 + 4 т 3 +3/)г5 )г"ф -
8

-  — (2пи + пи )гх = М -  -  (/)?-. + //ц )gr.
16 '  2 '

Приклад 18.7. По призмі А, похила пло
щина якої утворює кут а  з горизонтом, 
ковзає тіло В вагою Р2 (рис. 18.7, а). До тіла В 
за допомогою циліндричного шарніра О 
приєднано тонкий однорідний стрижень OD 
вагою />, завдовжки /. Стрижень здійснює 
коливання навколо осі О, яка перпендику
лярна до площини рисунка. Скласти дифе
ренціальні рівняння руху даної механічної 
системи, беручи до уваги, що до призми А 
вагою Р3 прикріплена пружина жорсткістю с. 
Тертям знехтувати.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дана механічна си
стема має три степені вільності. Положення 
призми А задамо координатою х. Положен
ня тіла В задамо відносно призми А відстан
ню 5 точки О від деякого початкового поло-

1̂A / V W

ш ш щ г т т т Ш /////Ш
Рг

a
Рис. 18.7

ження (рис. 18.7, б). Положення стрижня 
OD задамо відносно тіла В кутом відхилен
ня від вертикалі φ .

Отже, за узагальнені вибираємо коорди
нати q { = х, q2 = s, q3 = φ  .

Даній сукупності узагальнених коорди
нат відповідає система трьох рівнянь Лаг
ранжа другого роду:

d  дТ  дТ  _

δА = Qxb x = -схб х ,

dt дх 
d d T
dt d s  
d  dT

dx
dT
ds
dT

тобто
QX = - C X .  (2)

Зафіксуємо тепер змінні x та φ  і надамо 
додатний приріст змінній s. Знайдемо ал
гебраїчну суму робіт активних сил на мож
ливих переміщеннях їх точок прикладання, 
що зумовлені узагальненим можливим пе
реміщенням 6 s ( δ ί> 0 ) :

δΑ = δΑ(ί\ ) + δΑ(ΡΊ ) = P f i s - c o s

= q , , 

= β φ .

π
—  α  
2

( 1) + /i65-COS — -
I 2

α = (Pi + P2) s i n a d s .  (3)

d t  Зф дф 
Визначимо узагальнені сили, які відпові

дають вибраним узагальненим координатам.
Спочатку зафіксуємо параметри s  та ф , 

а узагальненій координаті х надамо узагаль
нене можливе переміщення δχ у бік додат
них значень і знайдемо алгебраїчну суму 
робіт активних сил на можливих переміщен
нях точок їх прикладання, зумовлених пе
реміщенням δχ. Активними силами є сили 
ваги Р\ ,Р і  і Р з та сила пружності Fnp = 
= — сх. Для заданого можливого переміщен
ня роботу виконує тільки сила пружності:

Коефіцієнтом при 5.S у виразі (3) є уза
гальнена сила Qs, тобто

Qs ={Р\+Р2 ) s i n a . (4)
Знайдемо останню узагальнену силу £?φ , 

яка відповідає узагальненій координаті φ  . 
Зафіксуємо змінні х та s  і надамо можливе 
переміщення δφ , напрямлене у бік додат
них значень узагальненої координати φ . 
Тоді можлива робота активних сил на пере
міщеннях точок їх прикладання,які спричи
нюються узагальненим переміщенням δφ , 
має вигляд



Робота сили ваги Я\, яка прикладена у 
центрі мас С стрижня, визначається так:

&4(Я[) = - f j  ysincp&p. (5)

Коефіцієнт при δφ у виразі (5) дорів
нює шуканій узагальненій силі

<2φ = -/ ^ s in (p . (6.)

Визначаємо тепер кінетичну енергію си
стеми як функцію узагальнених координат 
та узагальнених швидкостей.

Кінетична енергія призми А, яка рухаєть
ся поступально,

т 1 ·2 1 Л  -2 /7ч
ТА = ~ тУх = - — * ■ (у)

„ .„ 2 2 #Тіло 5  здійснює поступальний рух, якии 
є сукупністю двох поступальних рухів: пе
реносного руху зі швидкістю а та віднос
ного, швидкість якого і  , а кут між напрям
ком цих рухів дорівнює а . Тоді

Тв = — п ь \ 2в  = — (х 2 + s2 + 2x.vcosa). (8 )
2 2 g

Стрижень ΟΖ) здійснює плоскопаралель
ний рух, його кінетична енергія 

1 -> 1
TOD - Ус+--/<и>ф·· (9)

Швидкість центра мас С стрижня 0Z) 
визначимо так:

\ 2С =  x}- + Ус  ’ (І®)

де Хс  , Ус — проекції швидкості точки С в 
нерухомій системі координат Кху. Коорди
нати точки С

І .
xr  = х + .ν cos a  + — sin φ, c  2

/
Ус -  а  -  s  sin a  -  — cos φ.

Після диференціювання за часом отри
маємо

. /хс  = x + i  cos a  + φ — cos φ,

. / .yc  = - s s in a  + ψ —sin(p.
( 11)

Беручи до уваги, що момент інерції стриж-
пц і2

ня OD відносно осі підвісу l OD = , для
кінетичної енергії системи, на підставі фор
мул (7) — (11), маємо

Т = ТА + Тв + TOD = -  -  (Я, + Р2 + Я3) х2 +
2 g

1 і Я / 2 , 2+ ~ ( P l +P2) s - + ^ ~  φ “ +
2 g  6  g

+ —(P[ + ΡΊ )χ .^ο& α  + ^ -  P\l(pxcos(p + 
g  ~ 2 g

+ —  P\l(psc os (φ+ a ) . 
2£

( 12)

Знаходимо частинні похідні від кінетич
ної енергії

ї - о .  ї  = 0 ,
Зх Зі

3Г 1
—  = ------Ρ|/[χφ5ίηφ + ίφ5 ίη (φ  + α )] ,
3φ 2 g

дТ  1 1  і—  = — Ях + — (Я, + P ,) ic o s a  + —  Я^фсовср, 
дх g  g  '  2 .?

θ Τ' 1
—  = — (Ρ1+Ρ) )(s + xcos a )  +
Зі g

+—  fJApcosicp + a ) , 
2g

(13)

37- Я / ' . 1 , ч1—  = — ф + —  fj/[xcoscp + scos((p + a )J ,
Зф 3g  2 g

де Я = Я, + Я2 + /*з·
Частинні похідні (13) та узагальнені сили

(2), (4), (6 ) підставимо в (1) і отримаємо 
шукані диференціальні рівняння:

d_
dt

Рх + (Ру + Я2 ) іс о 5а  + у  P\l(pcosq = - g x ,

— [2(Я| + Я2) ( і  + xcos а )  + 
dt

+Я,/фсо5((р + а ) ]  = 2(Я, + Я2 )#5Іпа, (14)

Я / ' .. 1 г.. Г{1 .—— φ+ — f}/|xcos(p+scos((p+a)j =-----sintp./?/ -

§ 18.3. ЗАДАНІ 
ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ

18.1. Два барабани масою m, та т 2 з не
рухомими осями обертання з ’єднані пасо
вою передачею (рис. 18.8). До барабана / 
прикладено пару сил з моментом М. Визна
чити кутове прискорення барабана 2 , якщо 
в підшипниках його осі обертання діє мо
мент сил опору Моп. Радіуси барабанів до
рівнюють г, та г2. Барабани вважати одно
рідними суцільними циліндрами.

п . 2Mr-,
В і д п о в і д ь :  Єі =-

■2 М оп'І

(пц +П12)Г\Г2
18.2. Редуктор складається з двох коніч

них зубчастих коліс з нерухомими перпен
дикулярними осями обертання (рис. 18.9). 
До шестерні / з боку мотора прикладається 
сталий обертальний момент М. Зубчасте 
колесо 2 насаджено на одну вісь з бараба
ном А. Скласти диференціальне рівняння

руху барабана, якщо момент інерції шестір
ні /дорівнює /,, а момент інерції зубчасто
го колеса 2 разом з барабаном — /2. Спільна 
твірна конічних зубчастих коліс утворює кут 
a  з віссю обертання колеса 2 .

В і д пов і д ь :  (/]/“ -і-/2)ср = Мі, де і = tg a  .
18.3. Клин масою m, = 2 кг з кутом 

a  = 30° при вершині ковзає вздовж гладкої 
вертикальної стіни (рис. 18.10) і зсуває брус 
масою ш2 = 3 кг. Визначити прискорення 
клина, якщо коефіцієнт тертя ковзання при 
русі бруса /=  0 , 1.

В і д п о в і д ь :
пц -/ (ш , +m2)tg a

w = — ------=---- —  g  = 5,38 м/с2.
пц + //Hitga + /;i2t g 'a

18.4. Механічна система складається з 
однорідного суцільного блока / вагою Я,, 
з’єднаного пасовою передачею зі східчастим 
блоком 2 вагою Я2, та вантажу вагою Q 
(рис. 18.11). До блока / прикладено момент 
пари сил М. Скласти диференціальне рів-



няння руху вантажу, вважаючи, що він 
піднімається вгору за допомогою нерозтяж- 
ної мотузки. Радіус блока 7 дорівнює /?(= г, 
великий та малий радіуси блока 2  відповід
но Rj= 2 г ,  г2 =  г, радіус інерції блока 2  до

рівнює
В і д п о в і д ь :  (2РХ+ЗР-,+ Q )—'s = —М -

g  r
- Q ,  де s  — переміщення вантажу Q вгору.

18.5. Механічна система, що складаєть
ся з рухомого блока / та нерухомого блока 2 , 
рухається під дією сил ваги (рис. 18.12). 
Визначити прискорення центра ваги ру
хомого блока, якщо блоки є однорідними 
циліндрами вагою Р х та Р2 відповідно. Ча
стини невагомої нерозтяжної нитки, як і 
не охоплюють блоки, вважати вертикаль
ними.

В і д п о в і д ь :  w = ------------ g .
ЗР, +4 Р2

18.6. Однорідний суцільний коток 2, на 
який намотано невагому нерозтяжну мотуз
ку, рухається вздовж похилої площини без 
ковзання (рис. 18.13). Другий кінець мотуз
ки намотано на блок 1, він обертається під 
дією пари сил з моментом М. Скласти ди

ференціальне рівняння руху блока 1, якщо 
маси тіл дорівнюють відповідно т х і т2, ра
діуси Л| та R2. Масу блока вважати рівно
мірно розподіленою по ободу.

j  2 ··В і д п о в і д ь :  (пц +  - т 2 )г1 φ  = М  —
О

1
—  т 2g r\ s i n a .

18.7. Однорідний ланцюг АВ завдовжки /, 
частина якого розташована на горизонталь
ному виступі (рис. 18.14), перебуває у спо
кої. Довжина звисаючої частини а. Скласти 
диференціальне рівняння руху ланцюга, 
якщо коефіцієнт тертя ковзання ланцюга 
при його русі по горизонтальній частині ви- 
ступа дорівнює /  Визначити, за яких умов 
ланцюг буде рухатись.

Рис. 18.14

В і д п о в і д ь :  l x - g (  1+f ) x = g [ a - ( l - a ) f ^ ,  
х — переміщення точки А по вертикалі вниз. 
Рух можливий за умови a > ( l  - a )  f  .

18.8. Однорідна мотузка АВ завдовжки / 
розташована на двох гранях нерухомої приз
ми (рис. 18.15), які складають кути а ,  та 
а 2 з горизонтом (а ,  > а 2) .  Довжина лівої 
від точки перегину частини мотузки дорів
нює а. Скласти диференціальне рівняння 
руху мотузки, вважаючи її нерозтяжною. 
Тертям знехтувати.

В і д п о в і д ь :  / x -g (s in a|  + s in a 2 )x  = 
= g [ a s in a ,  - ( / - a ) s i n a 2] , x — переміщен
ня точки А.

18.9. Два вантажі, з ’єднані невагомою 
нерозтяжною ниткою, перекинутою через 
невагомий блок, можуть ковзати вздовж 
бічних поверхонь призми (рис. 18.16). Приз
ма розташована на гладкій горизонтальний 
площині. Скласти диференціальні рівняння 
руху системи в координатах х та s, де х — пе
реміщення тіла / відносно призми, s  — пере
міщення призми. Маси вантажів дорівнюють 
/И| та т 2 відповідно, маса призми ту  Бічні

поверхні призми утворюють з горизонталь
ною площиною кути а ,  та а 2 відповідно.

В і д п о в і д ь :  (пц  cos а ,  + т 2 c o s  а 2 ) х -

-  (пц + т2 + т3) s  = 0 , ( щ  + т2) х -  (пц cos а ,  + 

+ т2 cos а 2 ) s  = пц g  sin а ,  -  m2g  sin а 2.

18.10. Призма 1 масою може пересу
ватись вздовж гладкої горизонтальної пло
щини (рис. 18.17). На бічній поверхні приз
ми, кут якої з горизонталлю дорівнює а ,  
знаходиться тіло 2 масою т2. Пружина жор
сткістю с  приєднана одним кінцем до тіла, 
другим до призми. Скласти диференціальні 
рівняння руху системи в узагальнених ко
ординатах s  та х, початок відліку осі х узяти 
в положенні статичної рівноваги тіла 2 .

Рис. 18.17

В і д п о в і д ь :  ni2x c o s a  + (m\ + m2)'s = 0 , 

т 2х + nj2 's cos a  = - c x  .

18.11. Нерозтяжна мотузка, яку приєдна
но до вантажу 1 масою т {, охоплює рухо
мий блок 4 і намотується на малий шків 
східчастого блока 3 з нерухомою віссю обер
тання (рис. 18.18). До осі блока 4 прикріпле
но на нерозтяжній мотузці вантаж 2  масою 
т2. Визначити прискорення вантажу 1, якщо 
східчастий блок 3 має масу т 3 та радіус 
інерції г\І2. . Блок 4 вважати однорідним 
суцільним циліндром масою т4. Частини 
мотузки, які не охоплюють блоки, вважати



вертикальними. Радіуси блоків вказано на 
рисунку.

В і д п о в і д ь :

w.
4//!| -  іп2 -  111 з

32т, + 2 пі-, +1 її η-, +16 п і
•8 g.

18.12. Вздовж однорідного стрижня О В 
масою /и, завдовжки а може пересуватись 
кулька D масою т2 (рис. 18.19). Кулька 
з’єднана з одним кінцем пружини жорсткі
стю с, другий кінець якої закріплено у точці О. 
Скласти диференціальні рівняння руху си
стеми в узагальнених координатах φ  та х, 
беручи до уваги, що довжина вільної пру
жини дорівнює /0 (/0 < а).

1 2 7В і д п о в і д ь : - п ц а  φ  + т 2(І0 + .v)'(p +

ґ 1 л
+2nh (/0 +х)лф = - nh g a  + m2g ( l 0 +х) sincp.

18.13. Один кінець невагомої нерозтяж- 
ної мотузки з ’єднано з вантажем 1 масою 
/Я| (рис. 18.20), який рухається вертикально 
вниз. Другий кінець мотузки намотано на 
коток 2, який розташований на горизон
тальній площині і має масу т2. Коефіцієнт 
тертя ковзання мотузки об площину дорів
ню є/ Знайти прискорення тіла / та центра 
котка С, вважаючи коток однорідним су
цільним циліндром.

18.14. На блок / радіуса Rx вагою Р,, який 
обертається під дією пари сил з моментом М  
навколо нерухомої осі, намотано невагому 
нерозтяжну мотузку (рис. 18.21). Другий

2т 2х -  т 2 (Iq + х)ф“ = - с х  + m 2g  cos φ .

Рис. 18.23

кінець мотузки намотано на рухомий блок 2 
вагою Р2. Вважаючи блоки однорідними су
цільними циліндрами, знайти величину М 
моменту пари сил, при якій прискорення 
центра ваги блока 2 дорівнює нулю.

В і д п о в і д ь :  M = (P l +P2)Rl .
18.15. Вантаж А вагою Рх з’єднано з не

вагомою нерозтяжною мотузкою, яку намо
тано на однорідний суцільний барабан В ва
гою Р2 і радіусом r  (рис. 18.22). Вважаючи, 
що вантаж А рухається під дією сили ваги у 
вертикальній площині з розкачуванням на кут 
Θ, скласти диференціальні рівняння руху си
стеми. Довжина мотузки між тілом А та не
вагомим точковим блоком С в початковий 
момент часу дорівнювала /0. Тертям в осі по
вороту барабана та блока знехтувати.

В і д п о в і д ь :

(Р, + Р2 ) г і р - Р { ( /0 +фг)0" = P{g cos0, 

d  Г -> ί
— (/о +(рг) " 0  = - g ( l 0 +<f>r )s in 0 . 
at  L J

18.16. Планетарний механізм, зубчасті 
колеса якого рухаються в горизонтальній 
площині, перебуває під дією моментів пар 
сил М та М2, прикладених відповідно до криво
шипа ОА та колеса 2 (рис. 18.23). Колеса 1 
та 2 вважати однорідними суцільними диска
ми масами /я, та т2. Маса східчастого колеса 
та його радіус інерції відносно осі власного 
обертання дорівнюють т 3 та г\/2 . Криво
шип ОА вважати однорідним стрижнем ма
сою тА. Радіуси коліс /?,= 2r, R2= 3r, r3= r , 
/?3= 2г. Скласти диференціальні рівняння 
руху системи в узагальнених координатах φ, 
та ср2 .

В і д п о в і д ь : 2 ш| + 12т
4

+ -  пц  
З

г 2 ср, -

-(24/и3 +4і щ ) г 2(р2 = -(24ш 3 +4ш4 )х

х/-2фі + — і іь + 54ш3 +1 2ш4 r ф2 = Λ ί,— М.
-  2

18.17. Зубчасті колеса планетарного ме
ханізму, зображеного на рис. 18.24, розта
шовані в горизонтальній площині і рухають
ся під дією моментів пар сил Л/, та Л/2, при
кладених відповідно до коліс І та 2. Колеса 
/ та 2 — однорідні суцільні диски, що ма
ють масу /77, та т2, а маса східчастого колеса З 
дорівнює т у  Радіус інерції колеса J  віднос
но осі власного обертання і = rs] 2 . Криво
шип ОА вважати однорідним стрижнем ма
сою тл. Визначити співвіднош ення між



моментами пар сил Мх та Л/2, при якому 
зубчасте колесо 2  обертається рівномірно. 
Радіуси коліс вказано на рисунку. 

В і д п о в і д ь :

M j _ 27/н,+З6/7ї3 + 8ш4

Μ Ί Юнь

18.18. Механічна система (рис. 18.25) 
складається з двох рухомих блоків 3  і 5, цент
ри яких з ’єднано невагомою нерозтяжною 
ниткою, нерухомого блока 4 та вантажів / і 2. 
На блоки 3 і 5 намотано нитки, які з ’єдну
ються з вантажами 1 і 2. Частини нитки, що 
не охоплюють блоки, вертикальні. Блоки 
вважати однорідними циліндрами однако
вого радіуса R та однакової маси т. Маси 
вантажів т х та т2■ Скласти диференціальні 
рівняння руху в узагальнених координатах 
x ,, х2 та φ , де хх, х2 — переміщення ван
тажів відносно центрів рухомих блоків. Ви
значити кутове прискорення ε блока 4.

В і д п о в і д ь :  

1

/Ні + — III
2

ή  -m , flip = /«,#,

m-) + — m  
-  2

пц + п ь  +—ІП
'  2\ У

= (ni2 - m l )gR ;

R φ  -  пц R'x\ + m 2Rx2

e  = ip- m2 -  niI
(20m2m\ + 8 m2m  + 8 пцт + 3 m z)R

•2 mg.

'x2 + m2Rip = Illi g ,

§ 18.4. РОЗРАХУНКОВІ ЗАВДАННЯ

Механічна система, що складається з 
чотирьох або п’яти тіл, рухається під дією 
сил ваги та пари сил з моментом М  сталої 
величини. Дані для розв’язання задач наве
дено в табл. 18.1. Схеми механізмів подано 
на рис. 18.26.

Знайти кінематичні рівняння руху сис
теми в узагальнених координатах q j і q2, які 
вказано в таблиці, при заданих початкових 
умовах.

У завданні позначено: через φ, (/'= 1,2,3) — 
кути повороту блоків, додатні напрямки яких 
показано на рисунках дуговими стрілками; 
S|, s4 і ί 5 — абсолютні переміщення відповід
них тіл; 5, ,  — абсолютні переміщення
центрів рухомих блоків 2 та 3. Узагальнена 
координата х є відносною і відповідає пере
міщенню тіла 4 вниз.

У табл. 18.1 позначено: т ]у т2, /и3, яг4, 
т 5 — маси тіл; /?,, Л2, г х, г2 ~ радіуси вели
ких та малих кіл східчастих блоків / та 2 ; /', 
та і2 — радіуси інерції цих блоків відносно 
горизонтальних осей, які проходять через їх 
центри. Блоки, для яких не вказано радіуси 
інерції, вважати суцільними однорідними 
циліндрами.

При виконанні завдання масами ниток 
знехтувати. Сили опору в осях обертання не 
враховувати.

Зразки виконання завдання наведено у 
прикладах 18.5 і 18.6.



Рис. 18.26 (продовження)

Рис. 18.26 (закінчення)

Таблиця 18.1

Варіант

Маси тіл Радіуси блоків Радіуси
інерції

Узагальне
ні коор
динати

Початкові умови

т , т г т , ЛІ4 m s R , r  I R i r i R , 11 І 2 Ч\ 41 q  пі in  1 q  2« 9  m

1 т 4  т т 2 пі m r - 2 r r 0,5/· - r s /2 Ψ2 X 0 0 -Vo 0

2 т 5 т т пі 0 ,5  in r - 2 r r /· - r j 2 Фі X 0 0 0 0

3 4/и 111 2  т 111 - 2 r r 0 ,5  r - 0 ,5  r r V 2 - Ф2 X 0 0 0 •'o

4 т пі 3 т 2 т m r 0 ,5  r r - - Г у / 0 3 - 53 X 0 0 0 0

5 2 т III т 111 2 m r r - - - Фі $s 0 0 0 '5 0

6 т 5 т т m - r - 2 r r r - r S Фі φ 3 0 0 Ψ.10 0

7 4 т 2 т т 2 m Ill 2 r r l , 5 r - r r f 2 - Фі ,ν 0 0 0 0

8 т З т 111 111 0 .5 m r - 2 r - /■ - - ■S3 Фз SJO 0 0 0

9 З т 2 т т m - 2 r - r 0 ,5  r /· - r - j o j i Фі ψ.1 0 Φιο 0 0

10 2 т 4 т т 2 m - - - 2 r r /■ - r4~2 Λ’] φ3 ■S' 10 0 0 0



В а р і а н т

М а с и  т і л Р а д і у с и  б л о к і в
Р а д і у с и

ін е р ц Г і

У з а г а л ь н е 

н і к о о р 

д и н а т и

П о ч а т к о в і  у м о в и

т , IIIг т> m , m s R , r\ R i n R i i\ i l Чі Чг ?ІІІ ?1 » Чиї Яго

11 З т 2 т т 2 m 111 2 r - r 0 ,5 0 ,5 - ι φ . 5 Фі Ф з 0 0 0 Фзо

12 2 т З т т 111 0 ,5  m 2 r - 2 r r r - r V 2 X 0 0 0 -*о

13 5 т т т 111 - 3 r r r - V - Ф і Фз 0 0 0 0

14 т 2 т 2 т III 0 ,5  m 1,5/· r 2 r - - r - Ф2 ν 0 0 *0 0

15 т 2 т т 111 3 m /■ - 2 r - /· - - Фі S 4 0 0 0 0

16 2 т 4 т т m - 2 r - 2 r /■ r - r t f Φ2 X Фго 0 0 0

17 5 т 2 т 111 111 0 ,5  in 3 r /· 2 r - r - Φ| Фз 0 0 Фзо 0

18 т т 111 2 m 111 V - /· - r - - Φι X 0 0 0 0

1 9 т 4 т m 111 - r - 2 r /· r - r j 2 Φ2 X 0 0 0 0

2 0 т 5 т 111 2 m - - - 3 r /■ 2 r - r S ■Vi X ■У зо 0 0 0

21 т З т m 111 0 ,5  m r - 2 r 0.5/· r - Г І Ї ■ν·, X 0 0 0 0

2 2 т 4 т 111 2 m in /· 2 r 0,5/· 0 ,5/ - r t f Φ : Λ Ф20 0 0 0

2 3 5 т 2 т 111 111 - 3 r /■ r - 0 ,5/· r S - Α'ΐ V •V їп 0 0 0

2 4 2 т т 4 m 111 0 ,5 ш 2 r /· r - - - Λΐ Фз 0 'зо 0 0

2 5 2 т т 2 m 111 111 2 r - r - 2 r - - '4 Фз 0 0 Фзо 0

2 6 т З т 111 2 m - /· - r 0,5/· /· - r s j o . 5 Φι ї 0 0 0 0

2 7 5 т З т III 2 m Ill 3 r /· 2 r 2 r r f l - Λ: V ■':и 0 0 0

2 8 З т т 2 m 2 m III 2 r - /· 2 r - Λ'2 Фз 0 0 Фзо 0

2 9 4 т 5 т 111 2 m - 2 r - 2 r /· r - Φι -V 0 0 0 -'о

3 0 2 т 2 т 2 m 111 - - - /■ 0 ,5  r r -

is

Φ2 .V 0 0 •V» 0

Р о з д і л  1 9
М А Л І К О Л И В А Н Н Я  М Е Х А Н ІЧ Н О Ї СИСТЕМ И

§ 1 9 .1 . С Т ІЙ К ІС ТЬ  Р ІВ Н О В А ГИ

Вивчення коливань механічної системи 
тісно пов’язане із дослідженням стійкості 
її  положення рівноваги.

Деяке положення системи називається 
положенням р івноваги , якшо система, що пе
ребуває в початковий момент в цьому поло
женні за нульових початкових швидкостей, 
весь час залишається в цьому положенні.

Всюди надалі, якщо не сказано інше, 
розглядається голономна стаціонарна кон
сервативна механічна система. Положення 
системи визначається за допомогою узагаль
нених координат <7|,с/2.........q^ (N  — число
степенів вільності системи).

Розглядаючи деяке положення рівнова
ги, узагальнені координати можна подати у 
вигляді

1 = 1...... N. (19.1)
де сталі значення qm відповідають поло
женню рівноваги. Тоді координати .ν,......xN
характеризують відхилення системи від по
ложення рівноваги і тому самі називаються 
відхиленнями системи.

Положення рівноваги q\Q.q_>о.........<7/vо
називається ст ійким , якщо за достатньо ма
лих початкових відхилень x f  (тут і надалі
/ = 1 ...... N)  і достатньо малих початкових
швидкостей .ν,0 система весь час руху не 
виходить за межі як завгодно малого (на
перед заданого!) околу положення рівно
ваги, маючи при цьому як завгодно малі 
швидкості і ?  .

Якщо в положенні стійкої рівноваги ви
конуються умови

1іт  \(іі (О- *7/01 = ° ’ 1іт|^(0| = 0· (|92)/—>oo'
το положення рівноваги називають асимп
тотично стійким.

Нехай П = П(<7, ......q N) — потенціаль
на енергія системи. Наступна теорема вста
новлює достатні умови стійкості рівноваги.

Теорема Лагранжа—Діріхле. Якщо в деякому 
положенні консервативної системи потенціаль
на енергія має строгий мінімум, то це положення 
є  положенням стійкої рівноваги системи.

Ця теорема залишається справедливою і 
для неконсервативної системи, яку можна 
отримати з консервативної додаванням ди
сипативних та гіроскопічних сил.

Теорема Л агранжа—Діріхле визначає 
лише до ст ат ні  умови стійкості рівноваги. 
Взагалі кажучи, не можна стверджувати, що 
стійка рівновага має місце лише в точках міні
муму потенціальної енергії, а відсутність 
мінімуму потенціальної енергії в положенні 
рівноваги системи автоматично означає його 
нестійкість.

Проблема обернення теореми Лагран
жа—Діріхле на сьогодні повністю не розв’я 
зана. Частковий її розв’язок дають дві тео
реми Ляпунова, які встановлюють деякі до
статні умови для нестійкості положення 
рівноваги.

Вираз для потенціальної енергії систе
ми розкладемо в ряд Тейлора в околі по
ложення рівноваги <г/,о (ТУТ ' надалі / =
= 1...... N ), обмежуючись членами не більш
як другого порядку малості відносно відхи
лення х:

π = π 0 + χ

/V N <

+ Σ Σ
j=\k=ІV

8 -П
dqjdcfr.

a n
dq ,

X; +
Jo

XjXk + o И - (19.3)
Jo

Теорема Ляпунова  /. Якщо потенціальна 
енергія  П (<·/,.... ,<7у ) консервативно ї  си стеми



в полож енн і  р івноваги н е  ма є  мінімуму і цей 
факт м ож на  встановити за  членами дру го го  
п ор ядк у  в розкладенн і (19.3), н е  розглядаючи  
членів вищих порядків, то полож ення  р івнова 
ги  є  нестійким.

Теорема Ляпунова II. Якщо потенціальна 
ен ергія  П (<7|, . . . ,  <7д,) консервативно ї  си стеми  
в п ол ож енн і  р івноваги  має ст ро гий  максимум  
і ц ей  факт м ож на  в становити з а  членами 
найниж чого  пор ядку  в розкладенн і  (19.3), то  
пол ож ення  р івноваги  є  нестійким.

Далі розглянемо розкладення (19.3) по
тенціальної енергії в ряд Тейлора в околі 
положення стійкої рівноваги q i0 , обмежу
ючись членами не більш як другого поряд
ку малості відносно відхилень х , . Оскільки 
потенціальна енергія визначається з точністю 
до довільної сталої, завжди можна вважати 
П0 = 0, тобто просто не виписувати явно цей 
член. Далі, оскільки положення рівноваги 
виділене за критерієм мінімуму потенціальної 
енергії, то другий доданок також дорівнює 
нулю. Отже, отримаємо

N /V

[Ι = τ Σ Σ γ « λ λ ·  c Jk = 
j=l/l= 1

д 2П
d q jd q k

.(19.4)
А)

Таким чином, потенціальна енергія л і
неарізованої системи є квадратичною фор
мою її відхилення х від положення рівно
ваги. Оскільки в положенні рівноваги по
тенціальна енергія дорівнює нулю і це є 
мінімальним значенням, то П(<7 ) буде до
датно визначеною функцією.

Знак будь-якої квадратичної форми ви
значає наступна теорема.

Теорема Сільвестра. Для т ого ,  щ о б  к в а д 
рат ична  форма була д о д а т н о  ви знач еною ,  
необх ідно  і д о ст ат ньо ,  щ о б  у с і  д іагональн і  
мінори матриці к в а др ат и чн о ї  форми були  
додатними.

Скориставшись виразом (19.4), запишемо 
матрицю і головні діагональні мінори цієї 
квадратичної форми:

С11 с \2 с13 · • C\N

С2І С*22 *̂23 ■ C2N

С31 с32 сзз · ■ с3 Ν

S ni CN 2 C/V3 · ■ CNN _

(19.5)

Δ, - с и , Д2 - С 11 с 12

С 21 с 22

C11 c 12 c 13 c n  . . .  CyN

Δ3 = C2I ^ 2 2 c 23 , А д г  =

C31 c 32 c 33 CN\ .. c NN
З урахуванням введених позначень кри

терій додатно визначеної квадратичної фор
ми (19.4) має вигляд

Δ, >0, Δ ι > 0, Δ/ν >0. (19.6)

§ 1 9 .2 . С КЛ А Д А Н Н Я  ТА Д О С Л ІД Ж Е Н Н Я  
Л ІН Е А Р ІЗ О В А Н И Х  

РІВНЯНЬ РУХУ СИСТЕМИ

Розглядаємо стаціонарну голономну си
стему з N степенями вільності, що має при
наймні одне положення стійкої рівноваги. 
Рух такої системи може бути описаний си
стемою рівнянь Лагранжа 11 роду

d_
dt

аг _ _ а п _ З Ф
dq, J dq, dq , 'dq, '

/ = 1,2.......Ν, (19.7)
де Τ — кінетична енергія системи; П — її
потенціальна енергія; Ф — дисипативна 
функція Релея.

Якщо в початковий момент часу поло
ження системи взяте достатньо близьким до 
положення стійкої рівноваги, а початкова 
швидкість є достатньо малою за абсолют
ною величиною, то протягом усього руху 
будуть залишатись малими за абсолютною
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величиною як  відхилення системи, так і 
узагальнені швидкості. Ця обставина доз
воляє зберегти в диференціальних рівняннях 
руху тільки лінійні члени відносно відхи
лення та швидкості, а члени вищих порядків 
відкинути. Тоді диференціальне рівняння 
руху стає лінійним, тобто задача лінеарі- 
зується.

Для отримання лінеарізованих рівнянь 
руху механічної системи доцільно дотриму
ватись таких рекомендацій.

1. Вираз для кінетичної енергії записує
мо в положенні стійкої рівноваги, поблизу 
якого буде досліджуватись рух системи. Це 
означає, що узагальнені координати слід 
подати у вигляді (19.1).

Якщо кінетична енергія залежить від 
координат іу,·, то при обчисленні їм слід 
надати “рівноважні” значення q l0.

Як узагальнені швидкості приймемо 
швидкості відхилення хі- В результаті от
римаємо

γ N N

Т = ^ Σ Σ α Α ( <]\0'--^clN0)xj xk . (19.8)
7 = 1 *=1

Отже, кінетична енергія лінеарізованої 
системи є додатно визначеною квадратич
ною формою швидкостей і ,  ї ї  відхилення 
від положення рівноваги.

2. Для потенціальної енергії використо
вуємо розкладення (19.4).

3. Дисипативну функцію Релея також за
писуємо у вигляді квадратичної форми швид
костей відхилень:

(19.9)
І N N

ф = 2 Σ Σ Μ Λ .  
ζ  7=1 k=l

Оскільки qi0 = const, заміна qt на а, не 
впливає на коефіцієнти β;* .

Як видно з виразів (19.4), (19.8), за уза
гальнені координати тепер маємо відхилен
ня хі . Саме для них і складаємо рівняння 
Лагранжа II роду, які будуть описувати малі 
коливання системи:

d_
dt

аг |_аг = _ап
dx, dx; dx,

1 / ' 1
ЗФ

-— ,/ = 1 ,2 ,..., Ν.
ΟΧ:

Підставляючи i i  Ф з виразів (19.8) та 
(19.4) у рівняння (19.10), дістанемо систему 
N лінійних диференціальних рівнянь дру
гого порядку із сталими коефіцієнтами:
N
Σ ( θ Λ  + М /  + сііхі ) = 0, /' = 1,2,..., /V. (19.11)
7=1

Позначимо оператор диференціювання 
_ d

як  Р -  — . Тоді систему (19.11) можна пере- at
писати у вигляді

Σ ( α ί]Ρ2 +VijP + Cij)xj = 0 , 1 = 1,2 , . . . ,Ν. (19.12)
7=1

Система рівнянь має нетривіальні роз
в’язки, якщо визначник системи (19.12) до
рівнює нулю:

Δ  =

а\\Р2+$\\Р+С\\ 

а2\Р2 +Р1|Р+С2!

a N \ P  +P/VlP + <:M 

або в явному вигляді

• ° 2 n P  + $2 n P + c2.

■un n P  + $ n n P + cn

= 0 ,

a mPm + a m -iP m 1 +··· + α {ρ  + α0 =0. (19.13) 
де, очевидно, m  = 2Ν . Це рівняння назива
ють характеристичним. Взагалі кажучи, воно 
має 2 N комплексно-спряжених коренів, що 
мають вигляд р к = Хк ±і(ок , де Хк — дійсна 
частина; і = - 1; (Ок — циклічна частота ко
ливань; к = 1 , . , . ,Ν .

Використовуючи формулу Ейлера

е ±іт = cos cor ± / sin со/,

загальний розв’язок системи (19.11) можна 
подати у вигляді
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λ
χі = Σ β j ' [c a cosω /  + Du s'n ω / )’

;=1

i = l,. .. ,N , (19.14)

де Су , Djj — сталі інтегрування.
Як можна бачити з виразу (19.14), для того, 

щоб положення рівноваги було асимптотич
но стійким відповідно до визначення (19.2), 
дійсні частини λ, коренів характеристично
го рівняння мають бути від’ємними.

Висновок про асимптотичну стійкість 
системи можна зробити, не знаходячи в яв 
ному вигляді характеристичного рівняння 
(19.13), на підставі критерію Гурвіца: для того, 
щ об  в с і  корен і рівняння (19.13) мали в ід  ’ємні 
д ій сн і  частини, необхідно і до статньо, щ об  у с і  
головні діагональні мінори матриці,

a l a 3 « 5  · . 0

«0 «2 «4 . . 0

0 «1 a 3  ■ . 0

0 a o a 2 ■ . 0

0 0 «1 ■. 0

0 0 0  . a m

що складена з коефіцієнтів рівняння (19.13), 
були додатними, тобто

Δι — i?і > 0 , Δ-ι —“і
«о

«з
ib

> 0 ,

«1 «3 «5 · . 0

«0 «2 C14 . 0

0 a \ a 3 · . 0

0 a 0 «2 · . 0

0 0 a, . . 0

0 0 0 . • a„i

> 0 .

З цього критерію, зокрема, випливає, що 
всі коефіцієнти характеристичного рівнян
ня мають бути додатними. Цей наслідок 
можна використовувати як  найпростіший 
тест на правильність складання рівнянь ма
лих коливань системи.

19.3. Приклади р о з в ’я зу вання  задач

Приклад 19.1. Тіло (рис. 19.1) масою т 
може рухатись поступально вздовж гладень
кої похилої площини, встановленої під ку
том а  до горизонту. Тіло підвішено на пру
жині жорсткістю є. У початковий момент 
часу тілу, що знаходиться в положенні 
рівноваги, надається швидкість ν 0 .

Рис. 19.1

Визначити положення рівноваги системи, 
взявши за початок відліку положення тіла, 
що відповідає недеформованій пружині. Пе
ревірити його стійкість. Знайти закон ма
лих коливань системи навколо положення 
рівноваги.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Дану задачу неважко 
розв’язати, виходячи з елементарних мірку
вань, проте застосуємо загальну методику для 
того, щоб показати, як завдяки використанню 
загальних принципів отримують очікувані ре
зультати.

Отже, визначимо положення рівноваги 
системи. Відповідно до умов задачі, початок

відліку координати q  матимемо в поло
женні тіла, що відповідає недеформованій 
пружині; координатну вісь напрямляємо 
вздовж похилої площини донизу.

Обчислимо потенціальну енергію систе
ми. Перш за все, слід визначитися з поло
женням системи, що відповідає нулю по
тенціальної енергії. Оскільки потенціальна 
енергія завжди визначається з точністю до 
довільної сталої, цей вибір не принциповий 
і має на меті лише спрощення відповідних 
виразів.

Потенціальна енергія системи складаєть
ся з потенціальної енергії П пр деформова
ної пружини і потенціальної енергії Пт? 
тіла в полі сили тяжіння. За нульовий рівень 

,П пр природно взяти положення тіла, що 
відповідає недеформованій пружині. Тоді 
маємо

2

П п р ^ ·  (19.15)

Те саме положення приймемо і за нульовий 
рівень П , отримаємо

ПШ1, = -m gqs'ma ..  (19.16)

Додаючи (19.15) і (19.16), знайдемо пов
ну потенціальну енергію системи:

2

П = ^ — m gq sm a .  (19.17)

Для визначення положення рівноваги 
системи обчислимо

дП
—— = cq ~ m gs\ na .  (19.18)
dq

Отримаємо рівняння рівноваги 
c q  -  m g s in a  = 0 ,

з якого знайдемо положення рівноваги:

<70 = -—-sina. (19.19)
с

Цілком очевидно, що рівновага вданому 
випадку є сталою. Для того, щоб формально 
переконатись у цьому, достатньо, використав
ши (19.18), знайти

^  = с > 0 .  (19.20)
Зр

остання нерівність свідчить про те, що 
функція П має в цьому положенні строгий 
мінімум. Отже, відповідно до теореми Лаг
ранжа—Діріхле рівновага є сталою.

Перейдемо до складання рівняння ма
лих коливань системи. Виконаємо заміну 
координат

q = q 0 + x ,  (19.21)

де <70 ~  положення рівноваги системи, що 
визначається виразом (19.19).

Кінетична енергія системи

і не залежить від конкретного значення q0 .
Потенціальну енергію системи запише

мо на підставі (19.4) з урахуванням резуль
тату (19.20), отримаємо

ся-2
п  = — · (19.23)

Неважко переконатись, що після фор
мальної підстановки q (19.21) у вираз для 
потенціальної енергії (19.17) з урахуванням 
(19.19) одержимо той самий результат.

Отже, беручи до уваги отримані вирази 
(19.22) та (19.23), рівняння малих коливань 
системи запишемо у вигляді

тх + сх = 0 .  (19.24)
Загальний розв’язок цього рівняння має 

вигляд
x ( t )  = Cisincoz + C^cosco/, (19.25)

де ω= - J d m  — циклічна частота коливань 

системи. Сталі інтегрування С, та С2 об
числимо на підставі заданих початкових 
умов:

.ї(0 )=  0; x -  v (0 )=  v0. (19.26)
З (19.25) знаходимо

і  (/) = С i tocosco/ -  C2a>si n ay .



Далі запишемо 

jc(0) = Сі = 0; jc(0 )=  Схш= v0.

Нарешті,

x ( t )  = — sinoar 
ω

Приклад 19.2. Однорідний диск (рис. 19.2) 
радіусом R і вагою Р  може обертатися у 
вертикальній площині навколо нерухомої 
осі Οζ , що проходить через його край. У точ
ці А, що лежить на одному діаметрі з точ
кою О, до диска прикріплено пружину жор
сткістю с ,  протилежний кінець якої закріп
лений нерухомо в точці В. Відстань ОА = а. 
Коли відрізок ОА займає вертикальне по
ложення, вісь АВ пружини горизонтальна, 
а пружина недеформована.

Довжину І недеформованої пружини 
вважати значно більшою за відстань а.

Знаходимо
П т = PR coscp (19.28)

(за нульовий рівень потенціальної енергії 
сили тяжіння взято рівень шарніра О )■ Далі 
запишемо

.Л 2
(19.29)П = ^ -  

пр 2  ’
де Δ — зміна довжини пружини при дефор
мації:

I / \2
/ _ λ

/2+ 2asin—1 - 2/-2asin—cos ί  + β -/
І 1 2 J 2 I 2  J

о 1 / \ 71 <РВраховуючи, що р=  - ( π - φ ) -  ,

цей вираз можна звести до вигляду

Δ = І/ +4а • Ф , Ф asm  —+ /cos — • Φ /sin-----/.

Рис. 19.2

Знайти положення рівноваги диска і пе
ревірити їх стійкість.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розглядатимемо кут φ 
(рис. 19.3) відхилення відрізка ОА від вер
тикалі як  узагальнену координату.

Потенціальна енергія системи складаєть
ся з потенціальної енергії П т диска в полі 
сили тяжіння та потенціальної енергії Ппр 
деформації пружини:

Рис. 19.3

Вважаючи довжину / недеформованої 
пружини дуже великою, знайдемо

/-*»1 V *■)
Підставивши знайдену зміну Δ у (19.29), 

і далі (19.28) та (19.29) у (19.27), отримаємо

Cd Ί
П = f7?cos<p + —  shr<p. (19.30)

Для визначення положень рівноваги об
числимо

ЗП
Зср = -P/isinip + ca sin(pcos(p =

= ( - P R  + c a  2cos(p)sin(p. 

Звідси маємо рівняння рівноваги

( - P R  + c a2coscp jsincp = 0.

Це рівняння має розв’язки

<Р[ = 0 ; φ 2 = π; φ 3 4 = ±arccos

(19.31)

PR

Зауважимо, що розв’язки ср3.4 існують лише 
за умови PR < с а  .

Для перевірки стійкості застосуємо тео
рему Лагранжа—Діріхле. Повторно дифе
ренціюючи (19.31), знаходимо

- Р И с о щ  + с а 2 |2cos2<p -1  j .
а 2п

3φ2

Після прямої підстановки отримаємо
/  <■» ч

3 2П
3φ 2

= -P R  + ca~
φ=0

Умови теореми Лагранжа—Діріхле буде 
виконано, якщо

са~ > P R .
Саме за такого співвідношення пара

метрів системи “верхнє” положення рівно
ваги ( φ  = 0 ) буде стійким.

Далі
a Jn
3φ2

= PR + c c r .
φ=π

Ця величина завжди додатна, тобто “ниж
нє” положення рівноваги ( φ = π )  завжди 
стійке.

Нарешті, аналогічною підстановкою мож
на переконатися, що для φ 3 4 умови теоре
ми Лагранжа—Діріхле не виконуються ніко
ли в межах існування відповідних розв’язків. 
Можна показати, що відповідні положення 
рівноваги — завжди нестійкі, а кути φ 3 та <р4

визначають граничні точки областей притя
гання до положень стійкої рівноваги φ, та ср2.

Приклад 19.3. Матеріальна точка М ма
сою т  вміщена в тонку трубку з діелект
ричного матеріалу, що утворює коло радіу
са R. Трубку розташовано у вертикальній 
площині. Точка М несе сталий електричний 
заряд <70 . Такий самий точковий заряд q0 
зафіксовано в найнижчій точці О. Знаки 
обох зарядів однакові.

Визначити положення рівноваги точки М 
і дослідити їх стійкість.

Впливом матеріалу трубки на електрич
не поле двох зарядів знехтувати.

Вказівка: потенціальна енергія системи 
двох точкових зарядів q{ , q2 , що знаходять
ся на відстані r  один від одного,

1
П = <7і<72

4πε,о г
де ε0 — стала діелектрична проникність 
вакууму.

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Потенціальна енер
гія системи складається з потенціальної енергії 
матеріальної точки М в полі сили тяжіння

П, = //!gfl(l-coscp) (19.32)

і потенціальної енергії електричного поля
системи двох зарядів q0

, 2 . 2
1 <?0 _ 1 %П і =

4πεη
-.(19.33)

г0 ОМ 4πε0 2V?sin((p/2)

Склавши (19.32) і (19.33), отримаємо повну 
потенціальну енергію системи:

П = mgR (  1 -  coscp) + - 1 %, х . (19.34) 
4πε0 2/?sin (φ/2)

Записавши рівняння рівноваги системи, 
одержимо

а п
3φ

= mgR  sincp-

1
--------------- f ^ - i c o s 2
4πε0 2tfsin (φ / 2 ) 2 2



Рівняння рівноваги отримуємо, прирівню
ючи цю часткову похідну до нуля. Після 
мінімальних перетворень наведеного вище 
виразу запишемо це рівняння у вигляді

4 n , g R s i n ^ -  — ----------- f -------
2 4πε0 2Rsin‘  (φ/2)

cos — = 0 . 
2

(19.36)
Це рівняння має два розв’язки, що відпо

відають двом положенням рівноваги:

S i n < M Яо

q l  < 32m 0m gR 2,

φ 2 = π. (19.37)
2 ]] 3 2 m 0mgR

Зауважимо, що положення рівноваги при 
φ = φ, існує лише в тому разі, коли

(19.38)

причому у випадку точної рівності розв’язки 1 
і 2 збігаються, тобто Фі = <р2. У випадку ж стро
гої нерівності точка М має два положення 
рівноваги: нижнє, що відповідає значенню ко
ординати φ  = φ, , і верхнє, при φ 2 = π , що є 
дійсно найвищим можливим положенням 
точки М у трубці.

Якшо нерівність (19.38) не виконується, 
точка має лише верхнє положення рівноваги.

Перевіримо знайдені положення рівно
ваги на стійкість. З (19.35) знаходимо

Ί
Яо

16πε0 /?sin (φ/ 2 )

τ φ 
co s ' — +з / „ ι ο\ 2

1 %
32πε0 /?sin(cp/2) 

, 2
1 Яо+

= mgRcos<p +

Ί φ
co s ' — + 

216πε0 /?sin (φ/ 2 )

1 <7ο · 2 ψ+--------------- ^ --------sin —
32πε0 fisin- (φ/2) 2

ι 21 Яо= mgRcosq)

1

32πε0 /?sin_ (φ/2) 

Яо _„2 Ψ
32πε0 /?sin' (φ / 2 )3/ t\ cos "2 ' (^ .39 )

a2n
3φ2

Положення рівноваги буде стійким, якщо

> 0 , і  нестійким, якщо
д 1П

дер2
< 0 .

Враховуючи (19.36), знаходимо

а2п
Зср2

: mgRcos(p l + mgR  + ingRcos' : Φι _

= mgR  (і + cos(P|) + — mgR(\ + coscp,) =

= ^»!g/?(l + cos(p1). (19.40) 

При будь-якому маємо

^ 2п Л

д(р
= — mgR  ( і  + coscp]) > 0,

тобто нижнє положення рівноваги є стійким. 
Далі запишемо

3 2П = -m g R  + - Яо
θφ ” 32τιε0 RV ψ  7φ=φ2=π υ

Зрозуміло, що останній вираз буде до
датним тоді і тільки тоді, коли не виконуєть
ся нерівність (19.38). Інакше кажучи, верхнє 
положення рівноваги буде стійким тоді і 
тільки тоді, коли не існує нижнє.

Отже, точка М завжди має лише одне 
положення стійкої рівноваги. Якщо параметри 
системи задовольняють умову (19.38), то по
ложення стійкої рівноваги визначається ко
ординатою φ  = φ, з (19.37). У іншому випад
ку положення рівноваги буде стійким, якщо 
точка М займає найвище положення, яко
му відповідає значення координати φ  = π .

Приклад 19.4. Механічна система — куля 
масою т  = Зкг, закріплена на горизонталь
ній гладенькій площині на трьох пружинах 
жорсткістю с, = 60 Н / с м , с 2 = 40 Н / см і 
с3 =50Н/см (рис. 19.4). Всі пружини розташо
вані в горизонтальній площині, в якій здійс
нюється рух кулі. У положенні спокою пру
жини не деформовані. Кулю вважати матері -

альною точкою. Довжини пружин є значно 
більшими за їх деформації в процесі руху кулі.

Скласти рівняння малих коливань кулі 
навколо положення рівноваги.

Рис. 19.4

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Система має два сте
пені вільності. За узагальнені координати 
приймаємо відхилення х та у  кулі від по
ложення рівноваги вздовж відповідних ко
ординатних осей.

Система рівнянь Лагранжа матиме вигляд

d_
dt

дТ
дх дх dt

дт_
dv

3  = 0. (19.41)
д у

Порівнюючи ці рівняння із загальною 
формою (19.10), можна помітити, що ми 
одразу виключили доданки, які для даної 
системи, напевно, дорівнюють нулю. Зок
рема, оскільки кінетична енергія Т систе
ми буде записуватись у положенні рівнова
ги, вона не залежатиме від узагальнених ко
ординат х та у ; тому відповідні частинні 
похідні дорівнюють нулю. Виключено та
кож доданки, що містять функцію Релея, 
оскільки розсіювання енергії в даному при
кладі не враховується.

Кінетична енергія кулі, що розглядаєть
ся як  матеріальна точка,

T = ^ m v 2 = ^ m [ x 2 + y 2y  (19.42)

Потенціальна енергія системи складаєть
ся з потенціальних енергій деформації трьох 
пружин:

9 9 2£ιΔι С'їД т СоД-5
П = - ! - ! -  + -2 -^  + - 2 - і ,  (19.43)

2 2 2
Де А] 2 3 — деформація (зміна довжини)
відповідної пружини.

Запишемо

Δ[ = AM = >Jx2 + (l\ -  у ) 2

Δ2 = ΒΜ - l 2 =

= y j ( - l 2 cos 30° -  x)2 + ( - / 2 sin 30° - у ) 2 -  /2,

Δ3 = DM - / 3  =

= ^ ( / 3 cos45° - x ) 2 + ( - /3  sin4 5 ° - у )2 -/3,
(19.44)

Де 1̂,2.3 — довжина відповідної пружини у 
недеформованому стані.

Враховуючи, що Δ| <к /,, можемо набли
жено прийняти

Δ, = lim ( AM -/ ,)  =

= l im ( ^ -  +(/, -  y j

,Jx2 + (/, - y )2 +/, 

x2 + v 2 - 2 l , v= lim
Ί χ2 + (/l 3’ )" +/1

x2 + y 2 - 2 l . y  ...
= lim --------------- L" -= -v . (19.45)

21,

Аналогічно отримаємо
Δ2 = xcos 30°+ у  sin 30°, (19.46)

Δ3 =-jccos45° + .ysin45°. (19.47)
Підставляючи Δ, , Δ2 і Δ3 з (19.45), (19.46), 

(19.47) в (19.43), запишемо



Π = “ Cj у2 + ^ c2(jrcos30°+ ysin30°)2 +

1 ,
+—c3 ( js in 4 5 0 -A 'cos450)“ =

= -^(0,75c2 + 0,5c3 )x 2 +(0,443c2 -0 ,5 c 3)xy +

+ ̂ (c j +0,25c2 + 0,5c3) y2. (19.48)
Визначивши похідні від кінетичної та 

потенціальної енергії за узагальненими швид
костями і координатами та підставивши їх у 
рівняння (19.41), отримаємо систему двох 
диференціальних рівнянь другого порядку:

аи х + сп х + с12у = 0 ,

а 22У + с 2\х + с 22У =0, (19.49)

0,1 = «22 = т  = Зкг, 
q ,  =0,75с2 + 0,5с3 =

= 0 ,75-40 + 0,5-50 = 55Н/см, 

с 22 ~с \ +0,25с2 +0,5с3 =
= 60 + 0,25-40 + 0,5-50 = 95Н/см,

С| 2 = с 21 = 0 ,443с2 -  0 .5с3 =
= 0 , 4 4 3 - 4 0 - 0 , 5 - 5 0  = - 7 , 28Н/СМ.

Система рівнянь (19.49) описує малі ко
ливання системи відносно положення рів
новаги.

§ 19 .4 . ЗАДАЧІ ДЛЯ С А М О С ТІЙ Н О ГО  
Р О ЗВ 'Я ЗУВ А Н Н Я

19.1. На верхньому кінці А однорідно
го стрижня ОА (рис. 19.5) масою т  зав
довжки / закріплена пружина, яка при вер
тикальному положенні стрижня горизон
тальна і недеформована.

Якій умові має задовольняти жорсткість с  
пружини, щоб вертикальне положення рівно
ваги стрижня було стійким? Визначити період

малих коливань стрижня навколо цього поло
ження рівноваги.

19.2. Вантаж А масою т  закріплений 
на правому кінці невагомого стрижня ОА 
(рис. 19.6) завдовжки /, який утримується у 
вертикальній площині за допомогою шарні
ра О і пружини BD. У положенні рівнова
ги стрижень розташований горизонтально, 
OB = d .  Визначити період малих коливань 
стрижня навколо вказаного положення рівно
ваги, якщо в початковий момент часу йому 
надана мала кутова швидкість ω0 .

В і д п о в і д ь :  Т = 2 π —. — 
а  V с

19.3. Визначити власну частоту радіальних 
коливань тонкого круглого кільця (рис. 19.7). 
Радіус кільця R, площа поперечного пере
різу F, густина матеріалу р, модуль пруж
ності 1-го роду Е.

Вказівка. У поперечному перерізі кільця 
при розтягненні-стисненні пружна сила 
N = EFR~l w, де w — радіальна деформація 
кільця (додатні значення N та w відповіда
ють розтягненню кільця).

п· * 1 βВ і д п о в і д ь :  f  = -----  — .
2nR у  р

19.4. Однорідний прямолінійний стри
жень ОА (рис. 19.8) завдовжки І масою m  
закріплений у вертикальній площині за допо
могою шарніра О та вертикальної неваго
мої пружини жорсткістю с .  У положенні 
рівноваги стрижень розташований горизон
тально.

Приймаючи за узагальнену координату 
кут φ повороту стрижня, визначити ампліту
ду та період його малих коливань. У початко
вий момент часу стрижень був відхилений від 
положення рівноваги на малий кут φ0 та 
відпущений без початкової швидкості.

В і д п о в і д ь :  Т = 2π. — ; φ  = cp0cos.I— t .
V Зс V m

19.5. Однорідний суцільний диск (рис. 19.9) 
масою m  закріплений у вертикальній пло
щині за допомогою шарніра О і пружини 
жорсткістю с .  У положенні рівноваги д іа
метр ОА розташований вертикально, а пру
жина АВ горизонтальна і недеформована.

Рис. 19.9

Визначити, якій умові має задовольняти 
жорсткість пружини, щоб це положення рів
новаги було стійким. Визначити також період 
малих коливань диска навколо вказаного по
ложення рівноваги. Тертя в шарнірі О не 
враховувати.

В і д п о в і д ь :  ο  —  ,Τ = 2 π  I—
4r \2(4c r - m g )

19.6. У механічній системі вертикальна 
рейка АВ (рис. 19.10) закріплена за допо
могою двох однакових пружин жорсткістю с .  
Маси рейки та кожного із двох однакових 
зубчастих коліс дорівнюють m .

Не враховуючи маси пружин і тертя на 
осях О, , 0 2 і вважаючи колеса суцільними



однорідними дисками, визначити циклічну 
частоту і період малих коливань стрижня А В.

2 с  т
В і д п о в і д ь :  ω 0 = ./—  , Т= 2п. —  .

V пі ν 2с
19.7. Однорідний суцільний диск (рис. 19.11) 

завдовжки / може котитися без ковзання по 
горизонтальній площині. До центра О диска 
прикріплено дві однакові пружини жорсткі
стю с кожна. Визначити малі коливання цен
тра О диска, якщо в початковий момент часу 
центр знаходився в положенні статичної 
рівноваги і йому надана мала початкова 
швидкість v0 паралельно АВ. У положенні 
рівноваги пружини недеформовані.

Рис. 19.11
В і д п о в і д ь :

[Зт , . v0 /зт . (  Г Г  
Т = π . —  , x ( t )=  —  J — sin J — іУ с W 2 У с  У Зт

19.8. Астатичний маятник (рис. 19.12), 
який застосовується в сейсмографах для запи
су коливань фунту, складається із жорсткого 
стрижня завдовжки /, що несе на кінці ван
таж масою пі, затиснутий між двома горизон
тальними пружинами жорсткістю с кожна. 
Масою стрижня знехтувати і вважати пружи
ни в положенні рівноваги недеформованими.

Іfw w w w v rf-v w w w w f

Рис. 19.12 ^ 7 .

Визначити, при якому співвідношенні між 
параметрами маятника його вертикальне по
ложення рівноваги буде стійким. Визначити 
також період малих коливань маятника.

В і д п о в і д ь :  m g  < 2с/, Т = 2π
ml

12c l  -  m g
19.9. Маятник (рис. 19.13), який вико

ристовується у вібрографах для реєстрації 
низькочастотних горизонтальних коливань, 
складається з вантажу М масою пі, з’єдна
ного з основою невагомим стрижнем зав
довжки І. Між стрижнем та основою вста
новлено спіральну пружину жорсткістю с. 
Пружина при вертикальному положенні маят
ника не деформована.

Якій умові мають задовольняти парамет
ри системи, щоб вертикальне положення 
рівноваги стрижня було стійким? Нехтую
чи тертям, знайти період власних коливань 
системи, порівнявши його з періодом Т0 ма
тематичного маятника завдовжки /.

В і д п о в і д ь :  /< —  , Т = Т 0
m g  У с ~ "18‘

m g l

Ш Ш Ш Ш
Рис. 19.13 Рис. 19.14

19.10. До перекинутого через блок з не
рухомою віссю О троса підвішено підпру- 
жинений знизу вантаж А (рис. 19.14). Раді
ус блока r , жорсткість пружини с .

Визначити закон малих коливань вантажуЛ, 
якщо в початковий момент часу йому надана 
мала вертикальна швидкість v0 , направлена 
по осі ν, і вантаж перебуває в положенні ста
тичної рівноваги. Маса блока дорівнює М і 
рівномірно розподілена по його ободу, маса 
вантажу А дорівнює m. Тертя в підшипнику 
та масу пружини не враховувати.

В і д п о в і д ь :

x ( t ) =  v 0k 'sin  kt, де k
У Μ + m

19.11. Осі двох зубчастих коліс (рис. 19.15) 
радіусів R і r  з ’єднані невагомим стрижнем 
ОА, при цьому колесо радіуса R нерухоме, 
а маса рухомого колеса радіуса r  дорівнює m. 
До кінця А стрижня ОА прикріплена верти
кальна пружина жорсткістю с. У положенні 
рівноваги стрижень ОА горизонтальний.

Визначити амплітуду і період малих коли
вань стрижня ОА . У початковий момент часу 
стрижень відхилений від положення рівнова
ги на малий кут φ 0 і йому надана початкова

Рис. 19.15

кутова швидкість φ. Рухоме колесо розгляда
ти як суцільний однорідний циліндр.

В і д п о в і д ь :

τ=2πΊ τ ;
19.12. Вантаж М (рис. 19.16) масою m 

підвішено до троса АВ, перекинутого через 
блок з нерухомою віссю О. Маса блока пц 
рівномірно розподілена по колу радіуса г .

Визначити період і закон коливань ван
тажу, якщо в початковий момент часу він 
знаходиться в положенні статичної рівно
ваги і йому надали малу початкову швидкість 
Vg, спрямовану по вертикалі донизу. Тер
тям на осі О і вагою тросу знехтувати.

В і д п о в і д ь :

x ( t )=  — sin kt , де k ··
k \l ni + 0,5/;/|



Рис. 19.18 Рис. 19.19

19.13. Для гасіння крутильних коливань 
роторів, що обертаються, застосовуються 
маятники, осі яких розташовані з ексцентри
ситетом r  відносно осі ротора О (рис. 19.17).

Вважаючи, що рух математичного маят
ника завдовжки І відбувається у горизон
тальній площині, визначити період його 
власних коливань у відносному русі, якщо 
кутова швидкість обертання ротора Ω .

2 π [JВ і д п о в і д ь :  Т0 =
Ω V r

19.14. Вантаж (рис. 19.18) масою m  че
рез пружину прикріплений до кінця пруж
ної балки. Жорсткість пружини дорівнює сп, 
довжина балки І , жорсткість на згин E J ,
( Е — модуль пружності, J .  — осьовий мо
мент інерції поперечного перерізу). Нехтую
чи масою пружини та балки, визначити часто
ту вільних вертикальних коливань вантажу.

Вказівка. Прогин вільного кінця кон
сольної балки при навантаженні її  верти
кальною силою Р  дорівнює P l*/ (3E JZ) .

В і д п о в і д ь :

19.15. Пневматичний амортизатор скла
дається з циліндра та поршня зі штоком 
(рис. 19.19). Вільний об’єм циліндра нена- 
вантаженого амортизатора V0, площа порш
ня F ,  тиск повітря при заправці Ро- Під дією 
ваги G вантажу поршень осаджується в по
ложення статичної рівноваги.

Вважаючи процес статичного осаджен
ня ізотермічним (pV = const), а процес роз- 
ширення-стиснення повітря при коливан
нях навколо положення рівноваги адіабат
ним ( p Vk = const, k = const > 0), визначити 
частоту малих коливань (х значно менше /) 
штока з вантажем, якщо G > p 0F.

Вказівка. Залежність тиску р  повітря від 
об’єму V при адіабатичному процесі описується 
рівністю р / p „  = (V/Vc r ) , де рст, VCT — тиск 
та об’єм повітря в положенні статичної рівно
ваги поршня; їх слід розкласти в ряд по степе
нях координати х і обмежитися членами до 
першого порядку малості.

В і д п о в і д ь :

Р о з д і л  20

ЕЛЕМЕНТИ ТЕО РІЇ Н Е Л ІН ІЙ Н И Х  К О Л И В А Н Ь

§ 20.1. МЕТОД МАЛОГО ПАРАМЕТРА

Нехай нелінійне диференціальне рівнян
ня руху системи має вигляд

х + п 2 [χ + ε/Χχ)] = 0  , (2 0 .1)
де ε — малий параметр.

Згідно з методом малого параметра змін
ну дг(ґ) і квадрат частоти п1 записуємо у ви
гляді рядів

χ = φ 0 +εφ, + ε2φ 2 + ...,

η 2 = р 2 +ε£, +E2k2 +... · (2 0 .2 )
Підставимо вирази рядів (20.2) у рівнян

ня (2 0 .1) і прирівняємо складові при одна
кових степенях ε . Матимемо систему рівнянь

Фо + р \ о  = 0 >

Φι + Ρ 2Ψι = -* іФ о -Р 2/(Фо)> (20·3)

Далі послідовно розв’язується кожне 
рівняння. При цьому в наступному рівнянні 
використовується розв’язок попереднього. 
Якщо в правих частинах рівнянь з’являють
ся періодичні функції з частотою р , то з 
метою виключення резонансу коефіцієнт 
при цих складових прирівнюється до нуля.

Приклад 20.1. Дослідити диференціальне 
рівняння

х + п 2 tgx = 0  ( 1)

за початкових умов л:(0 ) = х0 , х ( 0 ) = 0 .

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розкладемо функцію 
tg.v в ряд за степенями х :

зX
tgx  = х + —  + ...

З
Якщо обмежитися першими двома чле

нами цього ряду і ввести малий параметр 

ε , то рівняння ( 1) набуває вигляду

Розглянемо перші два рівняння системи 
(20.3), які для рівняння (2) запишемо так:

Ф о + Л о = ° >  <3)
Фі +Р2Ч>і = - ^ φ 0 - ρ 2ψο· (4)

Для розв’язання рівнянь (3), (4) запи
шемо початкові умови:

хо =Ф о(°) + ЕФ і(0 ) ,0  = ф0 +єф1 (0 ) . (5) 
Прирівнюючи складові з однаковими сте

пенями ε , знаходимо: ср0 (0 ) = х0 , φ, (0 ) = 0 , 
ф0 (0 ) = 0 , ф! (0 ) = 0 . За таких початкових 
умов рівняння (3) має розв’язок

(р0 = х0 c o s  p t . (6 )
Після підстановки ср0 з виразу (6 ) в рів

няння (4) одержимо

Фі + р 2(.Pi = -k \X Q  cos p t  -  p 2xl  cos3 p t  ■

і 3 2 
*1 +7 P xo 4

cos p t - - ^ p 2xjj cos 3pt. (7)

Щоб виключити резонанс, накладаємо 
умову

тобто

, 3 1 Ί
к\+~Р  *о = 0 ’ 4

З Ί ~І
к\ = - - Р ~ х0· (В)

Враховуючи (8), матимемо

Ί 1 1 1 З 1 9 "Іη -  = р~ +ε£, = р - - - . - р ~ х 0 = р -  

Звідси частота коливань

4*°

Р =

,л / °  4 ' «

= п 1 + - Х П ■ (9)

За умови (8) рівняння (7) набуває вигляду

1 Ί 3
Фі + p “q>i = — п~х~0 c o s  3p t . ( 10)

4



Загальний розв’язок рівняння (10) мож
на записати у вигляді суми

Фі = Фп + Ф12 » (П )
де φι [ = q  sin p t  + c 2 cos p t  — загальний роз
в ’язок однорідного рівняння (С|, с2 — сталі 
інтеф ування); ф| 2 — частинний розв’язок 
неоднорідного рівняння.

Змінну (р12 шукаємо у вигляді φ ι2 =

= B c o s 3 p t .  Після підстановки Фі2 в (10) отри

маємо В = — — Хп- Таким чином,
32 р 2

п з= С) s in  p t+ C i  c o s  p t  + ■-------- - X q c o s 3 p t .
32p

Для нульових початкових умов змінної

Φι ( 0

тобто
2п з , ч

φι = ----- т Xq [ c o s i p t - c o s  p t ) .
32 р"

Остаточно маємо

1 7,2 з t \X — Xq cos p t  + — . -— Xq (cos 3p t  -  cos p t )  =

2
n  3 / \= Xq COS p t  +----------------------------------- -------  Xq (cos 3 p t  -  cos p t )  ~

96 p
3

= Xq c o s p t  + ̂ ( c o s 2 > p t - c o s  p t ) .  ( 12)

§ 2 0 .2 .  М Е Т О Д  
ГАРМОНІЧНОГО БАЛАНСУ

Нехай нелінійне рівняння руху системи 
має вигляд

х + п 2х +f  (х )  = h c o s r t  , (20.4)

де /г і r  — амплітуда і частота збуджуючої сили.
Метод гармонічного балансу полягає в 

тому, що розв’язок рівняння (20.4) шука
ють у вигляді ряду Фур’є:

х = а0 ( 0 + c o s  krt + Bk sin Ari) =
k=\ oo

= α0 ( i)+  ^ a k cos(Art + a k ) , (20.5)
A=1

I 2 2
де ak =^Ak + Bk ; t g a k = .

Лі-
Цей вираз підставляють у нелінійне рів

няння, після чого прирівнюють коефіцієн
ти при однакових гармоніках у лівій і правій 
частинах рівняння і далі розв’язують отри
ману систему нелінійних алгебраїчних рів
нянь відносно а0,Ак ,В к або а0 ,а к , а к . 

Приклад 20.2. Розв’язати рівняння
х + п tgx = h cos r t . ( 1)

Р о з в ’ я з у в а н н я .  Розкладемо функ
цію tg x  в ряд за степенями х : 

х3
tgx = X + —  + ... .

Обмежуючись двома першими членами 
цього ряду, одержимо наступне нелінійне 
рівняння:

2
0 /7 ~ з .х + п~jc + —  х = h c o s  r t . (2 )

з
Розв’язок рівняння (2) шукатимемо у 

вигляді
x = а0 +a|COs(rf + σ , ).  (3)

Праву частину рівняння (2) запишемо так:

h cos rt = /icos[(rt + σ 1)-θ|  ]  =

= /;[cos(rt + σ, )cos Oj + sin (rt + σ, )sin σ, ]  .(4)

Після підстановки x і /icosrt з виразів
(3) і (4) в рівняння (2) матимемо

^п2 -  r 2 j«iCOs(rt +θι ) + //“а 0 +

2 Г а3
+ ~-| ао + -^ -[3cos(rt + Oj ) + cos3(rt + o, ) ]  +

+3а^ах cos(rt + a 1) + ̂ a 0ai2[ l  + cos2 (rt + Oi)]| = 

= /i[cos(rt + a|)cosO| + sin (rt+σ, )sinO]]. (5)

Далі прирівнюємо коефіцієнти при сталих 
складових лівої та правої частин рівняння (5), 
а також коефіцієнти при cos(rt + 0 [)  та 
sin (rt + θ|) . Одержимо таку систему рівнянь:

1 + -

11'  -  r '  +п

2 3 2 
а0 +~а \

-а, +ап

= 0 ,

: Ii c o s  σ , ,

As i n a [ = 0 . (6 )
З першого рівняння знаходимо а0 = 0 ,

з третього одержимо Oj = 0 . Тоді друге рів
няння набуває вигляду

( п 2 - r 2  ̂+ ~ a l  = h . (7)

Отже, маємо нелінійне алгебраїчне рів
няння відносно амплітуди коливань.

§ 20.3. МЕТОД АМПЛІТУД,
Щ О  ПОВІЛЬНО ЗМІНЮЮТЬСЯ

Розглянемо диференціальне рівняння

x + n~x + e f ( x )  = e h c o s r t , (2 0 .6 )

де ε — малий параметр, який вводиться 
умовно для характеристики мализни відпо
відних членів.

Розв’язок рівняння (20.6) шукатимемо у 
вигляді

x = a(/ )co s(rt + o( f ) ) .  (20.7)
Якщо задано умову 

0 cos(rt + o ) - a a s in ( r t  + o) = 0 , (20.8) 
матимемо

х = -ял  sin (rt + σ ) ,  
x = - i ir s in (r t  + σ ) -  

- a r 2 cos (rt + a ) - a / '6 cos(rt + σ ). (2 0 .9 )

Після підстановки x і x з виразів (20.9) 
у рівняння (2 0 .6 ) з урахуванням умови (2 0 .8 ) 
одержимо систему

fiisin(rt + o) + cracos(rt + a) = F, 
|acos(rt + a)-crasin(rt + a) = 0, (20.10)

де F  = — [/ ic o s r t -/ (a c o s ( r t  + o )) +

+ aA ocos(rt + o ) ] ;  εΔω = r 2 - η 2 — розлад 
частот.

Розв’язуючи систему (20.10) відносно ά  
та σ, знаходимо

ά  = F s i n ( r t  + σ ) ,  α σ =  F co s(rt + o ). (2 0 .11)

Далі переходимо до “скорочених” рів
нянь, виконуючи усереднення виразів (20 .11) 
за період коливань.

Позначаючи змінні після усереднення і до 
усереднення однаково, одержимо систему 
рівнянь

1 2я
ά  = (/r sin (rt + o )) = - — Jo /‘’ (a,(p)sincp</(p,

σ  = (F c o s (r t+ σ)) = —i— Jo’ Jl/;’ (a,(p)cos<pd(p.

(20.12)

де φ = /7 + σ (символом ( ) позначена про
цедура усереднення).

Маємо

(cos(rt + a )s in (r t  + o )) = / - sin 2  (rt + σΠ = 0 ,

(cos (rt + o )cos(rt + σ )) =

1

2
(co srts in (rt + a ) )  =

= (cos rt (sin rt cos σ +cos r/sina)) =

= co sa i — sin 2 rt ) + 
\2



(cos rt cos (r f+ σ)\ =

= (cos rt (cos rt cos σ —sin rt sin σ)) =

= cos σ ( l + cos 2rt) j  -  sin σ ̂  sin 2rt  ̂ ~ cos σ.

З урахуванням співвідношень (20.13) рів
няння (2 0 . 12) набувають вигляду

εа  = —  
r

— s in o - (/ (a c o s  (rt + o ))sin (rt + σ)

ασ  =—  
r

h
—coso- 
2

- ( /  (a  cos (r t  + σ ) )  cos (r t  + σ )  j  + ̂  αΔω . (20.14)

У стаціонарному режимі (ά = 0 ,σ  = 0) 
систему (20.14) можна записати так:

(/ ( a c o s ( r t  + o ))s in (rf + σ)^ = ~ sino ,

(/ (a co s(r t+  a ) )e o s (r t+ σ )^ -^ α Δ ω  = ^cosa .

(20.15)
Розв’язуючи цю систему, знаходимо шу

кані параметри коливань а  та σ .
Приклад 20.3. Розглянемо рівняння (2) 

з прикладу 2 0 .2 , вважаючи, що нелінійна 
складова рівняння і амплітуда збурюючої
сили є величинами малими. Маємо1

t  ,Г  зє/ = —  х .
З

Тоді, згідно з (20.15),

/ 2  ̂ \ 2 

 ̂- - [a c o s (/ ?  + a ) J  sin(rt + a ) j  =γ ^ α3χ

x(3 [co s(rf+  a )  + cos3(/? + a ) ]s in (r f  +σ)|) =0,

^ - [a c o s (/ T +  a ) ] 3 cos(r/ + a )^  = γ ^ α 3 χ

x ([3 co s (r t  + o ) + cos3(rt + a ) ]c o s (r r  + σ)^ = 

= !l a i

З урахуванням цих співвідношень сис
тему (20.15) запишемо так:

0  = Asina,

а^ п2 - r 2 j  + ̂ j - a 3 = /icoso. ^

З першого рівняння знаходимо σ = 0  , 
тобто друге рівняння набуває вигляду

а^ п2 - г 2 ) +— a 3 = h  , ( 2)
отже воно таке, як  і рівняння (7) з прикла
ду (2 0 .2 ).

§ 20А. МЕТОД 
КОМПЛЕКСНИХ АМПЛІТУД

Розглянемо диференціальне рівняння (20.6), 
яке запишемо у вигляді

: —І
2 '

Розв’язок цього рівняння шукатимемо 
у формі

а

x + n 2x + z f ( x )  = z - [ e ir’ + е  ІГ‘ У (20.16)

в ’ я з о к  ЦІ 

1І

дг = acos(/t + o )-

а
—t
2

21 
—in —il— і

2
- . - е юе'п + - е - юе - 'п =Ce'n +D4n (20.17)

де С = - е і о \ D = - e ~ i(s комплексні ам-
2 2 

плітуди.
Накладаючи умову C eir' + De~,r' = 0 ,  ана

логічну (20.9), (20.10), отримуємо систему 
рівнянь

) Се'" -  De~'n  = F ,  

І C e‘r' + De~ir' =0, (20.18)

де

F = — ( e ia +e~lr' У  f ( C e "  

+Aa(Ceir' +De~irr"j

'r' + De~,r'

Розв’яжемо цю систему відносно С та D :

C = — Fe~ 
2

D = — Fe'r'. (20.19)

Система (20.21) набуває вигляду
h

Виконуючи усереднення змінних за пе
ріод коливань і позначаючи усереднені зна
чення так, як  і не усереднені, аналогічно 
(20.14) одержимо вирази

C = - { F e 4 r , ) = - - x  
2 2 іг

+ ΔωС - ( / (C e ,n + De~ir' )e~,r' ) , (20.20)

D = —- ( F e ' rr) = —— x 
2  2  i r

- + Α ωΰ -  (^f (C e ,n + De~ir' ) e ' r' j

У стаціонарному режимі ( c  = D = О) ця 
система записується так:

-A a C  + ( f ( C e irt + D e~ir' ) e - ,ri } = - ,

C

D

тобто C = D

Λ 1 2 2-Δ ω  + - η  a  
4

A , 1 2 2-Δ ω  + — η α 
4

2

Ιι
2 ’

1 2 2 2 1 - η  α~ +η - Γ  
4

Повертаючись до амплітуди і фази ко
ливань, знаходимо

h
σ = 0 ; а  = ------------- ---------. (2 )

2 2 , 1  2 2  n - r  +—n а  
4

З останнього виразу матимемо шукане 
рівняння відносно амплітуди коливань

2' 7  ? \ Га, p _ r 2 j + « _ a 3 =/l

-A aD  + ^ f ( C e , r r+ D e ' r , } e ,rt  ̂= ^ .  (20.21) §  2 0 .5 .  М Е Т О Д  Ф А З О В О Ї П Л О Щ И Н И

Ураховуючи співвідношення CD = —  , з
4

системи (2 0 .2 1 ) знаходимо комплексні амп
літуди C , D та шукані параметри a  та σ .

Приклад 20.4. Розглянемо рівняння (2) 
з прикладу (20.2). Знайдемо необхідні усе
реднені значення

у ( с У "  + De~ir' f  e~,n

c V " - ' + D ν 3ί" +

+3 C l Dem  +3 CD V і"
2 ^ 2  гл  ̂ 2 2^= n C D = — n a C;

2 4  ,
~ { C e , n + De~‘" )  e ,r'

f  c -V '>' + d V 3,>' +

+3C2De'" +3CD2e~'"
4 , 'Ί Ί 1 О O

= //“CD" = — n~a~D.

Метод фазової площини — це графічний 
метод дослідження систем другого порядку, 
диференціальне рівняння яких має вигляд

d 2x dx
~ ^  = F (x , - r ) ,  
d r  d t

(20.22)

dx
де F(x . — ) — нелінійна функція. 

dt
Для подальшого аналізу рівняння (20.22) 

записується у формі системи двох рівнянь 
першого порядку:

dx
dt
d y
~dt

= У-

-  F(x, у ) .
(20.23)

Шляхом ділення другого рівняння на 
перше отримаємо таке рівняння:



d y  _ F (x , y )  
dx у

(20.24)

Розв’язок цього рівняння дає фазову кри- 
ВУ р  у ( л ' ) , графік якої будується на фа
зовій площині змінних х та у.

Загальні властивості фазових кривих такі: 
у верхній півплощині (де у  > 0 ) зображу

юча точка рухається в напрямі збільшення х, 
а в нижній півплощині (де у  < 0 ) — в напря
мі зменшення;

в точках перетину фазової кривої з віссю 
абсцис (де у  = 0 ) дотична до фазової траєк
торії паралельна осі ординат.

Приклад 20.5. Дослідити рівняння

= - cF (x ) ,
d r

(D

де F(jt) = signx.
Р о з в ’ я з у в а н н я .  Запишемо рівнян

ня ( 1) у формі —  = -  ' тобто
dx ν

y d y  = - c F ( x ) .  Приймемо початкові умови: 

*(0) = 0; ν(0) = уоі > 0. Точка на фазовій 
площині знаходиться у верхній півплощині, 
тобто рухається в напрямку збільшення х. 
Тому спочатку а > 0  і м и  маємо рівняння 
руху

y d y  = - c d x , (2 )
розв’язок якого

-— = - с  х + Сі , 
2

де С, А  
2

Фазова траєкторія — парабола, яка для 
ν0ι = 8 наведена на рис. 20.1 лінією / (прий

нято с  = 1). Початок руху — в точці А.
У точці В змінюється знак змінної х , і 

рівняння руху набуває вигляду

-40  -20  0
Рис. 20.1

20

Розв’язок цього рівняння має вигляд

—  = с х  + С2- 
2 2 

Початковими умовами цього рівняння 
є кінцеві умови попереднього рівняння. 
У точці В  маємо: хв  = хА = 0; у в  = - у А = 
= _ 3Όΐ’ тобто С2 = Су. Таким чином, фазо
ва траєкторія при jc < 0  та х > 0  симетрич
на відносно осі ординат (рис. 2 0 . 1).

Якщо змінювати початкові умови, отри
маємо сім ’ю парабол. Для початкових умов 
v0| = 6  та у0| = 4 фазові траєкторії наве

дено на рис. 20.1 лініями 2 та 3 відповідно.

ДЛЯ
§ 2 0 А  ЗАДАЧІ 

САМОСТІЙНОГО РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

20.1. Рух матеріальної точки визначаєть
ся диференціальним рівнянням

х + our + п"x = Ii cos rt, 
де α ,η ,Ι ι — коефіцієнти.

Знайти вираз для визначення амплітуди 
першої гармоніки:

а) методом гармонічного балансу;
б) методом амплітуд, що змінюють по

вільно;
в) методом комплексних амплітуд.
В і д п о в і д ь :
/ Ί 1 \- 9 6 Ί
[її —r  І + — r°a~a

20.2. На матеріальну точку масою m , 
яка рухається вздовж горизонтальної осі Ох, 
діють сила пружності Fx = - с х  та сила су
хого тертя Rx = - к  s i g n x , де с , к  — сталі 
додатні коефіцієнти.

Методом амплітуд, що повільно зміню
ються, знайти частоту загасаючих коливань 

, а також величину зменшення ампліту
ди коливань Аа за один період.

За початкових умов х (0 ) = 0 ,  i ( 0 )  = V 
методом малого параметра знайти частоту 
коливань р .

І4к2 n 2V2 
В і д п о в і д ь :  р  = лі----- + -

D 1 Д II О в  1 д  Ь. Ш[

20.3. Диференціальне рівняння руху си
стеми має вигляд

х + п 2 tg x  = 0 , 
де п — коефіцієнт.

За початкових умов д:(0) = 0 ;  і :(0 )  = К 
із точністю до величин першого порядку 
малості включно методом малого парамет
ра визначити:

а) частоту коливань р ;
б) амплітуду першої гармоніки At;
в) амплітуду третьої гармоніки А3 .

[7~ . 4 к
J —; Аа = — .

2/7 # '  π \X
кожного з них є Fx = ----- к · tg

π 2 h
V m с ν /

В і д п о в і д ь :  р  = . І/Г + —  
V 4

і/З
л, = 1 + 3U- 

3 2  р 2
Д3 -

3 2  р з ·

20.4. Матеріальна точка масою m  ру
хається вздовж горизонтальної поверхні 
між двома пружними упорами. Сила пруж
ності кожного з упорів дорівнює Fx =

2 /і (  π х λ
= ------к ■ t g ----- , де Ii, к — товщина та жор-π  ̂2 /і J
сткість упора.

. m  16 h 1
20.5. На матеріальну точку масою п і , яка 

рухається вздовж горизонтальної поверхні між 
двома пружними упорами (сила пружності

), крім

сил пружності діють сила демпфірування 
Rx = - b x  та збурювальна сила Qx = H cos rt, 

де b ,H , r  — коефіцієнти.
Знайти вираз для визначення амплітуди 

першої гармоніки:
а) методом гармонічного балансу;
б) методом амплітуд, що повільно зм і

нюються;
в) методом комплексних амплітуд.
В і д п о в і д ь :

2 к 
III

■г~ +-
п 2к 

8 і п іґ
ь2 2 Н 2

20.6. Рух матеріальної точки визначаєть
ся диференціальним рівнянням

х +  ах +  п~  І̂ х +  ух3 j  =  / i  c o s  r t , 

де α ,« ,γ ,Λ  — коефіцієнти.
Знайти вираз для визначення амплітуди 

першої гармоніки:
а) методом гармонічного балансу;
б) методом амплітуд, що повільно змі

нюються.
В і д п о в і д ь :

і  з  пп -  r і  3 Ί 
+ у  її —а  

4
~> Ί- f a r " = /,2 .



Д О Д А Т К И
Д.І. ТАБЛИЦЯ ПОХІДНИХ

Функція Похідна Функція Похідна Функція Похідна

С (const) 0 ІО ga t i> 1
t t ln <7 arctg 1

1
1 + f2

t 1 ig ' -Igt't arcetg t
1

U/2

f n f ' x sin / cos t sh t ch t

1
t

1
,2

cos t -sin / ch 1 sh t

1
t"

n
jit+l t g '

1
cos21

th/
1

ch2/

J
1

Ctg/
1

sin2r cth t
1

sh2/

f ,
1

see t see / · tg t Arsh l
1

J 7 7

e' e' cosec t -cosec / · ctg / Arch t i h

a' a 'ln a arcsin t
1

Arth t 1
l-/ 2

ln t 1
t arccos t

l h
Arcth t

1
l - / 2

Д.2. ТАБЛИЦЯ ІНТЕГРАЛІВ ДЕЯКИХ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ФУНКЦІЙ

{"dt = -----+ С, (η*-1)
/? + 1 V

— — = -ctg t + C, ( t*  kn) 
sin' t

tadt -  -----+ C, ( a * - l )
a  + 1 v '

— — = tg/ + C, 
cos~/

t*(2k  +1)^ dt 1 + C, (л*0)

- = ln / + C cos tdt = sin/ + C M"»)

+Г ch/<Y/ = sh/ + C b
d/ i . ---r = —ln + C, (я*0 )

n'dJ= —  + C, (я*1)ІП<7 V '
sh/d/ = ch/ + C [-5— -> = — Arcth — + C, (1/1 >лг) 

/ - a  η n

sin tdt =-cos t + C th tdt = ln(ch/) + C f —f=~i■■■■„ = arcsin — + C, (И<л)

cos tdt = sin / + C c\htdt = ln|sh/| + C, (t * 0) f - r 4 = j= 'n(i+'^r * ^ ) +c\n + / ' '

tg11I1 = — In|cosf| + C, j ,* ( lk  4 1)| I - = th; + C I i ?  , =ln і + У І Г - п г +C,  (|f|>n) 
vr -n

ctg/rfr = ln|sin/| + C, ( ί*  ί  π) —t- = -cth; + C, (t *0) 
sh i

Д.З. ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ

При вивченні інтегралів потрібно: знайти у  , 
якщ о v = / ' ( х )  , або d y  = f  (x )d x  . Розв’язок , я к  
відомо, подають формулою y  = j f ( x ) d x  і він 
зводиться, таким  чином, до обчислення неви- 
значеного інтеграла. Проте на практиці значно 
частіше зустрічається набагато складніш а задача: 
знайти функцію у  , якщ о відомо, що вона задо
вольняє сп іввіднош ення вигляду

F ( x , y , y ' , y ' . . . . , y (n ))  = 0 .  ( Д .3.1)
Такого роду співвіднош ення, що пов’язують 

незалежну зм інну х , невідому функцію у  і її 
похідні до деякого  порядку п  включно, назива
ють звичайним и  диф ер енц іал ьним и р івнянням и .

Отже, у диференціальному рівнянні невідо
мою є ф ункція, що входить у  р івняння під зна
ком похідних (або диференціалів) певного по
рядку. Порядок найвищої похідної, що входить 
у  диф еренціальне р івн ян н я, називаю ть п о р я д 
ком  цього ди ф ер ен ц іа л ьн о го  р івн ян ня .

У сяку функцію, що задовольняє дане дифе
ренціальне р івняння, називають його р о з в ’я зк ом , 
або інт егралом . Розв’язати диференціальне р ів
няння — це означає знайти всі його розв’язки . 
Якщо для ш уканої функції у  нам вдалося одер
жати формулу, що дає всі розв’язки даного ди 
ференціального р івняння і тільки їх, то вваж ає
мо, що знайшли його за гал ьний  р о з в  ’я з о к .  або 
за гал ьний  інт еграл .

Загальний розв’язок диференціального р ів
няння п  -го  порядку містить п  довільних ста
лих С| , С2 , ... , С„ і має вигляд

у  = ф(.г,С|,С2, . . . ,С „ ) .
Якщо співвіднош ення, що пов’язує Λ , у  і п 

довільних сталих, отримано у вигляді, не роз
в ’язаному відносно у  — Ф ( д г , у . С ] . . . . ,С„) = 0 , 
то будемо називати таке співвіднош ення за га л ь 
ним інт еграл ом  р івн ян н я  (Д.3.1).

На противагу загальному розв’язку  кожний 
конкретний розв’язок , тобто кожну конкретну 
функцію, що задовольняє дане диференціальне 
рівняння і не залежить від довільних сталих, на
зиваю ть ча ст инн им  р о з в  ’я зк ом ,  або ча ст инним  
інт егралом . Ч аст инні р о з в ’я зк и  (інт еграли) вихо
дять із загального, коли сталі С, , С2 ..........  С„
дістаю ть конкретні числові значення.

Графік кожного частинного розв’язку  нази
вають інт егра ііьн ою  кри вою . Тому загальний роз
в ’язо к , що м істи ть усі частинні розв ’я зки , с 
с ім 'єю  інт еграл ьних  кривих. У випадку р івняння

першого порядку ця сім я залежить від однієї 
довільної сталої, у випадку р івняння п  -го по
рядку — від п  довільних сталих.

У за д а ч і  К ош і (початковій задачі) потрібно 
знайти частинні розв’язки  для р івняння п  -го 
порядку, що задовольняє п  початкових умов:

У = У<у у ( х о )  = Уо> у’ (хо) = Уь - ,  У̂ П~Х\ х о ) = 
за якими визначають п  сталих С( , С2 , ... , Сп .

Диференціальне р івняння 1-го порядку має 
загальний вигляд F ( x , y , y ' )  = 0 , або вигляд, по
даний відносно у ' :  у  = / ( х , у )  .

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ (ДР)
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ, ЩО ДОПУСКАЮТЬ 

АНАЛІТИЧНЕ РОЗВ'ЯЗУВАННЯ

Розглянемо диференціальні рівняння трьох ВИДІВ.

Р івняння і з  зм інним и, щ о  в ідокр ем л ю ю т ься . Це 
р івняння вигляду

f\ (y )S \ (x )y 'x  = к { у ) « г ( х > ·  (Д·3·2)
Обидві частини р івняння (Д .З .2) д ілять на 

f 2 ( y ) g \ ( х ) .  У результаті цього отримують р ів
няння зі зм інними, що відокремлені:

/і (у) ./ _ & ω
І і Ь У Х

г Л х )
яке інтегрують

J М у )

або \ f ( y ) d y  = ^ g ( x ) d x  + C  .
Для знаходження частинного розв’язку , що 

задовольняє умову у (х 0 ) = у0 , записують
V X

} / ( y ) d y  = J g ( . r ) d x  .
Уо -Ч)

П р и к л а д  Д .3.1. Розв’язати диференціальне
рівняння ( у  + 1 ) d y  = - x d x .

Р о з в ’язуванн я. Загальний інтеграл цього дифе
ренціального рівняння має вигляд

| (у  +1 ) d y  = - J x dx  + C  , або ( у  + і ) 2 + х2 = 2С  .
П р и к л ад  Д .З.2. Розв’язати диференціальне 

рівняння дг(у2 - 1  )dx  = (x 2 + і)у*/у .
Р о з в ’я з у в а н н я .  Розділивши обидві частини 

рівняння на (д-2 + і ) ( у "  -  і ) , отримуємо р івнян
ня з відокремленими змінними 

xdx _  y d y



Загальний інтеграл цього диференціального
r xdx r v d v  р івняння має вигляд J —-----= J ■ або

,v“ +1 '  у "
1 f d ( x 2 + l )  1 [ d ( y 2 - 1) t λ

= In I ν"" - i j  + 1пС, або x 1 +1 = c ( y 2 - 1).
Р івн ян н я  в и гл я д у

y '  -  f  (ax  + b y )  ( Д .3.3)
за допомогою заміни t = a x  + b v , a e  t = i ( x ) -  
нова невідома функція ( t '  = a  + b y ' ), зводиться 
до ДР (Д .3.2)

П р и к л а д  Д .3.3 Розв’язати диференціальне 
рівняння у '  = sin ( у  -  2х)  .

Р о зв  'я зуванн я. Вводимо зам іну t = у -  2х, тоді 
t '  = у  — 2 і задане Д Р набуває вигляду

y ' - 2  = s in i , або y ' = sin/ + 2 .
Загальний інтеграл цього диференціального 

р івняння має вигляд

у  = -cos/ + 2/ + С,

або у  = - c o s ( y - 2 j t )  + 2 y - 4 j t  + C.
О дн ор ідн е  р ів н я н н я

y = f  -
ν

■■fix)

(Д.3.4) 

нова не-за допомогою заміни і = —, де 1 ■
х

відома функція ( і + xt '  = ν '), зводиться до Д Ρ (Д.3.2) 
П р и к л а д  Д .3.4 Розв'язати диференціальне

ї ї ) ·
р ів н я н н я  VV -  V = Л COS

Р о зв 'я з у в а н н я .  Переписавш и р івняння у ви- 
гляд і / v ч  v

V = — + COS 
Λ

отримуємо однорідне ДР. Виконавш и зам іну 

І = — . отримуємо диференціальне рівняння зі змін-
X , і

ними, що відокрем лю ю ться, хі = co s"/ , або 
р івняння з відокремленими змінними 

dt _ dx
c o s 2t x

Загальний інтеграл цього диференціального

р івняння [ ——■■■ = [ —  або tg i = ln|.v| + C  => 
c o s  t J xҐ \

=* tgl — j = i n U I + c .

О дн ор ідн е  р ів н ян н я
ах  + b v  + с
mx + н у  + p

за допомогою заміни u = x - x 0 ι v = у -  y 0 , де 
значення сталих ,ν0 і у0 знаходять як  розв’язки 
лін ійної алгебраїчної системи 

ί ах0 + b y0 + с  = 0;

\"Щ + пУо + Р = °- 
Внаслідок указаних перетворень отримують 

р івняння
, J  a u + b v

ν =/,̂
 т и  + n v  ,

яке після ділення чисельника і знаменника аргу
менту функції на и  зводиться до Д Р виду (Д.3.4)/ \

V

ν = /
а  + Ь -

и

Л ін ійн е диф ер енц іал ьн е р івн ян н я

у  + f ( x ) y  = g ( x )  . (Д .з.6)
Розв’язок шукають у  вигляді добутку у  = uv, 

де ν = v(x) задовольняє лише частину рівняння: 
v + f ( x ) v  = 0 ,  звідки  один із частинних роз
в ’ я з к ів  v  = e~F ( F  = j  f  (x )d x  ). Д л я  ф у н к ц ії 
и = и ( х )  отримують р івняння зі зм інними, що 
розділяються, v (x ) u '  = g ( x )  . Після інтегрування 
рівняння для и знаходимо загальний розв’язок:

У = e - F ( \ g e Fdx  + c ) , a e  F  = J /  ( x ) d x  ■
П р и кл ад  Д .3.5 Розв’язати диференціальне 

р івняння у ' -  у  ctgjr = 2лsin.v .
Р о зв  ’я зу в а н н я . Нехай у  = uv, тоді v' = u v  + v'u . 

Після підстановки в р івняння маємо 
UV + u (v ' -  1’Ctg Λ') = 2.vsin X .

З р івн ян ня v'-vctg.v = 0 знаходимо частин
н і’ _ d v  cos x

ний розв’язок — -vctg.v або — — : dx
. . dx  v sin.vα ν  _ a  sin ,ν

- —: або lnlvl = lnlsin jr|, тобто v = sin .v, a
1’ sin.v

її зн айдем о  з р івн ян н я  ;/sin.v = 2.vsin.v => 
u ' = 2,v або u = x~ + C  .

Загальний інтеграл заданого диф еренціаль
ного р івняння має вигляд y  = Hv = (.v2 + c )s in .v  .

Р івняння Бернуллі

у  + f i x )  у  = g ( x ) y "  , η ^ Ο ,Ι . (Д .3.7)

Р івняння Бернуллі розв’язую ть за допомо
гою заміни t = у 1-" , яка зводить його до лінійного 
рівняння t ' + ( l - n ) f ( x ) t  = O -zO sC v ) .

Загальний інтеграл р івняння Бернуллі має

вигляд  у 1-" = Ce~ F + ( . l - n ) e ~ F j e Fg ( .x )d x  , де 
F  = ( \ - n ) \ f ( x ) d x .

Р івняння в повних  диф еренц іалах

/  (.v. v )d \  + g  (x . \ )dx  = 0  , де Ц - = -£■. ( Д .3.8)
dv dy

Ліва частина цього рівняння є повним дифе
ренціалом деяко ї функції двох змінних U ( x , y ) .

Загальний інтеграл U (д , у )  = С  , де функція U 
визначається із системи

SU _ д і ї
Т~ = 8-д у  дх

Після інтегрування першого р івняння, м ає

мо функцію U = | / (x,  y ) d y  + и ( х ) . яку  підстав
ляєм о  у друге р івн ян н я, щоб знайти и ( х )  , в 
результаті чого отримуємо U ( х . у )  . Отже, загаль
не р івняння в повних диференціалах можна по
дати у вигляді

у
J  f ( xQ. t ) d t  + g  ( s . y ) d s  = C  ,

Уо
де ,v0 і уо — довільні числа.

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ ЛІНІЙНІ РІВНЯННЯ 
ЗІ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ

У розділі “ Малі коливання механічної систе
ми” доводиться зустрічатись із лінійними дифе
ренціальними р івняннями зі сталими коеф іці
єнтами . тому розглянемо розв’язування таких 
рівнянь. Диференціальне рівняння (Д .3.1) нази
вають лінійним , якщо воно має вигляд

Ро ( Х)У(" \ Х) + Р\ + ·· · +

+Рп-1 ( х) у ' ( х) + Р п (-v)y(.v) = / ( v). (Д.3.9)

Де Р о ( х ) ,  Р \ ( х ) ........ р „ ( х )  і / ( .ν )  — задані
функції. Якщо f ( x )  = 0 ,  то рівняння (Д.3.9) на
зивають одн ор ідним , у протилежному випадку — 
н е о д н о р ід н и м .  Загальний р о зв ’я зо к  р івн ян н я 
(Д .3.9) є сумою якого-небудь його частинного 
розв’язку і загального розв’язку відповідного одно
рідного рівняння:

Ро ( х )У{"] ( · ')  + Р\ ( ν ) ν (" Г) ( v) + ... +

+ / V 1 (-г ) у ' ( . ї )  + Р „ ( х ) у { х )  = °- (Д-З.І0)

Якщо коефіцієнти Ро(х)  , Р\(х) . ... , р„  (v ) 
сталі, то рівняння (Д.3.9) набуває вигляду

A ,v ( ,,)W + P 1.v(" - , ) (.v) + . . . + 
+РІІ- і У' ( х )+ РпУ(х)  = f ( x ) ·  (Д-З.І D

Його називають лінійним  диф еренц іальним  р івн ян 
ням п - г о  п о р я д к у  з і  ст алим и коеф іц ієнт ам и .

Неоднорідному рівнянню (Д.3.11) відповідає 
однорідне рівняння, яке виглядає так:

Р оУ ^"\х )+ Ρι.ν("~, ) (-ν)+ ■·■ +
+ Рп- \у ' ( х )+ РпУ(х ) = 0 · (Д-3.12)

Розв’язок  р івняння (Д .3 .12) ш укатимемо у 
вигляді у  = <>ь , де k — стала. Маємо v' = k e^ . 

у ’  = k2e b , ... , = k " ekx. Підставивши отримані 
вирази в (Д .3.12), одержимо

е Ь  [ p 0k"  +  р , * " ' 1 + . . .  +  р „ _ і *  +  Рп  )  =  0  ·

кхОскільки е  Ф 0  , то 

р 0к п + р хк"~1 + ... + р п_ук + р „ =  0  · (Д .3.13)

Рівність (Д.З.ІЗ) є алгебраїчним рівнянням з 
невідомим к .  Й о г о  називають х а р а кт ер и ст и ч 
ним р івн янн ям  для диференціального рівняння 
(Д.З.ІЗ). Характеристичне рівняння є рівнянням 
п -го степеня, тому рівняння має п коренів к \, 
к 2 ....... кп , серед яких можуть бути кратні і комп
л ексн і. При цьому можемо отримати чотири 
випадки.

Всі кор ен і х аракт ерист ичного р івняння к {, к 2, ..., 
кп — д ій сн і і р ізн і. У такому разі однорідне рівняння 
(Д.3.12) має «л ін ій н о  незалежних частинних роз
в’ язк ів  ?*|Д , е . ... е к"У . тобто його загаль
ний розв'язок має вигляд

у  = г / |Д + С2е к- '  + .. .+ С „ ек"х ■

П р и к л а д  Д .3.6 . Знайти загальний розв’я 
зок р івняння v* + 3 v*- 4 v ' = 0 .

Р о зв 'я зу ва н н я . Характеристичне рівняння має 
вигляд к у + 3 к 2 - \ к  = 0  . корені яко го  А'| = 0 , 
к г =\,  к} = - 4  .

Тому загальний розв’язок ді«])еренціапьного рів
няння запишемо у вигляді у  = С, + ( \ е х + С3? _4л.

Д еякий  д ій сн и й  кор інь х аракт ери ст ичного  р ів 
няння k м а с крат ніст ь г .  Цьому кореню відповіда
ють r  лінійно незалежних частинних розв’язків
вигляду e L' , х е*■'..........л інійна комбінація
яких та решта п — r  частинних розв’язків дають 
загальний розв’язок однорідного рівняння (Д.3.12):

у = ( f ,  + (\ х  + . . .  + С гх'~] +

+сг+/ ' ^ +
П р и к л а д  Д .3.7. Знайти загальний розв’я 

зок рівняння ν"  + ν '  -  ν ' -  ν = 0  .



Розв 'язування. Характеристичне р івняння має 
вигляд к* + к 2 - к - 1= 0, або (Аг + ΐ) (λ  2 -  l j  = 0, 
корені якого  к\ = к2 = -1  , к3 = 1.

Тому загальний розв’язок диференціального рів
няння запишемо у вигляді у  = (С, +С2х)е~х +С3е х.

Характеристичне рівняння має пару комгьіекс- 
ію спряжених коренів kL2= а  ± /β. Цій парі коренів 
відповідають два лінійно незалежних частинних 
розв’язки однорідного рівняння (Д.З. 12): еа і  οοεβχ, 
i tt's in (iu , як і з рештою п -  2 частинних розв’язків 
дають загальний розв’язок однорідного рівняння

у  = (C, cos βχ + С2 sin βχ) e <x' +
+C3e k}X +... + C„ek"x.

П р и к л а д  Д .З .8. Знайти загальний розв’я 
зок р івняння у ” - 6 у ’  +13у  = 0 .

Розв 'язування. Характеристичне рівняння має 
вигляд λ·3 - 6 * 2 + 13* = 0 , або k(k2 -6 k  + із ) = 0, 
корені якого *, = 0 , к23 = 3 ± 2 і .

Отже, загальний розв’язок диференціального 
рівняння запишемо у вигляді у  = C ,+ (C 2cos2.v + 
+C3 sin2x)<’3 t.

Деяка пара комплексно спряжених коренів к{ 2= 
= α ± ίβ  характеристичного рівняння має крат
ність г. Цій парі коренів відповідають 2г лінійно 
незалежних частинних розв’язки  однорідного 
р івняння (Д .З .12):

е"Л « κ β χ  . х еах cos β .ν ........ x r~'e(JA cos β.ν ,
f a ' sin β.ν , .W’a ' sin β .ν ........... ν , Μ/ "  sin β.ν .

їх  л інійна комбінація разом з рештою п -  2 г 
частинних розв’язків дають загальний розв'язок 
однорідного рівняння

у  = (Cj cos βχ + С2 sin β .ν )/ 1' +
+(C3« ^ x  + C4 s ^ x )x e ou +...+

+ (C 2r_| α κ β χ  + C2r sin β χ )χ /*-Ιέ,° ’̂ + ... + Cne k"x.

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ НЕОДНОРІДНІ РІВНЯННЯ 
ЗІ СТАЛИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ

Розв’язок неоднорідного ДР є суперпозицією 
загального розв’язку  відповідного йому однорідно
го ДР і частинного неоднорідного ДР у  = у д  + у  *.

Ч аст инні р о з в  'язки н еодн ор ідних  Д Р  з  п равою  
ча ст иною  f  (х )  сп ец іа ііьн о го  ви гл яду . Якщо права 
частина /(■*) лінійних неоднорідних ДР зі ста

лими коеф іц ієнтам и  У^"\х)+Р„-\У^пХ\ х )+  

+■■+ Р \ у ( х ) +  Роу{х)  = f { x )  має спеціальний вигляд 

многочлена атхт + ат_ххт~х + . . .  + α ιχ  + αϋ  т -го і

Ьпхп +Ьп_іхп 1 + .. .  + Ь1х  + ̂ ) /і-го степеня із зада
ними коефіцієнтами;

е ал — експоненціальної функції; 
sin β.ν, « « β χ  — тригонометричних функцій та 

їх комбінацій;
то його частинний розв’язок знаходять ме

тодом н еви знач ених  к о еф іц ієнт ів , а саме, за таб
лицею.

Вигляд частинних розв’язк ів неоднорідного ДР y {n\ x )+ p „ ^ n~'\x)*...*p[y'(x)+p0y (x )= f(x )  зі сталими кое
фіцієнтами для правої частини спеціального вигляду

Вигляд правої частини f ( x )
Корені характеристичного 

рівняння
кп + рп-\к"~У +... + р{к + р0 = 0

Вигляд частинного розв'язку

У = / ( * )

η,,,χ"1 + пт _ 1 Xі" 1 + ... + rt|.V +

0 -  не с коренем характеристич
ного рівняння ( р0 *0 ) Стх + СИІ_|Д· +... + С|ЛГ + Cq

0 -  с коренем характеристичного 
рівняння кратності r х ( c mx' + Cm_lxm *+...+ СуХ + Cq|

(атх" + пш |ЛшЧ + ... + п1х + /70 , 

a  -  дійсне число

a  -  не с коренем характеристич
ного рівняння

eCU(cmxm +C,„_lxm~t + ... + C)x + C0J

a  — с коренем характеристично
го рівняння кратності г У/а (ся .Ґ  + Ся _1л*-‘ +... + СІх + С0)

Вигляд правої частини f ( x )
Корені характеристичного 

рівняння
k" + Pn-\kn 1 +..· + P\k + p0 = 0

Вигляд частинною розв’язку

у  = у ' ( х)

[атхт + nm_lxm~{ +... + fl|.v + п0 j cos β.ν + 

+^MV  + V i* " '1 + ···+ b\x̂ + ) si η β.ν

/β -  не є коренем характери
стичного рівняння

_ і л̂ '_ 1 +... + D|.v + D0)cos^v + 

+ (fxV' + Γλ_|.νλ 4 + ... + Flx+ F0)sinp.v

/β -  с коренем характеристично
го рівняння кратності r

ΛΓ[(ζ>λ/  + Ολ_].ίλ“ι +...+ D\X + D0)cosp.v + 

+ (fx.vA + Fx^x^' + ... + F,. t+ F0)sinp.vj

\(amS ' + om_lx>n~l +... + ηχχ + Oq jcos β.ν + 

+[b„x" + bn. xxT 1 +... + b, x + Ijq )sin β , ] , -

α + /β -  не є коренем характери
стичного рівняння

+ Ολ_ι.νΛ_ι + ... + D,x + D0)cosp.v +

+ ( ^ x X + Fk..txk ' +... + Ftx + F0)sin^ y i:‘

α + ίβ -  с коренем характерис
тичного рівняння кратності r

/  + ... + D,.t+ D0)cos^t +

+ ( ^ λ + Γ λ^ λ~' + -  + Fi*+

Ч аст инн і р о з в ’я з к и  н ео дн ор ідн их  Д Р н е сп ец і-  
а ііьн о го  в и гл я д у  знаходять методом варіації ста
лих. Нехай для неоднорідного ДР (Д.3.11) відо
мий загальний розв’язок відповідного однорідного 
ДР (Д .3.12):

Уо = C jJ i ( * )  + С і Уі ( х )  + . . .  + С„ у п (.ν) ,

де У| ( х )  , у 2 ( х ) .......  у„  (х )  -  лінійно незалежні
розв’язки однорідного ДР. С, . Г 2 ........  С„ -

довільні сталі. Частинний розв’язок у *  неодно
рідного ДР шукають у вигляді

У * = с \ (Х)У\(х) + с і (х)>’2 (*) + -  + с п (Х)У„ (Ό- 
тобто довільні сталі заміняють невідомими функ
ціями від х  . Ці ф ункції знаходять із системи 
л ін ійних диф еренціальних р івнянь для визна
чення похідних С{, Г 2 , .... Г ' :

с \ ( - Ф ’і ( v) + с 'г (·' ) ·ν2 (Ό  + -  + С , (х )у „  (х )  = 0; 

СГ (х)УІ(х) + ( "і {х)У2 ( ν) +... + С'п (х )у'„ (х) = 0:

с і '(А')>’і" 1)(л) + с Нлг).у2Л ° (·»■) + -  +

+ С 'п (х )  yf,',_1) (х )  = /  (х ) .

П р и к л а д  Д .З .9. Знайти загальний розв’я-
V/Г „ , Єзок рівняння у  - 2 у  + У  =  — ■

Р озв 'я зу ва н н я . Характеристичне рівняння має 
вигляд: λ-2 — 2Λ: + 1 = 0 ,  або ( * - і ) 2 = 0 .  корені 
якого k\=k2 = \ .

Тому загальний розв’язок диференціального

рівняння запишемо у вигляді у0 = (С , + С2х )е л . 
Частинний розв’язок неоднорідного р івняння 

шукатимемо у вигляді у  * = [С , (х )  + х С 2 ( х ) ] ? Л .

Для невідомих функцій (”[ ( х ) , Г 2 (х )  складає
мо систему рівнянь:

[ с , ' ( х )  + х г ; ( х ) ] ^ = 0 :

С[ ( х у  + С 2( х ) е х + х С 2 ( х ) е х = —  .

ІС|'(х) + х С 2 (х )  = 0; 

аб°  і С ((х )  + (1 + х ) С 2 (х )  = —.

Із системи знаходимо C i = —, С[ = -1 . Звідси 
х

після інтегрування маємо C j(x ) = - x ;  С2(х) = 1п|д|. 

Частинний розв’язок неоднорідного ДР такий: 

у* = ( - х  + х1п|х|)еЛ . Загальний розв'язок ДР має 

вигляд у = [С| + С 2х + x(ln|.v| -  і ) ] е Л.
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