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ПЕРЕДМОВА

Моїй матері 
Винявській Марті Володимирівні

Передмова

"Вкажи мені, Господи, Твої дороги, навчи мене, де 
Твої стежки."

— Псалом 24-

"Сутність математичної науки така, що в ній ко
жне суттєве досягнення йде поряд із знаходже
нням потужніших допоміжних засобів і прості
ших методів, які одночасно полегшують розуміння 
більш ранніх теорій і усувають важкі старі мір
кування; тому окремому досліднику, завдяки засво
єнню цих потужніших допоміжних засобів і про
стіших методів, вдається легше орієнтуватися в 
різних областях математики, ніж це має місце в 
якійсь іншій науці."

— Д. Гільберт (Із доповіді на II Міжнародному Кон
гресі математиків у Парижі [63], стор. 64)

У даний час спостерігається співробітництво двох, здава
лося б, віддалених одна від одної галузей математики — лінійної 
алгебри та комбінаторного аналізу. Лінійна алгебра дала комбі
наторному аналізу, перш за все, свої методи, у той час як деякі 
поняття лінійної алгебри мають комбінаторне походження (напр. 
перманент).

Важко переоцінити роль теорії матриць та матричного методу 
в різних галузях математики. Проте в математиці досить часто 
виникає необхідність працювати не лише з прямокутними, а й з 
таблицями чисел іншого вигляду. Тому під матрицями ми буде
мо розуміти таблиці чисел довільної усталеної форми. Зокрема, 
головними дійовими “особами” книги є спеціальні таблиці (які,

1



ПЕРЕДМОВА

за відсутності кращого терміну, будуть називатися трикутними 
матрицями. Позаяк звичайні трикутні матриці не з’являтиму
ться, то непорозумінь це не викликатиме) та їх функції — пара- 
детермінанти і параперманенти, які є певними аналогами детер
мінанта та перманента квадратних матриць.

Парадетермінанти та параперманенти трикутних матриць п—го 
порядку також є полілінійними многочленами від коефіцієнтів цих 
матриць, проте із змінними та 2” _1 доданками. Отже, мо
жна було сподіватись, що парадетермінанти п—го порядку можна 
пов’язати з детермінантами спеціальних матриць п—го порядку. 
Теорема на стор. 196 підтверджує цей здогад.

Підсумовування доданків у парадетермінанті проводиться за 
всіма впорядкованими розбиттями натурального числа п на нату
ральні доданки, завдяки чому парадетермінанти виявилися добре 
пристосованими до аналізу задач, в яких з ’являються лінійні ре
курентні співвідношення та розбиття.

Слід також відзначити плідний взаємозв’язок між детермінан
тами та гіарадетермінантами, який допомагає виявити нові вла
стивості обох функцій. Наприклад, за допомогою парадетермінан
тів доводяться теореми 2.11.1 та 2.11.2, які для т. зв. квазітрику- 
тних матриць дають розв’язання відомої проблеми Пойа про зве
дення обчислення перманента квадратної матриці до обчислення 
визначника певним чином перетвореної матриці.

Перший розділ книги присвячено деяким поняттям комбіна
торного аналізу, що лягли в основу числення трикутних матриць. 
У ньому також наведено ряд допоміжних фактів та тверджень із 
комбінаторного аналізу, які потрібні для подальшого викладу.

Основні поняття числення трикутних матриць та дослідження 
їх властивостей читач знайде у другому розділі книги. Тут, зокре
ма, введено операції парадетермінантного та параиерманентного 
добутків трикутних матриць, для яких парадетермінант та пара
перманент є мультиилікативпими функціями трикутних матриць, 
розглянуто зв’язок парадетермінантів із детермінантами та зв’я
зок перманентів із детермінантами. Добре володіння матеріалом
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цього розділу необхідне для розуміння третього розділу книги.
У третьому розділі розглядаються деякі застосування числен

ня трикутних матриць. Тут, зокрема:
розв’язок лінійного рекурентного рівняння подано у вигляді 

параперманента трикутної матриці, що дає можливість виділи
ти важливий клас нормальних числових послідовностей і довести 
для них деякі загальні теореми. Встановлено двосторонні зв’язки 
між лінійними рекурентними рівняннями, послідовностями, які 
вони генерують, та їх генератрисами;

побудовано позиційні системи числення к-го порядку, основою 
яких є спеціальні /с-вимірні вектори. При цьому наші системи пер
шого порядку збігаються з класичними позиційними системами 
числення;

для основних формальних операцій із степеневими рядами за
гальний член результату виражено за допомогою парафункцій 
трикутних матриць через відповідні члени аргументів. Це дозво
ляє розв’язувати деякі прості рівняння із формальними степене
вими рядами;

за допомогою парадетермінантів трикутних матриць розв’я
зано деякі загальні задачі про найкоротші шляхи на діаграмах 
Ферре та похилих діаграмах;

побудовано рекурентні дроби, що узагальнюють ланцюгові дро
би;

встановлено ізоморфізм т. зв. (п, ш)-форм із циркулянтами та 
деяким спеціальним класом матриць;

знайдено деякі загальні розв’язки класичних діофантових рів
нянь, що узагальнюють рівняння Пелля, тощо.

Розділи закінчуються підбіркою нерозв’язаних задач та біб
ліографічними зауваженнями, де можна знайти деякі історичні 
нотатки та відповідну бібліографію.

Теоретичний матеріал постійно ілюструється прикладами. Крім 
цього, ряд параграфів закінчується підбіркою вправ, до яких в 
кінці книги наводяться відповіді та вказівки.

З метою збереження розумного об’єму книги доведення відо
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мих фактів зазвичай опускаються. При цьому вказуються джере
ла, де їх можна знайти.

Автор вдячний Боднару Д.І., Бондаренку В.М., Дрозду Ю.А., 
Кириченку В.В., Левитській А.О., Паку І.М., Петравчуку А.П., 
Петричковичу В.М., Протасову І.В., Сущанському В.І., Тарака- 
нову В.Є., Ядренку М.И. за підтримку, зауваження, побажання, 
співробітництво та консультації, надані при підготовці рукопису 
даної книги.

Особливо хочеться подякувати моїм друзям та науковим кон
сультантам Ганюшкіну О.Г. та Григорчуку Р.І. за обговорення 
окремих тверджень, теорем, параграфів та цілий ряд зауважень, 
зроблених в процесі підготовки та читання рукопису даної книги.

Безмежно вдячний моїй дружині, Марії, котра впродовж ба
гатьох років одноосібно несла тягар сімейного достатку та благо
получчя.

Буду вдячний кожному читачеві за коментарі, зауваження і 
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карпатський національний університет імені Ва
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Роман Заторський
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Розділ 1

Комбінаторні підвалини 
теорії

"Той подібний тому чоловікові, що, будуючи дім, 
він глибоко викопав, і основу на камінь поклав. Ко
ли ж злива настала, вода кинулася на той дім, — 
та однак не змогла захитати його, бо збудований 
добре він був!."

— Євангеліє від Луки 6.48

Метою цього розділу є коротке ознайомлення із основними 
комбінаторними об’єктами та твердженнями, які знадобляться при 
викладі основної частини книги.

Як відомо, основними комбінаторними поняттями, на базі яких 
будуються поняття детермінанта та перманента [60] квадратної 
матриці є поняття підстановки і трансверсалі1. При цьому дають 
наступні означення детермінанта та перманента квадратної ма-

1 Під трансверсаллю квадратної матриці розуміють набір елементів, взятих 
по одному з кожного рядка і кожного стовпця цієї матриці.
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РОЗДІЛ 1. КОМБІНАТОРНІ ПІДВАЛИНИ ТЕОРІЇ

триці

А =

{  ЯЦ «12 
021 022

\ &п1 &п2

п \  
&2п

^пп /

(1.0.1)

Означення 1.0.1. Перманентом і детермінантом квадратної 
матриці (1.0.1)  називають відповідно числа.

РЄГ А ^  ̂ іОг22 * • ■ аіпП:
¥>Є5п

(іеі А — Е  ЗІ§П <р 0>іі\(ІІ22 * • • • * Я-іпп?

де 8П— множина всіх підстановок ір — " ) ,  а 8І§пуз — знак
підстановки3 р.

Зауважимо, що можливий і аксіоматичний підхід до означення 
детермінантів (див., наприклад, [13], стор. 58-62, [57], стор. 106— 
109).

Аналогічні функції трикутних матриць, які є предметом да
ної книги, базуються на комбінаторних поняттях впорядкованого 
розбиття натурального числа п на натуральні доданки та моно- 
трансверсалі4. При побудові функцій трикутних матриць важли-

2Поняття перманента пов’язане з прямокутними матрицями. Проте, з ме
тою збереження аналогії між означеннями детермінанта та перманента, ми 
наводимо означення перманента квадратної матриці.

3 В алгебрі доводиться, що кожна підстановка єдиним способом розкладає
ться в добуток незалежних циклів. Число п — г, де п — порядок підстановки, а 
г —■ кількість циклів, називають декрементом підстановки. Множина підста
новок п-го порядку розбивається на парні та непарні підстановки. Парність 
підстановки збігається з парністю її декременту.

4Див. означення 2.3.1 на стор. 75
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ву роль відіграють також множини Е(п). Зупинимося на цих та 
інших комбінаторних поняттях докладніше.

1.1 Факторіальні степені

”А(х&) =  тх^-1.
Це основний факторіальний факт,.”
— Р.Грехем, Д.Кнут, О.Патаиіник ([21], стор. 68.)

Спадні та зростаючі факторіальні степені, на відміну від 
біноміальних коефіцієнтів та інших комбінаторних формул, до
пускають узагальнення не тільки на множину всіх цілих, але й 
дійсних чи, навіть, комплексних чисел. Тому їх дальші узагаль
нення завжди корисні. Вони дозволяють уніфікувати дослідже
ння в деяких напрямках комбінаторного аналізу, виділити клас 
факторіальних числових трикутників до якого належать трику
тники Паскаля, Стірлінга першого і другого роду, трикутник Ла 
та багато інших нових числових трикутників, що очікують сво
їх комбінаторних інтерпретацій. При цьому виявляються загальні 
закономірності, властиві всім числовим трикутникам цього класу.

Введення поняття факторіального степеня з деяким кроком, 
дозволяє двоїсті тотожності чи формули для спадних та зростаю
чих факторіальних степенів замінити однією загальною тотожні
стю чи формулою. Зокрема, такий підхід дозволяє узагальнити 
тотожності Вандермонда та Нерлунда.
Означення 1.1.1. [49]. Для довільних дійсного числа х і нату
рального числа п факторіальним ст епенем  п Є N0 з кроком 
к, де к належить множині раціональних чисел, назвемо вираз 
вигляду

хп^  = х(х  +  к)(х +  2к) ■... ■ (х +  (п — 1 )к).

Зручмо вважати, що

х0{к} =  1. (1.1.1)

7
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Зауваження 1.1.1. 1). Якщо показник п факторіального степеня 
від’ємний, то

хпік) 1

бо

п{к} '

2) хп+т{к} ф -Е(п+т )(*:} ! 

п+т {к} _  п _ т{А:}
X  .... X  аД/ «

ж(ш+п){*:} _  ^  п _  ^

Приклад 1.1.1.
1и{!}

2 /  2П{°>‘

Розвинення многочленів

хп<*>, п =  1 ,2 ,. . . ,  10

за степенями х читач знайде в додатку 1 на стор. 442.
Нижче нам також знадобляться розвинення за степенями х 

для факторіальних степенів

(х -И )п{*} , п =  1 ,2 ,. .. ,  10

(див. додаток 2 на стор. 443).
Зауважимо, що найчастіше зустрічаються зростаючі та спадні 

факторіали степеня п з кроками 1, —1,0, які, в існуючій літерату
рі, позначаються відповідно через:

[х]" =  х п =  х(х  4- 1) •... • (х +  п — 1),

[х]п — х -  =  х(х  — 1) •... • (х — п +  1),

Xй =  X • X . . . X .4-----V-----'
п
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Отже,
п! — 1 - 2 - . . . - п  =  пп{ -1 } =  1п(1},

причому, згідно з домовленістю (1 1 1 ) маємо 0! =  1.
Комбінаторний закон двоїстості факторіальних степенів вира

жається в наступних рівностях:

(■-т о )"<-*} =  (—т ) ( —т  -  к) ■ ■  ( -т о  -  (п -  1)к) =  ( - 1  )пт п<*>,
<1.1.2)

( -т )пМ  =  ( —т ) ( —т  +  к) ■ •  ( -т о  +  (п -  1 )к) =  ( -1  )птп^ .
(1.1.3)

Наведемо ще два твердження, які ілюструють двоїстість фак
торіальних степенів.

Твердження 1.1.1. Справедливі тотожності: 

тп{-1} . „ х . ' ц т М 1} ггі‘  11
<*•«)п! (п — г)! г!

і = 0  4 ’

п{1} «2 *  (п - і ) { -1 }  і{ 1}

— • < и '5 )  г=0  4 ’

Ці т о т о ж н о с т і  є частковим випадком загальнішої тотожності 
(3.2.73), яку ми доведемо пізніше (див. стор. 277).

Справедлива наступна

Теорема 1.1.1. (49]. Для довільних параметрів х і у та довіль
ного к виконується тотожність:

■‘ {*}у(п-»){*} (1.1.6)

Доведення. При п =  1 тотожність (1.1.6) очевидно справедлива. 
Справедливість індукційного кроку випливає із наступних рівно
стей

(х +  у)*»*1)**} =  ( і +  у)п{к\ х  +  у +  пк.) =

9
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=  Е  ( " ) * і{к}У(п“ 0{к}((*  + ік) +  {у +  { п -  і)к)) =  
і= 0 ' 1'

П\ л і + Щ к } < п -І ) { к }  , V -  Л Л  ті{к }Л п -і+ 1 ){к }  ;
=  Е  ( * (і+1){* ¥ п~ і){*} + Е  (

і= 0  г= 0

+  £  ( ( ” )  +  ( . "  х) )  х<і+1Х * У  "-*><*}+

П̂ х(п+1){6}2/°{/=} =  ^П +  1>) х0{*:}ї/(п+1){/с} +

+  Е  ( П+ 1^ х (і+1){А:}у(п_і){*:} +  (™ + ^ х(п+1){А:}2/0{'с} =

п+1

гі= 0
□

Якщо у тотожності (1.1.6) теореми 1.1.1 замість к підставити 
-1 , 1, 0 то вони отримають вигляд тотожностей Вандермонда5, 
Нерлунда6 та біноміальної відповідно:

71 ' п
(І+уГ<-і> = £ Р  и ч - 'У " -4' - 1' 

к= 0 '  '

(х +  у Г {і} =  ^  Г  Жм іу п -* ) {1 } . 
6=0 '  '

(х +  ! , ) " = Е ( " ) х‘ у” - Ь.
6=0 4 у

Вправи

5 А. Вандермонд (1735-1796) — французький математик і політичний діяч.
6 Н.Е. Нерлунд (1885-1981) данський математик.

1 0
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1.1.1. Доведіть наступні співвідношення:

Х<П +1){-1 } =  х х п { - 1} _  п х п { - 1}

Х<П+1){1} = х х ” {1 }-п х п {1 }.

1.1.2. Доведіть тотожності:

ґг\ гг -̂1  ̂ (г — г +  1)г 1̂}
т\

, г < і, г Є М0, і Є N0,

іг^  (і +  г -  1)г* ^  .
-   ---------- Г-------- , г Є М, г € N0.

г\

1.1.3. Доведіть, що коли у виразі ------- ;------  поміняти місцями7'
(г +  1)»0> 

г!
значення змінних і та г, то його значення не зміниться.

1.1.4. Доведіть тотожність

г ‘ { - 1 }  Г( г - і ) { - 1}

г! (г — г)!

1.1.5. Доведіть тотожності:

і < г, і € Мо-

^{1} * 7‘(г- і){ і}
—  =  Е 7 7 Т п Т . < 1Л'7)

3=1 К ’ ’

гГ( - і }  ІЦ  ,-(г- і) { - і}
—  =  Е  " ( 7 Г Т ) Г '  Г 5  г  е  "•

І = г —1 4 '3-

1.1.6. Доведіть тотожність

г, /с € N.
3=0

11
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1.1.7. а) Так звані числа Лага (ЬаН) без знаку задаються реку
рентними правилами

^0,0 =  !. ь п,о =  Для п >  0,

п! /п  — 1\

Доведіть, що

х” {1> =  ^ ^ х к{- 1}. (1.1.8)
к=0

Ь) Числа Лага із знаком Ьпік визначаються правилом

ЬПук =  ( -1  )пЬ'пМ.

Доведіть, що

х"{-і}= х :^ (-х)^}.
к=0

1.2 Мультимножини

"Під "розмаїттям "або "множиною "я розумію вза
галі всяке множинне, яке можна мислити як єди
не, тобто довільну сукупність визначених елемен
тів, яка може бути поєднана в одне ціле за допо
могою певного закону."

— Кантор Г. ([51], стор. 101)

У дискретній математиці часто виникають задачі, в яких 
досліджуються сукупності об’єктів, серед яких можуть бути і одна
кові. У цих випадках мова канторівської теорії множин викликає 
певні труднощі та незручності. У зв’язку з цим із середини мину
лого століття все більшої ваги починає набирати поняття мульти
множини.

1 .2 . М у л ь т и м н о ж и н и

Означення 1.2.1. Мультимножиною А називають довіль
ний невпорядкований набір елементів деякої множини [А]. Мно
жину [А] називають базою мультимножини А.

Означення 1.2.2. Якщо мультимножина А складається із к] 
елементів а\, к2 елементів а2, ■ ■ ■, кп елементів ап, то говорять, 
що ця мультимножина має первинну специфікацію

5(А) =  [а*\42, . . . ,а£п] (1.2.1)

і для зручності мультимножину А подають у канонічному ви
гляді

А =  К \ а * 2, . . . ,а* " } .  (1.2.2)

Числа кі, і =  1 ,2 ,... ,п, називають показниками первинної спе
цифікації мультимножини А.

Первинну специфікацію мультимножини показників 

{кі,к2, . . . ,  кп}

первинної специфікації мультимножини (1.2.2), називають вто
ринною специфікацією цієї мультимножини і позначають через

5(5 (А )) =  [[1Аі,2А2, . . . , т А™]],

а числа А *, і =  1 ,2 ,. .. ,  т — показниками вторинної специфікації 
мультимножини А.

Позаяк елементи мультимножини невпорядковані, то, без обме
ження загальності, можна вважати, що показники її первинної 
специфікації задовольняють нерівності

кі > к2 > . . .  > кп. (1.2.3)

Якщо к\ =  к2 =  . . .  =  кп =  1, то мультимножина (1-2.2) є звичай
ною множиною.

1 3
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Число всіх елементів мультимножини А називають її потужні
стю і позначають через \А\. Потужність мультимножини (1.2.2), 
очевидно, дорівнює

\А\ =  кі +  к2 +  . . .  +  кп.

Означення 1.2.3. Мультимножину 

А =  { 4 \

де

кі =.|{ку : к3 > г}| =  |{і : к3 > г}|, і =  1 ,2 ,... ,г; і  =  1 ,2 ,. .. ,  п,

а
г — тах{/сі}, г =  1 ,2 ,. .. ,  гг,

називають спряженою мультимножиною до мультимно
жини А.

Звернемо увагу на те, що бази взаємно спряжених мультимно
жин, взагалі кажучи, не збігаються. У випадку п < г база муль
тимножини А є деяким розширенням бази мультимножини А.

Відзначимо також, що елементи первинної специфікації кі спря
женої мультимножини А  мають простий комбінаторний зміст, а 
саме: вони дорівнюють максимальному числу груп по і однакових 
елементів, які можна виділити із мультимножини А.

Розглянемо основні операції над мультимножинами.
Нехай кА(а) -  число елементів а, що належать мультимножині

А.
Мультимножину В називають підмультимножиною мульти

множини А, якщо виконується включення [В] С [А], причому для 
довільного елемента а Є [В] виконується нерівність

кв {а) < кА(а).

Якщо потужність підмультимножини деякої мультимножини 
дорівнює т, то таку підмультимножину називатимемо т-підмуль- 
тимножиною цієї мультимножини.

14
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Об’єднанням, перетином, сумою мультимножин А і В назива
ють відповідно таку мультимножину С =  А иВ , С =  А п В , С =  
А +  В із базою [С] =  [А] Ці [В] що для довільного елемента а Є [С], 
виконується відповідно рівність

кс{а) — тах (кА(а), кв {а) ) , кс (а) =  тіп (кА(а),кв {а) ) ,

кс(а ) =  кА(а) +  кв (а).

Відзначимо, що операція суми мультимножин не має аналогу 
серед операцій над множинами.

Різницею мультимножин А і В називають таку мультимножи
ну С =  А -  В, що для довільного елемента а множини [А] У [В] 
виконується рівність кс{а ) =  т а х(кА(а) — кв (а ),0).

Легко довести, що для довільних мультимножин А\ і А2 вико
нується рівність

Аі и А2 =  (Аі +  А2) — Аі П А2.

Узагальнюючи цю рівність, за допомогою індукції можна до
вести

Твердження 1.2.1. Нехай А і,А 2, . . . , А п — довільні мульти
множини. Тоді справедлива рівність

71

1^ Аг =  5 2  _  5 2  (Аіі П Аі2) + . . .  +
І=1 І^іі^п 1̂ І1<І2̂ П

+ ( - ! ) ” - '  £  Г К -
1^гі<...<г„$п .7=1

Це твердження є певним аналогом відомого принципу включен- 
ня-виключення (див. [73], стор. 103).

Мультимножини іноді зручно зображувати діаграмами.
Щоб побудувати діаграму Біа§г(Л) мультимножини А із пер

винною специфікацією (1.2.2), необхідно в першому стовпчику ді
аграми розмістити кі одиничних квадратів, у другому — к2 оди
ничних квадратів, . . . ,  в п-тому — кп одиничних квадратів. Якщо
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кратності елементів у мультимножині (1-2.2) задовольняють не
рівності (1.2.3), то її діаграму позначатимемо через с1іа£г(А) і на
зиватимемо діаграмою Ферре мультимножини А.

На рис. 1.1. зображено відповідно діаграми:7

Оіа£г{а}, а\, а|, а|, а ,̂ 4 } ,  <ііа£г{аі, а\, а|, а|, а\, а£}.

Рис. 1.1.

Траєкторії, які на рис. 1.1. виділено жирною лінією, назвемо верх
німи східцями діаграми Ферре.

Зауваження 1.2.1. Ми зображуємо діаграми без системи коор
динат, але нижче вважаємо, що вона зображена в першому ква
дранті, причому так, що перший рядок одиничних квадратів ле
жить на осі абсцис, а перший стовпчик одиничних квадратів при
лягає до осі ординат справа.

7Тут ми користуємося французьким способом зображення діаграм, яким 
здебільшого користуються комбінаторщики. В теорії зображень груп користу
ються англійським способом зображень діаграм, який симетричний до фран
цузького відносно осі абсцис. При встановленні асимптотичних оцінок, пов’я
заних з діаграмами Юнга, користуються спеціальним російським (А. Вершик) 
зображенням діаграм.
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Похилою діаграмою діадг(А, В) мультимножин А і В А С В 
називають діаграму гііа.дг(В), без тих одиничних квадратів, що 
належать до діаграми діадг(А).

На рис. 1.2. зображено похилу діаграму дгадг(А, В), де

А =  {а®, а2, а3, а|}, В =  {а2, а2, а®, а®}.

В.

Рис. 1.2.

Під відстанню між двома точками діаграми Ферре чи похилої 
діаграми будемо вважати найкоротшу відстань між цими точка
ми. За одиницю відстані візьмемо сторону одиничного квадрата, з 
яких складається діаграма. Проте відстань між двома точками на 
діаграмах залежить від дозволених напрямків руху. Ми обмежує
мося розглядом лише двох видів траєкторій: траєкторій тої (<—, Т)
— з дозволеними рухами вліво та вверх і траєкторій тоіЦ, ,Т)
— з дозволеними рухами вниз, вліво та вверх.

Твердження 1.2.2. ([68]) Число всіх впорядкувань мультимно
жини А з первинною специфікацією [а^1, а^2, ■ ■ ■, а£п] дорівнює

Г (пкі к2 кп\ _  { к і + к 2 + . . .  +  кп)\С (ох ,а2 кі!кг] ^  .

Доведення. Позначимо число всіх впорядкувань мультимножини 
А через

С (к.\ , к2, - - - ,  кп ).

Перенумеруємо елементи цієї
гий індекс так, щоб для елемента ац його

Г й * * І  код ОЙ 125266
■ НАУКОВА Б!БЛЇОТі=£А
! !нв. № 7 5 6 4 4 1
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номер у базовій множині [Л] мультимножини А, а другий — його 
номер серед кі однакових елементів пг. Тоді всі елементи з А ста
ють різними, і позаяк вона містить к\ +  к2 4- ■ ■ ■ +  кп елементів, то 
після такого перенумерування число її впорядкувань дорівнює

(кі -Ь к2 +  •. • +  кп)\.

Зафіксуємо індекс і і вилучимо в елементах Оу перенумерованої 
мультимножини другий індекс. Тоді серед цих (кі + к2 4 -... +  кп)\ 
впорядкувань виявиться по /с*! однакових, які можна “склеїти” в 
одне. Оскільки для різних і вилучення другого індекса можна ро
бити незалежно, то після вилучення усіх других індексів отриму
ємо по

к1\ к 2\ - . . . к п\

однакових впорядкувань початкової мультимножини А. □

Твердження 1.2.3. Потужність множини всіх п-пгдмульти- 
множин мультимножини А =  {а” , , ■ • •, а^ } дорівнює

п +  т — 1\ тп^
п / п ' .

Доведення. Скористаємося комбінаторним правилом рівності. З 
цією метою встановимо бієкцію між множиною всіх п-підмульти- 
множин мультимножини А =  {а” , , . . . ,  а” } та множиною (0,1)-
кортежів довжини п +  т — 1, до складу кожного з яких входить 
п одиниць:

К \ а “ 2, . . .  ,а“ » }  < - »  ( 1 ^ 1 , 0 , 1 , . . . ,  1 ,0 ,... , 0 , 1 ^ ^ ) ,
ОС 1 а 2 с*т

(1.2.4)
де аі +  а2 +  ■ ■ ■ +  ато =  п.

Позаяк число таких кортежів, очевидно, дорівнює (п+™~1), то 
твердження справедливе. □
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Зауваження 1.2.2. Бієкція (1.2.4), по суті, є бієкцією між мно
жиною ЦІЛИХ невід’ємних розв’язків рівняння (У\+а-2 + - ■ . +  <Ут =  п 
та множиною (0 ,1)-кортежів довжини п +  т — 1, до складу ко
жного з яких входить п одиниць, тому число цілих невід’ємних 
розв язків цього рівняння також дорівнює ( п ) =  — —.

Вправи

1.2.1. Для мультимножин:

д _  Г„1 „з  4 п -1 і  • п  __ /  2п—1 _2п -1  2п—11
А  \ 17 а2і •• ■ і ак і • • • і а2п І  1 1  >®2 ’ ' ' ' >  п /

знайдіть: 1) бази; 2) первинні специфікації; 3) спряжені мульти
множини.

1.2.2. Для мультимножин А і В із вправи 1 знайдіть: 1) об’єдна
ння Л ііВ ; 2) перетин А  П Б; 3) суму А +  В\ 4) різницю В — А.

1.2.3. Для мультимножин А і В із вправи 1 побудуйте при п =  4:
1) їх діаграми; 2) їх спряжені діаграми.

1.2.4. Множину всіх підмультимножин мультимножини

А =  {ак1\ 4 \ . . . , а кгГ} 

називають мультибулеаном А і позначають 2а . Знайдіть 2 а | .

1.2.5. Нехай задана мультимножина А =  {акі, а^2, . . . ,  акг}. По
будуйте бієкцію між елементами множини 2а та всіма можливими 
траєкторіями руху від крайньої південно-східної точки діаграми 
сІіадг(А) до крайньої північно-західної точки цієї діаграми з до
зволеними рухами тої (4-, , Т) •

1.2.6. Нехай А =  {а^1, а 2̂, а ^ 1}, В =  {а^1, а̂ 2, . . . ,  а*п}, при
чому виконується включення А С В. Знайдіть число всіх мульти
множин С, які задовольняють включення

А С С  С В.
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1.2.7. Чи можна узагальнити задачу, сформульовану у вправі 
5 на випадок траєкторій похилих діаграм <і,іадг(А, В) та мульти- 
множин С, які задовольняють включення

А С С  С В ?

1.3 Розбиття

"Задачі Твої, славний муже, про розбиття чисел 
надзвичайно сподобалися мені через їх елегантність 
та корисність для пізнання властивостей чисел, і 
я тим більше дуже хотів би бачити повний виклад 
цього питання, бо й сам я також уже натрапив 
на таку ж задачу, але не міг знайти достатньо 
зручного і легкого розв’язання, якого я бажав. "

— Ойлер Л. (Із листа Ойлера Філіпу Ноде, вересень 
1740 р. 182], стор. 191)

Не існує такої області знань, де не виникала б необхідність 
класифікувати об’єкти за певними ознаками. Така класифікація 
зазвичай приводить до розбиття певної множини на класи еквіва
лентності. Саме тому вивченню різноманітних розбиттів присвя
чено багато часу та зусиль різних математиків.

У цьому підрозділі ми розглянемо деякі аспекти теорії розбит
тів натуральних чисел на невід’ємні цілі доданки. Цей напрям за
гальної теорії розбиттів здавна стимулювався великою кількістю 
задач, перш за все комбінаторного і теоретико-числового характе
ру, а тому добре розвинений.

Означення 1.3.1. Нехай ІІ множина, на якій визначено асо
ціативну і комутативну операцію ® (тобто Єї з операцією ф є 
комутативною напівгрупою). т-розбиттям елемента со Є Єї 
назвемо мультимножину

, Ш2, . • • ,1*̂771}, Єї,
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елементи якої задовольняють рівність

<̂1 0  ® . . .  © =  и). (1.3.1)

Якщо ж порядок елементів ш\, ■ ■ ■, о-іга у розкладі (1.3.1) є істо
тним, то таке т-розбиття назвемо впорядкованим т-роз
биттям елемента и>, або т-композицією цього елемента і по
значимо

■ ■ . , ц , ) .

Позначимо множину всіх впорядкованих та невпорядкованих 
т-розбиттів елемента ш відповідно через и і
покладемо С(и, ©) =  Ц ^ х  Ст(и], ®), Р(ш, ®) =  Рт(и, ©) 

Якщо Єї — N і © — звичайне додавання, то Ст(п, + ) і Рт(п, + )
— відповідно множини всіх впорядкованих та невпорядкованих 
розбиттів натурального числа п на т натуральних доданків, а 
множини С(п, + ) і Р(п, + ) — множини всіх впорядкованих і не
впорядкованих розбиттів цього ж числа на довільну кількість на
туральних доданків.

Розбиття натурального числа у невпорядковану суму нату
ральних доданків можна розглядати як мультимножину цих до
данків. Це дозволяє, зокрема, визначити розбиття, спряжене до 
даного (див. означення 1.2.3).

Приклад 1.3.1. Випишемо множину всіх впорядкованих розбит
тів числа 4 на натуральні доданки:

С (4, + ) =  {(4), (3,1), (1,3), (2,2), (2,1,1), (1,2,1), (1,1,2), (1 ,1 ,1 ,1)}. 

С2(4, + ) =  {(3,1), (1,3), (2,2)}.

Приклад 1.3.2.

т  + ) =  {{4 }, {3 ,1}, {2 ,2}, (2 ,1 ,1 }, {1 ,1 ,1 ,1 }}.

Ра(9, +) -
=  {{6 ,1 ,1 ,1 }, {5 ,2 ,1 ,1}, {4 ,3 ,1 ,1}, {4 ,2 ,2 ,1 }, {3 ,3 ,2,1}, (3 ,2 ,2 ,2 }}.
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Зауваження 1.3.1. В невпорядкованих розбиттях натурального 
числа п на т натуральних доданків його доданки впорядковують, 
як правило, в незростаючому порядку.

Таким чином, множина Ст(п, + ) є множиною всіх натураль
них розв’язків рівняння

аі +  . . .  +  ат =  п, т <  п; (1.3.2)

множина С(п, + ) — об’єднанням множин всіх натуральних розв’яз
ків рівнянь

аі +  . . .  +  ат — п, т =  1 , . . . ,  п; 
множина Рт(п, + ) — множиною натуральних розв’язків системи

аі +  а2 +  • • • +  <*т =  п, ^  „ „ч
« і  > а2 ^  • - - > і

і, нарешті, множина Р(п, + ), з врахуванням нульових компонент 
розбиття, є множиною всіх цілих невід’ємних розв’язків системи

аі +  а2 +  ■ ■ ■ +  ап =  п, (13 4)
а і ^ а 2 ^ ^ а„,

Якщо невпорядковане розбиття натурального числа п склада
ється із Лі одиниць, \2 двійок и т. д. \п доданків, що дорівнюють п, 
тобто первинна специфікація розбиття має вигляд [1Лі, 2Л2, . . . ,  пЛп], 
то показники цієї специфікації задовольняють рівняння

Аі +  2А2 +  . . .  +  п\п =  ті (1.3.5)

і число розв’язків системи (1.3.4) дорівнює числу розв’язків рів
няння (1.3.5).

Якщо ж невпорядковане розбиття містить т доданків, то по
казники цієї специфікації задовольняють систему рівнянь

Аі +  2А2 +  . . .  +  п \ п — п,
Аі +  Аг +  . . .  +  Ага — ш,

Тепер стає очевидним наступне
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Твердження 1.3.1. Існує природна бієкція між множиною на
туральних розв’язків системи (1.3.3) та множиною цілих не
від’ємних розв’язків системи (1.3.6).

Зробимо наступні позначення:

\Ст(п,+)\ =  с(п,т ), |С(п,+)| =  с(п), 

\Рт(п,+)\=р(п,т), \Р(п,+)\ =  р(п), (1.3.7)

причому ми вважаємо, що

с(п, гп) =  р(п , пі) =  0

для п < гп.
Очевидно, що

п п

с(п) =  Е  с(п’ т ) ’ =  т )' (1-3.8)
т = 1 т = 1

Твердження 1.3.2. Справедлива рівність

п—т+1

с(п,т ) =  5 2  с(п — і,т  — 1).
г= 1

Доведення. Нехай перша компонента впорядкованого розбиття на
турального числа п на т натуральних компонент дорівнює і. Тоді 
решту (ш — 1) компонент цього розбиття можна отримати, розби
ваючи натуральне число п — і. При цьому нижньою межею для і є
1. Якщо перша компонента то-розбиття числа п дорівнює п—т + 1 ,  
то решта т — 1 компонент цього впорядкованого розбиття будуть 
дорівнювати 1. Отже, верхньою межею для і є число п — т +1. □

Твердження 1.3.3. Справедлива рівність

с (п ,т )  = ( " - * ) .  (1.3.9)
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Доведення. Позаяк т ^ п, то віднімемо від обох частин рівняння
(1.3.2) т. Отримаємо рівняння

(аі -  1) +  (аг -  1) +  • • • +  (ато -  1) =  п -  т.

Отже, встановлено бієкцію між натуральними розв’язками рівня
ння (1.3.2) та цілими невід’ємними розв’язками рівняння

/Зі +  @2 +  ■ ■ • +  0т  =  П -  т,

де /Зі =  аі — 1, і =  1 , . . . ,  т. Але, згідно із зауваженням 1.2.2 (див. 
стор.19), число розв’язків останнього рівняння дорівнює

□
Твердження 1.3.4. Справедлива рівність

с(п) =  2п~1. (1.3.10)

Доведення. Справедливість цього твердження беспосередньо ви
пливає із рівності (1.3.9) та першої рівності (1.3.8):

□
Наступне твердження дає зручний спосіб обчислення чисел 

р(п,п>).

Твердження 1.3.5. р(п , 1) =  1 і для довільного 1 < т ^ п спра
ведливе рекурентне співвідношення

р(п, тп) =  р(п — 1, тп — 1) +  р(п — гп, тп), 1 < тп ^ п. (1.3.11)

Доведення. Перша частина твердження очевидна. Для доведення 
другої розіб’ємо множину Рт(п, +) розбивається на дві частини:
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множину Р = \ п ,+ )  тих розбиттів, остання компонента яких до
рівнює 1; і множину тих розбиттів, Р ^ (п ,  + ) остання компонента 
яких більша 1. Довільному розбиттю

(ах ,. . . ,  ат _і, 1)

із множини Р=1{п, +) поставимо у відповідність розбиття

(ах ,. . . ,  аш_х)

із множини Рт-і(п  -  1, + ), а довільному розбиттю

(а ь . . . , а  тп— 11 &т)

із множини Р ^ (п ,  + ) — розбиття (ах — 1 ,. . . ,  аш_х — 1, а т  — 1) із 
множини Рт(п -  т , + ). Очевидно, що ці відповідності є взаємно 
однозначними. Це й доводить рівність (1.3.11). □

Побудуємо фрагмент таблиці значень р(п,т).

п\т, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 р(п)
1 1 1
2 1 1 2
3 1 1 1 3
4 1 2 1 1 5
5 1 2 2 1 1 7
6 1 3 3 2 1 1 11
7 1 3 4 3 2 1 1 15
8 1 4 5 5 3 2 1 1 22
9 1 4 7 6 5 3 2 1 1 ЗО
10 1 5 8 9 7 5 3 2 1 1 42

Згідно з другою рівністю (1.3.8) сума елементів п—того рядка та
блиці дорівнює р(п).
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Для обчислення чисел р(п) зручно користуватися рекурентним 
співвідношенням

р(п) -  р(п -  1) -  р(п -  2) +  р(п -  5) +  р(п — 7) +  . . .  +

+ ( - 1)кр ( п -

(1.3.12)
яке знайшов ще Ойлер.

Зауважимо, що рт(п) і р(п) відповідно дорівнюють числу ці
лих невід’ємних розв’язків системи рівнянь (1.3.6) та рівняння 
(1.3.5).

Означення 1.3.2. Нехай а = (а і, а г ,. . . ,  ат ) Є Ст(п, +). Число 
(п — т) назвемо декрементом впорядкованого розбиття а. Роз
биття з парним декрементом назвемо парними, а з непарним 

непарними. Кожному впорядкованому розбиттю а припи
шемо також знак (—1)п~т.

Приклад 1.3.3. У множині

С (4 ,+ ) =  {(4), (3,1), (1,3), (2 ,2),(2,1 ,1), (1 ,2 ,1 ),(1 ,1 ,2 ),(1 ,1,1,1)} 

розбиття
{(3 ,1 ),(1 ,3 ),(2 ,2 ),(1 ,1 ,1 ,1 )} 

будуть парними, а розбиття

{(4 ),(2 ,1 ,1 ),(1 ,2 ,1 ),(1 ,1 ,2 )}

непарними.

Уважний читач помітив, що число парних впорядкованих роз
биттів множини С (4 ,+ ) дорівнює числу її непарних розбиттів. 

Справедливе наступне загальне

к(3к-1) )  + ( - 1  )кр п к(3к +  1)1 +  . ..  — 0,
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Твердження 1.3.6. Число парних розбиттів множини С (п , + ) 
дорівнює числу непарних розбиттів цієї множини.

Доведення. Із відомої тотожності =  0 і рівності
(1.3.9) випливає, що

( - ! ) " - £  с(п,т) = ( -1) " - £  (^ _ і )
т = 1  т = 1

Нехай задано деяке невпорядковане розбиття а =  
(а і, аг, • - ■, а г) натурального числа п на натуральні компо
ненти. Розбиття /З =  (/0і,/8г,. . .  ,/Зг) числа т на цілі невід’ємні 
компоненти, називають підрозбиттям розбиття а (позна
чається (3 ■< а), якщо виконуються покомпонентні нерівності 
а* ^ /Зі , і 1 ,2 ,. .. ,  г.

Частково впорядковану множину всіх підрозбиттів розбиття 
а =  (« і , а г ,. . . ,  аг) позначимо через Р (а і, а г ,. . . ,  а г). Основними 
комбінаторними задачами, пов’язаними із частково впорядкова
ними множинами є наступні три задачі: 1) визначення її поту
жності; 2) встановлення числа всіх максимальних ланцюгів між 
нулем та одиницею цієї множини; 3) визначення ширини цієї мно
жини (див.[55], стор. 122-132).

Якщо розбиттю а  поставити у відповідність деяку діаграму 
Ферре, а кожному підрозбиттю деяку її підціаграму, то при допо
мозі верхніх східців всіх піддіаграм діаграми а можна встановити 
бієкцію між елементами частково впорядкованої множини

Р (а і ,а 2, . . . , а г)
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та всіма можливими найкоротшими траєкторіями, з дозволеними 
рухами тої (<—,Т) між крайньою південно-східною та крайньою 
північно-західною точками діаграми а. Таким чином, задача про 
встановлення потужності множини Р (а і,а 2, ■ ■ ■ ,а г) еквівалентна 
задачі про відшукання всіх, описаних вище, траєкторій на відпо
відній діаграмі Ферре.

Приклад 1.3.4. Встановимо бієкцію між елементами множини 
всіх підрозбиттів розбиття (3 ,1,1) та найкоротшими траєкторіями 
між крайньою південно-східною та крайньою північно-західною 
точками діаграми Ферре с1іа£г(3,1,1):

Р (3 ,1,1) =  {{3 ,1 ,1 ), (3 ,1 ,0 ), (3 ,0 ,0 ),(2 ,1 ,1 ), (2 ,1 ,0 ),<2 ,0 ,0 ), (1 ,1 ,1),

(1 ,1 ,0 ),(1 ,0 ,0 ),(0 ,0 ,0 )}
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тому

(2,0,0) (1,1,1) (1,1,0) (1,0,0) (0,0,0)

(3 ,1 1 )
$

(3,1,0)
X

(3,0,0) (2,1, 1) (2,1,0)

Рис. 1.3.
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1.4. М нож ини Н(п)

Вправи

1.3.1. Побудуйте множини Сз(7,+ ), Р (6 ,+).

1.3.2. Доведіть, що число розбиттів натурального числа п на не 
більше ніж т доданків дорівнює числу розбиттів цього числа в 
суму доданків, які не перевищують т.

1.3.3. Знайдіть число різних часткових похідних п-го порядку 
нескінченно диференційовної функції т змінних.

1.4 Множини Е(п)

Так, я справді виявив кішку в грубці, але до того
часу я чув нявкання воює півгодини, однак непра-

8вильно його тлумачив.

Означення 1.4.1. [28]. Множиною Е(п) назвемо множину впо
рядкованих п-вибірок

* = «(іи(2),...,*(п))
із мультимножини з первинною специфікацією {Iі , 22, . . .  ,пп}, 
елементи яких задовольняють умови:

1)  натуральне число £(]) задовольняє нерівність

З < Ш) < п, 3 = 2, — ,п;
2)  для кожного ]  =  1 , 2 виконуються рівності

Ш ) =  Ш  +  !)  =  ••• =  Ш і ) ) -
8Розповідають ([54], стор. 52), що на святкуванні ювілею Колмогорова на 

його дачі в Комарівці І.М. Гельфанд врятував кішку, закриту в грубці, в якій 
почали палити.
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Зауважимо, що при і  =  п нерівність із першої умови набуває 
вигляду п <  £(п) < п, тому £(п) =  п.

Приклад 1.4.1.

Е(3) =  {(1,2 ,3), (2,2,3), (1,3,3), (3 ,3 ,3)}.

Зауваження 1.4.1. Множини Е(п) вперше з’явилися при вста
новленні потужності частково впорядкованої множини

Р (а  і ,а 2, . . . , а г)

(див. стор. 27.) та підрахунку числа найкоротших траєкторій на 
графах Ферре [32], що з’єднують крайню південно-східну точку 
із крайньою північно-західною точкою цього графа. При цьому 
число найкоротших траєкторій на діаграмі Ферре мультимножини 
А =  {а "1, а^2, . . . ,  а"г} (див. також теорему 3.11.1 на стор. 433, яка 
узагальнює цей результат) спочатку виражалося формулою:

Р (а х,а 2, . . . , а г) =

/  1 ^ -(А і+ ...+А „) П^=1Пг=0 (< 4  ~  кІ +  І +  2 )
2-^  ̂ тті к .\

{8^,...,^}ЄН (Г) ‘ - 1 *
де кі, к2, ■ ■ ■, кі і Аі, Аг,. . . ,  Ар — відповідно показники первинної та 
вторинної специфікації (див. стор. 13) мультимножини {й^1 , . . . ,  як‘ } 
Проте знадобилося чимало часу, щоб тлумачити множину Е(п), як 
множину за якою ведеться підсумовування доданків парадетермі
нанта (див. теорему 2.3.2 на стор. 81) деякої трикутної матриці.

Зауваження 1.4.2. (Левитська А.О.) Можна виписати явний 
вигляд множини Е(п):

Е(п) =  " 0  У  { { 4 і , і Г П, • • ■, г Г к"  > гьп- к}} .
к= 0 1^гі<г2<...<г*;^п—1

зо

1.4. М нож ини =(п)

Твердження 1.4.1. [28]. Між елементами множини Е(п) і еле
ментам,и множини С (п, + ) впорядкованих розбиттів натураль
ного числа п існує взаємно однозначна відповідність.

Доведення розіб’ємо на кілька кроків.
1. Якщо елемент ( Є  Е має первинну специфікацію

[]."(!) , 2 ° ™ , . . . ,  

то виконується рівність
п

5 3  а(») =  п.
і= 1

Тому показники а(1), а (2), . . . ,  а(п) первинної специфікації еле
мента  ̂утворюють деяке впорядковане розбиття числа п. Це дає 
відображення

(а (1 ),а (2 ),... ,а (п ))

із множини Е(гг) в множину С(п, +).
2. Ін’єктивність відображення ір. Нехай

6  =  (6 (1 ) ,£і(2), - - - ,£і(п)), Ь =  (£2(1) ;£г(2), • ■ • ,Ь (п ))

два різні елементи множини Е(п) з первинними специфікаціями 

|іаі(1),2<п(2), ^  „«•!<»)], [Іа20 ) ) , гг°2̂ ] .

Нехай і — найменший індекс, для якого виконується нерівність 
£іМ  7̂  £г(*)- Можна вважати, що £і(г) < (,2(і). Тоді з умови 2) 
означення 1.4.1 випливає нерівність аі(£2{і)) < с*2(£2(г)), тобто 
елементам ^і і ( 2 відповідають різні впорядковані розбиття мно
жини С(п, +).

3. Обернене відображення з Е(п) в С(п, + ) побудуємо згідно з 
наступним алгоритмом. Нехай р =  (р(1),р(2),. . .  ,р(з)) Є С (п , +).

п.1. поч
п.2. і :=  1; р := р (і); і  :=  1

3 1
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П-3. Ш ) =  ••• =£(р ) = Р
п.4. і  р +  1; і і +  1
п.5. якщо і <  з, то р := р +  р(і); перейти до п.З.
п.6. кін
Позаяк 1 < р(і), то після виконання п.4 і п.5 цього алгоритму 

буде виконуватися нерівність і  < р. яка разом із рівностями п.З. 
забезпечить виконання обох умов означення 1.4.1. □

Нехай £ Є Е(п) і і—  число різних компонент елемента £. Число 
п — г назвемо декрементом елемента £, а число г(£) =  (—1)п_г — 
його знаком.

Зауваження 1.4.3. Бієкція <р із доведення твердження 1.4.1 збе
рігає знаки, оскільки число різних компонент елемента £ дорівнює 
числу ненульових компонент розбиття <£>(£)•

Із тверджень 1.3.4 та 1.4.1 одразу випливає 

Наслідок 1.4.0.1. |Н(п)| =  2П_1.

Множини Е(п) можна будувати за допомогою наступного ре
курсивного алгоритму.

Твердження 1.4.2. [28].
(i) Е(1) =  {(1)}.
(ii) Якщо множина Е (к) вже побудована, то елементи мно

жини Е (к +  1) можна отримати, будуючи на основі кожного 
елемента £ =  (£(1),.. ■ ,£(&)) множини Е (к) два елементи мно- 
ж иниЕ(к+1). Перший — дописуванням на (к+ \)-ше місце числа 
к +  1, а другий — заміною всіх компонент, що дорівнювали к, на 
к +  1 та дописуванням на (к +  1) ше місце компоненти к +  1.

Доведення. Із зауваження після означення 1.4.1, (к +  1) ше місце 
в кожній впорядкованій мультимножині множини Е(А; + 1) займа
тиме число к +  1, тому, дописуючи до елементів множини Е(&) на 
(к +. 1)-ше місце число к +  1, ми отримаємо 2к~] різних елемен
тів множини Е(к +  1). Множину цих елементів позначимо через 
Е(к; к +  1).
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Заміна в кожній мультимножині множини Е(к) числа к на чи
сло к +  1 разом з дописуванням на (к +  1)-ше місце числа к +  1 
також не порушує умов означення множини Е(п), бо всі елементи 
£(г), менші за к, задовольняють ці умови, а число к + 1, з’явившись 
на ^'-тому місці, заповнює також всі наступні місця по (к +  1)-ше 
включно. Ця процедура дає ще 2к_1 різних елементів множини 
Е(к +  1). Позначимо множину цих елементів через Е(к +  1; к +  1).

Кратність входження числа к +1 до кожного елемента множи
ни Е(к]к +  1) дорівнює 1, а кратність входження цього ж числа 
до кожного елемента множини Е(А; +  1,к +  1) більша за 1. Тому 
всі елементи цих двох множин різні і належать Е(А; -+- 1)-множині.

Позаяк Е(к; &+1)иЕ(& +  1; & +  1) С Е (к + 1) і |Е(&; А: 1) УЕ(А; -I- 
1; к +  1)| =  2к, то з наслідку 1.4.0.1 випливає рівність Е(А;; к +  1) СІ 
.=.(& 1; к + 1) =  —(А: +  1). О

Приклад 1.4.2. Наступна таблиця

{6 ,£2, £3,64) Перв. спец. Пок. перв. спец.
( 1, 2,3,4) <Г> [Iі , 2і ,3 і ,4 і] <->■ { 1, 1, 1, 1}
(2, 2,3,4) <->• [22,3і , 4і] •н- { 2, 1, 1}
(1,3,3,4) <->• [Iі , З2,4 і] <-»■ { 1, 2, 1}
(3,3,3,4) •н- [З3,4 і] •Є» {3 ,1}
(1,2,4,4) •н- [1\2\42] {1 ,1 ,2 }
(2,2,4,4) о [22,42] •н- {2 ,2}
(1,4,4,4) о [Iі , 43] <->• {1 ,3}
(4,4,4,4) о [44] {4}

містить всі 8 елементів множини Е(4), відповідні їм первинні 
специфікації та показники цих специфікацій.

Означення 1.4.2. Елементи £і,£г Є Е(п) назвемо дружніми, 
якщо їх бази задовольняють нерівність

[6] П [6] ф М -

У протилежному випадку ці елементи називатимемо недру
жніми.

33



РОЗДІЛ 1. КОМБІНАТОРНІ ПІДВАЛИНИ ТЕОРІЇ

Множину всіх елементів множини Е(п), недружніх з елемен
том а  цієї множини, позначимо через Еа(тг).

Твердження 1.4.3. [28]. Існує рівно Зп_1 впорядкованих пар не
дружніх елементів множини Е(тг), тобто

5 2  І=в(п)І =  |{(«.£) е  Е(п) х Е(п) : N  п \Р\ =  М }1  =  з" -1 -
аЄН(п)

Доведення. Позначимо хп =  Ц аЄн(п) І“ « (П)І- Використовуючи 
позначення із доведення твердження 1.4.2 (див. стор. 32), можемо 
записати:

Е(тг) х Е(тг) =  (Е(п -  1, тг) х Е(п -  1, п)) СІ (Е(тг -  1, тг) х Е(тг, тг))и 
и(Е(п, тг) х Е(п — 1, гг)) У (Е(тг, п) х Е(п, тг))

Порахуємо число пар недружніх елементів у кожній з 4 компонент 
правої частини

1) На (тг -  1)-у місці в кожному елементі множини Е(тг — 1, п) 
стоїть число (гг — 1). Тому довільна пара елементів цієї множини 
є недружньою.

2) Для кожного елемента а Є Е(тг) існує єдиний елемент а' Є 
Е(п — 1), на основі якого а будується за допомогою алгоритму з 
твердження 1.4.2.

Нехай а Є Е(п — 1,п) і /З Є Е(п, тг). Якщо елементи множини 
Е(тг), що є впорядкованими наборами натуральних чисел, розгля
дати як деякі мультимножини, то можна розглядати їх перетин. 
Тоді якщо а' П /З' =  {(ті -  1)р}, 1 < р, то а П (3 =  {п }, тобто еле
менти а і /3 не дружні. Якщо ж а' П /3' =  { . . . ,  а (і) , . . . ,  (п — 1)р}, 
то а Л /3 =  { . . . ,  а (г ),. . . ,  тг}, і елементи а і /3 дружні. Таким чи
ном, кількість пар недружніх елементів, які належать множині 
Е(тг -  1,тг) х Е(тг, тг), дорівнює

5 2  -  1) |  = Ж„—і.
с*ЄН(п—1)
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3) Випадок (а,/3) Є — (тг, тг) х с,(п — 1. тг) аналогічний попере
дньому.

4) Четвертий випадок також аналогічний до другого випадку. 
Пара елементів а і /3 із декартового добутку Е(тг, тг) х Е(тг, тг) не 
дружна лише тоді, коли а'П/3' =  { (тг — 1 )р}, 1 < р. тобто четвертий 
випадок дає знову хп_і недружніх елементів.

Таким чином, маємо рекурентне співвідношення хп =  Зхп_і і 
початкову умову хі =  1, з яких і випливає справедливість твер
дження. □

Приклад 1.4.3. В наступній таблиці наведено всі попарні пере
тини елементів множини Е(4).

а П /3 (1,2,3) (2,2,3) (1,3,3) (3,3,3)
(1,2,3) {1,2,3} {2,3} {1,3} {3}
(2,2,3) {2,3} {22, 3} {3} {3}
(1,3,3) {1,3} {3} {1,3*} {з2}
(3,3,3) {3} {3} {З2} {3а}

Вправи

1.4.1. Побудуйте множину Е(5).

1.4.2. Знайдіть число невпорядкованих пар недружніх елементів 
множини Е(п).

1.4.3. Знайдіть потужність множини

{а Є Е(тг) : |[а]| =  &}.
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1.5 Рекурентні рівняння

"... а глист цей від глистів страждав, що від глистів 
й самі страждали. "9

— Іоахім Рінгельнац

Колись круп’яні палички продавалися в картонних коробках, 
на яких було зображено двох ведмежат, що тримали коробку з 
круп’яними паличками. Однак, на коробці, яку тримали ведме
жата був лише надпис "Круп’яні палички але були відсутні два 
ведмежата, що тримали коробку з круп’яними паличками... . 

Якщо в рівнянні
Ь

х =  а -\— , 
х

ліву його частину інтерпретувати як коробку з круп’яними пали
чками, а праву — як малюнок на цій коробці, то можемо записати 
рівність

Ь
х =  а +
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а +  ^ р г

В обидвох прикладах ирисутня рекурсія10.
Таким чином, можна жартівливо сказати, що рекурсія — це 

той вид транспорту, на якому математики подорожують в нескін
ченність.

У рекурентному співвідношенні

^п =  / (^п—1 > Тіп—2і ■ ■ ■ і Щі—к)

кожен наступний член послідовності виражається через к
попередніх членів цієї послідовності за одним і тим же правилом.

9Цитата запозичена з [6], стор. 679.
10Слово "рекурсія"походить від французького слова гесиггепіе — поверта

тися назад.
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Якщо в цьому рекурентному співвідношенні функція /  лінійна за 
всіма своїми аргументами, то рекурентне співвідношення назива
ють лінійним.

Для лінійних рекурентних співвідношень доведено ряд загаль
них теорем, зміст і доведення яких, з відомих причин, є аналогами 
відповідних теорем з теорії лінійних однорідних та неоднорідних 
систем рівнянь із сталими коефіцієнтами та теорії однорідних та 
неоднорідних звичайних диференціальних рівнянь із сталими ко
ефіцієнтами. Ці теореми стали класичними і широко використо
вуються. Проте, навіть для лінійних однорідних рекурентних рів
нянь із змінними коефіцієнтами, загальні методи їх розв’язання 
та дослідження досі відсутні. Ще гірше вивчені нелінійні рекур- 
сії. Тут взагалі відсутні загальні підходи до їх вивчення.

Зупинимося на лінійних рекурентних рівняннях із сталими ко
ефіцієнтами, які добре вивчені (див., наприклад, [2], [59]).

1.5.1 Л ін ійн і од н ор ід н і р ек ур ен тн і р івняння 

Означення 1.5.1. Рівняння виду

Нп — а\Нл—1 2 “Ь • • • “Ь ®кНп—к (1.5.1)

називають лінійним однорідним рекурентним рівнянням
к-го порядку зі сталими коефіцієнтами.

Під розв’язком рівняння (1.5.1) розуміють числову послідов
ність

{ ип}п̂ =1>
всі члени якої його задовольняють. Відразу зауважимо, що перші 
к членів числової послідовності, яка слугуватиме розв’язком цього 
рівняння, можна вибрати довільно. Тоді регата членів послідовно
сті може бути однозначно знайдена при допомозі рекурсії (1.5.1). 
Таким чином, існує безліч розв’язків рівняння (1.5.1) і природно 
виникає задача описати всі такі розв’язки.

Нехай
ип =  гп~\ п =  1 ,2 ,. .. ,
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тоді, підставивши ці члени послідовності у рівняння (1.5.1), отри
маємо рівняння

гп~1 =  а\гп~2 +  а2гп- 3 п—к—1

або рівняння

<р(г) =  гк -  аігк~1 -  а2гк~2 ак -1г — 0, (1.5.2)

яке називають характеристичним рівнянням для рівняння (1.5.1).
Отже, якщо гь г2, . . . , г к — попарно різні корені характеристи

чного рівняння (1.5.2), то

г Г 1, ^ - 1, . . . , ^ - 1 (1.5.3)

— різні розв’язки лінійного рекурентного рівняння (1.5.1).
Лінійна комбінація

ип = С\г™~1 + СггГ1 + • • • + Скг%,П — 1 п — 1 (1.5.4)

системи розв’язків (1.5.3) задовольняє рекурентне рівняння (1.5.1), 
бо після її підстановки у це рівняння отримуємо очевидну тото
жність:

Сі<р{гі) + С2ір(г2) + ... + Ск<р(гк) =  0.

Позаяк визначник системи рівнянь

Сі + С2 + ... 4- Ск — щ,
С\Г\ +  С2г2 +  . . .  +  Скгк =  и2,

(1.5.5)

[С іг к~1 +  С2гк~1 +  . . .  +  Скгкк~1 =  ик, 

є детермінантом Вандермонда, який дорівнює

П^Гі _ гі)
і>3

,./с—1

38

1 .5 . Р е к у р е н т н і  р ів н я н н я

і відмінний від нуля при попарно різних коренях характеристично
го рівняння, то константи Сі, С2, . . . ,  Ск завжди можна знайти із 
цієї системи рівнянь.

Таким чином, якіцо корені характеристичного рівняння попар
но різні, то загальний розв’язок рівняння (1.5.1) має вигляд (1.5.4).

Розглянемо випадок кратних коренів характеристичного рів
няння. Нехай характеристичне рівняння (1.5.2) має р різних ко
ренів Гі, Г2, . . . , Гр ІЗ ВІДПОВІДНИМИ кратностями 5і, 52, • • • , 5р, для 
яких виконується рівність

5і +  52 +  . . .  +  5р =  А;.

В цьому випадку система розв’язків

С п г Г 1 с и пгГ 1 .. .
Сзіг”-1 С22пгІ~х . . .  Сіахп * '-\ * -х,

с р1г" - 1 Су2пгпр- Х . . .  С р ^ г - ' г ; - 1

також утворює базис розв’язків рекурентного рівняння (1.5.1),
тобто загальний розв’язок цього рекурентного рівняння можна
записати у вигляді

ип =  (Сії +  С \2п  +  . . .  +  С і 3іп 81 1)г ”  1 +  . . .  +

+(Срі +  Ср2п +  . . .  +  Ср3рп8р 1)г”  1.
Для доведення цього факту достатньо показати, що система рів
нянь

Сц  +  С12 +  • • • +  СІ81 +  . . .  +  Срі +  Ср2+
• ■ - +  Срвр =  и і ,

(Сп + 2Сі2 + • • • + 28і_1С'і8і)гі + ... +

' -\-(Ср\ + 2Ср2 +  . . .  + 28р хСр3р)гр =  и2, (1.5.6)

(Сп + кС12 + ... + ̂ 1-1Сі5і)г ^ 1 + ... +

„ (Срі + кСр2 + +... + к8р 1Ср3р)гк 1 = ик,



РОЗДІЛ 1. КОМБІНАТОРНІ ПІДВАЛИНИ ТЕОРІЇ

має розв’язок при довільних значеннях її правих частин, тобто 
визначник цієї системи не дорівнює нулю. У [20], розд. І, §4 цей 
визначник виражається через визначники Вандермонда.

Зауваження 1.5.1. Значення правих частин систем рівнянь
(1.5.5), (1.5.6) називають початковими умовами рекурентного рів
няння (1.5.1).

Приклад 1.5.1. Ров’яжемо рекурентне рівняння

ип — ип—і 4" ип—2, (1.5.Т)

яке задає послідовності Лукаса11 (Р. Ьисаз).
Складаємо відповідне характеристичне рівняння. Воно має ви

гляд
г2 =  г +  1.

Знаходимо його корені:

1 — л/5 1 +  л/5
Г1 =  ^ - ’ Г2= 2 '

Отже, загальний розв’язок рівняння (1.5.7) має вигляд:

„ . о  ( І (1„ ,

де Сі, С2 — довільні константи.
Якщо

и\= и2 =  1,

то із відповідної системи рівнянь знаходимо, що

г  у/Е~ 1 г  -  '/Е +1
1 2>/5 ’ 2 2\/5

11 Французький математик та інженер.
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і загальний член послідовності, яка носить назву послідовності 
Фібоначчі, має вигляд:

Приклад 1.5.2. Знайдемо загальний розв’язок лінійного однорі
дного рекурентного рівняння

ип — 4гіп_і ■ &ип—2 4~ 8ип—з 4ип—̂.

Характеристичне рівняння

г4 — 4г3 4- 8г2 — 8г 4- 4 =  0

має корені

П
г - (  37Г . . 37Г \

=  г2 =  1 — г =  V 2 соз----- 1- г зіп —  ,
V 4 4 )

Гз — Гі — 1 4- і — \/2 ^соз ^  4  і зіп ^  ,

тому загальний розв’язок заданого рекурентного рівняння має ви
гляд:

^  (  37г(п — 1) . . 37г(п -1)\
ип =  (Сі 4- С2п) 2 2 [ соз-----  ---------1- г 8іп-------------------  ------  ) 4-

. „  „  ,  п _ 1  (  7 г ( п  —  1 )  7 г ( п  —  1 )
+  (Сз +  С4Г?,)2 2 /  СОЗ --------- — ----------- [- І  8 1 П --------------------

1.5.2 Лінійні неоднорідні рекурентні рівняння

Означення 1.5.2. Рівняння виду

ип =  а\ип-\ 4- а2ип- 2 4 - ... 4- акип- к +  /(п )  (1.5.9)

називають лінійним неоднорідним рекурент ним рівнян
ням к-го порядку із сталими коефіцієнтами.
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Для лінійних неоднорідних рекурентних рівнянь із сталими 
коефіцієнтами справедливі наступні два твердження.

Твердження 1.5.1. ([2], стор. 460 - 461). Нехай ип — и*п — розв’я
зок лінійного рекурентного рівняння (1.5.1) і ип =  и** — ча
стинний розв’язок лінійного неоднорідного рекурентного рівня
ння (1.5.9), тоді ип — и*п +  и** є також розв’язком рівняння
(1.5.9).

Доведення. Позаяк ип =  и* і ип =  к** задовольняють відповідно 
рівняння (1.5.1) і (1.5.9), то маємо рівності:

ип =  «І«п - 1  +  а2ип- 2  +  • • • +  аки*п_ к,
** ** і ** І І ** , г / \ип =  « і«п -і  +  а-2ип_2 +  • ■ ■ +  акип_к +  /(п ).

Додаючи ці рівності, отримуємо рівність

<  +  <  =  о і « _ і  + <*_і) +  . . .  +  ак(и*п_к +  <*_„) +  /(п ), 

яка свідчить про те, що

ип =  ип +  ип

є розв’язком рівняння (1.5.9). □

Твердження 1.5.2. ( [2], стор. 461 - 462). Нехай ип =  и** —
частинний розв’язок лінійного неоднорідного рекурентного рів
няння (1.5.9), тоді кожен розв’язок цього рівняння має вигляд 
ип =  гг* +  и**, де ип =  и* — загальний розв’язок лінійного однорі
дного рекурентного рівняння (1.5.1).

Доведення. З г і д н о  з попереднім твердженням, послідовність ип =  

ип +  иТІ є розв’язком рівняння (1.5.9). Припустимо, що К* і ип 
розв’язки рівняння (1.5.9), тоді, віднімаючи рівності

ип — а\ип \̂ +  а2'ип_2 +  • • • +  акип^к +  /  (п)
** ** і ** і , ** . г / \

ип =  а1ип-1 +  «2М„-2 +  • ■ ■ +  акип-к +  Д п).
помічаємо, що и* — йп — и** є розв’язком лінійного однорідного 
рівняння (1.5.1), тобто йп =  и*п +  її**. □
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Приклад 1.5.3. ([2], стор. 465 - 468). Розв’яжемо лінійне неодно
рідне рекурентне рівняння другого порядку із сталими коефіцієн
тами:

/  П 7Г \
ип — Зип—і 12иГі—2 Н- 3 зіп •

Загальний розв’язок відповідного однорідного рекурентного 
рівняння має вигляд:

и*п =  С1 + С 22п-\

бо його характеристичне рівняння

г2 — Зг +  2 =  0

має два різні корені: г\ =  1, г2 =  2.
Зважаючи на форму функції

Д п) = 3 8 І п ( ^ )  ,

частинний розв язок вихідного неоднорідного рівняння шукати
мемо у вигляді:

* «  ,  / П 7 Г Ч  ,  . / П 7 Г \
ип =  Ьі соз [ — )  +  ь2 Зіп )  .

Після підстановки цього виразу у вихідне неоднорідне рівняння, 
отримаємо рівність:

/ П 7 Г \  , . / П 7 Г \  ґ ( п - 1 ) я \  . / ( п -  1)тг
Ьі соз  ̂—  ̂ +6251п  ̂—  ̂ =  Збісоз ( ------------- ) +ЗЬ2 зіп ( -------------

( ( п - 2 ) т г \  п, . ( ( п - 2 ) і т \  . / П 7 Г \
—2Ьі соз ( -------------\ — 2Ь2 зіп ( ------- -------) +  3 зіп ■

Але

І ( П1Т\ і ( ( п - 2)іг\ . /птг\ . ( { п - 2)жЬі соз  ̂=  — Ьі соз І -----------  1 , Ь2 зіп )  =  -Ь2 зіп І ----- ------
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/ ( п  -  1)тг\ ґ (п  -  2)тг\
Збісой ( — 2----- ) =  -ЗЬіЗіп ( ------ ----------- ----) ,

. /  (7 1  —  1 )7 Г  \ ґ(п -2 )т г\
ЗЬ2зт ( -----------\ =  ЗЬ2 соз ( ------------- ) ,

І  ̂ І — О 0111 І л
V 2 /  V 2

тому остання рівність може бути переписана у вигляді: 
(п — 2)7г\ . /(п  — 2)-п"

—Ьі соз — І -  Ь2 зш І -
2

. ((п  -  2)тг\ ( (п -  2)п=  —36і зіп ( ----------- ] +  ЗЬ2 соз '

Л, ґ(п-2)іг\  / ( п -  2)тг\ . ((п — 2)тт
—2Ьі соз ( -----------1 — 2Ь2 зіп і -------------  ) — 3 зш '

2 )  \ 2 )  \ 2

Зрівнюючи коефіцієнти біля СОЗ ^(П~2)7Г̂  та 8ІП ^(гс-2)7Г̂   ̂ отрима
ємо відповідно рівності

Ьі =  ЗЬ2, ЗЬі +  Ь2 =  З,

з яких знаходимо, що Ьі =  уд, Ь2 =  ^5-
Таким чином, загальний розв’язок вихідного неоднорідного рів

няння має вигляд:
^  ^  „ п _ 1  9  / П 7 Г \  3 . / П 7 Г \ип =  С і+ С 22 +  — соз ( — )  -(- — зіп ( — )  .

Накінець наведемо приклад функції Аккермана12 А(п, ш), яка 
задається рекурсивно:

{
т  +  1, якщо п =  0,
А(ті — 1,1), якщо т  =  0,

А(п — 1, А(п , тп — 1)), якщо т  ф 0, п ф 0

Спробуйте вручну знайти значення Л (3,2).12Функція Аккермана відіграє важливу роль у теорії алгоритмів при оцінці 
складності алгоритмів.
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1.6 Комбінаторні числа та многочлени

"Чи існують “нецікаві" числа? Математики зна
ють, що відповідь на це питання негативна. Дове
дення: припустимо протилежне ... Візьмемо най
менше число з нецікавої частини чисел.13 — Та це 
ж цікава властивість даного числа!"

— Євген Скляревський, [70]
Важливу роль в різних областях математики відіграють спе

ціальні комбінаторні числа та многочлени. Згадаймо лише біно
міальні многочлени та їх коефіцієнти, числа Стірлінга першого і 
другого роду, числа та многочлени Ойлера, ортогональні много
члени тощо. Проте, найбільш відомі многочлени своєю популяр
ністю завдячують лише своїм коефіцієнтам.

В усіх перелічених випадках, послідовність многочленів

«00:

«10 +  а 1і£>

а20 +  «21 ̂  +  «22 ̂  ,

апо 4- апіі +  ап2і2 + аппіп, п Є

де ац ф 0, і  =  0, 1 , . . . ,  задається трикутною таблицею його кое
фіцієнтів

«оо
а ю «п
О20 «21 «22 . (1.6.1)

«п0 «п і «п2 • • • «пга

13Якщо тільки це можна зробити. Автор цього доведення мав, мабуть, на 
увазі множину натуральних чисел.
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Наведемо приклади деяких важливих трикутних таблиць чи
сел.

1. Трикутник Паскаля з’являється в біномі

т =0
т

Для побудови трикутника Паскаля, як правило, користуються 
рекурентною формулою (біноміальних коефіцієнтів).

тут

п — 1 
т — 1

п 1
т

(1.6.2)

1, п Є Мо

Д4— початкові умови
Трикутник Паскаля може бути побудований (Семенчук А.В.) 

також ири допомозі рекурентного рівняння:

2 (п, т) — ( — зп +  ят +  1 )2 (п — 1, т — 1) +  (зт +  1)2 (п — 1, ш),

де 0 ^ т  ^ п, 5 Є 2  з початковою умовою 2(п, 0) =  1, причому 
2 (п, т) =  0 при п < т.

2. Трикутники чисел Стірлінга першого та другого роду.

4Будуючи числові трикутники ми вважаємо, що 2(п ,т ) =  0 при т > п.
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Твердження 1.6.1. В рівностях

П

=  ^  5(П;к)хь (П;к Є N0), (1.6.3)
к=0

п

хп =  5 2  ь )хк{~1} (»>к є  N0), (1.6.4)
6=0

коефіцієнти зп ь і 5п ь відповідно задовольняють рекурентні спів
відношення:

з(п, к) = з(п  — 1, к — 1) +  (—п  +  1)в(п -  1 ,к ) , 0 ^ к   ̂п, (1.6.5)

8 (п , к) = 8 (п  — 1, к -  1) +  к З (п  - 1 , к ) ,  0 ^  к  ^ п, (1.6.6)

де
5(0,0) =  1, з(п, 0) =  0, пЄ М , (1.6.7)

5(0,0) =  1, 3(п, 0) =  0, п Є N (1.6.8)

— відповідно їх початкові умови.

Доведення. Передовсім відзначимо, що із (1.6.3) випливають оче
видні рівності (1.6.7). Далі маємо:

П—1
хп{—1} — (х -  (п -  1))хгг-1 -̂1  ̂ — (х -  (п -  1)) ^  з(п -  1, к)хк —

6=0

п—1 п—1

=  5 2  8іп ~ її к)хк+1 — (п -  1) 5 2  3(п ~ к)хк. 
к=0 6=0

Зробимо в першій сумі останнього виразу заміну змінної: нехай 
к ' =  к  +  1, тоді сума по к ' буде здійснюватися в межах від 1 до п, 
причому к =  к! -  1. Отже, враховуючи (1.6.7), матимемо

п п—1
хп {-і} _  5 п̂ _  і д '  _  і)х^ -  (п — і) 5 2  5(П _  1’ к)хк =

6 '= 1  6=0
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п -1  п —1

=  Хп +  5 3  3(п ~ к' ~ 1)хк — (п — 1) 5 3  8(п ~ к)хк — 
к' = 1 к= 1

П—1
=  хп +  5 3  (8(п — 1, Л — 1) — (п — 1)5(71 — 1, к)) хк, 

к= 1
тобто рівність (1.6.5) виконується.

Розглянемо рівність (1.6.4). В цьому випадку також виконую
ться рівності (1.6.8). Далі маємо:

хп =  хп_1(х — к +  к) — 

п—1 п—1
5 3  — її 1̂ (х — к) + к  5 3  — 1, к )х к  ̂ ^
к=0 к=0

п—1
= хп{_1} +  53(5(7. -  1, к -  1) +  к8 (п -  1, &))х*<-і}.

/с=1

□

Зауваження 1.6.1. Числа з(п , А:) и 8 (п, к) називають числами 
Стірлінга першого і другого роду, а рівності (1.6.7) і (1.6.8) 
відповідно їх початковими умовами.

Проілюструємо застосування комбінаторного закону двоїсто
сті факторіальних степенів.

Нехай у рівностях (1.6.3), (1.6.4) х =  —у, тоді, враховуючи
(1.1.2), (1.1.3), одразу випливають нові тотожності:

П

уЧ і} = 5 ^ (_ 1)П+/с5(П)/с)у^
/с=0

71

уп =  5 3 ( - і г +^ ( т а ) / {і}.
к=0
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Коефіцієнти правих частин цих тотожностей називають числами 
Стірлінга першого і другого роду, відповідно без знаків і із знака
ми.

Наведемо відповідно трикутники чисел Стірлінга першого та 
другого роду:

з(п, т) т =  0 1 2 3 4 5 6 оо

п =  0 1
1 0 1
2 0 -1 1
3 0 2 -3 1
4 0 -6 11 -6 1
5 0 24 -50 35 -10 1
6 0 -120 274 -225 85 -15 1
7 0 720 -1764 1624 -735 175 -21 і
8 0 -5040 13068 -13132 6769 -1960 322 -28 1

3. Трикутник чисел Ойлера з ’являється в рівностях:
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Цю формулу називають формулою Ворпіцького15 [159]. 
Многочлен виду

71

Еп{і) -  5 3  Е (п,т )іт~1
771=1

називають многочленом Ойлера (див. [84]).

РОЗДІЛ 1. КОМБІНАТОРНІ ПІДВАЛИНИ ТЕОРІЇ

Е(п, т) т =  1 2 3 4 5 6 7 8
п =  1 1

2 1 1
3 1 4 1
4 1 11 11 1
5 1 26 66 26 1
6 1 57 302 302 57 1
7 1 120 1191 2416 1191 120 1
8 1 147 4293 15619 15619 4293 247 1

Рекурентна формула для иобудови трикутника чисел Ойлера: 

Е(п, т) =  (п — т +  \)Е(п — 1, т — 1) +  тЕ(п — 1, тп), (1.6.9) 

де 1 ^ т ^ п, з початковими умовами

Е(п, 1) =  1, п Є N.

Можна було б навести цілий ряд інших відомих та невідомих 
трикутників чисел та відповідних їм многочленів. Наведемо лише 
деякий уніфікуючий підхід до досліджень в цьому напрямку.

Розглянемо рекурентне співвідношення

Я.(п,т) =

15 Недавно західні математики дізналися про існування книги китайського 
математика Лі Сянь-Ляня (1867), в якій вперше зустрічається ця формула.
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=  (а ііп + а і2то+ /3і)іг(п -1 , тп - 1) +  (а2іп + а 22™ +А2)-К (п -1, ш),
(1.6.10)

де 0 ^ т ^  п, з початковими умовами

Я (п , 0) =  а „о , п  Є Мо- (1 .6 .1 1 )

Ми вважаємо, що при т > п виконується рівність Е(п, т) =  0.
Кожному такому рекурентному співвідношенню поставимо у 

відповідність матрицю його коефіцієнтів

Я (  а п  а и  і 1 )  . (1.6.12)
\ С*21 «22 Р2 )

При такому підході, в залежності від матриці коефіцієнтів, мо
жна досліджувати властивості певних класів трикутників чисел 
та відповідних їм многочленів.

Зауважимо, що числовий трикутник, згідно із рекурсією (1 .6 .1 0 ) ,  
заповнюється за схемою

771 -  1 771

О О о о

На цій схемі, виділеним кружечкам тг — 1-го рядка відповідають 
елементи В{п — 1, ттг — 1), В(п — 1, т) деякого числового трикутни
ка, при допомозі яких обчислюють виділений елемент В,(п,т) з 
7г-го рядка та т-го стовпця.
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Тому в ролі початкових умов для рекурентного співвідноше
ння (1.6.10), яке генерує числовий трикутник (1.6.1), виступають 
рівності (1.6.11), в яких елементи апо є крайніми лівими елемен
тами цього числового трикутника.

Так, матрицям коефіцієнтів

я ( о  "і1 0 ' Л(о “і1 о
відповідають трикутники чисел Ойлера та чисел Ойлера другого 
порядку (див. [21], стор. 300-301); матриці

0 0 і  
к [  0 0 1

трикутник Паскаля; матрицям

/?( °  °  Ч  я (  °  0 11 і о і ) ’ V о і о
— відповідно трикутники Стірлінга першого і другого роду.

Якщо, наприклад, всі крайні елементи числових трикутників 
дорівнюють одиниці і виконуються наступні умови

ац  =  — а і2 =  с*22, а22 +  #2 =  1, /Зі =  1, «21 =  0,

то рекурентні співвідношення (1.6.10) згенерують трикутники з 
рядками, рівновідцалені від кінців елементи яких рівні. Якщо мо
дулі елементів матриці коефіцієнтів не перевищують 5, то існує не 
менше 10 таких числових трикутників, які задаються наступними 
матрицями коефіцієнтів:

«'■о4 л ; м ? - з і И о2 д ;

«І о1 Л 2 М 0 0 ~і о
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Найпростішими матрицями коефіцієнтів є п’ята і шоста матриця, 
яким відповідають трикутник Паскаля та Ойлера. Решта число
вих трикутників наведена у додатку 4 на стор. 453.

Замість рекурентного співвідношення (1.6.10) можна було б 
розглядати рекурентне співвідношення виду

Ь(п, т) — (а\\п +  « 12т +  (5\)Ь(п — 1, т )+

+  ( « 21̂  +  « 22̂  +  /Зг)І/(п — 1, т +  1), 0 < т ^ п (1.6.13) 

із початковими умовами

Ь(п, п) =  1, п Є Мо-

Звертаємо увагу читача на початкові умови цього рекурентно
го співвідношення та схему проведення обчислень при заповненні 
числового трикутника.

т  -  1 т

о о о о

п — 1 о • --------------• о

п о • о о

о о о о

Матриці коефіцієнтів таких рекурентних співвідношень познача-
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тимемо через

Якщо, наприклад,

«11 «12 /Зі 
«21 «22 /?2

0 0 1
0 0 1

то дістанемо числовий трикутник

Цікаві числові трикутники можна згенерувати рекурентними 
співвідношеннями виду

В.О(п, т) =  («ц п  +  а\2т +  (Зі)КО(п — 1, т — 2) +

+ (а 2іп +  0122т +  /Зг)ДІ)(п — 1, т — 1), 0 ^ т ^ п, 

з початковими умовами

Д.О(п, 0) = 0 ,  п Є N.

Тут ми вважаємо, що НО(п, —1) = 0 .
Таким рекурентним співвідношенням відповідає наступна схе

ма заповнення числових трикутників:
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т т

п — 1

п

о о о о о
Матриці коефіцієнтів таких рекурентних співвідношень познача

тимемо через
«11 «12 /Зі 
«21 «22 02

Матриці коефіцієнтів

К Б
0 0 1
0 0 1

відповідатиме числовии трикутник виду
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Рядки цієї таблиці є першими елементами послідовності чисел Фі
боначчі.

Цікавим виявляється і наступний загальний підхід до вивчен
ня властивостей числових трикутників.

Позаяк многочлени

(х +  г)г<8>, і =  0 ,1 ,...  ,п

(див. стор. 443) за змінною х  утворюють базис у просторі много
членів степеня не вищого за п, то многочлени

(х +  і)г̂ к\ і =  0 ,1 , . . . ,  п

можна подати у вигляді їх лінійної комбінації. При цьому отри
маємо наступні тотожності:

(х + і)°{*} = аоо(* + г)°М,

(х -И )1̂  =  а,ю(х +  г)0^  +  а ц ( і  +  г )1̂ ,
(х +  і)2^  =  а2о{х +  г)0^  +  а2і(х  +  г)1̂  +  а22(х +  г)2̂ ,
(х -М )3̂  =  азо(х +  г)°{*} +  азі(х +  г)1{8} +  а32(х +  г)2{,5} +

+  а33(х +  г)3{5},

(х +  і)п^  — апо(х +  г)0^  +  а„і(х +  г)1̂  4- ап2(х +  г)2^  +
+ . . .  +  апп(х  +  г)га̂ ,

(1.6.14)

Таким чином, ми приходимо до класу числових трикутників

(1.6.15)

Опп

«00

« ю а ц

«20 а 21 «22

а30 «31 «32 «33
040 «41 «42 «43

®п0 «п і «п2 «пЗ
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які назвемо факторіальними числовими трикутниками. 

Теорема 1.6.1. {49]. Коефіцієнти тотожностей 

І
(х + і)і{к} = 5 2 аіЛх + гУ{з}’ і = 0, 1, 2, . . .  (1.6.16)

з=о

задовольняють рекурентне рівняння

аг] =  аі-і'у-і +  (І -  г +  (і -  1)к -  35)0^ 1̂ , (1.6.17)

де
(Іц — 1, 0, і 0 ,1 , . . . ,  п.

Доведення. При і =  0 маємо справедливу тотожність:

(х +  і)0{*:} =  аоо(х +  г)0{в}.

Доведемо справедливість індукційного кроку

і і
'У а іііх + гу Ю  =  У^/(аі - і ^ - і + ( і - г+ { і - 1)к -зз)а і- і^ ) (х + г У ^  =
3=0 і = о

і і—1
=  ^  аг_і^_і(х +  г У +  5 2 (ь ~ г +  (’>■ -  1)к -  і« )а г-і,і(х  +  г)з{з\ 

і = 1 і= 0

Нехай у першій сумі і  =  ?  +  1, тоді її можна подати у вигляді 

і—1 і—1

5 2  аі-і,з’ (х +  г у ,+1М  =  5 2  аі-і,з(х  +  ^У^Цх +  Г +  з з).
і '= 0 3=0

Таким чином, маємо

І І  — І

52аіз(х +  гУ{з} = 52 а*-і.і(х +  гу(£\х +  г + і«)+
3=0 3=0

1 .6 . К о м б ін а т о р н і ч и с л а  т а  м н о г о ч л е н и
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і—1
+  5 3 ^  -*■ +  (* — 1)А: -  уз)а,і-\^(х +  г)-7' ^  =  

і=о  

І — 1
( х + і  +  (і — 1)к) 5 3 а*-і,і(х +  г)'?̂  =  (х +  1 +  ( і -  1)А:)(і +  і)1_1^  =  

і =о

=  (х +  ф к\

□
Рекурентне рівняння (1.6.17) є загальним рекурентним рівнян

ням для всіх факторіальних числових трикутників. Підставляючи 
замість І, к, г, в числа із множини { —1,0,1} отримаємо мультимно
жину потужності З4 =  81 числових трикутників:

і к г 8 П ер е тв о р е н н я №1 К о р о т к и й  к о м е н та р
1 -1 -1 -1 -1 (х  — 1 ) п { - 1 }  —► (х  — 1 ) п ї - 1 ї тр и в іа л ьн и й
2 -1 -1 0 ( х  -  І ) " * - 1 )  ->  ( х  -  і у =  (1 0
3 -1 -1 -1 1 (х  -  _ »  ( х  _  1 , Л 1 > =  «11
4 -1 -1 0 -1 (х  -  1 ) “ < - 1 }  - »  х Я - 1 } =  (12
5 -1 _1 0 0 (х  -  -+  ХЛ =  (1 3
6 -1 -1 0 1 (х  -  1 ) п < - 1 )  - »  х Я Ч =  (1 4
7 -1 -1 1 -1 (х  -  ( *  +  1 ) Л - 1 > 41 О  (2 8 , | ( 1 1 =  (42
8 -1 -1 1 0 (х  -  _ »  ( х  +  1)> 42 О  (3 4 ,|(2| =  (41
9 -1 -1 1 1 (х  -  1 )П( - Ч  ->  ( х  + 43 О  (40,|(3| =  (4 0
10 -1 0 -1 -1 (х  -  1 )п  ->  ( х -  1 ) - Ч - 1 } =  (1 5
11 -1 0 -1 0 (х  -  1 ) "  -► (х  -  1 ) " т р и в іа л ьн и й
12 -1 0 -1 1 (х  -  1 ) "  ->  ( х  -  1 )^ 4 4 =  (1 6
13 -1 0 0 -1 (х  -  1 ) "  -► х ^ - 1 ' =  (1 7
14 -1 0 0 0 (X -  1 ) "  -+  Xі =  (18
15 -1 0 0 1 (х  - 1 )”  —► Х ^ 1) =  (1 9
16 *1 0 1 -1 (х  -  1 )п ->  (х  + 14 О  (2 9 , |( 4 1 =  |(36|
17 -1 0 1 0 ( х -  1 ) "  - »  ( х +  1 ) і 15 О  (3 5 , |( 5 1 =  (35
18 -1 0 1 1 (х  -  1 ) "  - »  (х  +  І ) * * 1) 46 О  (4 1 , |(6| =  (34
19 -1 1 -1 -1 (х  -  І ) ” * 1}  ->  ( х  - =  (23
20 -1 1 -1 0 (х  -  І ) " * 1}  - »  ( х  -  1)* =  (24
21 -1 1 -1 1 (х  -  І ) " * ^  -♦  ( х  -  1 )» < * } тр и в іа л ьн и й
22 -1 1 0 -1 (х  -  1 ) " < 1> -► х ^ ” 1) =  (25
23 -1 1 0 0 (х  -  І ) " * 1) -ч  х-> =  (26
24 -1 1 0 1 (х  -  І ) " * 1) - » =  (2 7
25 -1 1 1 -1 (х  -  - »  (х  +  1 )> { - 47 О  (ЗО, (7  =  |(30|
26 -1 1 1 0 (х  1 )"< * >  - *  ( х +  1У 48 О  (3 6 , |(8| =  |(2 9 1
27 -1 1 1 1 (х  -  1 )п <1> - *  ( х  +  1 ) Я 1 } 49 О  (4 2 , |( 9 1 =  (28
28 0 -1 -1 -1 х " ) - 1 ) -► (х  -  1 )* < “ 1> =  (31
29 0 -1 -1 0 х п { - 1 ) =  (3 2
ЗО 0 -1 -1 1 =  (3 3
31 0 -1 0 -1 тр и в іа л ьн и й
32 0 -1 0 0 х га  ̂—  ̂ —* х^ 410 О (1 5 т р . С т ір .І  р.,|(10| = ( 2 4
33 0 -1 0 1 х М - і >  _  ХН П 411 О  (2 3 , |(11| =  (23
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X* ( к г 8 П ер е тв о р е н н я №1 К о р о т к и й  к о м е н та р
34 0 -1 1 -1 х »»{ —1 } (1 2 О  (3 1 , |(12| =  (2 2
35 0 -1 1 0 ( х  +  І)-* 413 О  (3 7 , |(13| =  (21
36 0 -1 1 1 * " { - ! }  _> ( Х +  1 )Л і> (1 4 О  (2 0 , |(1 4 1 =  (2 0
37 0 0 -1 -1 х ”  -+  ( і  — 1 )Л  — =  (3 7
38 0 0 -1 X ті —> (х  — 1)-? =  (3 8
39 0 0 -1 1 Xті —► (х  — І ) ^ 1) =  (3 9
40 0 0 0 -1 х п  —► х-*{ - 1 > (1 5 О  (Ю  т р . С т ір л . II р о д у
41 0 0 0 Xті —► X3 тр и в іа л ьн и й
42 0 0 0 1 х п  —¥ (1 6 О  (2 4 , |(16| =  (1 5
43 0 0 1 -1 Xті ->• ( х  +  1 ) ^ _ 1 > (1 7 О  (3 2 , (1 7  -+  (1 5
44 0 0 1 х п  —► (х  +  1)*' (1 8 О  (3 8 , |(18| =  (38
45 0 0 1 1 х п  -► <х +  І ) * * 1* (1 9 О  (2 1 , |(19| =  (3 7
46 0 1 -1 -1 х п (1>  -► (х  -  1 )^ < “ 1> (2 0 О  (1 4 , (2 0  =  |(1 4 1
47 0 1 -1 х гг {1 )  _> ( х  _  1 )І (2 1 О  (1 9
48 0 1 -1 1 Х п ( 1 }  —► (х  — І ) ^ 1} (2 2 О  (2 7
49 0 1 0 -1 ХТ4( 1Ї —*■ Х ^ { — (2 3 т р . Л а , О  ( И
50 0 1 0 Х П{1> _> х з (2 4 О  (1 6
51 0 1 0 1 Х П { 1 > _ ХЛ 1 > тр и в іа л ьн и й
52 0 1 1 -1 з;™ !1) ( х  4- 1)^  ̂_  1У (2 5 О  (3 3 , (2 5  =  |(33|
53 0 1 1 х п { ! }  ( х  +  1)^ (2 6 О  (3 9 , (2 6  -► (2 4
54 0 1 1 1 х " { 1 }  ( х +  1 )І { 1 } (2 7 О  (2 2 , |(27| =  (3 1
55 1 -1 -1 -1 (х  +  І )* 1* - 1)  (х  -  І ) ^ ^ - 1} (2 8 О  (1
56 1 -1 -1 (х  +  1 )п { - 1 } - > ( х - і у (2 9 О  (4
57 1 -1 -1 1 ( х  +  І ) ” * - 1 ) -► <Х -  1 )^ < х> (3 0 О  (7 , (3 0  ->  (11
58 1 -1 0 -1 (х  +  І ) ” * " 1 ) -»• х-7<“ 1> (31 О  <12
59 1 -1 0 (х  +  1 )п <_ 1 > X3 (3 2 О  (1 7 , (3 2  ->  (1 0
60 1 -1 0 1 ( х  +  1 )п < - 1> ->  Х^<1> (3 3 О  *25
61 1 -1 1 -1 <х +  І ) " * - 1 )  ( х  +  1 )* < _ 1 > тр и в іа л ьн и й
62 1 -1 1 ( х  +  1 )п ( " 1> - ^ ( х + 1 ) ^ =  (1 0
63 1 -1 1 1 ( х  +  1 ) п ( ~ 1> - > <х +  1 ) і< 1> =  (11
64 1 0 -1 -1 ( х  +  1 )п ->  ( х  -  1 ) ^ _ 1 > (3 4 О  (2
65 1 0 -1 (х  +  1 )п —> (х  -  1)^ (3 5 О  (5
66 1 0 -1 1 (х  +  1 )п -ч  ( х  -  1 )* < 1> (3 6 О  (8
67 1 0 0 -1 (х  +  1 )п (3 7 О  (1 3
68 1 0 0 ( х +  1 )п  ->• Xі (3 8 О <18, т р . П а ск а л я
69 1 0 0 1 ( х  +  1 )п « і О > (3 9 О  (2 6 , (3 9  (16
70 1 0 1 -1 (х  +  1 )п ( х +  1 Н < - 1 > =  (15
71 1 0 1 (х  +  1 )п  -► (х  +  1)> тр и в іа л ьн и й
72 1 0 1 1 <х +  1 )п -► < Х + 1 Н < 1> =  (1 6
73 1 1 -1 -1 (х  +  1 )п <1 } ->  <х -  1 Н < _ 1 > (4 0 О  ІЗ
74 1 1 -1 ( х +  І ) 71^1) -ч  ( х  -  і у (4 1 О  іб
75 1 1 -1 1 <Х -1- І ) » 1* 1)  (х  -  І ) * * 1) (4 2 О  (9
76 1 1 0 -1 (х  +  І ) ” ^1  ̂ —у х ^ < _ 1 > =  (2 0
77 1 1 0 (х  +  І )» 1^1) -► х^ =  (21
78 1 1 0 1 (х  +  І ) ” ^1  ̂ —> х ^ 1^ =  (22
79 1 1 1 -1 ( х +  1 )п ^ >  -♦  (х  +  1 )> < _ 1 > =  (2 3
80 1 1 1 0 (х  +  1 )п ^ >  -4  (х  +  1)-> =  (2 4
81 1 1 1 1 (х  +  1 )п <1> (х  +  1 )І < 1> т р и в іа л ьн и й

Кожному рядку, наведеної вище таблиці, відповідає деякий 
числовий трикутник. Запис =  ПО в останньому стовпці другого 
рядка означає, що числовий трикутник, який відповідає друго

59



РОЗДІЛ 1. КОМБІНАТОРНІ ПІДВАЛИНИ ТЕОРІЇ

му рядку тотожний числовому трикутнику 32—го рядка; записи 
у сьомому рядку таблиці означають, що йому відповідає трику
тник £1, який є оберненим числовим трикутником (О 55) до чи
слового трикутника 55—го рядка, причому модулі всіх елементів 
цього трикутника (|£1| =  £42) утворюють трикутник £42; записи із 
43—го рядка означають, що йому відповідає числовий трикутник 
£17, який є оберненим до числового трикутника 59 рядка, при
чому, викреслюючи в ньому перший стовпець, можна отримати 
(£17 —> £15) числовий трикутник £15.

Таким чином, крім тривіального числового трикутника, можна 
побудувати ще 42 різні числові трикутники

11,12, . . .  ,£42,

які читач знайде у додатку 3 на стор. 444.

Вправи

1.6.1. Побудуйте числовий трикутник, який згенерує рекурентне 
співвідношення, що задається матрицею його коефіцієнтів

*( "» - 1  І)'
запишіть відповідну послідовність многочленів та розкладіть їх 
на множники.

1.6.2. Поміняйте всі елементи першого рядка матриці коефіцієн
тів

^  (  «11 «12 /Зі \
\ «2і <*22 /Зг )

на протилежні. Як при цьому зміниться числовий трикутник?

1.6.3. Складіть рекурентні співвідношення та відповідні початко
ві умови так, щоб числовий трикутник заповнювався за схемою

60

1 .6 . К о м б ін а т о р н і  ч и с л а  т а  м н о г о ч л е н и

т т +  2

о о о о о

7 1 - 1  О  •  --------------- •  --------------------  •  О

п о • о о о

о о о о о

Зобразіть відповідну матрицю коефіцієнтів.

Відкриті питання

"І почав був я міркувати, щоб те збагнути, 
але важкий він був — той труд — для мене."
— Псалом 72(73)

Задача 1. Дослідіть потужності множин: Ст(п, •), Рто(п, •). 
Задача 2. Дано число т >  1 і суму кількох натуральних додан
ків. Двоє гравців грають у таку гру: за кожним ходом потрібно 
один з доданків, який більший гп. розкласти в суму двох менших. 
Ходи робляться по черзі і програє той з гравців, хто не може 
зробити черговий хід (тобто коли кожен з доданків не перевищує 
гп). Чи виграє при правильній грі обох гравців той, хто починає, 
якщо гра починається з єдиного доданку п?
Задача 3. Якщо в послідовностях, що задаються нелінійними 
рекурентними співідношеннями

1 -і- ип+х
^п+2 — ^7̂1
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1 +  ип+1 +  ип+2
^п+3 —

ип

не зустрічається —1 або 0, то вони завжди періодичні відповідно 
з періодами 5 та 8.

Чи існують ще подібні приклади рекурентних співвідношень ? 
Задача 4. Послідовність ип задана нелінійним рекурентним спів
відношенням

1
ип+\ — ТІп .

з початковою умовою щ =  2. Чи буде вона необмеженою? 
Задача 5. Рекурентна послідовність задана співвідношенням

( Цр, якщо ип парне, 
и ^ - і - і  —  л *}«. _і_і[ -.у -■, якщо ип-  непарне,

і початковою умовою и\ =  к, де к — деяке натуральне число. 
Доведіть, що для довільного к послідовність рано чи пізно стає 
періодичною з періодом (4,2,1).
Задача 6. Знайдіть комбінаторні інтерпретації унімодальних 
числових трикутників із додатку 4 (стор. 453).
Задача 7. Знайдіть комбінаторні інтерпретації факторіальних 
числових трикутників із додатку 3 (стор. 444)-

Зауваження 1.6.2. Задачу 2 запропонував В.А. Вишенський. За
дачі 3 і 4 відомі як задачі Рональда Грехема,16 а задача 5 добре 
відома під назвою сіракузької.

16Рональд Грехем — американський математик, відомий спеціаліст з ком
бінаторного аналізу.
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Бібліографічні зауваження

До п.1.1.
Означення 1.1.1 та теорема 1.1.1, мабуть, формулюються впер

ше. Співвідношення 1.1 було доведене Вандермондом у 1772 році 
[154].

Числа Лага розглянуті Лагом у 1955 році в статті [126].
До п.1.2.
Поняття первинної та вторинної специфікацій мультимножи

ни належать Сачкову (див. (67], стор. 224, та [68], стор. 18).
Розбиття натурального числа у невпорядковану суму нату

ральних доданків можна розглядати як мультимножину цих до
данків. Ідея зображення цієї мультимножини у вигляді діаграми 
належить Ферре і Сильвестру [150].

Багато задач комбінаторики множин природно узагальнюю
ться на мультимножини. Це, в першу чергу, задачі про число 
впорядкованих та невпорядкованих т-вибірок із мультимножини
(1.2.2). Ефективні алгоритми для розв’язання ряду таких задач є 
в [35]—[38].

Ряд фактів із комбінаторики діаграм читач знайде в перших 
розділах монографій Г. Ендрюса [79] та І. Макдональда {58], де 
також вказано детальну бібліографію з цієї тематики.

До п.1.3.
Поняття розбиття вперше з’явилося у 1669 р. в листі Ляйбніца 

до И. Бернуллі. У такій загальності, як в означенні 1.3.1, понят
тя розбиття, мабуть, формулюється вперше. Поняття декремента 
розбиття та його парності також є новими. Дослідженню потужно
сті множини Р(п, + ) присвячено багато зусиль різних математи
ків, починаючи з Л. Ойлера (див. [78], с. 234-250). У 1741 р. він в 
[ 100] висловив гіпотезу (відому нині як пентагональна теорема), 
що

ОО ОО

£ ](1  ~ х п) =  1 +  5 3 ( - 1Г х т̂(3т_1)(1 +  ^т )
7 1= 1  771=1

яку довів у 1754 р. в [101]. Оригінальне комбінаторне доведення
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цієї теореми дав Дж. Франклін [110] у 1881 р. Рівність (1.3.12) є 
наслідком пентагональної теореми Ойлера. її доведення можна, 
наприклад, знайти в [89] та [79]. Класичні результати про поту
жність множини Р (п ,+ )  належать Г. Харді і С. Рамануджану 
[120]. Зокрема, вони отримали знамениту асимптотичну форму
лу для р(п) : р(п) є найближче ціле число до

де

1 ^
— ц  5 2  \ї ї а ч(п) М п) ’

V <7=1

Ад(п) =  ^ > м ехр-2̂ ,

а сума обчислюється для всіх р, що є взаємно простими з ц та мен
шими за <7, причому и)РіЯ — деякий корінь степеня 24д з одиниці, 
у величина порядку у/п і

я

Пізніше цю формулу уточнив Г. Радемахер (див. [141]-[143]):

іі зк((тт/к)(2/3(х — 1/24))1/ 2)
р{п) =

1
— =  52мп)к* 

к= і сіх

Де

(х -  1/24)!/2

Ак(п )=  5 2  ^ е х р - 2™'*7*,
кто<1к

причому (Н,к) =  1 і юн.к =  ехр{піз(к, к)}, де з(к,к)— сума Деде- 
кінда:

к- 1

${Н,к) =  5 2  
м=і

м 1\ ґкц кц
.к. 2 ) \ к ' . к . V

Систематичний виклад теорії впорядкованих та невпорядкова
них розбиттів натуральних чисел читач знайде в [79].
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До п.1.4■
Всі поняття та твердження цього параграфу є новими.
До п.1.5.
Всі поняття та твердження параграфу 1.5 є класичними по

няттями теорії лінійних рекурентних рівнянь. Перші системати
чні досдідження рекурентних рівнянь зустрічаються в роботах А. 
Муавра і Д. Бернуллі. Однак стрункій теорії рекурентних рівнянь 
ми завдячуємо Л. Ойлеру.

А. Муавр побудував теорію рекурентних рядів. Встановив зв’я
зок між рекурентними послідовностями і різницевими рівняння
ми, досліджував однорідні лінійні різницеві рівняння із сталими 
коефіцієнтами.

Докладніші відомості про лінійні рекурентні рівняння читач 
знайде у [59],[2],[20].

До п. 1.6.
Вважаємо, що біноміальні коефіцієнти та трикутник Паска

ля не потребують жодних бібліографічних коментарів. Зауважимо 
лише, що існує природне узагальнення трикутника Паскаля {36].

Числа Стірлінга [149] та числа Ойлера [105] мають також чи
сленні застосування та важливі комбінаторні інтерпретації і тому 
добре висвітлені в існуючій літературі (див., наприклад, [21], стор. 
287-302).

Задання числових трикутників матрицями коефіцієнтів реку
рентного співвідношення, мабуть, вживається вперше. Теорема 
1.6.1 також є новою.
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Розділ 2

Числення трикутних 
матриць

"При зустрічі з незвіданим завжди виникають по
боювання, і найкращий засіб позбутися їх полягає в 
тому, щоб поглянути, як це нове працює, що воно 
вміє робити і чому це йому вдається."

— Ян Стюарт, [75], стор. 6

В зв’язку з тим, що ряд задач математики вимагає введення 
трикутних таблиць чисел та певних числових функцій над ними, 
то, мабуть, на часі внести деякі корективи в саме поняття матриці.

Означення 2.0.1. Матрицею назвемо довільної форми табли
цю чисел, що належать деякому числовому полю.

Щоб уникнути плутанини з відповідними поняттями прямо
кутних та квадратних матриць, ми користуємося терміном "ма
триця "з відповідним прикметником, який характеризує її форму. 
Таким чином, поняття трикутної матриці не сплутається із по
няттям верхньої чи нижньої трикутної матриці, яке стосується 
лише прямокутних та квадратних матриць. Проте, щоб не нагро
маджувати зайвих математичних термінів, ми, в теорії трикутних

6 6

2 .1 . О з н а ч е н н я  т р и к у т н и х  м а т р и ц ь

матриць, зберігаємо аналогічні поняття алгебраїчного доповнен
ня, рядка та стовпця трикутної матриці, її діагональних елементів 
тощо.

2.1 Означення трикутних матриць

Нехай К  — деяке числове поле.

Означення 2.1.1. [29]. Трикутну таблицю

( о-п \
«21 а, 22

\ап1 ®п2 " ' " «пп/

(2.1.1)

чисел із числового поля К  назвемо трикутною матрицею, 
елемент ац — верхнім елементом цієї трикутної матриці, а 
число п — її порядком.

Елементи о,і,а*2,- • .,ац утворюють і-й рядок трикутної матриці
(2.1.1), а елементи ац, . . . ,  ап̂  — її у-й  стовпчик. Елементи
ац, агг, • • •, апп називатимемо діагональними елементами трику
тної матриці; елементи 1, і =  2 ,3 ,... ,п  — елементами першої 
піддіагоналі; елементи а ^ -2, і =  3 ,4 ,... ,п  — елементами другої 
піддіагоналі і т. д.

Іноді ми будемо користуватися скороченим записом трикутної 
матриці (2.1.1)

А. =  (Оу)і^'^і^п-
Якщо у трикутній матриці всі елементи, крім діагональних, 

дорівнюють нулю, то таку матрицю називатимемо діагональною 
трикутною матрицею. Якщо ж у трикутній матриці ненульові 
лише діагональні елементи та елементи першої піддіагоналі, то та
ку трикутну матрицю називатимемо 2-діагональною трикутною 
матрицею. Аналогічно означуються 3-діагональні трикутні ма- 
тргщі тощо.
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Приклад 2.1.1. У наступній трикутній матриці спостерігаються 
певні закономірності.

/1
і

В
і -  3 +  1

\

і
\ п  71 — 1 71 — 2 тг—3  ' /  п

Трикутна матриця В задана функцією двох змінних

і _ ■?
гі ~  ■ • і і 7 г~  3 +  1

в якій аргументи і, і  позначають відповідно номери її рядка і стов
пчика.

Означення 2.1.2. (29]. Трикутну матрицю виду

\
0 1

І — (і%)і —

\о о У
де 6ц — символ Кронекера, назвемо одиничною трикутною ма
трицею, а матрицю виду

М  =  (М і- 6,

(М і 
0 М2

г3'

\

(2.1.2)

Vо 0 м3) п

в якій Мі , і =  1 ,. . . ,  5 — деякі трикутні матриці, а нулями по
значені прямокутні таблиці нулів, — блоковою трикутною ма
трицею.
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Приклад 2.1.2. В наступній блоковій трикутній матриці

/1 \
1 2
0 0 1
0 0 2 4
0 0 4 3 1

\0 0 0 0 0 2/

її пенульовими блоками є трикутні матриці

Мі = 1 2 , м 2 , М3 =  (2).

Означення 2.1.3. Трикутні матриці виду

/  П і“  і
Т21СІ2 Т22й1

^71— 1,1^ 71— 1 ^71 — 1 ,2^ 71 — 2

\ 7̂і,і®7і тп,2ап- і
Т п —1,71— 1 ^ 1  

7̂1,71—1̂ 2 7̂1,71̂ 1 /

(2.1.3)

( тп аі 
тцаї Т22Й2

т„-ід а і тп-і^а -2 
\ Тпіаі тП2«2

\

^71—1,71— 1^71—1

-1^71—1 ^7171^71 /

(2.1.4)

/  щ а і
Т21<І2 722 «2

Тп—1,1^71—1 ^П—1,2^71—1

\ Тпіап тп2ап
7̂1 — 1,71—1̂ 71—1

^71,71—1^71 Т п п в ' П /  п

(2.1.5)
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де а, , і =  1 , 2 , . . . ,п деякі параметри, а тг], 1  ^  і  і ^  п  деякі 
числа із числового поля К , назвемо відповідно трикутними ма
трицями похилої, вертикальної та горизонтальної структури. 
Матриці виду

( х  

т\\а і ж

^п—1,1®п—1 ^п—1,2ап—2
\  ^піО п ^п20п—1

/  X

Т ц Д і  X

Тп-ІДОї Тп-1^02 
\ тп1а 1 Тп2а2

\

Т««а1 V  п+1 

\

X

Т п п ^ п  1 / п+1

(  X
тцаі х

Тп—1,1&п—1 ^п—1,2®п— 1 • • •
\ тпіа п гп)2ап . . .  ТппО'п 1 /  п+1

назвемо відповідно матрицями-многочленами похилої, вертикаль
ної та горизонтальної структури.

Зауважимо, що матриці похилої, вертикальної та горизонталь
ної структури (2.1.3)—(2.1.5) можна подати відповідно у вигляді:

(Ог— (а0і+і)і^]^і^п> (аі+0-у)і^^і^п-

Поряд із наведеними вище скінченними трикутними матрицями 
важлива роль відводиться також нескінченним трикутним матри
цям

А  — (о»^)і^Х*<оо-
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Вправи

2.1.1. Запишіть матрицю 

ДІ-

2.1.2. Задайте матрицю

/  « і

0 2 1  0 .2

в розгорнутому вигля-

^ п — 1 ,1  ^ п — 1 ,2

\  & г і1  0 "п 2

у вигляді (ху)

2.1.3. Подайте елементи матриці 

/  1

& П — 1

® п , п — 1 а п  )

\

2 3
І I 24 5

п—1 п—1 п—1
п п+1 п+2
ТІ п п

п+1 п+2 п+3

п
2п п+1 

2п—1 2

у вигляді функції їх рядків та стовпців.

2.2 Операції над трикутними матрицями

"Усілякі многочлени /  : N —» С (або /  : 2  —» С  ̂
степеня, не більшого ніж (і, утворюють вектор
ний простір Р<і над С розмірності д +  1. Існує ба
гато природних способів вибору базису в цьому про
сторі. Опис цих базисів і матриць переходу від одно
го з них до іншого міг би скласти цілу книгу."

— Р. Стенлі, (73], стор. 309.

71



РОЗДІЛ 2. ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

Можна було б дати означення суми та добутку двох трикутних 
матриць одного порядку. Вони аналогічні до відповідних операцій 
над квадратними матрицями (нижніми трикутними матрицями). 
Як відомо, основним смисловим навантаженням квадратних ма
триць є лінійні перетворення векторних просторів. Такі перетво
рення вимагають введення відповідних операцій над квадратними 
матрицями. Позаяк трикутні матриці, як правило, задаються сім’
ями многочленів, то одна з ролей трикутних матриць полягати- 
ме у лінійних перетвореннях деякого лінійного простору векторів 
многочленів.

Означення 2.2.1. Лінійним простором векторів многочленів на
звемо лінійний простір Рп елементами якого є вектори много
членів виду

( / О ,

де

/і =  аі0 +  ацх +  аі2х2 +  . . .  +  ацх\ ац ^  0, і =  1 ,2 ,. . . ,  п

— деякі многочлени і-го степеня від змінної величини х.

Скористаємося ідеєю Айгнера про побудову коефіцієнтів зв’яз
ку між поліноміальними послідовностями (див. [1], стор. 110). 

Нехай Рп — лінійний простір векторів многочленів і

/  =  ( /о ,  / і ,  ■ • • ,/« )

— деякий його елемент. Очевидно, що компоненти цього вектора 
утворюють базис у деякому лінійному просторі многочленів Рп, 
елементами якого є многочлени степенів, що неиеревищують п. 
Сукупність многочленів, що є компонентами векторів многочле
нів простору Рп, очевидно, утворює базис у просторі Рп. Вектор 
многочленів е(х) =  (1, х, х2, . . . ,  хп) Є Рп назвемо стандартним 
вектором многочленів.

72

2 .2 . О п е р а ц ії н а д  т р и к у т н и м и  м а т р и ц я м и

Нехай, крім вектора /  =  ( /о , / і ,  - - - , /п )  Є Рп маємо ще один 
такий вектор многочленів д — (<?о,0і, • • - ,3п)- Виразимо компо
ненти останнього вектора через базисні многочлени /о, / і ,  • • •, /п- 
При цьому отримаємо систему рівностей

до =  «оо/о 
9і =  аю /о +  « п / і

1

Яп — ап0/о  +  а „ і / і  +  ап2 /2  +  . . .  +  апп/п 

або стисло
І

Зі =  ^  ̂ 5 * 0 ,1 ,.. •, п.
і= о

Запишемо цю систему рівностей у матричному вигляді

/ 9о \  ̂аоо \ ( /0 \
91 СІЄ / аю ац / і

\9п ) Я̂-пО (Іпі ^пп / п V /п  )

або стисло

тут
9 =  А ■ / ,

І  аоо 
аю ац

(2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

\ ап0 ап1 ■ • ■ апп )

З рівностей (2.2.1), (2.2.2) випливає правило множення трику
тної матриці А на вектор многочленів / :

/  &00 \ /  /о \
а ю  « ї ї  / і

\ О п 0  а п і  . . .  а П п /  п  \  І п  )
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« 00/о 
аю /о  +  ац/і

\ «по/о +  а „ і / і  +  ап2/2 +  ...-}- 0,пп/п ]
Таким чином, трикутну матрицю А можна інтерпретувати як 

оператор А, який переводить вектор многочленів /  у вектор мно
гочленів д.

Очевидно, що тотожному оператору Е  відповідатиме одинична 
матриця

/  1 \
0 1

\ 0  0 . . .  1

Очевидно також, що відповідний трикутній матриці оператор 
А є лінійним оператором.

Використовуючи суперпозицію двох операторів, що задаються 
трикутними матрицями можна встановити правило множення двох 
трикутних матриць:

С =  АВ (2.2.4)
$=]

2.3 Означення парафункцій трикутних ма
триць

"Теорію матриць можна справедливо вважати ариф
метикою вищої математики. "

— Р.Беллман ([9], стор. 11.)

В цьому параграфі ми вводимо поняття функцій трику
тних матриць, які називаємо парадетермінантом та параперма- 
нентом трикутних матриць. Розглянемо спочатку деякі допомі
жні твердження. Кожному елементу Оу трикутної матриці (2.1.1)
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поставимо у відповідність (г — у + 1) елементів а^, к Є { ] , г}, які 
назвемо похідними елементами трикутної матриці, породженими 
ключовим елементом агу Ключовий елемент трикутної матриці 
одночасно є і його похідним елементом. Добуток всіх похідних 
елементів, породжених ключовим елементом ац позначимо через 
{аг_у} і назвемо факторіальним добутком цього ключового еле
мента, тобто

І

К }  =  Г К  (2.3.1)
к=]

Зобразимо схематично елементи матриці (2.1.1) кружечками, 
ключові елементи — зафарбованими кружечками, а похідні — зір
ками. На рис.4 схематично зображена трикутна матриця 5-го по
рядку, В Я К ІЙ  042 — КЛ Ю ЧОВИ Й  ЄЛЄМ ЄН Т, а елементи (242, 043,044 — 
похідні, ним породжені.

(° \
оо

о о о

о • **

У о о о о оу

Рис. 2.1.

Означення 2.3.1. Набір ключових елементів матриці (2.1.1) 
назвемо нормальним набором цієї матриці, якщо вони поро
джують монотрансверсаль, тобто множину похідних елемен
тів потужності п, кожні два з яких не лежать в одному стов
пчику цієї матриці.

Наприклад, для того щоб ключовий елемент матриці, схема
тично зображеної на рис. 2.1., доповнити до нормального набору 
ключових елементів, до нього необхідно додати ще два ключові 
елементи ап і <155.

Нехай С (п , + ) — множина всіх впорядкованих розбиттів нату
рального числа п на натуральні доданки. Виявляється, що між
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елементами цієї множини і нормальними наборами ключових еле
ментів матриці (2.1.1) п-го порядку існує взаємно однозначна від
повідність.

Розглянемо деяке впорядковане г-розбиття р — (р\, ...,рг). Ко
жній компоненті р3, 5 Є {1 ,. .. ,г } ,  цього розбиття поставимо у від
повідність ключовий елемент а13 матриці (2.1.1) при допомозі на
ступного алгоритму:

п.1. початок

п.2. і  1; я := 0; і :=  0

п.З. я := 5 +  1; і := і +  р3] ключел(я) := аг]

п.4. якщо з <  г то і  :=  і  +  р8: перейти до п.З

п.5. кінець.

При цьому отримаємо нормальний набір ключових елементів, по
роджений розбиттям р. Легко встановлюється і обернена відповід
ність.

Взагалі між впорядкованими г-розбиттями та нормальними 
наборами ключових елементів має місце бієкція (Тараканов В.Є.):

{п і,п 2, . . .  ,пг) Є € г(п , + )  (алгь лг0+і,алг2,лгі+і, • • • , а я г,./уг- і ) ,
<2.3.2)

5

^о =  0, ^  =  в =  1 ,2 , . . . , г.
І=1

Наведений вище алгоритм описує ще один геометричний образ 
впорядкованих розбиттів натурального числа п на натуральні до
данки. Нехай маємо трикутну матрицю гг-го порядку. За даним 
розбиттям р =  (рі,...,рг) натурального числа п побудуємо нор
мальний набір елементів цієї матриці, що утворюють її монотранс- 
версаль.

Першій компоненті р\ цього розбиття ставиться у відповідність 
рядок елементів трикутної матриці, в якому налічується рівно рі
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елементів цієї матриці. Таким є р\-й рядок матриці. Після цього 
не беруться до уваги перші р\ стовпців і розглядається нова три
кутна матриця (п — рі) порядку. Другій компоненті р% розбиття 
ставиться у відповідність рядок нової матриці, що складається із 
Р2 елементів і т.д.
П риклад 2.3.1. Проілюструємо взаємно однозначну відповідність 
між впорядкованими розбиттями числа 4 і нормальними набора
ми ключових елементів трикутної матриці четвертого порядку за 
схемами:

0  0 * 0  

о о  о о  о о  • *
о о о  • * *  о о о  о о о
• * * * о о о • о • * * о о • *

(4) (3,1) (1,3) (2,2)
о • • •
• * о о  о • о #
о о • О * о о о  о о *
о о о • о о о *  о о • * о о о #

(2,1,1) (1,2,1) (1,1,2) (1,1,1,1)
Рис. 2.2.

Кожному нормальному наборові а ключових елементів поста
вимо у відповідність знак (—1)£̂ °\ де є (а) — сума всіх індексів 
ключових елементів цього набору.
Означення 2.3.2. [29]. Парадетермінантом, трикутної ма- 
триці(2.1.1) назвемо число

ап

<Меі(Л) =  ' “2І 022

« п і  & п 2

£  с - 1) ^  П к ш м } ’ (2.3.3)
(о 'і ,о г 2 ,--- ,« г )Є Р (п )  8==1
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де аі(8),і(з) ~  ключовий елемент відповідний з-тій компоненті 
розбит,тя а =  (а і,аг , ■ ■ • , «г), « символ є(о) — знак нормального 
набору а ключових елементів.

За аналогією з поняттям перманента квадратної матриці дамо 
означення параперманента трикутної матриці.

Означення 2.3.3. [29]. Параперманентом трикутної матри
ці ( 2.1.1)  назвемо число

УЗ П ^ аі(5)>я*)Ь
( о і , « 2 , . . . , « г ) € Р ( п.) * = 1

(2.3.4)
де <ц/8)^(з) ~~ ключовий елемент відповідний з-тій компоненті 
розбиття а  =  (аі, аг, • • •, аг).

Зауваження 2.3.1. Параперманент трикутної матриці можна 
означити як суму добутків елементів всіх монотрансверсалей цієї 
матриці1.

Зауваження 2.3.2. Іноді парадетермінант (2.3.2) і параперма
нент (2.3.4) зручно позначувати через {ац)і<^<і<п и К /] !<■,<*<„ •

Зауваження 2.3.3. Внаслідок твердження (1.3.4) на стор. 24, 
парадетермінант і параперманент п-того порядку складається із 
2П_1 доданків.

В дальнішому, для зручності, в тих місцях, де йтиметься одно
часно про парадетермінант і параперманент трикутної матриці, 
ми будемо говорити парафункція трикутної матриці.

1 Перманент квадратної матриці жартівливо називають детермінантом без 
знаків. Його можна означити як суму добутків всіх елементів трансверсалей 
цієї матриці.

ррег(Л)

ац
«21 а22

«пі «7і2
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Приклад 2.3.2. Знайдемо, користуючись означенням 2.3.2, зна
чення парадетермінанта трикутної матриці четвертого порядку 
(див. схеми на стор. 77):

' « її
агі ^22 

«31 «32 «33
041 а42' 0-43 044

=  -041042043044 +  031032033044 +  011042043044 +
+021022043044 — 021022033044 — 011032033044 — 

-011022043044 +  011022033044.
О

Приклад 2.3.3. Знайдемо значення парадетермінанта

1
1
О

0 0 0

0 0 0

1
1 1

Користуючись означенням 2.3.3, робимо висновок, що всі до
данки даного параперманента дорівнюють 0 або 1. Отже, для об
числення його значення достатньо знайти число ненульових до
данків. Очевидно, що ненульові доданки відповідатимуть тим впо
рядкованим розбиттям числа п, всі натуральні компоненти якого 
не більші за два, тобто тим розбиттям, первинні специфікації яких 
мають вигляд [1Аі,2А2], причому виконується рівність

Аі +  2Аг =  п.

Згідно з твердженням 1.2.2, всього існує

(Аі +  Аг)! 
Аі! Аг!
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впорядкувань розбиттів із такою первинною специфікацією. От
же, значення даного параперманента дорівнює

(Аі +  Аг)!
.  Аі !Аг!Лі+2Л2=п

Зауважимо, що знайдена сума дорівнює (п +  1)-му члену послі
довності чисел Фібоначчі [15], які задовольняють рекурентне спів
відношення

Рп =  К -1 + Рп-2, Рі =  Р2 =  1- (2.3.5)

Доведемо теорему, яка могла б слугувати одним із означень 
парадетермінанта та параперманента трикутних матриць. Ця те
орема, по суті, базується на бієкції (2.3.2).

Теорема 2.3.1. [19]. Якщо А —трикутна матриця (2.1.1), то 
справедливі рівності:

П Г

сМеі(Л) =  (—1)" Г П { аРі+ -+р«,рі+...+р5-і+ і}і
Г = 1  р і + . . . + р г = П  8 = 1

(2.3.6)
п г

ррег(А) =  5 ]  ^ 2  П ^ аРі+--+Р..Р1+--+р.-і+і}>
Г =  1 р і  +  . . . + р г = П  «=1

де підсумовування проводиться за множиною натуральних роз- 
в ’язкгв рівняння рі +  . . .  +  рг =  п.

Доведення. 1). Доведемо, що результатом алгоритму 2.3 на стор. 
76 є набір ключових елементів

а р і , 1 і  а Р 1 + Р 2 ,Р і  +  Ь  • • • 1 а р і + . . . + р г , р і + . . . + р г _ і  +  1 •

З цією метою підрахуємо кінцеві значення індексів і ,]  елемента 
ац в цьому алгоритмі. Ними, очевидно, будуть суми і =  рі +  Р2 + 
. . . ,  і  =  1 +рі + . . . ,  причому оскільки в < г, то останнім доданком
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першої суми буде рг , а другої — рг - 1 ■ Очевидно також, що отри
маний набір ключових елементів трикутної матриці (2.1.1) буде 
нормальним набором цієї матриці.

2). Доведемо, що знак ( —1)£(“) нормального набору елементів 
трикутної матриці (2.1.1), в означенні 2.3.2, відповідного розбиттю 
р =  (рі , . . .  ,рг), збігається зі знаком { —1)п-г цього впорядкованого 
розбиття.

Дійсно:
Г

53<(рі +  • • • +  р3) +  <Рі +  • • • +  р3-1 +  1)) =
5=1

=  (рі +  . . .  +  р3 +  г) =  (п +  г ) =  п — г (тосі г).

□
Доведемо ще одну теорему, яка могла б слугувати означенням 

парафункцій трикутних матриць. Вона базується на понятті мно
жини Е(п).

Теорема 2.3.2. [28]. Якщо А — трикутна матриця (2.1.1), то 
справедливі рівності

СІСІЄІ(Л) =  ^ 2  ( _ 1 ) "  Г ' а£<1),1®£(2),2 • • • • • а£(п),пі
4ЄЗ(п)

ррег(л) =  а£(1),1а£(2),2 • • • • • а£(п),п,
£€Е(п)

де г — потужність бази мультимножини або число елемен
тів, що належать цій базі.

Доведення. Внаслідок алгоритму, наведеного в доведенні твер
дження 1.4.1 на стор. 31, справедлива рівність

Г

1 7 {ар1+...+р*,рі4-...+р„-1+ і} =  а£{1),1а£(2),2 • . . • ■ а^п),п- 
8 = 1

Тому справедливість цієї теореми одразу випливає з теореми 2.3.1
і зауваження 1.4.3 на стор. 32. О
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Вправи

2.3.1. Обчисліть

скіеі з

/  1 
2 1

2 1
зV !  І 2 і /

користуючись теоремою 2.3.1 та теоремою 2.3.2.

2.3.2. Знайдіть значення парадетермінанта та параперманента 
трикутної матриці п-го порядку, в якій діагональні елементи та 
елементи першого стовпчика дорівнюють 1, а всі інші елементи — 
нулі.

2.3.3. Знайдіть значення парадетермінанта трикутної матриці, 
у якій апі =  0, а решта елементів цієї матриці дорівнюють мінус 
одиниці.

2.3.4. Доведіть, що парадетермінант добутку двох трикутних ма
триць, взагалі кажучи, не дорівнює добутку парадетермінантів 
цих матриць.

2.3.5. Обчисліть парадетермінант трикутної матриці

А =

2.3.6. Знайдіть трикутну матрицю А$ діагональної структури 
(тут 3 -  порядок матриці), для якої виконуються рівності ррег(Аі) =  
щ, і — 1,2,3.

2.3.7. Розставте знаки " +  "і "-"перед елементами параперманен
та трикутної матриці так, щоб його значення дорівнювало пара- 
детермінанту цієї матриці.
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2.4 Властивості парафункцій трикутних ма
триць

"Щоб підняти авторитет своєї науки, алгебраїсти 
приховують, що їх визначники -  це просто пло
щі, об’єми і т. п., тому що коли визначати їх як 
жахливі многочлени, побудовані за складними пра
вилами, вся наука про визначники стає зовсім не
зрозумілою. Якщо ж розпочати з того, що детер
мінантом називається площа чи об’єм, то всі тео
реми, з теорії детермінантів, стають очевидними
і відразу дістають доведення, які я називаю фізич
ними, доведеннями в стилі Руссо. "

— В. І. Арнольд ({3], стор. 10.)

На жаль, поки-що не знайдено "фізичного означення "пара
детермінанта трикутної матриці, яке б дозволило суттєво спрости
ти ряд доведень цього параграфа. Проте, цікавим є той факт, що 
незважаючи на те, що означення парафункцій трикутних матриць 
істотно відмінні від означення функцій квадратних матриць, се
ред властивостей парафункцій трикутних матриць є ряд власти
востей, аналогічних до властивостей детермінантів та перманен
тів.

Спочатку розглянемо деякі важливі поняття, пов’язані з три
кутними матрицями, які є аналогами понять мінора та алгебри
чного доповнення для квадратних матриць.

Кожному елементу ач заданої трикутної матриці (2.1.1) поста
вимо у відповідність трикутну матрицю з цим елементом у ліво
му нижньому куті, яку назвемо рогом заданої трикутної матриці
і позначимо через Яі] (А).  Очевидно, що ріг І1,3( А ) є трикутною 
матрицею (і — з + 1)-го порядку. В ріг Вг](А) входять тільки ті еле
менти аГ8 трикутної матриці (2.1.1), індекси яких задовольняють 
співвідношення З ^  8 ^  г ^  і.
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Нижче будемо вважати, що

скіеі (/?оі(Л)) =  сі<1еі (Яп>

= ррег(/?оі(А)) =  ррег (/?-„,п+1 (А)) =  1. 

Приклад 2.4.1. Нехай маємо трикутну матрицю:

А

(2.4.1)

(а\\ \

021 022

031 032 033

041 042 043 044
\051 052 053 054 0 5 5 /

(2.4.2)

тоді ріг Я42(А) має вигляд:

о 22
-Й42 (А) =  І азг азз

і а42 043 а 44)

Якщо 7-тий стовпчик рога В.г](А) замінено відповідними еле
ментами к-тото  стовпчика (к  < з), а всі інші елементи рога незмін
ні, то такий ріг позначимо через Я, ±(А).  Наприклад, в трикутній

’ к
матриці (2.4.2) маємо:

Я ц (А )  =
044

Нижче будемо вважати, що 

сісіеі; (Яп п±і (А))

Якщо ж г-тий рядок рога Яц трикутної матриці А замінено 
відповідними елементами к -го рядка (к  > і), а всі інші елементи
рога незмінні, то такий ріг будемо позначувати через Я,_ А А), або

к ̂
просто через Я і ■. Нижче ми вважаємо, що

сісіеі (Яо : ) =  ррег(і?о х) =  1 (2.4.3)
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Означення 2.4.1. Прямокутну таблицю елементів трикутної 
матриці (2.1.1)  назвемо вписаною в цю матрицю, якщо одна її 
вершина збігається з елементом ап\, а протилежна до неї — з 
елементом ац, і Є {1 , . . .  , п}. Цю таблицю позначимо через Т(г).

Якщо в означенні 2.4.1 і — 1, або і — п, то вписана прямокутна 
таблиця вироджується відповідно у перший стовпчик або у п-тий 
рядок цієї трикутної матриці.

Приклад 2.4.2. Нарис. 2.3., елементи прямокутної таблиці Т(3), 
вписаної в трикутну матрицю четвертого порядку, виділено пря
мокутником

\

°  /

Рис. 2.3.

При знаходженні значення парадетермінанта і параперманен
та трикутних матриць зручно користуватися алгебраїчними до
повненнями.

Означення 2.4.2. Парадетермінантним та параперманен- 
тним алгебричними доповненнями , Рг] до факторіаль
ного добутку { а13} ключового елемента ац матриці (2.1.1) на
звемо відповідно числа

Д і  =  ( - І ) * 4^  ■ < З с іе Ц # ,_ ід )  ■ сісіеі (і?.п>г+і ) ,

Ріі =  ррег(і?_)_ііі) ■ ррег(/? ,̂і+і), 

де Я і - і д  і Яп,і+1 — роги трикутної матриці (2.1.1)

Зауваження 2.4.1. Для виділення рогів, алгебраїчного доповне
ння до факторіального добутку елемента а,ц трикутної матриці

(2.4.4)

(2.4.5)
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(2.1.1) зручно користуватися наступною схемою, зображеною на 
рис. 2.4.

І і +  1

На цій схемі виділено ріг Кц , відповідний елементу ац . Елемен
ти цього рога позначені чорними кружечками. Два роги і
Кп,і+1, елементи яких позначені білими кружечками, е складови
ми частинами алгебричного доповнення до факторіального добу
тку елемента ац.

Приклад 2.4.3. Парадетермінантне алгебричне доповнення Ом 
до факторіального добутку елемента а54 трикутної матриці

(  «11
«21 «22

«31 «32 «33

«41 «42 «43 «44

«51 «52 «53 «54

«61 «62 «63 «64

\«71 «72 «73 «74

\

8 6
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дорівнює

11
Я 54 =  ( ~ 1 ) 5+4 • сі(іеї І а21 а22 ■ сісіеі 1 й66

ч« з і «32 азз
«76 «77

Тепер приступимо до вивчення властивостей парафункцій три
кутних матриць.

Теорема 2.4.1. [29]. (Розклад парафункції за елементами вписа
ної прямокутної таблиці). Нехай А — трикутна матриця (2.1.1), 
а Т (і) — деяка вписана в неї прямокутна таблиця елементів. То
ді справедливі рівності:

<Меі(Л) =  23 Е  {а™} Д-8, (2.4.6)
5 = 1  Г = І

ррег(Л) =  £  Е  {«гЛ'Ргз, (2-4.7)
5 = 1  г = І

де Огв і РТ8 відповідно парадетермінантне та параперманен- 
тне алгебричні доповнення до факторіального добутку ключового 
елемента аГ8, який належить таблиці Т(і).

Доведення. Роги і і?п,г+1 складаються з різних елементів
матриці (2.1.1), які мають відповідно порядок (з —1) —1 +  1 =  5—1
і п — (г +  1) +  1 =  п — г. За означеннями 2.3.2 і 2.3.3 (стор.77), 
парадетермінант і параперманент цих рогів є відповідно сумами 
2«-2 і 2" - г- і  різних доданків (тут, згідно з погодженнями (2.4), 
зручно вважати, що 2_1 =  1). Тому вирази (аГ8}Д Г5, {аГ5} РГ8 
при п Є {1 ,2 , . . .} складаються із 25-2 ■ 2П-Г~ 1 різних доданків. З
рис. 8 видно, що ключовий елемент агз матриці (2.1.1) входить в
нормальний набір ключових елементів цієї матриці лише в комбі
нації з нормальними наборами ключових елементів її рогів ід, 
і ? п , г + 1 - Зауважимо, що кожний доданок, який входить до правої 
частини рівностей (2.4.6), (2.4.7) складається із добутку п різних 
елементів матриці (2.1.1), бо (.? -  1) +  (г — в +  1) +  (п  — г) — п,
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де 5 — 1 І п — Г — порядки рогів К3- ід І Яп,г+1і а добуток {аГ5} 
складається із г — в +  1 співмножників (див. рис. 2.5.).

г +  1

5 —1 .
5

г Н- 1 . . .

п

о о 
о о

о о 

Рис. 2.5.

*
о о

Вирази в правій частині рівностей (2.4.6), (2.4.7) складаються із 
2П_1 доданків. Справді,

Е Е 2" 2 ' 2
5 — 2 глП—Г—1

5=1 г=г

=  (1 +  2° +  . . .  +  2і~2)(2п~і~1 +  2п~і~2 +  . . .  +  2° +  1) =  2П_1. 

Тому що всі ці доданки різні, то теорема доведена. □

Приклад 2.4.4. Знайдемо значення парадетермінанта

2 .4 . В л а с т и в о с т і  п а р а ф у н к ц ій  т р и к у т н и х  м а т р и ц ь

+ 1 (_ 1 )3 + 3 ( з  5 / Д - 3  1
2 4 зо.

В цьому парадетермінанті можна виділити вписану прямокутну 
таблицю Т(3), до складу якої входять лише два ненульові елемен
ти заданої трикутної матриці. Тому ми й розкладемо парадетер
мінант за елементами цієї вписаної прямокутної таблиці.

Н аслідок 2.4.1.1. Якщо і =  1, то теорема 2.4-. 1 дає розклад па
рафункцій за елементами першого стовпчика і рівності (2-4-6), 
(2-4-7) матимуть вигляд:

П ТІ
<Меї (А) =  5 2  К і}£ > г і =  £  ( -1 ) г+1 {аГі }  -<Ме1; (Д„)Г+і), (2.4.8)

Г = 1  Г =  1

тг гг
ррег(Л) =  5 2  {ап}Рг і  =  5 2  ■ РРеГ(^п,г+і)- (2.4.9)

Г =  1 Г =  1

Якщо ж і =  п, то отримаємо розклад парафункцій за елемента
ми останнього рядка:

П П
сісіеі; (Л) =  5 2  Ппз =  5 2  (_ 1 )П+5 -сісіеі (Д ,_ід),

5 = 1  5 = 1

(2.4.10)
п п

ррег(Л) =  5 2  ( а«Л  р™ =  5 2  ' РРеГ(Я «-ід ). (2.4.11)
5 = 1  5 = 1

Доведення. При і =  1 вписаний прямокутник вироджується в пер
ший стовпчик матриці (2.1.1). При цьому, враховуючи рівності
(2.4.4), (2.4.5), внаслідок домовленостей (2.4) отримаємо рівності 
(2.4.8), (2.4.9).

Рівності (2.4.10), (2.4.11) доводяться аналогічно. □

Наслідок 2.4.1.2. Якщо всі елементи і-того стовпчика (і Є 
{ 1 , . . . ,п } )  трикутної матриці (2.1.1) — нулі, то

<Меі (А) =  ррег(А) =  0.
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Доведення. Справедливість цього наслідку випливає із того, що 
всі факторіальні добутки елементів вписаної прямокутної таблиці 
Т(і) дорівнюють нулю. □

Приклад 2.4.5. Нехай

Рп =

Яо
а
91 9і
0

2 2
92 Я2

0 0 0

0 0 0

Яп-1
£п
Яп Яп

<5 п :

п+1

'  Яі
а  <7292 4 2

0  0  . . .  

0  0  . . .

Яп — 1 

^  ЯпЯп н п

(2ЛЛ2)

1 +  Р п ^ п —2, (2.4.13)

_ 1  =  0 .

тоді справедливі рекурентні рівності: 

Рп =  ЯпРп—1 РпРп—2і ^п =  ЯпО.

Д Є

Справедливість цих рівностей одразу випливає із розкладу пара- 
перманентів в рівностях (2.4.12) за елементами останнього рядка.

Справедливе наступне

Твердження 2.4.1. Нехай Рп і (5„ задані ргвностями (2-4-12), 
тоді справедливі тотожності:

Рп<2п-1 -  Рп-іС )п  =  ( ~ 1 ) П~ ХР1Р2 ■ ■■■■Рп, П =  1 , 2 , . . .  (2 .4 .14)

Доведення. Перевіримо справедливість цього твердження для п =  
1.

Рі<Зо -  Ро<31 =  (Я0Яі +Рі) ■ 1 -  ЯоЯі =  Рі-
Нехай рівності (2.4.14) справедливі при п =  2,3, Доведе
мо, що тоді вони справедливі також і для п =  к -1-1. При цьому 
користуватимемось рекурентними рівностями (2.4.13):

Рп+\^п Рп<3п+1—\Яп+\Рп~\~Рп+\Рп—1)^п Рп{Яп+1^п+Рп+1̂ п—̂ )-
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— Рп+\{.Рп—І ^ п  ^ п —\Рп)} ( 1) РіР2 * * * Р п + 1*

□
Часто трапляється так, що задана деяка трикутна матриця 

і потрібно знайти її парафункції при п =  1 ,2 ,... ,т. 
В цьому випадку виявляється зручним алгоритм, який базується 
на розкладі парафункцій за елементами останнього рядка. 

Розкладаючи парадетермінант

при і =  1 ,2 , . . . ,  п за елементами останнього рядка отримаємо ре
курентну рівність

І

Рі -  г =  1 ,2 , . . .  ,п ; Ро =  1
.7=1

в якій коефіцієнти Ьі задовольняють рекурентну рівність

Ьг — ( 1) • аі^—г+ і • Ьг— і , г  1 , 2 , . . . ,  і, Ьо 1.

Легко переконатися, що для обчислення множини значень 
Р\. Р 2, - - ■, Р п необхідно виконати всього

2 +  4 +  . . .  +  2п =  п(п +  1)

операцій множення.

Твердження 2.4.2. [29]. Якщо відповідні елементи всіх рядків 
вписаної прямокутної таблиці Т ( і ) ,  і =  1, . . .  ,п — 1 трикутної 
матриці (2.1.1) рівні, тобто справедливі рівності

ац — а>і-(-1,̂  — .. .  «П7 о,],  ̂ 1 , . . . ,  і, (2.4.15)
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то справедлива також рівність

І І П

^ 1{ агз}Різ =  ~ ^ ^ ] { агз}Д-8- (2.4.16)
* = 1  5 = 1  Г = І + 1

Для параперманента такої трикутної матриці справедлива 
аналогічна рівність:

і  і  п

£ { оі3}РІ8 =  ] Г  £  (2.4.17)
* = 1  * = 1  г = і + 1

Доведення. Доведемо рівність (2.4.16). За означенням 2.4.2 ал
гебраїчного доповнення (див. рівність (2.4.4) на стор.85), вираз 
{агз} 0 ІЯ, згідно з рівністю (2.4.15), дорівнює

{аів}А « =  (—1)г+8аяа3+і . . .  а̂ сісіеі (Д3_ід)сісіеІ (Я^ і+х). (2.4.18)

Розглянемо вираз
П

^  , { аГ«}-Ог
1

Позаяк

Т З '

г = г + 1

{ага} — а3 ■ ■ • аі{аГ)і+і }, т — і 1 , . . . ,  п,

то

£  {а г5} Д , = £ ( - 1 ) г+3а8 --•а.{аг,і+і}<ісіе<;(#3_ід)гісіе6(Впг+1)=  
Г = І + 1 г = 1 + 1

п

=  а3 .. . « « Ш е Ц Д ^ д )  £ ( - 1 ) ( г+і+1)+<5- * - 1) {а г,і+1}а (1е1 (В.п,г+1) =
г = і + 1

п

= ( - і у - і- 1а3. . .а гМ е Ц Я 3- 1Л) £  ( - 1 ) г+‘ +1{а г,і+1}сМеІ (Я „,г+і)-
г = г + 1
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Але сума
п

2 2  (_ і)г+ і+ і{а гі+1}ааеі; (йп,г+і)
Г = І + 1

є результатом розкладу парадетермінанта рога Пп,г+і за елемен
тами його першого стовпчика, тому, враховуючи рівність (2.4.18), 
маємо: П

^  ] { а гв }^ г*  =  
г = і + 1

=  (—1)5-,-1+2га8 . . .  аі(і(1еі (/гв_ід)сі«іеі {Кп>і+1 ) =  - { а І8} Д 8.

Остання рівність і доводить справедливість рівності (2.4.16).
Рівність (2.4.17) доводиться аналогічно до щойно доведеної 

рівності. □

Наслідок 2.4.1.3. Якщо відповідні елементи всіх рядків, вписа
ної в трикутну матрицю (2.1.1)  прямокутної таблиці Т(г), і =
1 ,. . . ,  п — 1, рівні між собою, тобто виконуються умови (2-4-15) 
твердження 2-4-2, то парадетермінант такої трикутної ма
триці дорівнює нулю, а для параперманента справедлива рівність:

ррег(А) =  2 • ррег(/гп,і+і)

(2.4.19)

Доведення. Розкладемо парадетермінант заданої трикутної ма
триці за елементами вписаної прямокутної таблиці Т(г) :

і  п  і  /  П \

<Мс<; (Л) =  £ £ { а Г5}£)Г8 =  £  ( {аіз}О із +  £  {аг5}£>Г51 .
5 = 1  г = і  3 = 1  \  г = г + 1 /

Вираз в дужках останньої рівності, внаслідок рівності (2.4.16) до
рівнює нулю. Це і доводить першу частину наслідку.

а п
а2і 022

Оі—ід <4-1,2 ‘ ‘ • а і - і , » - і
«і а2 аі—і аі
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Доведемо другу частину наслідку. Враховуючи рівність (2.4.17) 
аналогічно отримаємо рівності:

ррег(Л) =  &тз }Ргв =  £  }Рг* =
5=1 Г = І  5=1 \ г=г+1 /

і
=  2 • ррег(ДПіі+1) ^ { а « }  ррег(Д5_ 1>1).

5 = 1

Позаяк сума

£ <  а«*} ррег(Д8_ід)
5 = 1

є результатом розкладу параперманента рога

Рі,і =

ац
агі ®22

Оі - ід а,_ 1,2 ••• аг-і^-і
Сії —1

за елементами останнього рядка, то цим доведено і другу частину 
наслідку 2.4.1.3. □

Н аслідок 2.4.1.4. Якщо всі елементи першого стовпця трику
тної матриці (2.1.1) при (п > 1) дорівнюють а, то її параде- 
термінант дорівнює нулю, а параперманент дорівнює подвоєно
му добутку цього числа на параперманент трикутної матриці, 
утвореної в результаті викреслення її першого стовпця.

Приклад 2.4.6. Знайдемо значення парадетермінантів трику
тних матриць

А =
і -  3 +  1

, в  =  (і -  (з -  1)<*у)г3 /
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Значення елементів першого стовпця цих трикутних матриць до
рівнюють

1
ац =  ~ - ■ -■ — 1) Ьі і 1, і 1, 2, . . . ,  п.

г -  1 +  1

Отже, згідно з наслідком 2.4.1.4, парадетермиінанти цих матриць 
при п > 1 дорівнюють 0. При п =  1 парадетермінанти цих трику
тних матриць дорівнюють 1.

П риклад 2.4.7. Знайдемо значення параперманента трикутної 
матриці

/ 2

и \ а і

\

=  ( Ь О

2 ° іV За 2 • 2 а п ) п

З цією метою до даної трикутної матриці застосуємо (п — 1) разів 
другу частину наслідку 2.4.1.4. При цьому отримаємо наступний 
результат:

ррегГ^аЛ  = Ш а,
V /  І=1

Якщо у заданій трикутній матриці а3 =  то, розкладаючи її 
за елементами останнього рядка, отримаємо ще одну тотожність 
(див. (3.2.71) на стор. 276) для факторіала

п! А  (.? -  1)!зп-3+1 
2П_1  ̂ 2п_5+1 ’

або _____
2 п ~ 1 А  ( з  -  1 ) ! 5 п _ * + 1

П' 2П_1 — 1 2п-8+1
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Твердження 2.4.3. Нехай задана трикутна матриця (2.1.1), 
тоді справедливі рівності:

ТІ
^  {агі )  Вгі =<МеІ(.Ді _ід)<ісІе1;(.йГу), (2.4.20)
г= І

ТІ
^ 2  і ап }  Ргі =  ррег(Ну_ід)ррег(Нп] ). (2.4.21)
г =і

Доведення.

П П

^ 2  {ап } 0 Г] =  ^ 2  {аТ] }  ■ ( - 1 ) г+1М еї{К 3^ІЛ)<1<1еі(Вп,г+1) =  
г=3 г=]

п
=  аае*(/гі _ іД) • ( - і ) Г+-? {ап }ааеї(я„,Г+1).

г=3

Остання сума є результатом розкладу парадетермінанта с1сіеі(/?,ПІ ) 
за елементами першого її стовпця, тому рівність (2.4.20) справе
длива.

Аналогічно доводиться рівність (2.4.21). □

Твердження 2.4.4. Якщо всі елементи і-того стовпця (1 <
І < п) трикутної матриці (2.1.1) дорівнюють а, то її пара
детермінант дорівнює добутку числа ( —а) на парадетермінант 
трикутної матриці В, яку отримаємо із заданої викресленням 
І-того стовпця та (_?' — 1 )-го рядка.

Для параперманента цієї трикутної матриці справедлива рів
ність

а ц

аі - ід  • • •
і . . .  а3 ̂  і а

апі * * * аПіу—і а . . .  а^п
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=  а ■ (2ррег(Я,_ід) ■ррег{Кп^+1) +ррег(В )).

Доведення. Доведемо першу частину цього твердження. Розкла
демо парадетермінант даної трикутної матриці за елементами впи
саної прямокутної таблиці Т (і ). В цей розклад ввійдуть всі до
данки, які утворюються в результаті розкладу за елементами ]-  
го стовпця. Згідно з твердженням 2.4.3 всі вони входять у вираз 
(Меі (Д ,_ід) • (Меі (Кпі ), значення якого дорівнює нулю (див. на
слідок 2.4.1.4 на стор. 94), бо сИеІ (Яп]) =  0. Але до складу виразу 
(Меі (Ві - ід) • сісіеі [Яп]) належать всі доданки, множниками яких 
є принаймні один елемент (і — 1)-го рядка, тому при обчисленні 
парадетермінанта трикутної матриці (2.1.1) (і  — 1)-й рядок можна 
видалити. Решту доданків розкладу парадетермінанта за елемен
тами вписаної прямокутної таблиці мають співмножник а, тому 
його винесення за дужки рівнозначне видаленню ^'-того стовпця 
трикутної матриці (2.1.1). При цьому сума індексів ключового еле
мента, який належить вписаній прямокутній таблиці, зменшиться 
на одиницю, а індекси решти ключових елементів не зміняться. 
Отже, видалення _?-того стовпця міняє парність суми індексів клю
чових елементів кожного доданка і за дужки необхідно винести 
також ( — 1).

Доведемо другу частину твердження (2.4.4). Розкладемо па
раперманент заданої трикутної матриці за елементами вписаної 
прямокутної таблиці Т (]) :

з п з- і  п п
ррег(Л) =  {ага} Ргз — ^2  і®1-*} Ртз У Л ч У Р *

5 = 1  г = і  5 = 1  г = і  г = і

(2.4.22)
Міркування аналогічні до міркувань доведення першої частини 
цього твердження дають рівність

3—1 п
{аг5} Ргз — а ■ ррег (В)

5 =  1 Г= 7

Другий доданок рівності (2.4.22) є розкладом параперманента за
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даної трикутної матриці за елементами і~го стовпця, тому, згідно 
із наслідком 2.4.1.4, маємо:
П

£ { а гу}Ргі=  ррег(Д^_и )- ррег(Ягч)=2а- ррег(Я^_и ) ррет(Я^+1). 
т=]

□

Твердження 2.4.5. Якщо всі елементи агі, і-того стовпця три
кутної матриці (2.1.1) є сумою деяких двох елементів, тобто 
агі =  Ьгі +  сгі, де г Є то справедлива рівність

(2.4.23)
Для параперманентів справедлива аналогічна рівність.

Доведення. За означенням парадетермінанта, кожний його дода
нок є добутком п елементів трикутної матриці (2.1.1). Причому до 
кожного з них в ролі співмножника входить один і тільки один еле
мент і-того стовпця. Тому в кожному із 2™_1 доданків парадетер
мінанта лівої частини цієї рівності присутній множник (Ьгі +  Сг і ) ,  

г Є п}. Розкриваючи дужки в кожному доданку і групуючи
відповідні доданки, отримаємо праву частину рівності (2.4.23). □
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Зауваження 2.4.2. Користуючись твердженням 2.4.5, по інду
кції, можна довести справедливість аналогічного твердження у 
випадку к доданків +  . . .  +  Ь^\ г Є { і , . . . ,  п}.

Твердж ення 2.4.6. Якщо всі елементи і-того стовпця

і Є { 1 , . . . ,п }

парадетермінанта трикутної матриці (2.1.1) задовольняють рів
ності агі =  к ■ Ьгі, г Є {г ,. . . ,  п}, то справедлива рівність:

ап 
«21 0.22

О-і 1 0-І2 * • • к Ьц

Опі 0*11.2 ' ■ • к Ьпі

ац
0-21 0.22

О'і 1 аі2 • * • Ьц

О-п 1 0,п2 ■ ■ • Ьпі . . . Опп

Для параперманентів виконується аналогічне твердження.

Доведення цього твердження аналогічне до доведення твер
дження 2.4.5. П

Твердження 2.4.7. Для довільної трикутної матриці (2.1.1) і 
довільного числа к Є К, де К  — деяке числове поле, справедливі
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рівності:

а ц + к
0,21+к 0.22

«п і к 0,п 2

а ц
«21 агг 

Опі Оп2

а ц  — к а і ; ‘
«21 +  к «22 _ «21 «22

«п і +  к «п2 ■ «пп «п і «п2 ' «пп

Доведення. Доведемо другу рівність цього твердження, користу
ючись твердженням 2.4.5 і наслідком 2.4.1.4.

ррег(Л) =

а ц +  к -- к а ц +  к -

агі +  к -- к «22 тв.2.4.5 «21 +  к «22

ап і І+ - к «п2 «пп «пі +  к «п2 «пп

+

—к
- к  а22

к ап 2 О'П

насл.2.4.1.4

+ ( - 2к) ■

а- 22
«32 «33

+

«п2 «пЗ
-2к 
0  022

О «п2

тв.2.4.5

а ц  +  к 
«21 "І- к а22

«п і "Ь к «п2

а ц  +  к 
агі +  к а22

апі ■+■ к ап2

а ц  — к
0,21 +  к 022

ап і +  к а„ 2

+

+

+

1 00
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Доведення першої рівності аналогічне. □

Твердж ення 2.4.8. Якщо у трикутній матриці А її верхній 
елемент (див. означення 2.1.1 на стор. 67) дорівнює 0 і довільний 
елемент першого стовпця перемножити на деяке число к ф 0, а 
відповідний елемент другого стовпця розділити на це число, то 
значення парадетермінанта і параперманента утвореної трику
тної матриці А! не зміниться.

Доведення. Доведемо справедливість цього твердження для па- 
раперманентів. Порівняємо факторіальні добутки елементів пер
шого стовпчика трикутних матриць А и А!. Очевидно, що вони 
рівні між собою. Отже, розклади параперманентів цих трикутних 
матриць за елементами першого стовпця збігаються.

Для парадетермінантів доведення аналогічне. □

Зауваження 2.4.3. Якщо у трикутній матриці (2.1.1), у першо
му її стовпці, крім верхнього елемента, є ще нульові елементи, то 
їх можна замінити одиницями, але відповідні їм елементи другого 
стовпця потрібно замінити нулями. Справедливість цієї примітки 
підтверджується міркуваннями аналогічними до міркувань дове
дення твердження 2.4.8.

Доведемо теорему, яка дає зручний і ефективний алгоритм об
числення парафункцій трикутних матриць. З її допомогою поря
док парафункції трикутної матриці понижується на одиницю. Ідея 
доведення цієї теореми дещо нагадує метод Гауса для обчислення 
детермінантів квадратних матриць.

Теорема 2.4.2. [19] Для довільної трикутної матриці (2.1.1)
справедливі рівності:

а ц  \ /  (ац  -  агі) • агг
агі «22 \ /  (ац  -  азі) ■ азг азз

«п і «п2 * * * «пп /  „  \ («11 « п і )  * а„2 «пЗ
(2.4.24)

-і
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Оп (ац 4- агі) ■ 022
021 а22

=
(ац +  азі) • «32 033

_ап1 Ога2 Ощі_ п _(ап а„і) • ап2 ап3 Опп_
(2.4.25)

Доведення. Доведемо першу частину цієї теореми — справедли
вість рівності (2.4.24). Якщо верхній елемент трикутної матриці
(2.1.1) не дорівнює нулю, то, при допомозі твердження 2.4.7 па
радетермінант цієї трикутної матриці можна замінити рівновели
ким парадетермінантом з нульовим верхнім елементом. Перейде
мо до рівновеликого парадетермінанта з одиничними елементами 
в першому його стовпці (крім верхнього елемента). Цього можна 
досягнути при допомозі твердження 2.4.8 і примітки 2.4.3. Тепер 
для доведення першої частини теореми залишилось, при допомо
зі твердження 2.4.7, відняти одиницю від всіх елементів першого 
стовпця і розкласти отриманий парадетермінант за елементами 
цього стовпця.

Друга частина доведення цієї теореми аналогічна до доведення 
першої частини. □

Твердження 2.4.9. Для довільної трикутної матриці (2.1.1) і 
довільних чисел кі, і =  2, . . . ,  п справедливі рівності:

а11 
«21 «22

Опі ®п2 ' * * Оп

ап
а2і ~ к2 а22 

апі кп ап 2
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іг Оп
021 022

ОЦ
021 -  к2 022 &2СІ22

-

Оггі ап 2 ОГІп_ _ап і кп Огг2 •

+
кп^п2 О'пп

<2.4.:

Доведення. Справедливість рівностей (2.4.9), (2.4.27) одразу ви
пливає із розкладу першого парадетермінанта або першого пара
перманента правої частини цих рівностей за елементами їх пер
шого стовпця. □

Теорему 2.4.2 легко довести також при допомозі твердження
2.4.9. Справді, для доведення рівності (2.4.24) покладемо в рів
ності (2.4.9) кі =  аі і, і =  2 ,.. .  ,п. Тоді, враховуючи твердження
2.4.5, отримаємо наступні рівності:

ап 
« 2 1  «22

Опі Оп2 ’ ’ ’

«21022
ОЦ
О аг2

О а„2 

аца22

0ц 0п2 ■' ■ о,пп / \ ап\ап2

(ац — агх)а22

(ац 0пі)ап2 * * ■ оп 

Рівність (2.4.25) теореми 2.4.2 доводиться аналогічно.
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Н аслідок 2.4.2.1. Для обчислення парафункції трикутної ма
триці (2.1.1) достатньо виконати всього п ^  операцій мно
ження і стільки ж операцій додавання.

Доведення. При переході від парафункції п-го порядку до пара
функції (п — 1)-го порядку, за теоремою 2.4.2, достатньо виконати 
(п — 1) операцій множення і стільки ж операцій додавання. От
же, для обчислення значення парафункції п-го порядку достатньо 
виконати всього

п • (п — 1)
(п — 1) 4- (ті — 2) +  . . .4 -2 4 -1  — 

операцій множення і стільки ж операцій додавання. □

Зауваження 2.4.4. Позаяк парафункція трикутної матриці (2.1.1) 
містить елементів і всі вони впливають на значення пара
функції цієї трикутної матриці, то алгоритм обчислення парафун
кції, істотно покращити не можна.
Приклад 2.4.8. Знайдемо значення параперманента

Яп —

Яі
Е2 
92 Я2
0 £3

93 ЯЗ

0 0 0 ... Яп—1
0 0 0 ... Рп

9п

Яі == 1, і =  2,3,.

(2.4.28)

Очевидно, що

<22

Яп

<5і =  [яі] =  і.

=  Р2 +  Я2 =  1-
1
Р2

І- 92 Я2

Розкладемо параперманент (2.4.28) за елементами останнього 
рядка. За індукцією маємо:

Я п  =  ЯпЯп—1 4" Р п Я п —1 =  Яп 4" Рп 1-
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Розглянемо теорему 2.4.2 більш детально. Згідно з цією тео
ремою, парафункція трикутної матриці А п—го порядку заміню
ється парфункцією трикутної матриці А ^  (п — 1)—го порядку, 
елементи якої знаходяться в два етапи:

1. Обчислюється значення виразу: =  (ац — ац) ■ а*2, і =
2,3 , . . . ,  п. — у випадку обчислення парадетермінанта і виразу

=  (ац 4- ац) ■ а^, і =  2,3 , . . . ,  п — у випадку обчислення зна
чення параперманента.

Виноситься найбільший спільний дільник (якщо такий є) за 
знак відповідної парафункції.

Замінюється в отриманому виразі і на і 4- 1. Отриманий ви
раз дорівнює значенню елементів аг-*\ і =  1, 2, . . .  ,п  — 1 першого 
стовпця нової матриці (п — 1) - г о  порядку.

2. Решту елементів нової матриці А^ ̂  дістаємо замінюючи еле
менти ац, і , і  =  3,4 , . . .  ,п  відповідними елементами

ац  ̂ — аі+і,і+Ь *» З =  2,3 , . . . ,  п — 1.

Таким чином, при допомозі (п — 1) ітерацій

(к) / (к—1) (к—1)\ (к—1) / -«о 1 - 1 0  /
аи ~  \аи  ~~ аі+ід )аг+і,2 » Л — 1 ,2 ,. . . ,  п — 1, г — 1 ,2 ,. .. ,  п — А:,

Оц =  «1+7,і +1 > *>з =  2,3, • • •, п -  к, (2.4.29)

приходимо до рівності

<Ме{ (А) =  а̂ ” -1 .̂

Вище ми вважаємо, що а'У =  ац.
Знайдемо значення парадетермінанта

сісіеі

Перша ітерація.

аі 4  Ь] +  с 
і -  З 4-1

ац — а +  Ь 4- с,
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а(і +  1) +  Ь +  с . _
^ г + 1 ,1  —  і  ?  ̂ 1 , 2 ,  . . . , 71 1 ,

г +  1

а(г +  1) +  26 +  с _  1 0  ̂ п
®г+1,2 — • 5  ̂ 1,2, ...,71 1.г

«І?  =  (ац -  а^+ід) ■ а^+і^ =
а(і +  1) +  6 +  с\ а(г +  1) +  26 +  с _

а +  6 +  с . .г +  1 /  г
. \ а(г +  1) +  26 +  с .

=  (6 +  с) -----------— ■ , * — 1, 2, . . . ,  п — 1.г +  1
Виносимо спільний множник (6 +  с), за знак парадетермінанта.

(і) а(г +  1) +  Ь(з +  1) +  с _
%  ~  аі+і,і+і -  ( - +  1 )_ (:/. +  1) +  1

аі +  Ьз +  а +  Ь +  с . .
=  ------- :-----г— :------ , г,^ =  2 ,3 ,... , п -  1.

і -  з +  1
Друга ітерація.

(і)  2 а  -|- 26  -}- с

“ її = -------2-------’
(1) _  а(г +  1) +  а +  26 + с
г+1,1  ̂ +  2 . . . , П  1,

„(і) а(г +  1) +  а +  36 +  с
г+1,2 —  ̂ ’ ’ ’ * ’ * ’ ’ *

а(2) _  / (1) _  (1)  ̂ . а(1) =  
гі — а̂ 11 г+1,1/ г+1,2

2а -+■ 26 +  с +  1) “Ь а +  26 Н- с
2 і -+■ 2 

а(і 1) 4- а 4- 36 4~ с 26 с а(і Н- 1) +  а 4- 36 4* с
Х і =  2 Г Г 2 ’

де і =  1 ,2 ,... ,п  -  2. Виносимо спільний множник

(2) аг +  6̂ ' +  2а +  26 +  с „ „ 0а- — ---------: : ■ - , ї — 2, о , . . . ,  П 2.
3 г - з + 1
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Третя ітерація.

(2) _  За +  36 +  са
11 З

(2) _  а(г +  1) +  2а +  36 +  с
і -Ь З

аі+і,2 =  +  + ~І~ ° і і =  1,2........п — 2.

«!? = («Й) - О  •«£’«  =
За +  36 +  с а(г +  1) +  2а +  36 +  с\ а(г +  1) +  2а +  46 +  с

З і +  3 )  і

36 +- с а(г ■+ 1) +- 2а -Ь 46 -Ь с 
=  —  —  , г =  1, 2, . . . ,  п — 3.

Виносимо спільний множник ^р-.

(3) аі +  6г +  За +  36 +  с . . 
аг? : г - і , г, з 2,3 , . . . ,  ті — 3.

7 г — з  +  1

Після трьох ітерацій спостерігаються деякі закономірності: 
Перші стовпці:

аі +  а +  2Ь +  с аі +  2а +  ЗЬ +  с аі +  3а +  4Ь +  с
і +  1 ’ і + 2  ’ Т+3

Спільні множники перших стовпців:

6 +  с 26 +  с 36 +  с
1 ' 2 ’ 3 '

Тому можна очікувати, що після к —тої ітерації перший стов
пець і спільний множник матимуть відповідно вигляд:

аі +  ка +  (к +  1)Ь +  с кЬ +  с 
г +  к ’ к
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Справді, згідно з припущенням, відповідні рівності к—ої іте
рації отримають вигляд:

іі +  (к — 1 )а +  кЬ +  с ка +  кЬ +  с\ аі +  (к — 1) +  (к +  1 )6 +  с
і +  к — 1 к )  і — 1

(і — 1)(кЬ +  с) аі +  (к -  1)а +  (к +  1)6 +  с _ 
к(і +  к — 1) і — 1

кЬ +  с аі +  (к — 1)а +  (к +  1)6 +  с 
к і +  к — 1 ’

Спільний множник дорівнює

{к) _  аі +  к а + (к + 1 )Ь  +  с 
аа — , і ’ , ■ ■ *, К-

І наше припущення правильне.
Таким чином, після (п — 1) ітерацій, за знак парадетермінанта 

виносимо спільний дільник

(п — 1)6 +  с 
п — 1

При цьому єдиний елемент парадетермінанта першого порядку 
дорівнює

аі +  (п — 1)а +  пЬ +  с .------------------------------- , г =  1,
і +  п — 1

тобто
па +  пЬ +  с 

п
Отже, справедлива наступна

Теорема 2.4.3. [39]. Для довільних дійсних чисел а,Ь,с справе
длива тотожність:

і і е і  (ол +  Ь І+с\  = п .  +  пЬ +  с "ГЇ 
V * - ^  +  !  п! І=1
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де о
Д { і 6 +  с) =  1. 
і=1

Приклад 2.4.9. Знайдемо значення парадетермінанта 

і — ]  +  п
. і і <- /  — Рп,ті (2.4.31)3 +  п — 1 +  5ц /

користуючись формулами (2.4.29). Відразу відзначимо, що 

(*) _  і -  3 +  п
аІ7 — аЧ — • • . 1 і X ’ 5 — 1(2, .. .7 г -  3 +  п -  1 +  дц

(я) і +  п -  1— п .  ,  ̂ — ------------------

Перша ітерація:

_ і і +  п ■ 1 о
(2ц 1, «г+ІД  * , і ’ * ’ * * * ’г +  П — 1

(і) _  /  г +  п \ і +  п -  1 _  1
\ г +  п -  іу  г +  п — 2 +  й + і,2 і +  п -  2 +  <5і+і,2 ’

де і =  1 ,2 , . . . ,  ггг — 1. Друга ітерація:

о*1) -  _ І  а(і> -  1 і -  1 2  т  -  1

4 ?  =  V- , ..* .! * -?--------ті і =  1 , 2 , . . . , т  — 2.п(г +  п -  2 +  Оі+і,г)
Третя ітерація:

ап =  а!+і і =  7 -'Т - г л 1 * =  1, 2, • • •, т  -  2,^ ’ п(г +  п — 1)

,0 ) = _________ г_
п(і +  п - 2  +  (5г+і,г) ’ап =  _/-■ , — п ", 'г.....  ч ’ * =  1, 2, . . .  , т  -  3.
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Четверта ітерація:

„(3) _  і  а(3) — І і  г — 1 2 т  — З«II -  п2> «і+1,1 — п(І +  П -  1) ’ ^

Г4І —І(п — 1) — 1 . „ „
ап =  2 _ї_-------------------- V * =  1,2, • • •, т  -  4,.п2(г + п -  2 +  ді+1,2)

П’ята ітерація:

а( 4 ) _ _ і _  а(4) _  —І(п — 1) +  П
« и -  „ 2- “ <+1,1 -  П2( і +  „ _ ! ) >  ‘  І . А - ” ."* 4>

(5) =  і(п -  2) +  1 =  2 т _  5
г1 п2(г +  п -  2 +  <5і+і,2) ’

Шоста ітерація:

5 п  ~  1 (5) - * ( п  — 2 )  +  п  — 1 . _
а11 з ' ®і+і 1 г; , г А’ * 1, 2, . . . , 7Ппз _|_ п _  2 +  ді+1)2)

(6) _  —г(п2 — Зп +  1) — (п — 1)
%  -  п3(г +  п — 2 +  5і+і)2) Ь'

Сьома ітерація:

(1-і і —1 1 - ”  п 3 ’ г+1,1
2 (6) -г (п 2 -  Зп +  1) -  п(п -  2) .

« 4 -1 .1  = ---------------~ з7 7  , -------- -------------------> * =  1 , 2 , . . .п3(г +  п — 1)

7 г(п2 -  4п +  3) +  п -  2 .
^ г і  з /  • і г) . 7  Г*?  ̂ 1 ,  2, . . . , 771 7.П3(г +  П -  2 +  Ог+1,2)

Восьма ітерація:

(7) п2-3 п + 1  (7) (г +  1)(п2-4 п  +  3 ) + п - 2  .
«11 =  4 1 « і+ 1  1 з / - Г"\ ,  ̂ 1 , 2 , . . . ,11 п4 + ’ п3(г +  п —1)

(8) -г(тг3 -  5п2 +  6п -  1) -  (п2 -  Зп +  1) .
ап = ---------------------ттт-;------------------------------------------------ тт--- ,г =  1, 2, . . .  , тп4(г +  п — 1)
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Спостереження над отриманими результатами дозволяють зро
бити висновок, що

(к —1) т-. д,п к
ац =  Оп,к =  —тг,

П 2

тут (Іп<ь — чисельник виразу Крім цього справедливі рів
ності:

ТТі — 1
^п,2г+1 =  (^п,2г “Ь ^п,2г—і)? т — 1, 2, . . . ,  — , (2.4.32)

у л_2
дп,2г+2 =  (^^п,2г+1 “Ь ^п,2г), 7” =  1,2, . . .  , — , (2.4.33)

(А:) ^ п ,/с + 2 *  "Ь /с .  0аіі = -----7ГГ7^------------- 7------* =  1 , 2 , . . . , т - Л .  (2.4.34)
п 1-2-1 (і +  п -  2 +  <5г+і,г)

Зробимо всі обчислення для (к +  1)—шої ітерації.

(к) _  <іп,к+1 (к) _  ^п,к+2{і +  1) +  <іп,к . _  , „ _  ,
“ 11 ~  і і ± 1 і>  г+1,1 | * ч , .  .. ’  —  ’ ’  ■ ■ '  ’  ’П1- 2 і П<-2-І(г +  П -  1)

(к+1) _ /  г̂а^+І &п}к+2(} “Ь 1) "Ь п̂,/с | 7 +  71 1
у п1~2“ ] п̂ -2.1 (г +  П — 1) )  * +  п — 2 +  5г+1,2

а) Нехай к =  2г, тоді

^(к+1) _ (  ̂ п,2т+1 {Іп 2г+2(і “Ь 1) "Ь дп 2г \ І +  71 — 1
г1 V пГ пГ(г +  тг — 1) /  і +  п -  2 +  <5і+і,2

_ (^п,2г+2 “Ь ^п,2г+і)?' “Ь (Р'д’п,2г+\ “Ь т̂г,2г) ^п,2г+2 ^п,2г+1
пГ(г +  п — 1)
і -І- п — 1

* +  71 — 2  +  ^г+1,2 

^ п ,2г + 3  ̂ “Ь ^ п ,2 г+ 1  ______  ^п,А:+3  ̂ “Ь ^п,А:+1

+ П -  2 +  і і+і,а) п ^ з 1 і (г +  П -  2 +  ?»+і,2)
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б) Нехай к =  2г +  1, тоді

(к+1) _  | ^п,2г+2 ^п,2г+з(^ 4" 1) 4" <^п,2г+1 \ І +  71 1 _
Яі1 ~~ п № ( і  +  п - 1) )  і +  п - 2  +  6і+і>2~

_ {пСІп,2г+3 +  ^п,2г+2)^ +  п((1П}2г+2 + ^п,2г+і) +  ^<^п,2г+3 ~  <^п,2г+2 _ 
п г+1(г +  тг -  2 +  <5г+і,г)

^п,2г+4^ 4" *^п,2г+2   ̂ п,к+3̂  “Ь ^п,/с+1
тгг+і(г +  тг 2 +  ^ + 1,2) тгІ-- 2- (̂г +  тг — 2 +  <̂ +1,2)

Таким чином,

(к+1) (Іп,к+3 + (Іп,к+1 _  ~ {дп,2г+2 +  ^п,2г+і) +  д,п,2г+1 _  <Іп,к+2
а 11 І к±3 І — г+1 ~  І І±2 І 'п 1 2 І п п 1 2-1

Тепер доведемо справедливість рекурентного рівняння

Вп,к+2 — — Р̂тг,к+1 +  —Рп,к)^ (2.4.35)

із початковими умовами

£>„,1 =  1, Би,2 =  (2.4.36)п

Початкові умови (2.4.36) можна знайти, обчислюючи значення 
парадетермінанта (2.4.31) при т =  1 і т =  2. Доведемо справе
дливість рівняння (2.4.35).

а) Нехай к =  2г, тоді

Р п , к +1 4" ^ Р п , к ) ^  — ^^п,2г+1 ̂  ̂ п,2г)^
п̂,2г+3~Ь̂ п,2г+1

г»+1

(^гг,2г+2 4“ ^тг,2г+і) 4" ^п,2г+1 _^п,2г+2 __ ^п,/с+2 _
Пг+1 Пг+1 п,/с+2-
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б) Нехай к =  2г 4- 1, тоді

— (Рп,к+1 4~ ~Рп,к)і ■ д-п,2г+З 
І 2.Г+3 |Л 2 ^гг

дп,к+2 
і ь+2 і — ^п,к+2- 

71і 2 ІП1 2
Таким чином, справедлива наступна 

Теорема 2.4.4. Справедлива рівність:

/  і -  3 +  п \ _ п _  сг„,т
1 І г /  — 1̂ 4,т — ] т  І !1 +  дц /  П'- 2 ^- З +  п -

<?Є
=  1) А »,2 =

1
Вп,1 п

Рп,к+2 =  ^^п,&+1 4" —Оп,к  ̂ !

для многочленів с1п т виконуються рекурсії:

д-п, 1 =  1, ^п,2 ~  1,

дп,2г+1 — (^п,2г 4" ^п,2г — і) .

«п,2г-Ь2 — \'*,«п,2г+1 * «п,2г^*

Н аслідок 2.4.4.1. Члени послідовності Лпд, Аг,2) • • •; А ,т і  якс 
задовольняє рекурентне рівняння (2-4-35) із початковими умова
ми (2-4-36) можна знайти при допомозі парадетермінанта

/  1 ^1
тг+1 
п
о 
о о

.1
п - 1

п к =  1, 2, . . . т.

0
0

0
0

(див. теорему 3.2.1 на стор. 223.)

113



РОЗДІЛ 2. ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

Наслідок 2.4.4.2. Числова послідовність Д д ,  Д ;2 , ■ ■ ■, Оп,т, Щ° 
задана рівністю (2-4-31), задовольняє також рекурентне рівня
ння

771—1

Д =
і=0

п +  і
п Дп,га—(г+1) •

Справедливість цього наслідку випливає із розвинення пара
детермінанта лівої частини рівності (2.4.31) за елементами остан
нього рядка.

Зауваження 2.4.5. Многочлени дП}ГП, т =  1 ,2 , . . . ,  21, що задо
вольняють рекурентні рівняння (2.4.32), (2.4.33) із початковими 
умовами

ОЇпД =  1, ^п,2 =  1

читач знайде в додатку 5 на стор. 457.

Твердження 2.4.10. Для блоково-діагональної матриці (2.1.2) 
справедливі рівності:

сісіеі

(  Мі 
0 М2

V 0 о

(  Мі
о м2

ррег

\

= сісіеі (Мі) • ... • сісіеі (М8),

М8 )
(2.4.37)

\

=  ррег (М і) ррег (М8), (2.4.38)

V 0 о М3

где М і, 1 ^ і ^ 5 — деякі трикутні матриці.

Доведення. Доведемо рівність (2.4.37). Нехай аі3̂ 8 — верхні еле
менти матриць М3. Розкладемо парадетермінант матриці (2.1.2) 
за елементами таблиці Т(і2). Позаяк елементи цієї таблиці, крім
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елементів стовпця і2, дорівнюють нулю, то згідно з твердженням 
2.4.3 (рівність (2.4.20) на стор. 96), маємо рівність

сісіеї

/ Мі
0 М2

\

= (ісіеі(Мі)-с1сіе1;

( м 2
0 М3

\

1^0 0 . м3 ) 1^0 0 . • м8 )
Застосовуючи послідовно до таблиць Т(із) , . . . ,  Т(і3) теорему 2.4.1, 
на основі твердження 2.4.3, отримаємо рівність (2.4.37).

Рівність (2.4.38) доводиться аналогічно. □

Твердж ення 2.4.11. Нехай елементи матриці (2.1.1) диферен- 
ційовні функції змінної і, тоді справедливі рівності:

ш(М еі О4)) = і

ап  
а 21 а 22 (2.4.39)

+

ац 
°-21 а 22

апі ап2 0“пп
ац
а 21 а 22

ап1 ап2 ®п1 Оп2

+

а'ц

І(ррег (А)) = а21 «22
+

«ПІ Оп2 аПп_
ац ац
021 а22 а21 а22

+ . . . +

ап і ап2 ' ' ' апп_ аи2 Опп_

(2.4.40)
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Доведення. За означенням парадетермінанта, він складається із 
2” ~1 доданків, кожен з яких є добутком п співмножників, по одно
му із кожного стовпця. Нехай а ^ іа ^  • . . .  • а;пП — один із
доданків цього парадетермінанта. Відомо, що

\ -^{аі і 1 аІ22 ' ■■■ ' агпп) —

=  аііІаІ22' ■ ■ ■'аіпп+аіі1аі22'■ ■ ■'аіпп +  - ■ •+агі1а’І22' ■ ■ ■'аіпп• (2-4.41)
Виділимо доданки парадетермінантів правої частини рівності 

(2.4.39), відповідні доданкам ец^сц^ •... • о.1пП і підсумуємо їх, тоді 
отримаємо вираз правої частини рівності (2.4.41). При цьому, за 
вказаною відповідністю, знак доданка ■ ■■о,1пП збігається із
знаками відповідних доданків парадетермінантів правої частини 
рівності (2.4.39). Підсумовуючи всі доданки ^ ( ( - і у ^ а щ а ^ - . ..• 
а,іпП) лівої частини рівності (2.4.39) і враховуючи рівність (2.4.41), 
отримаємо рівність (2.4.39). Рівність (2.4.40) доводиться аналогі
чно до рівності (2.4.39). □

Теорема 2.4.5. (29]. (Теорема про зв’язок параперманента із па
радетермінантом). Якщо А —трикутна матриця (2.1.1), то спра
ведлива рівність

ррег =  (Неї ( ( -1 )* у+1ау )  1<]<г<п ■ (2.4.42)

Доведення. За означенням парадетермінанта трикутної матриці, 
знак кожного його доданку залежить від парності суми індексів 
всіх ключових елементів. Легко бачити, що знак факторіально
го добутку ключового елемента ац матриці ( ( —1)<5°’+1аі7- )

збігається із знаком виразу (—1)2\ Отже, всі доданки парадетер
мінанта правої частини рівності (2.4.42) мають знак плюс. □

Наслідок 2 .4.5.1. Для довільної трикутної матриці (Ьу)і<^і<п 
справедлива рівність

<Ме*(Ьу)і^<*«їп =  РРЄг((-1)^  + 1Ьу)кКг=?п-
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Доведення. Цей наслідок одразу випливає із рівності (2.4.42) при 
ац =  ( - 1  )5іі+1Ьц- □

Вправи

2.4.1. Знайдіть значення парадетермінанта та параперманента
трикутної матриці )  Для п =  її 2,3,4. Спробуйте
знайти значення парафункцій цієї матриці при п =  5 і п =  6, 
використовуючи попередні значення цих парафункцій.

2.4.2. Знайдіть значення парафункцій трикутної матриці

/ а і \

1 а 2
С*1 0 « 3

а 2 а 2 0 а4

&П—3 &п—3 &П-3 <%п—3 ®п—1

V&П-2 Оіп-2 & п -2 & п -2  • 0  а п )

за означенням та при допомозі рекурентного співвідношення.

2.4.3. Доведіть першу частину наслідку 2.4.1.3, не використову
ючи твердження 2.4.2.

2.4.4. Знайдіть сісіеі, ( ( -1 )1_^)і^$і^п, РРЄг((-Т)*-і ’)и ^ і£п -

2.4.5. Знайдіть значення параперманента трикутної матриці, в 
якій елемент апі дорівнює нулю, діагональні елементи дорівнюють 
мінус одиниці, а решта елементів дорівнюють одиниці.

2.4.6. Доведіть наслідок 2.4.1.4 без застосування наслідку 2.4.1.3 
і твердження 2.4.2.

2.4.7. Знайдіть значення парадетермінанта трикутної матриці 
п—го порядку, діагональні елементи якої дорівнюють 2, елементи 
першої піддіагоналі дорівнюють і ,  а решта елементів — нулі.
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2.4.8. Знайдіть значення парадетермінанта трикутної матриці 
п—го порядку, діагональні елементи якої дорівнюють 3, елементи 
першої піддіагоналі дорівнюють 1, елементи другої піддіагоналі
-  а решта елементів — нулі. Спробуйте узагальнити задачі 7 

та 8.

2.4.9. Знайдіть значення параперманента трикутної матриці

\(  1 
0 1

0 0 ... 1
\ п  п — 1 . . .  2 1 /

2.4.10. Доведіть справедливість рівності

х
0 х

0 0
ар а і

а\ а2

X
О-п — 1 

1

2.4.11. Доведіть рівність

ррег З ■ [і -  З +  1)* і 1,

71+1

— -----( 1 - ^ Ж а  +  п )^ -]  = ( а +  п)г
( І - з )

2.4.12. Користуючись теоремою 2.4.2 (стор. 101) обчисліть пара- 
детермінанти трикутних матриць

А = , В = [ -
І

і -  2з 
і - 3 +  1

та. скориставшись теоремою 3.2.11 (стор. 275), запишіть відповідні 
їм тотожності.
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2.4.13. Знайдіть значення парадетермінанта

і - 3 + 3
\І 3 + 2

2.4.14. Доведіть рівності:

і - з  +  1 
І ~ 3 +  $і) /

0, якщо к — Зз,
=   ̂ 1, якщо к =  Зв -)- 1, 

-1, якщо к =  Зз +  2,

і - 3 +  1 
і - 3 +6,і]

— к- 1-

(2.4.43)

(2.4.44)

2.5 Парафункції матриць спеціального ви
гляду

Дослідивши загальні властивості параперманентів та пара
детермінантів трикутних матриць, ми приступаємо до вивчення 
деяких класів трикутних матриць. До них, в першу чергу відно
сяться /с-діагональні трикутні матриці, трикутні матриці похилої, 
вертикальної та горизонтальної структури. Матриці такого типу 
виникають при дослідженні ланцюгових дробів, континуантів та їх 
узагальнень, симетричних многочленів тощо. До матриць похилої 
структури відносяться також матриці многочленів Белла. Вони, 
зокрема, виникають при п-кратному диференціюванні складених 
функцій та в теорії симетричних груп.

2.5.1 Зведення парафункцій до /с-діагонального ви
гляду

Метод Гауса зведення детермінанта прямокутної матриці до 
рівного йому детермінанта верхньої чи нижньої трикутної матриці 
відіграє важливу роль в теорії та практиці прямокутних матриць.
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Обнулення частини елементів парафункції трикутних матриць 
завжди корисне при обчисленні її значень2. Тому важливо побу
дувати аналогічний алгоритм зведення парадетермінанта та па
раперманента трикутної матриці п-го порядку, наприклад, до рів
ного парадетермінанта чи параперманента А:-діагональної (к < п) 
трикутної матриці.

Зауважимо, що твердження 2.4.7 та 2.4.8 (див. стор. 99) є осно
вою алгоритму обнулення частини елементів першого стовпця три
кутної матриці.

Доведемо теорему, на якій базується загальний алгоритм обну
лення елементів трикутної матриці.

Теорема 2.5.1. Нехай
А =

(  « її

її ] — ід • • • СІ] —1,̂ —1
а]1 • ■ - а3,і- 1 аЦ

аі-ід . . .  а і - а * _ . ..
0 0 Ц,і— 1
1,1 • • ■ йі+І^ — І Яі+І,] ■ • • — 1

\ апі • • • ^п,]—і • ■. ап і_і (іпі ап>і+і . ..  (ігіп)

тоді із рівностей

сісіеі (.А) — сісіеі (аг5)х^5̂ г^п, 

ррег(Л) =  ррег{аГ8)і^я̂ г$п,

(2.5.1)

(2.5.2)

^Задача про побудову алгоритму обнулення елементів парадетермінанта 
трикутної матриці аналогічного до алгоритму Гауса для квадратних матриць 
була сформульована Протасовим І.В.

1 20
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випливають відповідно рівності:

/  сМеі (Я2-і х) '

СІСІеІ ід )

р р е г^ і-і  х) '
_І-------------- *_:—

р р е г (^ _ ід )

(2.5.3)

(2.5.4)

Доведення. Доведемо що із рівності (2.5.1) випливає рівність (2.5.3). 
Після розгортання парадетермінантів правої та лівої частини рів
ності (2.5.1) частина доданків знищиться. При цьому, в лівій ча
стині цієї рівності залишаться доданки з іксом, а в правій частині 
відповідні до них доданки та доданки відповідні тим доданкам 
лівої частини рівності, які дорівнюють нулю.

Отже, в лівій частині цієї рівності залишиться вираз

{хц }  • ( - 1)1+і • сісіеі (Е у-ід) • сМеі (В.п,і+1),

тобто добуток факторіального добутку { і }  на його алгебричне 
доповнення. Зауважимо, що

{х іі} =  хі] ‘ { а*^+і}-

Доданки правої частини цієї рівності відповідні доданкам з 
іксом, очевидно, описуються виразом

{ аі}} ■ ( - 1 ) г+:? • сИеі [Е у-ід) • (ісіеі (ЕПгі+1).

Згрупуємо доданки правої частини рівності відповідні додан
кам лівої частини рівності, що дорівнюють нулеві:

{ а і і } - ( —1)1+1Т-<1(іе4 ( Д ГІіі + і ) + { а і 2} - ( —1)г+2сісіеІ (йц)сі<іеі ( Д п,і+ і ) +

+ . . .  +  { а ^ ^ }  ■ ( - і у * ’ - 1 ■ сМеї (д ,-_2д) • ааеі (д „ ,г+1) =

=  {«г і}( —1)г+-7_1 ’ <ІСІЄІ (Яп,г+і)(аіі5_ і  • СІСІЄІ ( і^ _ 2д ) -
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2  —]  СІСІЄІ ( Т ^ З Л  )  "і-  • • • “Ь "4“ (  1 ) ^  0*г\ • • • 0*1,у  — 1 ' і )

=  {а^} ■ ( - І )1"1"-7-1 ■ сісіеі (і?.;-і д ) • Меі(Вп,і+і)- 

Таким чином, маємо рівність

Ху • сі сіє і (Д,-_і,і) =  агу ■  ̂сі сієї (Я ,- ід )  — сі сієї (Яі - і х)  ̂ ,

або рівність (2.5.3).
Рівність (2.5.4) доводиться аналогічно. □

Зауваження 2.5.1. Якщо у парадетермінанті чи параперманен- 
ті трикутної матриці (а^)і^^і^п елемент агв дорівнює нулю, 
то ненульові елементи аг\,аг2, ■ ■ -, аг,5- і  не впливають на їх зна
чення.

Зауваження 2.5.2. Теорема 2-4-2 є наслідком теореми 2.5.1, бо 
при і  =  2, і =  2 ,3, . . .  , тг рівності (2.5.1), (2.5.2) приймають від
повідно вигляд:

а ц

0 «2 2  |Ґ1 - .  “ 21 
а ц

0 а з г  |
_ а з і  

а ц

«пЗ

а ц
«■21 «22

«пі «п2

ац
0 а22 ( і  +, а-и ) ац

0 азг

/  N

азз =
агі

апі

агг

«п 2 аПп
0 ап 2 0  +  ^ , 1 «тгЗ аПп
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Таким чином, щоб звести параперманент чи парадетермінант 
трикутної матриці А — (с/ '̂) ] наприклад, до 2-діагональної
трикутної матриці необхідно, використовуючи теорему 2.5.1, по
слідовно перетворити в нуль елементи, що знаходяться на перети
ні г-го рядка та і — 2-го стовпця (г =  3 ,4 , . . . ,  п).

Теорема 2.5.2. Нехай

■А =  (ау )і^ 7̂ г^пі 

тоді справедлива рівність:

де

та рівність

скіеі (А) =  ]^[хіі,
і= і

сісіеї (Рг-\ )
ХЦ «іі І 1

де

Тут

сккй (<5г-і) 

п

ррег(А) =  Д  Х іі, 
і= 1

ррег(Рг-і) 
ррег(<5і_і)

Р і- 1 =

я і—1

іі — а^г

Х ц

0 ^ 22

0 0

а і , і а г ,2

Х ц

0 х 22

0 0

Хі-2,і-2 
®і,і—2 аг,г—1 )

0 о

\

%і—2,і—2
0  Х г_ і , г_ і  /
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Доведення. Зведемо парадетермінант трикутної матриці А до па
радетермінанта діагональної трикутної матриці

використовуючи теорему 2.5.1 для послідовного перетворення па
радетермінанта даної трикутної матриці. Маємо:

/  сМ е^ЯодЛ /  0\

И - М й і л о . )  =в11 V Ту ’

(  Л,\,м и и і \ {  агг

122 = “и ( ■меі№.) = “22 (  «

/  (МеЦДг х) \
Х33 = “33 ( 1 '  ааецй'гі) ) = 033

/

1 -

211 \\  
«31 «32

Х\\
0 Х22 / /

Х 4 4  =  а  4 4

(ІСІЄІ (і?|д)\
сісіеі «44

Х ц

0 х22
«41 «42 «43

1 Т.Д.

Тепер справедливість теореми випливає із того, що парадетер
мінант діагональної трикутної матриці дорівнює добутку її діаго
нальних елементів.

Для параперманентів доведення аналогічне. □

Зведемо параперманент трикутної матриці («у)і^_;^і^п ДО 2-
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діагонаким чиномиці виду 
:утної матри 
:утної матри і 
звно перетваї «22 
го рядка та і хз2 азз

рема 2.5.2.
І 0 0 

0 о
« п —1,п—1 

•£п,п—1 «пп

і справедливі
О

2.5.1:

Отже.
до паї •^ Ьгвнгсть

г,21 =  а2і- Знайдемо хз2 користуючись теоремою 

ррег(Яі г) '
1 ,г> \ І — «32 І 1 +ррег(Дц) І V «11

«31

раперманент трикутної матриці А — (агу)і^^і<^п 
а трикутної матриці

(  «її
Х21 «22

0  Х 32 а з з

«41 «42 «43 «44

\«п1 «п2 «пЗ «п4

\

«пп/

Зведе
рапер

анент трикутної матриці А\ до рівного йому па- 
Рі-1 :кутної матриці

« її
х2і а22

0  х32 азз
0  0  Х 4 3  0 4 4

Я і - 1 = а5і а52 053 «54 «55

СЬпІ ®п2 п̂З п̂4 &пЬ

\

О'пп/
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Х43 =  <243
ррег(й|д)\ 

ррег(і?2і) / «43 1 +

«11
«41 «42
«11

. 321 «22
Далі знайдемо, що

Х54 =  Й54 І 1 +
ррег(Д|д )'
ррег(Лзі) «54 1 +

«11
Х21 «22
«51 «52 «53
«11
Х21 «22
0 Х32 азз

1 Т .Д .

ррег(/?і 2̂ : ) ' 

РРЄГ(ДІ_2Д)
-  аі'і-і І 1 +  ) > (2.5.5)

Яі- 2

Д е

і—2

Яг- 2 =

«1 1  

2̂1 «22

0 0 . . .  а{_4,г—4
0 0 . . . Х і-З ^ і-4  аі-з^-з

«іі «г2 • • * «г,г—4 «і,і—3 «і,і—2 _

«11 

2̂1 «22

0 0 . . .  а̂ —4,і—4
0 0 ... Х{_з (_4 вг—З г—З
0 0 . . .  0  Х і—2,1—3 « і —2,і—2

, г =  3 ,4, . . .  ,тг,

і-2
(2.5.6)

, і =  3,4,. .  , ,п.

і-2
(2.5.7)
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Таким чином, справедлива рівність:

ррег(а^-)і*у

а ц  

2̂1 «22 
0 Х32 азз

«п—1,тг—1 
З'П.П — 1 «пп

де Хі'і-і, і — 2 ,3 , . . . ,  п — 1 задаються рівностями (2.5.5).
Розкладемо парадетермінанта (2.5.6), (2.5.7) за елементами 

останнього рядка, тоді отримаємо відповідно рекурентні рівняння:

Рі- 2 — {« і,і-2} <Зі-3 +  {« і,і-з }(Зі-4 +  . • . +  {аі2}<3 і +  {агі}^0: (2.5.8)

Яі-2  =  {а і-2,і-2}<3і-з +  { і і - 2,і-з}<Зі-4, * =  3,4, . . .  ,п. (2.5.9)

Відзначимо, що в цих рекурсіях факторіальні добутки {а а },
{ Х г _ 2 , і - з }  ВІДПОВІДНО Д О рІВ Н Ю Ю Т Ь

і-2
п
і =1

та Хі_2,*_заі_2,і-2-
Рекурентні рівняння (2.5.8), (2.5.9) із початковою умовою Ро — 

0, <5о =  її при і =  3,4, . . . , п  разом із рекурентним рівнянням 
(2.5.5), при г =  2,3, . . . , п  дають ефективний алгоритм зведення 
парадетермінанта трикутної матриці до рівного йому парадетер
мінанта 2-діагональної трикутної матриці.

Легко переконатися в тому, що при зведенні парадетермінанта 
трикутної матриці до парадетермінанта 3-діагональної трикутної 
матриці аналогічні рекурсїї мають вигляд:

Рі—3 = {«і,г — з}^і-4“Ь{«і,і—‘і}Яг—5 •  • • "1“{«і2}^?1~Ь{«г1 }^ 0і̂  =  4,5,. . .,71, 

Яг—3 — {« і—3,г—з}^?і—4“Ь{«і—3,і—4}^5і—5-Ь{£г—3,і—5І^і—6;̂ "—‘ 4, 5, . . . ,71,
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Хі,і—2 =  аг,і—2 ^1 +  , І =  3, 4, . . . , П.

Взагалі, при зведенні парадетермінанта трикутної матриці

( О Г/ ) 1 <_/ ̂ 1̂ .71

до рівного йому парадетермінанта А;-діагональної трикутної ма
триці, можна користуватися рекурсіями:

Рі—к =  {Ог,г—к}Яі—к—І {^і,і—к—1 }Я і—к—2 ”Ь • • • "Ь {&г2} ?̂1 "Ь {®іі}Я0і
(2.5.10)

Я і—к =  {® і—#с,г— к—1 ~Ь {йг—к,і—к—1 }Я і—к—2 +  • • • Ч"

{.%і—к,і—(2к—1)}Яі—2кі (2.5.11)

£г,г—/с+1 =  О'ііі—к+І “Ь ^   ̂ і  ̂ /ь, & -}- 1, . . . , 71, /с 1, 2, . . . , 71.

(2.5.12)
В рекурсіях (2.5.10), (2.5.11) Ро =  0, Яо =  1 та * =  к + 1,к + 2, . . . ,  п.

Проте, всі обчислення можна дещо спростити. Знайдемо реку
рентне співвідношення для С}і-к- 3 цією метою виразимо х^і-к+і 
через С2і-к, Я і-к -1, ■ • •, Яі, Яо, підставляючи Р ^ к із (2.5.10) у пра
ву частину рівності (2.5.12) та звільнимося від ^ -/^ -(г /с-і) У РІВ_ 
ності (2.5.11). При цьому отримаємо рекурсію:

Яі—к { аі—к,і—к}Яі—к—1 ~Ь {аі—к,і—к—і}Я і—к—2 “Ь • • • “Н

{йі-к, г}<3і +  {«г—А:,1 }<Зо (2.5.13)

де <5о =  1, * =  к +  1, к +  2, . . . ,  п.

Зауваження 2.5.3. У рекурентних рівняннях (2.5.10), (2.5.13) 
факторіальні добутки {а^ }, }, де з ^ і — к відповідно дорів
нюють:

і—к і—к
1  аіг, 11 О-і — к,г-
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Приклад 2.5.1. Зведемо параперманент 3-діагональної трику
тної матриці виду

А =

( р \
я р
г я Р
0 г Я р

0 0 0 0 . .. р
0 0 0 0 . .. <7 Р

V о 0 0 0 . г я р )

(2.5.14)

до рівного йому параперманента 2-діагональної трикутної матриці

( р \

£21 Р
0 £32 Р

0 0 0 . Р
0 0 0 . Хп — 1 ,п —2 Р

V  о 0 0 . 0 ^ 71,71—1 Р /

(2.5.15)

При цьому використаємо рекурентні рівняння (2.5.8), (2.5.9) та 
рекурентне рівняння (2.5.5). Позаяк ац — р, а^і-і =  д, а^і-2  =  г, 
то ці рекурсії матимуть вигляд:

Жі,і_ і =  я • 1 + , і — 2,3 , . . .  ,п.
Я і-2,

Рі-2 = Т ■ Я і- з, і = 3 , 4 , . . . ,  п,

Я і- 2 =  Р ■ Я і- 3 +  £{-2,і-3 ■ Р ■ Я і—і і  І =  3, 4 , . . . ,  п.

(2.5.16)

(2.5.17)

(2.5.18)

Знайдемо рекурентне співвідношення Д Л Я  Я  і - 2 - З цією метою 
виразимо через Я і—2 і Я і—Зі підставляючи (2.5.17) у (2.5.16)
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(2.5.19)
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та звільнимося від £ г- 2,г-3  У  (2.5.18). Маємо:

Хі,і- і  = д  ( 1 +  ' 3 ) , г =  2, 3 , . . . ,  п,
Я і-2

Яі- 2 =  Р • <2і-3 + ТО • <Зі-4 +  Р<7Г ’ <Зг-5, <2о =  1, * =  3,4, . . . , П.
(2.5.20)

Таким чином, основою алгоритму зведення параперманента 
трикутної матриці (2.5.14) до рівного йому параперманента (2.5.15) 
є рекурсії (2.5.19), (2.5.20).

При р =  д =  г =  1 маємо:

Я і—2 Я і—З “Ь Я і—4 “Ь Яг—5і  ̂ — 3 ,4 , . . .  , 71, о — 1?

Рі-2  =  Яі-з, г =  3,4, ...,71, Р о = 0,
Яг—2 +  Рі-2  п 0

1 --- ^  5  ̂ --- ^5 О, , Ті.
а і-2

Отже,

<3і =  1, < ?2  =  2, <3з =  4, < ? 4  =  7, д 5 =  13, <2б =  24, С? 7  =  44, $ 8  =  81, .

Рі =  1,Р 2 і,Рг = 2 ,Р4 = 4 ,Р5 =  7 ,Р6 = 13, Рт =  24, Рз =  44,.
1 2 _ 3 6 11 20 37

Я21 =  -рЯ 32 = у 5 £43 ” 2 ’
Х54' . і 2-65 —У ’ *7б =  ^ , г 87 = 24,Х98~

і шуканий параперманент має вигляд

' 1 -
1
1 1
0 2

І 1
0 0 3

2 1
0 0 0 6

4 1
0 0 0 0 її

7 1
0 0 0 0 0 20

13 і
0 0 0 0 0 0 37

24 1

0 0 0 0 0 0 0 0 . . .  1

4
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* + 1 ' (2.5.21)
і - 3+5 ;г3 /  1̂ ‘ г̂^п

до 2-діагональної трикутної матриці.

Обчислення показують, що відповідним параперманентом 2- 
діагональної трикутної матриці є параперманент виду

Ріп-1 -

Еїі 1
0 Рі 1
0 0 р&

Рз 1
0 0 0 Рк

Р5 1
0 0 0 0 Рю

Рі 1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

. . .  1
Р2п-2
Р2п-5 1

, п =  2 ,3 , . . . ,

Де Рі , 
40).

1, 2, . . .
(2.5.22)

числа Фібоначчі (див. приклад 1.5.1, стор.

Позаяк параперманент трикутної матриці (2.5.21) дорівнює 
Р2п - 1 (див. (2.4.44), стор. 119), то справедливість рівності (2.5.22) 
можна перевірити розкладом параперманента її правої частини за 
елементами останнього рядка.
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2.5.2 Парафункції матриць похилої структури  

Теорема 2.5.3. Нехай

(  Х\
ш.хі

2т(х] , Х2, • • • і Хп) —

\
X I

Х п - 1
Х п  — 2

X !

Х п Х2
х п - і х і

... 0 Х п

Хі

Хп — 1 І? Х1/
тоді справедливі тотожності:

(2.5.23)

£

ррег(2 то( х і , . . . , х п)) =

(А і  +  +  . . .  +  А „ ) !  Лі
А , !А 2! - . . .  А , !  ' Х і  '

.̂ 2 •хА", (2.5.24)
Лі +2Л2 + ...+пЛп—771

(Меі (2 т(х і , . . . ,  хп)) =

V  ( 1 ^ - ( > і + > 2+..-+лп) (А і  +  А2 +  • ■ ■ +  Ап )! . >2 ,
^  '  Ах! А2! • . . .  • Ап ! Хі * 2 Я"  ’Лі +2А2 + ...+пАп—7П

де Xі, і =  1, 2, . . . ,  п — цілі невід’ємні числа.
(2.5.25)

Доведення. Доведемо тотожність (2.5.24). Звернемо увагу на те, 
що

7̂71 (р£\і *̂ 2? • * * ч %Гі) ~  (^Іі)і^ 1̂̂ 771?

тут
, ЯКЩО І — І < п,

0, ЯКЩО п ^ І  — І, Хо =  1.
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О с к і л ь к и  ключовому елементу аг/ цієї матриці відповідає факто
ріальний добуток

X*—7+1, ЯКЩО і -  і  < п,
0, якщо п < і — ,7,

то компоненті « і впорядкованого розбиття а\ +  а2 +  . . .  +  ап =  т, 
відповідає факторіальний добуток, який дорівнює хщ, а всьому 
впорядкованому розбиттю («і ,  а2). . ,,а п) -  вектор { х аі,ха2, . .., ха<1). 
Всім таким впорядкованим розбиттям, елементи яких утворюють 
мультимножину із первинною специфікацією

[1Аі, 2Аг, . . .  ,пАп]

в иараиерманенті відповідає доданок виду

хі ^2 ••• хп •

Полічимо число таких доданків у параперманенті. Позаяк чи
сло ненульових елементів впорядкованого розбиття дорівнює Аі +
...  +  Ап, то число всеможливих впорядкувань мультимножини з 
цією первинною специфікацією, згідно з твердженням 1.2.2, дорів
нює

(Аі +  . . .  +  Ага)!
Аі!А2! ■ . . .  • А„!

Для доведення тотожності (2.5.25) достатньо знайти знак нор
мального набору ключових елементів, відповідного впорядкова
ному розбиттю первинної специфікації

[1Аі,2А2, . . . , п Ап].

Очевидно, що на знак (—1)Е нормального набору ключових еле
ментів впливають тільки ті ключові елементи, які відповідають 
парним компонентам впорядкованого розбиття. Тому, при п =  2к 
маємо:

є =  (А2 +  А4 +  . . .  +  А2к) +  2п =  (Аі -(- ЗА2 -)- ЗА3 +  5А4 +  5А5 +
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+(2 к  — 1)А2Д;_і +  (2 к  +  1)А2Д;) +  п =

=  п -  (Аі +  А2 +  . . .  +  Ап)(тос12).

При п  =  2к  +  1 мають місце аналогічні конгруенції. □

Якщо у теоремі 2.5.3 т  =  п, то замість 2п ( х \ , х 2, ■ ■ ■ , х п ) пи
сатимемо 2 (х  1,Х2, - , х п) , причому виконується рівність:

РОЗДІЛ 2. ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

2 (х і , х 2, . . . , х п )
Хі*~3 /

Таким чином, згідно з цією теоремою, отримаємо тотожності:

(А і  +  А2 +  ■ ■ ■ +  Ап )!  Аі д2 
^  _  А і !А2! • . . .  • А „ !  1 2

Т іАп — ТЬ

(2.5.26)

ҐТП * & . . /Т*
Аі !А2! ■... • А„! 1 2 '• п ’

А і+ 2А2+ ...+ п А п = п

3+1

Хі~3 /

^  /  1 \п—(Лі + А 2 + - + О  (Аі +  А2 +  • ■ ■ +  Ап)! Лі Л2 , т Ап
-  2 ^  ^  А)!А2! • . ..  • А„! Хі *2 ••Хп ■

А і+ 2А2+ ...+ п А п = п
(2.5.27)

Розкладемо парадетермінант

0 п  =
%і—з+1 

Хі~3 /

за елементами останнього рядка і отримаємо рекурентну рівність: 

Оп =  ЯіОп-1 -  ^20п-2 +  • • ■ +  ( - 1 )п -1хпОо, Оо =  1- (2.5.28)

Запишемо кілька перших значень парадетермінанта 

Оп =  (1<іеі; ( 2 ( х \ , х 2 , .. •, х п )) :
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01 =а:і,
02 = х\ ~  Х2,

0з= ^ і -  2х іх2 +  х3,
О4 ~ х і  — Зх2хг +  2хіхз +  х2 — Х4,
Об = х \  -  Ах\х2 +  Зх2хз +  Зхіхз -  2X1X4 -  2X2X3 +  Х5, 
ф6=Х® — Ь х \ х 2 +  4х^х3 +  6х2х2 — Зх|х4 — 6Х1Х2Х3 +  2X1X5 +

+ 2X2X4 — х\ +  х| — Хб,
( ) Т ~ х \  -  6X1X2 +  5ХіХ3 4- ІОХіХ2 — 4х|х4 -  12Х2Х2ХЗ +  ЗХ2Х5 +  

-+6Х1Х2Х4 — 4хіх|+3хіх| — 2хіхб +ЗХ2Х3 — 2x2x5 — 2Х3Х4+Х7, 
<>8 —Х  ̂ -  1х \х2  +  6х|х3 +  15хіх| — 5X1X4 — 2ОХ1Х2Х3 +  4X1X5 +  

+  12Х2Х2Х4 — 10х2х2 +  6х2х| — ЗХ2Х6 +  12X1X2X3 — 6Х1Х2Х5 — 
-6Х1Х3Х4 +  2хі Х7 +Х2 — Зх^х4 — ЗХ2Х3 +  2X2X6 +  х2 +  2X3X5 — Х8, 

О9 —Хх — 8X^X2 +  2ІХ^Х2 — 2ОХ1Х2 +  5X1X2 +  7х®х3 — ЗОХ1Х2Ж3 +
+30Х2Х2Х3 — 4X2X3 +  10X1X3 — 12X1X2X3 +  Х3 — 6X1X4 +  
+2ОХ1Х2Х4 — 12Х1Х2Х4 — 12х|хзх4 +  6Х2Х3Х4 +  Зхіх2 +  
+5X1X5 — 12Х2Х2Х5 +  Зх2Хб +  6Х1Х3Х5 — 2X4X5 — 4х|хб +  
+ 6 Х 1 Х 2 Х 6  — 2X 3 X 6  +  З Х 2Х 7 — 2 X 2 X 7  — 2 X 1X 8 +  Х 9.

Параперманенти Пі, \3 2, . . . ,  Пд трикутних матриць

2 ( х і , х 2, . . . , х п )

розвинуться в аналогічні многочлени з додатними коефіцієнтами. 
При Хо =  1, Хі =  х, і  =  1, 2, . . . ,  тг маємо тотожності:

„3 .̂2

х
1
1

X
1

1 1 1
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^  (л 1 +  ла +  . . .  +  у  іД і+ да+...+ »„  =  ф  +  1 Г І |

\ . о\ і і \ — Аі.Л2. ' • • • * Лп.

' X
1 х

<Меі2 (х, х , . . . ,  х) =  /  1 1 х

РОЗДІЛ 2. ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

1 1 1 . . .  х ,

_ \  л ( _________________________ і \ті—(ЛіН-Л2+---+Лп) (^1 ̂ 2 ~Ь • • • ~Ь Ап ). Лі+Л2+...+Ап _
“  ^  1 '  Аі!А2! • . . .  • Ап!Аі +2А2+-..+тгАп—ті

=  х ( х - 1)п~1.

Таким чином, коефіцієнти многочленів

ррег/?і(х, X, . . . , х), СІСІЄІ;̂ г(х, X, . . . ,  х), і =  1 ,2 , . . . ,  п

утворюють трикутник Паскаля ((38) без знаків та із знаками ((18) 
відповідно, причому справедлива рівність:

Е А і !Ао! • ... ■ А„! V тпАі+2А2+...+пА„=п
Аі +А2+...+Ап=:т7г

При хі =  1, і =  1,2, . . . , п  рівності (2.5.26), (2.5.27) матимуть 
відповідно вигляд:

—і _  \г  ̂ (А і +  А2 +  ... +  А „)!
М в д * „  = 2 " - ‘ =  Е, , Аі !А2! . . . .  А„! ’Аі +2А2+-..+пАп—ті

/1\ - П -  V  і п » -аі+А2+ . . .+А„ ) (Лі +  А2 +  . . .  +  Ап)!
^  1 > А) !А2! •. . .  • А„! ’Аі +2А2+...+пАп—ті
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При Х і  = іх коефіцієнти многочленів Ої, 0 2, • • •, О9 запишуться 
у вигляді трикутної матриці:

I і
0 1

\

0 - 2 1
0 3 - 4 1
0 - 4 10 - 6 1
0 5 -2 0 21 - 8 1
0 -6 35 -5 6 36 -1 0 1
0 7 -56 126 -120 55 -12 1
0 - 8 84 -252 330 -220 78 -1 4 1

V о 9 -120 462 -792 715 -364 105 -1 6  1 /
(2.5.29)

Коефіцієнти аналогічних многочленів для параперманентів три
кутних матриць 2(х,  2х, . . .  ,пх) утворюють матрицю (2.5.29) без 
знаків.

При хі =  і, і =  1 ,2 , . . . ,  ті отримаємо рівності:

і - 3  + 1
і -  3 +  5і

у ,  (Аі+А2 +  . . -+АП)! іАі2л2 ПАП =

Аі+2А2+...+пА„=п1 ^ 2’ ^п‘

=  Ргп, <2.5.30)
де Рг — числа Фібоначчі, 

і - 3 +  1
І 3 +  &І] /

0 ,  ЯКЩО ТІ =  3 5 ,

1 , ЯКЩО ТІ =  3 5  +  1 ,

1 . ЯКЩО ТІ =  3 5  +  2

_  ( 1 ) п - ( А 1+ А 2+ ...+ А „ , ) ( Л 1 +  Л2 +  - - -  +  Ап)! 1>Ч2Х* . . . п Хп-,
Аі !А2! • . . .  • Ап !

А і+ 2А2+ . + п А п= п
(2.5.31)

(див. стор. 119).
Таким чином, суми (2.5.30) і (2.5.31) є відповідно сумами еле

ментів рядків матриці (2.5.29) та цієї ж матриці без знаків.
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Якщо у матриці 2 (х і, х2, ■ ■ ■, хп) покласти Хі =  і =  1 ,2 , . . . ,  п, 
то коефіцієнти многочленів А;!<Меі (2  (у, |)) ,  к =  1 ,2 , . . . ,  8
утворюють трикутну матрицю:

/1 \
0 1
0 -1 2
0 2 -6 6
0 - 6 22 -3 6 24
0 24 -100 210 -240 120
0 -120 548 -1350 2040 -1800 720
0 720 -3528 9744 -17640 21000 -15120 5040

\о -5040 26136 -78792 162456 -235200 231840 -141120 40320 /

При Хі — і ,  і =  1 ,2 , . . . ,п  — отримаємо рівність 

і -  І +  %
г -  З +  1 . 

причому

’* ~ З +  бі]п\
ОО

=  1,3,14,88,694,6578,72792,920904,
П=13 +  1

13109088,207360912,3608233056,68495486640,1408631978064,

31197601660080,740303842925184,18738231641600256,

503937595069600896,14349899305396062720,....

Утворена послідовність у електронній енциклопедії числових по
слідовностей (Оп-Ьіпе Епсусіоресііа о£ іпіе§ег Зесіиепсез) отримала 
номер А007840 (див. також [124], [147]).

Аналогічно, при х, =  і ,  і =  1,2, . . . ,п ,  можна отримати рів- 
ність

і 3 +  8ц
і -  3 +  1 1
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V  ( і ' 1" -Г А і 4 -А ,+ . . .+ А „ )  (Аі +  А2 +  ■ . . +  Ап)!
^  у ’  А1!1ЛіА2!2а2 • . . .  ■ А„!пА« '

Лі +2Л2+...+пЛп—ті
Відповідна числова послідовність має вигляд

{ п ! ( <~ ' 7' - ~ + і 0 }  =  1,1,2,4,14,38,216,600,6240,9552,

319296, -519312,28108560, -176474352,3998454144, -43985078784,

837126163584, -12437000028288,....

Її номер у електронній енциклопедії числових послідовностей — 
А006252. Генератрисою цієї числової послідовності є функція

/ ( І )  =  1 -  1п(1 +  І »  '

При хі — і =  1 ,2 , . . . ,  п дістанемо рівність

1 (Аі +  А2 +  .. • +  Ата)! 
. . . . . .  _  ^  А і ! 1 ! АгА г2 !А2! • . . .  • А „ ! п ! А"
1<.7С г< п  А і+ 2 А2+ .. .+ п А „ = пІ -  3 +  1

якій відповідає числова послідовність А000670:

/ п і [ ------ І------1 \  =  1 ,3 ,13 ,75 ,541 ,4683 ,47293,545835 ,7087261 ,
І [ і - з  +  Ч ) п=і

102247563,1622632573,28091567595,526858348381,10641342970443, 

230283190977853,5315654681981355,130370767029135901,

3385534663256845323,...

1
І ~ 3 +  1 /

( і^п -(А і+А ^+ .. .+ А »)  (А і  +  А2 +  ■ . . +  Ап )! _  1 
^  К ' А і ! 1 !а і А2 !2 !а2 - . . .  - Атг!гг!Л-  п ! '

А і +2Л 2-Ь.--4_ТіЛїг—п
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(див. рівність (3.2.77) на стор. 278.)
Якщо ж х г =  і!, то дістанемо дві тотожності

+  £  (А‘ Л ! 2 !  \ л+,Л" ) ! і !Лд̂  --
Лі -4-2Л2+...Н-пЛгі= п

(І -  І +  1)і^Хг^п =

_  ^   ̂ ^_і^п—(Лі+Л2+...^А}! ~̂ 2 ~Ь • • • ~Ь Ап). 2 1 Л2 . п !Ап

Лі Ц-2Л2"Ь.-.-\-ТіХп—ТІ

відповідно із числовими послідовностями А051296, А003319:

{[* ~ 3 +  =  1,3,11,47,231,1303,8431,62391,524495,

4960775,52223775,605595319, 7664578639,105046841127,

1548880173119,24434511267863,410503693136559, 7315133279097607,

137787834979031839,2734998201208351479,57053644562104430735,

1247772806059088954855,...

«* -І+ 1> К І< «п }£= і =  1 ,-1,3,-13,71,-461,3447,-29093,273343,

-2829325,31998903, -392743957,5201061455, -73943424413,

1123596277863, -18176728317413,311951144828863,

-5661698774848621,108355864447215063,-2181096921557783605,...

Зауважимо, що рекурентні рівняння для всіх наведених вище чи
слових послідовностей можна легко отримати при допомозі за
гального рекурентного рівняння (2.5.28).

Твердження 2.5.1. Справедлива тотожність: 

сісіеі [2т( - х і , . . . ,  - хп)) =  ( - 1 ) т  ■ ррег{£то(жі,. ..  ,£„)).  (2.5.32)
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Твердж ення 2.5.2. Справедливі тотожності:

аі
а2 аі

її'П &П — 1
0 ап

0 0

а і
а2 аі

ап ап—\ . . .  аі

Е
к\

А і + 2 А 2 + . . .+ п А „ = ш

де к =  Аі -(- +  . . .  +  А.

аі
а2 аі

0"п 0“п—1
0 а̂ і

А і !А2 ! • • • - • А,
7аї а22+”'+А" • • • • • аАп, (2.5.33)

а і
а1

0 0 . . .  Сіп 7̂1—1

г—к к\
... а.А п

Е  ( - 1) " "
А і +2Аг+...+пА„=т

(2.5.34)
де к =  Аі +  А2 +  • • ■ +  А„.

Доведення. Якщо у т о т о ж н о с т я х  (2.5.24), (2.5.25) замість по
класти аі, то параперманент і парадетермінант трикутної матриці

^ т ( 2  1 , 2 2 , - - * , Х п )

заміниться відповідно параперманентом і парадетермінантом ма
триці

2 т(а і, аіа,2, . . . ,  аіа2 * . . .  * ап) .
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□

Покладемо у тотожності (2.5.34) замість аг, і — 1, 2 , . . . ,  п від
повідно

а +  (і — 1)г хі

Ь+ (і — 1)5 х *о -  1,
і-1

тоді матриця

(  аі 
а,2 а, і

і4 = «п «71—1 • . аі
0 «72 . аг аіи 0 . • «71 «71 —

(2.5.35)

матиме вигляд матриці 

/
аЧ-г Х2
6 + 5  Х\

а+,(п -1)г_іп_
Ь + (п —1)я Х„ _ 1  

0

о

6*1

а-Ь(га—2 )г  Хп — і 
Ь+(га—2)« жп _2 
а + (г а -1 ) г  
Ь + (г а -1 )«  х „ _ і

0

ьх  і
а + г  Х2 
6 + 5  XI

а + ( » - 1 ) г  х п 
Ь + {г а -1 )«  х „ _ і

а права частина тотожності (2.5.34) — вигляд виразу
(2.5.36)

-  Е  < - і г * з ^  (ї *0 ‘ ( £ т  ■ І ) '
Лі +  .. .+ п А п= т  х х

'а  +  (п — 1)г хп 4 А"х . . .  х
Ь + (п — 1)5 Х„_1
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=  Е  ( - і )
А і+ .. .+ п А п —тп

п —к к\ а1 М 'а " М -
&«{*}А і ! - . . . А „ !  у & М )  

де к — Аі -(- А2 +  . . .  +  Ап, а

а»{г} _  а а̂ +  г^ а +  2г) •... • (а +  (п — 1)г)

факторіальний степінь з кроком г. 
Аналогічно можна отримати тотожність

к!
Ах! - . . .  - А„! І * * )

Аі
ап(г)
Ьп(в)

„Аі г Ап
А х + . . .+ п А „ = т

Таким чином, ми приходимо до наступної теореми:

Теорема 2.5.4. Нехай К  — деяке числове поле. Для трикутної 
матриці (2.5.36) і параметрів а, Ь, г, 5, значення яких належать 
числовому полю К, справедливі тотожності:

=  £  ( - і ) - '  
А і+ . . .+ п А п=»п

Е

к\

СІСІЄІ(.Р) =  О п .г  

(  а1̂ )
Аі

А і ! - . . . - А п! ^ЬЧ«}

Р ) =

к\ ( а1̂

ррег(Р) =  ППіт =  
Аі

А і А „ !  \ 6і М

а" М 
Ьпі»}

' ап{г У
Ь п { з }

(2.5.37)

х^ 1-.. .-хі

(2.5.38)

п
А і+ . . .+ п А „ = ш

Знайдемо рекурентні співвідношення, які задовольняють мно
гочлени розбиттів (2.5.37), (2.5.38). Зробимо позначення:

а а е і(Р )  =  Оп,ш, РРЄг(Р) =

і розкладемо парадетермінант і параперманент трикутної матриці 
Г  за елементами останнього рядка, тоді отримаємо:

а и г } а 2 М  п - і « п { г }
Ога,т  ~  * і 0 п , т о — 1  ^ 2 { * }  ^О п .т—2 ~І~- • • '^ (  1) ^ г а { я }  * п 0 п , т — т ії
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Отг.ттг —
а1{г> „  а2*Г> ап*г>

-‘п'т ьЦз] Х1П».»п-1 +  Ь2{*} Х2Пп,пг-2 +  - • • +  2„шпіт_п. 

При то =  п матриця Р  отримає вигляд

р _ (  а +  Л і - і )  хІЧ +1 \
\Ь +  з ( і - з )  х ІЧ

а сума у правій частині тотожності (2.5.37) буде проводитися за 
всіма невпорядкованими розбиттями Аі +  . . .  +  п\п =  п.

У теоремах 2.4.3, 3.2.12 (див. стор. 108) доведено тотожності

, , /а г  +  Ьі +  с\ па +  пЬ +  с ,
Ма ( —'/+ 1 ) „ =--- їй---П<Л + с>- <2'5'39»

па +  пб +  с т-т ічп-і ТТ па +  кЬ +  сП / \ ч чп 1 Т—Г ТМ* “г гСО “г с . .
(.6 +  с) =  ( - 1 )  П  п _ <; +  1 +  (2.5.40)тг! »=і к=і 

з -2
+ ^ (_  г . ( « - 1 ) »  +  (» - Ч >  +  с т т (й  +  ГГ па +  кь +  с

При а =  —г,Ь =  г,с — а тотожність (2.5.39) прийме вигляд

сісіеі а — г{і — і )\  ап(г}/а -  г(і — і)  \
V і - І + 1  ) п п\

а тотожність (2.5.40) вигляд

п { г }  « 2 *  а і { г }  а п - і { - г }
____ _  }«-*-!___ _ _______

п\ і! Іп — і)!і=о '  '

З іншої сторони із тотожності (2.5.37) у випадку п =  т \ з =  1,6 =  
1 можна отримати рівність

м л ґ а - г( ‘ - л  . г ь и
і -  3 +  1 
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Е н пАх! •... - Ап! \ 1! / І п! ,
Аі+2А2+...+пА„—п V /  V /

Отже, при хі =  хг =  . . .  =  хп =  1 справедлива наступна

Теорема 2.5.5. Для довільних дійсних значень параметрів а і г 
справедливі тотожності:

а — г(і — і)  \ а"М  =
3 +  1 п! і!

\ п — к к\ ( а1<--гА Хі ґ  ап{~гЛ Х"
Е  ^  А і !  • . . .  • А „ !  І 1! І "  V УЛі -|-2Л2Ч“**»Ч“7іЛп—ті \ / \ /

де /с =  А і  +  Аг +  . . .  +  Ап .

Відзначимо, що із тотожностей теореми 2.5.5 безпосередньо ви
пливають тотожності:

а +  г ( і - з ) \ =  о ^ >  • а(П~І){Г> =
*-•?' +  !  /К ІС К »  п! ^  і! (п ~ * ) !

п — к к\ (  а 1*’’* А Аі (  ап<г> \ А"
АХ! - . . .  АП! \ 1! ) І п\ /Лі -Ь2А2-К--+7іАп—ті \ / \ /

Відзначимо також, що теорема 2.5.5 слугує джерелом побудо
ви тотожностей, пов’язаних з невпорядкованими розбиттями на
турального числа на натуральні доданки. Надаючи а і г деяких 
раціональних значень, ми кожен раз отримуватимемо деяку нову 
тотожність. Покладемо, наприклад, у другій тотожності цієї тео
реми а — 2, т =  1, тоді ^  =  0 при всіх натуральних п > 2 і ми 
можемо розглядати лише розбиття виду Аі +  2А2 =  п. При цьому 
отримаємо тотожність

Й < -і>‘ (п: і) 2П' 2‘ = п+1-
і—П \ /
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При а =  3, г =  1 ця ж тотожність перепишеться у вигляді:

- л  
2!

( 1 ) П -А 1- А 2 - А 3 (А 1 +  А2 +  Аз)! Зл1+л2 _  (п  +  1)2^> 

а 1 + 2аТ Г за3 = п  А ! ! А 2 !А з !  01

Означення 2.5.1. (42]. Трикутну матрицю виду

В(хі ,х  2, . . . , х п) =  ррєг

(  * і 
і  . £2.
1 х\ 
І .2 Х2

\
XI 

2 ф Х2_ 
1 хі

2 х %̂—і

Хї

\ 1_ . хп __  . ___
\ п - 1  Х п - 1 п — 2  Х п  — 2

ррег

(2.5.41)

3 +  3 - Хі-і )  !<,<<<„
назвемо трикутною матрицею Белла, а трикутну матрицю

(  1

В =  ррег

\

=  ррег

1- і___ 2_ . . .  п=1 і\ 71—1 П — 2 1 V  п

з +  з ■ 6і3/

(2.5.42)
— трикутною матрицею чисел Белла.

Твердження 2.5.3. Для трикутної матриці Белла справедлива 
тотожність:

і!
Е

п\

Аі +2Аг+.+тгАп=п

ТА1 . ,/т̂ ТІ■"1 . . .

(2.5.43)

Доведення. Розкладемо параперманент трикутної матриці много
члена Белла за елементами останнього рядка:

В(х\,. . .  ,х„) =  1^ х іВ (х ь ...,я ;п_і>4-^Пі 1^ х 2В ( х і , . . . , х „ г.2}Ь
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+ " ' + ( » -2 ) і - іВ(Х,)+( " - і) і " =

=  Е  ( П ~і 0  Х*+1В (ХЬ • • •, * п -і -1). (2.5.44)
і=0 '  '

Позаяк В(х і) =  [хіі! =  хі і В ( х і , . . . , х „ )  та многочлен Бел
ла (див. [66], стор. 174) задовольняє рекурентне співвідношення
(2.5.44), то твердження 2.5.3 доведене. □

Позначимо В (х і ,х 2, . . .  ,х„ )  через Вп і запишемо кілька пер
ших значень параперманентів матриці Белла:

Ві =  хі,
В2 =  х2 +  х2,
В3 =  Хі +  Зхіх2 -І- х3,
В4 =  х\ +  6х2х2 +  4хіх3 +  Зх2 +  Х4,
Вь =  х\ +  10х\х2 +  10х2х3 +  15хіхз +  5хіх4 +  10х2х3 +  Х5,
В6 =  х\ +  15хіх2 +  20х іх3 +  45х2х2 +  15х2х4 +  60хіх2х3 +

6x1x5 +  15х2х4 +  +15x2 +  Юх2 +  Хб,
Ву — х\ +  21х®х2 +  35хіхз +  105х|х2 +  35х|х4 +  210х2х2хз +  

21х2х5 +  105хіх2 +  105хіх2х4 +  70хіх2 +  7хіхб +  
105х2хз +  21х2Х5 +  З5х3х4 +  Х7,

В8 — х| +  28хіх2 +  56х^хз +  210х|х2 +  70хіх4 +  560х|х2хз + 
56хіх5 +  420х2х2 +  +280х2х§ +  420х2х2Х4 +  28х2хв +  
840хіх2хз +  28ОХ1Х3Х4 +  168хіх2х5 +  + 8x1x7 +  105х2 +  
210х2х4 +  280х2х| +  28х2х6 +  56х3х5 +  35х2 +  х8.

Із тотожності

і - 3 + 3 -  ді] Х{—і
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£
п\

А і + 2 А г+ . .-)-пАп—ті

при Хі =  1, Хі =  г, хі =  г! 
рівності:

ГАП
ьп »

Хі =  4 можна відповідно отримати

і -  3 + 3 -  йіі. 

В ?  =

-  Е

=  Е
А і+ 2 А2+ ...+ п А п= п  

З І - 3 + 1
і -  3 +  3 ■ %  і -  З

А і + 2А2 + . . .+ п А „ = п  ^ і!А2!( 1!)А2 • • ■ ■ • А„!{(гг -  1)!)А" ’

ВІ3) =
З - ( і - з  +  1)
. і ~ 3 +  3 ' &і] ^

М 4) = Г

Е
пі

(г -  і  +  1)(г - з + з -  дц)

Е
П!

Аі -{-2А2“Ь-..Н“7іАп=7і

Розкладаючи тепер параперманенти у цих рівностях за еле
ментами останнього рядка, можна отримати рекурентні рівності

Л Д о(2) о(3) „ (4 ) тт.ДЛЯ обчислення значень чисел Вп, Вп , Вп , І >,1 . Ці ж рекурен
тні рівності можна отримати із рекурентної рівності (2.5.44), під
ставляючи замість хі+\ відповідно значення: 1, г +  1, (г +  1)!, т^глг- 

Числа

Вп = Е

Е  Е
771—1 Аі+2А2-К..+7іАп=71 

А1 + А2 + - • ■ + Ап =771

П!
Ах!(1!)аі - . . .  - Ап!(гг!)А-
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називають числами Белла. Тому що виконується рівність

5 (ті, т) — ^
пі

Аі +2А2 + 71 Ап—71
<̂ 1+А2 Н" • • • "ЬАп =771

Аі !(1!)Аі ■...•Ап!(п!)а» ’
(2.5.45)

де 3(п,т)  — числа Стірлінга другого роду (див. [66], стор. 191), 
то справедлива також рівність

=  ^  5(п, т). 
і <І<і<п т=іі -  3 +  3 - 6,ч

Зауваження  2.5.4. Число, що знаходиться під знаком суми у 
правій частині рівності (2.5.45), як відомо [66], дорівнює числу всіх 
М О Ж Л И В И Х розбиттів М НОЖ ИН И  потужності п =  Аі +  2 • А'2 + . . .  +  п ■ А„ 
на Аі підмножин потужності 1, А2 підмножин потужності 2, і т. д. 
Ап підмножин потужності п.

Аналогічно можна отримати рівності

З

пі

А і + 2 А 2 + . . .+ 7 і А п —71

Е  Е  ( - і )
к—1 Аі+2А2+...+7іАп—7і

Аі +А2 +  ... +  Ап=&

71— к пі

к=1

Розглянемо ще один параперманент трикутної матриці похилої 
структури:

С„(Х1,Х2, . . . , х п) = (з - (з - 1) • &і) •
\ < 3 < і< п
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Х і
ш
Х\

Х ї

ї а .
Х 2

2  • ^  
Х\ Х і

Ж4 2  • ^ 3  • 2 2х з Х 2 х і

Х п О . Х п  — 1
_ Х п — і Х п  — 2

( п -  І ) ,  а  X!

(2.5.46)

ка:
Розкладемо цей парадетермінант за елементами останнього ряд-

Сп(х і , . . . ,  хп) -  (п -  1)а • хі • С „_ і (х і , . . . ,  хп_і) +

+(п -  І )1 • х2 • Сп- 2<хі, . . . ,  хп_2) +  . . .  +

+  (п _  1)П=2 . Хп_ і . с ^ Хі) +  (п _  1 п̂=і . Хп . Со ( 2.5.47)

Можна довести, що цикловий індикатор симетричної гру ті

п\ г А7г
Аі!іАі •... • \п\пХп 1 Аі +2А2-К..+пАп=п

(2.5.48)
також задовольняє рекурентне рівняння (2.5.47). Отже, справе
длива тотожність

ІЗ ~  (І -  1) ' Ь і)
Хі — і3 +1

1<7<г<п

£
п\ Аі Xа-. (2.5.49)

Аі —ті

Наведемо перших дев’ять значень циклового індикатора

Сі(х 1, Х2, . . .  ї Х{), І 1, 2, . . . , 9

симетричної групи. 
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Сі — х \,
С*2 =  х\ + ^ 2,
Сз =  х3 +  Зхіх2 +  2хз,
С4 =  х| +  6х2х2 +  8X1X3 +  3x2 +  6x4,
С5 =  х\ +  10х^х2 +  20х2хз +  15хіх2 +  ЗОХ1Х4 +  20хгхз +  24x5,
Се =  х® +  15х^х2 +  40х^хз +  45х|х2 +  90х2х4 +  120хіхгхз +

+  144хіх5 +  90X2X4 +  15х2 +  40х2 +  120x6,
Сі =  х\ +  21х^х2 +  70х|хз +  ІОбх^хІ +  210х^х4 +  420х2х2хз +

+504х2х5 + 105хіх2 +  6ЗОХ1Х2Х4 + 280хіх2 +  840хіхб +  
+ 2ЮХ2Х3 +  504x2^5 +  420x3x4 +  720x7,

Са =  х® +  28х®х2 +  112х^хз +  210x^ 2  +  420х^х4 +  1120х^х2хз +
+  1344x^x5 +420х2х| +  1120х іх2 +  2520x^x2x4 +  3360х|хе + 
+І68ОХ1Х2Х3 +ЗЗбОхі Х3Х4+ 4032X1X2X5+ 5760х іх 7+ 105x2 +  
1260x^x4 +  П 2ОХ2Х3+ 3360X2X6 +  2688x3x5 +  1260x4 +  5040x8.

Якщо в тотожності (2.5.49) хі =  . . .  =  х„ =  х, то вона прийме 
вигляд

х
1 х 
1 2 х 
1 2 3 х

1 2 • • • (п — 1) х

£
П!

і<3<і<п

,А і + .. .+ А пX (2.5.50)
Аі Ц-2А2“Ь • ..~\~тіХп—ті

але (див. (2.5.61), стор.159 ) параперманент лівої частини рівності 
(2.5.50) дорівнює

х(х +  1)(х +  2) •... • (х +  п — 1),
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і ми отримуємо відому ([66], стор. 181) тотожність

Сп( х , . . .  ,х)  =  х ■ (х +  1) ■ (х +  2) ■... • (х +  п -  1),

яка при х =  1 має вигляд

1 
1 1 
1 2 1 
1 2  3 1

1 2 • • • (п -  1) 1 .

=  С „ (1 , . . . ,1 )  =  п!. (2.5.51)

Таким чином, співставляючи рівності (2.5.50) і (2.5.51) ми отри
маємо рівність (див. [67], стор. 49)

Е
Аі 2 А2+ ...+ ті Ап—п

=  1.

Зауваження 2.5.5. Число під знаком суми у рівності (2.5.49) є 
числом підстановок п-го порядку, які розкладаються на Аі циклів 
довжини 1, Аг циклів довжини 2 і т.д., А„ циклів довжини п.

Для парадетермінанта матриці

( і - ( і - 1) . % ) - ^ ± і
х '-3  /  1 <}<і<п

виконується рівність

ІЗ -  [з -  1) • 6ц)

Е  ( - ч
_і \я—(А і+ ...+ А п ) _

г~3  /  1 < ? < г < п

71!

А і+ 2 А2-К ..+ п А п—ті
Аі !1Аі . . .  • А„!пАп 1

(2.5.52)
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Враховуючи те, що виконується рівність (див. [66], стор. 191) 

з{п, к) — ^2
Аі • • •+ті\п=ті
Аі Ч-А2-К..-і-Ап= &

де з(п, к) - числа Стірлінга першого роду, рівність (2.5.52) при

XI =  . . .  =  х„ =  1, 

можна записати у вигляді

(ІЗ ~ ІЗ ~ 1) ‘ &ч ) ) і<і <і<п ~  X /  5(п ’ ^  =  {  о п > 1
к= 1  (  ’

Очевидна також рівність

ш  - и - 1) • =  Е  ■ *(»•*) =
к= 1

Зауважимо, що многочлени Вп(х і , . . . ,  хп) та Сп(х\,. . . ,  хп) по
в’язані між собою рівністю

Вп( 0\хі, 1)\хп) =  Сп(х  і , . ..  , хп).

Вона випливає із порівняння рівностей (2.5.43) та (2.5.48). 
Наведемо ще один корисний

Приклад 2.5.3. Нехай задано п змінних Х\,Х2, ■ ■ ■ ,хп. Много
члени виду

(Тк ^   ̂ Х гі * * - ^  0 , 1 , - - . ,  ТІ,

1^ г і< І2 < ...< ** ;^ > г

де сто =  1 називають елементарними симет ричними м но
гочленами. їх генератрисою є функція

п п

а(г) =  ^2 ак2к =  Д  (1 +  Хіг). 
к= 0 і - 1

( - 1)п —к
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Важливим прикладом симетричних многочленів є також сте
пеневі суми:

$к =  Н" ^2 “І” • • • Н" X^
із генератрисою

п п

з(г) =  2̂ ,з кгк =  5 > ( 1  -  Хіг)~1. 
к=о і=і

Справедлива наступна формула Е. Варінга:

ГТ. — \  '  /  1 \ * -(А і+ А 2  +  ... +  А|[)_____________________________________________1____  . „^1 А(г
а к ~  ^  [ А1!іаі - . . . - А к\кЬ 1 * ‘

Аі + 2\2+ -+ к Х іс=к 1
(2.5.53)

Співставляючи рівність (2.5.53) із рівністю (2.5.52), робимо висно
вок, про справедливість рівності:

°к =  т? ( із  ~ (І ~ Х) • < % ) )  • (2.5.54)

Тепер стають очевидними наступні рівності:

СТА: =  -^Ск(8 і ,32, . . . ,Зк) =  ^ В * . ( 0 ! з і ,  1І52 , . • • , ( п  -  1 ) І 5 „ ) .  

Розглянемо ще один клас симетричних многочленів

Рк(рСІ5 *̂ 2ї • • • і *̂ п) — ^   ̂ •£]_ *̂ 2 * • • • * т̂г ’  ̂1? 2, ,
аі+а2+---+«п=^

які задаються генератрисою
п п

=  ^2 Ркгк =  Ш 1 _  Х'=2)_1> 
к=0 к=1

тут ми вважаємо, що ро(^і, %2, • ■ ■, х„) =  1. Такі симетричні мно
гочлени називають повними однорідними симетричними много
членами.
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Порівнюючи генератриси для многочленів а(г) та р(г) робимо 
висновок, що справедлива рівність

а(г)р(-г) =  1.

Отже, коефіцієнт при гк дорівнює нулю:

^ ( - І  )г<ТіРк-і =  0,
і=о

причому остання рівність є рекурентною рівністю, яка пов’язує 
елементарні симетричні многочлени із повними однорідними си
метричними многочленами.

З останньої рівності знаходимо:

Рк =  °\ Р к -\  ~  °2Р к - 2 +  ■ ■ • +  { - 1 ) к~ 1(7к, (2.5.55)

°к =  Р\<?к-\ -  Р2<Тк-2  +  ■■■ +  ( -1  )к^Рк-

Праві частини цих рівностей є розкладом відповідних парадетер
мінантів похилої структури за елементами останнього рядка:

<71
^  аг

Р к = (  \ . ..  ) ,  (2-5.56)
<*к- 1 &к-2
а к - 2  & к - з

<?к ак-  1 <72

ак - 1 &к-2 ' ' ' <?1 Ої

Р\
П 
V1 Рі

<г*=/  : . ..  \.  (2.5.57)
Рк-1 Рк — 2 
Рк—2 Рк-З • Р1
РЬ РЬ-1 £2

Р/с-1 Рк — 2 ' ' ' Рі Р 1
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Звернемо увагу читача на взаємну оберненість тотожностей3 
(2.5.56), (2.5.57), які можна записати також відповідно у такому 
вигляді:

п ь -  V  ( п * -(* і+ *а + -+ А ») (Аі +  л2 +  . .  ■ +  А/с)! ' ' Хк

Р к ~  ^  ’  Аі !А2! ■Л1+2Л2+...+&А&—&

п =  £  ( - 1) * - ^ +  ">‘ )(Ліл+Іл2,+.'
ЛіЧ-2Л2+-..4-/сЛ̂ =/с

2.5.3 Парафункції матриць вертикальної структури

Перш за все відзначимо той очевидний факт, що парадетер
мінант та параперманент трикутної матриці (2.1.4) (див. стор. 69) 
вертикальної структури відповідно дорівнюють

* сісіеі
г=1

та

11 О,і • ррег(ті:, ) і ^ <і<п. 
і= 1

Якщо
Ту =  1, 1 < і  ^ і < п, 

то їх значення відповідно дорівнюють 0 та

2 " -1 П аг*
г=1

3 Формулам обернення буде присвячено четвертий та п’ятий параграфи 
третього розділу.
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Знайдемо значення парадетермінанта виду

Оп+1 =  ■" 23 V (2.5.58)

Х\ х 2 х 3 . . .  г п 

Х\ Х 2 х 3 . . .  х п

Подамо перший стовпець цього парадетермінанта у вигляді су
ми двох доданків, один з яких дорівнює х \ ,  тоді, використовуючи 
твердження 2.4.5, отримаємо рівність

Оп+1 =

21 -  Хі
0 22
0 х 2 г 3 Х і  х 2 г 3

0 х2 х 3 . ..  гп /  \ Хі х2 х3 . . .  г п

0 х2 х3 . . .  хп І \ хі х2 х3 . ..  хп

Другий парадетермінант останньої рівності, згідно з наслідком 
2.4.1.4 (див. стор. 94) дорівнює нулю, тому, розкладаючи перший 
парадетермінант за елементами першого стовпця, отримаємо рів
ність

' 22
х2 2,3

Оп+1 =  (^1 -  Х і )

Х 2 Х 3

х 2 х 3

з якої випливає рівність

Оп+1 =  (21 -  Х і ) ( г 2 -  х 2 ) ■ . . . - ( г п -  х п ).
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Позаяк, то

Оп+1 =  (21 -  Х\)(%2 -  Х2) ■ ■ ■ ■ ■ (гп -  хп) =

( - 1)П(Х! -  2і ) (х2 -  г2) ■ . . . ■ (х„ -  2п) 

і справедлива рівність
0 п+1 =

Х2
Х3

*2 23 . 
22 23 .

Твердження 2.5.4. [29]. Справедливі тотожності: 

21
хі 22
хі х2 23

Х\  Х 2  Х з  . . .

Х\  Х2 Х з  . • .

21
XI 22
Х\ Х 2  г з

Х\ Х 2  Х з  . . .

Х і  х2 Х з  . . .  хп 1

1=  <21 - Х і ) ( 22 - Х 2) • ...

Хп 1

( 2 і  + Х і ) ( 2 2 +  Х 2 )

Таким чином, маємо наступне

(2.5.59)

( 2 п  Х п ) ,

(^ п  "Ь Х п ) .
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Якщо ж у рівності (2.5.59) покласти г\ =  г2 =  ■. - =  гп =  х, то 
вона прийме вигляд многочленної матриці вертикальної структу
ри

x
Х\ х

xi х2 х

Х і  Х 2 Х з  

Х\ Х 2  Х $

X
Хп

=  ( х  -  хі)(х -  хг) ■. . .  - { х  -  х п ) =  х п -  с г іх п 1 +  . . .  +  (—1)<7„х°,
(2.5.60)

де аі, а2, . . . ,  сгп — елементарні симетричні многочлени, побудо
вані на базі п змінних хі,хг, • • •, х„, що є коренями відповідного 
алгебраїчного рівняння ті—го степеня.

Аналогічно доводиться рівність

1—Іп+1

21
Хі 22
Х і  Х 2 2 3

Х і  Х 2 Х 3

Хі Х2 Хз

яка при 2і =  22 =  
вигляд

, . . Х п  1

=  <21+Хі)(г:2+Х2)- . . .-(г„+хп),

П+1
(2.5.61)

— 2п =  х, Хі — і, і =  1, 2, . . . ,т і матиме

□ П+1

X
1 X
1 2 X

1 2 З
1 2 З

х
п

=  (х +  1)п(1} (2.5.62)

тг+ 1
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Остання рівність при х  =  1 перепишеться у вигляді

р р е г  ( і  -  [ з  -  1 )  • & , ) і < , < і < п + і  =  ( п  +  ! ) •  ( 2 . 5 . 6 3 )

2.5.4 Парафункції матриць горизонтальної структу
ри

Справедлива наступна 

Теорема 2.5.6. Нехай

аі
а2 (12

Я(аі ,а2, . . . ,  ап) —  ̂ аз аз а3 ^ (2.5.64)

« П  « Т І

гаодг справедлива рівність:

Н(р, і , 0-2) • • • } «тг—2) «тг—15 «тг) =

=  «тг * («1? «2? • • • і «я.—2і «тг—і )  («15 «2 і • • • 5 «тг—2? «тг))*

Доведення. Розкладемо парадетермінант правої частини рівності 
(2.5.64) за елементами останнього рядка:

Н (& і, 02) • • • ) «тг) «тг ’ Н (о і, «2> • • • ? «тг—2? «тг—і)

«тг * («п-^(«1) «2? • • • ? «тг—2 ) «тг^ («  1’ ^2 з • • • ? «тг—з)”Ь

+ о3Я (аь  а2, . . . ,  а„_4) -  . . .  +  ( - 1)” - 3а Г 2Я(оі )  +  ( - 1) " - 2о Г г).
Але вираз у дужках правої частини останньої рівності є розкладом 
парадетермінанта

аі
а2 а2

Я (аі, а2, . . . ,  ап_2,а„)
а„_г а„_ 2 . . .  а„_ 2

«тг «тг • • • «тг « ті

за елементами останнього рядка. □
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Запишемо кілька перших значень парадетермінанта (2.5.64).

Я х =  аь 
Я 2 =  аіа2 -  а2,
Я 3 =  аіа2аз — а$а\ — аіо2 +  а|,

2 2 3 2
і /4  =  О1 О2О3О4 — СІ2« 3«4 — « 1 « з « 4  "І" « з «4  — Ох«2«4 "Ь

«2 «4  +  «1 «4  — « 4 ’
2 2 3Яз =  аха2аза4й5 — 02030405 — 01030405 +  030405 —

2 2 2 3 4 2
О1 О2О4О5 « 2«4^5 « 1 «4 «5  «4 «5  « 1 « 2 « 3 « 5

-|-«2«3«5 «1 «З ̂ 5 ̂ 3^5 « 1 «2 «5  ~  «2^5 — «1 «5  ^5>
2 2 3^ 6  =  « 1 « 2« 3« 4« 5«6 — « 2«З « 4« 5«6 ~  0103040505 +  03040505 —

2 2 2 і 3 4О1О2О4О5О0 “І- О2О4О5О0 і- 0 ^0^0505 О4О5О0
2 2 2 2 2 3 2— О1О2О3О5О0 -1- О2О3О5О6 +  О1О3О5О6 — О3О5О6 +

3 2 3 4 5 2-Ьа і а2 о г/Н; — а2а5Об — а і +  а̂ а  ̂— аіа2азО4а0 +
2 2 2 2 3 2  2 2 2 2 2+а2а304а6 -Ь 0 0̂3040  ̂— 030400 -Ь аіога^о^ 020^00

—аіа^а^ +  а̂ Оц +  аі 020300 — а^аза  ̂— 010300 +  а|а0 —
— 010200 +  02О0 +  Оіа| — О0.

Вправи

2.5.1. Доведіть тотожності:
а)

>г^ (А і  +  А2 +  . .  ■ +  Ап )! _  „ - і .
' АііАг! • • • • * Ап!

Лі -+-2А2-К..+тгАп = п

б)

V  ( і ^ ? +Л4+Лв+... (А і  +  А2 +  ■ ■ ■ +  Ап )!  ^
^  К ' А і !А 2 ! . . .  - А „ !

Л і+ 2 А 2 + ..+ п Л п =тг

2.5.2. Доведіть тотожність:
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г - 3  + к \  = ( - і ) ” - 2^ ~ 2)П 2
З + к - і /  ( & - 1 ) п

Е , 1 чп-(Аі+л,+...+л„) (Аі +  Л2 +  . . .  +  Ап)!
Аі !А2! • . . .  • Ап! Х

Л і + 2 А 2 " Ь . - + п А п — ті

к  V і Ґ к  +  1 \ А2 / 2 / с - 1 чА"
ЧА -  1 /  -  і /  V А -  1

2.5.3. Доведіть рівності (2.5.30).

, к  >  1, к  є N. (2.5.65)

2.6 Обернена трикутна матриця

Перш за все відзначимо, що обернена трикутна матриця, по 
суті, співпадає із оберненою матрицею до нижньої трикутної ма
триці. Тому зупинимося лише на її побудові при допомозі параде
термінантів рогів цієї матриці.

Обернену трикутну матрицю А-1 до трикутної матриці А мо
жна побудувати при допомозі рівності (2.2.2), що задає лінійний 
оператор відображення вектора многочленів /  — (/о, / і , . . . ,  / „ )  у 
вектор многочленів д =  [до,ді , . .. ,дп)-

Елементи оберненої матриці можна отримати, розв’язавши си
стему рівнянь (2.2.1) відносно системи невідомих (/о, / і , . . . ,  / п). 
Розв’язком цієї системи рівнянь є

Г — ^  /  а г + і + 1 , з + і  \  ■ _  п 1І і — /   ̂ ( ) * 9зі і 0 ,1 , . . . ,  ті.
і=0 ап  \ аг+І+1'3+І+1/

Справедлива наступна

Теорема 2.6.1. Оберненою трикутною матрицею А~1 до три
кутної матриці (2.2.3) є матриця виду

І а■Г+І + 1,8+І \
аг+І+1,в+І+1  ̂ і /
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Зауваження 2.6.1. Із теореми 2.6.1 випливає, що для існування 
оберненої, трикутної матриці, необхідно, щоб всі її діагональні 
елементи не були нулями.

Зауваження 2.6.2. Очевидно, що всі діагональні елементи обер
неної трикутної матриці не дорівнюють нулю.

П риклад 2.6.1. Обернена трикутна матриця до матриці

р о о \
«10 ац
« 20 «21 «22

\ «зо «31 «32 «33 /

згідно з теоремою 2.6.1 має вигляд 

/

А " 1 =

.« 0 0  ./«Ш\ і ' « ї ї '
1

V

,«оо «ю 
а п«00 \ 0-20 « 21

\ « 2 1  « 2 2
«1 0

1 / аі1 
« 20. «21 «00 \ «21 СЬ22аза «11 «22.
« 3 1  « 3 2  « 3 3

1

« 1 1

_ _ 1 _ / « 2 1 \ 
« 1 1  '« 2 2  '

1
«22

/  « 2 1  \
_  _ 1 _  /  « 3 2 \  

« 2 2  '  « 3 3  '
- /  «22  \
Л  « а і  « 2 2  /

\  Й32 « 3 3  /

1
« 3 3

Знайшовши із системи рівнянь (2.2.2) вектор многочленів / ,  
ми отримаємо нове лінійне перетворення /  =  А~1д, яке задається 
оберненою матрицею до матриці А і яке переводить вектор мно
гочленів д у вектор многочленів / .

Приклад 2.6.2. Знайдемо обернену трикутну матрицю до три
кутної матриці

А

/  аі
а і а2

\ «і а2

\

/
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Парадетермінанти всіх рогів Яг _/+і(Л/), 2 ^  і — з — 1 дорівнюють 
нулю (див. 2.4.1.4 на стор. 94). Діагональні елементи оберненої 
матриці дорівнюють . Знаходимо елементи першої піддіагоналі.

Таким чином, обернена трикутна матриця має вигляд:

\1

_ а ї X
0 2 0,2

0 0

0 0 О-п
_1_
Сіп /

2.7 Парадетермінантний добуток трикутних 
матриць

"Зовнішнє подібне до внутрішнього; мале таке ж, 
як і велике; закон один для всього. Немає нічого 
малого і нічого великого в божественній економії. 
Щасливий той, хто розуміє ці слова, бо, зрозумів
ши їх, він заволодіє ключем до пізнання всього су
щого. "

— Гермес

В одному із попередніх параграфів, де розглядалися операції 
над трикутними матрицями, нами вже було розглянуто множення 
трикутних матриць. Однак при такому введенні правила множе
ння трикутних матриць не виконується рівність

сі сієї {А В ) =  (Мої (А) • скіеі (В).

Метою цього параграфа є побудова алгоритму множення трику
тних матриць, для якого ця рівність буде справедливою.
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Означення 2.7.1. Неповним добутком двох парадетермінантів 
сі сієї, (А) і сі сієї (В) трикутних матриць А і В п-го порядку на
звемо вираз

сМеі (А) о сісіеі, (В), 

який задається рівністю

скіеі; (А )  о скісі (В) =

=  (— 1) ^ / с (£ і,  • ■'а£1(п),п'^,(1),г- • .'Ь^(п),т
(£і А,) (г0 х=(п)

(2.7.1)
Де

* ( & , & ) - I 1' И П И  =  { " } ’ (2.7.2)
1 ’  \о, Н п у / Н ,

а — знаки (див. стор. 32.) елементів Є Н(п).

Рівність (2.7.2) парі (£і,£д) недружніх елементів і ^  (див. 
означення 1.4.2 на стор. 33) ставить у відповідність число &(&,£;) =
1, а парі дружніх елементів — число к(^і,^) =  0.

Аналогічно можна дати означення неповного добутку двох па- 
раперманентів трикутних матриць

Означення 2.7.2. Неповним добутком двох параперманєнтів 
ррег (А) і ррег (В) трикутних матриць А і В п-го порядку на
звемо вираз ррег(Л) о ррег(Б), який задається рівністю

ррег(А) о ррег(Б) =

5 І(4 і,^ )е Н (п )х Н (п ) к (€ г , 0 ) а Сі(1),1 • • • • • а £і(п),п  • ^ -(1 ) ,1  • • ■ • ' &Є,(п),п, ■

Уточнимо рівність (2.7.2). Занумеруємо всі елементи Е(п)-мно- 
жини у порядку їх генерування при допомозі рекурсивного алго
ритму, який базується на твердженні 1.4.2 (див. стор. 32). При 
цьому отримаємо послідовність

£і> •••> ^2П _11
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кожен член якої є деякою мультимножиною із базою {1,2, . . .  ,п}.  
Якщо всі значення функції, заданої рівністю (2.7.2), помістити в 
таблицю, причому одиницю замінити замальованим кружечком, а 
нуль порожньою клітинкою, то з’явиться фрактальна фігура4 
п-го покоління.

При п =  5 отримаємо фрагмент фрактальної фігури п’ятого 
покоління, який зображений у наступній таблиці:

6 <2 ЯЗ <4 <5 & <7 <8 <9 <10 <11 <12 <13 <14 <15 <16
£ •
(.2 • •

4:і • •
£4 • • • •

• • • • •
чі. • • • •
і т • • • •
V'
VI • •

^1(1 • • • •
<11 • • • •

І !  ’ • • • • • • • •
ЧІ.Ч • • • •
‘ і 1 • • • • • • • •
£ і 5 • • • • • • • •
С ю

Для побудови алгоритму знаходження значення неповного до
бутку парадетермінантів та неповного добутку параперманентів, 
важливою задачею є задача описання пар (г, і )  індексів аргумен
тів функції

Н М ) ,  1 <  * ^  2п- \  2 "_1 -  і +  1 <  і  ^  2га_1,

яким у фрактальному трикутнику п-го покоління відповідає 1 .

4 Фрактал - це нескінченно самоподібна геометрична фігура, кожен фра
гмент якої повторюється при зменшенні масштабу (див. [85]). Це поняття було 
запропоноване Бенуа Мандельбротом у 1975 році. Народження фрактальної 
геометрії пов’язують із виходом у світ його монографії "ТЬе Ргасіаі СеотеСгу 
ої ^иге,"1977 .
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Перепічка Н.В. встановив залежність між фрагментами фра- 
ктальних фігур та числовими трикутниками нулів та одиниць, які 
він назвав бінарними трикутниками Паскаля5. Бінарний трику
тник Паскаля можна отримати, замінюючи у класичному трику
тнику Паскаля непарні числа одиницею, а парні — нулем, тобто 
відповідними числами класичного трикутника Паскаля за моду
лем 2. Таким чином, отримуємо аналогічний рекурсивний алго
ритм побудови бінарного трикутника Паскаля, замінюючи у ви
разі

Сі] =  Сі—1^—1 +  Сі—

операцію суми логічною операцією © "виключного або. "Тепер лег
ко встановити справедливість рівності:

*(&>&) =  (• +  і  _  (2„ - 1 +  х)) т о а 2,

де індекси і, і  задовольняють нерівності

1 <  і <  2п~1, 2” _1 -  і +  1 <  з <  2П_1.

Приклад 2.7.1. Знайдемо неповний добуток двох парадетермі
нантів А =  (а )̂і<у<;і<сз і В -  (Ь у)і^ -^з, використовуючи табли
цю із прикладу 1.4.3 (стор. 35).

сісіеі (А ) о сісіеї; (В) —

=  «33^3з(а11а22̂ 31̂ 32 +  «21а22̂ 11̂ 32 ~ «21а22̂ 31&32 +  а11 «32 2̂1 ̂ 22 ~

-а і  1032 3̂)632+0,31 «32611622 “ 031 «32̂ 21 ̂ 22~а31«32^пь32+а31 «32̂ 31 ̂ 32)-

Для обчислення неповного добутку двох парадетермінантів (па
раперманентів) трикутних матриць зручно користуватися насту
пною таблицею.

5 Значно загальніший результат було отримано французьким математиком 
Люка (див. [17], стор. 222 226.)
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Приклад 2.7.2. Знайдемо неповний добуток двох парадетермі- 
нантів

М е і ( А ) = /  "З

\ 3 1 
Будуємо таблицю

РОЗДІЛ 2. ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

М еі(В) 
сі сієї (А,/

1234 2234 1334 3334 1244 2244 1444 4444
2 -6 -1 2 -4 12 10 -40

1234 6 -240
2234 -3 -зо 120
1334 -2 -24 80
3334 -2 8 -24 -20 80
1244 -24 -48 960
2244 12 -12 24 120 -480
1444 -8 48 -16 -96 320
4444 12 24 -72 -12 24 -48 144 120 -480

В цій таблиці перший рядок і перший стовпчик заповнені елемен
тами Е(4)-множини. Другий рядок і другий стовпчик — відповід
ними значеннями доданків парадетермінантів сМеі (В) і сМе4(А). 
Решта комірок таблиці заповнені значеннями добутків доданків, 
що відповідають недружнім парам елементів Е(п)-множини. Шу
кане значення неповного добутку парадетермінантів дорівнює су
мі всіх чисел, які лежать нижче і правіше подвійних ліній таблиці. 
Отже, сИеі (А) о (ісіеї (В ) =  470.

Зауваження 2.7.1. Із симетрії квадратної таблиці відносно її 
діагоналі випливає справедливість рівностей:

сісіеі (А) о сісісі (В) — (Меі (В ) о скіс! (А)

ррег(А) о ррег(Б) =  ррег(В) о ррег(А)

1
4 -1

\, сісіеі; (В) =
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Нехай (А) і В^{В) — роги матриць А і В. Позначимо через 
іІіі і ргз відповідно неповний добуток парадетермінантів і парапер- 
манентів цих рогів, тобто

дц =  сісісі (і?.у (А)) о сісісі; (Я^(В)) =  сісіеї (В^(В)) о сісісі (І?^(А)), 

Рг] =  ррег(Я^(А))о ррег(йі^(В)) =  р р ет (К і](В ))  о ррег( % (А)), 

причому вважатимемо, що

=  Рі,і+1 =  !■

Означення 2.7.3. Парадетермінантним добутком двох трику
тних матриць А і В п-го порядку назвемо трикутну матрицю 
С  =  АоВ того ж порядку, елементи сц якої задаються рівністю

тут 8ц-символ Кронекера, 1 ^ з ^ і ^ п.

Аналогічно вводиться параперманентний добуток двох трику
тних матриць.

Означення 2.7.4. Параперманентним добутком двох трикутних 
матриць А і В п-го порядку назвемо трикутну матрицю С =  
А о В  того ж порядку, елементи с^ якої задаються рівністю

1̂1] —
Рі,і+1

Очевидними є наступні рівності:

А І В  =  В І А ,

( А о В ) о С  =  А о ( В о  С),

А І {В +  С) =  А о  В +  А о С.

Аналогічні рівності виконуються і для параперманентного до
бутку трикутних матриць.
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Теорема 2.7.1. Для трикутних матриць А і В одного і того ж  
порядку виконуються рівності:

скіеі (А о В) =  скіеі (А) ■ сісіеі (В), (2.7.3)

ррег(А о В) — ррег(А) • ррег(В). (2-7.4)

Доведення. 1). Перш за все зазначимо, що факторіальний добуток 
елемента

С ц = ( - 1 ) « « + 1- ^ -  
+1

дорівнює { —1 1 Щ° У парадетермінанті

сИеі(А о В) =  сісіеі ( ( - 1 )
V 7+1

модулі всіх доданків

г̂(1),1 г̂(2),г(І)+1 ‘ ' ^г(г),і(г—1)+1̂ 7і,і(г)+1 (2.7.5)

різні. Підставимо в ці доданки замість неповних парадетермінан- 
тних добутків їх значення і отримаємо суму різних добутків пев
них доданків парадетермінанта матриці А на певні доданки пара
детермінанта матриці В.

2). Доведемо, що парадетермінант <1сІеі {А о В) складається із 
22(” ~1) доданків. Кожному впорядкованому розбиттю натураль
ного числа п на г компонент відповідає доданок (2.7.5). Неповний 
парадетермінантний добуток д,̂  складається із З*- -’ доданків (див. 
твердження 1.4.3). Отже, кожен доданок виду (2.7.5), в свою чер
гу, складається із Зп-Г доданків. Але, згідно з твердженням 1.3.3, 
існує рівно

' п -  Г  
<г ~

г-розбиттів натурального числа п. Тому всім г-розбиттям числа 
п відповідає
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доданків. Таким чином, всім впорядкованим розбиттям натураль
ного числа п відповідає

Е зп~г (п І = <3+1)"~ 1 = 22(п_1)
г=1 '

доданків. Рівно стільки різних доданків ми отримаємо в результаті 
добутку парадетермінантів всієї; (А) і сісіеі (В).

3). Те, що знак кожного доданку у лівій частині рівності (2.7.3) 
збігається зі знаком цього доданку в правій частині цієї рівності, 
випливає із рівності (2.4.42).

Друга рівність цієї теореми доводиться аналогічно. □

Твердж ення 2.7.1. Для довільної трикутної матриці А спра
ведливі рівності

А о  Е — Е о  А — А,

А о £  =  £ о А  =  А,

тут Е — одинична трикутна матриця того ж порядку, що і 
трикутна матриця А.

Доведення. Перша рівність цього твердження випливає з очеви
дних (див. таблицю із прикладу 2.7.1) рівностей

сісіеі {В.іу(А))ІЧ+1 о<Ме1; (Е)ІЧ+1 =  { ау }

і того факту, що факторіальний добуток елемента

Сіі =
аі,І+1

дорівнює

йц =  <МеІ ( Я і у і А ) ) ^ ^  о <ігіеї (Я)і_і+ і ■

Друга рівність доводиться аналогічно. □
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2.8 Скалярний добуток вектора на парафун- 
кцію

Розглянемо ще одну операцію, пов’язану з парафункціями 
трикутних матриць. Вони виникають при дослідженні многочле
нів розбиттів, при диференціюванні складених функцій, при обер
ненні рядів тощо.

Означення 2.8.1. [42]. Скалярним добутком вектора

(Ьі, Ь2, . . . ,  Ьп)

на парадетермінант трикутної матриці (2.1.1) назвемо число

/ ьл
62

\Ьп/

ац
«21 «22

«пі «п2

сіє/ (2.8 .1)

— £  ьг ■ 13 ( - і )"  г П { аРі+...+р*,/'і+.-+р,-і+і}-
Г=1 р і+ . . .+ р г =П «= 1

Аналогічно визначається скалярний добуток вектора на пара
перманент трикутної матриці.

Означення 2.8.2. Скалярним добутком вектора (Ьі, Ь2, . . . ,  Ьп) 
на параперманент трикутної матриці (2.1.1) назвемо число

п г
(^ 1 , ^ 2 , • • • і ^ п ) 'Р Р ЄГ( А )  — ^  '  ЬТ ■ ^  { а Р і+  -+ Р я ,Р і+ ...+ Р а -1  +  1 }  ■

Г=1 р і+ . . .+ р г =П  «= 1
(2.8 .2)

Приклад 2.8.1. Розглянемо добуток вектора (Ьі,Ь2, 63, 64) на па
радетермінант трикутної матриці (2.1.1) при п =  4.

/ & і \  /  а ц
2̂ /  а г і  й22

&3 \ а з і  азг  азз
\̂ 4 /  \ а 4 1  а 4 2  0 4 3  0 4 4
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=  —і»і{о4і} +  62 • ({азі}{а44} +  {ац}{а42} +  {а2і}{а 4з})
-Ьз  • ( { о ц } { а з 2 } { а 44 }  +  { а п } { о 2 2 } { а 4 . з }  +  { а 2 і } { а 3з } { а 44 } )  +

+ 64( 011} {022} {азз}{044}.

Таким чином, при множенні вектора на парадетермінант три
кутної матриці, його г-та компонента множиться на суму всіх тих 
доданків парадетермінанта, які відповідають розбиттям із г ком
понентами. Відзначимо також, що добуток нуль-вектора або ве
ктора, всі компоненти якого дорівнюють одиниці на парафункцію 
трикутної матриці, відповідно дорівнює нулю або парафункції цієї 
трикутної матриці.

Приклад 2.8.2. Важливим прикладом добутку вектора на пара
детермінант трикутної матриці є наступний добуток

(Ьі,Ь2, . . . ,Ь т) ■ М е ї2 т(х і ,х2, . . . , х п) =  (2.8.3)

т , , г - ь  V -  (А і  +  А2 +  . . .  +  А „ ) !  А Аг Лп
( - 1) Ьк Ь  А і !А2 А„ !  1 2  п

Аі + 2А2+ •••“!“ п\п—пі 
Аі+А2+...+Ап=/с

Ця тотожність одразу випливає із теореми 2.5.3 (див. стор. 132) 
та означення 2.8.1.

Приклад 2.8.3. Нехай

=  х ?  +  х £  +  . . .  +  хпп,

а аі, <72, . .  -, оп — елементарні симетричні многочлени від п змін
них

•̂ 1 з • • • і %п-

Справедлива формула Варінга6 (див. [69], стор. 393.):

^  =  
п

6 Ця формула була знайдена Е. Варінгом в його МесМіаїіопез аІ^еЬгаісае 
Есііііо їегііа, р.1. В ній Варінг не дає методу, який привів його до цієї формули, 
але обмежується лише її доведенням.
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= £
£=і
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£  ( _ 1)М » н * ^ А . ) № + ^  +  - ■ .+А„ -  1)!^ , ,  а ,„
\ _і_о\ _і_ _і_ \ Л1.Л2. • • • • • лп.Лі+2Л2+..+пЛп=п
Проте, використовуючи рівність (2.8.3), формулу Варінга можна 
подати у такому вигляді:

5п = 
п

Б ! л \п-к  1 V 4 (А і  +  А2 +  . . .  +  А „ ) !  А А 
(- 1} ' к. 1 * лТТлГП------Г О  а і  (т2 ■ ■■■■сг

к= 1 *  , , ^  А іІАг! • . . .  • А„ !Лі+2Л2 -\~ПХП=П
Х\ +А2+...+Ап=&

г, отже, у наступному зручному вигляді:

Зп
п

/1\1
2

\ п /

0"1
£2<71 <Т1

«І& п — 1 & п — 2

Твердження 2.8.1. Справедливі тотожності:

Х \ 2

XI

Хі

Х п -  2 
Хп-3 Хп — 1 
Х п  — 2

х\г

Хі
хі
хі

= Е
/с=1

Е ( - і ) п —к к)\

XI

х ї ' х ї
Л1+2Л2 +  ... +  7іАп =П 
Аі+Л2 + ...+Ап=̂ С

Аі!Аг! - - - - -  А„! 1 2
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Доведення. Справедливість цих тотожностей випливає із теоре
ми 2.5.3 (див. стор. 132) та означення 2.8.1. Зауважимо лише, 
що при розгортанні першого парадетермінанта кожній компонен
ті впорядкованого розбиття відповідатиме факторіальний добуток 
відповідного елемента цієї трикутної матриці, в який входитиме 
співмножник г. Якщо впорядковане розбиття матиме к компо
нент, то йому відповідатиме доданок, в який входитиме співмно
жник гк. □

Наступна теорема значно полегшує обчислення добутку ве
ктора на парафункцію трикутної матриці і є аналогом наслідку 
2.4.1.1 теореми про розкладання парафункції за елементами впи
саної прямокутної таблиці (див. стор. 89).

Теорема 2.8.1. [42]. Для довільного вектора Ь =  (Ьі, Ь2, ■ ■ ■, Ьп) і 
трикутної матриці (2.1.1) справедливі рівності:

(і) Розкладання за елементами останнього рядка:

П — 1

і=О

/ЬЛ
ь2

/  а н  
/  «21 «22

\

) -

\рп) \ «пі «п2 • ^ПП /
/

{«п ,и —і}(^2і •• • і Ьп—і • йсіеі(і?п_ і_ 1)і(Л))

( ЬЛ
ь2

«11
«21 «22

"

\Ьп) «пі «и2 &ПП

(2.8.4)

(2.8.5)

п-1

=  . . .  ,Ьп-і )  ■ ррег(К п-і-1л(А)),
і= 0
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(іі) Розкладання за елементами першого стовпця:

П — 1
=  ^ ( - 1 ) Ч а і+ 1,і}(Ь2, • • • , Ьп- і ) • а а е і (І?п,г+2(А)), 

і=0

/ЬЛ ац
ь2 а21 а22

\Ьп/ &п\ «тг2 • • • апп

тг—1

=  ] Г { а і + і д } ( Ь 2 , • • •, Ь „ - і )  • р р е г ( Д п>і+ 2 ( А ) ) ,
г=0

Доведення. Доведемо справедливість першої формули із (і). Те, 
що у правій частині рівності (2.8.4) присутні всі доданки пара
детермінанта сісіеі (А ) випливає із того, що вона, по суті, є роз
кладом цього парадетермінанта за елементами останнього рядка. 
Тому для доведення цієї рівності залишається довести, що т-та 
компонента вектора Ь у правій частині цієї рівності є співмножни
ком кожного доданка парадетермінанта <Ме{;(А), який породже
ний впорядкованим т-розбиттям натурального числа п.

Співмножником кожного доданка правої частини цієї рівності 
є факторіальний добуток {агі},  г =  1, 2, . . . , гг, відповідний пер
шій компоненті т-розбиття числа п. Тому компоненти всіх векто
рів правої частини рівності зсунуті вліво на одну позицію. Решті 
т — 1 компонент розбиття відповідають ті доданки парадетермі
нантів рогів

•йп-1,і(А ),/?гг-2,і(А ), . . . , Вт ,і(А),
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кожен з яких є добутком т — 1 факторіальних добутків. Але з 
матриці (п — 1)-го порядку і?п_ід(А) можна виділити ст-і(п  — 1) 
таких доданків; з матриці /?п- 2,і(А) — ст _і(п —2) таких доданків; 
і т. д. з матриці Вт і(А) — ст _ і ( т  — 1) доданків. Таким чином, 
використовуючи твердження 1.3.2, робимо висновок, що рівність
(2.8.4) справедлива.

Рівність (2.8.5) доводиться аналогічно.
Справедливість рівностей із (іі) доводиться аналогічно. Заува

жимо лише, що для доведення того факту, що гп-та компонен
та вектора Ь, у правій частині цих рівностей, є співмножником 
кожного доданка парадетермінанта (Неї (А) чи параперманента 
ррег (А), який породжений впорядкованим т-розбиттям нату

рального числа п, слід розглядати послідовність рогів

Вп2(А) , -Йпз(-А), . . . , Р п<п+т—і (.А).

□

Н аслідок 2.8.1.1. Для довільного вектора Ь =  (Ьі, Ь2, ■ ■ ■, Ьп) спра
ведливі тотожності:

(Ьі, Ь2, • • •, Ьп) ■ ррег{£{аі, а2, . . . ,  ап)) =

=  аі(Ь2, • ■ •, Ьп) • ррег (2 (ах, . . . ,  ап_!))-(- 

+а2 • (62, . . . ,  6„_ і)  ■ ррег (2 (ах, . . . ,  ап_2))+

• • • +  о„_і • (Ь2) • ррег(£(аі)) +  апЬі.

(Ьі,Ь2, . . . ,  Ьп) • сМ е^ (& і, а2, . . . ,  ап)) —

=  ах(Ь2, . . . ,Ьп)- М е і (2 (а і , . . . ,  ап_ і ) ) -  

—а2 ■ (Ь2, . . . ,Ь„_і) • М е і { 2 ( а и . . . , а „ _ 2)) +  . . .  +

+ ( —1)" 2а„_і • (Ь2) ■ М еі (2 (а і ) )  +  (—1)"_ 1а„Ьі.
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Доведення. Справедливість цього наслідку одразу випливає із те
ореми 2.8.1, бо {агі}  =  аг, а

М еї (Яп,г+і{А)) =  М е і (2 (а і ,а 2, .. ■ ,ап- г), г =  1, 2, . . . ,п .

□

Твердж ення 2.8.2. Нехай а,Ь — два вектори п-го порядку, А і 
В — трикутні матриці того ж порядку, а а — деяке число із 
числового поля К. Тоді справедливі рівності

а ■ а ■ скіек (А) =  (а ■ а) ■ (Меі (А),

(а +  Ь) ■ скіеі (А) =  а • (ідеї (А) +  Ь ■ сИеі; (А), 
а ■ (сМеі (А) +  скіеї (В)) =  а ■ скіеі; (А) +  а ■ сісіеі; (В). 

Доведення цього твердження залишаємо для читача. □

Твердження 2.8.3. Для довільної трикутної матриці (2.1.1) 
справедлива рівність

/ « ї ї \ «11
( _ 1 ) п - 2

/  «21 «22
\ -

«21 «22

V ( - 1 ) ” О 'п і  &п2 «ЯП /  п О ,п і  в 'п 2 @"ПП

Доведення. Згідно з рівністю (2.8.1), маємо

ац
«2 1  «2 2

V ( 1) /  У «пі «га2 ' ' ' «ил

=  £  ( - 1)” " г • £  ( - 1 )п~г П {аРі+...+Рз,Рі+...+Рв
Г =  1 р і +  ...+ р г =П 5=1

- 1 + 1  }  >

із якої внаслідок другої рівності (2.3.6) (стор. 80) випливає спра
ведливість цього твердження. □

178

Аналогічно можна довести справедливість тотожності 
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\ «11
а22 \ ( _ 1)п-2 021 «22

0"п2 ’ * * ®пп !  п і ( - 1)° / «пі «тг2 * * * «пп

Вправи

2.8.1. Обчисліть добуток

/ ~ 1\ ' і
1 2 1

-1 3 2 1
V і / 4 3 2 1

користуючись означенням 2.8.2.

2.8 .2. Запишіть добуток

( Л / і
X2 . / і і
г3 \ і 2 1

V а ) \ і 3 3

у вигляді многочлена та знайдіть його дійсні корені.

2.8.3. Використовуючи наслідок 2.8.1.1, знайдіть добуток

/  2 \ ‘ 3
1 1 3
3 3 1 3

-1 2 3 1 3
V і / 1 2  3 1 3
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2.9 і^-парадетермінанти трикутних матриць

Розглянемо деякі модифікації парадетермінантів та парапер- 
манентів трикутних матриць.

Нехай задана трикутна матриця (2.1.1), (див. стор. 67). Ко
жному елементу ац, 1 ^  і  ^ і ^ п цієї матриці поставимо у 
відповідність {і — о +  1) елементів їйгк, к — і , . . . , і ,  які назвемо 
віртуальними елементами цієї матриці, породженими ключовим 
елементом ац. Ключовий елемент одночасно є і його віртуаль
ним елементом. Віртуальні елементи відіграватимуть роль допо
міжних елементів і призначені полегшити доведення деяких твер
джень. Якщо віртуальні елементи задаються при допомозі однієї 
із рівностей иіік =  ац -\- к —  ̂ або щ ь =  ац — к +  і, к = ] , . . .  ,і, то 
наступні два вирази

{ а ц } °  =
ац ац (ац  -Ь 1) • . . .  (ац  -Ь і )

нз* ~  ( і - і  +  1)! =  ( і - І  +  1)! :

{ац }о —
а.і] ац(ац 1) • .. .  (ац і -1- з)
( г - і  +  1)! ( і — 3 +  1)!

назвемо відповідно верхнім і нижнім факторіальним добутком 
ключового елемента ац.

Таким чином, похідні елементи ключового елемента заміню
ються відповідними віртуальними елементами, а набір ключових 
елементів вважається нормальним, якщо він породжує множину 
віртуальних елементів потужності п, кожні два з яких не нале
жать одночасно до одного стовпця цієї матриці.

Означення 2.9.1. [32]. Верхнім, нижнім Р-парадетермінантом, 
трикутної матриці (2.1.1) назвемо відповідно числа:

ац

сИе4%4) =  ' “ 21 “ 22

апі ап2
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£  < - і ) ‘ м  П к н ,  ,■(.)>" =
( а і , а 2 , . . . , а г ) Є Р ( п ) з=1

У  ( - 1)є^  Р|{ааі+...+0,5іаі+...+аа_1+і}°,
(аі,о:2і...,аг)ЄР(п)

(МеІ о(А)

8 = 1

ац
а21 022

«пі «п2 ' ‘ ’ «я

£  (-і^>Пк.мс)}- =
(аі,а2,...,аг)ЄР(п) 5=1

 ̂ ] ( 1) ^   ̂̂ {аоі+...+С(5,аі+...+а8_і+і}о)
{аі,а2,...,аг)ЄР(п) 8=1

<̂е аг(«), (̂5) ~  ключовий елемент відповідний з-тій компоненті 
розбиття а =  (а\,а2, . . .  ,а г), (—1)£(“) — множник, який визна
чає знак нормального набору ключових елементів.

Аналогічно до означення ^-парадетермінанта введемо поняття 
верхнього і нижнього / ‘"-параперманента.

Означення 2.9.2. [32]. Верхнім, нижнім Р-параперманентом 
трикутної матриці (2.1.1) назвемо відповідно ч.исла:

ррег°(Л) =

ац
021  022

апі ап2 • * * а,

 ̂  ̂ ][^ {аоі+...+а,,а'1+...+огв_1+1} і
(аі,а2,.--,Ог)ЄР(п) 8=1
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ррег0(Л) =

ац
«2 1  «2 2

« п і  «п 2  ' ' ' « п

г

= 'У ' ^^{«аі+...+а3,аі+...+а8_і+і}о-
(аі,ас2,...,аг)€Р(п) 8=1

Означення 2.9.3. Алгебраїчними доповненнями

Г)° Г) Р °  Рі] і ог]

до верхнього і нижнього факторіального добутку ключового еле
мента ач трикутної матриці А, назвемо відповідно числа

Щ  =  ( -1  )і+Ш е ї°(Я ,_1д(Л)) • М еі°(Н п,і+1(А)),

£>оіз =  ( - 1 ) * +:,с і ( і е і о ( ^ - і , і ( А ) )  • М е і 0(Я п ,і+ і{Л )),

Р°і =  ррЄГ0( ^ _ 1Д(Л )) • ррЄГ°(/гПіг+ і(Л )) ,

Роі] =  ррЄГ0(і? ^ _ і ,і (А ))  • ррЄГ0(ігПіі+і (Л )) ,  

де Кіі(А)  — роги трикутної матриці А.

Для Р-парадетермінантів справедливі деякі твердження і на
слідки, аналогічні відповідним твердженням і наслідкам параде
термінантів. Наведемо деякі з них без доведення.

Теорема 2.9.1. [32]. Нехай А — трикутна матриця (2.1.1), а 
Т(і) — деяка вписана в неї прямокутна таблиця елементів, тоді 
справедливі наступні рівності:

Меі°(А) =  ' £ ^ { а гз}°П°гз,
5=1 Г = І

І  ТІ

сМеіо(А) =  £ £ <  «г5}о-/̂ ОГ5>

(2.9.1)

(2.9.2)
5 = 1  Г — І
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І П
ррег°(Л)

5=1 г=І  

І П

РРЄГ0(Л ) = Г̂з\оРоГ8'
5=1 Г=І

Н аслідок 2.9.1.1. При і =  1 рівності (2.9.1), (2.9.2) матимуть 
відповідно вигляд:

п п

Меі°(А) =  ] Г { « г1}°Я ° і =  ^ ( - 1 ) г+1{«п}°сІсіе1:0( ^ , г+1(Л)),
г=1 г = 1

(2.9.3)
п п

(1с1еі0(Л) =  £ { « п } о Д о г і  =  у ^ ( - 1)г+1{дг1} оаае<:о(Дга|Г+і(А )),
г=1 г =  1

п п

ррег°(Л) =  ^ { а гі}°Р°1 =  ^ { а гі}°ррег°(і?п,г+і(А)),
Г= 1 Г=1
п п

ррег0(Л) =  2 > .>  о Рог 1 =  У^{«гі}оРРЄГ0(Д„)Г+і(Л)).
Г =1 Г — \

Справедливі також аналогічні розклади за елементами остан
нього рядка трикутнної матриці:

Н аслідок 2.9.1.2. При і =  п рівності (2.9.1), (2.9.2) матимуть 
відповідно вигляд:

П П

сМеі°(Л) =  ]Г {а „ 3} ° ^ 5  =  ^ ( - 1 ) в+п{апв} 0<і<іЄ1;0< Я ,-1,1(Л)),
5=1 5=1

(2.9.4)
П 71

(і(1еі0(А ) =  У ^{«П 8 }оДопя =  У ^ ( - 1 ) П+5{ « п5 }оСІ(ІЄІ;0(Д 5 -1 ,і (^ ) ) ,
5=1 5=1

П П
РРЄГ°(Л) =  ^ { « П 5 }° Р п 5  =  ^ { « П 8 } 0РРЄГ°(Я «-1 ,1 (Л )),

5=1 5=1

183



РОЗДІЛ 2. ЧИСЛЕННЯ ТРИ КУТН И Х МАТРИЦЬ

ррег0(Л) =  ]Г К Л о Р о „ 8 =  ^ { а „ 8} 0ррег0(і?8_ід(Л)).
5 = 1  5 = 1

Наведемо ще два твердження для і^-парадетермінантів, ана
логічні відповідно до твердження 2.4.4 на стор.96 та твердження 
2.4.10 на стор. 114.

Твердження 2.9.1. Для трикутної матриці (2.1.1) виконую
ться рівності:

П

^ { а г і У Щ  =  М е ї ° (В , -1Л(А)) ■ Меі°(В^(А)) ,  (2.9.5)
г=]

^   ̂{  «тІ }  о В огі =  ( І с І Є І о ( / ? і - 1 , і ( А ) )  • ( І ( 1 Є І о ( /? п ^ ( А і ) ) .

г=3

Твердження 2.9.2. Верхній (нижній) Р-парадетермінант бло- 
ково-діагональної матриці дорівнює добутку верхніх (нижніх) Р- 
парадетермінантів її блоків.

Доведемо кілька тверджень, властивих .Р-парадетермінантам. 
Позначимо через А (£) трикутну матрицю (2.1.1), в якій до ко
жного елемента .7-го стовпця додане деяке ціле число к, а решта 
елементів цієї матриці незмінні.

Доведемо теорему про зв’язок верхніх і нижніх і^-парадетер- 
мінантів та зв’язок верхніх та нижніх .Р-параперманентів трику
тних матриць.

Теорема 2.9.2. [27]. Якщо А трикутна матриця (2.1.1), то 
виконуються рівності:

СІСІеІ- (Ог )̂і^^ г̂^п — ( 1) СІ(ІЄІо( (2.9.6)

(І(ІЄІо(я '̂)і '̂ і̂<^п =  ( 1) • (ІСІЄІ ( (Іі] ) 1 , (2.9.7)

ррег0( а у ) і ^ ^ п =  ( - 1 ) ” • ррег0( - а у ) і ^ ^ „ ,  (2.9.8)

РРего(ау )і<І<г<п =  ( — 1) ‘ РРЄГ (—ву)і^І^*Сл- (2.9.9)
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Доведення. Доведемо спочатку виконання рівностей

{(Ні У  =  ( - і Г ^ Ч - а ^ о ,  <2.9.10)

{ац}  о =  ( - і у - і +1{ - а ц } ° .  (2.9.11)

______________  т „хторіального ^
ац трикутної матриці запишемо

2.9. і*1- ПАР А ДЕТЕРМІНАНТИ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

І \ І

За означенням факторіального добутку (див. стор. 75) елемента 
ац трикутної матриці запишемо

. . ( - а. л {*-і+ і){-і}
1 } 1 агіі° -  ( і - з +  1)1 ~

Аї-І+1 ( ~ а»д) ' ( ~ а»і — !)•■••• { — Яі] — (І — з))
1 ; ( г -І  + 1)!

ац ■ {ац +  1) • . . .  {ац +  і — і)  _  10
(і — 3 +  1)!

тобто рівність (2.9.10) справджується. Поклавши в рівності (2.9.10)
ЗамІСТЬ е л е м е н т а  а ц  е л е м е н т  —а ц  І п п и н п ж н в ті]—ац  і помноживши отриману рів
ність на (— і )г_-? + 1, ДІ'”Т®*«>»ЖЛ піпігіоті. /0 0 п\іість на (— 1)г- +̂1) дістанемо рівність (2.9.11).

Доведемо рівність (2.9.6). На підставі означення і^-парадетер- 
мінанта маємо

Г
{ - 1 ) пМ ^ 0{ - а ц ) ^ ^ п =  ( - 1)” - ^  ( ~ 1У(а) П Ь о і .л } о  =

(а і,...,а г )ЄР (п) 5 = 1

г

=  ( - 1)”  • £  ( - 1)Є(“) П ( - 1Г ^ +1{агя,,Л° =
( а і , . . . ,а Г)Є Я (п ) 5 = 1

£  ( - і г <а) • П к ,іЛ° =
..,а г )€ Р (п )  я= 1

Аналогічно можна довести рівності (2.9.7)-(2.9.9)

(Ісісі {(ХЦ ) 1 'С] -ї:І'Сі! '
(а і  ,...,а г )€ Р (п )

□
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Твердження 2.9.3. Для Р-парадетермінантів трикутної ма
триці А виконуються рівності:

сісіе і°{А )=М еї°А ^^ +

+  сМ еі°(Я^1л(А)) ■ (йЛеІ°(Я^+1(А)) -  аае*° (л „,і±І

с!(іе1;о(Л) =  скІеІо-АІ \  ) +

(2.9.12)

-Ьсісіеіо(і?^_і,і) • ^й6.еіо(Вп^+і) -  сМеі0 (я.п і±і

+ррег0(Я ,_ід(Л )) • ^ррег°(Дп,;?+і(Л)) +ррег° 

ррег0(А) =  ррег0Л ^ Д ^  +

+ррег0(і?і _ід) • ^ррег0(ДПіі+1) +  ррег0 ( Л (^ 1

Доведення. Доведемо рівність (2.9.12) при і  — 1, тобто доведемо 
справедливість рівності

скіеі0(у1) =  <ісіеі0Л^ ^  +  с!(іеї0(/?.„2(̂ 4)) -  ^ е і ° { Я п 2 (А)).

(2.9.13)
З цією метою розкладемо верхній ^-парадетермінант сісіеі °(А) 
за елементами першого стовпця, використовуючи співвідношення
(2.9.3).

п г{1}
Меі°(А) =  ^ ( - 1 ) г+1^і-сі<іе1;0(Дп,г+і(Л)) =

Г = 1

186

2 .9 . і*1-ПАР А ДЕТЕРМІНАНТИ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

Е М Г 1 (  г! + # Г Т ) Г )
г=1

п ( _ _  1 \г{і}
Х 1( - 1)Г+ , ----- <Ме*0(ЯП)Г+1(А))+
Г — 1

Пк п 4  /  /  1 \\
+ Е ( - 1)г+1у ^ і ) Т СІСІеі0(Лп’г+і(л)) =  сМе1° +

0(1} п (г -1){1}
+ ^ г ааеі°(/?,п2(л)) +  ^ ( - і ) г+ і ^ - —  аае*°(ігп,г+1(л)).

г=2 '

Нехай в останній сумі з =  г — 1, тоді

аг1
(г — 1)!

«{1}
=  -  ^ ( - 1 ) 5+1-І±уА ^ е і 0(Яп,8+2(А)) =

п (»—і){і>
Е ( - 1)г+1т ? г т й - (1с1еі0(я^ +і(л)) =
г=2

п —1
\5 + 1 * + 1Д

1 5! «=1

=  а<іе*° ( я п і ( А ) ) .

Отже, рівність (2.9.13) істинна.
Розкладемо верхній ^-парадетермінант

сИеІ;0 А З
-1

за елементами вписаної прямокутної таблиці Т(]).

• ч\ П І - 1 (г-*+1){1} п , 1ч(8_^+1) {1}
а а е г і л ,  ^

Г—3 5 = 1  8=3

| «Г

(2.9.14)
Друга сума рівності (2.9.14) відповідає розкладу цього Р-пара- 
детермінанта за елементами у-го стовпця. Позначимо першу суму
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через 5. Тепер розкладемо верхній ^-парадетермінант <:1с1еі°( А) за 
елементами таблиці Т(])  :

п а(а-?+і){і}
<мє* ° (А )= 5 + £  аі в ° } = 55+ааеі0(д і_ід(А))ааеі;0(ігпі(А)). 

{3 3+1>-

Подамо елементи першого стовпця рога Вп] у вигляді 

а3̂  1) -4-1, 8 =  і , . . . ,  ті

і використаємо рівність (2.9.13), тоді отримаємо: 

ааеі°(А) =  5  +  сіаеі0(іг^_1,і(А))х

х (ааеі°дп, (л(д)) + ^ ї ° ( я п^ і ) - М е і ° ( к п ц і )

8 +  Меі°(К:і- 1л(А))Меї°ВП] +

+Меі°(К^-іЛ(А))(Меі°(КПі:і+і(А)) -  аае1°{7? і±і(А))).
’ і

Але, згідно з твердженням 2.9.1,

/  /  і \ \ " (п . _  і л(в—І+1){1}
( ^ ( Д ) )  -  Е  +  і ),

8—З

то, враховуючи (2.9.14), отримаємо рівність (2.9.12).
Решта рівностей цього твердження доводиться аналогічно. □

Розглянемо парадетермінанти трикутних матриць деякого спе
ціального вигляду. Нехай матриця (2.1.1) задана рівностями:

=  ~ (і — І) +  ^, 1 ^ З ^ і ^ ті. (2.9.15)

Позначимо верхній і нижній ^-парадетермінант трикутної матри
ці (2.9.15) відповідно через <>1°, Оіоп-
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Твердж ення 2.9.4. [32]. Для верхнього Р-парадетермінанта 01^ 
виконується рівність

оц -  Е ц (-* ■ (2916)
де Меї°(Впі(А)) =  01°.

Доведення. Доведемо рівність (2.9.16) при к =  1. Запишемо рів
ність (2.9.13) у вигляді:

<Мєі°(а) -  аае*° ( а ^ ^  =  ааеї0(/гп2(А)) - ааеї0(ігп 2(л))-

(2.9.17)
При допомозі рівності (2.9.17), можна побудувати ланцюг рівно
стей:

Меі°(А) -  М еі° =  Меі°(Вп2(А)) -  Меі°(В.п з (А)) =

ааеі°(дп3(А)) -  ск м ° (д п з(А)) =

=  . . .  =  с1(іе10(а„ +  к) — сМеі°(а„ +  к — 1) =  1.

Ці рівності разом із рівністю (2.9.12) дають рівність

0° =  М е і° А ^ І ^  +ааеі°(Д і _ід(А )), (2.9.18)

яка при і  =  п прийме вигляд

0 ° =  сМ єі°а (Д ^  +ааеі°(і?.„_ід(А)).

Застосовуючи до верхнього Е-тіарадетермінанта сИеі0(./?п_ід(А )) 
рівність (2.9.18) при з =  п -  1, отримаємо рівність

ааеі°(яп_ід(А )) =  аае*0/^ - ! , !  + а а е і° (д „_ 2, і(^ )),
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яка разом із рівністю (2.9.18) приводить до рівності 

о :  =  М е^ К п !  ( д )  +  с М е ^ Д п - х д  +  М е*°(В п -2 ,і(А )).

Продовжуючи процес аналогічних обчислень, отримаємо рівність 

0° (2.9.19)
г=0

В Я К ІЙ  СІСІЄІ0 Д<)1 ( Д )  =  1-

Позаяк у верхньому ґ-парадетермінанті сМе10./їгі(Д) відпо
відні елементи г-того та (і — 1)-го стовпців однакові, то, застосо
вуючи до нього рівність (2.9.12) при і  =  і -  1, отримаємо рівність

Меі°Кц(^ ^  =  сісіе10і?іі ^  ̂ |

Таким чином, ми приходимо до аналогічної ситуації, бо у верхньо
му Р-парадетермінанті, який знаходиться у правій частині остан
ньої рівності, відповідні елементи (г — 1)-го та (і — 2)-го стовпців 
рівні. Продовжуючи процес аналогічних обчислень, ми прийдемо 
до рівності

яка разом із рівністю (2.9.19) дає рівність

П у - . ч

01“ =  £  <Ме*°Я;і ( _1 "  ' _  !  ) - (2.9.20)
3 = 0  7

тобто рівність (2.9.16) при к =  1.
Нехай

( г - 1)! - р’ {г>
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сісіеі °її] і ^  ̂  ̂ =  Ду(г),

тоді рівність (2.9.16) перепишеться у вигляді
п

01° =  Х > і (В Д (А ) .  (2.9.21)
і=0

Нехай рівність (2.9.21) виконується при к =  г. Доведемо її спра
ведливість при к — г +  1.

Позаяк .Р-парадетермінанти

є Р-парадетермінантами виду 01£, то до кожного з них застосовна 
рівність (2.9.20). Так отримаємо рівність

1 )  = У М е і ° Я і1(  . \ * Д
^  \—(»• + 1) . . .  -  (г +  і)У ’

або рівність
з

Ме\,°К](г) =  5 2  ^еі;°Яг(г +  1). (2.9.22)
і=0

Покладемо (2.9.22) в (2.9.21), тоді отримаємо рівності
71 З П І

оі£ = 52рі(г'>'ї2Меі°Кі(г+х)= 52МеіОКі(т+*) Лядо.
І—0 і=0 г=0 .7=0

тобто
і

Рі{г +  1) =  5 2 рі (гї- (2.9.23)
3 = 1

Отже, для того щоб довести справедливість рівності (2.9.16) при 
А' =  г + 1. необхідно довести, що коефіцієнти р]{г) задовольняють 
рівність (2.9.23), яка, очевидно, збігається з рівністю (117)  на 
стор. 11. □
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Розглянемо деякі найпростіші приклади ^-парадетермінантів, 
при допомозі яких можна отримати двоїсті тотожності.

Приклад 2.9.1. Якщо, наприклад, елементи трикутної матриці
(2.1.1) мають вигляд

(аіу)і^^і^п =  аі

то легко довести наступні рівності:

а
а а

а а

піІ ’
(2.9.24)

а
а а \ а"

пі
(2.9.25)

а а

Після розкладу /•'-парадетермінантів (2.9.24), (2.9.25) за елемен
тами гг-того рядка, отримаємо відповідно рівності:

5 = 1  4

" а(п-«+1) { - 1}
» »  =  В - 1)*4"  ( „ _ ,  +  1)| 0 — 1.

які разом із рівностями (2.9.24), (2.9.25) дадуть відповідно тото
жності:

ап{-1} "  а(п-я+1){1} (* -1) { - 1}
“ ____________________________ _ _________ —

п! ^  (п — з +  1)! (я — 1)!
5 = 1

В - 1) ' ' — ■ <2 9 '26>
і = 0
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ап{1} "  а(«-*+1) { - 1} а(*-1){1}“___  _  __________  ________ _
п\ ^  (п — з +1)!  (5 — 1)!

5 = 1

• і а**1}
В - 1̂ м Г ' Т '  (2927)
г= 0  4 '

Таким чином, ми отримали тотожності (1.1.4), (1.1.5) (див. стор. 
9).

Слід відзначити, що як для звичайних парадетермінантів, так
і для /^-парадетермінантів працює метод побудови тотожностей. 
При цьому верхні і нижні /^-парадетермінанта генерують двоїсті 
тотожності.

Приклад 2.9.2. Наведемо ще одну пару двоїстих тотожностей 
із зростаючими та спадними факторіальними степенями:

1
о о п « * { !}

= (-1)"-1 = Е(-1)І+1 V '
г= 1

п п

1

х =1 = В -1 ) І+1-  
і=1

П П

Розглянемо ще один типовий приклад із /^  парадстермінантами. 

Приклад 2.9.3. Нехай задано верхній /^-парадетермінант

(2.9.28)
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Розкладемо його за елементами останнього рядка, отримаємо ре
курентне рівняння

0° =  2 0 ° - !  -  Оп—2> (2-9.29)

із початковими умовами

о ;  =  2, 0 г =  з.

При допомозі рекурентного рівняння (2.9.29) легко знайти значе
ння верхнього ^-парадетермінанта (2.9.28) і отримати тотожність

О ^ В - Ч - г - ^  +  > = п  + і.
і=0 '  '

Доведемо теорему про зв’язок .Р-парадетермінантів та і^-пара- 
перманентів із парадетермінантами та параперманентами.

Теорема 2.9.3. [27]. Нехай А — трикутна матриця (2.1.1), тоді 
справджуються такі тотожності:

/ , .  _  . С Ч, (*—7+1){1}Ч

сМ е^А) =  сИе* ■ - ^ Ж Т Г  - <2-9-30)
\ 1 ' п

/ 7 _  - .4-А М
а ^ о(А) =  <Ме< +  § . - ^ - я ^ г )  , (2.9.зі)

ррег” (А) =  ррег ( | _3 )  ■ (2.9.32)
V ’  аі,і+1 /  п

ррегЛЛ) -  ррег (  * _3 ■ У д , - , ,  | , (2.9.33)
V х '  аі,і+ 1 /  п

де 8ц — символ Кронекера.
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Доведення. Щоб довести тотожність (2.9.30), доведемо, що верх
ній факторіальний добуток елемента ац, 1 ^ ^ і ^  п, Р-
парадетермінанта гісіеі °(А) і факторіальний добуток парадетер
мінанта

(і ]  +  8 ц ). (1і]  \сМеі;

збігаються. Дійсно,

( і - з + к ї ї
а - і  +  ц і ' ®ік —

< ( і - *  +  а д і  а<‘ - ‘ +Ш11 І“в . і = і- .
- 1 1  -  Ь Ї Ї Ї Г  ■ и -т п  -  < " ' п"  І Ф І ~ {аі’ } -

к=І У ’  і,к+1  ̂ (і-І+ І)! ’ 3 ^

Аналогічно можна довести тотожності (2.9.31)-(2.9.33). □

2.10 Зв’язок парадетермінантів із детермі
нантами

Існує двоє нас — я визнаю, —
Хай ми одними зв ’язані чуттями.
На честь непоганьбовану твою
Не упадуть моїх пороків плями.
— Із 36-го сонета В.Шекспіра (переклад з англ. Дми

тра Паламарчука)

Аналогія властивостей детермінантів та парадетермінантів 
значною мірою пояснюється тісним зв’язком, який існує між ни
ми. Виявляється, що в ряді випадків детермінанти можуть бути 
зведені до парадетермінантів. Позаяк для обчислення останніх до
статньо виконати —"2~^ операцій множення і стільки ж операцій 
додавання, то в багатьох випадках заміна детермінанта відповід
ним йому парадетермінантом може істотно спростити обчислення.
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Розглянемо матрицю виду

6ц 1 0 0 0 \
2̂1 ^22 1 0 0

Ьзі Ьз2 Ьзз 0 0

п—1,1 Ьп-1,2 Ьп-1,3 ■ Ьп—1,п—1 1
Ьп\ Ьп2 ЬпЗ Ьп,п—1 Ьпп /

В =  31 32 33 , (2.10.1)

яку назвемо нижньою квазгтрикутною матрицею.

Теорема 2.10.1. [19]. Для довільної трикутної матриці (2.1.1) 
справедлива тотожність

ап 
«2 1  «2 2

«п і «п2

де

Ьп 1 0 0 0
Ь21 І>22 1 0 0
Ьзі Ьз2 Ьзз • 0 0

п—1,1 Ьп-1,2 Ьп-1,3 ■ ■ Ьп—1п—1 1
Ьпі Ьп2 ЬпЗ Ьп,п—1 Ьпп

Ьіі =  { а у }  =  Д  аік, 1 < з < г <  п. 
к= і

(2.10.2)

(2.10.3)

Доведення. Доведемо, що алгоритм:
1) якщо а1} — ключовий елемент трикутної матриці, то до 

трансверсалі належить елемент Ьг] квадратної матриці;
2) якщо ж йік,к =  і  +  1 , . . . ,  і — довільний похідний елемент 

ключового елемента аг], то до трансверсалі належить одиниця, 
яка розміщена в (к — 1) му рядку і к му стовпці квадратної ма
триці,

встановлює взаємно однозначну відповідність між множи
ною нормальних наборів ключових елементів трикутної матриці 
та множиною трансверсалей з ненульовими елементами нижньої 
квазітрикутної матриці.
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а) Розглянемо два факторіальні добутки ключових елементів 
«н,л і «22,12 > Щ° належать до одного нормального набору. За озна
ченням нормального набору ключових елементів та їх факторі
ального добутку, множини номерів стовпців всіх елементів цих 
факторіальних добутків задовольняють рівність

{ л ,  Л  +  1, ■ • • ,* і }  П {32,32 +  1 , . . .  ,г2}  =  0 .

Тому наведений вище алгоритм кожному нормальному наборові 
ключових елементів трикутної матриці (2.1.1) ставить у відповід
ність трансверсаль ненульових елементів нижньої квазітрикутної 
матриці (2.10.1).

б) Внаслідок пункту 1) наведеного вище алгоритму різним нор
мальним наборам ключових елементів трикутної матриці, очеви
дно, відповідають різні трансверсалі з ненульовими елементами 
нижньої квазітрикутної матриці.

в) Число трансверсалей з ненульовими елементами матриці 
В , при п =  2, дорівнює двом. Розкладемо детермінант нижньої 
квазітрикутної матриці /с-того порядку за елементами першого її 
рядка. При цьому отримаємо два детермінанти нижніх трикутних 
матриць к — 1-го порядку. Отже, за індукцією число трансверса
лей з ненульовими елементами матриці (2.10.1), як і число всіх 
нормальних наборів трикутної матриці (2.1.1), дорівнює 2п~1.

г) Для доведення теореми залишається довести, що знаки від
повідних доданків парадетермінанта та детермінанта однакові. Не
хай

« й л  І аІ2І2 !■■■■> а ікік
— деякий нормальний набір ключових елементів трикутної матри
ці, якому відповідає знак (—1)Е»=і(1а+̂ ), причому виконуються 
нерівності і\ < і ,2 <  - ■ ■ <  ік- За наведеним вище алгоритмом, клю
човому елементу аг] і його похідним елементам відповідає елемент 
Ьг] і і — з елементів, що належать рядкам з номерами, меншими 
ніж і. Таким чином, загальне число транспозицій перестановки 
перших індексів доданка, відповідного даному нормальному на
борові дорівнює £ з = і(*в -  3в) і має ту ж парність, що й значення
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виразу +  Ія), який визначає знак відповідного доданка
парадетермінанта.

Зауважимо, що цінність цього доведення полягає не в його про
стоті, а у побудові взаємно однозначної відповідності між нор
мальними наборами ключових елементів трикутної матриці та 
трансверсалями ненульових елементів нижньої квазітрикутної ма
триці.

Наведемо простіше доведення цієї теореми.
Для п =  1 і п =  2 рівність (2.10.2), очевидно, справедлива. 

Нехай вона справедлива для всіх п =  1 ,2 , . . . , / :  — 1. Доведемо, 
що виконується індукційний крок. З цією метою розкладемо па
радетермінант і детермінант цієї рівності за елементами першого 
стовпця. Після деяких спрощень в правій частині отримаємо рів
ність

] Г ( - і Г + 1 {а а }< М е і  ( д  ) =  ] Г ( — 1 ) ‘ + Ч :  ■ в ( і г 1 1 ' " кХ
7Ґ1 7Ґ1 V і + 1  ’ • • • к) 

яка і доводить виконання індукційного кроку. □

Зауваження 2.10.1. В останній рівності ми вважаємо, що

(Меі (Яп,п+1) =  в [ П+,\  П)  =  !•\п +  1 п )

Наслідок 2.10.1.1. Для довільної нижньої квазітрикутної ма
триці (2.10.1), очевидно, виконується рівність

Ьп 1 0 0 0
Ь21 &22 1 0 0
Ьзі Ьз2 Ьзз 0 0

Ьп-1,1 Ьп-1,2 Ьп—1,3 Ьп—\,п— 1 1
Ьпі Ьп2 ЬпЗ Ьп,П—\ Ьпп
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Ьп
&21
ї22 » 3 1  £ 3 2
Ьз2

&22
6.32
Ьзз Ь зз (2.10.4)

п̂і п̂2 п̂З
п̂2 &пЗ Ьп4

£пз . . .  и

Зауваження 2.10.2. Зауважимо, що рівність (2.10.4) справедли
ва також тоді, коли деякі елементи нижньої квазітрикутної ма
триці дорівнюють 0, бо при обчисленні значення відповідного па
радетермінанта нулі скорочуються і невизначеність зникає.

Твердження 2.10.1. Справедлива рівність

а ц
—021
«з і

1
022

-032

0
1

«33

( -1 ) 71—3Оп—2,1 ( —1)П~4Оп- 2,2 < - 1 ) П- 50„-2 ,3  
-З,( - 1 ) " - 2а„_ід ( —1)п_3ап-і,2 ( - і у - ’ ап-і.з

0
0
0

0
0
0

іГ ^ О п , !  ( _ 1 )п -2 Оп,2 ( - 1 ) п- 3ап,3

о ц - 1 0 0 0
0-21 022 - 1 0 0
031 032 033 0 0

Оп—2,1 Оп- 2,2 Оп-2,3 - 1 0
Оп—1,1 Оп- 1,2 Оп—1,3 ■ • ■ Оп—1,п—1

Оп, 1 ®п,2 7̂1,3 «п,п —1 Оп,

1 0
• ®П —1,П—1 1
• Оп,п—1 ®п,п

(2.10.5)

Доведення. При 77, — 1 і 7і — 2 рівність, очевидно, справедлива.
Нехай рівність (2.10.5) справедлива при п =  1 ,2 , . . . , / : — 1. До

ведемо її справедливість при п =  к. Для цього достатньо роз
класти детермінант лівої частини рівності (2.10.5) за елементами 
останнього стовпчика на два детермінанти (к — 1) - го порядку, пе
ремножити другий детермінант і кожен елемент його останнього
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рядка на (—1), застосувати до обидвох детермінантів (к — 1)-го 
порядку твердження (2.10.5) при п — к — 1 та помітити, що су
ма утворених двох доданків є результатом розкладу детермінанта 
правої сторони рівності (2.10.5) за елементами останнього стов
пчика. □

Теорема 2.10.2. Нехай задана деяка матриця п-того порядку

у апі ап2 ■ ■ ■ апп )

для якої виконуються нерівності

(2.10.6)

. / 1 2\ / л  /12  . . .  п -  2 п -  Г, ,
. 2 )  \ 2 з )  \ 2 3 . . . п - 1  п 1 ^ ° '

ліві частини яких є вкороченими записами мінорів матриці 
(2.10.6). Тоді справедлива рівність

сіеІ(А) =  012023 0̂3̂ • ап - і і  • (ІСІЄІ
'аи - 2)\
$ = * )  ’ (2Л°-7)

і і,І+1 /  1 <]<і<п

де

д / 1 2 .. .  р  2 і\
(р - 2 )  _  — 2.3 ; / ’ і/, р _  3 4  г = р _  і іР). . . ,п ,  (2.10.8)
г,р

л (22з . :Г і )

а!р  ̂ ~  аір іР — 1»2, оптг+1 — 1.

Доведення. Зведемо детермінант матриці (2.10.6) до детермінанта

2 0 0

2.10. З в ’язок ПАРАДЕТЕРМІНАНТІВ ІЗ ДЕТЕРМІНАНТАМИ

матриці А! виду:

а ц «12 0 0 0

«21 а  22 а (1) ■ «23 0 0

«31 «32 « і з  ' 0 0

«п -1 ,1

«п,1

« п —1,2 

«п,2
« і - 1,3 ' • а (п_3)п —1 ,п—1 

а ( " - 3) 
71,71— 1

(п —2)
« п - 1 ,п

( п - 2)
« п ,п

Ц ь о г о  можна досягнути додаванням до кожного стовпця матри
ці А, починаючи із третього, відповідних попередніх стовпців цієї 
матриці помножених на відповідні коефіцієнти. При цьому всі мі- 
нори, що мають вигляд

/1 2  . . .  р - 2  і\ , /  12 . . .  р - 2  і \
\2 3 . . .  р — \ р ) '  \2 3 . . . ,  р — 1 р ) '

де р =  3 ,4 , . . . ,  п, і =  р — 1,р, . . . ,  п рівні. Тому, враховуючи стру
ктуру матриці А', отримаємо рівності:

/1 2  . . .  р — 2 і \    ( і )  ( р - 3 )  ( р - 2 )  / о  іг »  іг»')
\2 3 р -  1 р ) ~  12 23 ' ‘ ' Р-2.Р-1 ‘ аі.Р ’ (2-Ю.10)

дер =  3,4, . . . ,п ,  і — р — 1 ,р ,. . .  ,п.
Для і — р — 1 рівності (2.10.10) запишуться у такому вигляді:

( 1 )  ( р - З )  ( р - 2 )  „  „=  а12а у - . . ••о̂ _2,р_ 1 -ар-і#, р =  2,3, . . .  ,п.

(2 .10.11)
Із (2.10.10),(2.10.11) маємо рівності (2.10.8).

Винесемо за знак детермінанта <іеі(А/) добуток

(і) (п —2) /1 2  . . .  п - 2 п - 1\
а и «м  = л ( 2 3 . . . п - 1  п

тоді, враховуючи (2.10.8), отримаємо рівність 

сіеї(А) =  а іга ^  - . . .  • а(̂ п х

/ 1 2  . . .  р -  2 р -  1\ 
\2 3 . . .  р -  1 р )

2 0 1
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а ц І 0 0

«21 а  22  
«12 1 0

„(1)
«31 « 3 2

аі2
а 3 3

а(1)2 3

1

« ( 1 ) „(2)
'■ Т І-1,1

« п - 1 , 2 п  — 1 ,3 а п - 1 .
аі2 а ( і )“ 2 3 а ( 2 )34

П  і « п , 2 п  ,о а ( 2 )п 4
а П ,1

« 1 2
а 2 3 а ( 2 )3 4

0
0

а(" - 3) .п — 1,п—1 
а( " - 3) п—2,п —1 

п,п — 1 

ті —2 ,п — 1

1

а(п- 2)ип,п
^ 2 Г

п — 1 іП
Застосуємо до останньої рівності наслідок 2.10.1.1, тоді, враховую
чи властивості парадетермінанта, отримаємо рівність (2.10.7). □

Теорема 2.10.2 корисна також при встановленні рівностей між 
детермінантами. Проілюструємо це наступним твердженням.

Твердження 2.10.2. Для довільної матриці (2.10.6), для п =
3,4, . . .  виконується рівність

(2.10.12)
_  л ґ і2 -п—2п—1\ л ( 1 2-п—2 п \

'.23 -га-І п ) Л\12~п-2п-і)-

Доведення. Для п =  3 рівність (2.10.12) має вигляд

і перевіряється безпосередньо. Перш за все відзначимо, що разом 
із рівністю (2.10.12), очевидно, виконується також рівність

>К ІЇЖ ::=Ї) -  А І Ї Ї Х і Ж і т ) -  (2.Ю.13)
_л(12 -г-2г-1\л(12 -г-2 і \

\23 •г—1 г  /  V I2 -г—2г—1 / ’

де г =  3 ,4, . . .  п — 1; і =  г , . . . ,  п
Нехай рівність (2.10.12) виконується для всіх 3 < п < к — 1. 

Доведемо її справедливість для п — к.

2 0 2
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Розкладемо парадетермінант в правій частині рівності (2.10.7) 
за елементами останнього рядка, тоді отримаємо рівність

/ 1 2 • ••п\ _  {п_2) Ґ 1 2 - п - 1 \ _  (п-3) (п-2) / 1 2 - - - П - 2 Ч
\ 1 2 - п )  пп \ 1 2 • • п — і )  п’п~ 1 п~1'п \\2 - п - 2 )

+  . . .  +  ( - і Г ^ о * ?  х • ■ • х 4 - ' і > ( 5  з )  +  ( -1  )п" 2а„24 13)

• • • • ■ 4 - ~ і >  (| )  +  і - іГ - 'а п іа п с ®  ■ ■ ■ <£_"$. (2.10.14)

Запишемо суму двох останніх доданків рівності (2.10.14) у вигляді

( - 1 ) П- 24 Ї « 3 ?  ' • • аі - _12п(аПап2 -  аі2апі) =

= ( - і г - Ч Ї

Згрупуємо нові два останні доданки

( - і ) " - , « Ц « £ ) .

При цьому отримаємо один доданок

/ і чп—3 (2) (п-2) ^ ( і 2 ) Л (2з) ~  ^ (г з М С іг )
І,- 1 ; 34 ' ■ • ап-1,п ‘ ^ 1 ^

Останній вираз, внаслідок (2.10.13) для і — п; г — 3, можна пода
ти у вигляді

Продовжуючи аналогічні перетворення, зрештою, отримаємо рів
ність (2.10.12). □
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Таким чином, за доведеним твердженням, детермінант матри
ці (2.10.14), для довільного п =  3,4, . . . ,  може бути виражений 
через чотири мінори п — 1-го порядку.

Проілюструємо, наприклад, роль теореми 2.10.1 при встанов
ленні нової властивості парадетермінанта.

З цією метою розкладемо детермінант у правій частині рівно
сті (2.10.2) за елементами першого рядка, тоді отримаємо рівність

а ц \ 622 1 0 . .  0

(7/00 \ Ьз2 633 1 . .  0

) =  Ьп
/ Ьп - 1,2 Ьп—1,3 Ьп _ 1,4 • . 1

Оп2 • • • а пп / Ьп2 Ьп3 6П4 Ьпп
&21 1 0 . . .  0

3̂1 Ьзз 1 . . .  0

Ьп-1,1 Ьп—1,3 6п _ і 4 . . .  1

Ьпі ЬпЗ Ьп4 ЬПп

Але останню рівність, внаслідок рівностей (2.10.3) і (2.10.4), мо
жна записати у вигляді:

ац
021 022

і =  а ц /

а 22
азг азз

Опі ап2 ■ ■' ап Оп2 апз • • • а„

021022 
азі азг азз (2.10.15)

ОпіОп2 апз

Зауважимо, що із рівності (2.10.15) безпосередньо випливає те
орема 2.4.2 про обчислення парадетермінантів.
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Розкладаючи детермінант у правій частині рівності (2.10.2) за 
елементами останнього стовпця, аналогічно можна отримати рів
ність

ац \ / ац
021 а22 \ _  /  021 022

— о 7]

а,п\ ап2 • • - апп !  у а^—ід ап_ і)2 - - - ап_ і)УІ_і

а ц  

021 022
(2.10.16)

Оп—2,1 ап_ 2,2 • • • ап_2,п—2
ОпД оПі2 • * - аП]П_2 аП)П_і * апп

Розкладаючи парадетермінанти правої частини рівності (2.10.16) 
за елементами останнього рядка та групуючи відповідні доданки, 
можна отримати рівність

(2.10.17)

ац  
021 022

Опі ап2 

ац
аг і а22

г і І ап .1 )  г і { ап ,2 ) , л
м Ь - ^ Г  Г , ,1 {Дп,п—! }

7 , Оп,2> 7 ї (««ЗІ ••• ап„ /Ь>-і •2> - -^ Г  Іап-і, з}— / п_і
тут символом {•} позначено факторіальні добутки елементів.

Рівність (2.10.17) може бути ефективною при обчисленні па
радетермінантів деяких матриць.

Доведемо ще одну тотожність для детермінантів спеціального 
вигляду
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Теорема 2.10.3. Нехай

АКп =  { -  1)*+1х

«21 «11 - 1 0 0 0 ..  0
«32 а22 «12 0 0 0 . .  0

а/с—1,А:—2 ак—2,к—2 «*:—3,А:—2 ■ . - 1 0 0 . 0
(*к,к-1 «&—1,к— 1 «/с—2,/с—1 • • а і ,£ - і 0 0 . 0
«&+!,& <1к,к 0-к-1,к ■ «2,* - 1 0 . 0

«6+2,£+1 «/с+1,6+1 «/с,£+1 • «3,/с+І «1,6+1 - 1 . 0
°-к+3,к+2 ак+2,к+2 «*;+1,*:+2 • • «6,6+2 «2,6+2 «1,6+2 • . 0

«п,п—1 «п —1,п—1 «п —2,п—1 • • «п —6,п—1 « п —к—1,71 — 1 «71 — 6 — 2,71 — 1 • . - 1
«п+1,п «п,п «п  —1,71 • • «п —6+1,7і « п —6,п «71 — 6 —1,71 * ■«1,71

(2.10.18)
тоді справедлива тотожність

Ак,п =  ~ а1,к -іА к -1,п +  а2,к-1-Ак-2,п ~ ■ ■ ■ +

+  (—1)к 1ак-і^ _ іА ііП + ( - \ ) какк-іАо,п. (2.10.19)

Доведення. Проілюструємо доведення даної теореми при к =  4, п =  
6. В загальному випадку доведення теореми аналогічне.

При к =  4, п =  6 тотожність (2.10.19) матиме вигляд:

«21 а п - 1 0 0 0 а2і «11 - 1 0 0 0
«32 «22 «12 - 1 0 0 азг «22 «12 0 0 0
«43 азз агз «13 0 0 043 азз «23 - 1 0 0
«54 «44 аз4 «24 - 1 0 -  - « 1 3

«54 «44 «34 «14 - 1 0
«65 «55 «45 «35 «15 - 1 «65 «55 «45 «25 «15 - 1
«76 «66 а 56 «46 «26 «16 «76 «66 056 «36 «26 «16
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а21 «11 0 0 0 0
а-з2 «22 - 1 0 0 0
043 «33 «13 - 1 0 0
054 «44 «24 «14 - 1 0
«65 «55 «35 «25 «15 - 1
«76 «66 «46 «36 «26 «16

«21 - 1 0 0 0 0
«32 «12 - 1 0 0 0
«43 «23 аіз - 1 0 0
«54 «34 024 014 - 1 0
«65 «45 035 025 «15 - 1
«76 «56 046 036 026 «16

«11 - 1 0 0 0 0
«22 «12 - 1 0 0 0
«33 «23 «13 - 1 0 0
«44 «34 «24 «14 - 1 0
«55 «45 «35 «25 «15 - 1

«66 «56 «46 «36 «26 «16

Розкладемо детермінанти у правій частині цієї рівності за еле
ментами 4-го стовпця. Згрупувавши всі доданки при —1, ми отри
маємо вираз

«21 «11 - 1 0 0 «21 «11 0 0 0
«32 «22 аі2 0 0 «32 022 - 1 0 0

«54 «44 «34 - 1 0 -  «23 «54 044 024 - 1 0
«65 «55 «45 «15 - 1 «65 а55 035 аі5 - 1

«76 «66 «56 «26 «16 «76 066 046 «26 «16

«21 - 1 0 0 0 Оп - 1 0 0 0
«32 «12 - 1 0 0 022 «12 - 1 0 0
«54 аз4 «24 - 1 0 -  «43 «44 «34 «24 - 1 0

«65 «45 «35 «15 - 1 «55 «45 «35 «15 - 1

076 0.56 «46 026 016 «66 056 «46 «26 «16

який є результатом розкладу детермінанта лівої частини рівності
(2.10.20) за елементами третього рядка.
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Доданки із множником ац  є розкладом детермінанта

а2і ац — 1 0 0 0
а32 аг2 аі2 0 0 0
а43 азз агз аі3 0 0
а43 азз агз ахз 0 0
а65 а55 045 035 аі5 — 1
а76 авб а5б а4б а2б аіб

що дорівнює нулю, за елементами четвертого рядка.
Аналогічно, доданки із множниками а25 і азб є результатом 

розкладу детермінантів

аг і ац -1 0 0 0 агі ац -1 0 0 0
азг а 22 аі2 0 0 0 а 32 агг аіг 0 0 0
043 «33 «23 аіз 0 0 а43 азз агз аіз 0 0
043 азз агз аіз 0 0 5 а43 азз агз аіз 0 0
а54 а44 аз4 й24 -1 0 «54 а44 «34 024 -1 0
а76 авб а56 а46 а26 аіб авб а55 а45 азб аіб -1

за елементами четвертих рядків.
Для доведення тотожності (2.10.19) достатньо розкласти всі 

детермінанти лівої її частини за елементами к-го стовпця та згру
пувати відповідні доданки. □

Теорема 2.10.4. Нехай

Рп =

а ю
Д21
а ц
а 32
а 22

ап,п — 1
ап— 1,п— 1 

Дте-Ц,та 
Оп,п

ац
а22

і — 2,п- 
О'п.п

аі2

а п — 1 ,п— 1 а п _2 ,п  —1
а п -  3,п — 1 ®и — 1,п

^п —2,п

&1,П- 
02,п
в-1,П &1,я

П +1
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--

а ц
д-22
аі2 а12

Оп — 1,п — 1 Дп —2,п — 1
Оп — 2,п — 1 а п —3,п — 1

Дп,п Дп—1,п
а 1 ,п —1

02,п 
0 \,п &1,Я

, п € К ,

® п -1 ,п  О п -2 ,п

тоді для довільного к Є N0, такого що к < п, справедлива рів
ність

РкЯп ~ РпЯк =  Ас,п (2.10.21)

<?е А/с п — параперманент із теореми 2.10.3

Доведення. 1) Доведемо справедливість рівності (2.10.21) при п Є 
N і & =  0, тобто доведемо справедливість рівності

РоЯп -  РпЯ0 =  -

агі - 1 0
азг аіг 0

Оп,тг—1 Отг—2,п— 1 . - 1
ап+і,п Оп —1,п а і п

(2.10.22)

індукцією по п.
Для п =  1 маємо

РоЯі -  РіЯо — [а іо ] • [а и ]
аю 
«21  

І  а ц ац 1 =  -|а21|.

Нехай рівність (2.10.22) справедлива для довільного п < з. До
ведемо її справедливість при п =  з. Розкладемо параперманенти 
Р3 і (З., в цій рівності за елементами останнього рядка і згрупуємо 
доданки із аіВ, і =  1 ,2 , . . . ,  з :

РоЯз~РзЯо =  а.\,в{РпЯ я-і-Рз-іЯ о)+а2.8(РоЯь-2 — Р8-2Яа)+- ■ ■ + 

+ а в-1 ,в (Р о <З і — Р М  +  аз,з{Ро<Зо -  РоЯо) -  0.3+1,з-
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Враховуючи припущення для п < з, замінимо цю суму на суму

■®і,«

<221 - 1 . 0 021 — 1 . 0

«3 2  а і2 . 0 032 «1 2 . 0

+ 0 2 ,5

0 5 - 1 ,5 - 2  « 5 - 3 , 5 - 2  • . - 1 О я -1 ,5 -2  0 5_ з і8_2  • . 0

«5 ,5  — 1 « 5  —2,5—1 • • О і]Я_ і «5 ,5  — 1 0 5_2 ,5  —1 • . - 1

+  ( - ! Г 1̂ 8 — 1,8

+ (—1)*+1а8+і

021 0 . .  0

0.32 - 1 . .  0

.5

Оя —1,5 —2 а з—3,8—2 . .  0

0'5,5 — 1 0'5 —2,5 —1

1 0 0

012 - 1 0

0 5 - 3 ,5 - 2 а з—4,5—2 0

0 5 - 2 ,5 - 1 05 — 3,5 — 1 ■ ■ • - 1

+

Але сума отриманих детермінантів є розкладом детермінанта 
(2.10.22) при п =  5 за елементами останнього рядка, що й доводить 
першу частину теореми.

2) Розкладемо параперманенти Рк і <5̂  у виразі РкЯп ~ РпЯк 
за елементами останнього рядка

РкЯп РпЯк — 0\̂ кі̂ Рк~\Яп РпЯк—\)+0,2,к[Рк—2Яп РпЯк—2)“!"" • • • “І
(2.10.23)

+(Ік,к(РоЯп РпЯо) “Ь ак+1,кЯп

Враховуючи співвідношення параперманента із парадетермінан- 
том, парадетермінанта із детермінантом та твердження 2.10.1, лег-

2 1 0
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ко встановити тотожність

ОЦ - 1 0 0

«22 «12 0 0

Оп—1,п—1 Оп—2,п—1 Оі,п—1 - 1

Оп,п Оп—1,п 02 ,п Оі,п

Порівнюючи рекурсію (2.10.23) із рекурсією (2.10.19), робимо ви
сновок, що справедлива рівність (2.10.21). □

Вправи

2.10.1. Зведіть парадетермінант виду

до рівного йому параперманента, користуючись теоремою 2.10.1 
(стор. 196).

2.10.2. Виразіть параперманент трикутної матриці 4-го порядку 
через детермінант квадратної матриці 4-го порядку.

2.10.3. Користуючись теоремою 2.10.2, зведіть детермінант тре
тього порядку до рівного йому парадетермінанта третього поряд
ку-

2.10.4. Використовуючи рівність (2.10.4), подайте детермінант

1 2  0 0
2 0 3 0
4 3 2 1
2 0 0 2

через рівний йому парадетермінант.

2 1 1



2.10.5. Перевірте справедливість рівності (2.10.12) для п =  3.

2.10.6. Знайдіть значення парадетермінанта

РОЗДІЛ 2. ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

використовуючи рівність (2.10.17).

2.10.7. Запишіть рівність для параперманента, аналогічну до рів
ності (2.10.17).

2.11 Зв’язок перманентів із детермінантами

"Протягом століття, що минуло після появи ме
муарів Бгне й Коші, було опубліковано біля 20 ро
біт про перманенти. У більшості з них йшлося 
про тотожності, які включають детермінанти й 
перманенти."

— Мінк X., [60], стор. 17.

"Ляйбніц — один із найплідніших винахідників мате
матичних символів. Мало хто так добре розумів 
єдність форми й змісту. 7

Стройк Д.Я., /74/, ст,ор. 151.

Перманенти є важливим поняттям лінійної алгебри і зна
ходять застосування у різних областях математики, особливо у

7Існує думка, що поняття "детермінант"ввів Г. Ляйбніц. Однак японський 
математик Секі Кова прийшов до ідеї цього поняття ще у 1683 році (див. 
Мзкаті І. Он 4Ье іарапеззе ТЬеоіу ої ІЗеІегшіпапІх. Ізін, 1914, 2, с. 9-36).

2 1 2
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комбінаторному аналізі [76]. Незважаючи на поверхневу просто
ту перманентів, для них до цього часу не знайдено природного 
алгоритму обчислення їх значень, подібного до алгоритму Гауса 
обчислення детермінантів. В зв’язку з цим, Пойа в 1913 році [138] 
сформулював задачу про знаходження перетворення, яке зводить 
перманенти до детермінантів, і сам довів, що не існує способу при
писати одночасно елементам матриці порядку п, 3 <  п знаки " +  "і 
" — "так, щоб її перманент перетворився у детермінант. Після істо
тного узагальнення Маркусом і Мінком [132] результату Пойа, на
дія знайти навіть лінійні перетворення, які перетворювали б пер
манент матриці п -г о  (3 ^ п) порядку у детермінант, розвіялась. 
В зв’язку з цим, в [60] (стор. 22-23), по суті, ставиться наступна 
задача:

Із всіх матриць п—того порядку виділити клас матриць, для 
яких існує таке лінійне перетворення на множині їх елементів, 
що перманент вихідної матриці дорівнює детермінанту пере
твореної матриці.

Означення 2.11.1. Нехай

А  =  (я*? )г,̂ =1,2,...,п

— квадратна матриця. П ерет воренням Пойа цієї матриці на
звемо розподіл знаків "+ "перед її елементами, який перетво
рює перманент у детермінант. Таке перетворення позначувати- 
мемо через Р(А).

Виділимо клас матриць, для яких існує перетворення Пойа.
З г і д н о  з теоремою 2.10.1 (стор. 196), для довільної трикутної 

матриці (2.1.1) і нижньої квазітрикутної матриці (2.10.1) справе
длива тотожність

<Ме1; (А) =  сіеї(В),

в якій
І

Ьц =  { « і ; }  — 11 «г/сі 1 — З ~  І — ТІ. 
к=]
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В цьому ж пункті наведено наслідок 2.10.1.1, в якому встанов
лено тотожність між детермінантом та парадетермінантом трику
тної матриці.

У першій частині доведення теореми 2.10.1 встановлюється бі- 
єкція між доданками парадетермінанта трикутної матриці А і до
данками детермінанта квазітрикутної матриці В. У другій части
ні теореми доводиться відповідність знаків цих доданків. Позаяк 
перманенти квадратних матриць відрізняються від детермінантів 
таких матриць лише знаками, то із наслідку 2.10.1.1 цієї теореми 
випливає справедливість рівності

рег(В) =  ррег(А), (2.11.1)

де В і А — відповідно нижня квазітрикутна матриця (2.10.1) і 
трикутна матриця (2.1.1), причому

Ьіу
ОЦ — 7 •

°і,3+ 1

На стор. 116 доведено теорему про зв’язок параперманента із 
парадетермінантом та її наслідок про зв’язок парадетермінанта із 
параперманентом трикутної матриці

скіеі (оу)і<^<і<„ =  ррег((-1)'5̂ +1 • Оіі) і<і <і<п-

Із цієї тотожності одразу випливає рівність

ррег(ау) і</<і<„ =  (Меі ( ( -1 )<5і->+1 • аі])і<і<і<п.

Таким чином, враховуючи рівності (2.11.1) та (2.4.42), отримуємо 
наступні співвідношення:

рег(6і_,)іі_?=іі2,...,„ =  ррег ( ) =
\ *>І+1 /

=  ааеї Г ( - і ) ^ +1 ь%]
^ г,і+ 1 /
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Але, ОСКІЛЬКИ

ТТ Ьік _  и
1 1  І — "із 1 А . Щ,к+1
К = ]

то справедлива тотожність

рЄг(Ьу)і^=і)2,...,п =  аеі ( (—1) п ,

а разом з нею і наступна

Теорема 2.11.1. [77]. Для квазітрикутної матриці (2.10.1) існує 
перетворення Пойа

Р (В ) =  ( - 1 Г % ,  і, І =  1 ,2 , . . . ,  п, 

тобто справедлива рівність

рег(В) =  <іеі(Р(В)).

Цікавим виявляється той факт, що якщо у квазітрикутній ма
триці (2.10.1) добавити бодай один ненульовий елемент Ьг], і — і  >
— 1, то перетворення Пойа для такої матриці вже не існує.

Справді, нехай В* -  квадратна матриця, отримана із квазітри
кутної матриці (2.10.1) долученням ненульового елемента Ьг], 2 ^ 
І — і. Тоді, внаслідок того, що перманент довільної матриці не змі
нюється від перестановки місцями довільних її стовпців або ряд
ків, перейдемо до нової матриці, в якій і—тий стовпчик міняється 
місцями із ] - тим стовпчиком. При цьому отримаймо перманент 
матриці, в якій на головній діагоналі можна послідовно виділити 
блоки:

[^1і]і [^22Іі • • • і [^ і -1 ,* - і ] і  І̂ і] ] і [^і+1,г+і]> • • • > [^ -2 ,^ -2 ] )

і [^ + 2 ,;+ 2 І ,  • • • , [Ь ггп]*
Ь]-1,]-2 ^-1,л-1 Ь] — 1,1

1*3,3- 2 Ь]г
Ь]+і,]-2 Ь]+і,]-і Ь ] + _
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Таким чином, у вихідному перманенті елементи шести трансверса
лей будуватимуться при допомозі елементів шести трансверсалей 
виділеного блоку

6̂ —1,і
Ь],ї- 2 Ь̂і

та елементів головної діагоналі цієї матриці. Причому три із них, 
які відповідають парним перестановкам, повинні бути додатніми, 
а інші три — від’ємними. Але Пойа довів [138], що так розстави
ти знаки у матриці третього порядку неможливо8. Це і доводить 
наше твердження.

Таким чином, квазітрикутна матриця є максимальною за кіль
кістю ненульових елементів матрицею, для якої ще існує перетво
рення Пойа. Позаяк квазітрикутна матриця складається із (п2 + 
Зп — 2)/2 елементів, то доведена теорема узгоджується із твердже
нням Гібсона [114], що якщо (0,1)— матриця А п-го порядку має 
додатній перманент і якщо перманент А можна подати у вигля
ді детермінанта, приписуючи до елементів матриці А знаки ± , то 
число одиниць у А не перевищує (п2 +  3п — 2)/2.

Доведемо ще одне твердження, яке дозволить знайти нове пе
ретворення Пойа для нижньої квазітрикутної матриці.

8Припустимо, що таке перетворення існує, тоді число мінусів, які припису
ються елементам кожної трансверсалі, що відповідають парній перестановці, 
повинно бути парним, і загальне число мінусів парне. З іншого боку, число 
мінусів на кожній трансверсалі. що відповідає непарній перестановці, повинно 
бути непарним, і загальне число мінусів непарне, а це суперечить попереднім 
міркуванням.
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Твердж ення 2.11.1. Справедлива рівність

а п 1 0 0 0

- 0 2 1 0-22 1 0 0

а з і — «3 2 «3 3 0 0

( — 1 ) п ~ 3а п - 2, і  ( - 1 ) п - 4а „ _ 2,2 ( - 1 ) П _ 5« п - 2 ,3 1 0

( — 1 ) " _ 2 а „ - і >1 ( — 1 ) п - 3а п _ 1]2 ( - 1 ) п - 4а „ - і , з • • • «71 — 1,71 — 1 1

( —і Г ^ а п Д  ( - 1 ) п - 2< Ч 2 ( - 1 ) п - 3а П)3 О-п,п—1 «тг,ті

й п  —1  0 0 0

а 21 0,22 — 1 • 0 0

«3 1  «3 2  «3 3  • 0 0

= (2 .]

« т і - 2,1 «71—2,2 аП- 2,3 - - 1 0

« п —і д  « п - і ,2 « „ - 1,3 . • • «71 —1,71—1 - 1

«п ,1  «71,2 О-п, 3 «71,71—1 «71,71

Доведення. При п =  1 і п =  2 рівність, очевидно, справедлива.
Нехай рівність (2.11.2) справедлива при п — 1 ,2 , . . . ,  к -  1. До

ведемо її справедливість при п =  к. З цією метою розкладемо де
термінант лівої частини рівності (2.11.2) за елементами останнього 
стовпчика на два детермінанти (к — 1)-го порядку, перемножимо 
другий детермінант і кожний елемент його останнього рядка на 
( -1 )  і застосуємо до обидвох детермінантів (к — 1)-го порядку
твердження (2.11.2) при п — к -  1. Але сума двох отриманих до
данків є результатом розкладу правої частини рівності (2.11.2) за 
елементами останнього стовпчика. □

Таким чином, справедлива також
Теорема 2.11.2. [77]. Для квазітрикутної матриці (2.10.1) існує 
перетворення Пойа

{ Ьі і і 1 ^ З ^ і ті,
-1 , і  і — 1,

0 ,  з - і >  2 .
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Відкриті питання

Задача 8. Відомо, що детермінанти квадратних матриць можна 
інтерпретувати як “об’єми” паралелепіпедів у багатовимірних про
сторах. Чи є природна геометрична інтерпретація парадетермі
нантів трикутних матриць?
Задача 9. Для класу парадетермінантів трикутних матриць ви
гляду

/  аі +  Ь? +  с \
\ і — 3 +  1 )

є формула — (2.4.30) на стор. 108, — яка дозволяє обчислювати 
їх набагато простіше, ніж безпосередньо за означенням. Знайдіть 
нові класи матриць, для парадетермінантів або параперманентів 
яких є прості явні формули.

Бібліографічні зауваження

Функції трикутних матриць вперше з’явилися при досліджен
ні задачі про число траєкторій на похилих діаграмах [32]. Назви 
парадетермінант та параперманент для них запропонував О.Г. Га- 
нюшкін.

Приклади 2.4.5, 2.4.8, твердження 2.4.1, 2.4.9, теореми 2.4.4,
2.5.1, наслідки 2.4.4.1, 2.4.4.2 є новими.

Цікавою є задача про максимальні значення парадетермінан
тів трикутних матриць, елементи яких належать даній множи
ні. Зокрема, йдеться про { -1 ,0 ,1 } ,  { - 1 , 1 }  і {0 ,1}-матриці, еле
менти яких належать відповідно множинам { -1 ,0 ,1 } ,  { - 1 , 1 }  і 
{0,1}. Аналогічні задачі для детермінантів квадратних матриць 
відомі як проблеми Адамара і виявилися складними [90]. У 1893 
році Адамар довів, що для матриць, абсолютні величини елемен
тів яких не перевищують 1, виконується нерівність: \сІеі(А)\ їС лД 
(див. [118], [107], [95]). Перманенти (0 ,1)-матриць відіграють ва
жливу роль у дискретній математиці і виникають, перш за все,
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як матриці інцидентності комбінаторних конфігурацій . У комбі
наторних дослідженнях вони почали з’являтися на початку XX 
століття.

Максимальне значення парадетермінанта трикутної матриці з 
елементами із множини {0,1} дорівнює 1. Це легко доводиться 
індукцією за допомогою теореми 2.4.2. Максимальне значення па
раперманента такої трикутної матриці порядку п, очевидно, до
рівнює 2П_1. Використовуючи ці два факти та теорему про зв’я
зок параперманента із парадетермінантом 2.4.5, легко помітити, 
що максимальні значення парафункцій для двох інших класів ма
триць дорівнюють 2П_1. Докладніше про це в [11].

Всі результати параграфу 2.5.1 є новими.
Теореми 2.5.3, 2.5.6 наслідок 2.5.2, твердження 2.5.1, 2.5.3, озна

чення 2.5.1, та рівності (2.5.46), (2.5.54) також є новими.
Формула (2.5.53) була отримана Е. Варінгом, як частковий 

випадок більш загальної формули (див. [69], стор. 397 ). Взаєм
но обернені співвідношення для числа невпорядкованих розбиттів 
натурального числа та суми натуральних дільників цього числа 
читач знайде на стор. 4 в [130]. На стор. 155 ці співвідношення 
подані в термінах парафункцій трикутних матриць (див. (2.5.56) 
та (2.5.57)).

Теореми 2.10.3, 2.10.4 твердження 2.11.1, 2.10.2 та рівняння
(2.10.16), (2.10.17) є новими.

До п.2.11 Лінійні перетворення, які не змінюють значення пер- 
манента, були відкриті у 1962 році Маркусом (М.Магсиз) і Мейем 
(С.Мау) (див. [131]). Докладну бібліографію про перманенти та 
детермінанти та історію їх вивчення читач знайде відповідно у 
[60] та [136].
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Розділ З

Застосування числення 
трикутних матриць

"Все ж  деякі витончені важливі математичні ре
зультати не знаходять практичного застосуван
ня тому, що реальний світ влаштований інакше.
Один фізик-теоретик здобув собі міцний автори
тет тим, що, виходячи із надто загальних мате
матичних припущень, вивів формулу для радіуса 
Всесвіту. Це була дуже вражаюча формула, ще
дро начинена константами е; с; Н; кілька разів у 
ній зустрічалося число тг і було багато квадратних 
коренів. Позаяк він був переконаним теоретиком,, 
його не турбували числові результати. Пройшло 
кілька років, перше ніж знайшлася людина, якій 
захотілося знати, чому ж  дорівнює радіус Всесві
ту.

Виявилося, 10 сантиметрів."
— Стюарт Я., [75], стор. 17.

В цьому розділі ми розглянемо застосування трикутних ма
триць та їх функцій. Зокрема розглянемо їх природний зв’язок із

2 2 0

3 .1 . Д е я к і  с и с т е м и  р ів н я н ь  і ф у н к ц ії т р и к у т н и х  м а т р и ц ь

лінійними рекурентними співвідношеннями, ланцюговими дроба
ми, операціями із формальними степеневими рядами тощо. При 
допомозі апарату трикутних матриць та їх функцій можна отри
мати природне узагальнення ланцюгових дробів, метод побудови 
комбінаторних тотожностей та комбінаторних формул обернення 
тощо.

3.1 Деякі системи рівнянь і функції трику
тних матриць

В цьому параграфі ми розглянемо лише одне допоміжне твер
дження.

Твердж ення 3.1.1. [5]. Системи рівнянь 

хі =  ацЬіХі-і -  ацаі'і-іЬ2Хі-2 +  ■ ■ ■ +  ( —1)*— «** • • • • • а»іЬі, (3.1.1) 

Хі =  (ацЬ\Хі-\ ацаііі—\Ь‘2Хі—2 • • • ~Ь ац . . .  схіі^і), (3.1.2) 

хі =  -(ацЬіХі-і-ацаі>і-іЬ2Хі-2+- ■ . .-апЬі), (3.1.3)

хі =  ацЬ\Хі-\ +  ацйі,і-іЬ2Хі-2 +  . . .  +  <»«•. . .• ацЬі, (3.1.4)

(1 +  8зг(х3 -  1))-
Л о  —  Г

=  Ьі (3.1.5)

де і =  1 ,2 , . . . ,  причому ао =  хо =  1, * х3 =  0 при з < 0, мають 
відповідно розв ’язки

Уз—Г+1
ь -

Хі =  (-1)* (  а.

хі =  ( - 1 ) '

Ьз — г+1

иа - г  /  1«5г^«<і

Ьз—г+1
■~Т 5°з-г ^

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)
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Хі — Ьз—г+1
®ЗГ Г

Ь3—г
(3.1.9)

ЬіХі =  ----- ;--------- г--------------г------------------- --------------- :----- , (3.1.10
О-і +  йі-іО\ +  й і-2Ь2 +  • • • +  Й20І—2 +  а\Ьі-і

де Ьо — 1.

Доведення. При і — 1 справедливість твердження для системи 
рівнянь (3.1.1) очевидна. Нехай воно виконується при

і — 2 ,3 , . . . ,  к — 1.

Доведемо його справедливість для і =  к. Позаяк права частина 
рівності (3.1.1) при і — к, є розкладом парадетермінанта (3.1.6), 
при і — к за елементами останнього рядка, то де твердження, для 
системи рівнянь (3.1.1), справедливе для довільного натурального
і.

Доведемо справедливість твердження для систем (3 .1.2-3 .1 .4 .) 
З цією мстою запишемо їх відповідно у такому вигляді:

хі =  О і і ( - Ь і ) х і _ і  -  ацаі}і-іЬ2Хі-2 +  •• • +  ( - 1) г_1 а іг • . . .  • а ц ( - 1) гЬі, 

Хі ац{ — Ь\)Хі—\ СІцО-і̂ і— і ( Ь2)хі~2 "і” • * • "Ь ( 1) «гг * • • ■ * «гі ( Ьі), 

Хі ацЬіХі-1  О-цЛі̂ і—Х ( Ь2)х і—2 “Ь • • • +  ( 1) «гі ' ■ • * * «гі ( 1) Ьі.

Застосуємо до цих систем твердження для щойно доведеної систе
ми рівнянь. При цьому, виносячи ( —1) із кожного стовпця параде
термінанта, що є розв’язком перших двох систем, і застосовуючи 
теорему про зв’язок парадетермінанта із параперманентом, у ви
падку другої і третьої системи, отримаємо відповідно розв’язки 
(3 .1.7-3.1 .9).

Доведення справедливості твердження для системи рівнянь 
(3.1.5) випливає із розкладу параперманента в лівій частині рів
ності (3.1.5) за елементами останнього рядка. □

2 2 2

3 .2 . П а р а п е р м а н е н т и  т а  л ін ій н і р е к у р е н т н і РІВНЯННЯ

3.2 Параперманенти та лінійні рекурентні 
рівняння

В цьому параграфі ми продовжуємо вивчення лінійних реку
рентних рівнянь, розпочате в п. 1.5 на стор. 36.

Метою цього параграфу є:
a) застосування параперманентів до розв’язання лінійних ре

курентних рівнянь із змінними та сталими коефіцієнтами;
b) виділення початкових умов для яких аналіз послідовностей 

виявляється порівняно простим;
c) доведення деяких загальних співвідношень між членами по

слідовності, що генеруються лінійними рекурентними рівняннями;
<і) дослідження теоретико-числових властивостей загальних ре

курентних рівнянь другого порядку із сталими коефіцієнтами;
е) дослідження нескінченних лінійних рекурентних рівнянь, 

тощо.

3.2.1 Параперманенти та лінійні рекурентні рівнян
ня к—го порядку

Часто буває так, що розв’язати характеристичне рівняння лі
нійного рекурентного рівняння важко, тоді корисною виявляється 
наступна теорема, яка, по суті, є теоремою Стенлі, вираженою в 
термінах параперманентів (див. [73], стор. 301).

Теорема 3.2.1. [46]. Нехай задано два вектори 

а (аі, Д2т «з» • ■ - і «/с)ї

Ь — {Ьо — 1,& і, Ь2, . . .  А - 0 -

Для послідовності {ип} ^ 0- наступні три рівності рівносиль
ні:

1. Лінійне рекурентне рівняння к—го порядку

ип =  аіи„_і +  а2ип- 2 +  а$ип-з + . . .  +  акип- к, п =  к, к + 1, к +  2 ,...
(3.2.1)
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із початковими умовами

Щ =  Ьо =  =  Ьі,и-2 =  Ь2, . . .  ,иь~і - Ь^-і-

2.

(3.2.2)

ип =  ррег(Л„)

« і с і
02
аі а ісг

а-к-і а/с—2 • аіО ;_1
а к -2 “ к-З

ак а<с-і “2 а і
Як- 1 ак — 2 а і

0 а/с «а “ 2
ак - 1 аг аі

0 0 • 0 аь
ак-1

а і

^  «і “ 1 -  п
(3.2.3)

де поправки сі визначаються із рівностей 

Сі — Ьі І ^  ̂а3Ьі~3 І
45 =  1

аі +  аі_і6і +  а{—2Ь2 +  • ■ • +  а2Ьі-2 +  а\Ьі-\
(3.2.4)

і — 1 , . . . ,  к — 1; 
3.

=
г= 1

1 +  Ь, ( і - ^ ) , '  +  Ьг ( і - ^ ) ^  +  . . .  +  ^ - 1 
1 — а\г — а2г2 — . . .  —

(3.2.5)

Доведення. 1. Рівносильність перших двох рівностей випливає із 
того, що поправки

і =  1 , 2 , 3 , ,  к—1
а* +  +  а і-2Ь2 +  ...  +  а2Ьі-2 +  а\Ьі-\
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є розв’язками системи рівнянь (див. твердження 3.1.1, система 
рівнянь (3.1.5) на стор. 221.)

(1 +  5яг(с3 -  1 ) ) ^ ± і  =Ьи г =  1 , 2 , 3 , . . . , * - 1
аз~г ]

і розкладу параперманента в рівнянні (3.2.3) при п =  к, к +  1, к +
2 . . . .  за елементами останнього рядка.

2. Доведемо рівносильність першого і третього рівнянь теоре
ми.

Очевидно, що
ОО

(1  — а\х — а2х 2 — . . .  — аьхк) ■ ( 1  +  щ х*) =
г=1

=  14 -  (г*і — а\)х +  (и2 — а\щ -  а2)х 2 +

+ ( и з  -  а\и2 -  а2и\ -  а з )ж 3 +  . . .  +

+{ик - 1  — о,іиіс- 2 -  а2ик~з — . . .  — а^-2Щ -  а/с_ і )х к~ 1 +
ОО

^  ^('У'і о>іиї—і — а2Щ- 2 . . .  ак—\и{—к+і а^иі-к).
і=к

Замінимо у правій частині останньої рівності щ на Ьі , де і —
1 .2 . . . . , *  — 1 і винесемо Ь\ за перші дужки, Ь2 за другі дужки 
і т. д.

Нехай
Ьі Ь2 Ьз

^1 1 ^2 ! , і С3 — — -  ■ — , . . .
а\ а2 +  аіЬі а$ +  а2Ьі +  аіЬ2

тоді отримаємо рівність.
оо

(1  — а\х — а2х 2 — . . .  — а^хк) • (1  +  щ х1) =
і= і

=  1 +  Ьі ^ 1 ------ ^  х 1 -\-Ь2 ^ 1 ------ ^  х 2 . . .  +  6^—1 ^ 1 - - - - - - - - - -^  х к 1+
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оо
+  5 2 ^ Пі -  а і щ - і  -  а 2Иі_2 -  . . .  -  а ь - іщ -к + і  -  а-кЩ-к) 

і=к

Тепер рівносильність рівностей п.1 і п.2 теореми очевидна. □

Зауваження 3.2.1. З метою збереження загальності міркувань, 
ми спеціально не говоримо про природу компонент векторів а і 
Ь. Ними можуть бути як числа із деякого числового поля, так і 
деякі функції.

Зауваження 3.2.2. Матрицю Ап із рівності (3.2.3) назвемо ма
трицею лінійного рекурентного рівняння (3.2.1) із поча
тковими умовами (3.2.2).

Зауваження 3.2.3. Ліву частину рівності (3.2.5) називають ге
нератрисою послідовності {ип}$£1д.

Проілюструємо теорему 3.2.1 на наступному прикладі.

Приклад 3.2.1. Нехай а =  (1,1,1), Ь =  (1,1,1). Тоді теорема
3.2.1 стверджує, що для послідовності {ип}^=і наступні три рів
ності рівносильні:

1. Рекурентне рівняння 3 -го  порядку

ип — ип—\ -4- ип—2 -Ь ч-п -з: 

із початковими умовами

ио =  щ =  '«2 =  1.

2.
■ 1

1 1
2

1 1 1
0 1 1 1

0 0 1 1
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тут поправки дорівнюють

С —  —  —  1 С —  ^2 _  1
а\ ' а2 +  а\Ьі 2

3.

1 +  1 ■ (1 — 1)х +  1 • (1 — 2)х2 1 - х 2 ^  і
1 —х — х2 — х3 1 — х — х2 — х3 2.*/и%і—1

Результат п.З можна отримати іншим, дещо довшим, способом. 
Нехай

ОО

/ (х )  =  1 +  У и пхп.
71=1

Враховуючи початкові умови, отримаємо рівність

ОО

/ ( х )  — 1 +  X +  х2 +  5 2  ипХП.
71=З

Використаємо вихідне рекурентне рівняння

ОО

/ (х )  =  1 +  х  +  х2 +  2^(ип_і +  ип_ 2 +  гіп-з)^п =  1 +  х +  х2+ 
72=3

ОО ОО ОО

+ х 5 2  ип~іхп~1 +  х2 5 2  ип- 2Хп~2 +  х3 5 2  ип-зхп~3 =  1 +  х +  х2+
71=3 71=3 71=3

ОО ОО ОО

+ х  5 2  ипхп +  х2 5 2  ипхп + хз 5 2  ипхп =
71=2 71=1 71=0

=  1 +  X +  х2 +  х ( / (х )  — 1 — х) +  х2( / (х )  — 1) +  х3/(х ). 

Знаходимо / (х )  із останньої рівності.

3 .2 . П а р а п е р м а н е н т и  т а  л ін ій н і р е к у р е н т н і  р ів н я н н я
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Якщо у теоремі 3.2.1 всі поправки Сі, і =  1 ,2 ,3, . . . ,  А; — 1 до
рівнюють одиниці, то маємо

Ьі

або

=  1, і =  1,

Ьі — аі6і_і 4- а2Ьі—2 +  ■ • • 4- аі-іЬі +  оц, і — 1,2 ,3 , . . . ,  к — 1.

Але, остання система, згідно з твердженням 3.1.1 (див. стор. 
221) має розв’язок

Ьі —

а\
аг 
а  1 а і

а, а»-і
- Ді—1 0>і — 2 аі

, і =  1 ,... ,к.

Отже, початкові умови (3.2.2) для рекурентного рівняння (3.2.1) 
приймуть вигляд

щ  =  1, щ =

а\
02.
а і

а і

аі О і -1  
О і-1  а г —2 ■ аі -1 І

, і =  1 , . . . , к -  1. (3.2.6)

Початкові умови (3.2.6) для рекурентного рівняння (3.2.1) назве
мо нормальними початковими умовами[46], а послідовність, що 
генерується рекурентним співвідношенням — нормальною послі
довністю.

Отже, справедливий наступний

Н аслідок 3.2.1.1. Нехай задано два вектори 

а =  (а-і,а2,аз , .. .  , а^),

Ь — (Ьо — 1, 61, 62, • • • ,Ь)с_х),
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де Ьі =

а і
02аі

а»-і о>-2
|_ аї—2 з аі

ш :
Для послідовності наступні три рівності рівносиль-

1. Лінійне рекурентне рівняння к—го порядку

ип =  аіип- і  +  а2ип- 2 +  аз«п-з +  • - - +  акип^к, п =  к,к +  1,к +  2 , . ..
(3.2.7)

із початковими умовами

ио — Ьо — 1,иі =  Ьі,и2 =  Ь2, . . .  =  Ьк-\.

Нп —

3.

а і 
“2 аі

ак 
а/с — 1

О

«1

«ь-і
а/с- 2

Ок-1

а і
“2аі

аь
Ок-1

а 1

22
аі аі

, п =  1,2,3,.

1
1 — аіх — агх2 — . . .  — а^х'

щх

(3.2.8)

(3.2.9)
г=1

Легко також довести, що якщо початкові умови рекурентного 
рівняння нормальні, то всі поправки в теоремі 3.2.1 дорівнюють 
одиниці. Отже, нормальні початкові умови (3.2.6) разом з рівністю
2. теореми 3.2.1, при Сі =  1, і =  1 ,2 ,3 , . . . ,  к — 1, дають рівність 2. 
цього наслідку.

229



РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАН Н Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

Приклад 3.2.2. Розглянемо лінійне рекурентне рівняння к—го 
порядку із сталими коефіцієнтами

-  тг^п-1 +  7Т«п-2 -  . . .  +  ( - 1  )к^ и п- к =  0, (3.2.10)
0! 1! 2! 

і початковими умовами

ііі — .. , і — 1 ,2 , . . . ,  к 
і\

(3.2.11)

Знаходимо поправки 

Сі =

кі кг - і  кі - г  ( ( к^-=- к1 і { і л і—1 6 й
1! ‘ (г—1)! 2! ' (г—2)! +  Ч  ^ГїуТ Ц +  V *-) г! ' 0!

де і — 1 , . . . ,  к. Але знаменник останнього дробу співпадає із пра
вою частиною тотожності (3.2.74) (див. стор. 277), при т =  к, п =
і. Отже, Сі =  1, і — 1 ,2 , . . . ,  к і умови (3.2.11) є нормальними для 
даного рекурентного рівняння. Таким чином, розв’язком даного 
рекурентного рівняння є параперманенті

к 
к- 1

2

2
6-1

_  1 
к

0

з
6—22

' 6 - 1  
_  1 

6

к
6 - і
2

6 -2
З

к
6 - і

2

6 - 1

(3.2.12)

1 Параперманент (3.2.12), згідно із теоремою 2.4.5, можна подати у вигляді 
парадетермінанта аналогічної трикутної матриці із додатніми елементами.
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а генератрисою -  функція 

/ ( * )  = 1 _ ^ Х1 +  | Х2 _ . . .  +  (_1) 6 6̂  6 ’ 6! ж

Приклад 3.2.3. Розглянемо рекурентне рівняння

ип — і и-п—2

із початковими умовами

■ио =  Ьо =  1, « і  =  Ьі =  х,

при допомозі якого можна згенерувати многочлени Чебишева дру
гого роду. Знайдемо поправку сі :

сі Ьі_
аі

1.

Таким чином, послідовність многочленів Чебишева другого роду 
є нормальною послідовністю і параперманент матриці даного ре
курентного рівняння має вигляд:

0 0 0

0 0 0

Генератриса цієї послідовності многочленів, згідно із наслідком
3.2.1.1, має вигляд:

щг =
і= і 1 — хг +  г2’
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Теорема 3.2.2. Нехай задана генератриса

1 +  діг +  <і2г2 +  .. - +  дк-із** 1
/ (* )  = (3.2.13)

послідовності {ип}^=1. Тоді ця послідовність задовольняє реку
рентне рівняння

— а\ип—і <22«7і—2 +  

із початковими умовами

СІкПк

и0 =  1, щ =

аі +  ді 
а2+<̂ 2

аі

< 4-1

а і

а-і-1  
а»-2 аі

(3.2.14)

Доведення. Те, що генератриса (3.2.13) генерує послідовність

К } “ і,

яка задовольняє рекурентне рівняння

ип — аіи^—і “Ь «2^?г—2 • • ■ +  акик

безпосередньо випливає із теореми 3.2.1. Згідно з цією теоремою 
справедлива система рівностей

1 -  -  ) =  ді, і =  1 , 2 , 3 , . . . , * -  1,
а/

яка із врахуванням (3.2.4) може бути зведена до системи рівностей

Ьі =  аіЬі-і +  а2Ьі-2 +  . . .  +  аі-іЬі +  аі +  <іі, і =  1 ,2 ,3 , . . . ,  к — 1.

Але ця система є розкладом параперманента правої частини рів
ності (3.2.14) за елементами останнього рядка. □
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Приклад 3.2.4. Нехай задана генератриса

1 + З г  -  2г 2 
П г ) ~  1 - г 2 +  2г3 '

ЧИСЛОВОЇ ПОСЛІДОВНОСТІ Знайдемо для неї відповідне ре
курентне рівняння з відповідними початковими умовами.

Тут ді =  3, о?2 — ~ 2; аі =  0, а2 — 1, аз — —2.
Знаходимо початкові умови:

Ьі — {аі +  ді\ = 3 , 62 =
аі +  ді 
а2+<̂ 2 

аі
3

5*

1 °|н
-

О 1

=  -1 .

Таким чином, маємо рекурентне рівняння

ип =  ип—2 2а„_з 

із початковими умовами

щ  =  1, щ  =  3 ,42 =  —1.

3.2.2  Нескінченні лінійні рекурентні рівняння

"... і біжу я сам за собою, 
і не в змозі себе догнать. "

— Є.Євтушенко (Із вірша, 1954 Р-)

У попередньому параграфі ми вивчали способи задання по
слідовностей при допомозі скінченних лінійних рекурентних рів
нянь, генератрис та параперманентів трикутних матриць. При 
цьому ми акцентували увагу на зв’язки між цими способами за
дання послідовностей.

У цьому параграфі ми розглянемо нескінченновимірний ана
лог наслідку 3.2.1.1 теореми 3.2.1 та за даною числовою послідов
ністю побудуємо лінійне рекурентне рівняння, яке ця послідов
ність задовольняє.
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Наслідок 3.2.1.1 справедливий також на випадок нескінченно- 
вимірного вектора

а =  (аі,й2,аз , . . .)

тобто справедливе

Твердж ення 3.2.1. Нехай маємо вектор

а — (аі,а2,аз , ...).

Для послідовності {г і„}^ і0, наступні рівності рівносильні:
1.

ио =  1, ип =  а\ип—\ -Ь а2ип—2 “Ь а3ип—3 , п 1,2, . ..  (3.2.15)

2.
щ  =  1, иі — [аі], и2 —

а і
аг
Оі а і

3.
і 00

____________ І____________ =  1 +  7 "1 — аіг — а2г2 — азг3 — . . .  “
гиг .

Доведення. Рівносильність рівностей п.1 і п.2 стає очевидною пі
сля послідовного розкладу параперманентів із п.2 за елементами 
останнього рядка.

Рівносильність рівностей першого і третього пунктів випливає 
із рівності

/  °° д
(1 — а\г — а2г2 — азг3 — ...)• І 1 +  ^  ’

V і= і
Ні 2 =

=  1 +  -  аігіг_і -  а2Щ-.2 -  . . .  -  а^ио)гг,
і= 1

яка можлива лише тоді, коли виконуються рівності

щ -  аіЩ-і -  а2Щ-2 -  . . .  -  аіЩ =  0, і =  1,2,.

□
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Зауваження 3.2.4. Матрицю

(  аі 
02 
оі

А =

а і

&п а п —1
Дп-1 ап- 2 аі

V

назвемо матрицею нескінченного лінійного рекурентного 
рівняння (3.2.15).

Приклад 3.2.5. Нехай маємо вектор

а =  (3, —4,4, —4,4, —4,4, . . . ) ,

тоді для послідовності {ап}^_0, ио — 1 рівносильні наступні рів
ності:

1.

ип - Зі/уі-і 4муг_2 з 4 -|- 4ип_5 4ип—§ -Ь. . . ,  (3.2.16) 

2.

З
—4 о

и-п. —
- 4
з

_4_
- 4

( —1)” _ 1 4 ( —1)п _ 2 4 (—1)п _ 3 4 ( —1)п _ 4 4 0
(_1)п-24 (_1)п 34 (_1)п 4 4 (_1)п-Б4 ■ О

'  3
- 4  о
3 А 

- 1  = 1  1 Я 3

1 1 
(

—  33 Л

т—Н 1т-Ч1
---------------1

- 1  - 1

3
4
З

1 1

З

1
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де п =  1 , 2 , ,
3.

1 °° 
т  =  1 - З г  +  4 ^ - 4 гз + 4 2‘ - 4 2« +  . . .  =  1 +  £ (й  +  1 К 'г = І

Із рекурентного рівняння (3.2.16) легко знайти загальний член 
послідовності ип, п =  1,2,---- Дійсно,

и\ — Зщ =  З,
•іі2 — Зиі — 4ио — 5,
и3 — Зг<2 — 4иі +  =  7,
и4 =  Зи3 — 4г*2 +  4иі — 4ио =  9.

Очевидно, ми щіємо справу із послідовністю непарних чисел. При
пустимо, що иь =  2к +  1 .  З г і д н о  і з  припущенням повинна викону
ватись рівність

2к+1 =  3(2/с—1)—4{2&—3)+4{2&—5) —.. .+ ( - 1 ) к_24 -3 + (-1 )* -14-1, 

справедливість якої випливає із того, що 

4<(2/с -  1) -  (2к -  3) +  (2к -  5) -  . . .  +  ( -  1)к~2 • 3 +  (—І)*-1 • 1) =  4к.

Отже, наше припущення справедливе і, таким чином, встановлено 
справедливість рівності

яку безпосередньо встановити важче.
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Відзначимо також, що генератрису для цієї послідовності мо
жна спростити:

1 , , \ 42 1 — 2г +  г2
=  1 +  2 - 4 г ( 1 -  2 +  г2 -  гл +  .. •) =  1 + 2-

/ (2 )  "  ' 1 +  2 1 +  2 

Отже,

^  <3 217) 
Тепер, за виглядом генератриси (3.2.17) можна спростити і саме 
рекурентне рівняння (3.2.16). З цією метою використаємо твер
дження 3.2.2.

Знаходимо коефіцієнти лінійного рекурентного рівняння дру
гого порядку

а\ =  2, а2 =  —1.

Знаходимо початкові умови

ио =  1, иі — аі +  ді =  2 +  1 =  3.

Таким чином, маємо рекурентне рівняння

ип =  2ип—і ип—2 

із початковими умовами

ио =  1, их =  3.

Якщо задана деяка послідовність, то можна знайти рекурен
тне рівняння, якому задовольняють члени цієї послідовності і її 
генератрису. Але, розв’язуючи задачі такого типу, ми аргіогі вва
жаємо, що послідовність є нормальною.

Справедлива наступна

Теорема 3.2.3. [47]. Члени нормальної послідовності

ио =  1,иі ,и2, . . .  (3.2.18)
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задовольняють лінійне рекурентне рівняння

ип =  аіип-\ +  о,2Мп_2 +  азип_з +  . . . ,

де

а% =  ( -1 ) і—II
щ
ш
и\

Щ

<3.2.19)

(3.2.20)
« і  « і - 1

« і - 1  « і -1 и і

Доведення. Позаяк, послідовність (3.2.18) нормальна, то, згідно з 
наслідком 3.2.1.1, справедливі рівності

аг
02
а\ а і

а г Дг-1 
- 0>і— 1 0>і — 2 а і

— Ні, і 1 ,2, . . . ,

з яких можна знайти коефіцієнти а,, і =  1 ,2, . . .  лінійного реку
рентного рівняння (3.2.19). Але ця система, згідно з твердженням 
3.1.1 має розв’язок (див.(3.6.4), стор. 335)

(-1 ) і - 1 /
и і 
«2«1 и і V і - 1 , 2 , . . . .
«і Щ-1 

« і - і  « і - і «1

□

Приклад 3.2.6. Знайдемо кілька перших членів рекурентного 
рівняння, яке задовольняє послідовність чисел р(п), що дорівню
ють числу невпорядкованих розбиттів натурального числа п на 
натуральні доданки. Запишемо перші 25 членів цієї послідовно
сті.

1 +  х +  2х2 +  Зх3 +  5х4 +  7х5 +  11х6 +  15х7 +  22х8 +  ЗОх9 +  42х10+
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+56Х11 +  77х12 +  101х13 +  135х14 +  176х15+ 231х16+ 297х17+ 385х18+

+490х19 +  627х20 +  792х21 +  1002х22 +  1255х23 +  1575х24 +  . . . .

Знайдемо перші 24 коефіцієнти шуканого рекурентного рівняння 
за формулою (3.2.20):

1 , 1 , 0 , 0 , - 1 , 0 -  1,0,0,0 ,0,1,0,0 ,1,0,0,0 ,0,0,0 ,-1 ,0,о , . . . .

і кілька перших ненульових членів шуканого рекурентного рівня
ння

ип =  нп—і ~\~ип—2 — ип—5 ип—т\-ип—і2"Ь«п—15 ^п—22 • • ■ • (3.2.21)

Таким чином, ми отримали достатньо індуктивного матеріалу, 
щоб знайти закон, якому підпорядковується права частина ре
курентного рівняння. Ойлер показав (див. [78]), стор. 246), що 
загальний член цього рекурентного рівняння має вигляд

(—1) и з к2_к +  (—1) и зк2+к, к =  1 ,2 ,3, . . . .
71 2 2

Зауважимо, що початковою умовою для знаходження числа 
невпорядкованих розбиттів натурального числа на натуральні до
данки є співвідношення

р{0) =  1, р(т) =  0, т <  0.

Слід також відзначити, що число <т(п), яке дорівнює сумі всіх 
натуральних дільників натурального числа п також задовольняє 
рекурентне рівняння (3.2.21), але початкова умова має вигляд

<т(0) =  п, а(т) =  0, т < 0.

Приклад 3.2.7. Знайдемо рекурентні рівняння, які задовольня
ють числові послідовності:

и0 =  1,щ  =  2, и,2 =  3, «з — 4, щ  =  5, щ  =  6, щ  =  7 , . . . ,  (3.2.22)
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и0 =  1, и\ =  1, и.2 =  2 ,щ  =  3 , щ  =  4, « 5  =  5, ие =  6 , . . . ,  (3.2.23)

ио =  1, и\ =  3, и2 =  4, и3 =  5, щ  — 6, «5 =  7, и6 =  8 ,-----  (3.2.24)

Знаходимо коефіцієнти рекурентного рівняння за формулою
(3.2.20).

а1 =  (-1)°(2) =  2,а2 =  ( -1 ) іу  2 ^ = - 1 ,  а3 =  ( -1 ) 2̂ |  2 ^=0.

Припустимо, що аз =  «4 =  . . .  =  ак- і  =  0, тоді

ак =  { - \ )к~1(  2 2 \ =  ( —1)к~1(2 ■ 0 — 3 • 0 +  . . .  +

к+1 к 
Іс к—1

+ ( - 1) '= -1(^  -  1) • 1 +  ( - 1) * *  • 2 +  ( - 1) * + 1 (А; +  1) • 1) =  0 .

Отже, маємо аі =  2, а2 =  —1 і дана числова послідовність задо
вольняє лінійне рекурентне рівняння

ип 2ип_і ип- 2-

Для числової послідовності (3.2.23) коефіцієнти відповідного 
рекурентного рівняння з врахуванням рівності (2.4.43) ( див. стор. 
119), мають вигляд

. . .  ̂ • ( 0, если г =  Зв,
аг =  /  -г— г— т— )  =  < 1, если г =  Зя 4- 1,

\% 3 +  і] / —1, если г = Зя + 2.

Отже, послідовність (3.2.23) задовольняє нескінченне лінійне ре
курентне рівняння

ип — Хіуі— 1 ~Ь ип—2 Тіп—4 ип—Ь “Ь ТІ-п—7 4” ип—8 'О'П— її -(-•••,
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і її генератрисою є функція виду

=  1 -  г -  г2 +  г4 +  г5 -  г7 -  г8 +  г10 +  г 11 -  ..

або

1 _ 1  ~Ґ1 _ 3  , „ 6  „ 9  і \ Л / л  „З , _6 . 9 ,  \ 1 - 2 - 2 2 +  23. =  1 — 2( 1— 2 +2 —2 + . . . )  — 2 (1 — 2 +2 —2 + . . . )  = ----- ------5----- ./ (2 )  1 +  23

Звідси маємо
1 +  *3 

/ ( ^  1 -  2 -  22 +  23 ‘

Знайдемо рекурентне рівняння, яке задовольняє числова по
слідовність (3.2.24). Внаслідок рівності (3.11.8) (стор. 476), коефі
цієнти рекурентного рівняння дорівнюють

аі =  ( - 1  У~1Р'і+2, І =  1 , 2 , . . . ,

де Рп — числа Фібоначчі.
Отже, числова послідовність (3.2.24) задовольняє нескінченне 

лінійне рекурентне рівняння

ип =  3ип—і — ^ип~2 -Ь 8ип—3 13ип_4 -Ь . . . .

Цьому нескінченному рекурентному рівнянню відповідає генера
триса

1
^  1 -  32 +  522 -  823 +  1324

Тому
1 00 _  =  1 + £ ( - 1 ) ‘ Г ( і +  2 У  =

і= 1
СЮ ОО

=  1 +  £ ( - 1  У(Р(І + 1) +  Г(і))г{ = 1 +  ^ ( - 1 ) ^ ( г  +  1 ) 2 4
г=1 г=1

оо оо оо

+ ^ 2 ( - і у Р ( і ) г і =  1 - г У /( - і у - 1Р (і+ 1 )г^ 1+ г 2^ 2 { - і у - 2Р{і)2і-2 =
і=  1 г=1 г=1
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1 -  2 5 2 ( - і у Р ( і  +  2)2і +  г2 5 2  Ь 1) ^ *  +  =
г=0 і = —1

=  1 -  г ( і  +  —!-т^ + 2 2 ( - 2 - 1 +  1 +  1
/ о о ;  V / < * ) / ’

Звідси

* =  1 -  я (і +  тт~г1 +  г2 ( - г ^ 1 +  1 +
т  V ж >; V я * ) / ’

або, кінцево
, ,  ч 1 +  2 - г 2 
П г) =  1 - 2 »  +  ^ '

Розглянемо деякі випадки, в яких при допомозі нескінченно
го лінійного рекурентного рівняння, коефіцієнти якого задаються 
нескінченновимірним вектором, можна побудувати дробово раціо
нальну генератрису, чисельник і знаменник якої є деякими мно
гочленами.

Приклад 3.2.8. Нехай нескінченновимірні вектори а, при допо
мозі яких задаються нескінченні рекурентні рівняння мають ви
гляд

аі —  , а 2 , . . . ,  а к , , & 2 ,  • • • і « £ >  « і ,  - ■ •) ,

0, =  (&і, &2, • • • ї «/сі «І, «2> • • • 5 «її • • *)5

а =  ( &2, • • * і «6? « і, «2, • • • і «/о «її • • •)’

тоді, згідно з твердженням 3.2.1, їм відповідають генератриси ви- 
ДУ

т \ — а \2 — . . . - а к2к - а \ г к+1 — а22к+2 —. . .  — ак22к — а\22к+1 —. . .  ’
(3.2.25)

^ г  ̂ 1 — а іг  — . . . — аіс2к+ а і 2к+1 +  а.22к+2 +  . . .  +  ак22к — а\22к+1 —..
(3.2.26)
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/ (* )  =  '1 +  а\2+ . . ,+ акгк — аігк+1 —а2гк+2 —.. .  — акг2к+ а іг2к+1 + . 
які легко спростити, відповідно до вигляду

1 -  2к
/ (* )  = 1 — а\2 — а2г2 — . . .  — (ак +  1)гк ’

№  =  7-- - 1  + гк ,--------------------7ГТ ’ (3.2.27)1 — а\2  — — . . .  — (а& — 1)гК

1(2) = ------------------- ------------- 7---------—г. (3.2.28)1 +  а\г +  а2г2 +  . . .  +  (ак +  1)гк

Зведемо, наприклад, генератрису (3.2.26) до вигляду (3.2.27). 
Маємо

—7-у  =  1—аі2—а222—. . .—ак2к+ а ігк+1+а22к+2+. ■ .+а,к22к—сц22к+1—. .. =
Д2)
=  1-а і2 (1 -2к+22к- . . .)—а222( 1—2к+22к—. . . ) - . .  .-а к2к(1 -2к+22к- . . .) =

а\2 а2г2 ак2к 1 — а\2 — а2г 2 — . . .  — (ак — 1)гк 
1 + 2к 1 +  2к 1 + 2к 1 +  2к 

Таким чином, ми отримуємо генератрису (3.2.27). Решта випадків 
аналогічні.

У багатьох випадках корисною виявляється наступна 

Теорема 3.2.4. [47]. Нехай задано вектор

а =  (аі ,а2,а3, ...), 

компоненти якого задовольняють рекурентне рівняння

«п — ^і«п—і ^2«7і—2 “Ь • • - “Ь /о ^ — 1,2,3, . . .  (3.2.29)

де ао =  1. Генератрисою послідовності {?хп} ^ 1, яка задовольняє 
рекурентне рівняння

Щ — 1, нп — а\ип—\ Ч- а2ип—2 азип—з . . . ,  (3.2.30)
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є функція / ( г )  виду

1 — Ші 2 — и)2Х2 — а>з23 — . . .  — Шк2*
1 —(оі+ші)2 —.. ■ ■ ■~^к-2Чі+^к-\)2к~1 ~^к^к

(3.2.31)

Доведення. Згідно із твердженням 3.2.1, для послідовності {игг}^ =1, 
рекурентне рівняння (3.2.30) відповідає генератрисі 

/(* )  =  1

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАНН Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

1 — а\г — а222 — аз23 — . . .

Тому,

1 ОО

\ Л І 2 ——- — 1 -  у <Ц2 =  1 -  а\2 — а2г - . . . - а к-\2‘
№  и

к—1

^^(<^1агг-1 +  ^20п-2  +  • • • +  Шкап -к )гП ~  
п=к

оо
і 2 1с_1  ̂ л »і_і1 — а\х — — а /с _ іг  — > а п _ і 2  —

п=к

оо оо
2 \  л п —2 к \  л п —к

- и 2г 2 ^  ап~2г “  * *в “  2 ^  ап-к* =
п=к п=к

оо
- 2 Іс_1 1 ті1 — а\х — а^г — . . .  — а & _ > апг —

п = к —1

оо оо
-Ш222 ^  ап2п -  . . .  -  Шк2к ^ 2  ап2П — 

п=к—2 п= 0

=  1 — а \2 — а222 — . . .  — ак_ і г к~ 1 +

-\-и)\2 “І” а 1г а2г2 +  • • • +  а,к-2%к 2 +   ̂^ +
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+ и > 2 ( — 1 +  аіг +  +  . . .  +  ак-з2к 3 +  /("""") ^

+  . . .  +  шк-\гк 1 ( —1 +  . . ] +  Г—1 +
№ )  V т

Отже, маємо рівність
1

/со
1 - ( а і + ш і ) г - . . . -  (ак- і - и і а к- 2~- ■ . - и к- 2а\+ик-\)2к~1 -2 и кгк

1 — и)\2 — и>222 — Шз 23 — . . .  — и)к2к
□

Наведемо ще один приклад, який ілюструє теорему 3.2.4.

Приклад 3.2.9. Нехай задано нескінченне рекурентне рівняння

ип — нп—\ Зип—2 ~Ь з -Ь 21'ї/^_4 -{-55ї/уг_5 ~Ь.. .  ~Ь Р2к—\ип—к -Ь. . . ,

де Рп — числа Фібоначчі. Коефіцієнти цього рівняння задоволь
няють лінійне рекурентне рівняння другого порядку

0,п — 3 Оп — 1 «тг—2'

Отже, и>і — 3, и>2 — —1 і генератриса числової послідовності 
К } ~ =1, згідно із теоремою 3.2.4, має вигляд

1 - 3  2 +  22 
№ )  =  1 -  4г +  22'

3.2.3 Теоретико числові властивості послідовностей

Рекурсії та послідовності чисел чи многочленів, що ними гене
руються, виникають у різних галузях математики, причому багато 
задач алгебри і особливо теорії чисел, зводяться до дослідження 
їх властивостей. У більшості робіт присвячених дослідженню вла
стивостей послідовностей, їх властивості вивчаються незалежно
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від рекурентного рівняння, що їх породжує. Такий підхід часто 
ускладнює процес досліджень.

Даний параграф присвячений дослідженню загальних власти
востей послідовностей з використанням лінійних рекурентних рів
нянь, що їх породжують та апарату параперманентів трикутних 
матриць.

Означення 3.2.1. Два рекурентні рівняння з деякими початко
вими умовами назвемо еквівалентними, якщо вони генерують 
одну і ту ж числову послідовність.

Виділимо із рекурентних рівнянь (3.2.1), які задовольняють 
початкові умови (3.2.6), один важливий клас рекурентних рів
нянь.

Теорема 3.2.5. Рекурентне рівняння (3.2.1) порядку к, (1 < к) 
з нормальними початковими умовами (3.2.6), коефіцієнти якого 
задовольняють рівність

аі +  а2 +  ■ ■ ■ +  ак — І: (3.2.32)

еквівалентне рекурентному рівнянню виду

’і’п =  ( ^ і  — 1)і>п- і + ( а і + “ 2 —1)*>П_2Ч--------- К а і +  ' ' ' + а /с-1 _ 1 ) г’п - /с + 1  +  1і
(3.2.33)

де 2 < п , із початковими умовами

V̂  =  \,V  ̂=  V-^ =  ■■■ =  у2-к =  о. (3.2.34)

Доведення. Доведемо, що рівність

уі =  щ (3.2.35)

виконується для всіх натуральних значень і.
За умовою теореми рівність (3.2.35) справедлива при і — 1. 

Нехай рівність (3.2.35) справедлива при і =  1, . . . ,я.  Доведемо,
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що вона виконується також при і — з +  1.

=  (аі — 1) • ь3 +  (аі +  аг — 1) • г>3_і + ----- 1-
=  («і +  • • • +  а£_і — 1) • у8- к+2 +  1 =
=  (аіи3 +  а2и3-1 +  • • • +  ак-іУ3- к+2 +  аку3- к+і) +
+  (—у3 +  (аі — 1) • +  • • • +  (аі +  • • • +  ак_2 ~  1) ' х,з-к+2) +
“І" 1 ®кУз—6+1-

Позаяк за припущенням

Х>і =  щ, і =  з — к +  1 , . . . ,  5

, то вираз у перших дужках є розкладом параперманента для 
и3+1 за елементами останнього рядка. Отже, враховуючи рівність
(3.2.32) остання рівність може бути подана у вигляді

8̂+1 =  «8+і +  (—У3+(аі — 1)-г>8_і-|------І-(аН------Ьа^-і —1)-,оя_*:+і +  1).

Вираз у других дужках останньої рівності, внаслідок (3.2.33) до
рівнює нулю. □

Примітки: 1. Для рекурентного рівняння

— Сії • ип—\ 0-2 * 2

другого порядку нормальні початкові умови мають вигляд

и\ =  1, и2 =  а\.

Рівняння
ип — 2 * ип—\ ип—2,

належить до класу рівнянь (3.2.33) із умовою (3.2.32), та нормаль
ними початковими умовами і генерує послідовність натуральних 
чисел. Це рівняння з початковими умовами

щ =  з, и2 =  г +  з
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генерує арифметичну прогресію

и п =  г  • ( п  — 1) +  5, п  =  1,2,___

Легко доводиться твердження, що для довільного натурального 
5, що задовольняє нерівність 1 < з, послідовність з-тих степенів 
натуральних чисел генерується деяким рекурентним рівнянням

Нп -— <3.1 " ^п—1 “Ь * 'У'П—2

з нормальними початковими умовами, коефіцієнти якого задо
вольняють умову (3.2.32).

2. Якщо а\ +  а2 =  1, то рекурентне рівняння

ип — ■ ип—\ -Ь 0,2 * ип—2

з нормальними початковими умовами генерує послідовність

п— 1
п — ^ (̂ а2) і п  — 1 , 2 , . . .и

і=о

Якщо, крім цього, виконується нерівність 0 < а\ ■ 0,2, то справе
длива рівність

Ііт  ип =  —
п-¥оо 0,2 +  1

Теорема 3.2.6. [31]. Якщо послідовності { г х * , {ип}^_1 задо
вольняють відповідно рекурентні рівняння

ип =  « і < - і  +  Я2<_2 +  • ■ • +  аки*п_к, п =  к +  1, к +  2 , . . .

Пуі — -\- о,2Нп—2 “Ь * * * -(- О'к'̂ п—к) тї — к -\-1, к -(- 2, . . .

к-го порядку із відповідно загальними початковими умовами

и\ =  ^\,и2 ~  2̂)из =  Ь3, ■ ■ ■ , ик =  Ьк.
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і нормальними початковими умовами

Щ — 1, щ

а і 
“2.аі аі

оі Д і-і 
|_ аі_х аі_2 а і

, і — 2 , . . . ,  к,

і- 1

причому к < г ,  то виконуються співвідношення

£
і—1

0>і  ̂  ̂ ^'^г+з—г—.7 + 1
мі=г—г+1

(3.2.36)

Доведення. За наслідком 3.2.1.1 параперманент (3.2.8) є розв’яз
ком рівняння (3.2.1) з початковими умовами (3.2.2). Розкладемо 
цей параперманент, при тг =  г +  з, за елементами вписаної пря
мокутної таблиці Т(г). При цьому, якщо — деякий елемент 
вписаної таблиці Т(г), то перший ріг Яу-ід його алгебричного до
повнення Ріі — ррег(в^-ід) ■ ррег(Вт+я̂ іі1+і), крім коефіцієнтів 
рівняння (3.2.1), буде містити в собі поправки ж*, і =  1 , . . . ,  к, які 
задаються рівностями (3.2.4). Тому параперманент рога ід є 
,7-тим членом послідовності У другому розі ці поправ
ки дорівнюють одиниці, тому його параперманент є (г +  8 — і)- 
тим членом послідовності {ип}^=1. Очевидно, що Ь%2 =  0, якщо 
к — 1 < і — і  і 1, якщо 0 < і — і  < к. Якщо і — )  =  к — 1,
то Ьц =  ак, і =  і  +  к — 1 і і  приймає значення від г -  к +  1 по 
г, тому всі доданки, які входять в розклад параперманента ит+8 
за елементами таблиці Т(г), що містять коефіцієнт ак рівняння 
(3.2.1), ввійдуть до суми

о,к ’ ^  ̂ и^г+з—ї —к+Х'
І= г -к + 1

к] =  ак_ і, і =  ]  +  к — 2, з =  г -  к +  2 , . . . ,  г
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і аналогічна сума має вигляд

г

®к—1 ' ^  '  иі иг+з-і~к+2-
у=г—к+2

Продовжуючи процес обчислень таких сум, через (к — 1) кроків 
буде виконуватися рівність І — ]  =  0, тобто прийдемо до суми

г

Яі • ^ ]■
І~ г

Таким чином, індекс і коефіцієнтів аг буде приймати значення 
від 1 до к і розклад параперманента и*+3 за елементами вписаної 
прямокутної таблиці Т(г) буде мати вигляд (3.2.36). □

Запишемо рівність (3.2.36) відповідно при к =  1,2,3:

Г̂+З =  У'Г̂ '8'І
и*+3 =  а\и*и3 +  а2(и*_1и3 +  и*гі8_і),  (3.2.37)
и*+8 =  а\и*и3 +  а2(и*_1и3 +  и*и8̂ і) +

+  а3(и*_2и8 +  і +  и*и8- 2).

При допомозі рівності (3.2.37), заміною г н а г  +  ( можна отри
мати рівність

(3.2.38)

Н аслідок 3.2.6.1. Якщо послідовність задовольняє ре
курентне рівняння (3.2.1) із нормальними початковгіми умовам,и
(3.2.6) то для її членів виконуються співвідношення

к

£
т—г+1

'М‘іУ 'Г + 8—і — ,7+1 (3.2.39)
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Справедливість цього наслідку безпосередньо випливає із тео
реми 3.2.6.

Запишемо співвідношення (3.2.39) при к — 1,2,3.

к — 1 . — а\иги3,
к —— 2 . и̂ -̂ -з — а\иги8 —1— а2(и̂ .—1̂ 5 —1— и^и8—і)?
к —— 3 . и̂ .-̂ -3 —— а\и^и8 —1— о2(иу.— -І- и̂ .и8—̂) -1—

+а3(иг- 2и3 +  иг-\и3-\ +  иги8- 2).

Запишемо кілька перших членів нормальної числової послідов
ності, що генеруються лінійним рекурентним рівнянням другого 
порядку

^п+2 “  О'і'У'п+і +  а2ип .

иі = 1,
и2 = аі ,
и3 = а 1 +  а2і
щ  = а\ +  2а\а2,
и5 = а\ +  3 а 2а 2 +  а 2 ,
Щ — а\ +  4а\а2 +  З а іа 2 ,
и7 = сі  ̂ “Ь 5а-̂ а2 -Ь 6й ^л 2 Ч- о
Щ = а[ +  6 а ^ а 2 +  Ю а^а^ +  4а іа | ,
Щ — -(- 7а^а2 -Ь 15а^о,2 -І- 10я|<22 -Ь а2і

и 10 = а9 -Ь 8 а ^ а 2 -І-  21&^й2 ~Ь 2 0 о,3о2 -Ь 5й і& 2 ,

а і
02 
а  і 
0

о
о

а і
«2
а\

а і

0
0

а і
“2.ах а і
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(кі +  к2у. Ь к2
~  , ^  кг\к2\ Яі ' к\-\-2к2=п— 1

Перші вісім членів нормальної числової послідовності, що ге
неруються лінійним рекурентним рівнянням третього порядку

ип+3 =  ®1^п+2 “Ь ^2^п+1 “Ь О'З'У'П

мають вигляд:

щ  =  1, 
и2 =  аі,
и3 — аі +  а2і
и4 — а3 + 2а\а2 + я3,
иь = аі + 3 а\а2 + а2 + 2ахаз,

=  а\ +  4а3а2 +  Заіа2 +  За2аз +  2а2аз,
К - Л „ О О . -ї

Щ
и7

А. О О О о п
=  а± +  5а^а2 -Ь 2 “Ь -\- >̂а\(х2(і3 -Ь а2 ~Ь а3,
=  -\-^а5а2 +  +10(2^ а2 -Ь Х2а^а2а3 -\~Аа\а3 -\-За\Сі̂  -Ь За^аз,

а і
02
аі03.
02
О

О
О

ах
02
01 
“і02

О
о

£
кі+2к2+3кз=п

0-1
02 аі

0 0 . аі
0 0 . 02

аі
(к і  +  к2 + кзУ

а і

кі'МІкз'.
а ^ а * 3.

Теорема 3.2.7. [31]. Нехай послідовність {«А: з а д о в о л ь н я є  ре
курентне рівняння другого прядку

^п+2 — а\ип+і +  а,2ип (3.2.40)
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з цілими ненульовими коефіцієнтами і нормальними початкови
ми ум.овам,и,

и\ =  1, и2 =  а\. (3.2.41)

Тоді
1) виконуються рівності:

^г+8 — и̂ .̂\и3 -І- а2и̂ .и3— \, т — 1,2 , . . . ,  з — 2 ,3 , . . . ,  (3.2.42)

изг =  0(тос1иг), з, г =  1,2, . . . ;  (3.2.43)

2) якщо у рівності (3.2.40) коефіцієнти взаємно прості, тоб
то

(аі,аг) =  1,

то
(и3,иг) =  и(^гу  (3.2.44)

Доведення. 1. Доведемо справедливість рівності (3.2.42). До рів
няння (3.2.40) із початковими умовами (3.2.41) можна застосувати 
наслідок теореми 3.2.6. При к =  2 рівність (3.2.39) має вигляд:

 ̂ ііі§ —}— —|— а2и̂ .и3 .̂ (3.2.45)

Враховуючи рівність (3.2.40), маємо:

^т+5 =  и§(а\иг -Ь а2и^— і) -Ь а2и^и3—\ — и̂ .̂\и3 а2иі.и§—\.

Доведемо справедливість рівності (3.2.43). При з — г рівність 
(3.2.42) має вигляд

їх2г — и^(и ~̂|_і Ч- а2и^—і),

тобто рівність (3.2.43) справедлива при 5 =  1 і при 5 =  2.
Нехай рівність (3.2.43) справедлива при 5 =  1,2, . . . ,т  — 1. 

Доведемо її справедливість при з — т:

^шг ^ ( т —1)г+г ^ ( т —1)г+1^г ~Ь а2‘̂ (т—1)г^,г—1.
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але тому що
и ( т - і ) г  =  0  (то(іиг),

то рівність (3.2.43) справедлива при з =  т.
2. Доведемо справедливість рівності (3.2.44). Спочатку дове

демо, що виконуються рівності:

(ип, ип+1) =  1, п =  1 ,2 , . . . ,  (3.2.46)

(а2,и „) =  1, п =  1 ,2 ,----  (3.2.47)

При п =  1 рівність (3.2.46) очевидно справедлива. Нехай рівність 
(3.2.46) виконується при п =  к. Доведемо, що вона виконується 
і для п =  к +  1. Припустимо протилежне: 1 < сі =  (зд+і, и&+2). 
Тоді із рівності (3.2.40) при п =  к випливає що або ик кратне сі, 
або 02 кратне сі. У першому випадку приходимо до суперечності 
з припущенням, що рівність (3.2.46) виконується при п =  к, а у 
другому випадку із рівності (3.2.40) при п — к випливає, що а\ 
кратне сі, а це суперечить взаємній простоті коефіцієнтів рівняння
(3.2.40). Таким чином, рівність (3.2.46) виконується для довільно
го натурального п. Справедливість рівності (3.2.47) випливає із 
того, що припущення протилежного твердження разом з рівністю
(3.2.40) при п — з - І  приводить до протиріччя з рівністю (3.2.46). 

Нехай тепер з < г. Тоді, враховуючи рівність (3.2.42) маємо:

(иг, и8) =  (ііг_8.|_5, ог) =  (иг—в+іи8-{-сі2иг—3ия—і , и8) =  (а,2иг—8и$—і, и8).

Із рівностей (3.2.46), (3.2.47) випливає рівність (а2и5_ і ,и8) =  1. 
Тому справедлива рівність

(иг,ив) — (иг—3,и8),

з якої одразу випливає справедливість рівності (3.2.44). □

Н аслідок 3.2.7.1. Зауважимо, що теорема 3.2.7 виконується і 
тоді, коли коефіцієнти лінійного рекурентного рівняння є фун
кціями деяких змінних.
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Приклад 3.2.10. Згідно з теоремою 3.2.7 нормальна послідов
ність многочленів2

хп -  1
и п — Т~ іх -  1

що генерується рекурентним рівнянням

ип+2 =  (х +  1)и„+і -  хип 

задовольняє рівність

'х п -  1 хт -  1\ х(п’т'> -  1
X — 1 х — 1

Н аслідок 3.2.7.2. Якщо послідовність {ик}^^ задовольняє умо
ви теореми 3.2.7, причому ик ф 1, 2 < к тоді член и8 цієї послі
довності є простим числом лише тоді, коли з — просте число.

Доведення випливає із рівності (3.2.43). □

Н аслідок 3.2.7.3. Нехай послідовність задовольняє умо
ви теореми 3.2.7 і р — просте число. Тоді ир не має спільних 
дільників із своїми попередніми членами цієї послідовності.

2 Многочлени
хп - 1- -X — 1

при простих значеннях п не менших за 3 називають многочленами поділу ко
ла. Многочлени поділу кола не мають дійсних коренів і пов’язані із задачею 
поділу кола на п рівних частин. Гаус показав, що корені многочленів поді
лу кола виражаються квадратними радикалами тоді і тільки тоді, коли п є 
простим числом Ферма,

п =  3,5,17,257, . . . , 2 21 +1 , .

Лише при таких значеннях п, при допомозі циркуля та лінійки, коло можна 
розділити на п рівних частин.
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Доведення наслідку випливає із рівності (3.2.43). □

Наслідок 3.2.7.4. Нехай послідовність {ик}^=1 задовольняє умо
ви теореми 3.2.7. Якщо а2 — Ь2, де Ь — ціле число, то кожен 
член г«2ш+і) 1 < т цієї послідовності можна подати у вигляді 
суми квадратів двох цілих невід’ємних чисел, причому виконує
ться рівність

^2ш+1 =  ^т+1 (Р^т) •

Доведення. Справедливість цього наслідку випливає із рівності 
(3.2.42) при г =  п, з =  п +  1. □

Приклад 3.2.11. Знайдемо загальний член послідовності, яку 
генерує рекурентне рівняння

Нп — -І- тп ип—2*

Корені відповідного характеристичного рівняння мають вигляд:

а\ ±  у/а2 +  4то2 
2

Нехай аі =  а2 — Ь2, т =  аЬ, тоді

ип =  с1(а2)п + с 2(-Ь2)п.

Якщо щ  =  1, и2 ~  а\ =  а2 — Ь2, то

1 1
01 ~~ ^ Т б 2’ 02 -

і, згідно із наслідком 3.2.7.4,

и2к+1 =  и2к+1 +  (аЬ ■ ик)2 =  ^  |  ^  (а4к+2 +  Ь4к+2)  =

= ((°“ +2+і - ^ ь2МУ + і°ь ■ (<*“ + (-і)1- 1»21)}2) -
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Наслідок 3.2.7.5. [46]. Для довільного натурального т викону
ється тотооюигсть

В - 1)1
і = о

2 т  — і а2(т-і)^2і _

і= 0

[(ш—1)/2]

і=о

т  — і — 1 „ т —2 і—1ь2Ч

( Ч  2]

£  ( -1)1 
г=0

т — г 
і

[(т—1)/2] 
ат-2іь2г+  ^  ( _ і ) г

г=0
І 1 \ дТп—2і—1̂ 2Щ

(3.2.48)

Доведення. Розглянемо послідовність яка задовольняє
умови теореми 3.2.7, причому ах =  а, а? =  — Ь , де Ь — деяке 
ціле, відмінне від нуля число. Доведемо спочатку справедливість 
рівності

7̂1 —

Цп-1)/2|

а
_ £ а

0 _ь !а

0 0 аа п—1

= £  (-і)'
і= 0

п — і — 1 ап —2г— 1 і,2г (3.2.49)

Ліва частина рівностей (3.2.49) випливає із наслідку 3.2.1.1. До
ведемо праву частину рівностей за індукцією по п.

При п — 2 маємо:
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Нехай рівності (3.2.49) справедливі для всіх 2 < п < к. Розкладе
мо параперманент із рівностей (3.2.49) при п =  к за елементами 
останнього рядка. Враховуючи припущення індукції, маємо:

ик =  ащ -1 -  Ь2иь-2 =

К*-2)/2]
=  в . £  ( _ ! ) < (  к ~ г ~ 2 \ аЬ-2і-2ь2і_

і= 0 \ 1 /

[(*—3)/2]
Ь2 - ^ 2  ( - 1)'Ч • ) ак~2і~3и2і

і= 0 \ 1 /

Нехай у другій сумі з =  і +  1, тоді, враховуючи рівності =
для паРного значення к і [^р-1 =  +  1 для непарного

значення к, отримаємо рівності:

[(к-2)/2\
Щ = £  (_1)і ( к ~ г ~ 2 ) а к- 2і-'Ь2і+

г=0 \ 1 /

К*-1)/2) , .
+  £  (~1)М  • ^ !  )  ак~2і~1Ь2і =

і=і '  3 '

К* 1)/2] /  /  і. • о \ /  /, - і
= „ * - ' +  ^  ‘ - ; * 2 )  +  ( ‘ т ^ ; 1

І=1

^ 2  ( -1 Г  ( • ) ак~2і~1Ь2і.
і—п \ /і=0

Тепер для доведення наслідку 3.2.7.5 достатньо отриманий вираз 
для ик покласти у очевидну тотожність:

^ 2т +1 ^ т + 1  ^ =  ( ^ т + 1  — Ьит ) ’ ( ^ т + 1  "Ь Ьит ).

□
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Приклад 3.2.12. При т =  1,2,3,4,5 т о т о ж н і с т ь  (3.2.48) має ви
гляд:

/с =  1 : а2 — Ь2 — (а -  Ь)(а +  Ь),
к =  2 : а4 — За2б2 +  Ь4 =  (а2 — аЬ — Ь2)(а2 +  аЬ — б2),
к — 3 : а6 -  5а4Ь2 +  6а264 -  б6 =

(а3 -  а2Ь -  2аЬ2 +  Ь3)(а3 +  а2Ь -  2а62 — б3),
& =  4 : а8 -  7а662 +  15а464 -  10а266 +  б8 =

(а4- а 36-З а262 +  2аЬ3+Ь4) • (а4+ а3Ь-За2Ь2-2аЬ3 +  Ь4), 
к =  5 : а10 -  9а8Ь2 +  28а6Ь4 -  35а4Ь6 +  15а268 -  б10 =

(а5 -  а4Ь -  4а3Ь2 +  3а2Ь3 +  За&4 -  Ь5) ■
(а5 +  а4Ь -  4а362 -  За2б3 +  3аЬ4 +  б5).

П риклад 3.2.13. [46]. Рекурентне рівняння

7̂1 + 2 =  (^ ~і“ 1) ‘ 7̂1+1  ̂ ’ 7̂1

з нормальними початковими умовами щ =  1, и2 =  к +  1, 1 < к 
генерує послідовність чисел \ ґ • Звернемо увагу на те, що

V )  П=1
умова 1 < к забезпечує виконання умови и3 ф 1, 2 < 5 наслідку
3.2.7.2. Згідно з наслідком 3.2.7.2 теореми 3.2.7 число можли
во є простим, якщо тільки п — просте число. При к =  2 отримаємо 
відомий факт про те, що прості числа Мерсена знаходяться серед 
чисел виду 2Р — 1, тут р — деяке просте число. При к =  10 отри
муємо відоме твердження про те, що реп’юніти (прості числа, які 
у десятковій системі числення зображуються у ВИ ГЛ ЯД І 11 . ■ ■ 1)

п
також вишукуються при простих значеннях п.

Зауваження 3.2.5. Позаяк рекурентне рівняння ип+2 =  ип+\ +  
ип з нормальними початковими умовами и\ — г«2 =  1 генерує 
послідовність чисел Фібоначчі, то теорему 3.2.7 можна розгля
дати як узагальнення деяких співвідношень для чисел Фібоначчі 
(див. 1211, с. 325-327).
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Теорема 3.2.8. [28]. Якщо послідовність { ^ } ^ =1 задовольняє умо
ви теореми 3.2.7, то справедлгіві рівності:

з—2 /  5 \
ивп-1 — а2 ип—1 +  ^ , ( ■ ) ' а2ия-г-1ип 4 - 1 ,  (3.2.50)

і=0 '  '

де 5 = 1 , 2 , . . . ;  п =  2 ,3 , . . . ;

изп ^  ^ г  ̂ а2из—іип ип—і, > (3.2.51)

де в =  1 ,2 , . . . ;  п — 2 ,3, . . .

«̂П+Г — ^ ] ( ■ ) ' а2и8-і+гип ип— 1, • (3.2.52)
г = ( Л  '

де 0 < г < 8, 5 =  0 ,1 , . . . ;  п — 2 ,3,___

Доведення. Доведемо рівності (3.2.50),(3.2.51) індукцією по 5. Спра
ведливість цих рівностей при 5 =  1 очевидна. Нехай вони викону
ються при 8 =  к. Тоді у випадку 5 =  к +  1 маємо:

^(к+1)п—1 ^{кп—1)+п икпип +  а2икп—\Нп—\ =

1 / к \
Пп ^ у \ і І 4^&—*^п ^п—1 ®2^п—іХгг=0 4

і=0
к-1

4~Ч- 1 + Е (  г

£ (  * ) - 4 ^ _ іи Г і+Ч - і  +  « 2 ^ І +
г= 0  '

к~2 /  и 

і=о 4
•4+Ч - і- і ^ Х Д .
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Нехай у останній сумі і =  і  — 1, тоді вона матиме вигляд

£  (  і -  1 )  ’ а2и* - Х ^ +1< -1 -  
і=1 4  ̂ '

Тому
и(/с+1)п-1 =  а2ип*\ +  чкикп+1 +

+  £ ( ( і )  +  ( г - і ) ) '  а2ик~іип 1+1ип- 1  =

-  <*2«£ї + £  ( к I  1 ) •
г=0 '  '

Розглянемо тепер вираз для и^+і)п '■

^(&+1)п ~  ■̂2'̂ кп—І'^п і̂'̂ 'кп'̂ п “Ь '̂2'̂ кпМп—Х

к—2
іик~і+1и' ,+  - г - 1 а п а п —Х'=  а\ипикп_ х +  £  (  ̂ ) а\о,2ик-і

г=0 '  '

+  (  к ^ 1 )  а1а2~1г4пип-1 +  X )  (  і )  а2 «1 ^ -імп_г+1< - 1  +

Е  (  ї  )  4 +1^ - ^ п _І< +Л  =  4 « п ^ _ !  +  ка1ак- 1и2пикп-\ +  

к—2 /  ^ \ .
^   ̂  ̂ у ^2(^1 'У'к—і О'2'У'к—і—і )  ’ ^п -1  +
4—о '  '

+  £  (   ̂ -  1 )  а2^ -^+1^

г
г=0  4

г= 0

к
к \ І + — 

и п - 1  —\ / — X /
і= 1

= £  ( • ) 4«к-*+і«І_і+Ч - 1+ 
і=0 '
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+  Е ( і - 1 )  4 « * - і +1«п"І+Ч - 1  =
І=1 '  '

+ик+іик+1 +  X /  (  ~і )  а2иіс-і+іип~г+1ип-і ~
І=1

к
+  Л ( к+і 1 ) 4 « * - і +і « * - і+Ч _ і .

г = 0  '  7

Доведемо рівність (3.2.52) індукцією по г. При г =  1 маємо:

8̂П+1 =  Оі ̂ 8П ~Ь ®2̂ 3П—1 =

=  аі X ]  (  і )  +  0 2 К "Ч - 1  +

+ 2 (  * )  4 « я- і- і< - Ч - і ) =

=  (  5 -  1 )  а і а Г 1и« < - 1  +  а 2 < - 1  +

+  Х Д  і ) а2(аіи8-і +  а2Щ -і-іХ _,< _ 1  =
»=о

і= 0

Доведемо справедливість рівності (3.2.52) для г =  к+1, при умові, 
що вона виконується для г =  к. Покладемо у рівності (3.2.42) 
г =  81% і 5 =  к +  1, тоді отримаємо рівність

^5п+(/с+1) -̂«п+І /̂с+І "Ь ®2'М'зп'Ч'кі
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яка з врахуванням рівності (3.2.52) при г =  1 і (3.2.51) матиме 
вигляд

и$п+(к+1)
5 / \ 5—1

— ' ( • ) а2и^-Ш-ип ип-1 + а2ик'У  ̂ \ І ) а2и ^ -іип ип—1
г=0 г=0

=  +  X  ( і ) а^ А н -і^ -і+ і +  а2ики3- і)ип~гигп_1 =
г= 0  '  7

=  X I  (  і )  а2 «в -і+ /Ь + 1 < ” ' « п - 1-
г=0 '  '

□

Зауваження 3.2.6. Для довільних натуральних чисел 8 іп  спра
ведливі тотожності:

- і  =  ( - і г Ч п - і г + Е с - і ) ^  • ) ( * - * - і к _<( п - і г .
8-2

4 /  4 \ .« — 1 /  1 \.Ч .8П
і= 0

5П =  Е ( - і г (  * ) ( 5 - г К > - 1 ) ‘  
і=о V ' /

і=0

Доведення. В примітці 3.2.6.1 до теореми 3.2.6 відзначено, що рів
няння ип — 2гі„_і — чіп_2і при нормальних початкових умовах, 
генерує послідовність натуральних чисел. Застосовуючи до цьо
го рівняння рівності (3.2.50) (3.2.52), отримаємо тотожності цього 
зауваження. □

Відзначимо, що перша і друга тотожність є частковим випад
ком третьої тотожності.
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Між членами числових послідовностей, які задовольняють одне 
і те ж рекурентне рівняння, але різні початкові умови, виконую
ться деякі цікаві співвідношення. Тому, досліджуючи властивості 
членів однієї послідовності, можна зробити деякі висновки про 
властивості членів іншої послідовності. Зокрема справедлива на
ступна

Теорема 3.2.9. Нехай послідовності {ип} ^ х ,  задоволь
няють лінійне рекурентне рівняння другого порядку, коефіцієнти 
якого задаються вектором а =  (ах, аг) з початковими умовами

и\ — 1, и2 =  ах; и\ =  &х, и2 — &2> (3.2.53)

тоді справедлива рівність

и*п — Ь2ип—\ +  а2Ьіип- 2• (3.2.54)

Доведення. При п — 3 маємо

и\ =  Ьгщ +  а2Ьіи\ =  ах&2 +  « 2̂ 1 =  ахЦ +  а2и\.

Перевіримо виконання індуктивного кроку

ик+і =  аіик+а2и*к- і  =  аі(Ь2)ик-і+а2Ьіик-2+а2(Ь2ик- 2+а2Ьіик- 3) =

— (а\Ь2ик- і  + 0262^ - 2) +(а іа2біи/с_2+а2бхгх/с_з) =  бг /̂с +  аг^іЗД-х.

□

Наступна теорема теж носить конструктивний характер. Вона 
виділяє деякі класи числових послідовностей, члени з непарни
ми номерами яких, можуть бути подані у вигляді суми декількох 
квадратів.

Теорема 3.2.10. [160]. Нехай послідовності {їіп }^х  и 
задовольняють лінійне рекурентне рівняння другого порядку, ко
ефіцієнти якого задаються вектором а =  (ах,аг), причому

и\ — 1, и.2 =  аі; и\ =  к, и% =  ах- (3.2.55)
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Тоді:
(1)для, довільного п Є N, яке задовольняє нерівність 3 < п, 

справедливе співвідношення

и^ =  ип +  ( к -  1)а2їх„_2; (3.2.56)

(2) якщо виконуються рівності

к — а2 =  з2 +  1, (3.2.57)

і 0 <  аі, то для довільного п, 3 < п число г^п-і є сумою трьох 
квадратів:

и2п-і — (ип)2 +  ((^2 "І" 1) ' ип -1)2 +  ((з3 +  8) ' ип-г)2; (3.2.58)

(3) якщо виконуються рівності

к =  з2 +  1, аг =  Ь2, (3.2.59)

то для довільного п, 2 < п число а2П+1 є сумою чотирьох ква
дратів:

и2п+і =  ип+х "І" {Ьип)2 +  {зЬип)2 +  (зЬ2ип- і )2. (3.2.60)

Доведе}іия. Рівність (3.2.56) випливає із рівності (3.2.54): 

и*п — Ь2ип-х +  а2Ь\ип-2  — ахип_х +  агА:ип_2 =

=  ахип_х +  а2ип-2  +  а2(к -  1)гі„_2 =  ип +  аг(А: -  1)ип- 2- 

Доведемо рівність (3.2.58). Рівність (3.2.36) при к =  2 має вигляд

и*+8 =  а,іи*и8 +  а2{и*_1и8 +  и*щ^і) — и*+1и3 +  а2и*и8̂ \.

3.2. П а р а п е р м а н е н т и  т а  л ін ій н і р е к у р е н т н і  р ів н я н н я
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Покладемо в останній рівності г =  п — 1, з =  п. Тоді, враховуючи 
доведену рівність (3.2.56), отримаємо рівності:

*
и 2 п - 1

=  (аі К - і  +  а2К -г )  • ип +  а2и^_1иГІ- і  =
~  и п и п. "Ь а 2и п —1и п —1 =

=  (ип +  ( к -  1)а2ип- 2) ■ ип 4- а2(гі„_і +  ( к  -  1)а2ггп_з) • ип_і =  
1)о2^гг—2^п ~Ь 0 2 и п _ ^  “Ь ( к  1)й2^п—З^п—1 —

-- ип +  (к—1)а,2 ип-2 ( а 1 и п -1  +  а2 и п -2  ) +  а2 и п -1  +  { ̂  ~  1) а2 и п -3  и п - 1  =  

=  и2п +  а2иІ_1 +  (к -  1)а\и2п_2 +  (к -  1)а2и2_1 =
=  и2п +  ка2и2п_ х +  ( к  -  1)а$и2_2,

яка разом з рівностями (3.2.57) дає рівність (3.2.58).
Для доведення (3.2.60) запишемо рівність (3.2.56) при п =  

2т +  1:

и 2т +\ — и 2 т + 1  +  ( к  — 1) а 2и 2 т - і .

Звідси, використовуючи рівність (3.2.42) при г =  тпІ5 =  т-|-1,та 
умови (3.2.59), після нескладних перетворень, отримаємо рівність 
(3.2.60). □

Приклад 3.2.14. При 5 =  0 маємо к  =  а2 =  1 і рівність (3.2.58) 
перепишеться у вигляді

и2п- і  =  и2п +  у2п_ х. (3.2.61)

Таким чином, всі члени нормальної числової послідовності із не
парними номерами не меншими за 3, породжені рекурентним рів
нянням

^п+2 =  +  и,п

266

3 .2 . П а р а п е р м а н е н т и  т а  л ін ій н і р е к у р е н т н і р ів н я н н я

розкладаються в суму двох квадратів: 

и\ — 1
Щ =  
и§ =  
и7 =  
ид =  
ип  =

Щз =  

Взагалі

а2 +  1 =  а2 +  І2,
а4 +  За2 +  1 =  (а2 +  І)2 +  а2,
а6 +  5 а4 +  6а2 +  1 =  (а3 +  2а)2 +  (а2 +  І)2,
а8 +  7а6 +  15а4 +  10а2 +  1 =  (а4 +  За2 +  І)2 +  (а3 +  2а)2,
а10 +  9а8 +  28а6 +  35а4 +  15а2 +  1 =
(а° 4- 4 а3 +  За)2 +  (а4 +  За2 +  І)2,
а12 +  11а10 +  45а8 +  84а6 +  70а4 +  21а2 +  1 =
(а6 +  5а4 +  6а2 +  І)2 +  (а5 +  4а3 +  За)2.

71+1
^2п-1 =  X /

2 п — і
\2(п -  і +  1)

,2(п—і+1) _

( 1̂2:.+1

£
і= 1

п — г 
п — 2г +  1.

\
2

А ї ]  ,
\ а» - 2 і + і
/

+

\ ~ 1

Ґ п — г — 1 
п — 2 і

п — 2 г

(3.2.62)
Зауважимо, що при а =  1 рівність (3.2.61) матиме вигляд (див. 
[21], стор. 326.)

*ап-і =  Рп +  Рп- ї ї  
де =  1, Р2 =  1, Рз =  2, • • • — числа Фібоначчі, причому

т ,
*■« =  £  '  п ~ г

г=1 п — 2г +  1

Приклад 3.2.15. Нехай в п. (2) теореми 3.2.10 а\ =  4, 5 =  2. 
Тоді г*і =  аг =  к — 5,

<  =  І  ■ (З • 5” _1 +  7 • ( - І ) " ” 1), ип =  і ■ (5" +  ( - І ) ” " 1)
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і рівність (3.2.58) матиме вигляд

1 . (З . 52„-2 +  7) =  ( і  • (5П +  ( - 1 ) " - 1) ) 2 +

+  - (б " "1 +  ( - 1 ) " - 2) ) 2 +  • (5П- 2 +  ( - 1 ) - 3) ) 2 .

Зокрема, при п =  13 остання рівність дає розклад простого числа

89406967163085941

в суму трьох різних квадратів натуральних чисел, два з яких є 
послідовними:

89406967163085941 =  2034505212 +  2034505202 +  813802102.

Приклад 3.2.16. Якщо в п. (3) теореми 3.2.10 покласти аі =
З, аг =  4, Ь =  2, 5 = 1 ,  то

<  =  4П_1 +  ( - 1 ) " - 1, ип =  І  ■ (4" +  ( - І ) ” ” 1)5
і рівність (3.2.60) матиме вигляд

2о4т , 1 ( 4т+1+ ( - 1 ) ту  | ^ 22т+1 +  ( — І)"1-1 '2  ̂ !

/ 2 2 т + 1  +  ( _ ! ) т - 1  . 2 \ 2 / 2 2 т  +  ( _ 1 ) т - 2  , 4 \ 2

П------- 5------- ) +(----V — ) ■
При т — 2п 2 числа 24т +  1 приймуть вигляд чисел Ферма 

Рп — 22" +  1, а остання рівність запишеться у вигляді

22" +  1 / 2 2П' 1+2 +  і\  /  22"_1+1 — 2 
-  ( — Н  + { - ^ )  +

/ 22"-> + 1 _  2 \ 2 ( & " '  + 4  \2

+  ( ------- І -------)  + { ~ ~ ї ~ )  ' 3 < П '
(3.2.63)
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При п — 5, наприклад, маємо:

232 +  1 =  4294967297 =  524292 +  262142 +  262142 +  131082.

Використовуючи рівність (3.2.63), при допомозі нескладних пе
ретворень, числа Ферма можна подати (Федак І.В.) у вигляді суми 
трьох квадратів:

= г2- + 1= «а+ 1 = (5ї^ ) 2+ ( ^ і ) 2+ .

Отже, маємо також рівність:

Рь =  436912 +  436902 +  218462.

Таким чином, застосування параперманентів трикутних ма
триць є досить ефективним при дослідженні теоретико-числових 
властивостей числових послідовностей. З їх допомогою виділяє
ться важливий клас числових послідовностей з нормальними по
чатковими умовами і, порівняно легко, доводяться деякі відомі 
та невідомі властивості числових послідовностей. Параперманен
ти трикутних матриць можуть бути застосовані до розв’язання 
деяких адцитивних задач числових послідовностей та інших за
дач теорії чисел.

3.2.4 Рекурсії та позиційні системи числення

Важко переоцінити роль позиційних систем числення у розви
тку математики та обчислювальної техніки. Сьогодні відомі най
різноманітніші системи числення: позиційні, непозиційні, змішані, 
фібоначчієві, біноміальні, факторіальні тощо. При цьому бінарні 
системи числення та системи числення, основою яких є степені 
двійки, виявилися найзручнішими формами зображення чисел у 
різних обчислювальних системах.

Метою цього параграфа є дослідження зв’язків позиційних си
стем числення із нормальними числовими послідовностями, що
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генеруються деяким класом лінійних рекурентних рівнянь із ста
лими коефіцієнтами (див. [43]). Такий підхід дозволяє уніфікувати 
дослідження позиційних та змішаних систем числення і запрова
дити новий клас змішаних систем.

Кожну позиційну систему числення пов’яжемо із деяким ве
ктором

(аь а2, . .. ,ак), (3.2.64)

компоненти якого задовольняють нерівності

2 <  аі ^  а2 >  . . .  ^ ак ^  0. (3.2.65)

Вектор (3.2.64) називатимемо основою системи числення к-того 
порядку. Розглянемо лінійне рекурентне рівняння

ип о,\ип—\ сі2ип—2 * • • “Ь окип—кі и<о =  0,

що задається вектором (3.2.64). Це рівняння, внаслідок того, що
виконуються нерівності (3.2.65), генерує зростаючу нормальну чи
слову послідовність (див. стор. 228)

и0 =  1,г4і =  [аі],И2 =
а і

І. а х
аі ,ик- і  '■

а і
0.2 л  
„  аі аі 1

а - к - ї  < * к -2

Ь а к — 2 а к —3
... аі к—1

Кожне ціле невід’ємне число п, при допомозі жадібного алгори
тму, можна однозначно подати у вигляді лінійної комбінації

Г

п  =  X ЧіПі =  Пг Пг - 1  -••»гіП0(аііаї ,...,а*) - 
г=0

Числа щ, і =  0 ,1 , . . . ,  г назвемо цифрами г-того розряду числа

П-гП-г-І ■ ■ ■ га1п 0(а,,02,.••,»*)’
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що є зображенням числа п у позиційній системі числення з осно
вою (о,і, о,2, . . . ,  а,к). Причому, згідно з жадібним алгоритмом, його 
цифри задовольняють нерівності:

Щ+1 0,1 , . . . , г , (3.2.66)

де символом [•] позначено цілу частину від числа, тобто найбіль
ше ціле число, яке не перевищує задане число. Нерівності (3.2.66) 
можна спростити:

иі ~ 10 ^ по ^ — —— =  аі — 1, 0 ^  щ ^ 
и0

Щ+і
"Ні

а\Щ + а2Щ-і +  . . .  +  аки і-к+і ~~ 1
Тії

аі + 02Щ—1 +  • - • +  акЩ-к+1 — 1 =  аь
_аіиі_і +  а2Щ-2 +  • • • +  акщ -к 

Таким чином, цифри позиційної системи числення з основою

(аі,а,2, .. ■ ,ак)

задовольняють нерівності

0 ^  п о  ^  а і  -  1, 0 <  щ  <  о і ,  і =  1, 2 , ___  ( 3 .2 .67)

Зображуючи у порядку зростання цілі невід’ємні числа у пози
ційній системі числення з основою (оі, 02, . . . ,  ак), ми отримаємо 
деяку таблицю.

Перехід від нульового до першого розряду відбувається тоді 
коли цифра оі — 1 нульового розряду збільшується на одиницю, 
тобто коли у натуральному ряді чисел зустрічається перший член 
нормальної числової послідовності и\ =  а\ Щ). Перехід від першого 
до другого розряду відбувається, коли число

1̂ +  0-2 1 О2О1 1(аі ,а2,...,а&)
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зростає на одиницю, тобто коли у натуральному ряді чисел зустрі
чається другий член послідовності г*2 =  а\и\ +  а2ио і т.д. Отже, 
зображення натурального числа у вигляді позиційної системи чи
слення з основою (аі, аг, . . . ,  а*) не може мати вигляд . . .  о і , чи ви
гляд . . .  0201 , і т.д. чи, накінець, вигляд . . .  ак . . .  а^аь Крім цього, 
очевидно, що такі зображення не можуть набувати також вигляду 
.. . 0 £ . . . 0201 —

Зауваження 3.2.7. Позиційні системи числення к-го порядку
з основою (оі, 0 2 , . . . ,  ап) є змішаними позиційними системами 
[53], причому позиційні системи числення першого порядку з осно
вою (<?) збігаються із класичними системами числення з основою 
<?•

Приклад 3.2.17. Розглянемо позиційну систему числення тре
тього порядку з основою (2,2,1). Рекурентне рівняння

ип =  2ип_і -{- 2ип—2 ^п—з

генерує нормальну числову послідовність

щ  — 1, щ  =  2, гі2 =  6 , щ  =  17, гі4 — 48, щ =  136,. . .

Згідно з (3.2.67) цифра нульового розряду може набувати лише 
значення 0 і 1 , а всі інші цифри значення із множини {0 , 1 , 2 }, 
Причому жодне число у цій системі числення не може мати закін
чення . . .  2 , . . .  2 2 , . . .  221 чи мати вигляд . . .  2 2 1 . . . .

Зобразимо кілька перших натуральних чисел у вигляді чисел
з основою (2 , 2 , 1) :

1 =  ї(2,2,1) і 2 =  10[2,2Д) і 3 =  11(2,2,1), 4 =  20(2,2,1) і 5 =  21̂ 2,2,1), 6 =  100(2,2,1> 

7=101(2,2,1); 8 =  110(2,2,1), 9 =  111(2,2,1)! Ю =  120(2,2,1), П  =  121(2,2,1)) 

12 =  200(2,2,1), 13 =  201(2,2,1), 14 =  210(2,2,1), 15 =  2 Ї І ,16 =  Щ 2ХЇ), 

17 =  1000(2,2,1), 18 = 1001(2,2,1), 19 = 1010(2,2,1), 20 =  Ш Ї (аді ) , . . .
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Розглянемо важливий випадок, коли основа позиційної систе
ми числення задається вектором (1,0,2, 0 3 , . . . ,  а.к). Позаяк випадок 
коли

02 =  о3 =  . . .  =  ак =  0

тривіальний, бо може трактуватися як зображення натуральних 
чисел зарубками на палочці, то ми його опускаємо і розглядаємо 
лише ті випадки, коли виконуються нерівності

1 =  оі ^  02 ^  ^ ак ^  0, 02 4- . . .  +  ак ^  1. (3.2.68)

У  цьому випадку рекурентне рівняння

ип — оіііп_і -Ь а2ип—2 -Ь • • • Ч- акип-.к, и— і 1 , і 0

генерує числову послідовність

ио =  1 , гіі =  оі +  02 =  2 , . . .

Цифрами цієї системи числення є лише нулі та одиниці3, причо
му представлення чисел у цій системі числення не може містити 
підряд стільки одиниць, скільки їх є у основі системи. Зауважимо 
також, що зображення числа у системі числення, основою якої є 
вектор всі т компонент якого дорівнюють одиниці, не може за
кінчуватися двома, трьома, і т.д., т одиницями. Такі системи чи
слення хоч і є бінарними, але не є економними, бо через відповід
ні заборони для зображення числа потребують дещо більше бітів 
ніж двійкова система числення. Пригадаємо, що позиційну систе
му числення з основою (1 , 1) називають фібоначчієвою системою 
числення.

3Такі позиційні системи числення називають бінарними. Вони, особливо 
двійкова система числення, знаходять широкі застосування у дискретній ма
тематиці.
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Порівняємо економність зображення декількох перших нату
ральних чисел у системах (2), (1,1), (1,1.1) :

1 = 1(2) - = 1(1.1.1)
2 = 10(2) — 10(1,1) = 10(1,1,1)
3 = И(2) = 100(1,X) = Ю0(1,1,1)
4 = 100(2) = 101(1,1) = 101(1,1,1)
5 = Ю1(2)

ооогН = 110(1,1,1)
6 = П0(2) - 1001(1,1) = 1000(1,1,1)
7 = 111(2) - 1010(1,1) = Ю01(1Д,1)
8 = 1000(2) = 10000(1,1) = 1010(1,1,1)
9 = 1001(2) = 10001(1,1) = 1100(1,1,1)
10 = 1010(2) = 10010(1,1) = 1101(1,1,1)
11 = 1011(2) = 10100(1Д) = Ю000(1Діі)

Зауваження 3.2.8. Побудова позиційних систем числення при 
допомозі нормальних числових послідовностей породжених ліній
ними рекурентними рівняннями узагальнює теорему Цеккендор- 
фа [163] про те, що кожне ціле додатне число п можна єдиним 
способом подати у вигляді суми чисел Фібоначчі

П — Рті -(- Ргп2 -(-••• 4" Рщ ,̂ 

причому виконуються нерівності

ті -  ті+і >  2, і -  1 ,2 , . . . ,  к -  1.

Зауважимо також, що бінарну систему числення можна побу
дувати також при допомозі послідовності простих чисел, якщо до 
неї долучити одиницю:

1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,... .

Цей факт випливає з того, що першими двома числами такої по
слідовності є одиниця і двійка та постулату Бертрана, який ствер
джує, що для довільного натурального числа п ^ 2 існує просте
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число р* таке, що виконуються нерівності п < р* <  2п. Справді, 
нехай п деяке натуральне число і р найбільше просте число, що 
його не перевищує. Тоді, внаслідок постулату Бертрана нерівність 
р < 2р ^ п неможлива.

3.2.5 Рекурсивні тотожності

Справедлива наступна

Теорема 3.2.11. {39]. Нехай

(Неї (а у )1<і<і<п =  £>(п), РРег(ау)1<і<і<п 

тоді справедливі рекурсивні тотожності

П П

Я(п) =  ^ ( - 1 ) " +8£>(5 -  1) П «пь
5=1 к=8

П П

Р(п) =  ^ Р ( « - 1 ) Д а пЬ (3.2.70)
5= 1 к=8

тут ми вважаємо, що

И{0) =  Р{  0) =  1.

Доведення. Парадетермінант і параперманент трикутної матриці 
А порядку п, відповідно дорівнює £)(п) і Р(п), а парадетермінан- 
ти та параперманенти рогів і?.3—і,і — 0 (з  -  1), Р(з — 1), тому, 
враховуючи те, що

І
{ } 1 1 О'ікі

к= ]

рівності (2.4.10), (2.4.11) приймуть вигляд рекурентних співвідно
шень (3.2.69), (3.2.70). □

=  Р (п ),

(3.2.69)
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Приклад 3.2.18. Раніше (див. рівність (2.5.63) на стор. 160) було 
доведено, що

РРег ((І  -  (І -  1) • ^ О і ^ п )  =

Тому, враховуючи рівності

1
1 1 
1 2 1

1 2  3 . . .  1
1 2  3 . . .  п -  1 1

п\.

П“«* = ІІ(*-(*-Х) )̂ = *(п~ї){1}-
к=з к=з

на основі теореми 3.2.11, отримаємо наступну тотожность

п («-*){!} (3.2.71)
3=1

Позначимо парадетермінант (2.4.30) (див. стор. 108) через £>(п) 
і розвинемо його за елементами останнього рядка

а д = в - т о - і ) П ^ і у .
8 = 1

тут ми вважаємо, що £>(0) =  1 і Пі=р(') =  1 ПРИ 9 < Р- Тому оста
ння тотожність, з врахуванням цих зауважень, матиме вигляд:

тп) _ (_ І Г . п  п
к=1 5=2 к=з

(3.2.72)
Позаяк

щ 3 _  і) =  ( « - 1 ) а + ( » - 1 ) Ь  +  с 5д 2( ,ь +
(* -  1)! і=і

то справедлива наступна
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Теорема 3.2.12. [39].Для довільних дійсних чисел а,Ь,с справе
длива тотожність:

па +  пЬ 4- с т-Т/-і N / ,чп-і т т  па +  кЬ +  с---------:------- \\{гЬ +  с ) =  - 1 ) ”  1 --------------— +
п! 1±у '  К '  11 п - к  +  1*:=і к=і

+Е(-і)”- (8 - с П(Л+с) П
5=2 І= 1 к=8

(3.2.73)

Розглянемо деякі частинні випадки тотожності (3.2.73):
При а =  1, 6 =  —1, с =  т, і а =  —1, Ь =  1, с =  т, рівність 

(2.4.30) матиме вигляд:

(  1 тг~̂ +1^  \ ( і — І +
д с іе і   ------- :   • -------:— тррг— =  СІСІеї ( -;■--------------- — ) =  ----------------   .

, ,  (  1 т1~3+1 \ Ґ —і +  і  +  т\ тп^
сісіеі (  -----:   • —. 7 іг І =  сісіеі ( —---- : —  І =  ------:— .

\ г - .7  +  1 \ і - 3  + 1 )  і<і <і<п п!
а т о т о ж н і с т ь  (3.2.73) —  відповідно вигляд:

т п {-1 }  "  т 5 -1 { -1 }  т П-* + 1{1}

( 5 - 1 ) !  ' ( п - в  +  1)!’ПІ 5=1

т "{і } " т 8- і { 1} т " -« + і{ - і}
“ п Г  =  * (в -  і)! ' (п -  в +  1)!' (3-2.74)5=1 \ / \ /

При а =  0, 6 = 1 ,  с =  0 рівності (2.4.30), (3.2.73) отримають 
відповідно вигляд:

Меі  ( .■■ ■. | ■■ ) =  1, (3.2.75)
к і -  3 +  1

і а_________
( п  — 5 +  1 )!

5=1 7

«.П-в+Ці}
В - ‘ Г * , =  !• <3-2-76>
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При а =  0, Ь — 0, с =  1, матимемо

1 \ 1

п 1 1
У " ( - 1 Г +8---------------------------=  — .
^  (5 -  1 )!(п  — 5 +  1)! пі3=1

При а — —1, Ь =  1, с =  і ,  дістанемо відповідні рівності:

сісіеі

2’

2 ] - 2 г +  1\ 1п{2}
2г 2] +  2 /  2"п!

^  !* - і{2} 1п-*+ і{ - 2} Хп{2}

^  2а" 1 (я -  1)! ’ 2и~3+1(п -  5 +  1)! ~~ 2"п! '

При а =  2 ,Ь = 1 ,с  =  0 матимемо тотожності:

(ки('Д ± іЛ  = 3 ,
\г .7 +  * /

,п_і(2п +  1)п^> 0 ^  Д2п + г ) " - ^ " 1} ч
(_1) п! + 3 - 2 ^ ( - 1) ( „ - І  +  1)!і—2

Слід відзначити, що з останньої рівності випливає нетривіальне 
твердження про те, що при довільному натуральному п вираз
2̂п+п} { } кратний 3.

Вважаємо, що наведених прикладів достатньо, щоб показати 
важливість теореми 3.2.11 (стор. 275) для генерування тотожно
стей.
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3.3 Формальні степеневі ряди

"...згадані суми, хоча вони й виявляються зовсім 
неузго- дженими з істиною, однак ніколи не при
зводять до помилок ..., навпаки, якщо ми їх при
ймаємо, то отримуємо безліч чудових речей, які 
ми були б змушені втрат,ити, якби побажали зов
сім відмовитися від цих сумувань. "

— Л.Ойлер, [102]

В цьому параграфі ми розглянемо застосування парафункцій 
трикутних матриць до деяких формальних операцій з формаль
ними степеневими рядами. Такий підхід дозволяє за даними за
гальними членами двох формальних степеневих рядів побудувати 
явний вигляд загального члена їх частки, степеня, суперпозиції 
тощо у вигляді параперманентів та парадетермінантів трикутних 
матриць.

Спочатку зупинимося на понятті формального степеневого ря-
ДУ-

В кожному підручнику з математичного аналізу доводиться 
наступне
Твердж ення 3.3.1. (Маклорен, [129] ). Нехай /(%)— деяка фун
кція, абсолютні величини всіх похідних якої, в деякому околі ну
ля, обмежені одним числом, тоді в цьому околі, функція розкла
дається в степеневий ряд Маклорена

= і3-3-1» 
і=о г'

В цьому випадку також говорять, що ряд у правій частині 
рівності (3.3.1) в кожній точці вказаного околу нуля збігається до 
функції / ( г ) .  Це означає, що для довільного значення 2 із цього 
околу нескінченна сума

°° / (п)(0) і
Ї! 2 і=о
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дорівнює значенню функції / (г) в цій точці.
Нижче, у рівностях

/ ( 2) =  ао +  а\2 +  й222 +  аз,г3 +  . . .  (3.3.2)

ми будемо ігнорувати збіжність ряду до функції, тобто будемо 
нехтувати внутрішній зміст цієї рівності. Однак, важливим для 
нас залишиться метод при допомозі якого функція / ( 2) генерує 
ряд, тобто зовнішня форма цієї рівності. В цьому змісті ми буде
мо говорити про формальні ряди у формальних рівностях (3.3.2), 
а функцію /(г) називати генератрисою формального ряду та ге- 
нератрисою числової послідовності { а , } ^ .

Пояснимо сказане на наступному прикладі.

Приклад 3.3.1. 1. Генератриса

1
т  =  г

може згенерувати ряд
оо

£ 0̂
*=о

в тому змісті, що

аі ~  ЇЇ ■ 1 ?  -  у і! ' (1 -  г у +1,) _
2 —0

2. Генератриса
1

1 — 2
може генерувати цей самий ряд при допомозі рекурентної рівності

1 = і + 2  1
1 - 2  1 

яка розгортається в ряд

1 - „2 , „з
1 -  2

=  1 +  2-|-2 + 2  (3.3.3)
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3. Коефіцієнти генеруючого генератрисою
1

1 -  2
ряду

1 +  2 +  22 +  23 +  . . . , 
можна знайти також безпосередньо із рівності

— =  ао +  агг +  а^22 +  аз23 +  . . . ,
1 — 2

або рівності

1 +  О2 +  О22 +  О23 +  . . .  =  (1 — г ) ( а о  +  а і 2  +  а г 2 2 +  а з 2 3 +  . . . ) ,

зрівнюючи коефіцієнти при однакових степенях 2.
В трьох розглянутих випадках коефіцієнти ряду отримано рі

зними методами, але результати співпадають.
Відзначимо, що якщо суму у правій частині рівності (3.3.3) 

розуміти у звичайному, а не формальному змісті, то для і =  2 ми 
отримаємо неправильну рівність

-1  =  1 +  2 +  22 +  23 +  . . . .

Однак, якщо —1 < 2 <  1, то ряд у правій частині рівності (3.3.3) 
збіжний і його сума співпадає з генератрисою / ( г )  =  Отже, 
в деяких випадках, або в деяких проміжках змінної, генератри
са може співпадати із звичайною функцією, а формальний сте
пеневий ряд із звичайним степеневим рядом. В цьому розумінні 
генератриса може розглядатися як деяке продовження звичайної 
функції. Тому операції з формальними рядами і відповідними їм 
генератрисами, хоч і називають формальними, але їх зміст збері
гається таким, як і для збіжних рядів та відповідних їм функцій.

В комбінаторному аналізі, зазвичай, зустрічається ситуація, 
коли коефіцієнти формального ряду а*г\ аргіогі наділені де
яким комбінаторним змістом, тобто відіграють роль перелічення, 
і потрібно знайти відповідну йому генератрису.
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Приклад 3.3.2. Нехай у формальному ряді сцг1 коефіцієн
ти а,і означають число різних розбиттів натурального числа і на 
суму одиниць і двійок.

Наприклад, а-? =  4 бо

7 =  1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  
7 =  2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  
7 =  2 + 2 + 1 + 1 + 1  
7 =  2 +  2 +  2 +1.

Тоді маємо формальний ряд

1 +  2 +  2г2 +  2г3 +  З24 +  Зг5 +  4г6 +  Аг7 +  . . .  +  +  . . . .  (3.3.4)

Знайдемо генератрису цього формального ряду. З цією метою роз
глянемо два формальні ряди

=  X +  +  21+1х2 +  ^І+І+І^З +  _ >
1 — XX

_ ! _  =  1 +  2 2 х 1 +  г 2 + 2 х 2 +  г 2+ 2 + 2 х З +
1 — 2 2Х

В цих формальних рядах степінь х будемо інтерпретувати як кіль
кість операцій множення, а степінь г — як кількість одиниць в 
першому ряді і кількість двійок у другому ряді разом взятих.

Перемножимо ці формальні ряди і отримаємо новий формаль
ний ряд

(1 -  2х)(1 -  г2х)

=  1 +  2 1* 1 +  2 1 +  1Х 2 +  2 1+1 +  1Х3 +  2 1+1 +  1 +  1Х 4 +  2 1+1+1 +  1 +  1Х 5 +  . . .

+ 2 2Х 1 +  2 2+ 1 Х 2 +  2 2+ 1+ 1 Х 3 +  2 2+ 1 +  1 +  1 * 4 +  г 2+ 1  +  1 +  1 +  1 Х5 +  . . .

+ 2 2+ 2Х 2 +  2 2+ 2+ 1 Х 3 +  2 2+ 2+ 1  +  1 Х 4 +  2 2+ 2+ 1  +  1 +  1 Х 5 +  . . .

+ г 2+2+2х3 +  22+2+2+1х4 +  г2+2+2+1+1х5 +  . . .
+ 2 2+ 2+ 2+ 2Х 4 +  2 2 + 2 + 2 + 2 + 1х 5 +  _

^2+2+2+ 2+2
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в якому, наприклад, при х4 маємо всі можливі подання натураль
них чисел у вигляді суми чотирьох одиниць і двійок. Якщо в цьо
му формальному ряді х =  1, то, групуючи доданки з однаковими 
степенями 2, ми отримаємо формальний ряд (3.3.4). Таким чином, 
для заданої перелікової задачі, нами отримано генератрису

/ ( г )  =  ( 1 - 2 ) ( 1 - 2 2) ’
яка містить інформацію про число всеможливих подань натураль
ного числа п у вигляді суми одиниць та двійок. Згенерувати цю 
інформацію можна різними методами.

Відзначимо, що метод яким ми користувалися в цьому прикла
ді, не передбачує відшукання суми ряду і не пов’язує із символом
2 ніяких конкретних значень.

В останньому прикладі розглядалася одна із типових перелі- 
кових задач комбінаторного аналізу. Центральним методом ком
бінаторного аналізу є метод генератрис, в якому використовують 
формальні операції з формальними степеневими рядами. Однак, 
такі операції як обернення, суперпозиція та деякі інші операції з 
формальними степеневими рядами, викликають певні труднощі.

Нижче разом з формальними рядами виду аі2% ми будемо 
розглядати також спеціальний формальний степеневий ряд виду

який назвемо експоненційним формальним степеневим рядом.

3.3.1 Формальні степеневі ряди з вільним членом

"... розв ’язати конкретну задачу завжди цікаво, але 
це ще не дає повного задоволення. Треба йти да
лі: відкрити методику набагато важливіше, ніж 
отримати окремий результат."

— Рональд Грехем (з інтерв’ю для "Кванта")
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Нехай задано два формальні степеневі ряди
ОО

А (г) =  ао +  а\г1 +  а^г2 +  . . .  =  £  а̂ г®,
г=0

ОО

В(г) — Ьо +  Ьіг1 +  62г2 +  . . .  =  £
г=0

тут йі і Ьі, і — 0, 1, . . .  — деякі числа із числового кільця К. 
Формальні ряди

О(г) =  0 +  0г1 +  Ог2 +  . . . ,  Е(г)  =  1 +  0г1 +  Ог2 +  .. .

відповідно назвемо нульовим та одиничним формальними ряда
ми.

Нижче дамо основні означення операцій та співвідношень з 
формальними рядами А(г)  і В(г).

1. Формальні ряди А(г) і В(г) рівні між собою, якщо рівні їх 
відповідні коефіцієнти, тобто коефіцієнти при однакових степенях
2 :

а» =  Ьі, і — 0, 1, 2, . . . .
2. Сумою формальних рядів А(г)  і В(г)  називають формаль

ний ряд
ОО

А(г) +  В(г) — Х(г )  =  х0 +  х\гх +  х2г2 Н-----=  £  Хі*1,
і=о

коефіцієнти хі якого знаходяться за правилом

хі =  аі +  Ьі, і — 0, 1, 2, ----

Це правило додавання зберігається і для експоненціальних ря
дів.

3. Протилежним формальним рядом до формального ряду А(г) 
називають ряд — А(г),  який у сумі з рядом А(г)  дає нульовий фор
мальний ряд. Очевидно, що і—тий коефіцієнт ряду —А(г ) дорів
нює —а*.
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Добутком формальних рядів А(г)  і В(г)  називають фор
мальний ряд

ОО

А(г)В(г)  =  Х(г )  =  хо +  х іг 1 +  х2г2 +  • • • =  хггг,
і=0

коефіцієнти Х{ якого знаходяться за правилом згортки

І
Хі =  аоЬі +  аіЬі-і +  . . .  +  а*60 =  £  а̂ Ь*-.,-. (3.3.5)

з=0

Приклад 3.3.3. Знайдемо відповідне правило множення для екс- 
поненційних формальних рядів

Л(г) =  £ а А  
і=0

і

з=о

Коефіцієнти Хі ряду X  (г) — А(г)В(г) ,  згідно з правилом згор
тки (3.3.5), знаходяться із рівності

1 _ 1 іх і .. — у  .. ,. ... • о̂ Ьі—̂.
г!

Маємо

Хі =  ^Гу Г М а ^ - , .  (3.3.6)
^=о

5. Правило ділення формальних степеневих рядів А(г)  і В(г)  
випливає із, означеного вище, правила множення формальних ря
дів. Знайдемо коефіцієнти Хі ряду X (г) =  і3 рівності А(г) =
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X(г)  ■ В(г)  при допомозі правила згортки (3.3.5).

І — 1
аі =  х0Ьі+ хі Ьі- і +.  . .+Хі-іЬі+ХіЬ0 =  ХіЬ0+ ^ 2 хі Ьі- і  ̂ * =  °Д>2>----

3=0
(3.3.7)

Звідси маємо:

х і =  — - { с ц -  У 'х^Ьі-з), (3.3.8)
0 3=0

тут і =  1, 2, . . .  і х0 =  §£.
Відзначимо той важливий факт, що операція ділення фор

мальних степеневих рядів можлива при умові бо ф 0. Якщо ао — 1 
і бо =  1, то рекурентне правило ділення (3.3.8) стає дещо прості
шим:

І— 1
хї — ^  ̂ і̂—з̂  (3.3.9)

і —о

тут і =  1, 2, . . .  і х0 =  1.
Тому, якщо вільний член формального степеневого ряду не до

рівнює нулю, то, не втрачаючи загальності досліджень, ми будемо 
вважати, що його вільний член дорівнює одиниці.

6. Важливим частковим випадком частки двох формальних 
степеневих рядів є випадок, коли ряд Л(г) є одиничним. В цьому 
випадку формальний ряд

Х{г)  =  В - \ г ) =  1
В(г)

називають оберненим формальним рядом до ряду В(г).  Його мо
жна знайти, використовуючи правило (3.3.9):

г-і
Хі — — хо =  1. (3.3.10)

3=0
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Таким чином, легко бачити, що множина формальних рядів з 
операціями їх суми та добутку утворюють комутативне кільце4.

7. Наслідуючи Ойлера [103], знайдемо рекурентне правило під
несення формального степеневого ряду А(г)  до довільного степеня 
Р-

Нехай

(1 +  а\21 +  а2%2 +  а%23 +  .. .)р =  1 +  х^г1 +  х^х1 +  Х323 +  . . .

Здиференціюємо обидві частини цієї рівності і помножимо на А(х), 
тоді отримаємо рівність

рХ(г)А'(2) =  Х'(г)А(х) .

Застосовуючи правило згортки і зрівнюючи коефіцієнти при одна
кових степенях, отримаємо співвідношення

і—1 і-1
р ^ (̂і *̂) • ^ з) * а^Хї—̂, і 1, 2, . . .

3=0 3=0

з яких при і =  п — 1 знаходимо шукане рекурентне співвідношення

Еі - ( р + 1 ) —п о 11 \а̂ Хл—і, хо 1, н 1 ,2 , . . . .  (о.о.И)
п.

4 Кільцем називають сукупність елементів довільної природи, для яких ви
значені операції додавання " +  "та множення "-причому виконуються умови:
1) а +  Ь =  6 +  а комутативність додавання; 2) (а 4- Ь) +  с =  а +  (Ь +  с) 
— асоціативність додавання; 3) для довільних а і Ь рівняння а +  х =  Ь 
має єдиний розв’язок; 4) дистрибутивність множення відносно додавання 
а(Ь +  с) =  аЬ +  ас, (Ь +  с)а =  Ьа 4- са. В кільці може бути відсутня асоціа
тивність (а ■ Ь) ■ с =  а ■ (6 • с) або комутативність а-Ь =  Ь а  операції множення. 
В цих випадках кільце називають відповідно неасоціативним або некомута- 
тивним.
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Опишемо деякі з наведених вище операцій над формальни
ми степеневими рядами при допомозі парафункцій трикутних ма
триць.

Нехай А(г),  В(г), X(г )  -  відповідні позначення формальних 
степеневих рядів

ОО ОО ОО

} усцгг, ^~2Ьі21, а0 =  Ь0 =  х0 =  1
г=0 г=0 г=0

Тоді справедлива 

Теорема 3.3.1. [40]. Якщо

Х (г)  =  ^
> В{г)

то

Хі =  ^ Г ( - і у ( а і ч  -  ЬІ Ч) ■ ( Ь'7Г-- ') , і =  1 ,2 , . . . .
і=0 ' °* -Г /  1<г<вф

Тут і нижче ми вважаємо, що

і»-т+і \ _

Доведення. Із рівності (3.3.8) випливає справедливість системи 
рівнянь (3.3.7)

Доведемо, що розв’язком цієї системи рівнянь є хі, що задає
ться рівністю (3.3.8).

При і =  1 теорема, очевидно, істинна. Доведемо її справедли
вість при і =  т + 1, з врахуванням того, що вона справедлива для 
всіх і =  1,2 , . . . ,  т. Нехай

^5-Г + І \ _ д— Уі,
Ьз-Т /
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ТОДІ

Хто+1 =  ат + 1 — 6т +і — Х/г=1 Ьт—і+1 ' х і =
=  ат+ 1 ~  6т + і  — Х /г= 1  Ьт—г+1 5^ = 0 (аі~І ~ ^і~з) ' Ф і =

=  ®тп+ 1 (& т  Ьт)Ь\()о “Ь (& т —1 6т _ і ) ( 6 х ^ і  62О0)
— • • • +  (—1)т (аі — Ьі)(Ьі0т -1 — 62О7П-2 +  .. . +  ( —1)т  16т Оо 
“  (07П-+-І 6т +і)Оо (^т 6т )0 і +  ■ • - +  ( 1) (^1 Ь\)§т

=  ]С;'=о( — (ат -^+1 — Ьт _^+і)0 '̂.
□

Для означеного вище формального степеневого ряду А(г)  спра
ведливе

Теорема 3.3.2. [40]. Якщо Х(г )  — щщ, то 

а\
а  <*іаі 1

аі о-і-1  
«і-1 «і-2

(3.3.12)
де і =  1 ,2 ,___
Доведення. Із рівності Х(г)  =  -дщ випливає система рівнянь
(3.3.10). Замінимо в системі рівнянь (3.1.2) твердження 3.1.1 (стор. 
221) Ьі відповідно на а*, і — 1 ,2 , . . . ,  причому вважатимемо, що 
ац — аі:і-\ =  . . .  =  ац =  1, і — 1 ,2 , . . . .  Тоді розв’язок утвореної 
системи, згідно із (3.1.7) матиме вигляд (3.3.12). □

Таким чином, справедлива тотожність [40]:

/  аі

\ а, аі- 1 
\ “ і - 1  <4-2

(3.3.13)

=  ( ~ 1)гМ е і(2 ( а і , . . . ,  аі)),

аі
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Приклад 3.3.4. Нехай

А(х)  =  1 — а\г — аг-г2 — . . .  — а,кг  , 

тоді рівність (3.3.13) матиме вигляд

—т-г =  1 -  с1сіе4(^(—аі))^1 +  сіс1еі(^(-ах, - а 2))г2 +  • • ■ +
А{г)

+ ( - 1 ) М с 1 е і ( 2 ' ( - а і , . . . ,  -а .і))гг + ----

Враховуючи тотожність (2.5.32) (див. стор. 140), останню рівність 
можна записати також у вигляді

1
=  1 +  ррег(^1(а і))г1 +  ррег(^2(аь а2))г2 +  • • • +А(г)

+ррег(^ (аь  .. . ,аі) )гг + ----

Наслідок 3.3.2.1. Якщо / ( х ) нескінченно диференційовна фун
кція, то справедливе наступне подання функції /~1(х) у вигляді 
формального степеневого ряду:

ОО

г 1(х) =  і +  ^ 2 ( - і )і0 іхі,
і=1

тут

Оі = сісіеі, ^2 і ^

.ПО)
/"<0) 2/'(0) / ' ( 0 )

/(0(0) /С*-ї)(0)

1!

і / ( , - 1) (0) (і—1) / ( * _ 2) (0)

і  =  1 , 2 , . . . .

Доведення. Цей наслідок безпосередньо випливає із теореми 3.3.2 
і розкладу функції /(ж) в ряд Маклорена. □
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Теорема 3.3.3. Нехай маємо формальний степеневий ряд

ОО

А(г)  =  1 +  ^  аі2г
г=1

і ()і — 2 ,(а і , . . . ,  аг), (див. стор. 132) тоді справедлива тото
жність:

сісіеі(£п(0 і , 02, - - - , 0 п)) =  ап.

Доведення. Ця тотожність одразу випливає із рівності

( (А( г ) ) - 1) - 1 =  А(г)

і теореми 3.3.2. □

Теорема 3.3.4. [39] Якщо Х(г )  =  (А(х))р , тут

ОО

А(г)  =  1 +  агг\ 
і= і

а р -  деяке дійсне число, то

, аг - і+ л
= \ ------- а - Я  г - і ---------— /

( - 1 Г
Л і -  3  +  1 ) - р  -  ( з  -  1) а г - і + 1

( г - з ) - р - з  аі-і
(3.3.14)

Доведення. Рівність парадетермінанта і параперманента в (3.3.14), 
як і в попередньому прикладі, доводиться винесенням із кожного 
стовпця парадетермінанта за його межі спільного множника, що 
дорівнює (—1) і застосуванням теореми 2.4.5 про зв’язок парапер
манента і парадетермінанта. Розкладемо параперманент із рівно
сті (3.3.14) за елементами останнього рядка. При цьому отримаємо 
рівність (3.3.11) (див. п.7 про піднесення формального степеневого 
ряду до степеня на стор. 287). □
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Наслідок 3.3.4.1. Справедливі наступні тотожності:

Ь=1
гк -

- ‘ + £
к= 1

( 1 Д̂« (* (І -  1) _ «г-і+1
{і — І) п — і  аі-]

ии)-- 1 +Е (-^(^ ^ )Г !7 1) ^ 7 )Ь=1

( - 1 ) '

(3.3.15)

- »  + £
Ус=1

(Л(*))± =  1 + £ ( - 1 ) *

ОО

- і + Е

(і -  ]  4-1) •« 4- ( і  -  І) о і-і+ і
( і - ;') - п +  з

• г

(3.3.16)

Лг=1

- ( і -3  +  1) +  (І ~ 1) • п йі-і+і \ 
~{і ~ 3)+3 ' «

•2*= =

Ь=1
( 1)Д"  ~ ^  +  0' ~ 1) ' "  . Оі-і+1

- { І ~ 3 ) + 3 - П аі - і

к= і {і ~ 3) +3 ' п
( л м ) - і = і + Е ( - і )‘ '  {' - і + х ) + ( ] - Х)- "  а‘ - > «

ОО

- *  + £

(3.3.17)

•г* =

/с=1
( _ 1 ) ^  (» - І  +  1) +  (І -  1) • П Щ-І+1

(* -  І) +  І ■п
(3.3.18)

е лких п -  натуральне число.

Доведення. Для доведення цих тотожностей достатньо в рівності
(3.3.14) замінити р відповідно на вирази: п, —тг, 1, — 1 . □

Таким чином, при допомозі теореми 3.3.4, нами отримано дві 
пари рівностей для взаємно обернених формальних рядів (3.3.15), 
(3.3.17) і (3.3.16), (3.3.18). Доведемо теорему, з допомогою якої,
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за даними взаємно оберненими функціями /  і / _1 та відомому 
формальному степеневому ряду /(А(г)),  можна побудувати обер
нений формальний ряд

Теорема 3.3.5. [40]. Нехай /  і / ~ ] -  взаємно обернені функції, 
тоді якщо справедлива рівність

/(1  +  а\2 +  <2222 +  а$23 +  . ..)  =  1 +  Ь\2 +  +  Ь323 +  . . . ,  (3.3.19)

тут

Ьі =  /Тзг^ ± )  , і — 1 , 2 , ,  (3.3.20)

то справедлива також рівність

/ ~ 1(1 +  а і2 +  а2.г2+аз23 +  . ..) =  1 +  х іг  +  х222 +  хз23+ . . . ,  (3.3.21) 

тут

Хі =  ( т - і ^ Г і Л  , і =  1 ,2 , . . . .  (3.3.22)8,8—Г+1 “ а-г / і^г^5^г

Доведення. Перехід від рівності (3.3.19) до рівності

1 +  а\% 4  й222 +  а3г3 +  . . .  =  /  *(1 +  Ь\2 +  62 .г2 +  а$г3 +  . ..)

рівносильний розв’язанню системи рівнянь (3.3.20) відносно аг. 
Але, згідно із твердженням 3.1.1, (див. система (3.6.1) на стор. 
334) ця система має розв’язок

/  _ _ і  о3_ г+ і \ _  1 о
а і —  \ Т 3 , 3 - Г + 1  1 /  > 1 --------

\ и з- г  /

Тепер, в отриманих рівностях, залишається зробити заміну аг — 
Хї, Ьї — йі, і — 1, 2, . . . .
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Зауваження 3.3.1. Згідно з теоремою 3.3.5, при побудові три
кутної матриці

- і  О а-г+1 \ ,  =  1 2
5,5 —Г + 1 _ /  ? 1а8—Г / 1̂ г̂ 5 г̂

необхідно пам ’ятати про те, що коефіцієнти її елементів є обер
неними до коефіцієнтів елементів трикутної матриці

тяг^ г ± і \  , г =  1,2,

г записані у кожному рядку в зворотному порядку.

Приклад 3.3.5. Позаяк функції / ( х )  =  хп і / _1(х ) =  ПРИ 
х ^ 0, взаємно обернені, то внаслідок теореми 3.3.5, за відомим 
формальним степеневим рядом (А (г ))п, можна знайти формаль
ний степеневий ряд (Л(г))".  Для цього достатньо, за коефіцієн
тами

(* ~ З +  1) ’ п -  (і -  1) /ч „
ТІЯ =  -------тг-----------------:— —  (3.3.23){ г - з ) - п - з

елементів парадетермінанта із рівності (3.3.15) знайти відповідні 
коефіцієнти елементів парадетермінанта із рівності (3.3.22) :

Ті 1
(І -  (* -  З +  1) +  1) • п -  (і -  3 +  1 -  1)

м і+1 ^ (і _  ({ _  +  1)) . п _  (і _   ̂+  1)

= ~( і ~ з +  1) +  о  -  1) • п 
~ ( І ~ 3 ) + 3  ■ п 

Твердження 3.3.2. [39] Справедлива тотожність

(1 +  а,\% +  « 222 +  •••)” —

=  1 + Е (  £  А,'- • А І ■аї1 -- аїі )  г\ (3.3.24)
і=1 ^Аі+2А2+...+іАі=і 1- ••• »• /

тут п -  натуральне число.
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«10 ац а\2 «13 «1г
«20 а21 «22 «23 «2г
«ЗО «31 «32 «33 «Зг

п—1,0 О'П—1,1 «п—1,2 «п—1,3 • «п—1,г
«гаО «пі «п2 «пЗ «пі

Доведення. Для кращої очності доведення, розглянемо п послі
довностей коефіцієнтів формального степеневого ряду А(г) :

(3.3.25)

в яких перпши індекс умовнии і позначує номер одного із п іденти
чних рядів А(г ), а другий індекс позначує степінь г, коефіцієнтом 
якого він є.

Щоб знайти коефіцієнт х* степеня хг, необхідно знайти суму 
всіх добутків

а І І іа 2]2 ' • • ■ «гу'п (3.3.26)
коефіцієнтів таблиці (3.3.25), для яких сума елементів мультимно- 
жини

О'і»32> • ■ ■ )Іп} (3.3.27)
дорівнює і, тобто виконується рівність

Зі +  32 +  • ■ • +  Зп =  і- (3.3.28)

Якщо мультимножину (3.3.27) записати в канонічному вигляді

{0Ао, 1Аі , 2А2, . . .  ,гАі}, (3.3.29)

то елементи її первинної специфікації задовольняють рівняння

Аі +  2А2 “Ь • • • "Ь їАі — і. (3.3.30)

Зафіксуємо мультимножину (3.3.29) і знайдемо число всіх мульти- 
множин (3.3.27) з канонічним виглядом (3.3.29). Оскільки число 
ненульових елементів мультимножини (3.3.27) дорівнює Аі +  А2 +  
. . .  + А», то існує

А2 +  . . .  4- А,
п (А і+ А 2+ .. .+ А і) {  —1}
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таких мультимножин. Якщо в останніх враховувати ще й порядок 
елементів, то всього добутків виду (3.3.26) з умовою (3.3.28) є
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п (А і+ А 2+ . . .+ А ; ) { —1} +  _|_ д .)|  п (А і+ А 2+ .. .+ А і ) { - 1 >

(Ах +  А2 +  . . .  +  А»)! Ах! •... • А̂ ! Ах! •... • Аг!

Отже, існує
п (А і+ А 2+ .. .+ А і ) {  —1}

А х ! - . . . - А , !

добутків 1 «22 ■ .. .  ■ а ’̂ і коефіцієнт хг, з врахуванням умови
(3.3.30), дорівнює

п (А і+ А 2+ ...+ А і ) { - 1 }
)  ------— ----------— ------ ал 1 а0 • . . .  • а , 4

А х ! - . . . - А г !  1 2
Аі +2А 2+ ...+ іА і—і

Н аслідок 3.3.5.1. Справедливі наступні тотожності:

п (А1+ ...+ А і ) { - і }

□

(1 +  г +  г2 +  - - - ) ” =  1 +  £  £ Ах!- .. .  Аг! і—1 Аі —і

1 2  ) ^  ^  . Ах!1лі •... • А*!гл< ’і—1 Аі+2А2+...+гАі—і

1  1  \ "  ~  п (А1+ ...+ А 1) { - 1 }

1 +  Т\г + 9\г + " '  _1+£  £1! 2! / 4 -  ^  . Ах!(1!)Аі-. . .•Аг!(і !)А* ’і—1 Аі+2А2+...+гАі=г

тут п Є N.

Доведення. Тотожності безпосередньо випливають із тотожності 
(3.3.24) відповідно при а* =  1, а, =  і ,  а* =  Лі * =  її 2 , . . . .  □
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Твердж ення 3.3.3. [40]. Справедливі тотожності:

(-1)*
(і ~ З +  1) ' п — (і — 1) аі-і+\ \

(г -  і )  • п і / іаі~3 /
(3.3.31)

( - 1)«5,, (» - 1 + 1) • ”  — и  — і) _ <4-3+1 
( і - з ) - п ~ і  аі_і

Е
п(А і+  -+ А ^ ){  —1}

аЛ а к̂
АіН-2А2+...+/сА̂ =/с 

т у т  п -  натуральне число.

Доведення. Це твердження випливає із тотожностей (3.3.15). 
(3.3.24). □

Зауваження 3.3.2. Цікавим є, властивий методу генератрис, 
факт, що тотожність (3.3.31) залишається справедливою і при 
п =  —т , п =  п =  — При цьому матимемо відповідні то
тожності:

( _ ! ) *  /  (г -  і  +  1) • т  +  ( і  -  1) Оі-і+ х \ 
\ (г -  і )  • т +  і  аІЧ /

(г -  і )  т +  ] <Ч—з

І^З і̂^к

Е ( - і )
т (Аі+...+Ад;){і}

Лі! •... • А̂ !
• аАі А̂

V >
Аі+2А2+...+/сА^—к

к /  ~(г -  з +  1) +  (з -  1) • т _ оіЧ +х
- ( * - з )  +  3 т 

8и-(г - з + 1) + 0’ -  1) • т  аІЧ+х

(-1)

= ( -1 )

аі~3 /

- ( І ~ 3 ) + 3 - Т П  Оі_

V "  • А! А,
^  1 } т « А і ! - . . . - А * !  аі - - ак іХ\ +2А2+...+/сА/с=А:
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\  { г - і ) + 3 -т  аІЧ  /

( - 1 ) '
\6ц (і ~ 3  +  1) +  ІЗ ~  1) ' т  _ Оі-і+і 

( і  ~  3 )  + 3  '  ш • г -3

-  Е  (-ч
Л і + 2 Л2 + . . . + / с Л ^ — /с

то8Аі! ■ Хк\ 

в яких з =  А і +  Л2 +  . . .  +  Хк.

Т в е р д ж е н н я  3 . 3 . 4 .  [39] Справедлива тотожність

■аА і , .-а А/с
к ’

(1 +  2 + 2 2 +  . . . ) п =  1 +
п і { і }

_ г + ! І 5Г г 2 + . . .  +  — г Ч . . . ,  (3 .3 .3 2 )

тут п -  натуральне число.

Доведення. П р и  гг =  1 ц я  р ів н іс т ь  о ч е в и д н а . Н е х а й  в о н а  с п р а в е 
д л и в а  п р и  п =  А. Д о в е д е м о  в и к о н у в а н іс т ь  ін д у к ц ій н о г о  к р о к у .

(1 +  2: +  22 +  . . . ) •  [ 1 +
А1*1} к2^

1 ! -г  +
2 !

-г*  +  . . .

/" А1^  А2^1} А ^ 1}

І=1
А л е  т о т о ж н іс т ь

1 ! 2 !
2 .г!

А ^ 1 )  ( А  +  1 ) < { 1 }

2 ^  7-| ~  Ті
і = о

сп р а в е д л и в а  (д и в . з а д а ч а  6 ).

Т в е р д ж е н н я  3 .3 .5 .  [39] Справедливі наступні тотожності 

( - 1 ) '

□

ЧЛ„ (* ~  І  +  1) ' п  ~  (І  ~  1)

( і  ~  3 )  - п -  з

Е
п (А і+—+Ак){—1} п & {!}

Л і-Ь 2 Л2 + . . . + / с Л ^ — /с
А! '
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Доведення. Ц е  т в е р д ж е н н я  о д р а з у  в и п л и в а є  із  т о т о ж н о с т і  (3 .3 .3 1 )  
п р и  аі — . . .  — ак =  1 і т о т о ж н о с т і  (3 .3 .3 2 ) .  □

З а у в а ж е н н я  3 . 3 . 3 .  Аналогічно до примітки 3.3.2, справедливі 
тотожності

( - 1 ) '
.. (г  -  з +  1 )  • п +  ( і  -  1 )

(г -  з) ■ п +  і

х—> п (Аі +  ...-1-Л Ас){1} — 1}
V  ( - 1 ) 8 - ----------------------------------=  ( - і ) к^   ̂ ;  А і !  - . . .  - А *! 1 ;

А і+ 2 А 2 +...+А:А)Ь=/с 1 к
к\

~ ( г -  з ) +  З • П

Е  ( - > )
Л і + 2 Л2 + .. .+ А :Л | с= /і :

. ( п  — 1 ) ( 2 п  — 1 )  ■ . . .  • ( ( 5  — 1 ) п  — 1 )  

п - А і ! - . . . - А * !

=  ( - 1 )
к (п  +  1)(2п +  1) ■ . . .  • ((к  -  1)п +  1) =  і ^  (п +  1)<*Г ^

( - 1 )

п кк\

6„ (* ~ 3 +  1 ) +  ІЗ ~  1 ) ' «

п кк\

( г -  3 )  +  3  - п

Е
Л і -|-2 Л2 Н_. . - _Ь/сЛ^;=А^

=  ( - 1 )

в яких з =  А і +  Аг +  . . .  +  Хк.

п яА і! • . . .  • Хк\ 

к (п  -  1 ) (2 п  -  1 ) • . . .  • ((А  -  \)п -  1 )
п кк\

П о х ід н і в и щ и х  с т е п е н ів  в ід  с к л а д е н и х  ф у н к ц ій  
Н е х а й  м а є м о  с к л а д е н у  ф у н к ц ію

У = І(я{х))-
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З а п и ш е м о  к іл ь к а  ї ї  п о с л ід о в н и х  п о х ід н и х :

у (1) =  / “ У " ,

у 1' 2 '1 =т =  / ( ч , т  +  / о )  ( , ( « ) ' \

„ ( з ) =  / « , ( 3 )  +  з / и 9 ( » 9 га +  / (3> ( 9 (1)) 3 ,

„ м  =  / ( * > ,< «  +  / < 2) +  з  ( 9 (2>)

6 /< 3¥ 2> ( 9 <і)) 2 +  / <1>(<>( , > )1 ,
і , ®  =  , т д ю  +  , т  ( 5 5 ( 1 ) 5 ( 4 )  +  ю ^ у з ) )

2  +

+

( і О ^ 1) )  5 (3) +  155 (1) ( д <2>)

ю / (4) ( *<1> ) > >  +  / (в) ( ^ ) 5 ,

т у т  п о х ід н і в ід  ф у н к ц і ї  /  б е р у т ь с я  п о  а р г у м е н т у  д, а  п о х ід н і в ід  
ф у н к ц і ї  у — п о  а р г у м е н т у  х.

З а д а ч у  п р о  в с т а н о в л е н н я  з а г а л ь н о г о  в и г л я д у  ц и х  ф о р м у л  в п е р 
ш е  р о з в ’я з а в  Ф а а  д і  Б р у н о . Й о г о  ф о р м у л а  м а є  н а с т у п н и й  в и г л я д :

= £ / (,с)
к = 1

„ ( » )  =

(  \

V  ....................— — ---------------------------- (< ? ( 1 ) ) А і  ( о ( п ) ) А "

Аі +2А 2+...+ пАп—п,
\  А і + А 2 + . . . 4 ‘ А п :=:& /

Т е о р е м а  3 .3 .6 .  Нехай функції / ( х )  г д ( х )  нескінченно диферен- 
ційовні, причому виконуються рівності

Ь П9)=!{і)' ^ 9{х)=9")' іш іл .....
тоді для довільного натурального значення п справедливі рівно
сті:

3 .3 . Ф о р м а л ь н і  с те п е н е ві ряди

(  ^  \
/ ( 2 )

V / (п) /

д М
і 0 (1)
і ’ д(1) У
і 2  я < 4
2 • д(2) 1 ’  д (  1)

1 ,9(п) 2
т і — 1 д ( п ~ ^ п—2 д(п~2ї

7 ( і )

2 = 1  . 3 ^  0 ( 1 )
1 д і ї )  9  .

( / (1), / (2), • • •, / (п)) • ррег{вп{д^\ 9 (2\ . . .  ,«/<">))

£ / (к)
& = 1

\

Е
П !

А + 2 Л +  А 4 і ! ) Аі “ - Лп !( - !) А’Л і + 2 Л 2 Н "---+ П .Л п — 71,
\ Аі + А 2 + ...+ А п= /с /

( 3 . 3 . 3 3 )

Доведення. С п р а в е д л и в іс т ь  ц іє ї  т е о р е м и  о д р а з у  в и п л и в а є  із  т в е р 
д ж е н н я  2 .5 .3 , о з н а ч е н н я  с к а л я р н о г о  д о б у т к у  в е к т о р а  н а  п а р а п е р 
м а н е н т  т р и к у т н о ї  м а т р и ц і 2 .8 .2  (д и в . в ід п о в ід н о  с т о р .  146, 17 2 ) т а  
ф о р м у л и  Ф а а  д і  Б р у н о  (2 .8 .2 ) .  □

З а с т о с у є м о  т е о р е м у  3 .3 .6  д о  о б ч и с л е н н я  п о х ід н и х  д е я к и х  ск л а 
д е н и х  ф у н к ц ій

П р и к л а д  3 . 3 . 6 .  З н а й д е м о  п о х ід н і п  г о  п о р я д к у  в ід  ф у н к ц ій  

у =  е х р { з ( х ) ) ,  у =  1п {р (а :) ) .

П о з а я к  с п р а в е д л и в і р ів н о с т і

^ ї е х Р І9) =  е х Р (9)і ^ 71п ( з )  =  ( - 1 ) г_ 1 (* -  1 )-9~\ і — 1 , 2 , . . . ,

т о  з а  т е о р е м о ю  3 .3 .6  м а є м о :

< Г 1

(1хп
е х р (д (х))

=  {ехр (д ),ехр (д ),..  . , е х р ( $ ) )  • р р е г  ( в „ ( 5 (1 ), д{2\ ■ ■ ■ , 3 (п )) )  =
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=  е х р (# )  • р р е г  ( в „ ( д (1) , д (2 ), • • • , з (п )) )  •

& Н9{Х)) =

=  (д~\  , ( - І ) п _ 1 ( п - 1 ) ! 9 - П) р р е г  { в п( д ^ , д ^ , . .. , < / " > ) )  .

Т е о р е м а  3 . 3 . 7 .  Нехай / ( х )  і д (х ) — дві нескінченно диференці- 
йовні функції, причому

9 х \ 0 ) =  о-и / « ( а о )  =  Ьі , і =  0 , 1 , 2 , ,  

тоді справедлива рівність

/(д(х)) =  Ь0̂ ( Ь 1)-ррет(Ві(аі))-х-^(Ьі,Ь2)-ррет(В2{а1,а2))-х2+ . ..,
(3 .3 .3 4 )

тут Вп(а\,а2, . . . ,  ап ) — матриця Белла.

Доведення. Ц я  т е о р е м а  в и п л и в а є  із  р о з к л а д у  ф у н к ц ії  у =  / ( д ( х ) )  
в  р я д  М а к л о р е н а  і т е о р е м и  3 .3 .6 . □

Н а с л і д о к  3 . 3 . 7 . 1 .  Якщо функція / ( ж )  нескінченно диференційов- 
на, а функція д(х) зображувана у вигляді ряду

д (х) =  ао +  а\х +  а2х 2 +  . . . ,

причому виконуються рівності / ( а о )  =  &о, / « ( а о )  =  Ьі , і =  
1 , 2 , . . . ,  то справедлива рівність

/ ( д ( х ) )  =  6( г Ь ^ ^  р р е г ( ^ і ( а і ) ) - х + ^ ,  ^ 0  р р е г ( 7 2( а і ,  а 2) ) - х 2+ . . . ,

тут 2 п(а\, а 2 , ■ ■ ■, ап) — матриця виду (2.5.23) (див. стор. 132.).

Доведення. З н а й д е м о  к о е ф іц іє н т  и р и  х п у  р ів н о с т і  (3 .3 .3 4 )  з  в р а 
х у в а н н я м  у м о в  ц ь о г о  н а сл ід к у . Д л я  ц ь о г о  с к о р и с т а є м о с я  р ів н о с т я -  
м и  (3 .3 .3 3 )  т а  р ів н о с т я м и

5Іг)( 0) =г\аі, і =  0, 1 , . . . .
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3 .3 . Ф о р м а л ьн і с те п е н е ві ряди

М а є м о :

п !

/  \
п !

і(Ьі,Ь2, . . . ,Ь п) р р е г ( 5 п ( а і , а 2, . . . , а п ) )  =

1

п!  ' к= 1 Лі + 2 Л 2 + .. .+ п Лп —71,
\  Л і4 * А 2 + . . . + А п = ^  /

п

- п Е * .  Е
п !

п і *— ' —  Л1!Л2! - . . . - Л п ! ’ а і  ° 2к= 1 А і + 2 А 2 + . . . + п А п = п ,
А іН -А 2 + . . - + А п = А :

>2 А „Е ї ї  Е  ЛхіАдІ - . . .  • Ап! аї‘а2‘ атГ =
£=1 Лі +2А2+ ...+ пАп= п,

А і  -} -А 2 + - . . + А п = :^

^  • р р е г ( £ п ( а ь  а 2, . . . , а п ) ) .

□

П р и к л а д  3 . 3 . 7 .  Н е х а й  Л ( х )  =  1 +  З н а й д е м о  р я д и  д л я

е х р ( А ( х )  — 1 )

т а
1 +  1п ( Л ( х ) ) .

С к о р и с т а є м о с ь  н а с л ід к о м  3 .3 .7 .1 . З н а х о д и м о  Ьі , і =  1 , 2 , . . .  д л я  
ш у к а н и х  р я д ів . Л е г к о  б а ч и т и , щ о  ц і з н а ч е н н я  в ід п о в ід н о  д о р ів н ю 
ю т ь  1 і ( — 1 ) г_ 1 (г — 1 ) ! ,  т о м у  з г ід н о  з  ц и м  н а с л ід к о м , ш у к а н і р я д и  
в ід п о в ід н о  м а ю т ь  в и гл я д :

° ° '  /  і  і  і  \  

е х р ( л ( х )  -  І )  =  1 +  2 2  ( ^  2 \’ ' ' • ’  Ї ! ) РРе г (^ г (а 1, ° 2, • ■ •, а і ) ) х 1, 
і=  1

1 +  1п ( А ( х ) )  =
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1 “  / 1  - і  ( - і ) і - і ( г - 1 ) ! \

=  1 +  2_, ( ТГ’ " о р ' ' '  ’ ----------- її-----------) Р Р Є г(^»(а і ,а2 ,. . . ,а і) )ж  .Л Ґ  2!
і=Х 4

П р и к л а д  3 .3 . 8 .  В с т а н о в и м о  с п ів в ід н о ш е н н я  м іж  ч и с л о м  р ( п )  не- 
в п о р я д к о в а н и х  р о з б и т т ів  н а т у р а л ь н о г о  ч и с л а  п  т а  с у м о ю  а (п ) в с іх  
н а т у р а л ь н и х  д іл ь н и к ів  ц ь о г о  ч и с л а .

В  [89], н а  с т о р .  58 , н а в о д и т ь с я  р ів н іс т ь

£ ( £ н * к  =  ( 5 » * ‘  ) •  Е  < * > * ' -■  
і= 0 )  \і=0 /  \і=1 /СІХ

П р о ін т е г р у є м о  ц ю  р ів н іс т ь ,  т о д і  о т р и м а є м о  р ів н іс т ь

1 п | ^ р ( г ) х г | =  с  +  (3 .3 .3 5 )
\ і=0 /  І=1 г

а б о  р ів н іс т ь
с т ( г )е х р  І с  +  ^  — — х г 1 =  ^ ^ р ( г ) х * ,  (3 .3 .3 6 )

іі—1 /  г=0

т у т  с  —  д о в іл ь н а  к о н ст а н т а .
П р и й н я т о  в в а ж а т и , щ о  р ( 0 )  =  1, т о м у  с  =  0 . З а с т о с у є м о  д о  

ф у н к ц ій

Іп ] Г р(і)хі , е х р  ^
\ г = 0  /  \ г = 1  1

в  р ів н о с т я х  (3 .3 .3 5 ) ,  (3 .3 .3 6 )  т е о р е м у  3 .3 .7 , т о д і ,  в р а х о в у ю ч и  р е 
з у л ь т а т и  з а д а ч і 3 .3 .6 , о т р и м а є м о  в ід п о в ід н о  р ів н о с т і

3 .3 . Ф о р м а л ьн і с теп ен еві ряди

т у т  5 =  А і +  . . .  +  А ь  а і =  р ( ї ) ,  а 0 — 1, і

ОО

^ р ( г ) х г =

г=0

=  Е  Е
к — 1  \ А і -| -2 А 2 - К - - - І_7іА7г — ті

« I і  ■ • ■ • • Ч к

т у т  а-і =  (і — 1 )!сг (г ).
З р ів н ю ю ч и  к о е ф іц іє н т и  п р и  п - х  с т е п е н я х , о т р и м а є м о  т о т о ж н о 

с т і:

- < г ( п ) =  2  ( * ■ + ;  • + Л -  -  Ц ' г і ц л , . . .  М п ) К

п  ' А і Л „ !П Аі+2 Аг-Ь. .+пАп=п

Лі —71
(3 .3 .3 7 )

Т о т о ж н іс т ь  (3 .3 .3 7 )  м о ж н а  з а п и с а т и  у  в и гл я д і

п \ р (п )  =

( 0!сг(1 ) ) Лі •.. . - ( (п —1 ) ! о - ( п ) ) Ап =-  Е
п\

Л і + 2 Л2 + . . . + т г Л п — ті

=  р р е г  ( В „ ( 0!<х(1 ) , . . . ,  ( п  -  1 ) !с г (п ) )  =  

ст (1 )

с г (1 )ЙЙ »(1)

а(тг — 1) 0 <7(71—2)
с г (7 і— 2 )  <7 ( 71— 3 )

<7 ( 71)  0 а ( 7 і  — 1 )
<7(ті— 1 ) <7 ( 71— 2 )

с х ( 1 )

(п - і )іШ ст(1)
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=  п !  •

<т(і)

о-(І) \-<т{1)

а(п— 1) сг(п—2)
а(п—2) сг(п—3)

а(п) а(п—1)
(т{п— 1) сг(п—2)

0 ( 2 )
< т(1 )

Л е г к о  д о в о д и т ь с я  і н а с т у п н а  т о т о ж н іс т ь

п—1/

Р І1)
2 Р(2) 
1 р(1) Уі1)

Ш ' )

р ( 1)
о Р(2)

р ( і )

-  р т
„  р ( п )  Р ( ” - 1 )  Р ( 2 )

р(п—1) р(п—2) РІЧ РІ  1)

Т а к и м  ч и н о м , м и  о т р и м а л и  п а р у  в з а є м н о  о б е р н е н и х  с п ів в ід н о 
ш ен ь :

с г (  1 )

р ( п )  =

*(2)
<т(1) \ -^ ( і )

ст(п— 1) а ( п —2)
сг(п—2) а ( п —3)

а{п) о(п—1)
_ а(п— 1) а(п—2)

ї г т ^ 1)
І  . С гс і ' )

сг(і) п V /

(3 .3 .3 8 )
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3 .3 . Ф о р м а л ь н і сте п е н е ві ряди

РІ 1)

2'Й) Р(Х)
а ( п )  =  ( - І ) » " 1/

р т
, р(") р(п-1) р(2)
р(п-1) р (п -2) • • • р(1)

(3 .3 .3 9 )
Н е с к ін ч е н н і д о б у т к и  ф о р м а л ь н и х  с т е п е н е в и х  р я д ів

ОО

П л ( х ) ,
І=1

т у т  А і(х ) — 1 +  а'і'х1-, м о ж н а  о б ч и с л ю в а т и  з а  т а к и м  а л г о р и 
т м о м :

1 ). З н а й т и  н а т у р а л ь н і л о г а р и ф м и  ц и х  р я д ів  1п (Л г( х ) ) .
2 ) .  З н а й т и  с у м у  Ь ( Л і ( х ) )  =  Іп ( П ~ і  А і(х )) .
3 ) .  З н а й т и  е к с п о н е н т у  с у м и , з н а й д е н о ї  в  п у н к т і  2 ) .

П р и к л а д  3 . 3 . 9 .  П о д а м о  н е ск ін ч е н н и й  д о б у т о к
~  і

П г т ^  Р-34»)
І =  1

у  в и гл я д і ф о р м а л ь н о г о  с т е п е н е в о г о  р я д у .
1). З н а х о д и м о  ф о р м а л ь н і  с т е п е н е в і  р я д и  в ід п о в ід н і г е н е р а т р и - 

с а м  1_ д .а.і т а  їх  н а т у р а л ь н і л о г а р и ф м и :

1 1
Іп ----- — г  =  V  -а І х ік.

1 -  акх к ^  г К 
1 =  1

2). З н а х о д и м о  с у м у

“ і  , ° ° .  1  ”  ( ^  А  п \

У  Іп --- - - - - - - - - г  =  І п Т Т ---------- т =  У  У  - а і  х п,
1 — акх к 1 — а * х г ^  \ п і

к = 1  К  і = 1  * п = 1  )

т у т  п ід с у м о в у в а н н я  п р о в о д и т ь с я  з а  в с ім а  д іл ь н и к а м и  н а т у р а л ь н о 
г о  ч и с л а  п . Ц і р ів н о с т і  о ч е в и д н о  в и п л и в а ю т ь  із  н а с т у п н о ї  та б л и ц і:
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X X 2 х 3 X 4 X 5

І п ,  1 1 —а\х а\
.......І  ‘і

2 1
........і  'і

з а і
' і  (А

4 1
' І „ 5 .......

5 1

І П і— ——т1—а<?.хг
0 «2 0 — О 2 

2 2 0

І П 1 - а „ * 4 0 0 а з 0 0

І П ї- а . х *
0 0 0 О4 0

І П і— і — г  1— а д х ° 0 0 0 0 0 5

Іп-,— і— г1— аьх°
0 0 0 0 0

Іп-Л— і — 71—а іх *
0 0 0 0 0

І П - :— — в- 1 - а я х в 0 0 0 0 0

1 п Т ^ Ь ?
0 0 0 0 0

' і —1 1- а ,  х г
а і 5 а | + а 2 З а |  +  а 3 І а 4 +  5 0 2 + 0 4 5 0 ^ + 0 5

> X і .гй X9 х п

- о 6( .і і \а[ к
1 „9  
9 1

3 2 0 1 - і 0

?.а3 0 0 з а з
0 0 - а 2 2 4 0

0 0 0 0

Об 0 0 0

0 07 0 0

0 0 08 0

0 0 0 Од

1 6 І з.....

б а'  +  И +
1 2 

+ 2 а 3 +  а 6

уО^ +  О 7

1 О 1 4

1 2 + ^ 04 +  08
5 а 1 + З а |  +  а 9 п ° 4

В  ц ій  та б л и ц і в и п и са н і п ер ш і д е в ’я т ь  к о е ф іц іє н т ів  ф о р м а л ь н и х  
р я д ів , щ о  в ід п о в ід а ю т ь  н а т у р а л ь н и м  л о г а р и ф м а м  п е р ш о ї  к о л о н 
ки .
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3 .3 . Ф о р м а л ьн і с те п е н е ві ряди

3). З н а х о д и м о  ф о р м а л ь н и й  ст е п е н е в и й  р я д

1" П г т ^ і ) = П ге х р

=>+£
П=1

Ф
2 Ї

і = 1

а і

^ а 1 + а 2
а і

V  - о 3  г^ л \ п  п а а

г=1

а і

Е г і | ( п - 1 )  ~ ^ ї а л ‘
а ~=т а і

і  +  У " £

<г|(п-2) п  — 2 а

71— 1 у А і + 2 А 2 + - " " 1 " Я А п — 71

Я к щ о  а і  =  02 =  . . .  =  1, т о  о с т а н н я  р ів н іс т ь  о т р и м а є  в ід о м и й  
[79] в и гл я д :

оо  1 ОО

П г =
І =  1 2=0

т у т  р (г )  —  ч и с л о  н е в п о р я д к о в а н и х  р о з б и т т ів  н а т у р а л ь н о г о  ч и с л а  
і н а  н а т у р а л ь н і к о м п о н е н т и .

3 . 3 . 2  Ф о р м а л ь н і  с т е п е н е в і  р я д и  б е з  в і л ь н о г о  ч л е н а

"Незначні відмінності в будові тіла чоловіка та 
жінки призвели до прірви між  їх характерами. "

( — Із розмови двох чоловіків.)

Р о з г л я н е м о  щ е  о д и н  в а ж л и в и й  к л а с  ф о р м а л ь н и х  с т е п е н е в и х  
р я д ів  з  н у л ь о в и м  в іл ь н и м  ч л е н о м , д л я  я к и х  в и з н а ч е н а  о п е р а ц ія  
с у п е р п о з и ц ії  т а  о б е р н е н н я .

П е р е д о в с ім  в ід з н а ч и м о , щ о  д л я  ф о р м а л ь н и х  с т е п е н е в и х  р я д ів  
в и к о н у ю т ь с я  а н а л о г іч н і, д о  о п и с а н и х  в  п о п е р е д н ь о м у  п у н к т і ,  о п е 
р а ц ії  с у м и  т а  д о б у т к у .
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З а с т о с у є м о  м е т о д  О й л е р а  д о  п ід н е с е н н я  ф о р м а л ь н о г о  р я д у
ОО

а(г)  =  У  аг2 г, 
і= і

д о  р - г о  с т е п е н я . Т у т  р  —  д о в іл ь н е  н а т у р а л ь н е  ч и сл о .
Н ех а й

(.а{г))р =  х(г)  =  ^ Г ,а 21.
г = р

З д и ф е р е н ц ію є м о  о б и д в і  с т о р о н и  о с т а н н ь о ї  р ів н о с т і

ОО

\*=р

Перемножимо обидві частини цієї рівності на ряд а (г )  :

Р \ ' Ц Сі2Ч  ( £ ( *  +  1) а *+1г Ч  =  ( £ ( *  +  1) Сг+1г Ч  ( Х а «2Ч
\і=р /  \г=0 /  \і=р-1 )  \г=1 /

та зрівняємо коефіцієнти при однакових степенях 2. При цьому 
отримаємо рекурентне співвідношення для відшукання коефіці
єнтів шуканого формального степеневого ряду х(г)  :

р  — і  +  1 а,2 2 р  — і  +  2 а з
ср+і — ~ — :- - - - - ср+і- 1 Н---- ---- --- ---- --- ---- :-Ср+і-2 +  ■ • ■ +

І  (1\ І  (1\

( і -  1)р -  1 аі о і+ і .
Н------------ :------------- ср+і +  Р------- срч (3.3.41)г а\ а\

тут і  =  1, 2, . . . ,  Ср =  а\.

Т е о р е м а  3 . 3 . 8 .  Нехай

ОО /  ос \  Р
£  Сі2* =  ( £  а і2 1 І , р  Є N.
і=р \г=1 /
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3 .3 . Ф о р м а л ьн і с те п е н е ві ряди

тоді

Ср+і —

г  а і
а

р - 1  а г  
Зр 04 

2р—1 аз

2 аі 
2р—1 аз
р—2 аг

Р ~ 2  а 2 
З а х

гр а.+і (і—1)р—1 аі (і—2)р—2 а.-х  
(г—1)р—1 аі (г—2)р—2 а;_х (і—3)р—3 аі_2

( * - . ? '  +  1 ) р  ~  І  +  1  а < - ^ ' + 2  

. ( і - Я р  - ( - і ) 5 ‘ ^ ‘ <и - і + і

р -г+1 а2 
г а і

(3 .3 .4 2 )

с„ — а\.

Доведення. Р о з к л а д е м о  п а р а п е р м а н е н т  з  п р а в о ї  ч а с т и н и  р ів н о с т і  
(3 .3 .4 2 )  з а  е л е м е н т а м и  о с т а н н ь о г о  р я д к а , т о д і  о т р и м а є м о  р е к у р е н 
т н е  с п ів в ід н о ш е н н я  (3 .3 .4 1 ) .  □

С п р а в е д л и в а  т а к о ж  н а с т у п н а  

Т е о р е м а  3 . 3 . 9 .

чі=1 п=р
Е

р\

А і ! А 2  ?
Л і -}-2 Л 2  Ч" • • • ~\~Ті\п = 7 1 ,

\ Лі+Л2+-..+Лп=р

а ^ а о 2 • 2

/
(3 .3 .4 3 )

тут р — деяке натуральне число.

Доведення. К о е ф іц іє н т и  п р и  гп, о ч е в и д н о , м а ю т ь  в и г л я д

т  ■ а*1а22 ■ ■ а*п,

т у т  т  д е я к е  н а т у р а л ь н е  ч и с л о . П р и ч о м у  в и к о н у ю т ь с я  р ів н о с т і  

А і +  2Х2 +  . . .  +  пХп — п,

Аі +  Л2 +  . . .  +  Ап =  р.
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З н а й д е м о  к о е ф іц іє н т  а  б іл я  гп , в и к о р и с т о в у ю ч и  т в е р д ж е н н я  1 .2 .2  
( с т о р .  1 7 ).

ТІ
а  = Е

рі

А і -+-2 А 2 + - . . + п А п — ті, 
+ А 2 + - - - + А п = р

□

Т в е р д ж е н н я  3 . 3 . 6 .  Справедливі тотожності:
7)1

Е а ^ а о 2

А і -{-2А 2Ч - . . - “І_7 іА п — т і. 
А і  4 - А 2 + . . . - Ь А п = Р

(і -  з +  1 ) р -  3 +  1 а і- і+2 (3 .3 .4 4 )

Доведення. Ц е й  н а с л ід о к  о д р а з у  в и п л и в а є  із  т е о р е м  3 .3 .8  т а  3 .3 .9 .
□

П р и  аі =  1, аі =  4 ,  аі =  і =  1 , 2 , . . .  т о т о ж н іс т ь  (3 .3 .4 4 )  
п р и й м е  в ід п о в ід н о  в и г л я д

Е
Р-

Аі + 2 А 2 + - - + п А п —ті, 
•^і + А 2 + . - . + А п := р

А 1!А2! - . . . А п !
( і -  3 +  1 )р -  з +  1

. ( І - З ) Р  -  ( - 1  Г ’ З . 1  р

Е
А і  + 2 А 2 + . . . + п А п — п ,  

-^ і + А 2 + . . . + А п = р

( і  -  і  +  1 )р - 3  +  1 і -  з +  1 
. (і ~  3)Р ~ (~ 1 )6іі3 і - З

Е
А і + 2 А 2 ~ | --- -+ 7 іА п = 71 .

А 1 + А 2 +...■+■ А п = р

(і -  ]  +  1 ) р -  ]  +  1 { і -  з +  1 )!
. (і -  з)р ~ 3 (г -  зУ-
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3 .3 . Ф о р м а л ь н і с те п е н е ві ряди

Н а с л і д о к  3 . 3 . 9 . 1 .  Справедливі тотожності:

/о°  ЧР ° °  (А 1 +  А2 +  . . .  +  Ап )!
1 4 - '  /  ^  ^  А і !А 2 ! • . . .  • А „!
\ І = 1  /  Я-—Р  А і + 2 А 2 +  --- +  71АП— ті,

• 1̂ + ^ 2  +  • • •+ А П = р

(3 .3 .4 5 )

(А і  +  А2 +  . . .  +  А „ ) !
• 2  ,

е И  - е  е. А і ! і Аі А2!2Аа • . . .  • А „ !п А"
\г= 1  /  7г=р Аі + 2 А 2 + . . .+ 7 іАп = ? і ,

■̂ і  +  А 2+*--+Хп = р
(3 .3 .4 6 )

!  Л  _  Г 1 (А і  +  А2 +  ■ ■ ■ +  Ап )!
^ і \ г І ^  ^  А х ! ( і ! ) Аі А2! ( 2 ! ) а2 • . . .  • Ап ! ( п ! ) л"  ’

^ г= 1  1  г г = р А і+ 2 А 2 +  . . .+ п А „ = п ,  1 '  П К '
Аі + А 2 + А п= Р

(3 .3 .4 7 )

Доведення. Т о т о ж н о с т і  (3 .3 .4 5 ) - (3 .3 .4 7 )  в и п л и в а ю т ь  із  т о т о ж н о с т і
(3 .3 .4 3 )  т а  т е о р е м и  3 .3 .9  в ід п о в ід н о  п р и  а ; =  1, а* =  4 ,  а* =  г =  
1 , 2 , . . . .  ‘ □

Н е х а й  з а д а н о  д в а  ф о р м а л ь н і  с т е п е н е в і  р я д и  а(г) — аіг1 * 
Ь(г) =  ПІД с у п е р п о з и ц іє ю  ф о р м а л ь н и х  с т е п е н е в и х  р я д ів
а(г)  і Ь(г) р о з у м ію т ь  ф о р м а л ь н и й  ст е п е н е в и й  р я д

ОО і  ОО

с ( г )  =  а о Ь =  ^  аі І
» = 1  \ і = і

Д л я  ф о р м а л ь н и х  с т е п е н е в и х  р я д ів  з  н у л ь о в и м  в іл ь н и м  ч л е н о м , 
м о ж л и в і  о п е р а ц ії  с у п е р п о з и ц ії  т а  о б е р н е н н я .

Т е о р е м а  3 . 3 . 1 0 .  (Т е о р е м а  п р о  с у п е р п о з и ц ію  р я д ів )  Якщо фор
мальний степеневий ряд с(г) =  с>г1 6 результатом супер
позиції формальних степеневих рядів о ( г )  =  о*2 * * Ь(г) =
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Ьг2г, то справедливі рівності:

Сі —

 ̂ а і  ^ Ьі
«2 &

V а * /
Ьі Ь і- і  ь 

Ьі—1 Ьі—2 1

Доведення. С п р а в е д л и в іс т ь  ц іє ї  т е о р е м и  в и п л и в а є  із  т в е р д ж е н н я  
3 .3 .9  т а  о з н а ч е н н я  с к а л я р н о г о  д о б у т к у  в е к т о р а  н а  п а р а п е р м а н е н т  
(д и в . с т о р .  1 7 2 ). С п р а в д і

ОО

Ф )  =  а ( К г )) =  ^ 2 ар і ь (г ))р =
р = і

/
ОО ОО

=  Е аг> Е
р=1 п=р

Е
А іН -2А 2+ ...+ тіА п =ті, 

\  А і  + Л 2 + -  -+ Л п = р

. . . .  ь ї г ■г

У
(

Е
г = 1

І 2 ар Е
р\

Л і!Л 2 ! • . . .  • Аі! 1 2
р=1 Аі +2А2+ ...+ іАі= і ,

\  А і + Л 2 + . . . + Л і = р

Е
г= 1

(  а \  N

0 2

V  а * /

Ь і

і?  Ьі

Ьі  Ь і - і  
Ьі-1 Ьі_2

• г .

□

О б е р н е н н я  ф о р м а л ь н и х  с т е п е н е в и х  р я д ів  м о ж н а  з д ій с н и т и  п р и  
д о п о м о з і  р я д у  Л а г р а н ж а

П гІГі— 1
/(х ) =  /(0 ) +  Е  Ь  ■ 1^=1 (Ґ(х)< рп (х ))  І1=0 ,

п =  1 пі Лхп
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3 .3 . Ф о р м а л ьн і сте п е н е ві ряди

д  е У =  д а
С п р а в д і,  н е х а й  з а д а н о  р я д

у =  X +  а 2Х2 +  а з х 3 +  04Х4 + ----

З н а й д е м о  о б е р н е н и й  д о  н ь о г о  р я д

П о з а я к

У
(1 +  а 2х  +  а 3х 2 +  . . . )  1 =  1 +  Ь2у  +  Ь3у 2 +  . . . ,

т о
/ ( х )  =  </?(х) =  (1 +  а 2х  +  а з х 2 +  . .  .)-1  

і р я д  Л а г р а н ж а  п р и й м е  в и г л я д

, 2 2 ,  ц п  /У" - 1

(1  +  а2х  +  а 3х 2 +  . .  .)_1 =  1 +  Е  Г Т Х ^ Г  {Ґ(*)<Рп(*))  І*= о
П =  1

- . п  -угг—1
1+Е ! т^ м ^ ” м ) і- о= і+ Е

п !  й х

ОО

П =1

О т ж е ,

г! (],хп
П = 1

уп 1
п ! п + 1  дхп (Л * ))  ІХ=,0 •

'п — 1

ї ( ^ п ( * ) ) І х = о  =  - [ * П ] (1  +  « 2Х +  а 3х  + . . . ) "п! йхп _ і ................ ” п '

А л е , з г ід н о  із  р ів н іс т ю  (3 .3 .1 6 ) ,

[х п_1](1 +  а 2х  +  а 3х 2 +  . .  .)~п =

- і /  (^ -  І  +  1 ) "  +  0 ' ~  І )  . аі - і + 2 \
\  ( І - Д п + І( - 1 ) ’

(і ~  І  +  1)п +  (І -  1) о . і - і + 2  

(і -  з)п  +  з -г - і + 1

, а і  =  1 .

Т а к и м  ч и н о м , с п р а в е д л и в а  н а с т у п н а
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РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛЕННЯ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

Т е о р е м а  3 . 3 . 1 1 .  (Т е о р е м а  п р о  о б е р н е н н я  р я д у )  Нехай задано два 
формальні степеневі ряди

а(х) =  у =  х  +  а2х 2 +  а з х 3 +  о ц я 4 +  . . .

Ь(у) =  х  =  у +  Ь2у2 +  Ь3у3 4- Ьіу4 +  . . . ,  

тоді справедливі рівності

Ьп =  ~ .  ( - І ) " - 1 / ~  І  +  1)П +  0 '  ~  *) . ° г - 3+2 \
( І - Л п + І  аіч+1 /

( - І р і  ■
б ц  { і ~ 3  +  1 ) «  +  0 '  -  1 )  аІ Ч + 2

(і  -  з)п  +  і (Лі —і - 3+1
, а\ =  1 . 

(3 .3 .4 8 )

У  [66], н а  с т о р .  150, Р іо р д а н  в и в о д и т ь  ф о р м у л и  д л я  к о е ф іц іє н 
т ів  в з а є м н о  о б е р н е н и х  р я д ів

у — і ( 1  — А іх  — А 2х 2 — . . . ) ,

х  =  у( 1 +  В іу  +  В2у2 +  •••).

В о н и  м а ю т ь  в и г л я д

1 ґ  п +  к\ к\
В п  = £

к\ + 2 к2 +• • • +пкп =п

дк\ А^п• • • тг і
к п

{3 .3 .4 9 )

Ап =  £  ( - 1 )
кі +2/С2 4-. •.+пкп—п

к 1 ґ п +  к\ /с!____„ , ______________ . . П ^ ч

п + і \ ,  к )к і\ - . . . -к п \  1

д е  А: =  к\ +  к2 +  . . .  +  кп. П р и  ц ь о м у  в ін , в и к о р и с т о в у ю ч и  р я д
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Л а г р а н ж а  т а  с и м в о л іч н е  ч и с л е н н я  Б л іс с а р а ,5 в и в о д и т ь  с п о ч а т к у  
ф о р м у л у  д л я  к о е ф іц іє н т ів  в з а є м н о  о б е р н е н и х  е к с п о н е н ц іа л ь н и х  
р я д ів

у — х  ■ е х р ( а х ) ,  ап =  ап ,

3 .3 . Ф о р м а л ьн і с те п е н е ві ряди

х =  у ■ е х р  (Ьу), Ьп =  Ьп.

В о н а  м а є  в и г л я д

Ьп — .. В п ( / а і , . . . ,  / ап ),
п +  1

д е  /к =  /к =  ( - 1 ) к (п  +  к)(п +  к -  1) ■ ■ ( п +  1 )а~п~к~1, а  Вп
— м н о г о ч л е н  Б е л л а . В  т е р м ін а х  т в е р д ж е н н я  2 .5 .3  (д и в . с т о р .  14 6 ) 
ц я  ф о р м у л а  п е р е п и ш е т ь с я  у  в и г л я д і

Ьп =  . г В ( / а \,..., / а п ) —
п +  1

1 V  ( 11* п \ - ( п  +  к ) -  кі а кп

п +  1 '  А ііК і!)*1 • . . .  • &п ! ( п ! ) * п 1 71
к1+2к2+...+пкп=п  1 У '  ПК '

5Згідно з цим численням (див., наприклад, [144], стор. 38), послідовність 
ао, ах ,. . .  замінюється послідовністю а0, о  , . . . ,  причому верхні індекси, в про
цесі всіх формальних операцій розглядаються як звичайні показники степеня. 
Після завершення всіх операцій вони знову вважаються індексами. В цих по
значеннях вираз ехр(ах), ап =  ап є скороченим записом для суми

Символічне числення Бліссара грунтується на тому факті, що експоненціаль
ні генератриси мають вигляд звичайних експоненціальних функцій.
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А  в т е р м ін а х  т е о р е м и  2 .5 .3  т а  с к а л я р н о г о  д о б у т к у  в е к т о р а  н а  п а 
р а д е т е р м ін а н т  т р и к у т н о ї  м а т р и ц і в о н а  о т р и м а є  в и г л я д

1  о  /  1 ч А :( п  +  ^ ) -  к \  ( а і \ к і ( ^ Л кп_

” п +  1 ,  к\ ' *і !  • . . .  • кп\ V I ! /  ' " Ч п ! /
к і + 2 к 2 + - - - + п к п = п

\

’  п і / '
(3 .3 .5 0 )

В р а х о в у ю ч и  т е , щ о  к о е ф іц іє н т и  е к с п о н е н ц ій н о г о  т а  з в и ч а й н о 
г о  с т е п е н е в и х  р я д ів  п о в ’я з а н і м іж  с о б о ю  с п ів в ід н о ш е н н я м и  а,і =  
і \Аі, Ьі =  і \Ві , ф о р м у л а  (3 .3 .5 0 )  з а п и ш е т ь с я  у  в и г л я д і ф о р м у л и  
(3 .3 .4 9 ) .

Н а в е д е м о  к іл ь к а  п е р ш и х  з н а ч е н ь  к о е ф іц іє н т ів  (3 .3 .4 8 ) .

Ь\= 1,
&2  =  — 0 2 ,

Ьз=  - о з  +  2а 2 ,

Ь4=  —а4 +  5а2аз — 5а2,
65= —а5 +  3(2а2а4 +  а|) — 21а2аз +  14а!,
&б= —Об +  7(а2а5 +  0304) — 28(а2Оз +  а2а4) +  84а2аз — 42а2,
67=  - а 7 +  4 (2 а 2аб +  2а 3аб +  а 2 ) -  12 ( 3а 2а 5 +  6020304 +  а| ) +  

+ З 0(4а 3а 4 +  6а 2а 2) — ЗЗОа^аз +  132а|,
Ь%= - а 8 +  9 (а 2а 7 + а 3а б + а 4 а 5 ) - 4 5 ( а 2 а б + 2 а 2а з а 5+ а 2а 4 + О з а 4) +

( Я ”  1  ( ( п + 1 У- ( ™ + 2 ) ! ( 2 п ) !>\ / а і  а 2
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3 .3 . Ф о р м а л ьн і с те п е н е ві ряди

+ 165( 0^05 +  30^0304 +  а 2ад ) — 99( 60^04 +  10а 3 а з )  +
+  1 2 87а| аз  — 4 2 9 0 2 ,

Ьд =  —йд +  5 (2 а 2а§ +  2а з а 7 +  20405 +  а 2) —
+ 55 ( а 207 +  2 а 2а за б  +  2а 20405 +  0305 +  03а 2) +
+ 5 5 ( 4 а 2 а б  +  1 2 а 2 а з а 5 +  6 а 2 а 2  +  1 2 а 2 а 2 а 4  +  а 3 )  —

—1 4 3 (5 0 ^ 0 5  +  20о 3а з а 4 +  10а 2а з ) +
+ 1001( 20^04 +  5 а | а 2) — 5 0 05а| аз  +  1 4 3 0 а 2 ,

Ью=  — О ю  +  1 1 ( а 2ад +  аз аз  +  0407 +  050^) —
—2 2 (3 а | а 8  +6020307 +  6020406+ 3 а 2а§ +6030405 +  3а|аб +  а\) +  
+ 1 4 3 (2о<207 +  6а,2а,з аб + 60,2 0405+ 6020,305+ 60,2 0,3а 2 +  2о| 04) —
— ІО О Ц а^аб +  4а 2а з а 5 +  2а 2а| +  6а 2а| а 4 +  а 2а з )  +  
+ 1001( 30^05 + 160^0304 +  10о 3Оз) — 1 1 4 4 (7 0 ^ 0 4  +  2ІО 2О3) +  
+ 1 9 4 4 8 о ^ о 3 -  4 8 6202 -

Т е п е р , з  в р а х у в а н н я м  т е о р е м и  3 .3 .1 0  т а  т е о р е м и  3 .3 .1 1 , с т а є  о ч е 
в и д н о ю  н а с т у п н а

Т е о р е м а  3 . 3 . 1 2 .  Нехай Ь(х) і а(х) — ряди із теореми 3.3.11 і 
ш(х)  =  причому а\=Ь\=и)\ =  1 , тоді із рівностей

си(Ь{х)) — а(х), Ь(и>(х)) — а(х) 

випливають відповідно рівності

и)п =  ( 1 , о 2 , • •• ,Оп) • Р Р е г ( ^ ( 1 , с 2 , . . .  , с п ) ) ,

=  ( 1 , с 2 , . . .  ,сп) • р р е г ( ^ ( 1 , о 2, . . . , о п ) ) ,

де

1

т
( - ! ) * «  ~ 3 +  1 ^т  +  V  ~ ^  Ьі~і+ 2

(:і - з ) т + і  ЬІ Ч + і

т  =  2 , 3 , . . . ,  п.
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3 . 3 . 3  Ф о р м а л ь н і  е к с п о н е н ц і й н і  с т е п е н е в і  р я д и

"Генератриса є механізмом, який трохи нагадує тор
бу. Замість того, щоб нести окремо багато пре
дметів, а це мож е виявитись обтяжливим, ми 
збираємо їх докупи, і тоді нам треба нести лише 
один предмет — торбу. "

— Дьєрдь Пойа

В  б а г а т ь о х  в и п а д к а х , р о з в ’я з а н н я  з а д а ч  п е р е л ік у  в  к о м б ін а т о р 
н о м у  а н а л із і і с т о т н о  с п р о щ у є т ь с я ,  я к щ о  в  р о л і г е н е р а т р и с и  в и к о 
р и с т о в у в а т и  е к с п о н е н ц ій н і ф о р м а л ь н і  с т е п е н е в і  р я д и .

О з н а ч е н н я  3 . 3 . 1 .  Експоненційиою генератрисою послідов
ності

{ О п } ~ 0

називають формальний степеневий ряд

ОО

- а д - Е л * - -
п = 0

П р и к л а д  3 . 3 . 1 0 .  [73]. Н ех а й  ч и с л о в а  п о с л ід о в н іс т ь  {ап}^=() з а 
д а н а  л ін ій н и м  р е к у р е н т н и м  р ів н я н н я м

О п  =  ® п — 1 4 "  ( ї ї  1 ) О п — 2

із  п о ч а т к о в и м и  у м о в а м и  ао =  а  і =  1 . З н а й д е м о  г е н е р а т р и с у  ц іє ї  
ч и с л о в о ї  п о с л ід о в н о с т і .  Т у т ,  в р о л і г е н е р а т р и с и , з р у ч н о  в и б р а т и  
е к с п о н е н ц ій н у  г е н е р а т р и су . П р и  ц ь о м у  з а д а ч а  і с т о т н о  с п р о щ у є 
т ь с я .

С п р а в д і,  н е х а й  ш у к а н а  г е н е р а т р и с а  м а є  в и г л я д

ОО

^ )  = Е л 2"
п=0
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3 .3 . Ф о р м а л ь н і сте п е н е ві ряди

2  .

ТОДІ

ОО ОО ОС /  1 V

А(г)  =  1 +  і  +  Т  ^ "  =  1 +  х  +  Г ^ - і г "  +  Г  ( " ~ 1 а - г 
^  пі пі ^  пі
71=2 га=2 тг=2

(3 .3 .5 1 )
А л е

А ( п - І ^ Л  =

\ п = 2  П !  )

т о м у , д и ф е р е н ц ію ю ч и  р ів н іс т ь  (3 .3 .5 1 ) ,  о т р и м а є м о  д и ф е р е н ц іа л ь 
н е  р ів н я н н я

А '(г ) =  (1  +  г)А(г).

Р о з в ’я з к о м  ц ь о г о  р ів н я н н я  із  в р а х у в а н н я м  п о ч а т к о в о ї  у м о в и  А (0 )  =
1 є

А(г)  =  е х р  Г г  +

П р и к л а д  3 . 3 . 1 1 .  Н е х а й  А(г)  — е к с п о н е н ц ій н а  г е н е р а т р и с а  п о 
с л ід о в н о с т і  { а п } ^ . 0 , т о д і  гА(г)  є  е к с п о н е н ц ій и о ю  г е н е р а т р и с о ю  
п о с л ід о в н о с т і  { п а . „ _ і  } ^ 0 . С п р а в д і,

=  £  Л 2“ + ‘ =  Е  ТіГгк^ =  0 +  Е
п= 0 ' к=1 К ' '  к=1

П р и к л а д  3 . 3 . 1 2 .  Н е х а й  А(г)  —  е к с п о н е н ц ій н а  г е н е р а т р и с а  п о с л і
д о в н о с т і  { а п } ^ _ 0 , т о д і  А'(г)  є  е к с п о н е н ц ій н о ю  г е н е р а т р и с о ю  п о с л і
д о в н о с т і  . С п р а в д і ,

ОО ОО ОО
, (  ,  =  у -  п а п  п - !  =  у  а п  П - 1  =  у -  « * + 1  *

К ’ ^  ПІ ^  ( п -  1)! ^  кі
п = 1 7і=1 к=0
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Т в е р д ж е н н я  3 . 3 . 7 .  Нехай А{г)  =  £^°=0 1 в (г ) =  £ ЇГ = о  п\гП
— експоненційні генератриси відповідних послідовностей, тоді 
справедлива рівність

ОО /  п ' п
А(г )В(г )  — Е  ( Е  ( іс ) акьп-к  ) п , • (3 .3 .5 2 )

п = 0 \А:=0

Доведення. С п р а в д і,

п ! '  п ! ' \ ' &! (п — /с)!
п = 0  п = 0  га= 0  \ / с = 0  >

п = 0  \ /с = 0  '

г п  =

□

З а у в а ж е н н я  3 . 3 . 4 .  П р а в у  ч а с т и н у  р ів н о с т і  (3 .3 .5 2 )  н а з и в а ю т ь  
експоненційною згорткою, а  к о е ф іц іє н т

к= 0

біноміальною композицією п о с л ід о в н о с т е й  { а п} ^ 0 і

Н ех а й  А ( г ) ,  -В (г ) ,  Х ( г )  -  в ід п о в ід н і п о з н а ч е н н я  ф о р м а л ь н и х  
е к с п о н е н ц ій н и х  с т е п е н е в и х  р я д ів :

£ а і Т Г ’  £ Ь г ~>  ’  а °  =  =  х °  =

Г 4 _ _ у *  ----

‘ір 2 > їГ ’ і= 0 і=0 і=0

Т о д і с п р а в е д л и в і н а с т у п н і т в е р д ж е н н я  

Т в е р д ж е н н я  3 . 3 . 8 .  Якщо

А(г)
х { г )  -  в д
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3 .4 . Ф о р м ул и  о берн енн я

т о

^=0 \ Vі  ' Т і ;  08_ г !

Т у т  г нижче ми вважаємо, що

/ ^ ± 1 1 . ^  =  1 , і  =  0, і , . . .  , і  -  1 , і  =  1 ,2 .......
\  ( 5  Г  +  1 )  6 8 _ г  /

Т в е р д ж е н н я  3 .3 . 9 .  Якщо Х ( г )  =  (А{г) )р , тут

А(г)  =  1 +  £
00

2 ‘
О і-Т Гг! і—1

де р -  деяке дійсне число, то

( Л ^ п / І 1 - І  +  ~ 1 ) п  ~  І  +  1 аі - І + 1 \

”  1 ; \  { і - Ї Ї - Р - З  ' І - 3  + 1 а г - ,

(і ~  І ) ' Р — З І - 3  +  1 а.г - .7

Т в е р д ж е н н я  3 .3 .8 , 3 .3 .9  л е г к о  д о в е с т и ,  в и к о р и с т о в у ю ч и  в ід п о 
в ід н о  т в е р д ж е н н я  3 .3 .1 , 3 .3 .4 , п р и  д о п о м о з і  в ід п о в ід н и х  за м ін .

3.4 Формули обернення

"Я озирнувся подивитися, чи озирається вона,
Щоб глянути, чи озирнувся я. "

— М. Леонідов (Із пісні "Дівчинка-Примара")
В з а є м н о  о б е р н е н і с п ів в ід н о ш е н н я  з а й м а ю т ь  в а ж л и в е  м ісц е  в 

к о м б ін а т о р н о м у  а н а л із і. З г а д а й м о  л и ш е  ф о р м у л и  о б е р н е н н я  М е - 
б іу с а  т а  м е т о д и  р е ш е т а  [73].
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У ц ь о м у  п а р а г р а ф і,  в и к о р и с т о в у ю ч и  ід е ю  С т е н л і, А й г н е р а , т а  
П л а т а н о в а , і о б е р н е н і т р и к у т н і  м а т р и ц і  (д и в . с т о р .  162 ц іє ї  к н и 
г и ) , м и  б у д у є м о  п а р у  з а г а л ь н и х  ф о р м у л  о б е р н е н н я  п о л ін о м іа л ь н и х  
п о с л ід о в н о с т е й .6

Нехай задано два вектори многочленів

/  =  (/о, / ь  ••■,/«) ,  9 = (до,9і,---,9п), 

я к і п о в ’я з а н і р ів н іс т ю  
9 -  А/,

т у т  А  —  т р и к у т н а  м а т р и ц я  л ін ій н о г о  п е р е т в о р е н н я  в е к т о р а  д у  в е 
к т о р  / .  Т о д і , я к щ о  А ~1 — о б е р н е н а  т р и к у т н а  м а т р и ц я  д о  м а т р и ц і 
А : т о  с п р а в е д л и в а  р ів н іс т ь

/  =  А ~1д.

Т а к и м  ч и н о м , сп р а в е д л и в а  ф о р м у л а  о б е р н е н н я
П  71

уп — 2 2  — ^ 2  Ьпі^і , ті ^  Мо (3 .4 .1 )
і = 0  і = 0

т у т  Ьпі —  е л е м е н т и  м а т р и ц і А ~1.
Н а в е д е м о  к іл ь к а  к л а с и ч н и х  ф о р м у л  о б е р н е н н я  (д и в . [1], с т о р .  

120).
Н е х а й  и о , щ , . . . ,  ип; &о, і>\, . . . ,  г>п — д е я к і  д ій с н і ч и с л а , д е  п Є 

Мо, т о д і  сп р а в е д л и в і ф о р м у л и  о б е р н е н н я :

Уп = Е  ( " ) “* = І 2 ^ п~1( Пі ) уі
і = 0  г= 0  ^  '

—  б ін о м іа л ь н е  о б е р н е н н я ;
П П

1)п  =  ^  '  Д г а і^ г  ^  =  ^  ^ (  1 )  8 п г У і

г - 0  г - 0

6Поліноміальна послідовність — це сімейство {р п (х )  : п  Є N0} таких дій
сних многочленів, що <іе§(рп(х )) =  п для всіх п  (див. [1], стор. 110).
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3 .4 . Ф о р м ул и  о берн ен н я

—  о б е р н е н н я  С т ір л ін г а ;
п п

У п  =  \ І - ' п і Щ  ^  ^ (  1 )  І/ п іЯ }і

і=0 і=0

—  о б е р н е н н я  Л а ;

—  о б е р н е н н я  Г а у са . В  ц и х  ф о р м у л а х

7і\
І, г =  0, 1 , . . .  , п ,

—  б ін о м іа л ь н і к о е ф іц іє н т и , зпі і 5 пг, і — 0 , 1 , . . . ,  п —  ч и с л а  С т і р 
л ін га  п е р ш о г о  т а  д р у г о г о  р о д у ,

—  ч и с л а  Л а ,

Ґп\ Щ = і ( ^  _  !)
,  І  =  0 , 1 , . . .  ,7 1

—  к о е ф іц іє н т и  Г а уса .
К о ж н ій  п а р і в з а є м н о  о б е р н е н и х  т р и к у т н и х  м а т р и ц ь  в ід п о в ід а є  

ф о р м у л а  о б е р н е н н я . Н а в е д е м о  к іл ь к а  н о в и х  ф о р м у л  о б е р н е н н я . 
Н а  о с н о в і  п а р и  в з а є м н о  о б е р н е н и х  т р и к у т н и х  м а т р и ц ь  із  п р и к л а д у  
2.6 .2 , м о ж н а  з а п и с а т и  н а с т у п н у  ф о р м у л у  о б е р н е н н я :

Уп =  ^   ̂СЦЩ ^  — І^ п  У ті—1) •
, 0"п

г= 1

М а т р и ц і к о е ф іц іє н т ів
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р е к у р е н т н о г о  с п ів в ід н о ш е н н я  (1 .6 .1 3 )  (д и в . с т о р .  5 3 ) в ід п о в ід а є  
т р и к у т н а  м а т р и ц я

/  1 \
1 1
2 1 1
3 2 1 1
5 3 2 1 1
8 5 3 2 1 1

V із 8 5 3  2 1 1 /
а т р и к у т н а  м а т р и ц я

(  і \
- і і
- і - і 1
0 - і - 1 1
0 0 - 1 - 1 1
0 0 0 - 1 - 1 1

V 0 0 0 0 - 1 - 1 1 /
т о м у  м а є м о  ф о р м у л у  о б е р н е н н я

ТІ

Уп ~ ^  у Рп—іЩ ^  =  п̂ Уп—1 п̂—2,
і= 0

т у т  Рі, і =  0 , 1 , . . .  —  ч и с л а  Ф іб о н а ч ч і.
Н а в е д е м о  п р и к л а д  щ е  о д н іє ї  п а р и  в з а є м н о  о б е р н е н и х  т р и к у 

т н и х  м а т р и ц ь :
а  =  ( ( - і ) ! - ^ 2 - !)

(  і  \
- і  і

2  - 1  1  

- 2  2 - 1 1

( - 1 ) " - 2 2  ( - 1 ) п ~ 3 2  ( - 1 ) п _ 4 2  ( - 1 ) и ~ 5 2  . . .  1  

V  ( - 1 ) п _ 1 2  ( — 1 ) п ~ 2 2  ( — 1 ) п _ 3 2  ( — 1 ) п _ 4 2  . . . - 1 1 /
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3 .4 . Ф о р м ул и  оберн енн я

Ц ій  п а р і в ід п о в ід а є  н а с т у п н а  ф о р м у л а  о б е р н е н н я :

П п—2
уп — ^  ] ( 1 )  ̂ 2 -1Щ 4Ф ип =  уп Уп—і "Ь 2 ^  ' ( І ) У і.

і=0 г= 0

В  д о д а т к у  2 м и  н а в о д и м о  р я д  в з а є м н о  о б е р н е н и х  т р и к у т н и х  
м а т р и ц ь .

Н е х а й  д в а  в е к т о р и  м н о г о ч л е н ів

/  (/о і / і »  • • • і Іп ) ,  9 (9о,9\, • • • л9п),

з а д а ю т ь с я  т р и к у т н и м и  м а т р и ц я м и  їх  к о е ф іц іє н т ів

 ̂ /оо \ (  900 \

/ю / а
5

9Ю Р п

\ /пО /п і  • / пп )  ̂ 9п0 9пі 9пп /

З н а й д е м о  м а т р и ц ю  А, щ о  в ід п о в ід а є  л ін ій н о м у  о п е р а т о р у ,  я к и й  
п е р е в о д и т ь  в е к т о р  м н о г о ч л е н ів  /  у  в е к т о р  м н о г о ч л е н ів  д , т о б т о  
з н а й д е м о  т р и к у т н у  м а т р и ц ю  А  із  м а т р и ч н о г о  р ів н я н н я

А Р  =  С.

П е р е м н о ж и м о  о б и д в і  ч а с т и н и  ц ь о г о  р ів н я н н я  з п р а в а  н а  м а т р и ц ю  
Р  т о д і  о т р и м а є м о  р ів н іс т ь

А =  С Р - 1.

П е р е м н о ж и м о  т р и к у т н і  м а т р и ц і С  і Р ~ 1, т о д і  о т р и м а є м о

^   ̂9гк 
к=]

\ - 1)к+Ч  / г + і + 1 ,а + і  \

І а  \  І г + ] + і , 8 + з + і  І
=  (3 .4 .2 )

\ Іг+і+1,з+і+1/ і і к=]
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А л е  с у м а  у  п р а в ій  ч а с т и н і р ів н о с т і  (3 .4 .2 )  є  р о з к л а д о м  п а р а д е т е р 
м ін а н т а  з а  е л е м е н т а м и  о с т а н н ь о г о  р я д к а

/ ? + 1

/ я - 1, . ,+ 1

/ і + 2 , і + 1

/ г + г . і + і
І І + 2 . І + 2

І  і , і / і , 7 + 1 / і , і — 1

9 г,з
І і ,3  + 2 ї г , і
0 і , І  +  1 9 г ,і  —1

9 і , і + 1 0 і , І + 2 9 г ,і 9 г , і
І - 3 + 1

т о м у  н а м и  д о в е д е н а  н а с т у п н а

Т е о р е м а  3 . 4 . 1 .  Елементи матриці лінійного перетворення, яке 
переводить вектор многочленів /  у вектор многочленів д, дорів
нюють

( - ! ) * + >

/ ;з з

І 3 + 1 , і + 1
І І + 2 ,3 / і + 2 ,.1 + 1

І з + 2 , з + 1 / і + 2 ,з + 2

/і,3

? ' , } + 1 ї ї . ]  +  2
4 і ,з 9 г ,7 +  1

9 і , і + 1 З і ,>+2

/ і , і —І

І  і ,і  
9 і ,і - і

9 і , і 9іл і—3+ 1

Т е п е р  в  н а ш о м у  р о з п о р я д ж е н н і  є  в с і н е о б х ід н і в ід о м о с т і ,  щ о б  
д о в е с т и  н а с т у п н у  т е о р е м у :

Т е о р е м а  3 . 4 . 2 .  Нехай задано дві трикутні матриці

^/оо N

/ю /п
Е =

\ /п 0  /п і  • • • / п п /
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3 .4 . Ф о рм ул и  о б ерн ен н я

с  =

(  5оо 
910 911

\9п0 9п і 9пп /

з ненульовими діагональними елементами, тоді справедлива на
ступна формула обернення:

9 п  =  ^2
і= 0

( - 1 )
п + г

/ г + 1 ,г

/ і + 2 ,г / г + 2 ,г+ 1

/ г + 2 , і + 1  / і + 2 , і + 2

/ п , г

/п , і+1
9 п ,і

9 п , і -\-1

/ п , г - Ц

/ п , і + 2 
<7п,г +  1
<7п,г+2

/ п , п  — 1 

/ п , п
9 п ,п  — 1 

9 п ,п 9п,п

9 і + і , і

0 І + М + 1
5,і-Ь2,г £ г  +  2 ,г+ 1

/п £
г = 0

( - 1 )
тг+г 0 і + 2 , і + 1  Р і + 2 , і + 2

п—г+1
(3 .4 .3 )

'9г і
9 п ,і

9п,і-\-\
І п , і

9 п , і + і  
9 п ,і -1-2

_________ / п , г + 1

/ п ,і+ 1 / п ,і+ 2

9 п ,п  — 1 

9 п ,п  
/ т г , тг — 1 

/ п ,п /п ,п
п —г+ 1

тут / і,ді , де г =  0, 1 , . . . ,  п , п  Є Мо, — довільні дійсні числа. 

Доведення. Т р и к у т н і  м а т р и ц і С і 7-1  і Е С ~1 в р ів н о с т я х

е р о  =  ор~1р (х )

і
г ( х )  =

м о ж н а  з н а й т и  п р и  д о п о м о з і  т е о р е м и  3 .4 .1 , т о м у , з р ів н ю ю ч и  в  ц и х  
м а т р и ч н и х  р ів н о с т я х  о с т а н н і к о м п о н е н т и , о т р и м а є м о  о б е р н е н н я
(3 .4 .3 ) .  З а л и ш а є т ь с я  в ід з н а ч и т и , щ о  о с к іл ь к и  т р и к у т н і  м а т р и ц і
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С Р  1 і Р С  1 в з а є м н о  о б е р н е н і, т о  ц е  о б е р н е н н я  н е  п о р у ш и т ь с я , 
я к щ о  м н о г о ч л е н и

/і ,9і , і =  0 ,1 , . . .  ,п  

з а м ін и т и  д о в іл ь н и м и  д ій с н и м и  ч и с л а м и . □

3.5 Многочлени розбиттів

М н о г о ч л е н и  р о з б и т т ів  з н а х о д я т ь  ш и р о к і  з а с т о с у в а н н я  в  д и с 
к р е т н ій  м а т е м а т и ц і. В о н и  в и н и к а ю т ь  п р и  д и ф е р е н ц ію в а н н і с к л а 
д е н и х  ф у н к ц ій  [144], в т е о р і ї  ч и с е л  [108], а л г е б р і  т о щ о .  П о н я т т я  
м н о г о ч л е н ів  р о з б и т т ів  в в е д е н е  Б е л л о м  у  [93]. В  ц ь о м у  п а р а г р а ф і 
м и  в с т а н о в и м о  т о т о ж н о с т і  м іж  д е я к и м и  в а ж л и в и м и  м н о г о ч л е н а 
м и  р о з б и т т ів  і с к а л я р н и м и  д о б у т к а м и  в е к т о р ів  н а  п а р а п е р м а н е н т и  
т р и к у т н и х  м а т р и ц ь .

Р о з г л я н е м о  т р и к у т н у  м а т р и ц ю  в и д у

А--

(  П і ■ х \г  \

Хі - І ;+1 „<5,
=  1 Т Ю ■ ■ *  13

\Тп 1 ' ^  Тп2 • • • • ТПП • ХХ*)
1

(3 .5 .1 )
т у т  хо =  1 , Ту д е я к і  д р о б о в о -р а ц іо н а л ь н і  ф у н к ц ії  а р г у м е н т ів
і, І,  а  дг] — с и м в о л  К р о н е к е р а .

О з н а ч е н н я  3 . 5 . 1 .  [41]. Многочленами розбиттів назвемо мно
гочлени виду

П

Р ( х і , . . . , х п\г) =  Е  Утл-г™ Е  с(п;Ль . . .А„) • х^1 • . . .  -х*п,
тїі— \ А і-| -2 А 2 -І--* -- І- 7 іА п = п.

А і + А 2 + . . . + А п = т

(3 .5 .2 )
тут Хі цілі невід’ємні числа, с(п; Хі, Х2, . . . ,  Хп) деякі дробово- 
раціональні вирази, а ут, т =  1 — компоненти деякого
п-вимірного вектора.
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3 .5 . М н о го ч л ен и  р о зб и ттів

З а у в а ж е н н я  3 . 5 . 1 .  Якщо у рівності (3.5.2)

Ут =  1, т  =  1 , 2 , . . . , п ,  

то вона матиме вигляд

Р ( х і , . . . , х п;г)  =
П

= 'ПгГП' Е с ( п ; А ь . . . , А п ) -х̂1 • . . . -х*п =
т =  1 А і+ 2 А 2+ . . . + п А п = п

А і + А 2 + . . . + А п = 7 П

=  Е с ( п ;  А і , . . .  А „ )  - х 1̂ ■ . . .  -Хпп. (3 .5 .3 )
Аі -|-...-|-?іАп :=я

М н о г о ч л е н и  в и д у  (3 .5 .3 )  н а з в е м о  примітивними многочлена
ми розбиттів.

Т е о р е м а  3 . 5 . 1 .  [41]. Добуток вектора на парафункцію трику
тної матриці виду (3.5.1) є многочленом розбиттів, тобто ви
конуються рівності:

('У ї,У 2 , - - , У п ) -Р Р С г(Л ) =

71

= Е Ут' Е с ( п ; А і , . . . А п ) -Хі1 • . . .  -х*п (3 .5 .4 )
т = 1  А і + 2 А 2 + . . . + п А п = п

А і -|-А2 Ч - . . .+ А п = т

ІУі ,У 2 і • • • 1 Уп) -(іс іе ї(А ) =

= Е у™ • Е ( - 1 ) П~ т с ( п ;  А ь  . . .  Ап ) ■ х̂1 . . . .  •
т п=  1  А і + 2 А 2 + . . + п А п = п

А і + А 2 + . . . + А п = т

(3 .5 .5 )

Доведення. Д о в е д е м о  с п р а в е д л и в іс т ь  р ів н о с т і  (3 .5 .4 ) .  К л ю ч о в о м у  
е л е м е н т у  кц ■ х'~*+1 п а р а п е р м а н е н т а  м а т р и ц і  (3 .5 .1 )  в ід п о в ід а є  ф а 
к т о р іа л ь н и й  д о б у т о к
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Тому компоненті рі, і =  1 , . . .  , п впорядкованого розбиття 

Рі  +  Р2 +  • • • +  Рт =  п.  

відповідає факторіальний добуток

ьр і
3 = ]

Таким чином, згідно з означенням парапермапента, кожному та
кому впорядкованому розбиттю з первинною специфікацією

п

відповідає доданок виду

г* . ~Аі Аг # ~ Ап
с  *^1 х 2  * * * п  »

а всім розбиттям із первинною специфікацією [іАі, 2Аг, . . . ,  пЛп] — 
доданок

с(п; Ль  . . . ,  А„) • х ^ х і 2 •. . .  • х„п.

Рівність (3.5.5) доводиться аналогічно. Відзначимо лише, що знак 
кожного доданку, який відповідає розбиттям із первинною специ
фікацією [іАі, 2Аз , . . .  , пАп] , визначається множником

( - 1 )

(див. рівність (2.3.6) на стор. 80)

ТІ — (Аі+... + А п)

□

Згідно із рівностями (3.5.4), (3.5.5), і (2.8.2), (2.8.1) (стор. 172) 
можна записати рівності:

/ \

У .  у ™  ■
7тг=1 Аі+...+пАп—ті 

\Аі+...+Ап= т
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3 .5 . М н о го ч л ен и  ро зби ттів

/ ш \
У2

\ У п )

т и  • х і

721 Т22- XI

Т"1  ' тп2 ' Ї Г Т  • • • Тпп ■ Х і

=  (2/1,3/2, • • • ,2/п) •

Х п - 2

Х 5 — г + 1

Х я — г 1<г<з<п

£
771=1

2/771 Е  (-1)" к • с(п;А ь . . . , А п )  - х • х;

(3.5.6) 

\
А п

Аі+...+7іАп=п 
\Аі +АП =771 /

( 2/1 \ 
2/2

\ У п /

=  (з /і , У2і • • • і Уп) ■ (  т.

Т и  • Х і

Т 2 1  '  ^  Т 2 2 -  Х і

Тпі • Тп2 • ^ - 4  • ' • Т-пп • Хіх п —1  х п _ 2

^ 5 — Г + 1

Х е
(3.5.7)

‘ 'Я - Г  /  1 < г < в < п

де Ту, 1 ^  І  ^  і <  п — деякі числа, а (2/ 1 .2/2, • • • , Уп) — деякий 
вектор.

П р и к л а д  3 . 5 . 1 .

. =  2/1 '7 ’4 1 7 4 2 7 4 3 Т 4 4 Х 4 - | -

+ 2/2 • ( ( Т 3 1 Т 3 2 Т З З Т 4 4  +  Г ц Т 4 2 Г 4 з Т 4 4 ) х і Х з  +  Т 2 1 Г 2 2 Т 4 3 Г 4 4 Х 2 ) -

~  2/3" (Т111227’43Т44 +  ТЦТ32Т33Т44 + Т 2іТ22ТззТ44)Х|Х2 +  2/4 ' 7іі7"227"ззТ44Х4 

Зауваж ення 3 . 5 . 2 .  Якщо у рівностях (3.5.6), (3.5.7) покласти

 ̂2/і> /  П і Х і
2/2 . /  Г21 хі 7-22 Хі

2/3 \ Т31 Ї2
х2 732 22

XI 733 Хі
\2/4/ \ 7-41 хз 742 ї і

12 743 %  Т4 4 'Х і
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т о  о т р и м а є м о  р ів н о с т і  в и д у :

(у,у,---,у) ■ ^ 8 —Г + 1 3 '8 — Г + 1
Тзг — У * Тзг

Х 3 — г 1 < Г < 8 < П Х8—г 1 < Г < 8 < П

у -  5 3  С(п ;  А Ь  • • • , А „ )  - Я і 1 • . . . • X а" ,
7 г (п )

ІУ, У, ■ ■ •, у) • ( т.
Я '8 — Г + 1

=  у - \ т 8 Г -
^ 5 — Г + 1

у  £  ( - і ) п - А і “

А і + 2 Л2 + . . . + п Л п = п

А г - . . . - А „ •с(п; Аі , . . . , А п) х 11- . . . х Ап,

п р а в і ч а с т и н и  я к и х  з а д а в а т и м у т ь  п р и м іт и в н і м н о г о ч л е н и  р о з б и т -  
т ів . Я к щ о  ж  у  о с т а н н іх  р ів н о с т я х  у =  1, т о  в о н и  п р и й м у т ь  в и г л я д  
р ів н о с т е й  (3 .5 .4 ) ,  (3 .5 .5 ) .

3.6 Обернення многочленів розбиттів

" Число різних пар взаємно обернених співвідношень 
поки що невелике, і можливості для дальшого їх 
збільшення знайти важ ко."

— Дж . Ріордан ((66], стор. 1-8.)

В  ц ь о м у  п а р а г р а ф і м и  п о б у д у є м о  щ е  о д н у  п а р у  з а г а л ь н и х  ф о р 
м у л  о б е р н е н н я , я к і д а д у т ь  з м о г у  в с т а н о в и т и  ц іл и й  р я д  ф о р м у л  
о б е р н е н н я  м н о г о ч л е н ів  р о з б и т т ів .

Т е о р е т и ч н о ю  о с н о в о ю  ц ь о г о  п а р а г р а ф у  є  н а с т у п н а

Т е о р е м а  3 . 6 . 1 .  Справедливі наступні формули обернення мно
гочленів розбиттів:

1)

Ьі =  / т 8Г-- - ~ , (3 .6 .1 )
\ « З - Г  /  І ^ г ^ І
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3 .6 . О б ерн енн я  м н о го ч л е н ів  р о зб и ттів

<н =  { т551_ г+1 Ьз Г+1 \ , * =  1 , 2 , . . . ;  (3 .6 .2 )

2 )
^ 8 — Г + 1Ьі = т «

(2 о _’З — Г
(3 .6 .3 )

1 ^ г ^ 5 ^ г

а і =  ( _ 1 ) - 1 / т - .1_ г + 1^ ± і )  , * =  1 , 2 , . . . .  (3 .6 .4 )
\ ° 8 - Г  /  1 ^ г < 5 $ г

Доведення. Д о в е д е м о  с п р а в е д л и в іс т ь  п е р ш о ї  п а р и  ф о р м у л  о б е р н е 
н н я . В и п а д о к  і — 1 п е р е в ір я є т ь с я  б е з п о с е р е д н ь о . Н е х а й  ц і ф о р м у 
л и  с п р а в е д л и в і д л я  і =  2 , 3 , . . . ,  к — 1. Д о в е д е м о  їх  с п р а в е д л и в іс т ь  
д л я  і =  к. Р о з к л а д е м о  п а р а д е т е р м ін а н т , в  л ів ій  ч а с т и н і с и с т е м и
(3 .6 .1 ) ,  п р и  і =  к, з а  е л е м е н т а м и  А:—т о г о  р я д к а

ТккйіЬк-1 ~ ТккТк,к-1а2Ьк-2 +  . . • +  ( - І ) ^ - 2 ^  • . . . • Тк2ак-іЬ\ +

+ ( - 1  )к~1ткк • . . .  • тк1ак =  Ьк.

З а м ін и м о  в  ц ій  р ів н о с т і  з м ін н і а\,а2,. ■ ■ ,а к-1  в ід п о в ід н и м и  п а р а - 
д е т е р м ін а н т а м и  із  р ів н о с т е й  (3 .6 .2 ) :

( - 1  )к~1ткк ■. . .  ■ ткхак =

— к̂ — ТккЬк_\(т^ Ьі) ТккТкк_\Ьк_ 2/ У і и _ і
\ Т м  £  Г 21  Ь 1

ь.

' 2 2  б !  ' 2 1  

\ к - 1 „ .  . ° 8 - г + 1

Із  о с т а н н ь о ї  р ів н о с т і  з н а й д е м о  ак :

ак = (— • ■'тккЬк+(~1)к~2'Гк\'- ■ ■■тк,1-іЬк-і(гиЬі) + . ■ ■ +

І - ї ї ,  /  - 1  ^ З - Г  +  1 \+ ткі Ьі(т3 3_г+1— ------ )
\ У в - г  /  і ^ г < 5 < * ; - 1
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А л е  п р а в а  ч а с т и н а  о с т а н н ь о ї  р ів н о с т і  є  р о з к л а д о м  п а р а д е т е р м і
н а н т а  (3 .6 .2 )  п р и  і — к з а  е л е м е н т а м и  о с т а н н ь о г о  р я д к а . О т ж е ,  
п е р ш а  п а р а  ф о р м у л  о б е р н е н н я  с п р а в е д л и в а .

Д о в е д е м о  с п р а в е д л и в іс т ь  д р у г о ї  п а р и  ф о р м у л  о б е р н е н н я . С к о 
р и с т а є м о с я  т е о р е м о ю  2 .4 .5  п р о  з в ’я з о к  п а р а п е р м а н е н т а  із  п а р а д е - 
т е р м ін а н т о м  (д и в . с т о р .  1 1 6 ). М а є м о :

0*8— Г + 1
Т з г

(1 с  — Г
— < ( —1)5’ г+і 7'яГ— —±- )  =Ьі.

\ ° * - г  /

З а с т о с у є м о  д л я  ц іє ї  с и с т е м и  п е р ш у  п а р у  ф о р м у л  о б е р н е н н я , т о д і  
о т р и м а є м о  р о з в ’я з о к

\ и 8 - Г  /

\ г — 1  /  - 1  ^ в - г + 1
=  ( - 1 )  ( ^ - г + І - Г —

□

З в е р н е м о  у в а г у  ч и т а ч а  н а  т е , щ о  т р и к у т н і  м а т р и ц і о б о х  п а р  
ф о р м у л  о б е р н е н н я  т е о р е м и  3 .6 .1  є  т р и к у т н и м и  м а т р и ц я м и  п о х и 
л о ї  с т р у к т у р и .  П р и ч о м у  р ів н о в ід ц а л е н і в ід  к ін ц ів  к о е ф іц іє н т и  т р и 
к у т н и х  м а т р и ц ь  в з а є м н о  о б е р н е н и х  с п ів в ід н о ш е н ь  ц іє ї  т е о р е м и  є  
в з а є м н о  о б е р н е н и м и  ч и с л а м и  д е я к о г о  ч и с л о в о г о  п ол я .

П р о іл ю с т р у є м о  з а с т о с у в а н н я  т е о р е м и  3 .6 .1  д л я  п о б у д о в и  ф о р 
м у л  о б е р н е н н я  м н о г о ч л е н ів  р о з б и т т ів .

П р и к л а д  3 .6 .1 . Н ех а й

& к ( х и х 2 , . . . , х п ) ,  8 к ( х  1 , Х 2 , . . . , Х „ ) ,  Р к ( х і , х 2 , . . . , Х „ )

с и м е т р и ч н і м н о г о ч л е н и  з а д а н і в ід п о в ід н и м и  г е н е р а т р и с а м и  (д и в . 
п р и к л а д  2 .5 .3  н а  с т о р .  1 5 3 ). В с т а н о в и м о  т р и  м о ж л и в і п а р и  ф о р м у л  
о б е р н е н н я  м іж  ц и м и  с и м е т р и ч н и м и  м н о г о ч л е н а м и . Г е н е р а т р и си  
ц и х  м н о г о ч л е н ів  з а д о в о л ь н я ю т ь  с п ів в ід н о ш е н н я

а ( г ) р { - г )  =  1,
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р ( г ) з ( г )  = р  ( г ) ,

а ( г ) з ( — г )  =  — а  ( г ) .

З р ів н ю ю ч и  к о е ф іц іє н т и  б іл я  г к , о т р и м а є м о  т р и  р е к у р е н т н і  р ів н я -

к

3 .6 . О б ерн енн я  м н о го ч л е н ів  р о зб и ттів

н н я :

Е ( - 1  УаіРь~і =  °>
4=0

і= 1

кстк =  Е ( - 1 ) г 13і<7к-і-
І =  1

П е р ш а  р е к у р е н т н а  р ів н іс т ь  д а є  д в і  ф о р м у л и  о б е р н е н н я  (д и в . п р и 
к л а д  2 .5 .3  н а  с т о р .  1 5 3 ). Ін ш і д в і  з а п и ш е м о  в ід п о в ід н о  у  в и гл я д і:

51 , 5 2  . « * : - 1  8кРк = ~ '̂ Рк-1 + у  ■ Рк-2 + • • • + —  ’ Рі + —,

=  ~ ^ < У к - 1  ~  ■ С Г к -2  +  ■ ■ ■ +  ( — 1 )*  2 в к - 1 & 1  +  (  — 1 )*  І 5 1 -

П р а в і ч а с т и н и  ц и х  р ів н о с т е й  м о ж у т ь  б у т и  в и р а ж е н і в ід п о в ід н о  
ч е р е з  п а р а п е р м а н е н т  т а  п а р а д е т е р м ін а н т

Рк

« 1

2 1
*1 2

Зк-2 Зі

Зк-з ' • к- 1
їк. Як-1 « 2

З/с-1 */ с- 2 «1
« і
к

337



РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛЕННЯ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

51
51

«1 2

8к- 1 3к-2
$к—2 *к-3 ■ ■ к ^ ї

Зк. Зк-1 52.
$к- 1 2 к

К о р и с т у ю ч и с ь  т е о р е м о ю  3 .6 .1 , л е г к о  з а п и с а т и  в ід п о в ід н і о б е р н е н і 
с п ів в ід н о ш е н н я :

Р і
2  • &

к-1/
Р і Р 1

( к - . . .  рі4 '  Р к -2 Рк—3
£  . _Рк_ Рк=1 Р2

Р к -1 Рк—2 ' ' ' РІ ^

^ 1

2 '  ^  * і/Ті 1

( А - І ) - ^ і  ... а
'  ' ° к - 2  ° к -З

2 Ь = і  . . .  2 2
«’Че-І ®к—2 О'І / к

З а у в а ж и м о , щ о  о т р и м а н і т р и  п а р и  ф о р м у л  о б е р н е н н я  м н о 
го ч л е н ів  р о з б и т т ів  м о ж н а  б у л о  о т р и м а т и  із  в ід п о в ід н и х  ф о р м у л  
о б е р н е н н я  (д и в . [62], с т о р .  9 3 ),  в я к и х  с и м е т р и ч н і м н о г о ч л е н и  в и 
р а ж а ю т ь с я  ч е р е з  к в а з іт р и к у т н і  м а т р и ц і, а б о  т а к і, щ о  л е г к о  д о  н и х  
з в о д я т ь с я .

3.7 Ланцюгові та рекурентні дроби

"Хоча цей вид виразів до нинішнього часу розробле
ний мало, та ми не маємо жодних сумнівів, що 
коли-небудь його застосування стануть дуж е по
ширеними в аналізі нескінченних."

— Л.Ойлер
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3 .7 . Л а н ц ю го в і т а  р е к у р е н тн і д роби

В а ж к о  п е р е о ц ін и т и  р о л ь  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  в  р із н и х  г а л у з я х  
м а т е м а т и к и . В  б а г а т ь о х  в и п а д к а х  з а с т о с у в а н н я  а п а р а т у  л а н ц ю г о 
в и х  д р о б ів  д о  а н а л ізу  т а  р о з в ’я з а н н я  з а д а ч  м а т е м а т и к и  м а є  р я д  
п е р е в а г  н а д  ін ш и м и  м е т о д а м и  м а т е м а т и ч н о г о  а н а л ізу . В  т е о р і ї  ч и 
с е л  р а ц іо н а л ь н і в к о р о ч е н н я  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів ,  щ о  є  з о б р а ж е н н я 
м и  ір р а ц іо н а л ь н и х  ч и с е л , є  ї х  н а й к р а щ и м и  р а ц іо н а л ь н и м и  н а б л и 
ж е н н я м и  [157 , 104]. П р и р о д н и м  є  з а с т о с у в а н н я  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  
д о  р о з в ’я з а н н я  л ін ій н и х  д іо ф а н т о в и х  р ів н я н ь  т а  н е р ів н о с т е й  (К . 
Т а к е б е , д и в . [1 1 1 ]). Д р о б о в о -р а ц іо н а л ь н і  н а б л и ж е н н я  ін о д і  д а ю т ь  
м о ж л и в іс т ь  у с п іш н о  з а м ін и т и  ф у н к ц ію ,  п р и ч о м у  в  т и х  в и п а д к а х , 
к о л и  с т е п е н е в и й  р я д  ц іє ї  ф у н к ц і ї  р о з б іж н и й . Р о з в и н е н н я  в ід н о 
ш е н н я  г іп е р г е о м е т р и ч н и х  ф у н к ц ій  в  л а н ц ю г о в і  д р о б и  п р и в е л о  д о  
в ід к р и т т я  о р т о г о н а л ь н и х  п о л ін о м ів ,  а  н а б л и ж е н н я  а н а л іт и ч н и х  
ф у н к ц ій  р а ц іо н а л ь н и м и  в к о р о ч е н н я м и  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  (а п р о 
к с и м а ц ії  П а д е , д и в . (8]) , з н а й ш л о  з а с т о с у в а н н я  у  с т а т и с т и ч н ій  м е 
х а н іц і т а  ф із и ц і т в е р д о г о  т іл а . П р и р о д н и м  є  т а к о ж  з а с т о с у в а н н я  
л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  д о  д о с л ід ж е н н я  с т ій к о с т і  м н о г о ч л е н ів ,  щ о  м а 
ю т ь  в а ж л и в і  з а с т о с у в а н н я  в т е о р і ї  у п р а в л ін н я .

О з н а ч е н н я  3 . 7 . 1 .  Нескінченним ланцюговим дробом називають 
вираз вигляду7

Р  і _ , Р і Р2 Рп
Р2 

яз +

а  =  Чо +  К і= і  ( —  ) — 9о Н--------- —------- рі--------— Яо +
Я г )  ді +  1 Р2р3 ■ ді + Я2+...+ дп + ...

(3 .7 .1 )
дріб ^  називають п-т ою ланкою цього дробу; рп і дп ~~ членами

Яп

7Тут буква К  є першою буквою слова "континуант” , що служить назвою 
спеціальних многочленів, які є основою дослідження континуальних (непе
рервних) дробів. Останнє позначення нескінченного ланцюгового дробу у пра
вій частині рівності (3.7.1) належить Роджерсу [145].
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п -т ої ланки ланцюгового дробу; послідовність

Ро Р\ , Рі Рп , Рі /0 „
—  ~  90, т р  — 9о Н------->•••>— — ФН-------------------рі------- )••• (3.7.2)Яо Яі 91 Яп Яі н------^9 2  +

’  +  Р п  
Яп

— послідовністю нульового, першого, і т. д. п -го  раціонального 
вкорочення нескінченного ланцюгового дробу.

Р а ц іо н а л ь н і в к о р о ч е н н я  н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у ,  з а  
д е я к и х  у м о в ,  я к і  н а к л а д а ю т ь с я  н а  ч л е н и  й о г о  л а н о к , в ід іг р а ю т ь  
р о л ь  р а ц іо н а л ь н и х  н а б л и ж е н ь  д о  з н а ч е н н я  ц ь о г о  д р о б у . Н а с , я к  
п р а в и л о , не ц ік а в и т и м у т ь  п и т а н н я  з б іж н о с т і  т а  ш в и д к о с т і  з б іж н о 
с т і  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  д о  з н а ч е н н я  н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о 
в о г о  д р о б у , а  л и ш е  д е я к і  ф о р м а л ь н і  п е р е т в о р е н н я  н е с к ін ч е н н и х  
л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  т а  їх  з в ’я з о к  із  ф о р м а л ь н и м и  с т е п е н е в и м и  р я 
д а м и . Т о м у  у  р ів н о с т і  (3 .7 .1 )  а  н е є  з н а ч е н н я м  н е с к ін ч е н н о г о  л а н 
ц ю г о в о г о  д р о б у , а  л и ш е  й о г о  п о з н а ч е н н я м .

Ч и се л ь н и к и  т а  з н а м е н н и к и  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  є  к о н т и - 
н у а н т а м и  (д и в . [21], с т о р .  3 3 3 -3 4 1 ) .  Р е к у р с и в н і  в л а с т и в о с т і  к о н - 
т и н у а н т ів  в и в ч а в  щ е  В а л л іс  (157] т а  О й л е р  [104]. О д н и м  із  ф у н д а 
м е н т а л ь н и х  в т е о р і ї  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  т в е р д ж е н ь , в с т а н о в л е н и х  
ц и м и  м а т е м а т и к а м и , є  н а с т у п н е

Т в е р д ж е н н я  3 . 7 . 1 .  Чисельники та знаменники раціональних 
вкорочень (3.7.2) нескінченного ланцюгового дробу (3.7.1) задо
вольняють рекурентні рівняння

Р п  — Я п Р п — 1 Р п Р п  — 2і РО — І! 

Я п  — Я п Я п —1 +  Р п Я п —2: 71 €  N0,
(3 .7 .3 )

із початковими умовами

Р—1 =  1, Р-2  =  0 , 
<3-і = о, Я-2 — і-

(3.7.4)
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Доведення. О ч е в и д н о , щ о

®
Яо 1'

Н е х а й
Рп   ЯпРп—1 “Ь РпРп—2
Я п  Я п Я п — 1  +  Р п Я п — 2

П о к а ж е м о , щ о  в и к о н у є т ь с я  ін д у к т и в н и й  к р о к

п+ 1_________  Р і  Р 2  Р п  _  ( Я п  +  ^ ^ ) Р п - 1 + Р п Р п - 2

Я п + 1  Я і  +  Я 2 ^ ------- (- Я п  +  ( Я п  +  ) Я п — 1 +  Р п Я п - 2

( Я п Р п - 1  + Р п Р п - 2 )  +  Р п - 1

І Я п Я п - 1  + Р п Я п - 2 ) +  ^ ~ [ Я п - 1

_ Р п  +  ^ 1  Р п ~ 1 _  Я п + і Р п  + Р п + і Р п - 1  

Я п  ^ Я п - 1  Я п + і Я п  "Ь Р п + і Я п - 1  

Т а к и м  ч и н о м  т в е р д ж е н н я  с п р а в е д л и в е  д л я  д о в іл ь н о г о  ц іл о г о  н е 
в ід ’є м н о г о  п .  □

П р и к л а д  3 . 7 . 1 .  Д л я  к в а д р а т и ч н и х  ір р а ц іо н а л ь н о с т е й , ч л е н и  л а 
н о к  н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  з н а х о д я т ь с я  л е г к о . З о б р а 
з и м о , н а п р и к л а д , ч /5  у  в и г л я д і н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у . 
В и д іл и м о  ц іл у  ч а с т и н у  2 із  ц ь о г о  ір р а ц іо н а л ь н о г о  ч и с л а  т а  п о д а м о  
й о г о  у  в и гл я д і

\/Ь = 2 + (\/б — 2).

А л е
\ [ Ь - 2 = - = ---------- ,

\/5 + 2
т о м у  п р и х о д и м о  д о  р е к у р с і ї

=  2  +  —
2 +  ч/5

з  я к о ї  в и п л и в а є , щ о
Г  1 1 1

\/5 —  2  +  -  -  -  .
4 + 4+-..+ 4+...
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П о з а я к  ч и с е л ь н и к  т а  з н а м е н н и к  к о ж н о г о  р а ц іо н а л ь н о г о  в к о р о 
ч е н н я  н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  з а д о в о л ь н я є  р е к у р е н т н і 
р ів н я н н я  (3 .7 .3 )  із  п о ч а т к о в и м и  у м о в а м и  (3 .7 .4 ) ,  т о  с л ід  о ч ік у в а т и , 
щ о  в о н и  в и р а ж а ю т ь с я  ч е р е з  п а р а п е р м а н е н т и  д е я к и х  т р и к у т н и х  
м а т р и ц ь . С п р а в е д л и в а  н а с т у п н а

Т е о р е м а  3 . 7 . 1 .  Справедлива тотожність:

Рп
9о + Р і  Р  2 Р п

91 +  92  +•■•+ Яп Я п
(3 .7 .5 )

тут

Рп =

9 о
2 1
91 91

0 £2
92 92

0 0 0

0 0 0

Я п - 1
Е п
Яп Я п

п + 1

Я п  =

91
2 1
9 2

0

0

92

0

0

9 п - і
Еп.
Яп Яп

п 1 , 2 , . . . ,  З о  =  1- (3 -7 .7 )

Доведення. Л е г к о  б а ч и т и , щ о  з н а ч е н н я  Рц, Р і ,  <3ь о б ч и с л е н і  з а  
ф о р м у л а м и  (3 .7 .6 ) ,  (3.7.7) с п ів п а д а ю т ь  з  т и м и  ж  з н а ч е н н я м и , з н а 
й д е н и м и  п р и  д о п о м о з і  р е к у р е н т н и х  р ів н я н ь  (3 .7 .3 )  т а  п о ч а т к о в и х  
у м о в  (3 .7 .4 ) .  Р о з к л а д а ю ч и  п а р а п е р м а н е н т и  (3 .7 .6 ) ,  (3 .7 .7 )  з а  е л е 
м е н т а м и  о с т а н н ь о г о  р я д к а , о т р и м а є м о  р е к у р е н т н і р ів н о с т і  (3 .7 .3 ) ,  
щ о  і д о в о д и т ь  т е о р е м у . □
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З а у в а ж е н н я  3 . 7 . 1 .  Якщо частку параперманентів Рп і за
даних рівностями (3.7.6)(3.7.7) умовно замінити виразом

90
2 1
91 9 і

0 2 1
92 92

0 0 0  . Я п —1

0 0 0  .

£|
У

£ 1__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
__

__
_

7 1 + 1

то раціональні вкорочення нескінченних ланцюгових дробів, згі
дно з теоремою 3.7.1, отримають вигляд

90+
Р 1 Р  2 Р п

91 +  9 2  -і— )- Яп

90
2 1
91 91

0 2 1
92 92

0 0 0  . Я п —1

0 0 0 ^  Я пЯп н п

, п  =  0 , 1 , . . .

7 1 + 1

Т е о р е м а  3 . 7 . 2 .  Якщо збіжністю нескінченних ланцюгових дро
бів нехтувати, то, спрямовуючи в рівності (3.7.5) п до нескін
ченності, отримаємо формальну рівність

90  +
Р  і

91 + _ £ 2

92 + ж:
<73 +

'  90 
Н і 
91 
0

91

а  9242

_ ...................  _

(3 .7 .8 )

Доведення. Р о з к л а д е м о  п а р а п е р м а н е н т  Р  з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  
с т о в п ц я :

Р  =  Я о Я  +  Р \

92  
Ез
93 93
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Н е х а й

Р'
92
23
93 <73

Т о д і,

А л е

Р  1
д  =  * + Р і д -
ч  Р ,

<2 =  діР ' + р 2
яз
24
94 94

т о м у
Р іР

л  — 90 +  !
9 і + Р 2 - ? г

де
93
24
94 94

П р о д о в ж у ю ч и  п р о ц е с  а н а л о г іч н и х  п е р е т в о р е н ь  д о  н е с к ін ч е н н о с т і ,  
о т р и м а є м о  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  л ів о ї  ч а с т и н и  р ів н о с т і
(3 .7 .8 ) .  □

З а у в а ж е н н я  3 . 7 . 2 .  Теорема 3.1.2 дає нове зображення для не
перервних дробів, яке ми називаємо рекурентними дробами 
другого порядку. Поняття рекурентних дробів довільного по
рядку буде введено в п. 3.7.

Я к щ о  п а р а п е р м а н е н т  (3 .7 .7 )  р о з г о р н у т и  з а  й о г о  о з н а ч е н н я м , 
т о  о т р и м а є м о  к о н т и н у а н т  К(д\, . . . ,  дп \Р2 , ■ ■ ■ ,Рп)-  З г ід н о  з  т в е р 
д ж е н н я м  3 .7 .1 , ц ей  к о н т и н у а н т  м о ж н а  з а д а т и  р е к у р е н т н о  т а к :

К 0{\) =  1, К 1(д1\) =  ді, К п( д і , . . . , д п\р2,-.-,рп)
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=  Я пК п-і ( 9 і ,  • ■ ■ • 9п-1 \Р2і • • • і Р п - і )+ Р п К п-2 (Ч і, ■■■: Яп-2ІР2, ■ ■ ■ ,Р п -г)-

Р о з г л я н е м о  п р и к л а д и  з а с т о с у в а н н я  п а р а п е р м а н е н т ів  д л я  д о 
в е д е н н я  д е я к и х  в ід о м и х  в л а с т и в о с т е й  к о н т и н у а н т ів .

Т в е р д ж е н н я  3 . 7 . 2 .  Справедливі тотожності:

К п (,Я 1) • • • > Ят—11 Ятп+С, Ят+1 > • • ■ 5 Яп \Р2т ■ ■, Рп) =  К п ( 9 1)■ • -іЯп \Р2т ■ •іР п )
(3 .7 .9 )

"Ьс • К т—і(д\ ,. . ., 9 т —1\Р2,- • ч Рт —і )  ' т(9г7г+1 1 - • - у Яп \Рт+2т • - іР п ) ■

К п(д і ,-  ■ дп\Р2т ■ ■іРт—1іРт~\~с іРпь+\.т ■ -іР п) — К п(д\,. . 9п|Р2г • --,Рп)
(3 .7 .1 0 )

~І"С ‘ К т —2(91 ,• • •> Ят—2 \Р2>- ■ -іРт—2 ) ' К п—т(Ят+Іт ■ - і Яп \Рт+2т ■ ■іРп) ■ 

Доведення. Д о с т а т н ь о  р о з к л а с т и  в ід п о в ід н и й  к о н т и н у а н т у

•^п(9і > • • • і Ят—1 > Ят “Ь С, 9ш+1і • ■ • , Яп \Р2і ■ • • і Рп)

п а р а п е р м а н е н т  з а  е л е м е н т а м и  в п и с а н о ї  п р я м о к у т н о ї  т а б л и ц і Т(т)  
т а  в ід п о в ід н о  з г р у п у в а т и  у т в о р е н і  д о д а н к и .

Д о в е д е н н я  т о т о ж н о с т і  (3 .7 .1 0 )  а н а л о г іч н е  д о в е д е н н ю  р ів н о с т і
(3 .7 .9 ) .  □

З а у в а ж е н н я  3 . 7 . 3 .  Якщо у рівності (3.7.9)

Р2 =  РЗ =  ■ ■ ■ =  Рп  =  1,

то вона перейде у рівність із п. 6.30 (див. [21], стор. 595).

Д о в е д е м о  щ е  о д н у  т о т о ж н іс т ь ,  п р и  д о п о м о з і  я к о ї  м о ж н а  п о 
н и з и т и  п о р я д о к  к о н т и н у а н т а  і ц и м  п о л е г ш и т и  о б ч и с л е н н я  з н а 
ч е н ь  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  н е ск ін ч е н н и х  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів .  
Д л я  ц ь о г о  р о з к л а д е м о  п а р а п е р м а н е н т

Кт+п\Я  1) • • • іЯт+п\Р2> ■ • • тРт+п) =

3 .7 . Л а н ц ю го в і т а  р е к у р е н тн і  дроби
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Яі
£ 2.
42 <72

0

0

0

0  0  

0  0

Ят 
Рт+1
Ят +1

0  Р т + 2  
Ят +2

Ят+1

0

о

Ят+2

0

о
Ят+п—1

Р т + п
Ят-\-п Ят+п т+п

з а  е л е м е н т а м и  в п и с а н о ї  п р я м о к у т н о ї  т а б л и ц і Т ( т +  1 ). Я к щ о ,  в ід 
п о в ід н и м  ч и н о м , з г р у п у в а т и  о т р и м а н і  д о д а н к и  р о з к л а д у , т о  о т р и 
м а є м о  р ів н іс т ь

К т +п{Я іг ■ •) Ят+п\Р2і■ ■ ч Рт+п) = Р т +іК т—і{Я іг  • •> Ят~\ \Р2і■ ■ -іРт—і)
(3 .7 .1 1 )

Х'Кп—і(Ят+2і • ■ ■ і Ят+пІРт+Зі ■ • • іРт+п}~I"

-ЬК т іЯ іі • • ■ 5 Ят ІР2) • • • і Рт ) ' К п (Я т +1 1 • • • > Ят+п\Рт+2і ••• і Р т +п ) ■ 

Я к щ о  у  р ів н о с т і  (3 .7 .1 1 )

Р2 — РЗ — . . .  — Рт+п — 1)

т о  в о н а  п е р е й д е  в  р ів н іс т ь  (6 .1 3 3 )  із  [21].
Т а к и м  ч и н о м , п р и  д о п о м о з і  п а р а п е р м а н е н т ів  м о ж н а  у з а г а л ь 

н и т и  в ід о м і  в л а с т и в о с т і  к о н т и н у а н т ів , п р и ч о м у  д о в е д е н н я  ц и х  в л а 
с т и в о с т е й  с у т т є в о  с п р о щ у ю т ь с я .

Я к щ о  в  к о н т и н у а н т і  К п(ді , . . . ,  дп)

Я і =  Я2 =  ■ ■ ■ =  Яп =  2,

т о  н а  о с н о в і  р ів н о с т і  (6 .1 2 9 )  (д и в . [21], с т о р .  3 3 5 .) ,  о т р и м а є м о  п о -
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л ін о м и  Ф іб о н а ч ч і:

0  0  

0  0 і  *

Е
і= 0

п — г 
і

п —

Я к щ о  у  о с т а н н ій  р ів н о с т і  г =  1, т о  о т р и м а є м о  р ів н іс т ь  ([21 ], 
с т о р .  3 3 5 .)

1

1  1

0  0  

0  0

1

1  1

Е
г=0

п — г
=  Гг

т у т  Рі — г - т е  ч и с л о  Ф іб о н а ч ч і.
К о н т и н у а н т и , а  р а з о м  з  н и м и  і п а р а п е р м а н е н т и  м а ю т ь  т іс н и й  

з в ’я з о к  із  д е р е в а м и  Ш т е р н а -Б р о к о  (д и в . [ 148], [96] т а  т е о р е м у  Х а л - 
ф е н а  [1 19 ]).

3 . 7 . 1  П е р е т в о р е н н я  л а н ц ю г о в и х  т а  р е к у р е н т н и х  д р о 
б і в

1. П р и  д о п о м о з і  п р о с т и х  п е р е т в о р е н ь  н е с к ін ч е н н и х  л а н ц ю г о в и х  
д р о б ів ,  з а в ж д и  м о ж н а  д о б и т и с я  т о г о ,  щ о б  з н а м е н н и к и  <7і ,  і =  
1 , 2 , . . .  в с іх  л а н о к  н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  б у л и  д о д а -  
т н ім и . Ц е  в и п л и в а є  із  т о г о  ф а к т у , щ о  п р и  м н о ж е н н і ч и с е л ь н и к а  
т а  з н а м е н н и к а  ф р а г м е н т а

Рп

Яп "Ь Рп+1

н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  н а  д о в іл ь н е  в ід м ін н е  в ід  н у л я  
ч и с л о  яп, зн а ч е н н я  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  н е  м ін я є т ь с я .
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З а у в а ж и м о , щ о  в и д іл е н о м у  в и щ е  ф р а г м е н т у  н е с к ін ч е н н о г о  л а н 
ц ю г о в о г о  д р о б у ,  в н а с т у п н о м у  е к в ів а л е н т н о м у  з а д а н н і н е ск ін ч е н 
н и х  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  п р и  д о п о м о з і  п а р а п е р м а н е н т ів , в ід п о в ід а 
ю т ь  в п и са н і п р я м о к у т н і  т а б л и ц і Т(цп).

90 + Р  і

91 + 92 +
Р  2

43 +
ж :

, ЯРті +1 
8 ' , п + 9 „  +  1 +  '

90
а
91 91
0 £2

92 92

0 0 0 . Яп— 1
0 0 0 . 8-Рп

З-Ягі
0 0 0 . . 0

5 • Яп
З -Р п + 1
Яп+1 Яп+1

Р ів н іс т ь  п р а в о ї  т а  л ів о ї  ч а с т и н и  о с т а н н ь о ї  т о т о ж н о с т і  д о с я г а є 
т ь с я  з а  р а х у н о к  т о г о ,  щ о  в с і е л е м е н т и  ( п +  1 ) - г о  с т о в п ц я  п а р а п е р - 
м а н е н т а  ч и с е л ь н и к а  т а  п - г о  с т о в п ц я  п а р а п е р м а н е н т а  з н а м е н н и к а  
д р о б у  к р а т н і 5 і ц ей  м н о ж н и к  м о ж е  б у т и  в и н е се н и й  з а  з н а к  п а р а 
п е р м а н е н т ів  ц ь о г о  д р о б у .

Т а к и м  ч и н о м , сп р а в е д л и в а  р ів н іс т ь

, Р і Р2 Рп
90 Н-- —  —  —

9 і + 9 2 + - + 9 п + —
*
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90
з і Р і
«191

0

о

о

о

5191  
3 1 8 2Р2  

«292 
0

о

о

«292
«2«ЗРЗ

«393

о

о

5з9з

о

0

$п—іЯп—1
8 п - і 8 п Р п

&пЯп $ п Я п

(3 .7 .1 2 )
2. П р и  д о п о м о з і  р ів н о с т і  (3 .7 .1 2 )  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  

в и г л я д у
90 +

Р 1 Р2 Рп

9 і +92 +~ +9п  +•••

м о ж н а  з в е с т и  д о  звичайного нескінченного ланцюгового дробу в и 
г л я д у

1  1  1
ао  Н--------—  —  —

а і  +  ск2 + - - + а п + - -

ао
і

аі а і

0 ;г - а 2а 2 *

0 СЗ

І 
°

: 
°

_ .......................................  • • .

З  ц іє ю  м е т о ю  із  с и с т е м и  р ів н я н ь

5 ір і  =  $і$2Р2 =  ' " ' =  ^п—І^пРп =  1

з н а х о д и м о  зі, і =  1 ,2 , . . . .
Л е г к о  б а ч и т и , щ о

1 Р і Р2 РіРЗ
, 5 2  і 5 3  , 84 , . . . ,

Рі Р2 РіРЗ Р2Р\

Р2Р4 • • • • Р2ГП-2 РіРЗ • • • • • Р2ТП-1
8 2 т — 1 — ? ^2т —

(3 .7 .1 3 )
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Т а к и м  ч и н о м , з н а м е н н и к и  л а н о к  з в и ч а й н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у
(3 .7 .1 3 )  з а д а ю т ь с я  р ів н о с т я м и

Р2Р4 ■ ■■■■ Р 2т -2 РіРЗ ' Р2т -1
«0 — <70, ®2то—1 — 9 2 т —1 > &2т— Ч2т >

РіРЗ ' • • ■ ' Р2т -\ Р2Р4 ' - - • ' Р2т

т у т  т — 1 , 2, ----
З а у в а ж и м о , щ о  р а ц іо н а л ь н і в к о р о ч е н н я  з в и ч а й н и х  н е с к ін ч е н 

н и х  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  з а д о в о л ь н я ю т ь  р е к у р е н т н і р ів н я н н я

Г Рп  =  ЧпРп—1 "Ь Р п —2і

^ п  — Ч п^п—̂  -Ь ^ п —2) ТІ Є N 0 ,

із  п о ч а т к о в и м и  у м о в а м и  (3 .7 .4 ) .
С л ід  т а к о ж  в ід з н а ч и т и , щ о  б іл ь ш іс т ь  а в т о р ів  о б м е ж у ю т ь с я  

р о з г л я д о м  л и ш е  з в и ч а й н и х  н е ск ін ч е н н и х  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів 8 . Т а 
к и й  в и б ір  в и п р а в д о в у є т ь с я  т и м , щ о  к о ж е н  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о 
в и й  д р іб  м о ж е  б у т и  з в е д е н и й  д о  з в и ч а й н о г о  н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю 
г о в о г о  д р о б у . О д н а к , т а к е  з в е д е н н я  ч а с т о  у с к л а д н ю є  д р іб .

3. У  1775 р о ц і Д а н и їл о м  Б е р н у л л і б у л о  р о з в ’я з а н о  н а с т у п н у  
з а д а ч у  [94]: П о б у д у в а т и  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб ,  з  н а п е р е д  
з а д а н о ю  п о с л ід о в н іс т ю  р а ц іо н а л ь н и х  н а б л и ж е н ь

Р0 _  Рх _  Р2 _
(іо и о , д і  и і , <?2 Н2' " "

Д л я  п р о с т о т и  т а  о д н о з н а ч н о с т і  р о з в ’я з а н н я  з а д а ч і в в а ж а т и м е м о , 
щ о  з н а м е н н и к и  в с іх  р а ц іо н а л ь н и х  н а б л и ж е н ь  н е с к ін ч е н н о г о  л а н 
ц ю г о в о г о  д р о б у  д о р ів н ю ю т ь  1. Н а  о с н о в і  з а д а ч і (2 .4 .8 ) ,  р о б и м о  
в и с н о в о к , щ о  я к щ о  <71 =  1 і Ф +  рі =  1 , т о  =  1 .

З н а й д е м о  рп т а  дп , п =  0 , 1 , 2 , . . .  із  р ів н о с т е й

<70 =  и0 
<7о<7і + Р і = и і  

Чп^п—1 +  РпМп—2 ~

8Таку точку зору, зокрема, відстоював Лагранж [125].
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з  в р а х у в а н н я м  у м о в  д і =  1 і ді +  рг — 1. М а є м о

ип ип—\ ип ип—2
Р\ — ^1 и0 , Рп — і Яп — 1 — Рп — •

ип —2 ип—1 и п—1 и п—2

Т а к и м  ч и н о м , ш у к а н и й  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  м а є  в и 
гл я д

и\  —112 и 2 ~  Ц з и п  — 1
Н\ ~  Щ и\-ид Ц2 -И1 Ц«-і~Ц« - 2

П° X Ц 2 -Цц иа-и і ип-и п ~ 2
иі—ио П2 -и\ ип_ і - « „ _ 2

С п р о с т и м о  о с т а н н ій  л а н ц ю г о в и й  д р іб ,  п р и  д о п о м о з і  п е р е т в о р е н н я  
т и п у  (3 .7 .1 2 ) ,  д о  н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  в и г л я д у

« і - « о  щ - и 2 ( щ - и 0)(и2- и 3) (ггтг_2 - и п_3) ( « п_ і - и п)
г і(Н -------------------  ------------------  ----------------------------------------------  --------------------------------------------------------------

1  +  ^ 2  и о  ^ 1  + . . . +  ^ ть—2

(3 .7 .1 4 )
З а у в а ж и м о , щ о  п е р е т в о р е н н я , п р и  д о п о м о з і  я к и х  м и  о т р и м а 

л и  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  (3 .7 .1 4 ) ,  в и м а г а ю т ь  т о г о ,  щ о б  
т р и  с у с ід н і  р а ц іо н а л ь н і н а б л и ж е н н я  щ -і,щ ,и і+ і  д о  н е с к ін ч е н н о 
г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  б у л и  н е  р ів н и м и  м іж  с о б о ю .

Т а к и м  ч и н о м , д о в е д е н о  н а ст у п н е

Т в е р д ж е н н я  3 .7 .3 .  Якщо

Ро _  Рг _  Р2 _
З о  1 Щ ' Я 2  и 2 ' " '

— раціональні вкорочення нескінченного ланцюгового дробу (3.7.1), 
причому три сусідні значення цих наближень різні між собою, 
то, при виконанні рівностей

Чі =  1, Чі +  Рі  =  М  =  2 , 3 , . . .  (3 .7 .1 5 )

викопується рівність

, Рі  Р2 Рп
д о  Н------------------------------------ —  —  =

<7і + 42 н— і- Чп +...
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ио 0315

1

0 “ 1 - “ 2
« 2-«0 П2 -  По

0 0
(иі-и0)(и2 -и 3) 

« 3 —«1 и з -  щ
0 0 0 ("2 -іа Л "зг“4)

И4—«2
. :

(3 .7 .1 6 )

П р и к л а д  3 . 7 . 2 .  П о б у д у є м о  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб ,  з н а 
ч е н н я  я к о г о  д о р ів н ю є  е . З  ц іє ю  м е т о ю  в и б е р е м о  н а с т у п н і зн а ч е н н я  
р а ц іо н а л ь н и х  н а б л и ж е н ь :

« о

1  1 1  п  ^
=  1 , « і  =  1  +  и2 =  1  +  +  - г  . . . , и п =  1  +  Е  ї ї ’ "

і— 1

П ід с т а в и м о  ц і з н а ч е н н я  у  ф о р м у л у  (3 .7 .1 4 ) ,  т о д і  о т р и м а є м о

і  • І - д )  я  • ( ~ д )  А Н )1

1 + т
і
2 !

1 +  І 4- А  +  і  +  і  +  І - 4 - І  + . . .1 ' 2! 2! З! З! ^  4! (^ іу і

В и к о р и с т а є м о  п е р е т в о р е н н я  т и п у  (3 .7 .1 2 ) ,  п е р е м н о ж у ю ч и  ч и с е л ь 
н и к  т а  з н а м е н н и к  п - о ї  т а  ч и с е л ь н и к  ( т г + 1 ) ----- о ї  л а н к и  о с т а н н ь о г о
л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  н а  пі, т о д і  о т р и м а є м о  н а ст у п н и й  н е ск ін ч е н н и й  
л а н ц ю г о в и й  д р іб :

- ( п -  1 )

1 +  3 +  4  +  5 + ...+  п  +  1 +...
,  1  - 1  - 2  - З

е  =  1  +  -  —  — —  —

' 1

1
1

1

0 - 1
3 3

0 0 - 2
4 4

0 0 0 ^ 3  Г  
5 0

ОО
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3 . 7 . 2  Ф о р м а л ь н і  с т е п е н е в і  р я д и  т а  ф о р м а л ь н і  л а н 
ц ю г о в і  д р о б и

В и к о р и с т о в у ю ч и  т в е р д ж е н н я  2 .4 .1  (д и в . с т о р .  9 0 ) ,  н е ск ін ч е н н и й  
л а н ц ю г о в и й  д р іб  л е г к о  п о д а т и  у  в и гл я д і н е с к ін ч е н н о г о  р я д у .

Т в е р д ж е н н я  3 . 7 . 4 .  (д и в . [78], с т о р .  2 6 9 -2 7 0 ) Справедливі рівно
сті:

, Р і Р2 Рп
90 Н------ —  —  —

9 1 + 9 2  + - + д п + -

Р і РіР2 РІР2РЗ , г у - і РіР2 ■ ■■■■Рп

90 ЯоЯ і Я 1 Я 2 Я 2Я 3 Яп -іЯп

' <70
£ і
91
0

<71
£2
92 <72

0 0 0 . #71—1
0 0 0 . —  9тгЧп НП

- ’ -

де С}і — знаменник і-того раціонального вкорочення даного не
скінченного ланцюгового дробу.

Доведення. З н а х о д и м о  р із н и ц і р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  д а н о г о  л а н 
ц ю г о в о г о  д р о б у ,  п р и  ц ь о м у  с к о р и с т а є м о с ь  т в е р д ж е н н я м  2 .4 .1  (д и в . 
с т о р .  9 0 ):

Рп Р п—1   Р п Я п —І — Р п—іЯ п    / і^п—хРіР2 • ■ - ■ • Рп

Яп Яп-1 Яп-іЯп Яп-іЯп

д е  п =  1 , 2 , . . . .  Д о д а ю ч и  ц і р із н и ц і, о т р и м а є м о  р ів н іс т ь  (3 .7 .1 7 ) .
□

П е р е т в о р и м о  н е ск ін ч е н н и й  з н а к о з м ін н и й  р я д  у  н е ск ін ч е н н и й  
л а н ц ю г о в и й  д р іб .

353



РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛЕННЯ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

Т в е р д ж е н н я  3 . 7 . 5 .  ([7 8 ], с т о р .  2 7 0 -2 7 3 ) Справедлива рівність: 

а \  —  0 2  +  а з  —  . . .  +  ( — 1 ) ”  1 а п  +  . . .  =

а\ а2 а\а% а%а\ ап- 2ап
1 +  о і  — а г  +  а г  — аз  +  а з  — а 4 + ...+  а „ _ і  — ап + ...

■ 0

2 1
1

1

0
а 2

а і - а г

0 0

0 0

а і — а  2 
а і аз

а2-а з  “  а3
О  а 2 ° 4

аз—«4 аз — а4

. (3 .7 .1 8 )

Доведення. Д л я  д о в е д е н н я  ц ь о г о  т в е р д ж е н н я , з н а й д е м о  рі т а  (]г із  
р ів н о ст е й :

а і Р і РіР2 Р\Р2 ’ ••••Рп

^ п — ^ ^ п

В в а ж а т и м е м о , щ о  в  ц и х  р ів н о с т я х  а*, і =  1 , 2 , . . .  —  ц іл і ч и сл а , 
т о м у  п р и п у с т и м о , щ о  =  1, г =  1 , 2 , . . . ,  (д и в . п р и к л а д  2 .4 .8  н а  
с т о р .  1 0 4 ), т о б т о  в и к о н у ю т ь с я  р ів н о с т і

О т ж е ,

=  1, ді + р і  =  1, г =  2 , 3 , . . . .

а2 а з  а п
Рі =  «і, Р2 =  — , Рз =  — ,••• ,Рп = ------- , ■ • •,а і  а г  а „ _ і

а  в ід п о в ід н і зн а ч е н н я  дг, г =  2, 3 , . . .  в ід п о в ід н о  д о р ів н ю ю т ь
Оп а п _ і  а,п-, г =  2 , 3 , ----

0 -П— 1  & П — 1

Т а к и м  ч и н о м , м а є м о  ф о р м а л ь н у  р ів н іс т ь

а і  —  0 2  +  а з  —  . . .  +  ( — 1 ) ”  ^ О п  - ) - . . . =
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О і
аг.
а і

2 2
«2 а п — 1

X _)_ а і - а г  Я2 - а з  а п - і - а . і
“ 1 а.2 ап_ і

В и к о р и с т а є м о  п е р е т в о р е н н я  т и п у  (3 .7 .1 2 ) ,  п е р е м н о ж у ю ч и  ч и с е л ь 
н и к  т а  з н а м е н н и к  п - о ї  т а  ч и с е л ь н и к  (тг +  1 ) — о ї  л а н к и  о с т а н н ь о г о  
л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  н а  а п _ і ,  т о д і  о т р и м а є м о  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю 
г о в и й  д р іб  в и г л я д у  (3 .7 .1 8 ) .  □

Н а с л і д о к  3 . 7 . 2 . 1 . Справедливі рівності:

ао +  а і х  -  а г х 2 +  азх3 -  . . .  +  ( - 1  )п~1апхп +  . . .  =

— оо +
а\х 0 -2  х О і О з Х (Х2 СІ4.Х  Є^п— 2 < * п Х

1 +аі  -  а2х+а2 -  03Х _|_ аз -  о4х + + ап_і -  апх +

ао
аі х 

1 
О
о
о

а?.х 
а і  —а,2Х

О
О

а і  — а2х
а і а з х

а г — а  зж

о
0 2  -  О з Х

а,2(І4Х  
а 3 —СЦХ

О-з — 0,\Х

(3 .7 .1 9 )

Доведення. Д о в е д е н н я  ц ь о г о  н а с л ід к у  м о ж н а  п р о в е с т и  а н а л о г іч н о  
д о  д о в е д е н н я  т в е р д ж е н н я  3 .7 .5 . О т ж е ,  з а м ін ю ю ч и  в  ц ь о м у  т в е р 
д ж е н н і ап н а  апх п. о т р и м а є м о  н е ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб

а2х а і а з х а2а4Х 0 'П — 2® 'П 'Е
2п—2а\х

1 +  о і х  -  а2х 2 +  а г х 2 -  а з х 3 +  а з х 3 -  а 4х 4 + ..,+  а „ _ і х п_1 -  апх г'

З а с т о с у є м о  в ід п о в ід н е  п е р е т в о р е н н я  т и п у  (3 .7 .1 2 )  д о  о с т а н н ь о г о  
н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  т а  д о д а м о  д о  о б о х  ч а с т и н  у т в о 
р е н о ї  р ів н о с т і  а о , т о д і  о т р и м а є м о  р ів н іс т ь  (3 .7 .1 9 ) .  □

В ід з н а ч и м о , щ о  п іс л я  п р о с т и х  п е р е т в о р е н ь , р ів н іс т ь  (3 .7 .1 9 ) ,  
м о ж н а  з в е с т и  д о  р ів н о с т і  в и г л я д у

ао  +  а\х +  а г х 2 +  а 3х 3 +  . . .  +  апх п +  . . .  =
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ао +
а\х а2х а\а3х а,2а і  х О п — 2® 'П 'Е

1 _ а і  +  а2х _ а 2 +  а з х _  а з  +  а^х^  _ а „ _ і + а п х _
(3.7.20)

П р о іл ю с т р у є м о  з а с т о с у в а н н я  р ів н о с т і  (3 .7 .2 0 )  д о  п о д а н н я  ф у н 
к ц ії  / ( х )  =  агсідх  у  в и г л я д і н е с к ін ч е н н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у .

П р и к л а д  3 . 7 . 3 .  ( [88], с т о р .  2 8 .)

X 3  X 5 X 7
а гс4 §  х  =  х  -  —  +  —---- —  +  . . . =

ї х 2
3 ^ 2 2  п — 1  л

2га+1 X

1  +  1 - і ® 2  +  1 _ 3 Х 2  +  . . . +  1 - ^ 2  + . . .

9х ( 2 г

2 п + 1 “

1)2 Х2

1 +  3 -  х 2 +  5 -  З х 2 + ...+  2п +  1 -  ( 2 п  -  1 ) х 2 +  ' 
П р и  х  =  1 о т р и м а є м о  р ів н о с т і :

7Г 1 1  з 2 52 72 ( 2 п -  І ) 2

4 -  1 + 2  + У + 2  + 2  + ...+ 2  +..

'  0
“

і
і 1

0
і
2 2

_ 0 0
з2
2 2

0 0 0
52
2 2

0 0 0 0 7-  22

В  б а г а т ь о х  в и п а д к а х  к о р и с н и м  в и я в л я є т ь с я  і н а с т у п н е  

Т в е р д ж е н н я  3 . 7 . 6 .  ([7 8 ], с т о р .  2 7 3 ) Справедливі рівності:

1 _

а і

1

1  1
—  + - ------------. . .  +
о.2 а 3

і а і  (

-1 )
71— 1 1

4 - і

а і  _|_ а 2 — а і  +  аз  — а 2 _|_ а 4 — аз  а п ап~і
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0
_1_
аі а і

0
а2

а2- а  і

0 0

0 0

а2 -  а і

А
а з — а г

о
а  з -  а 2

аз 
а 4 — а з

. (3 .7 .2 1 )

Доведення, ц ь о г о  т в е р д ж е н н я  а н а л о г іч н е  д о  т в е р д ж е н н я  3 .7 .5 . 
Л е г к о  п о к а з а т и , щ о

1 а і аг а ^ _ і
Р і =  —  > Р2 =  — , РЗ =  — , • • • ,Рп =  -------- , • • •а  і а2 а з  ап

«2 а  і аз аг а^ а ^ —і
92 і 93 і і Ц п  =  :

а г  а з  а ^

т о д і  ш у к а н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  м а є  в и г л я д

_1_ аі ап-і
а і аг аз а „
1  +  а 2~Ді + . а з -а -2 .+  . . . + .  а » —ап - і  +  . . . ’

0-2 0.3 а „

П іс л я  в ід п о в ід н о г о  п е р е т в о р е н н я  т и п у  (3 .7 .1 2 ) ,  м и  о т р и м а є м о  н е 
ск ін ч е н н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  п р а в о ї  ч а с т и н и  р ів н о с т і  ( 3 .7 .21 ) .  □

Л е г к о  п о к а з а т и  с п р а в е д л и в іс т ь  н а с т у п н о г о  н а сл ід к у . 

Н а с л і д о к  3 . 7 . 2 . 2 .  Справедлива формальна рівність

а і аг аз а^

а , х  а ? х х п - 1 и

а і  +  а г  а і  х  аз  а г х  _ а^  а ^ —і х  ̂
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а і

0

о

о

а і

а 2 х
а.2—а\х

0

а  2 — а\х
акх

а з — а г х

0

аз  — а2х

а 4 —а з х а 4  —  а з х

(3 .7 .2 2 )

П р и к л а д  3 . 7 . 4 .  В ід о м о ,  щ о

ч 1  1  2  1  з1п (1  +  х )  -  - х  -  - X  +  - X

т о м у , в и к о р и с т о в у ю ч и  н а с л ід о к  3 .7 .2 .2 , о т р и м а є м о  н а с т у п н е  з о 
б р а ж е н н я  ф у н к ц і ї  / ( х )  =  1п (1  -І- х )  у  в и г л я д і н е с к ін ч е н н о г о  л а н 
ц ю г о в о г о  д р о б у

х  12х  2 2 х  ( п  -  1 ) 2х
+  Х 1 +  2 -  ї х  +  3 -  2 х + . . .+  п  -  (п  -  1 )х  +

П р и  х  — 1 о с т а н н я  р ів н іс т ь  м а т и м е  в и г л я д  (д и в . [78], с т о р .  
2 7 4 .)

1  І 2  2 2  п 2
1п 2  =  -  —  —  —  =

1 + 1  +  1  + . . . +  1  + . . .

'  0
1
1 1
0 т  1
0 0 £  1
0 0 0 ^ 1

3 . 7 . 3  П е р і о д и ч н і  л а н ц ю г о в і  д р о б и

С е р е д  н е ск ін ч е н н и х  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів  о с о б л и в е  м іс ц е  в ід в о д и 
т ь с я  п е р іо д и ч н и м  л а н ц ю г о в и м  д р о б а м .
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О з н а ч е н н я  3 . 7 . 2 .  Нескінченний ланцюговий дріб 

г , Р і Р 2  Рп
° — 90 Н----- —  —  , (3 .7 .2 3 )

Ях +  92 -і— |- Яп + ...

елементи якого задовольняють умови

Ргк+т  =  Рті Ягк+т =  Яті ТП — 1,2, . . .  ,к, Г — 0 , 1, 2 , .  . . (3 .7 .2 4 )

називають періодичним ланцюговим дробом з періодом к.

Р о з г л я н е м о , н а п р и к л а д , з в и ч а й н и й  п е р іо д и ч н и й  л а н ц ю г о в и й  
д р іб  із  п е р іо д о м  к =  3 (д и в . [78], с т о р .  2 7 9 -2 8 2 ).

Н е х а й
1

Ях +

т о д і  р ів н іс т ь

92 Н--------------------;-------1--------------------
9 3 + — ;-----------Н ----------------

91 +  — ;------- Н ----------
92 + ----- --------------

«З  +  ^ г г

1

91+^ .
з в о д и т ь с я  д о  к в а д р а т н о г о  р ів н я н н я

(9192 +  1 )х 2 =  -(9 1 9 2 9 3  +  91 -  92 +  9 з )*  +  929з +  1, 

п р и ч о м у

_  -9 1 9 2 9 3  -  91 +  92 ~  93 +  \ / (919293 +  91 +  92 +  9 з )2 +  4

2(9192 +  1)

Л е г к о  д о в е с т и ,  щ о  д о в іл ь н и й  п е р іо д и ч н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  з о 
б р а ж у є  д е я к у  к в а д р а т и ч н у  ір р а ц іо н а л ь н іс т ь  і, н а в п а к и , д о в іл ь н а  
к в а д р а т и ч н а  ір р а ц іо н а л ь н іс т ь  з о б р а ж у є т ь с я  п е р іо д и ч н и м  л а н ц ю 
г о в и м  д р о б о м  (д и в . [87], с т о р .  6 2 -6 4 ) .
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Р о з г л я н е м о  п е р іо д и ч н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  із  п е р іо д о м  к =  1. 
Р о з к л а д е м о  п а р а п е р м а н е н т  ч и с е л ь н и к а  р а ц іо н а л ь н о г о  в к о р о ч е н н я

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛЕННЯ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

Яп

п е р іо д и ч н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у

ч
Е
Я Ч
0 2 чя 4

0 0 0 ... ч
0 о о ... £ чя _ п+ 1

Р, Р Р
4  +  -  -

4+ Ч + -+ 4+ - -
(3 .7 .2 5 )

з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  с т о в п ц я . П р и  ц ь о м у  о т р и м а є м о  р ів н іс т ь

Н ех а й

Яп Я+
Ч ?п - 1

,. Рп Іші
°Яп

(3 .7 .2 6 )

т о д і  р ів н іс т ь  (3 .7 .2 6 )  п р и й м е  в и г л я д

х  =  дх +  р;

з в ід с и

х  =
д +  л/д2 +  Ар

Т а к и м  ч и н о м , п р и  д — 2 , п е р іо д и ч н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  (3 .7 .2 5 )  
з о б р а ж у в а т и м е  ір р а ц іо н а л ь н о с т і  у/р +  1 .

Н а с т у п н а  т е о р е м а  д а є  з р у ч н и й  а л г о р и т м  з н а х о д ж е н н я  з н а ч е н ь  
р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  п е р іо д и ч н и х  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів .
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Т е о р е м а  3 . 7 . 3 .  Раціональне вкорочення

<5г =  до +  # і= і  ( — 
\ 4г

(3 .7 .2 7 )

періодичного ланцюгового дробу (3.7.23), з періодом к ^  2 , еле
менти якого задовольняють умови (3.7.24), дорівнює значенню 
виразу

, В г — і  
Ч о + Р і -  — т— ,

в якому А г і Вг - і  визначаються із рекурентних рівностей

Аг — Рі<уВг—2 + @Аг—і, 

Вг-1 = РііВг-2 + А Л Г_ 1 ,

(3 .7 .2 8 )

(3 .7 .2 9 )

де

а =

' ч і ' 41
“

£ 2

9 2 42 Е1
9 2 42

/3 =
0 0 . •• Чк-2 0 0 . • Чк-1
0 0 . Р к - 1  „

•• ІГ Г / с — 1
0 0 .

..................................................................................................................................................................................................................................................................... 1
о

(3 .7 .3 0 )
' 42 ' 42

£3
93 4г £3

93 93
7 = А =

0 0 . ■ 4к-2 0 0 . • Чк-і
0 0 . Р к -1  „

Як — 1 9/с-І. к —2
0 0 . ■ ■ ^  Чк Як -1

причому якщо к =  2 , то вважаємо, що 7 = 1 .

к -1
(3 .7 .3 1 )

Доведення. П р и  п =  гк ч и с е л ь н и к  і з н а м е н н и к  п —г о  р а ц іо н а л ь 
н о г о  в к о р о ч е н н я  п е р іо д и ч н о г о  л а н ц ю г о в о г о  д р о б у  (3 .7 .2 3 ) ,  з  п ер і-
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о д о м  к ^  2 , е л е м е н т и  я к о г о  з а д о в о л ь н я ю т ь  у м о в и  (3 .7 .2 4 ) ,  в ід п о 
в ід н о  м а ю т ь  в и гл я д :

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛЕННЯ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

Ргк =

^ ^ к

90 
2 1
91 
0

9 1
22
92 <72

0 0 0 Чк-1
0 0 0 Ек

Як Чк
0 0 0 0 21

91 91

0 0 0 0 0 0 ■ • • 9 * - і
0 0 0 0 0 0 Ек

Як

9і
22
92 92

0 0 Чк- 1
0 0 Ек

Як Чк
0 0 0 21

91 91

0 0 0 0 0 Чк-1
0 0 0 0 0 ак

Як НК

91с
г / с + 1

(3 .7 .3 2 )

(3 .7 .3 3 )

гк

П о з н а ч и м о  п а р а п е р м а н е н т , я к и й  у т в о р ю є т ь с я  із  п а р а п е р м а н е н т а  
(3 .7 .3 2 )  в р е з у л ь т а т і  в и к р е с л ю в а н н я  п е р ш о г о  с т о в п ц я , ч е р е з  А г, а  
п а р а п е р м а н е н т , щ о  у т в о р ю є т ь с я  в  р е з у л ь т а т і  в и к р е с л ю в а н н я  п е р 
ш и х  д в о х  с т о в п ц ів ,  —  ч е р е з  Вг-1  (в  о б о х  в и п а д к а х  ін д е к с  в к а з у є  
н а  к іл ь к іс т ь  п о в н и х  п е р іо д ів  щ о  м іс т я т ь  п а р а п е р м а н е н т и ) .

Р о з к л а д е м о  п а р а п е р м а н е н т  (3 .7 .3 2 )  з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  с т о в 
п ц я , о т р и м а є м о  р ів н іс т ь :

Ртк =  Ч о А  +  Р \ В г —!• (3.7.34)
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Р о з к л а д е м о  п а р а п е р м а н е н т  А г з а  е л е м е н т а м и  в п и с а н о ї  п р я м о 
к у т н о ї  т а б л и ц і Т(к +  1 ) , т о д і  о т р и м а є м о  р е к у р с ію  (3 .7 .2 8 ) .  А н а л о 
г іч н о  п о с т у п и м о  із  п а р а п е р м а н е н т о м  5 г _ і ,  р о з к л а д а ю ч и  й о г о  з а  
е л е м е н т а м и  т а б л и ц і Т(к),  о т р и м а є м о  р е к у р с ію  (3 .7 .2 9 ) .

П о з а я к  С2гк =  Аг , т о ,  в р а х о в у ю ч и  (3 .7 .3 4 ) ,  р о б и м о  в и с н о в о к , 
щ о  з а д а н и й  п е р іо д и ч н и й  л а н ц ю г о в и й  д р іб  є  з о б р а ж е н н я м  д р о б у

Ртк
гк

9оЛ г + р і Б г _ і  В г -\
------------ -------------- =  90 +  Р і — —  •

□

Т е о р е м а  3 . 7 . 4 .  Якщо для періодичного ланцюгового дробу (3.7.23), 
з періодом к ^  2 , елементи якого задовольняють умови (3 . 7.24)  
і є невід’ємними дійсними числами, виконується нерівність

(3 .7 .3 5 )

де а , /3 ,7 , А визначаються із рівностей (3.7.30), (3.7.31), то по
слідовність

я  і В г — і  
0Г =  90 +  Р і ■ —

Л .г

збігається до 5, причому справедлива оцінка похибки

|5 —  <5Г | <  а
и /

а  =

1 - й '  

РіА/3

р і А а  +  /З'2  ‘

(3 .7 .3 6 )

(3 .7 .3 7 )

Доведення. З н а й д е м о  в е р х н ю  о ц ін к у  м о д у л я  р із н и ц і |й5 — 5Г\. З г і
д н о  з  т е о р е м о ю  3 .7 .3  м а є м о

|<5* -  < 4  = Р і
В 8 - 1 Вг-1

=  Р 1

А 8 Аг 

7 ^ « - і  +  А

Р і

907

В я—2 
Р ^ А - і +  А

В з — 2
Р ^ А . - г + /з

7 +  А
Р і < * % ^ + Р

-убг-і +  А -  5 о 7
а 5 8- і  +  (3 -  д0 а  а 6 г - і  + / 3  -  д0а
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Р 1

(7 /3 -  аХ) ■ ( й « - і  -  6г - і )

<  ^ І 7 / 3  -  с и Х | • |53 _ і  -  5 г _ і |  =  ш  ■ |<58 _ і  -  <5г _ і | .

Т а к и м  ч и н о м ,

а / - 1

|^5 | ^  ^  |^5 — Г + 1  ^ 1  | ^  * |^2  ^1  р
1  —  10

але
І Г  Г І Р 1 А ^

^ - ^ = Ш р і Хс,  +  Р '

т о м у , п е р е х о д я ч и  д о  гр а н и ц і н р и  з  —> о о  і, в р а х о в у ю ч и  (3 .7 .3 5 ) ,  
о т р и м а є м о  о ц ін к у  (3 .7 .3 6 ) .  □

П р и к л а д  3 . 7 . 5 .  О б ч и с л и м о  н а б л и ж е н і з н а ч е н н я  в е л и ч и н и  \/п 
п р и  д о п о м о з і  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  п е р іо д и ч н и х  л а н ц ю г о в и х  
д р о б ів  із  п е р іо д о м  к =  3 . Р о з в ’я ж е м о  р ів н я н н я

х  =
Р і

9і + - 2 2

42 + яз+х

М а є м о
£ 1 , 2  =

~{ді 42 дз+ <црз+ чзрі -  92Р 1) ± \ / ( 9і 92 9 з + 9 і р з + чгР2+ д 2Рі ) 2-Н р іР 2Рз
2(9192 + Р 2 )

Н е х а й  9і >  0 , рі >  0 , і =  1 ,2 ,3  і д о д а т н ій  к о р ін ь  ц ь о г о  р ів н я н н я  
д о р ів н ю є  л/п, т о д і  з н а й д е м о  9, ,  рі, г =  1 ,2 .3  із у м о в :

9 і929з +  ЯіРз +  дзР2 ~ Я2Р і -  0,
(919293 +  9іРз +  9зР2 +  92Рі)2 +  4рір2рз =  п і2 

.2(9192 + Р 2 ) =  і-

(3 .7 .3 8 )
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О б ч и с л и м о  а, /3 ,7 , А із  р ів н о с т е й  (3 .7 .3 0 ) ,  (3 .7 .3 1 ) :

а  —
9 1
Ег

І  92 92 =  9192+Р2, Р =
91
Е2
92 92
0  23 93І  д з  4 3

9і 929з+ 9 зР 2+ 9 іРз ,

7  =  <72, А = 92 
£ з
93 93 =  9293 +  РЗ-

О т ж е , р е к у р с і ї  (3 .7 .2 8 ) ,  (3 .7 .2 9 )  м а т и м у т ь  в ід п о в ід н о  в и г л я д : 

Вг- і  =  Рід2Вг-2  +  (9293 +  Р з ) А - - ь

Аг =  Р і (9 і9 2  +  Рз)Вг-2  +  (919293 +  дзР2 +  9і Р з ) А - - 1 , 

і п о с л ід о в н іс т ь
в.г — 1

6Г = Р І

з б іг а т и м е т ь с я  д о  \[гі. П р и  ц ь о м у , ч и м  м е н ш е  з н а ч е н н я  к о н с т а н т и  
и, т и м  с к о р іш е  п о с л ід о в н іс т ь  і =  1 , 2 , . . .  з б іг а т и м е т ь с я  д о
у / й .

Н е х а й  п  =  2 . Р о з г л я н е м о  к іл ь к а  п е р іо д и ч н и х  л а н ц ю г о в и х  д р о 
б ів  із  п е р іо д о м  3 , е л е м е н т и  я к и х  з а д о в о л ь н я ю т ь  у м о в и  (3.7.38).

№ 9і 92 93 Р\ Р2 РЗ Вт- і  =  Р ц В г-2  +  А Д ._ і  
А т =  р іа В г-2  +  РАг- і

1. 1 2 1 2 1 1 Вг—і  =  АВг—2 +  З А г _ і  
А т =  6Вг-2  +

2. 1 3 1 4 7 2 5 Г_  і =  12ІЗг_2 +  5 Д . _ і  
А т — А0Вг—2 +  12 А Г—і

3. 2 7 1 3 1 3 В г—і — 21Д Г_2 +  10Лг_ і  
А г =  4 5 Б Г_2  -Ь 21Л г_ і
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Д )

Л і
и) <*і <*2 <5з <*4

5 0 .1 2 5 3
2

...21
17

99
70

816
577

5
72

0 .3 (8 ) 5
3

60
43

395
279

5160
3649

10
21

0 .0 2 0 4 їй
7

140
99

1970
1393

27720
19601

О т ж е , п о с л ід о в н іс т ь  {(5 і} , г =  1 , 2 , . . .  в н а в е д е н и х  в и щ е  п р и к л а д а х  
н а й ш в и д ш е  з б іг а є т ь с я  д о  \ /2  у  т р е т ь о м у  в и п а д к у . Т а к , в ж е  п р и  
ч е т в е р т ій  іт е р а ц ії  о т р и м у є м о  н а б л и ж е н н я , в  я к о м у  в іс ім  в ір н и х  
з н а к ів  п іс л я  к о м и , а  з н а ч е н н я  п о х и б к и  д о р ів н ю є  1 .4 4 4 7 1 8 .Є  — 07.

Т е о р е м а  3 . 7 . 5 .  Значення раціонального вкорочення 

а '*  -  „ *  рї Р в  Р і  Пг Яо ' * * *
4і+...+ 4*з + 91 +...+ %

(3 .7 .3 9 )

дорівнює значенню виразу

якому

де

Ч> =

*  і ^  

%  Р і А '

А =  ірАг +  єр\Вг-\, 

В  =  ірАг +  т р і Б г _ і ,

(3 .7 .4 0 )

(3 .7 .4 1 )

" 9Ї *—1
 *

РІ
ч*2 9*2

£ —
42 9*2

• • 
О

0 . • Яз-1 0 0 . • • Я3-2
0 0 . а*■ ■ д* Чз . 5

0 0 . я *
•• ч:_і 5 - 1

(3.7.42)

3 .7 . Л а н ц ю го в і т а  р е к у р е н тн і д ро би

Г 42
Еі
?з Яз

Г 42 
Р і«3 9з

V- - , т =
0

0

0  . 

0  .

" 1
* «5

* 
со*а?1*Сг 3 —  1

0

0

0  . 

0  .

• Я, - 2
а*'• 9Г-х Яя~1- 8-2

(3 .7 .4 3 )
а Аг і Вг- 1  визначаються із рекурсій (3.7.28), (3.7.29). Якщо

з =  2 , то вважатимемо, що т — 1 .

Доведення. Д л я  д р о б у  (3 .7 .3 9 )  п а р а п е р м а н е н т и  Р*к і С<)*к а н а л о г і
ч н і д о  п а р а п е р м а н е н т ів  Ргк і щ о  з а д а ю т ь с я  р ів н о с т я м и  (3 .7 .3 2 ) ,  
(3 .7 .3 3 ) ,  м а т и м у т ь  в и гл я д :

%

ЕІ
« і

9і

р;±=

0 0  . • 4*3- 1

0 0  . Р І
9Ї 4*3

0 0  . . 0 21
91 9 і

0 0  . . 0 0 0  . ■ • 4к - 1
0 0  . . 0 0 0  . Ек 

' ■ Чк Як

0 0  . . 0 0 0  . . .  0 0

0 0  . . 0 0 0  . . .  0 0

■ Як- 1 
Ек

' ' 9* % гДс+З+І
(3.7.44)
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ЯгН =

Я і

Р І
42

0 0 . • 4*8-1
0 0 . РІ

яі я»
0 0 . . 0 21

Я1 Яі

0 0 . . 0 0 0 . ■ Я к -1
0 0 . . 0 0 0 . Ек 

' Як Як

0 0 . . 0 0 0 . . .  0 0
0 0 . . 0 0 0 . . .  0 0

Як- 1 
Ек 
Як Як гк+з

(3 .7 .4 5 )
П о з н а ч и м о  п а р а п е р м а н е н т , я к и й  у т в о р ю є т ь с я  із  п а р а п е р м а н е н т а
(3 .7 .4 4 )  в р е з у л ь т а т і  в и к р е с л ю в а н н я  п е р ш о г о  с т о в п ц я  ч е р е з  А, а  
п а р а п е р м а н е н т , я к и й  у т в о р ю є т ь с я  із  п а р а п е р м а н е н т а  (3 .7 .4 5 )  в р е 
з у л ь т а т і  в и к р е с л ю в а н н я  п е р ш о г о  с т о в п ц я  ч е р е з  В. Т о д і , р о з к л а 
д а ю ч и  п е р ш и й  п а р а п е р м а н е н т  з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  с т о в п ц я , 
о т р и м а є м о  р ів н іс т ь

р ;к =  я*0А + Р*1в ,

я к а  із  в р а х у в а н н я м  р ів н о с т і  (^*к =  А  п р и в е д е  д о  р ів н о с т і

° Г  ~  %  + Р і "

П о з н а ч и м о  п а р а п е р м а н е н т , я к и й  у т в о р ю є т ь с я  із  п а р а п е р м а н е н т а
(3 .7 .4 4 )  в  р е з у л ь т а т і  в и к р е с л ю в а н н я  п е р ш и х  (5 +  1 ) с т о в п ц ів ,  ч е р е з  
А г (в ін  в м іщ а є  г  п е р іо д ів  д р о б у ) ,  а  п а р а п е р м а н е н т , я к и й  у т в о р ю 
є т ь с я  із  п а р а п е р м а н е н т а  Аг в  р е з у л ь т а т і  в и к р е с л ю в а н н я  п е р ш о г о  
с т о в п ц я  ч е р е з  Вг~і .  Р о з к л а д е м о  п а р а п е р м а н е н т  А з а  е л е м е н т а 
м и  в п и с а н о ї  п р я м о к у т н о ї  т а б л и ц і Т(з  +  1 ) ,  в р а х о в у ю ч и  (3 .7 .4 2 )  і 
в и к о р и с т о в у ю ч и  т е о р е м у  п р о  н е п о в н и й  р о з к л а д  п а р а п е р м а н е н т а  
з а  е л е м е н т а м и  (з +  1 ) -г о  с т о в п ц я , т о д і  м а т и м е м о  р ів н іс т ь  (3 .7 .4 0 ) .
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3 .7 . Л ан ц ю го в і т а  р е к у р е н т н і д ро би

Із  п а р а п е р м а н е н т о м  В  з р о б и м о  а н а л о г іч н і п е р е т в о р е н н я , р о з к л а 
д а є м о  й о г о  з а  е л е м е н т а м и  т а б л и ц і Т (з ) ,  в р а х о в у ю ч и  (3 .7 .4 3 ) ,  п р и  
ц ь о м у  о т р и м а є м о  р ів н іс т ь  (3 .7 .4 1 ) .

П о з а я к  п а р а п е р м а н е н т и  Аг і Вг-\ с п ів п а д а ю т ь  із  в ід п о в ід н и м и  
п а р а п е р м а н е н т а м и  т е о р е м и  3 .7 .3 , т о  д л я  о б ч и с л е н н я  їх  з н а ч е н ь  
м о ж н а  к о р и с т у в а т и с я  р е к у р с ія м и  (3 .7 .2 8 ) ,  (3 .7 .2 9 ) .  □

Т е о р е м а  3 . 7 . 6 .  Якщо для мішаного періодичного ланцюгового 
дробу

8* =  Я5 +  4  РІР~  РЛР~  Р± , (3 -7 .4 6 )
Яі + ...+  Яв +  Яі + ...+  Як + Яі + ...+  Як +...

члени всіх ланок якого невід’ємні дійсні числа, виконується нерів
ність (3.7.35), в якій а , /3 ,7 , А визначаються із рівностей (3.7.30), 
(3.7.31), то послідовність

К  =  ЯІ + Р ї | ,  (3 -7 .4 7 )

в якій А і В визначаються із рівностей (3.7.40), (3.7.41) збігає
ться до

г , * .  Ф +  Т ■ ( * - ( & )  , ,
д - Я о + Р і  (р +  ф _ ^ у  (3 .7 .4 8 )

де 5 — значення нескінченного ланцюгового періодичного дробу, 
причому справедлива оцінка похибки

Т

15* -  <*;| <  <ти* ■ (3 .7 .4 9 )
1 - й }

де
Рі
<р'

и* =  ■ \<рт -  фє\,

а и  г а задаються відповідно виразами (3.7.35), (3.7.37).
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Доведення. Д о в е д е м о ,  щ о  п о с л ід о в н іс т ь  (3 .7 .4 7 )  п р и  у м о в і  (3 .7 .3 5 )  
з б іг а є т ь с я  д о  5*, щ о  з а д а є т ь с я  р ів н о с т я м и  (3 .7 .4 6 ) ,  (3 .7 .4 8 ) .  З а  т е 
о р е м о ю  3 .7 .5  м а є м о :

х* * , * в  * , *ФАГ +  тріВг- і  
6Г = Я о + Р і - - т  =  Яо+Рі

т о м у

6*г = Ч * о + Р І
У, +  т Р і ^ Г

Ф +  єР іЩ ?

*  І * 
Яо+Рі

<рАг +  єр\Вг-1  ’

■ф +  т(с&  +  р і ^ )  — тЯа

( я о + Р і ^ А) “

ал е  з а  т е о р е м о ю  (3 .7 .4 )  п о с л ід о в н іс т ь

г *  В ,—  і
дг =  д0 + Р і ^ —

п р и  у м о в і  (3 .7 .3 5 ) ,  п р и  г  ->  о о  з б іг а є т ь с я  д о  5, т о м у

.■0 +  т (< 5 -< ?о )Іігп 8* — до +  Р Ї
у) +  є ( < 5 - д 2 ) ’

т о б т о  в и к о н у є т ь с я  р ів н іс т ь  (3 .7 .4 8 ) .
Д о в е д е м о  с п р а в е д л и в іс т ь  о ц ін к и  п о х и б к и  (3 .7 .4 9 ) .  З  ц іє ю  м е 

т о ю ,  в и к о р и с т о в у ю ч и  т е о р е м у  3 .7 .5 , о ц ін и м о  з в е р х у  м о д у л ь  р ізн и ц і 
\б; -  5*1 :

\ 6 ; - к \ = р ї

=  р \ \ < р т  -  №  І

фАр +  тріВр-і ірАг +  т р і Б г _ і
ірАр +  є ,р\Вр—\ ірАг +  єр іВ г-і  

р\АрВг-\ р\АгВр-і

=  рЦірт -  чрє\ ■

(ірАр +  єріВр-і )( ірАг +  єріВг- і )  

В р - 1 В г -1

€

370

3 .8 . У з а г а л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів

Вр—і Вг —і
Р 1 - 7 - - Р 1 - Т -

Л р  - 1  ;■

=  ш * | (5 р  —  5 Г |.

П е р е й д е м о  в  н е р ів н о с т і

|йр -  5*Л  ̂и*\5р -  5ГІ

д о  гр а н и ц і п р и  р  —» о о , т о д і  з а  т е о р е м о ю  3 .7 .4  м а т и м е м о  н е р ів н о с т і
и>г

1 6 * - б * \  < а ; * | < 5 - 5 г | < а и *
1 - а ;

□

3.8 Узагальнення ланцюгових дробів

”...кожне природне узагальнення будь-якої схеми сп
рощує її, позаяк воно зменшує число передумов, ко
трі потрібно брати до уваги. Важко відповісти на 
запитання, яке ... узагальнення є природним, а. яке 
ні. Тут немає жодного критерію, крім критерію 
результативності нашого підходу..."

— Вейль Г., [Ц],  стр. 7.

С ь о г о д н і  в ід о м і  р ізн і п ід х о д и  д о  у з а г а л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  д р о 
б ів . І с т о р и ч н о  п е р ш и м  т а к и м  п ід х о д о м  є  м а т р и ч н и й  (О й л е р , Я к о -  
б і ,  П у а н к а р е , Б р у н , П е р р о н , Б е р н ш т е й н , П у с т и л ь н ік о в . О д н а к , 
м а т р и ч н і а л г о р и т м и  в ід з н а ч а ю т ь с я  с к л а д н іс т ю  з а  ч и с л о м  о п е р а 
ц ій .

Д р у г и й  п ід х ід  б а з у є т ь с я  н а  л ін ій н и х  о д н о р ід н и х  ф о р м а х  (Д і-  
р іх л е , Е р м іт , К л е й н , М ін к о в с ь к и й , В о р о н и й , С к у б е н к о ,  А р н о л ь д ) ,  
п р о т е  в ін  ск л а д н и й  і в а ж к о  п р о г р а м у є т ь с я .

Р я д  а л г о р и т м ів  б у л о  з а п р о п о н о в а н о  т а к о ж  н а с т у п н и м и  а н а л і
т и к а м и : Г у р в іц е м  т а  С е к е р е ш е м  (н а  о с н о в і  у з а г а л ь н е н ь  д р о б ів  Ф а - 
р е я ) ,  С к о р о б а г а т ь к о м  (г іл л я с т і  л а н ц ю г о в і  д р о б и ) ,  С я в а в к о м  ( ін т е 
г р а л ь н і л а н ц ю г о в і  д р о б и ) ,  т о щ о .

371



РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛЕННЯ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

Ц ік а в и й  а л г о р и т м , з а п р о п о н у в а в  Е .Ф ю р с т е н а у  [112], д е я к і  д о 
с т а т н і  у м о в и  з б іж н о с т і  я к о г о  д о с л ід и в  Б .В .  К р у к о в с ь к и й  [56]. Ц е й  
а л г о р и т м  б у в  з а п р о п о н о в а н и й  Ф ю р с т е н а у  щ е  в 1874  р о ц і, п р о т е ,  
н е з в а ж а ю ч и  н а  й о г о  п р и р о д н іс т ь  т а  п р о с т о т у  в ін  б у в  з а б у т и й .

В а ж л и в и м и  к р и т е р ія м и  у з а г а л ь н е н н я  н е п е р е р в н и х  д р о б ів  є:
1 ) п о б у д о в а  з р у ч н о ї  в  к о р и с т у в а н н і  а л г е б р а їч н о ї  к о н с т р у к ц ії ,  

з о в н іш н ій  в и г л я д  я к о ї  м іс т и в  б и  м а к с и м у м  ін ф о р м а ц ії  п р о  ї ї  в л а 
с т и в о с т і ,  б у в  б и  б л и з ь к и м  д о  з о б р а ж е н н я  н е п е р е р в н и х  д р о б ів  т а  
д о з в о л я в  б и  в и д іл и т и  к л а с  п е р іо д и ч н и х  к о н с т р у к ц ій , я к і  б  у з а 
г а л ь н ю в а л и  п е р іо д и ч н і н е п е р е р в н і д р о б и ;

2) а л г о р и т м  о б ч и с л е н н я  з н а ч е н ь  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  ц и х  
м а т е м а т и ч н и х  о б ’є к т ів  п о в и н е н  б у т и  п р о с т и м  в  р е а л із а ц ії  т а  в ід 
з н а ч а т и с я  н е в е л и к о ю  с к л а д н іс т ю  з а  к іл ь к іс т ю  о п е р а ц ій ;

3 ) д о в іл ь н і п е р іо д и ч н і к о н с т р у к ц ії  в и щ и х  п о р я д к ів  п о в и н н і с л у 
г у в а т и  з о б р а ж е н н я м и  ір р а ц іо н а л ь н о с т е й  в и щ и х  п о р я д к ів .

А л г о р и т м  Ф ю р с т е н а у  з а д о в о л ь н я є  д р у г и й  і т р е т ій  к р и т е р ії ,  
п р о т е  в и р а з и , я к і з о б р а ж у ю т ь  н е п е р е р в н і д р о б и  в и щ и х  к л а с ів  (и п - 
епсШ сЬ еп К еМ еп Ь ги сЬ е  2-1ег К іа з зе ) н е п р и д а т н і д л я  їх  а н а л із у  т а  
п р а к т и ч н и х  з а с т о с у в а н ь .  В  ц ь о м у  п а р а г р а ф і м и  в и п р а в л я є м о  в к а 
з а н и й  н е д о л ік  і п р о п о н у є м о  н о в е  з о б р а ж е н н я  д л я  н е п е р е р в н и х  
д р о б ів  в и щ и х  к л а с ів . Ц е  з о б р а ж е н н я  є  у з а г а л ь н е н н я м  р е к у р е н 
т н и х  д р о б ів  із  п о п е р е д н ь о г о  п а р а г р а ф у . О д н а к , ч е р е з  т е ,  щ о  н е п е 
р е р в н і п е р іо д и ч н і д р о б и  п —г о  к л а с у  з о б р а ж у ю т ь  ір р а ц іо н а л ь н о с т і  
(п  +  1 ) —г о , а  н е  п —г о  п о р я д к у  т а  з  м е т о ю  у н и к н е н н я  п л у т а н и н и , 
м и  їх  н а з и в а т и м е м о  рекурентними дробами п —го порядку. .

В и к о р и с т а н н я  п а р а п е р м а н е н т ів  д л я  з о б р а ж е н н я  р е к у р е н т н и х  
д р о б ів  д о з в о л я є  п ід к л ю ч и т и  а п а р а т  ч и с л е н н я  т р и к у т н и х  м а т р и ц ь  
д л я  ї х  д о с л ід ж е н н я . К р ім  ц ь о г о ,  т а к и й  п ід х ід  д о з в о л я є  в в е с т и  п о 
н я т т я  з в и ч а й н и х  т а  п е р іо д и ч н и х  р е к у р е н т н и х  д р о б ів  п-г о  п о р я д 
ку , я к і  с л у г у ю т ь  з о б р а ж е н н я м и  ір р а ц іо н а л ь н о с т е й  п - г о  п о р я д к у , 
щ о  є  к о р е н я м и  в ід п о в ід н о г о  а л г е б р а їч н о г о  р ів н я н н я  п - г о  п о р я д 
ку . П р и ч о м у  а л г о р и т м  п о б у д о в и  р е к у р е н т н и х  д р о б ів  п - г о  п о р я д к у  
з а д о в о л ь н я є  в с і т р и , н а в е д е н і в и щ е , в и м о г и . Д а л і ц ей  а л г о р и т м  
н о с и т и м е  н а зв у  алгоритму Фюрстенау.
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3 . 8 . 1  О з н а ч е н н я  р е к у р е н т н и х  д р о б і в  п - г о  п о р я д к у

3 .8 . У за га л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  д робів

О з н а ч е н н я  3 . 8 . 1 .  Нехай а ^ ,  1 ^  і  ^  і <  о о — деякі цілі числа. 
Алгебраїчні об ’єкти виду

а п  

° 2 2  
а 12 а і 2

а  —

а п  — 1 ,п — 1
& п  2,71 — 1 

0 -п ,п

О-п — 1 ,п  

0

0

О-п — 2 . п -  1
« п  - 3  ,п  -1 

О'П— 1 ,п
О-п — 2 ,п  
Д п ,п + 1

а п —1 ,п + 1

0

О і,п -1
0-2,п  
а і ,  п

0-3,  п + 1

« 2 ,п + 1  
Р 4 , п + 2

аз,п+ 2

а 1,п 
а 2 ,п + 1  „  
а і , п + і  1 іп + 1
аз.п+ 2  в2 ,п+ 2  
а г , п + 2  а і , п + 2 аі,п+2

(3 .8 .1 )
та

а ц
0-22
а\ 2 «12

0-п ,п ° п  — 1 ,п
«1,71 

« 3 , п + 1
а п  — 1 ,п  

0

0

° п  — 2 ,п
а п , п + 1

а з , п +2 

а г , п + 2

а п — 1 ,п + 1 

0
а г , п + і  
а 4 ,п + 2  
а з ,п + 2 а і,п+2

0 0 .  0 а п , т а п - 1 , т
• «1,771а  п  — 1 , т ап —2,т
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де

ац
9 22 . 
а  12 а і 2

& п — 1 ,п  О-іг — 2 ,п
0  Д п ,п + 1

° п -  1 ,п + 1  

0  0

& 1 ,П  
0 3 ,п  +  1 

а 2 , п + і
0-4,п + 2

«1 ,71+ 1
_________  Д З ,п + 2
« 3 , п + 2  « 2 .П + 2 «1 ,71+ 2

0- п , т  О-п—1,1

О’П — 1 , т  а п  —2 , т «1,71

(3 .8 .3 )

«12
Д23
а і з

Д п —1 ,п  
Очг — 2 ,п  
Очг,п-\-1

О'П— 1 ,п + 1

О

« і з

Д п — 2 ,п
а п  —3 ,п  

О п  -  1 , п + 1

а п - 2 , п + і
Д гг,п+2

а п - 1 ,л + 2

О О

а і , п
« 2 ,п + 1

а і , п + іа і , п + і
а з ,п +2 02,п+2 „
— — --------  & 1  п + 2
а г . п + 2  а і , п + 2

О Д т г ,т  а п  — 1 ,п  
О'П —1 , т  а п  — 2 ,п

.. а і >71
771—1
(3 .8 .4 )

— параперманенти відповідних трикутних матриць, назвемо від
повідно рекурентним, дробом п—го порядку та його т—тим 
раціональним вкороченням.

Р о з к л а д а ю ч и  п а р а п е р м а н е н т и  (3 .8 .3 ) ,  (3 .8 .4 )  з а  е л е м е н т а м и  о с 
т а н н ь о г о  р я д к а , о т р и м а є м о  л ін ій н і р е к у р е н т н і р ів н я н н я  п - г о  п о 
р я д к у

Р т  —  а і т Р т — І  “ Ь  0 2 т - ^ т — 2  “Ь  • • • Ч-  О п т - ^ т — п ,  ТП  1 , 2 , . . . ,

—  ® 1 т @ т — 1 “ Ь  « 2 т ^ ? т — 2  "Ь  • • • ^ п т ^ т - п ,  ТП. 1 , 2 , . . . ,
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3 .8 . У за га л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  д ро бів

ДЄ

{1 , я к щ о г  =  0, 1 1 , я к щ о  і — 1 -  п ,
О, я к щ о  і <  0, 1 0, я к щ о  2 — п <  і <  О, ап1 — 1,

я к і д а ю т ь  е ф е к т и в н и й  а л г о р и т м  о б ч и с л е н н я  з н а ч е н ь  р а ц іо н а л ь н и х  
в к о р о ч е н ь  р е к у р е н т н и х  д р о б ів  п —г о  п о р я д к у .

З н а ч е н н я  с к ін ч е н н о ї  гр а н и ц і тп —т и х  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  
р е к у р е н т н о г о  д р о б у  п —г о  п о р я д к у , п р и  т —ї о о  н а з и в а т и м е м о  
з н а ч е н н я м  в ід п о в ід н о г о  р е к у р е н т н о г о  д р о б у  п - г о  п о р я д к у .

Т а к и м  ч и н о м , р е к у р е н т н и й  д р іб  д р у г о г о  п о р я д к у  п р и  ац =  
Ці, а 2г — Рі м а є  в и г л я д

<71
£2
92 92
0 2 з

93 93
0 0 24

94 94

0 0 0 0
9 т

і є  ін ш и м  з о б р а ж е н н я м  н е п е р е р в н о г о  д р о б у

Р2
<71 +

<72 +
РЗ

<73+
94 +  -

ШІ

О з н а ч е н н я  3 . 8 . 2 .  Рекурентний дріб п —го порядку (3.8.1) назве
мо к— періодичним якщо його елементи задовольняють рівності

1 , 2 , . . .  ,п,  з 1 , 2 , . . . ,  к. (3 .8 .5 )

О з н а ч е н н я  3 . 8 . 3 .  Два рекурентні дроби п —го порядку назвемо 
рівними, якщо т —ті (т  =  1 , 2 , . . . )  раціональні вкорочення цих 
дробів рівні між  собою.
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О з н а ч е н н я  3 . 8 . 4 .  Рекурентний дрібп—го порядку (3.8.1) назве
мо звичайним рекурентним дробом, якщо виконуються рівності

0“пп =  &п,п+ 1 =  0"п,п+2 • • • !•

3 . 8 . 2  Д е я к і  з а г а л ь н і  т е о р е м и  п р о  р е к у р е н т н і  д р о б и  
п — г о  п о р я д к у

Н а в е д е м о  к іл ь к а  т е о р е м  п р о  р е к у р е н т н і  д р о б и ,  я к і  л е г к о  д о в о д я 
т ь с я  п р и  д о п о м о з і  а п а р а т у  п а р а ф у н к ц ій  т р и к у т н и х  м а т р и ц ь .

1 .

Т е о р е м а  3 . 8 . 1 .  Якщо для (т о  +  1 ) — го раціонального вкорочення 
1—періодичного рекурентного дробу п —го порядку

а і
0 2
а і а і

а п  - 1  

О -п -2

а „ _  2
« п - 3  
а п  — 1

. а \

92. а і

02.
а і

а п _ 1  

0

а  п -2
<їп  

а п  — 1

<»1 
а і  
а  2

а і

0 0
а .п—1 Сіп- 2

. .  а і
а п  — 1 а п - 2 — 3

існує скінченна не нульова границя при т —ї оо, то такий ре
курентний дріб п—того порядку є зображенням дійсного кореня 
алгебраїчного рівняння

хп =  а і х п_1 +  а г х " -2  +  . . .  +  а „  (3 .8 .7 )

з ненульовим вільним членом, модуль якого більший за модулі 
всіх інших коренів цього рівняння.

Доведення. 1. Д о в е д е м о  с п о ч а т к у , щ о  з н а ч е н н я  р е к у р е н т н о г о  д р о 
б у  (3 .8 .6 )  є  к о р е н е м  р ів н я н н я  (3 .8 .7 ) .  П о з н а ч и м о  ч и с е л ь н и к  т о —г о
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р а ц іо н а л ь н о г о  в к о р о ч е н н я  (3 .8 .6 )  р е к у р е н т н о г о  д р о б у  п —г о  п о р я д 
к у  ч е р е з  П т + і  т а  р о з к л а д е м о  й о г о  з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  с т о в п ц я :

[ ] т + 1  __  а і [ ] ш  +  ^ 2 О т — 1  І . . .  І і

а -2  , « з
-  « і  +  - П ------------ь  - п ------------ь  • • • +

а г  а з
=  а і  +  +  - п ---------- ^ -------------- Ь  . . .  +

[ ] т  П т  _ П т - 1  П т  _ П т — 1 _ _ П т  —п + 1

[ ] т  —1 1] т — 1 [ ] т —2 [ ] т — 1 О т —2 О т —п

Н ех а й
І і т  ^ +1 =  х ^ 0 , 

т о ^ ° °  Ц т

т о д і  о т р и м а є м о  р ів н я н н я
■ а2 а з  ап . .

г ' а і  7  ?   ̂ ^
а б о  р ів н я н н я  (3 .8 .7 ) .

2. Д о в е д е м о ,  щ о  з н а ч е н н я  р е к у р е н т н о г о  д р о б у  (3 .8 .6 )  є  к о р е 
н е м  н а й б іл ь ш о г о  м о д у л я  р ів н я н н я  (3 .8 .7 ) .  П а р а п е р м а н е н т и , н а  б а 
з і я к и х  б у д у ю т ь с я  р а ц іо н а л ь н і н а б л и ж е н н я  д о  р е к у р е н т н и х  д р о б ів  
з а д о в о л ь н я ю т ь  р е к у р е н т н е  р ів н я н н я

А т  ~  а і - А т т і — і  ~Ь &2- ^ т —2 "Ь • • • “Ь а п А . т — п .

Т а к е  ж  р е к у р е н т н е  р ів н я н н я  (2 .5 .5 5 )  (з  в р а х у в а н н я м  т е о р е м и  В і- 
є т а )  з а д о в о л ь н я ю т ь  п о в н і о д н о р ід н і  с и м е т р и ч н і  м н о г о ч л е н и  (д и в . 
с т о р .  1 5 5 ), п о б у д о в а н і н а  б а з і  к о р е н ів  а л г е б р а їч н о г о  р ів н я н н я  (3 .8 .7 ) .  
П р и  в е л и к и х  з н а ч е н н я х  то  з н а ч е н н я  п о в н о г о  о д н о р ід н о г о  с и м е т р и 
ч н о г о  м н о г о ч л е н а , г о л о в н и м  ч и н о м , з а л е ж а т и м е  в ід  т о -т о г о  с т е п е 
н я  д ій с н о г о  к о р е н я  з  н а й б іл ь ш и м  м о д у л е м . О т ж е ,  п р и  в е л и к и х  
з н а ч е н н я х  т о  з н а ч е н н я  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  р е к у р е н т н и х  д р о 
б ів  б у д у т ь  б л и з ь к и м и  д о  ц ь о г о  к о р е н я  р ів н я н н я . □

С п р а в е д л и в а  і о б е р н е н а  т е о р е м а :
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Т е о р е м а  3 . 8 . 2 .  Якщо алгебраїчне рівняння (3.8.7) має дійсний 
корінь, модуль якого перевищує модулі всіх інших коренів цього 
рівняння, то 1 -періодичний рекурентний дріб

а і
в г  
а і а і

О'П — 1 
а-п-2

« п -2
О-п-3
О-п-1

а і
02, а і

“ 2
“ і

О-п-1
0

0>п—2 
Р'П 

Оп — 1

о\
од
02

а і

0 0  . Оп — 1 Оп - 2 . .  а і  _
Оп — 1 О п - 2 Оп - 3

(3 .8 .9 )

є зображенням цього кореня.

Доведення. З а п и ш е м о  а л г е б р а їч н е  р ів н я н н я  (3 .8 .7 )  з  н е н у л ь о в и м  
в іл ь н и м  ч л е н о м  у  в и гл я д і

а і  +
а г  +

а з +
о4 + —+ -

(3 .8 .1 0 )

П р и  д о п о м о з і  н е с к ін ч е н н о г о  ч и с л а  в к л а д е н ь  о с т а н н є  р ів н я н н я  м о 
ж н а  з а п и са т и  у  в и гл я д і р ів н о с т е й

« Ч + .- -  +  -

аз +  -
а !  +  -

-------- 2 0 ---------------ті--------.4 + - + ^  
° з + ------ г р р г ------

0 ,2  +
<*! + -а 2 +  -

х  =  а\ +
а х  +  -

<*2+~а З +  “

а ,1 +  - ~
а \ +  ---_

° 4 +  - - + 5 ^

ах+-
... Д 1 + "  ■“ 1+ ,  -  

“ 4 +  - + а Г ? Г :

а 3 +  -

а ,1 + -
а 1 + "

а 1+..

аі +
а г  +  -

“ 3  +
° 4  +  -  +  ^ Т

____ а1 ± - :
а і + . . .

378

3 .8 . У з а г а л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  д р о б ів

-  а і

а  2

+

а і

аз

+
<Н

а г

+
аі

“ 4 + ̂ ї

“ і

“2 +Ж
а3 +
а 1 +
0 2+’а1 +
“ Г т

а і  +

2 + Щг  д  і  ~Ь

ї Т Т

(3 .8 .1 1 )

п р а в а  с т о р о н а  я к о ї  з а л е ж и т ь  л и ш е  в ід  к о е ф іц іє н т ів  р ів н я н н я
(3 .8 .1 0 ) ,  т о б т о  є  о д н и м  із  р о з в ’я з к ів  ц ь о г о  р ів н я н н я . О т ж е ,  д р іб
(3 .8 .1 1 )  з б іг а є т ь с я  д о  о д н о г о  із  д ій с н и х  к о р е н ів  р ів н я н н я  (3 .8 .7 ) .  

П е р ш и м  н а б л и ж е н н я м  д о  з н а ч е н н я  в и р а з у  п р а в о ї  ч а с т и н и  р ів 
н о с т і  ( 3 .8. 1 1 ) є  в и р а з , щ о  л е ж и т ь  п о  л ів у  с т о р о н у  в ід  п е р ш о ї  в е р 
т и к а л ь н о ї р и с к и , т о б т о  є  д р о б о м

а і  и\
1  « о

Д р у г и м  н а б л и ж е н н я м  с л у г у є  в и р а з , щ о  л е ж и т ь  п о  л ів у  с т о р о н у  
в ід  д р у г о ї  в е р т и к а л ь н о ї  р и с к и

0 2  « 2  “ 1 ^ 1  +  а 2 и 0
а і  Ч----------—  —  —  •а  і щ  аіио

Т р е т є  н а б л и ж е н н я  м а є  в и г л я д

а і
«1 + 5 У-2

а і П 2  +  0 2 ^ 1  +  а з ц о  

а і ^ і  +  а ^ и о

і т. д .
М е т о д о м  м а т е м а т и ч н о ї  ін д у к ц ії  м о ж н а  п о к а з а т и , щ о  ш -т е  н а 

б л и ж е н н я  м а є  в и г л я д
аіит-і + а.2'Цт-2 + . • • + атЩ 

аіит-2 + а,2ит -з + ... 4- ат-\ио
я к щ о  т  <  п і в и г л я д

ахЦщ - 1  +  0-2ц т - 2  +  ■ - - +  0'ти т -п

а \ и т - 2  +  а г ^ т - з  +  • • • +  а т и т ^ п - 1
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я к щ о  т > п.
Т а к и м  ч и н о м , т- т е  н а б л и ж е н н я  д о  к о р е н я  р ів н я н н я  є  р а ц іо 

н а л ь н и м  н а б л и ж е н н я м  д о  в и р а з у  (3 .8 .1 1 ) ,  і ч и с е л ь н и к  т а  з н а м е н 
н и к  ц ь о г о  р е к у р е н т н о г о  д р о б у  є  п а р а п е р м а н е н т о м  в и д у

а і 
02. 
а і

0>п — 1 

0

0

а і

О п -з  
а п - 1  
Оп - 2  

Дп 
О п -  1

0

а \

0 2
о\

о  2

а 1 
0 2
аі

ІП. О п - 1  
а —1 Оп —2

а і

оп-з а і

(3 .8 .1 2 )

Н е х а й  х і , х 2, ■ ■ ■ , х п —  к о р е н і а л г е б р а їч н о г о  р ів н я н н я  (3 .8 .7 ) .  
П ід с т а в и м о  у  п а р а п е р м а н е н т і  (3 .8 .1 2 )  з а м іс т ь  а*, г =  1 , 2 ,п  в ід 
п о в ід н і с и м е т р и ч н і м н о г о ч л е н и , п о б у д о в а н і  н а  б а з і  ц и х  к о р е н ів . 
О т р и м а є м о  з о б р а ж е н н я  п о в н и х  о д н о р ід н и х  с и м е т р и ч н и х  м н о г о 
ч л ен ів  у  в и г л я д і п а р а п е р м а н е н т а  т р и к у т н о ї  м а т р и ц і.

П о з а я к  а л г е б р а їч н е  р ів н я н н я  м а є  д ій с н и й  к о р ін ь  з  н а й б іл ь ш и м  
м о д у л е м , т о  зн а ч е н н я  т - т о г о  с т е п е н я  ц ь о г о  к о р е н я  у  о д н о р ід н о м у  
м н о г о ч л е н і б у д е  з н а ч н о  п е р е в и щ у в а т и  с у м у  в с іх  ін ш и х  д о д а н к ів  і 
р а ц іо н а л ь н і н а б л и ж е н н я  п р и  з б іл ь ш е н н і т  з б іг а т и м у т ь с я  д о  д ій 
с н о г о  к о р е н я  з  н а й б іл ь ш и м  м о д у л е м . □

В ід з н а ч и м о , щ о  п р и  п =  2 , о і  =  д, аг =  р  р ів н іс т ь  (3 .8 .8 )  п р и 
й м а є  ф о р м у

x  =  ^  +  - ,  
х

я к у , п р и  д о п о м о з і  п о с л ід о в н и х  в к л а д е н ь  м о ж н а  р о з в и н у т и  у  1 —п е
р іо д и ч н и й  н е п е р е р в н и й  д р іб

х  =  <7 +
9 + 9+
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Д о в іл ь н и й  н е п е р е р в н и й  д р іб  м о ж н а  п о б у д у в а т и  п р и  д о п о м о з і  
н е с к ін ч е н н о ї п о с л ід о в н о с т і  р ів н о с т е й

. Рп+1  \ 
Хп =  9п +

З-П + 1

т а  в ід п о в ід н и х  в к л а д е н ь .
П р о в е д е м о  а н а л о г іч н и й  а н а л із  р ів н о с т і  (3 .8 .8 )  п р и

п =  3 , а\ — а 2 =  р, а3 — г.

М а є м о :
р г

х  =  д Н------ 1—
х х*

а б о
Р +  X 

х  =  д + -----------
X

О с т а н н ю  р ів н іс т ь ,  п р и  д о п о м о з і  п о с л ід о в н и х  в к л а д е н ь  м о ж н а  з в е 
с т и  д о  в и р а з у

р +

х —  ̂Н--- - - - - - - - - - - - - - - - - - -р+  , р+...
Я+

Я + - *

Т а к и й  в и г л я д  м а є  1 -п е р іо д и ч н и й  р е к у р е н т н и й  д р іб  3 - г о  п о р я д к у .
В и р а з  д л я  д о в іл ь н о г о  р е к у р е н т н о г о  д р о б у  3 - г о  п о р я д к у  м о 

ж н а  п о б у д у в а т и  п р и  д о п о м о з і  д в о х  п о с л ід о в н о с т е й  р ів н о с т е й

х п — + У п+1 \

Уп — Рп +

х п + 1  /  п = 1 ,2 , . . .  

Гп +1

х п + 1  ̂п=1,2...
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т а  в ід п о в ід н и х  в к л а д е н ь . П р и  ц ь о м у  о т р и м а є м о  в и р а з и  д л я  х  т а  
у , я к і  з а п р о п о н у в а в  Е .Ф ю р с т е н а у  [112]:

Р2 + ___гз .
л ї + ї ?

х  =  Хі — ді +

92 + И+ІЕЙ
93 +

(3 .8 .1 3 )

У =  Уі =  Рі +
Г 2

рз+-
92 +

<Ї4 + Р5 +  -

93 +

— з у ~ -

(3 .8 .1 4 )

В и р а з и  (3 .8 .1 3 ) ,  (3 .8 .1 4 )  н е з р у ч н і  д л я  їх  а н а л ізу  т а  п р а к т и 
ч н и х  п о т р е б , т о м у  м и  к о р и с т у в а т и м е м о с я  в ід п о в ід н и м и  р ів н и м и  
їм  р е к у р е н т н и м и  д р о б а м и  3 - г о  п о р я д к у :

.. Рпх =  п т  —
п ^ о о В ^

91
Е 2
92 
ГЗ. 
Рз
о

92 
Е з
93 
П
Р4
о

<73
£ 4
94
15.
Р 5

о  о

<74
£5
95 <75

І п .
Р п

Еи.
Яп Яп

(3 .8 .1 5 )
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Р 1

12.
92
0
0
0

<72
23
93
14
Р4
0

93
24
94 
1 5  
Р5

94
£5
95

0  0

95

Р п
£п
Яп Яп

д е  п о л ін о м и  Р „ ,  Д п , П =  1 , 2, . . .  м о ж н а  з н а й т и  п р и  д о п о м о з і  
р е к у р е н т н и х  р ів н о с т е й :

Рп- 1 Рп—2 Рп-З
@ п — 1 @ п — 2  З

Р п — 1 Р п —2  Р п — З

, 1 , 2 , . . .

із  п о ч а т к о в и м и  у м о в а м и

Ро Р -1 Р -  2 >\ ( 1
0 0

(Зо 3 - і <г- 2 =  0 1 0
По Д -2  )1 \ о 0 1

т а  п р и п у щ е н н ю , щ о  п  =  1 .
П р и

п  =  4 , а і  =  д, а г  =  р, аз =  г, ад =  з

в и р а з и  д л я  д о в іл ь н о г о  р е к у р е н т н о г о  д р о б у  4 - г о  п о р я д к у  м о ж н а  
п о б у д у в а т и  п р и  д о п о м о з і  т р ь о х  п о с л ід о в н о с т е й  р ів н о с т е й :

Уп+1 1

Уп — Рп +

х п + 1 /  „=1,2,... 

2П+1 )
)  п = 1 ,2 , . . .

Гп +

*^П+ 1

^ п + 1  

З '7 1+ 1 і п = 1 ,2 , . . .
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О с ь  ц і в и р а з и :

Р2 +

х  =  ч і - \ -----------------

92 +

« 4 + ,? + . . .

_ , *4 +  § Й Є

*4 +  | § ^

РЗ +
Г4 +  ̂ Ь

93 +

« + 7 7 ^
Ч4+к + ^

Г і  +
5 2

9 2  +
Я4 + Ж
Р4 + щ т

чз+^ ш

їм  в ід п о в ід а ю т ь  р е к у р е н т н і д р о б и :

Г 2  +  -------------

Рпх =  і і т  —  -
П -¥ О О ІЬ п

91 
22
92
із.
РЗ
84
Г 4

0

92 
2 з
93 
14 
Р  4 
£5 
г 5
0

9 3  

2 і
94 
15 
Р ь  
*& 
Г6

94
2 5
95 
І& 
Р6

95 
£6
96 96

ІП .
Р п

£п
9ч 9п
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Г ^ пУ =  Ь т  —  =
п-лоо Ьт,

Р1 
12 
92

РЗ
0

0

0

92
£3
93 
14 
Р4 
85 
Г5 
0

93 
21
94
15.
Р5
«йГ6

94 
25
95 
ї й

95

96 96

8П
Гп

І п  
Рп

Рп
Ятг Яп

2 =  п т  —  =
П -Ю О

Г і

«2
92
0

о

о

о

92
23
93 
14  
Р4 
«5

о

93
24
94 
15.
Р5
«й
Г6

94 
25
95 
ї й  
Рб

95 
2 6
96 96

Гп Рп
2 п
9п 9п

д е  п о л ін о м и  <2га, Рп, Яп, 5п, п — 1 , 2 , . . .  м о ж н а  з н а й т и  п р и  д о п о 
м о з і  р е к у р е н т н и х  р ів н о с т е й :

п =  1 , 2, . .
( <3п \ ( Рп-1 Рп-2 Рп-3 Рп-4 ^ (  Чп \

Рп ^ п — 1 (^п—2 ^ п —3 & п —4 Рп

Рп Рп—1 Рп—2 Рп—3 Рп—4 Гп

V 5п )  ̂ Зп-1 5п—2 ^п—3 5п—4 ) \ 8п і
із  п о ч а т к о в и м и  у м о в а м и

( Ро Р-і Р-2 Р- 3 \ ( 1 0 0 0 \
0 Я-1 —̂2 Я-з 0 1 0 0

Р{) Р-1 Р-2 Р-3 0 0 1 0
V Зо 5-і 8-2 5 -з ) \ 0 0 0 1 /
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т а  п р и п у щ е н н ю , щ о  =  1 .
Л е г к о  з а п и с а т и  в ід п о в ід н і в и р а з и  і д л я  р е к у р е н т н и х  д р о б ів  в и 

щ и х  п о р я д к ів .
2 . Д л я  о ц ін к и  ш в и д к о с т і  з б іж н о с т і  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  р е 

к у р е н т н и х  д р о б ів  к—го  п о р я д к у  к о р и с н о ю  в и я в л я є т ь с я  т е о р е м а  
2 .1 0 .4  н а  с т о р .  20 8 , д е  —  м а т р и ц я  с п е ц іа л ь н о г о  в и г л я д у  (д и в . 
т е о р е м а  2 .1 0 .3  н а  с т о р .  2 0 6 ).

П р и  к =  3  ц я  т е о р е м а  д іс т а н е  т а к е  ф о р м у л ю в а н н я :

Т е о р е м а  3 . 8 . 3 .  Для раціональних вкорочень (3.8.15) рекурентних 
дробів третього порядку справедлива рівність:

(3 .8 .1 6 )

Доведення. П р и  п =  1 р ів н іс т ь  (3 .8 .1 6 )  м а т и м е  в и г л я д  

Р\К.2 -  Р2Р і  =  9І92 -  (Я2Яі +Р2)  =  ( - І ) 1 ^ ) -

Н е х а й  р ів н іс т ь  (3 .8 .1 6 )  в и к о н у є т ь с я  п р и  д о в іл ь н о м у  к =  2 , 3 , . . . ,  п — 
1. Д о в е д е м о ,  щ о  в о н а  в и к о н у є т ь с я  п р и  к — п. М а є м о :

Рп\-\Рп —

Р п { Я г ) + і Р п ~ ^ Р і Н і^ п —1 " ^  п + І ^ - п —2 ) ~ І . Я п + \ Р г Л " Р п + \ Р п — 1 ~ № 'п + іР п — 2 ) Р п  =  

~  ~ Р п + і { Р п - і Р ' п  ~  Р п В п - г )  —  Г п + 1 ( Р п — 2 ^ - п  —  Р п В П - 2 )  =
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3 .8 . У за га л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  д робів

( 1) (рп+і(Рп -іКп  Р п Л п - і)  Гп+іЯпіРп^Вп—І Рп-іЯп-2)

Г „ Г п + і ( Р а _ з / ? п _ 2  — Р п —іР -п —з ) )

=  (  —  1 )  ( Р п + і О п — 1 Я п ^ п + і О п — 2  ^ " т Л г + і О п — 3 )  .

А л е  в и р а з  в  о с т а н н іх  д у ж к а х  є  р о з к л а д о м  п а р а д е т е р м ін а н т а  Оп 
е л е м е н т а м и  о с т а н н ь о г о  р я д к а . □

Н а с л і д о к  3 . 8 . 3 . 1 .  Для раціональних вкорочень звичайних реку
рентних дробів третього порядку, справедливі рівності

Рп Рп+1 _ Рп^п+І ~  Рп+іЯп _ (~ 1) Оп

Рп Рп+1 Я.пЯп+1 КпПп+1

З н а й д е м о  рі т а к , щ о б  у  н а с л ід к у  3 .8 .3 .1  в и к о н у в а л и с ь  р ів н о с т і

0п =  1.

Л е г к о  п е р е к о н а т и с я , щ о

Р і  =  1 ,  Р 2 = Я 1  +  1> Р З  =  Я 2  +  2 .

Р о з к л а д е м о  п а р а д е т е р м ін а н т  Оп з а  е л е м е н т а м и  о с т а н н ь о г о  р я д к а

Оп ~~ Рп—іО п —1 Яп—1 О п—2 О п —3*
П о з а я к  в с і з н а ч е н н я  п а р а д е т е р м ін а н т а  д о р ів н ю ю т ь  1, т о

Рп ~  Я п -і  "Ь 2.

Т а к и м  ч и н о м , с п р а в е д л и в а  н а с т у п н а
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Т е о р е м а  3 . 8 . 4 .  Рекурентні дроби

Рп
Р п

90 
і
91 91
1 91 +  1

91 +  1 92
0 1

92+2

0 0

92
92+2

93 93

1
<7п- і +2

Яп-1+2 
Чп Яп п+1

чисельник і знаменник яких задовольняє рекурентні рівності

Рк — ЯкРк-1 +  ( Як-2 +  2 )Р /с_2  +  Рк-3>
Як — ЯкРк- 1 +  (Як- 2 +  2)і?*:_2 +  Як -З

з початковими умовами,

Ро =  Яо, Р\ -  9о9 і +  1, Р2 =  <72 +  92 +  9091 +  9о +  1,

#0 =  1, Р\ =  91, # 2  =  Ч\Я2 +  91 +  1- 
задовольняють рівності

Рп-1 Рп =  ( - 1 Г
Я-п—і  Я „  Я̂ п—іЯ і̂

Н ех а й  у  т е о р е м і  3 .8 .4  в и к о н у ю т ь с я  р ів н о с т і  

90 =  9 і =  • ■ • =  Я,

т о д і
1 1І і т  =  9 Н—  , .  , , ,

П ->  0 0 Я п  9 + 2 ± і + 1 д Х  +  д + 1 + 1

— 9 +
х 2  +  ж

<7Х2 +  (9 +  1 ) х  +  1 ’ 
д е  х  — д о д а т н и й  к о р ін ь  р ів н я н н я

(3 .8 .1 7 )

=  д х 2 +  (9 +  2 )х +  1 ,
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3 .8 . У з а г а л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  дробів

а б о  р ів н я н н я
( х  +  1 ) ( х 2 — (я +  1 ) х  — 1 ) =  0. 

Ц е  в и п л и в а є  з  т о г о ,  щ о  д р іб

Я п

я
1

9+1
0

о

0

9
2+1

9
1

9+2

0

о

9
9+2

9

0

0

0

о

я
9+2

9

(3 .8 .1 8 )

п+1

п іс л я  д е к іл ь к о х  р о з к л а д а н ь  ч и с е л ь н и к а  т а  з н а м е н н и к а  з а  е л е м е н 
т а м и  п е р ш о г о  с т о в п ц я , м о ж н а  п о д а т и  у  в и гл я д і д р о б у  з  в ід н о ш е 
н н я м и

[ ' ] п - 1  [ ~ ] » - 2

Н п - г ’ [’]п—з ’

в  я к и х  к р а п к о ю  п о з н а ч е н о  т р и к у т н у  м а т р и ц ю  в и д у

(  Я
9+2

9
1

<7+2
0

V

\

9
9+2

9
1

<7+2
о

9
9+2

±
9+2

9
9+2

9

/

в ід п о в ід н о г о  п о р я д к у . С п р я м о в у ю ч и  п д о  н е с к ін ч е н н о с т і ,  п іс л я  д е 
я к и х  с п р о щ е н ь , м и  о т р и м а є м о  р ів н іс т ь  (3 .8 .1 7 ) .  Н а  ж а л ь  м іш а н і 
п е р іо д и ч н і р е к у р е н т н і  д р о б и  (3 .8 .1 8 )  н е  є  д в о с т о р о н н ім и  н а б л и ж е 
н н я м и  к у б іч н и х  ір р а ц іо н а л ь н о с т е й .

У з а г а л ь н е н н я м  т е о р е м и  3 .8 .3  є  н а с т у п н а  т е о р е м а .
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Т е о р е м а  3 . 8 . 5 .  Для раціональних вкорочень (3.8.2) неперервних 
дробів (3.8.1) справедлива тотожність

Рщ Рт+1   Ап,т
З т 3 т + 1  ^т ^■т +1

де АП)ГП — детермінант (2.10.18) (див. стор. 206), для якого спра
ведлива рекурсія (2.10.19).

Доведення. Безпосередньо випливає із теореми 2.10.4 (див. стор. 
208). □

3. Деякі алгебраїчні ірраціональності можуть бути однозна
чно представлені у вигляді звичайних рекурентних дробів. Тому 
у багатьох випадках корисною виявляється наступна

Т е о р е м а  3 . 8 . 6 .  Кожен рекурентний дріб к—го порядку, мож е 
бути представлений у вигляді рівного йому звичайного рекурен
тного дробу к—го порядку.

Доведення цієї теореми проілюструємо при к =  3 та к =  4. 
З цією метою зробимо перетворення аналогічні до перетворень 
з ланцюговими дробами (див. стор. 349). У загальному випадку 
доведення аналогічне.

Справді, у п—тому стовпці парадетермінанта, що є чисельни
ком рекурентного дробу та (п — 1)—му стовпці парадетермінанта 
знаменника цього дробу можна винести з за їх знак і скоротити. 
Отже значення параметра 5 не впливає на значення рекурентного 
дробу, тому його можна вибрати так, щоб виконувалась рівність 
згп - 1.
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а =

<1\
£2
92 92
гз
РЗ

рз
93 9з

0 14
Р4

24
94 94

0 0 0 0 . • Яп—2
0 0 0 0 . Рп — 1 

Яп — 1 Яп—1
0 0 0 0 . 5 Г п

« Р п
8'Рп
$ Я п я  • 9п

0 0 0 0 . . 0 З'Гп+1 5-Рп + І
Я’Рп+1 9п+1

0 0 0 0 . . 0 0 8 ’Гп + 2
Рп+2 Яп+ 2

При допомозі цієї процедури можна досягнути того, що вико
нуватимуться рівності

г3 =  г4 =  . . . =  1.

Для цього достатньо розв’язати систему рівнянь

53г3 =  538 4Г4 — «35455г5 — ■®45586г6 =  555657г7 =  . • . =  1

відносно змінних «з, 34 , ___Вона має розв’язок:

Г 5 Г8 • . . .  • Г3к - 1 
33к — , к — 1,2 , . . . ,

г3г6 ■ . . .  • гзк
ГЗГ6 ' • • • ' Т3к і , 083£+і — і к — 1,2 , . . . ,

Г 4 Г 7  • . . .  • г з к + і

Г4Г7 • • ■ ■ • Г3*;_2
ЗЗк+2 — --------------- , к =  1 ,2 , . . . ,

При зведенні рекурентних дробів 4-го порядку до звичайних ре-
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к у р е н т н и х  д р о б ів  4 - г о  п о р я д к у , н е о б х ід н о  в и к о р и с т а т и  р ів н о с т і :

к к  =  к  =  1 , 2 , ,
5458 • ...• 5 4 * ;

( л + І  =  « * » - . ■ « *  - І Ь  =  1 Л . . , і 

5 5 5 9  • . . . • 54А;+ і 
5 5 5 9  •. . .  • з4к+1 , _  1 п

Ї 4 Л + 2  —  , > ■ * ■ »"> • • • )
56ІЮ ' • • • • 54*;+ 2
5б5ю ' • • • • 54^+2 .

М & + 3  —  --------------------------------------------- ,  К  =  і , 2 ,
37 ■ ■ 3 4 к + г

і т .д .
Н а в е д е м о  к іл ь к а  п р и к л а д ів .

П р и к л а д  3 .8 .1 .  Р ів н я н н я

х 3 =  З х 2 — 2х +  1 

м а є  д ій сн и й  д о д а т н и й  к о р ін ь

1 = 1 + + й ~ Ш а 2-з2« іга5га« иб
т а  д в а  к о м п л е к с н і к о р е н і

х  =  0 .3 3 7 6 4 1 0 2 1 3 7 8  +  0 .5 6 2 2 7 9 5 1 2 0 6 2 І , 

ж =  0 .3 3 7 6 4 1 0 2 1 3 7 8  -  0 .5 6 2 2 7 9 5 1 2 0 6 2 * .
М о д у л ь  д ій с н о г о  к о р е н я  б іл ь ш и й  з а  м о д у л і к о м п л е к с н и х  к о р е н ів . 
З н а й д е м о  р а ц іо н а л ь н і в к о р о ч е н н я  в ід п о в ід н о г о  н е с к ін ч е н н о г о  р е 
к у р е н т н о г о  д р о б у  п р и  9 =  3 ,р =  —2 , г =  1 :

■ 3
2
!

3
2 з2

0 ?
2

— 2 о 
3 ^

0 0 0 0 . . .  3
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3 .8 . У з а г а л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  д ро бів

М а є м о :
р
Н і  -
Ег. =
л ,
Я.4
Ш - 

'
- з

Н е
Еь - 
я -  '  
і і  -  
Й 8 '  
Ж  - 
я 9 -  
Еж
Яю

І  =  2 .3 3 3 ,
^  =  2 .2 8 5 ,
Щ =  2 .3 1 2 5 ,
§  =  2 .3 2 4 3 2 4 ,
^  =  2 .3 2 5 5 8 1 ,
Ц  =  2 .3 2 5 0 0 0 ,
1081 
465

=  2 .3 2 4 6 9 9 ,
Н і !  =  2 -3 2 4 7 1 1 5 ,

- 13551 -  2 .3 2 4 7 1 7 5 6 ,

2 .3 2 4 7 3 1 ,

5842

П р и к л а д  3 . 8 . 2 .  Р ів н я н н я

х 3 -

Ехх.

РІ1
Ш з
Еі±
Я і 4
П і
Я і 5
Еж 
Я і в  
Е і і

ЙІ
ЛіЯ,2<)

31572 _  
13581 — 
73396 _  
31572 ~  
170625 _  
73396 ~~ 

396655 _  
170625 "  
922111 _  
396655 -  
2143648 
922111 
4983377 
2143648 
11584946 
4983377 
26931732 
11584946 
62608681 
26931732

1  =  0

2 .3 2 4 7 1 8 3 5 ,
2 .3 2 4 7 1 8 1 0 4 ,
: 2 .3 2 4 7 1 7 9 6 8 ,
: 2 .3 2 4 7 1 7 9 4 8 7 ,
= 2 .3 2 4 7 1 7 9 5 3 8 8 ,
=  2 .3 2 4 7 1 7 9 5 6 9 4 ,
=  2 .3 2 4 7 1 7 9 5 7 4 2 5 ,
=  2 .3 2 4 7 1 7 9 5 7 3 2 0 9 0 , 
=  2 .3 2 4 7 1 7 9 5 7 2 5 2 4 5 , 
=  2 .3 2 4 7 1 7 9 5 7 2 4 0 9 .

м а є  о д и н  д ій с н и й  к о р ін ь , м о д у л ь  я к о г о  б іл ь ш и й  з а  м о д у л і к о м п л е 
к с н и х  к о р е н ів  ц ь о г о  р ів н я н н я

X I  =  і  ^ 1 9  +  3 ^ 3 3 +  ^ 1 9 ^ 3 ^  +  і | й  1 .8 3 9 2 8 6 7 5 5 2 1 4 1 6

х 2 «  -0 .4 1 9 6 4 3 3 7 7 6 0 7 0 8 0  +  0 .606 290 7 2 9 2 0 7 1 9 9 г '

х 3 «  -0 .4 1 9 6 4 3 3 7 7 6 0 7 0 8 0  -  0 .6 0 6 2 9 0 7 2 9 2 0 7 1 9 9 г

Д в а н а д ц я т е  р а ц іо н а л ь н е  в к о р о ч е н н я  в ід п о в ід н о г о  р е к у р е н т н о г о  
д р о б у  д о р ів н ю є

Р п
П -1 2

'  1

1 і

1 і  і

• 
о і  і  і

0 0  0  0  ... 1

1--
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

---
---

--

О 0  0  0  . . . 1  1

9 2 7
=  50 4  ~  1 ’ 8 3 9 2 8 5 7 ...

12
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4 .  Р о з г л я н е м о  п е р іо д и ч н и й  р е к у р е н т н и й  д р іб  т р е т ь о г о  п о р я д 
к у , з  п е р іо д о м  2:

9 1
£ 2

92
Г 1
РІ
о

о

0

92
2 1
91
1 2
Р2
о

91
22
92 
I I  
Рі
о

92
а
91
1 2
Р2

91 
2 2
92 92

Р о з к л а д е м о  ч и с е л ь н и к  ц ь о г о  д р о б у  з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  с т о в 
п ц я :

[91 ]п _  91І92ІП-1 +  Р2[Я і]п-2  +  ПІ92ІП -3 _
[92ІП-1 [ « ] » -

91 +
Р2

І92ІП-1
№ ] п - 2

+
Г\

[9 2 1 П -1 [ Я і ] п - 2

т \ п - 2 [9 2 І П -3

(3 .8 .1 9 )

В  ц ій  р ів н о с т і  п а р а п е р м а н е н т  г -г о  п о р я д к у  з  в е р х н ім  е л е м е н т о м  
ц3 , і  =  1,2 п о з н а ч е н о  ч е р е з  [ ^ ] г. А н а л о г іч н о  р о з к л а д а є м о  ч и с е л ь -  

з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  с т о в п ц я :н и к  д р о б у  1
9 і \ п - 2

[® ]п - 1

[91]п —2
=  92 +

Рі
Я К 2
,92]п-3

+ Г 2

[<7і]п-2 [<721п-з
[дгіп-з [<7і]п-4

(3 .8 .2 0 )

Н е х а й
\тV  91 Г

І 1 Ш  п —т - ю о  [ д 2  т - 1

[92] тх ,  І і т  , 
т->оо [ді]т _ і У-

Т о д і, с п р я м о в у ю ч и  в р ів н о с т я х  (3 .8 .1 9 ) ,  (3 .8 .2 0 )  п д о  н е с к ін ч е н н о 
с т і ,  о т р и м а є м о  с и с т е м у  р ів н я н ь

У  —  42

2 2  
у 1 ху

21 +  12.
х у  ’
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3 .8 . У з а га л ь н е н н я  л а н ц ю г о в и х  д робів

З  я к о ї  з н а х о д и м о , щ о

У
р2х  +  г і
х *  —  я і х

а х  є  д о д а т н ім  к о р е н е м  к у б іч н о г о  р ів н я н н я

(Я2Р2 +  г2)х 3 +  (гі92 -  Р2Я1Я2 ~р\+ Р 1Р 2 ~  29іг 2) х 2+

+ ( р щ  -  Р1Р2ЯІ -  9192П  -  2р2п  +  д2 г 2) х  -  (г^ +  9 1 Р 1 Г 1 ) =  0.

Д л я  р а ц іо н а л ь н и х  в к о р о ч е н ь  3 -п е р іо д и ч н и х  р е к у р е н т н и х  д р о 
б ів  т р е т ь о г о  п о р я д к у

91
22
92 92
п
РЗ

21
93 93

0 11 21
Рі 91

0 0 12.
Р2

0 0 0

91
П  9292

£ 3

РЗ 93 9з

7 1 + 1

м о ж н а  п р о в е с т и  а н а л о г іч н и й  а н а л із . Р о з к л а д  ч и с е л ь н и к а  ц ь о г о  
д р о б у  з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  с т о в п ц я :

[9І]п + 1 9і[9г]п  + Р 2 І9 з ] п - і  +  г 3 [9 і ] п _ 2

[92] п

=  91 +
Р2

Ш п _

І93]п-1

+ Г з

[дгіп _ [д з іп -і 
[9з]тг -1  [д і]п -2

А н а л о г іч н о  р о з к л а д а є м о  ч и с е л ь н и к  д р о б у  :

ІЯ2ІП 92 [9з]п—і + Р з [ 9 і]п - 2  +  Гі[д2] п - з

[9з] 71— 1 [9з]п-

92 +
Рз

93 п-1 
І91 ] ті -  2

+ г 1
І93ІП-1 , І91ІП-2
І9і]п —2 І92]п 3
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РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛЕННЯ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

Р о з к л а д е м о  т а к о ж  ч и с е л ь н и к  д р о б у  |^|п * з а  е л е м е н т а м и  п е р ш о г о  
с т о в п ц я :

[93ІП-1 Я з[чі]п -2 +  Р і Ш п - з  +  г 2[дз]п-А

[0 і]п -2  [Яі]п- 2

. Р1 , Г2
=  9 3  +  т т т —  + [<7і]п —2 І92ІП-3

[92]п -3 [<7з]п-4

Нехай існують границі

Ііт [чі]п+1 =  д Ііш [ч'2]п = у  Ііш [?з]п- 1 =  гГ -І м/ } 11І1І  г ч у } 11111 і- ч -V •
п -ю о \д2\п «-> оо[дз]п -1  п-> °°№ \ п -2

тоді останні три рівності запишуться у вигляді системи рівнянь:

Гх =  д1 + &  + % ,  

у =  д2 +  ^  +

=  9з +

{ЯІЯЗГЗ -  д -тр-т  -  Я2РЗГ2 + Я2РЗГЗ -  р 2р 3)х 3+ 

+ІЯіЯ2ЯзР2Рз -  Я2ЯЗР2ГІ -  ЯіЯІЯзГз -  Я2ЯЗР2Г3 +  ЯзРІРз +  ЯІРі'Г'з- 

-Я2Р 1Р2РЗ +  ^ЯіЯ2Рзг2 - Я2Г\Г2 +  д2г2г3 + р 2рзг2 -  дід2р 3г3 +  я2г іг3-  

-Я2Г3 +  ЯІР2РІ +  Р2Рзгз -  ІР 2РЗП )х2 +  {дід2д3р 2гі +д3р 2гі~  Я2Р 1Р2П -  

~Я\ЯІР\Г3 +  Я1Я2РҐР2РЗ -  Я2Р 1Р2Г3 +  РіРІРЗ  +  ^ЯіЯ2г1г 2 -  ЯІЯ2РЗГ2 -  

-ЯІЯ2Г2Г3 -  Я1Р2РЗГ2 + Р 2Г1Г2 -  Р2 Г2Г3 -  ЯіЯ2Г\Г3 + 2д ір2р 3Г\- 

- Р 2ГІ+Р2Г\Г3)х  + дід2Р іР 2Гі-ЯІЯ2ГІГ2 + Р 1Р2Г1-  Я1Р2ПГ2 +  Я\Р2Г\ =  о.
Цікаво було б, досліджуючи дискримінанти кубічних рівнянь, 

встановити класи кубічних ірраціональностей, які можна зобрази
ти при допомозі ^-періодичних рекурентних дробів третього по
рядку. Аналогічний аналіз можливий і для рекурентних дробів 
вищих порядків.
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3 .9 . К уб іч н і р івн янн я  т а  ір р а ц іо н а л ь н о с т і .

3.9 Кубічні рівняння та ірраціональності.

Н и ж ч е  м и  р о з г л я д а т и м е м о  л и ш е  к у б іч н і  ір р а ц іо н а л ь н о с т і  в и д у

х  =  а +  Ьу/п +  сУ ІЇ ,

д е  а , Ь, с, п —  д е я к і  р а ц іо н а л ь н і ч и с л а , я к і  н а з и в а т и м е м о  кубічними 
формами.

Д л я  п о б у д о в и  а л г о р и т м у  р а ц іо н а л ь н и х  н а б л и ж е н ь  к у б іч н и х  
ф о р м , н е о б х ід н о  р о з г л я н у т и  їх  д о б у т о к ,  з н а й т и  д л я  д а н о ї  ф о р 
м и  с п р я ж е н у  т а  з н а й т и  к у б іч н е  р ів н я н н я , я к е  в о н а  з а д о в о л ь н я є . 
Р о з г л я н е м о  ц і т а  ін ш і з а д а ч і д о к л а д н іш е .

1 . Добуток кубічних форм.

{а +  Ь\/п, +  с^ п ?)  • ( а  +  (Зу/п. +  7 Уп?) =

(с/Зп +  &7 ?г +  а а )  +  (с'уп +  Ьа +  а/3) \/п +  + ( с а  +  6/3 +  07) \/п*. (3 .9 .1 )

О ч е в и д н о , щ о  д о б у т о к  ц и х  к у б іч н и х  ф о р м  м о ж н а  п о д а т и  у  м а 
т р и ч н о м у  в и гл я д і:

 ̂ а су/гі? Ь /̂п  ̂
Ь /̂п а с\/п?

 ̂ с^/п? Ьу/п а

а \ /  с/Зп +  Ь'уп +  аа \
/З ^/п І =  І ( с 7 п  +  Ьа +  а(3) у/п І . 

7  )  \ (са +  Ь/3 +  ау) \/г? )

Я к щ о  п р а ц ю в а т и  л и ш е  з  к о е ф іц іє н т а м и  ц и х  к у б іч н и х  ф о р м , т о  
м о ж н а  к о р и с т у в а т и с я  н а с т у п н о ю  м а т р и ч н о ю  ф о р м о ю  їх  д о б у т к у :

с/Зп +  Ь'уп +  аа 
с'уп +  Ьа +  а/.З 
са  +  Ь/3 +  ау

Н е х а й  к у б іч н а  ф о р м а  х =  а +  Ь^/п +  с\/п? з а д а є т ь с я  в е к т о р о м  
к о е ф іц іє н т ів  х — (а , 6, с )  і

/  а сп Ьп-ОII а сп
V с Ь а
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т о д і  в и к о н у ю т ь с я  р ів н о с т і

х 2 =  А х  =  (а 2 +  2 Ьсп, с2п +  2 аЬ, 62 +  2 а с ) ,

х 3 =  А(Ах)  =  А 2х  =  А х2 =

=  (баЬсп +  Ь3п +  (?п2 +  а 3 , 3  с2ап +  3 сЬ2п +  3 6 а 2 , З са 2 +  362а  +  3 с2Ьп) 

і т .д .
2 . Спряжена кубічна форма.
С п р я ж е н о ю  к у б іч н о ю  ф о р м о ю

х  =  а +  (і\/п-\- 7  \// п 2

д о  к у б іч н о ї  ф о р м и

х — а +  Ь\/п +  с\/п? (3 .9 .2 )

н а з и в а ю т ь  т а к у  ф о р м у  д л я  я к о ї  в и к о н у є т ь с я  р ів н іс т ь

х х  =  Д ,

д е  Д  —  д е я к е  р а ц іо н а л ь н е  ч и с л о .
Д л я  т о г о ,  щ о б  д л я  к у б іч н о ї  ф о р м и

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАННЯ ЧИСЛЕННЯ ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ

п о б у д у в а т и  с п р я ж е н у  к у б іч н у  ф о р м у

н е о б х ід н о  р о з в ’я з а т и  с и с т е м у  д в о х  л ін ій н и х  р ів н я н ь

( са  +  Ь/3 +  ау — 0 ,
1 суп +  Ьа +  а/3 =  0

в ід н о с н о  7  т а  /3. Т о д і  м а т и м е м о :

а =  а2 — Ьсп, (3 =  с?п — аЬ, 7  =  б2 — ас. (3 .9 .3 )
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3 .9 . К уб іч н і р ів н я н н я  т а  ір р а ц іо н а л ь н о с т і .

Т о б т о  х  =  (а2 — Ьсп, с2п — аЬ. Ь2 — ас), п р и ч о м у  ц ей  в е к т о р  с л у г у в а 
т и м е  п е р ш и м  с т о в п ц е м  м а т р и ц і А ~ 1, о б е р н е н о ї  д о  м а т р и ц і А. Ін ш і 
д в а  с т о в п ц і  м о ж н а  п о б у д у в а т и  з а  а н а л о г іє ю  д о  д р у г о г о  і т р е т ь о г о  
с т о в п ц я  м а т р и ц і А.  Д о б у т о к  к у б іч н о ї  ф о р м и  а +  Ь /̂п +  с ч п 2 н а  
в ід п о в ід н у  їй  с п р я ж е н у  к у б іч н у  ф о р м у  д о р ів н ю є

Д  =  сІеі(А) =  а 3 +  63п  +  с 3п 2 — ЗаЬсп. (3 .9 .4 )

3 .  З н а й д е м о  к у б іч н е  р ів н я н н я

х 3 =  д х 2 +  рх +  г, (3 .9 .5 )

я к о м у  з а д о в о л ь н я є  к у б іч н а  ф о р м а

х  =  а +  Ь\/п +  с ^ 2.

Д л я  ц ь о г о  з н а х о д и м о :

х 2 — ( 2  сЬп +  а2) +  (2 6 а  +  (?п)^/п +  (2 а с  +  б2 ) \ /'п2; 

х 3 =  (б а б с п  4- 63п  +  с3п2 +  а 3 ) +  ( 3 с2а.п +  Зс.Ь2п +  3 6 а 2) \/п,+

+  (3 с а 2 -І- ЗЬ2а +  Зс2Ьп) \/гї? 

т а  р о з в ’я з у є м о  с и с т е м у  л ін ій н и х  р ів н я н ь

(З са 2 +  ЗЬ2а +  Зс2Ьп — д (2  а с  +  Ь2) +  ср,
З с2ап +  ЗсЬ2п +  3 6 а 2 =  д (2 6 а  4- с 2п ) +  Ьр, 
баЬсп +  Ь3п +  с3п2 +  а 3 =  д(2сЬте +  а2) +  ар +  г.

Маємо:
9 =  За,

< р =  3(сЬп — а2), (3 .9 .6 )
 ̂г  =  63п  +  с 3п 2 +  а 3 -  ЗаЬсп

З а у в а ж и м о , щ о  р ів н я н н я  (3 .9 .5 )  м а є  щ е  д в а  к о м п л е к с н о  с п р я 
ж е н і к о р е н і:
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— -с у 'п 2 — +  о — ~ Ь\/п)і.

В цьому легко переконатися звичайною перевіркою.
Якщо норма кубічної форми дорівнює одиниці, то довільний 

її степінь також дорівнює одиниці. В зв’язку з цим виникають 
циклічні групи одиниць. Для генерування елементів таких груп 
корисними виявляються наступні дві теореми.

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАНН Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

Теорема 3.9.1. Якщо

З 2х  =  дх +  рх +  г,

Х т  =  С іт Х 2 + Ртх +  Кт, 

то виконуються рівності:

Ч

р  —1 т —

£
Я ч
г
V

£
я ч

0 г £
р я

0 0 г
р

0 0 0

р
г
Я ч
0 £

я ч
0 г £

р я
0 0 г

Р

0 0 0

ч
£
Я

т—2

ш —2
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Кт = Ч
£
я

0 0 0 Г  £  ар д 'і

, т =  3 ,4 , .

771— 2

Доведення. Маємо

„771+1 — Ф771+1̂  Н" РГП+І3' Н“ -̂ 771+1*

З іншої сторони маємо рівності:

„ 7 7 1 + 1 =  <■2тЯ3 +  РщХ2 +  ЯтХ =  (}т(чх2 +  РХ +  г) +  РтХ2 +  КтХ =

— {.Ч^т “Ь Рт)х "1“ (рС̂ гп “Ь Вт)х 7!) 

але коефіцієнти

ЧЯт РтіР^т “Ь Рті ЦтТ

є відповідно розкладом парадетермінантів С}т+і, Рт+і, Рт+і за 
елементами першого стовпця. □

Розкладаючи параперманент С у теоремі 3.9.1 за елемента
ми останнього рядка маємо лінійне рекурентне рівняння третього 
порядку

Я т  =  Ч Я  771— 1 +  р < 2  777— 2  +  г ( 2 771 — 3 ?

з початковими умовами

<?2 =  1)<5<о =  0.

Розкладаючи параперманент для Рт за елементами першого 
стовпця дістанемо рекурсію

Рт — рЯт—1 1~Ят—2-, — 3 ,4 ,. . . .
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Аналогічно можна дістати рекурсію

Р̂ гп ~  гЯт—1 ї ̂  =  3 ,4 , . . . .

Таким чином, коефіцієнти

Яті Рті Ящі ^  =  3, 4, . . . 

у теоремі 3.9.1 можна знайти із рекурсій

Ягп =  ЯЯт—1 "Ь рЯт—2 ~Ь Зі ^2 =  1) ^<0 ~  0,

Рт =  РЯт—1 ~Ь тС̂ т—2, Ш =  3, 4, . . . ,

Лт =  гЯт—1; ЇИ =  3, 4 , . . .  , 

які дають простий алгоритм їх обчислення.

Теорема 3.9.2. Нехай

х — а +  6 ^  +  с\/гі?

є коренем рівняння

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАНН Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

тоді

причому

гі оі  =  дх +  рх +  г,

х т =  А т +  В т ^ і  +  С т ¥ ^ 2,

ЗЛт  —

я
& 7о?ЗГ Е д
Р  Я 4
0 * 2 а

р я 4 0 0 ^ 2  
Р 9

0 0 0

(3.9.7)
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3 . 9 .  К у б і ч н і  р і в н я н н я  т а  і р р а ц і о н а л ь н о с т і .

=

6
п с 2 —аЬ 

Я
0
0
0

о о

Ст =

С

Ь2 —а с
Я
0
0
о 

о

я
Е
я

0 о

Доведення. Розкладаючи параперманент (3.9.7) за елементами пер
шого стовпця, можна отримати рівності:

3̂ 4т =  ^[]т—1 “1“ р̂Цтп,—2 “1“ Зг[]т _з =  ^(^От—2 +  Р [] т —З “Ь ^[]т—4)~Ь

+2р[]т _2 +  Зг[]т _з =  (д2 +  2р)[]п_2 +  (ЯР +  Зг)[]т _3 +  дг[]т _4, 

де символом []т  позначено параперманент

Я

яГ £
Р Я
о г-  

р

0 0

0 0 0 . . .  ? ?
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З другої сторони, згідно з теоремою 3.9.1, маємо рівності 

Хт =  (З тХ2 +  РщХ +  в,т =

=  ^(а2 +  2Ьсп) +  (с2гг +  2аЬ)\/п +  (Ь2 +  2ас)х^п?^ <Зт+

+(а +  Ьу/п +  с\^п?)Рт +  Кт — ((а2 +  2Ьсп)С2т +  а,Рт +  В.т) +

+ ((с2п +  2аЬ)С2т + ЬРт ) +  ((б2 +  2ас)<Зт  + сРт)  \ґп?.

Тому справедлива рівність

Ат  =  (а2 4- 2Ьсп)(2гп аРт +  Рт-

Але, згідно з рівностями (3.9.6) маємо а? +  2Ьсп — д(</2 +  2р) і 
а =  |, отже,

ЗАт  =  (Я2 +  2р)[]т _2 +  ^(рОт-З +  ї"0т-4) +  Зг[]т _3 =

=  (я2 +  2 р )0 т -2  +  (яр  +  З г )0 т -3  +  Яг{]т-4-

□

Позначивши у теоремі 3.9.2 параперманент 

’ Я
2 д
я н
г-  2 я
Р я 4
0 Л 2

Р я
о 0 г

0 0 0

через <5т> Для якого справедлива рекурсія

З т  ~  Я̂ З'т—1 рЦт—2 ~Ь ^0 — Дї 3<0 0,

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАН Н Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ КУТН И Х МАТРИЦЬ
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3 . 9 .  К у б і ч н і  р і в н я н н я  т а  і р р а ц і о н а л ь н о с т і .

коефіцієнти Лш, Вт , Сш можна знайти із рекурсій

т —\ +  2 т —2 +  З г <5771 — З?

— ЬС̂ уп— і “Ь (тїС — (хЬ^С^т—2і

С щ  — С @ т —1 “Ь (^ ~  2ї 771 — 1 , 2 , . . . .

Означення 3.9.1. Кубічна форма виду х =  а +  б- т̂г +  с\1п?, яка 
є коренем незвідного над полем раціональних чисел кубічного рів
няння

х3 =  ях2 + рх +  1, я,р Є N 

називається цілою кубічною одиницею.

Відшукання цілих кубічних одиниць рівнозначне розв’язанню 
деякого діофантового рівняння з трьома невідомими. Справедли
ва наступна

Теорема 3.9.3. Діофантове рівняння

(
«о 52 т з\т \
Зі Зо 32771 І =  5о +  53т + 5 2 т 2 — ЗзоЗіз2ш =  1, 
52 51 30 /

(3.9.8)
має розв ’язки:

1) т =  — (р - 3 ) ,з 0 - (р —2)( р -  1) — 1, зі =  кп(р — 2), з2 =  п (р -  1),
п

(3.9.9)
к

2) т =  - ( р  +  3),з0 =  (р +  2 )(р + 1 )-1 ,з і  =  кп(р+2), з2 =  п (р + 1),
(3.9.10)

де р =  к2п.

Доведення. Доведення цієї теореми випливає із безпосередньої під
становки цього розв’язку в рівняння чи доведення ТОГО факту. ІЦО 

відповідний детермінант дорівнює одиниці при довільних значен
нях параметрів к та п. □
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РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАН Н Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ КУТН И Х МАТРИЦЬ

Приклад 3.9.1. При допомозі розв’язку (3.9.10) діофантового 
рівняння (3.9.8) можна, наприклад, отримати його числовий розв’я
зок:

т =  7239872283931086911936409478464844362964969622795111359

974934755582575468179641313855769259727641974609798138893255

525211182516975159833221705921278768192182515320441657882401

010319428973812885522960333217672876733752301462230992931472

909904767713450913240634917893148613016192814762213558096464

402885840589676123168302402549079960138122269110454764380482

620797212301828876999333286096636315349989543361123952286204

679568796728357647509618040687075931376908228422344437391718

598847301096960325148718064874625829071932050706560411935363

097129685477802808489613517468157406211390960108809283162275

086186714073920595021715659951203220403390183303468032708161

048148186272608066667799184997780960378585296561952602849633

261805881923550356499415702867592774593662323899734807289980

768201261654488304289541162853189580522455748182295602375207

298343703588386419599807672013076867243091847913861105093811

84003,

50 =  5241575068763353274345186852093150332602451917539901799

932282202278664005900121988404431292090932896640188251981680

326006813119732590132197563293690094647723171139535411516659

033189312863606609940147337891254811171282064557496488402243
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617969658697073506591959974748435341221226735197582720381982 

299223922948600684651564931177032848265679312201428827959001 

983962562284328721926456192013117840486119368302870988948460 

525587477841663879827970098875001133833949548499240589613091 

535101060988495239283487157834796036977947636759176039961934 

635983735619442324532910010967441297842323402115179325365224 

245869281413952853346561463816495884323228588257539790111535 

747953054994512900080325152302710423732719820889455301956641 

861857282819629676959400601048120714983887659901278623613182 

407879535162028668083576182989214435953539550841881883975282 

254526281252669102943716630553173127420155080795347352070812 

016381586784193433265072280590538909341829945733502452641625 

931520640623887413956468162623695016290163104755307070450565 

018386797664109367099985840845436742946338689084059438529370 

980293569397369513919276599750601135570615318764192038306604 

625048781009391683175362913228909806064167749424746695866250 

167155583420998090725390393566830479390865308186951243348805 

128955195908146359128484607204108672995078355407650230047302 

525656852598329814864510572426666443716411444025574130235274 

997855448580076587298245238361118200320906537084395631166706 

552169049171921781816738304163317987099463732868320419686342 

623468541037782483471350549375617711059947138423616726380877 

798997774685802919400817546371507105036207154258163449863192 

006072439921566891914553763235700570806637937053080647921850

407
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659312149431138678443461371406707470566960647591054958666507

537418684478798007861256778237664233271272397518289447699995

52001,

5і =  5837382812453080192782510012686056895953207185324073163

326897981957933682949695513507983491029486920012188627504494

177893921657958220388784001370275856098037383085531762963522

971189156321683103476648884554121145707919627054822135024996

713598322792895735775812714508522934772101361352683861432720

073900114106912227058271263835488514173776210929713031728143

020658980959398029636120122487651614819173546990317107786517

178410215400856343858214716553426370423951480553096675712774

468958077699339832705487904142090168200408722770201141582664

560452449405642129440250357098685425446074566918060219791132

363007162746408115832954541627885798021635503947642925349684

282534014647216657434175460802228708011685170895150772325571

087615550292336931829309013572009092767009080325757523536591

510013992618754958068329997547475869531048142602447242118778

493806379124626745764202274260304140714663843554957895910898

698414186433127324323367579263127048764559073405306071771882

596826951621638034797468339758339899767973661216950764913598

416171091117071259067193567274604575185075976883699429429326

004590124578208042969022313006858521158939356428449850642416
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658215888406381634954363972245970953773831113259190905145353

651910423387253629204803309274874145056261733316224414418819

882775119954109756433799795670377706668401680240225244798342

044866900658529842607199378616159767552297046673691480801264

171766248204246521165704944897310823728394813574848275027097

822090504131394457578987826385810634236567526497646123341539

87200,

52 =  6500915784301066706315708295484201254229616201498503033

225936513615050993420189616701616830178378071900836470490154

657732067457179957157657333794851256034894968136264330763326

483001404178215065556482015470095055770440336314987404707539

118687843607883638753785153045831999214567483283266963033324

468627959776406039326130905280422733774603240810130346764707

423355372082736401680347264707967374459504414866071427807368

389132735593909933021176828597417494084702604708765657062133

864315777701770554890487564019276485209166532788447229289032

521767451176009243507500541324892087509388127480599318372094

999301811585407932194506720014955341892574612453650759890353

844472637357540963976598058842306100267767040583926200220331

394772756556429720546343529771198353817635073590399931530726

700341972023621915539455287084102154147498148194464706290738

447968542450197421140538927732429020141632262305192523267917

409
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425330324681548207507671518477644745204713871088804078414990

541919034200578212140280834001696317177767049206304425999422

159180067619206014434655679173528173324398774833309779609240

928488267568439044748816208777357041657525580606925980057317

088906832160714842155446850596898250005557236090621965750468

30440,

де п =  к — [10300{Ю 107г}] +374, а символом {•} позначено дробову 
частину числа.

В цьому прикладі т — просте 900-цифрове число, а 50,51,52
— числа, що містять відповідно по 1800,1500,1300 цифр.

Спряжені до наведених в теоремі 3.9.3 розв’язків рівняння
(3.9.8) також є розв’язками цього рівняння. Ось ці розв’язки:

к
т = — (р — 3), 5о =  1,5Ї =  —пк,~82 =  п, 

п

к
т — —(р +  3), 5о =  1, 5І =  7ік,82 =  —п, 

п

де р — к2п.
Цікавими виявляються і розв’язки:

к р4 — 6р3 +  12 р2 — 9р +  З 
171 ^  п ( р -  І)3 ’

5о =  (р -  2){р — 1) — 1,51 =  кп(р -  2), 52 =  п(р -  1),

та

Де Р

к р4 — 6р3 +  12р2 — 9р +  3 ,
т = ------------------- 7------ 7Т7Ї---------------, 50 =  1, 51 =  -к п ,  52 =  п,

п [р — І)13

= к2п.
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Для відшукання раціональних одиниць послідовних натураль
них чисел можна скористатися формулами

2) т, 50 =  (р -  2){р -  1) -  1 ,5і =  кп(р -  2), 52 =  п(р -  1),

д е р =  к2п ,п =

2) ГП, 50 =  (р -  2)(р -  1) -  1,51 =  кп(р -  2), 52 =  п(р -  1),

ДЄР = к 2п ,п =
Використовуючи останні дві формули можна знайти раціо

нальні одиниці кубічних полів для довільного натурального числа 
т.

У [24], [155] наведено таблиці цілих одиниць для всіх натураль
них значень не більших за 70 та 250 відповідно.

Наведемо таблицю раціональних одиниць для всіх простих чи
сел ш, які не перевищують 2000 (див. додаток 6 на стор. 458).

3.9.1 Раціональні наближення кубічних форм  

Теорема 3.9.4. Нехай 

к
п =  к3± 3 — , 5о =  к4т2±3к2т+1, з\ =  к3т2± 2кт, 52 =  к2т2±т , 

т (3.9.11)
причому існує скінченна границя

Пт Аг,
Г—¥ оо

де

350
__1_

80 350
1
3

__ і_
8° 350

0 1
3 - І  350

0 0 - 1  - І  3^о

0 0 0 - 5  “ і  350 .
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тоді АТ слугує г-тим раціональним наближенням до значення 
кубічної форм,и

причому параперманенти Рг, на базі яких будуються рекурентні 
дроби, задовольняють рекурентне рівняння

Рг =  35оРг_1 -  ЗРГ_2 +  Р г-З

із початковою умовою Ро =  1, Р<о =  0.

Доведення. Позаяк коефіцієнти кубічної форми (3.9.2), що задо
вольняє кубічне рівняння

х3 =  дх2 + рх +  г

пов’язані з його коефіцієнтами співвідношеннями (3.9.6), то вра
ховуючи співвідношення (3.9.11) маємо

Я =  Зй0, р — - 3 , г  =  1.

Дальше теорема випливає з теореми 3.8.1. □

Наведемо приклади деяких кубічних форм та відповідні їм 2- 
періодичні рекурентні дроби.

а =  ^/іУ3 +  1, /З =  (\/іУ3 +  І)2 -  ІУ /̂ДГ3 +  1 +  ТУ2,

а

X
о

2|У
77?
0
0
о

2ІУ
N
і
о
0
0

N
о

2̂ 1
77?
0

27У
ТУ /7
1 0
0 2N

(3.9.12)

27У
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Р =

ДГ2
1

2ЛГ
0
0
0
о

2И
N
і
о
0
0

ІУ
о

2^
77?
0

2/7
/7 N
і 0
0 2ЛГ

(3.9.13)

2ЛГ

3.10 Алгебраїчні форми п-го порядку

Означення 3.10.1. Алгебраїчною (п,т )-ф орм ою (далі коро
тко (п, т )-формою) назвемо дійсне число

х =  Г (п , ш) =  ,<>о +  51 \/ш +  . . .  +  ,5„_і \ /тп_1, п Є М, 5і, ш €  0 ,
(3.10.1)

або п-вимірний вектор

X =  (50,5 і , . . . ,  5п_і) (3.10.2)

коефіцієнтів цього числа, яке є коренем незвідного над полем ра
ціональних чисел рівняння

хп =  а „іх "_1 + ап2ХП~2 +  . . .  +  аП]П_ їх 1 +  а„,„ (3.10.3)

з цілими коефіцієнтами.

1. Ізом орф ізм  (п ,т )-ф о р м  із деякими класами матриць
Нехай задано дві (п, ш)-форми

^  — 30 +  5і +  • • • +  5п -і Утпп_1, (3.10.4)

х" =  5ц +  «і > /т  +  . . .  +  5"_х \ /т п_1. (3.10.5)
Легко переконатися в тому, що добуток х'х" цих (п, т)-ф орм  є 
(п, т)-формою виду
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де

п — 1

5І = '̂ 2,8'з8і-з +  171 X ]  8'з8'ї-Г * =  о, 1 , . . . ,  п -  1. (3.10.6)
.7 = 0  і = г + 1

(п, ш)-формам (3.10.1), (3.10.2) поставимо у відповідність цир- 
кулянт п-го порядку

52

X  =

5 0  5 „ _ 1  \ / т п _ 1 З-п — 2 \/гПп~2 ■ • 5 2 у ' т 2 5 і  {/то \
{/то 5 о і у ' т " - 1 • • 5 3 { / ' /Т і3 5 2 л / т о 2

у'тп2 5 і  \/гп 5 0 • 5 4  а/:то4 5 3 а / т о 3

\/тп~2 зп-з  \/тп~3 5 „ _ 4  \ / т п - 4  • 50 5 „ _ 1  \ / т о п - 1

іУтп~1 зп^2 'У'ІГ>-п~2 5 П—з  \ / т п _ 3  ■ ■ 5 і  {/то 5 0  /
(3.10.7)

та матрицю виду

X  =

/ 50 Ш 5 „ _ 1 ГПЗп - 2  ■ ■ ТО52 77751

51 50 7П 5п _ !  • • 77X53 77752

52 51 50 77754 77753

5 п —2 5 п —3 5 п —4 5 0 ТО5П_

V 5 п —1 5 п —2 5 п —3 5 і 50

(3.10.8)

/

Кожна з останніх двох матриць однозначно задається своїм пер
шим стовпцем.

Нехай (п, то)-формам (3.10.4), (3.10.5) відповідають матриці X і 
та X " . Очевидно, іцо елемент зі першого стовпця матриці X  =  
Х 'Х "  збігається з елементом з*, що задається рівністю (3.10.6). 
Отже, справедлива наступна

Теорема 3.10.1. Множини (п,т)-форм (3.10.1), (3.10.2) ізомор
фні відповідно м,ножина.м матриць (3.10.7), (3.10.8).
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Таким чином, к-тому степеню (п, ш)-форми (3.10.4) відповідає 
к-тий степінь матриці

X і =

і \/т2

в'п-і \/тп 1 з'п_2 \/тп 2 
50 з’п -і Угпп~1

/ 5о
5і \/т

з'п_2 \/тп~2 з'п_з \/тп 3 з'п_4 \/тп 4 
V 5^_! Утп~1 з'п_2 У т п- 2 5'„_3 х / т ^ 3

т
«2 лУт2
53 \/то3 

®п—1 УгПп~1
т

чи матриці

X ' =

/ 60 тзп-і т 5 п-2 • 77752 7715̂ \
*1 4 ™5п-1 • 7775з 77752
«2 8і 5о • 77754 7775з

5п—2 5п—3 < -4  ‘ • 50 ™5П-1
V < -1 < -2 < -з  • ' 51 4 /

Очевидно також, що якщо останні дві матриці перемножити 
відповідно на матриці-стовпці

X "  =

в"_2 \/тп~2
V У т " -1 )

, Х "  =

50
ч"*1„ч

я"
п — 2

V < - 1  /
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то отримаємо відповідно матриці-стовпці

«0 
«і у/т 
.42 \/т2

X  =

(  *о \
51
52

8п—2
V ^п—1 /

5„_2 \ /т п_2
V 5п_і Цтп~1 )

де Зі задаються рівностями (3.10.6).
2. Для довільної (п, т)-форми

х  =  «о +  зі у/тп +  . . .  +  5п_і \Утп_1

можна знайти лише одну (п , га)-форму

х =  зо +  зї у/т +  . . .  +  з„_і \ /т п_1

таку, що їх добуток хх є деяким дійсним числом. При цьому 
(п, т)-форму х називають спряженою (п, ш)-формою до (те, ш)- 
форми х =  Р(п, т), а їх добуток — нормою останньої і позначують 
через \Е(п,т)\.

Нехай X  і X  — матриці відповідні (п, ш)-формі

х =  зо +  зі у/т +  . . .  +  зп_і V шп_1

та спряженій (п, т)-формі х. Тоді

X  X  =  |Р(п,т ) • | Е,

де Е — одинична матриця, причому, норма (п, т)-форми х до
рівнює детермінанту матриці X , а матриця відповідна спряженій 
(п, т)-формі х є оберненою матрицею до матриці X, помноженою 
на детермінант матриці X.

Таким чином, гг-вимірним узагальненням рівняння Пелля

з о т.я і 
Зі зо Зп — т з ?  =  ±1
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є рівняння

50 т з „ _ і тзп-2 ■ • тзг т з і
51 50 т з „ _ і  • • т з 3 т з 2
52 51 50 тз4 т з 3

5„—2 5п—3 5п—4 50 т з „ _ і
5«—1 5п-2 5п—3 51 50

- ± і (3.10.9)

для (п, т)-форми зо +  зі у/т +  . . .  +  зп_і \/тп-1.
Наведемо приклади діофантових рівнянь, аналогічних рівнян

ню Пелля:

\Г(3: т)| =  Зо +  з\т +  з^т2 — Ззозізгт =  1,

|Р(4, т ) \  — Зо — з \ т  +  з \ т 2 -  5377г3 +

+4(з05і 32ТП -  ЗдЗіЗзШ -І- 30525зШ2 -  ЗіЗ^взШ2) -  

-2{Зо52ГП — 525|т2) =  1.

1 ^ ( 5 ,  т )  | =  (зо  +  з \ т  +  з \ т 2 +  5|т3 +  з | т 4 ) —

— 5(ЗоЗі54ГГг +  З о 5 2 5 з т  +  335 о 5 2 т  +  53Зз54Ш 2 +  525о54?П 2 +  +  з| зі5з7П 2 

+  5з5о5іт2 +  5з5254т3 +  345о5зт3 +  5І5і52т 3) +  5(5о525зт +  5о5252т 2 

+5і5о52Ш +  343о5зШ2 +  8о3232т 2 +  ЗиЗ̂ З^т2 +  325452ГП2 +  32з\з\т2
с\ г\ о 9 0 Оі О

+  5 і 3 3547?г +  34 323 з т  ) — 5 3 0 5 і3 2 5 з 5 4т  =  1.

1̂ (6, т)| =  з® -  з®т +  з^ш2 — з| т3 +  54т 4 — 55т 5 + 

3(зо5зШ2 — з^з^т +  5452т 2 — 5254т 3 +  5452т 4 — з254г?г3) + 

2(зо33т 2 + 5о53т  -  з3з3т 3 -  з3з| т2 +  з ^ т о 3 -  з3з3т 4) + 

6(зо3452»71 — З0З5З1ГП — 5о5432Ш — 305234т2 — 505482т 3 +  506584т 4 +

555і54т 3 ■ 
„З „2,

■ 358183т2 +  з4з із з т 4 -  зіз^ззт2 +  828384т 3

+ 6(Зо 3д з2т  2 +  80 34з 1 т  -  з3 8^з3 т ,  -  55 з3 з^ т  л+ 80 . ф з т '3+ з0 з$ з3тЗ „2„

4 4\858384т  )
„З „2„
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З5ЗІ82ГП2 — 5551 в|т4 — 51845з?тг3 +  52 8284т2 — 558253т 3 +  5І525|т4) +
2 2 3 2 2  2 2  2 2 2 2  2 2 2*^

1 8 ( 5 3 5 5 5 о 5 2 т  + 53845^0771  — 5 4 8 з 8 і 8 0 Ш  — 5 2 5 0 5 з 5 5 Ш  — 5 5 5 х 5 2 5 4 77г +

зІзІ8284т3)+9(зІзІ8Іт2+зІзІ8Іт2 -  зізіз^т-зіз^зіт3—зіз^зіт3+
2 2 2 2 2 2 2  3 ,  2 2 2  4\ , щ /  3 , 3 2З15253т  — 828483т  +  535554т  ) +  12 (3 і3р5з52т  +  54535550т  —

5о5і5І52Ш3 +  5о5і5355т2 — 5о53 8584т,2 — 5о545355ГП3 — 5о525з5іШ2 +

80858481т 3 — 83343з32т2 + 5і535з52т3 +  53555з54Ш3 — 52535з54Ш4).

3.10.1 З в ’язок (п, т )-ф о р м  з алгебраїчними рівнян
нями

Знайдемо цілі коефіцієнти рівняння

X — @,п\Х “І- а,п2х  . . . "Ь 0,п п—\Х “І- 0-п,т

коренем якого є (п, т)-форма

х =  Е(п , т) =  5о +  5і у/т +  . . .  +  зп-х у/ ш” -1 , з і Є <3, т  Є N. 

Нехай маємо загальну матрицю

(  &хх ах2 • • • аіп \
а21 а22 ■ • • а2п

\ Япі ®п2 ' ' ' О-пп )

(3.10.10)

Головний мінор г-го порядку цієї матриці позначимо через (див.
[18], стор. 13):

3 . 1 0 .  А л г е б р а ї ч н і  ф о р м и  п - г о  п о р я д к у

ДЄ
іі <  і2 <  . . .  <  іг - 

Характеристичне рівняння

6,еі(Х — хЕ) =  0, 

матриці (3.10.10), як відомо, має розгорнутий вигляд

хп =  аП)1хп_1 +  а „ і2хп~2 +  • • • +  а ^ п -іх 1 +  аП}П, (3.10.11)

Де

=  < - « ' - ■  Е  х ( і  % ; ; ;  * ; ) •  < « « • « «

Згідно з теоремою Гамільтона-Келі, кожна квадратна матриця за
довольняє своє характеристичне рівняння, тому справедлива то
тожність

X й — о.пд Х ” 1 +  аПу2Х п 2 +  ■.. +  о П]П_ іХ 1 +  ап>п, (3.10.13)

з коефіцієнтами (3.10.12), де X  — матриця (3.10.10).
Нехай матриця X  у рівнянні (3.10.13) задається рівністю (3.10.8), 

тоді коефіцієнти апз рівняння (3.10.3), коренем якого є (п,т)~ 
форма (3.10.2), можна знайти користуючись рівностями (3.10.12). 
Таким чином, справедлива

Теорема 3.10.2. Якщо (п,т)-форма

тП— 1

є коренем рівняння

X — ИпіХ “І- (Ігі2Х -|- 0,уі̂ ц—\Х “Ь О,п}т

то коефіцієнти цього рівняння дорівнюють

о - \  у  (  * і  12  ■ • • Ц

І\ І2 ■ ■ ■ Ііап,і =  ( - і  г 1 £  *
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де

X «і г2 
Ч *2

— головні мінори матриці

X  =

(  5 0 777,5п _ і 77?.5п _ 2  • • 77752 77151 ^

51 5 0 7 7 І 5 П -!  • • т з 3 7П 52

52 «1 50 т з 4 77753

5 п - 2 5 п —3 5 П—4 50 7775,1-1

\ 5 П_ 1 5 п —2 5 п —3 51 5 0  /

Наведемо формули для обчислень коефіцієнтів алгебраїчних 
рівнянь, коренями яких є (п, тп)-форми при п =  2,3,4,5.

а 21 =  250, «22
50 Г П 8 \

51  5 0

50 77152 77751

азі =  Зво, « 3 2  —  —3 50 77752
, « 3 3  = 51 50 77752

51 50
52 51

4 50 77753
-  2

50 77752

51 5 0 52 5 0

5 0 777.53 Ш 5 2 777,51
5 0 Ш 5 3 77752

51 50 Ш 5 3 77752
« 4 3  =  4 51 50 77753 ,  0 4 4  =  “

52 51 5 0 77753
52 51 50

53 52 51 50

5 50 77754 -  5 5'0 Ш 5 3

51 50 52 50

5 0 77754 77753 50 77754 77752

« 5 3  =  5 51 50 777,54 +  5 51 50 777.53

52 51 5 0 53 52 50
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50 77754 77753 77752 77751
5 0 77754 77753 77752

51 5 0 777,54 777,53 777,52
51 50 77754 77753

77753і « 5 5  = 52 51 50 77754
52 51 50 77754

7775453 52 51 50
53 52 51 50

5054 53 52 51

«54 =  - 5

Справедлива наступна 

Теорема 3.10.3. (п , т п +  1 )-форма виду

т11 1 +  тп 2 \/тп +  1 +  . . .  +  т  у/(тп +  1)" 2 +  >/(тті" +  1)”  1
(3.10.14)

є коренем алгебраїчного рівняння

П̂\тп~1хп~1 + тп~2хп~2 п  і  ТТЇХ 
7 1 — 1 /  \ П )

(3.10.15)

Доведення. Позаяк всі головні мінори одного порядку матриці

/ 777” - 1 777П +  1 т(тп +  1) . . ш " -3(ш" +  1) тп~2(тп +  1) \
тп~2 тп~1 777" +  1 . 777П- 4(Т77" +  1) тп~3(тп +  1)
777П_3 тп~2 777п" 1 т « -5 (шп +  1) тп~4(тп +  1)

777 2т 7773 777П —1 777" +  1
V 1 гп 7772 77і"“ 2 777П—1 /

рівні між собою, то достатньо обчислити один із них. Обчислимо 
головний мінор 5 -Т О Г О  порядку

/ 777"-1 777"  +  1 777(777" +  1) • ■ т3~2(тп +  1) \
777"—2 777" - 1 т "  +  1 • 77г5—3 (777"  +  1)
т " ~ 3 777" - 2 777"-1 • 7715-4 (т7і" +  1)

\ тп~8 777"-5+1 777"-*+2 тті"-1 у
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Перемножимо перший стовпець на -т г, г — 1 ,2 ,... ,8 —
дамо до (г +  1)-го стовпця, тоді отримаємо детермінант

( тп 1 1 т. т,8 2 N
тп~2 0 1 •• • т3~3
тп~3 0 0 •■ ■ то*-4

 ̂ тп~3 0 0 ••• 0 )

Розкладемо останній детермінант за елементами першого стовпця, 
отримаємо

( - 1 )5+1шп- 8.

Таким чином, згідно з теоремою 3.10.2 коефіцієнт ап.е дорів
нює

п
( - 1) ( - 1)

Теорема 3.10.4. (п,т п — 1 )-форма виду

т

□

тп 1 +  тп 2 \/тп — 1 +  . . .  +  т у/(тп — І)” -2 +  \ /(тп — 1)п_1
(3.10.16)

є коренем алгебраїчного рівняння

хп =  ( "  ) тп~1хп- 1 тг ~х" " +  . . .  +  ( - 1 )п "І 1 т х+
2 \ п — 1 ,

( - 1)71— 1 (3.10.17)

Доведення. Аналогічне до доведення теореми 3.10.3 з тією лише 
різницею, що мінор 5-того порядку має вигляд

, п - 1  1 1\ . . .  Ш 8—2 ( ш п — 1) \

тп8 (тп -  1) 
т3~4(тп — 1)

/  тп 1 тп — 1 т,(тп — 1)
тп 2 тп 1 
ш” _3 т п_2

тп — 1 
т п_1

\  т П 5 ^ П - 5  +  1 т п —5+2 т п — 1
/
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Тому

□

3.10.2 Поля (п ,т )-ф о р м  та їх одиниці

При заданих натуральних числах п та т та звичайних операціях 
суми та добутку (п , т)-форми утворюють числове поле.

Для вивчення структури числових полів важливою задачею 
є дослідження кільця цілих чисел, зокрема їх фундаментальних 
одиниць (див., наприклад, [24],[10],[16].)

Дослідження цілих одиниць тісно пов’язане з відшуканням ці
лих чи раціональних коренів діофантових рівнянь, зокрема (у ви
падку кубічних полів) трьохвимірного узагальнення рівняння Пе
лля

х3 +  ту3 +  т223 — 3 тхуг =  1, (3.10.18)

про яке йшлося вище. Над розв’язанням цієї проблеми працювали 
такі відомі математики як Ерміт, Якобі, Пуанкаре, Гурвіц.

Запишемо деякі взаємно спряжені пари загальних розв’язків 
діофантових рівнянь вищих порядків (3.10.9):

4 к
1) |Р(4, т )| =  1 :т  — —  -(1-г/с3), «о =  1, «і =  - 2 гк2: «г = 2 гк, .43 =  —г

г

ік
2) \Р(І, т)\ =  1 : т =  — (1—гк3), 5о =  1, ві =  2гк2, 82 =  2гк, 53 =  г,

г

1) |.Р(5,т)\ —  1 : т =  — • (г /с4 — 5),
г

зо =  1 , «і =  — гк3, 82 =  2 гк 2, 33 =  —2 гк , 34 =  г,

2) 1^(5, т)\ =  1 : т =  — ■ (гк4 — 5),
г

з0 =  1 +  30г2А:8 -  25г/с4 +  г4/с16 -  10г3/с12,
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зі =  гк 3(г 3к 12 — 9 г 2к8 +  23 гк 4 — 14),

«2 =  гк 2(г 3к12 — 8 г2к8 +  17 гк 4 — 7),

5 3 =  к г (г 3к12 — 7г2к8 +  12 гк 4 — 3),

З4 =  г ( г 3к 12 — 6  г 2к8 +  8 гк 4 — 1 )

3) (і'Чб, т)\ =  І : т — -  ■ (гк 4 +  5),
г

зо =  1 , зі =  гк 3 , 32 =  —2 гк 2, зз =  2 гк , 34 =  — г,

4) |.Р(5, т)\ =  1 : т  — — ■ (г к 4 +  5),г
60 =  1 +  30г2 А;8 +  25 гк 4 +  г 4к 16 +  10г3А;12,

зі =  гк 3(г 3к 12 +  9 г2А:8 +  23 гк 4 +  14),

5 2 =  гк 2(г 3к 12 +  8г2А;8 +  17гА:4 +  7),

33 =  к г (г 3к 12 + 7 г2&8 +  12гА;4 +  3),

54 =  г ( г 3к12 +  6 г2 *;8 +  8 гА:4 +  1)

1) |і*\7, т)\ =  1 : т =  -  • (г/с6 -  7),г
5о =  1,5і =  —г к 5 , 52 =  ЗгА;4, 53 =  —5г/с3 , 54 =  5г/с2,

55 =  -ЗгА;, 56 =  Г,

2) 1̂ (7,771)1 =  1 : гп =  — ■ {гк 6 -  7),
г

з0 =  г6А:36 -  21г5 А:30 +  161г4 к24 -  539г3к18 +  721г2 А:12 -  245гА:6 +  1, 

5і =  гк5{г5к30 -  20г4к24 +  144г3А;18 -  442г2А:12 + 516гА;6 -  132), 

32 =  гк4(г5к30 -  19г4А;24 +  128г3А:18 -  358г2А:12 +  ЗбОгА:6 -  66),

5 3 =  гк 3(г ьк30 -  18г4к24 +  ИЗг3А:18 -  286г2А;12 +  244гА:6 -  ЗО),

з4 = гк 2(г 5к30 -  17г4А:24 +  99г3А:18 -  225г2А:12 +  ІбОгА:6 -  12),

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАН Н Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

з5 =  г к (г г°к 30 -  16г4А;24 +  8 6 г3А:18 -  174г2А:12 +  ЮІгА:6 -  4), 

з6 =  г ( г 5к30 -  15г4А:24 +  74г3А:18 -  132г2А:12 +  бІгА:6 -  1)

3) \Р(7,т)\ — 1 : 77г =  -  • (гк 6 +  7),
г

5о =  1 ,5 і =  гк 5 , 52 =  —ЗгА:4 , 53 =  Ьгк3 , 54 =  —Ьгк2,

з5 -  ЗгА:, з6 =  -г ,

4) 1 (̂7,771)1 =  1 : т  =  -  ■ (гк 6 +  7),г
5 0 =  г 6к36 +  21г5 А;30 +  161г4 А:24 +  539г3А:18 +  721г2 А:12 +  245гА;6 +  1,

5 1 =  гк 5(г 5к30 +  20г4 А:24 +  144г3А:18 +  442г2А:12 +  516гА:6 +  132),

52 =  гк 4 (г 5к30 +  19г4А:24 +  128г3 А:18 +  358г2 А:12 +  ЗбОгА:6 +  6 6 ),

53 =  гк 3(г 5к30 +  18г4А:24 +  113г3А:18 +  286г2А:12 +  244гА:6 +  ЗО),

54 =  гк 2(г 5к30 +  17г4к24 +  99г3А:18 +  225г2А;12 +  ІбОгА:6 +  12),

55 =  г к (г 5к30 +  16г4А;24 +  86г3 А:18 +  174г2А:12 +  ЮІгА:6 +  4),

56 =  г ( г 5к30 +  15г4 А;24 +  74г3А:18 +  132г2А:12 +  бІгА:6 +  1)

1) |і7’(9,771) | =  1 : 77і =  — • (гк 8 — 3),
г

5о =  1,5і =  — гк 7, 52 =  гк 6 , 53 =  — гк 5, 54 =  2гк4,

55 =  —2гк3, 56 =  гк 2 ,5 7  =  —гк, 58 =  г,

2) 1^(9, пі) | =  1 : 77і =  — - (гк 8 — 3),г
5о =  9т 4к32 — ЬАк24т 3 +  9 7 т 2 А:16 — 4&тк8 +  1,

51 =  т к 7(9к24т 3 -  5 їт 2к16 +  84тА;8 -  35),

52 =  т к 6(9к24т 3 — 4877г2 А:16 +  72т к8 — 25),

,93 =  к5т.(9к24п>3 — 457772А:1С + біт,А:8 — 17),

3 . 1 0 .  А л г е б р а ї ч н і  ф о р м и  п - г о  п о р я д к у
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з 4 — т к 4(9к24т 3 — 42 т 2к 16 +  51 т к8 — 11),

55 =  к3т (9 к 24т 3 — 39т 2 к 16 +  42т к8 -  7),

56 =  к2т (9 к 24т 3 — 36 т 2к 1в +  34 т к8 — 4),

57 =  т к (9 к 24т 3 — 3 3 т 2 /с16 +  27 т к 8 — 2),

58 =  т (9 к 24т 3 -  3 0 т2А:16 +  21 т к8 — 1),

к
3) 1^(9,т)| =  1 : т =  — • (г к 8 +  3),г

5о =  1 ,ві =  гк 7 ,5 2  =  —гк 6, 53 =  гк ь , з 4 =  - 2 гк 4,

55 =  2гА;3 ,5б =  -гА :2 , 57 =  гк , 5 8 =  —г,

к
4) 1^(9,т)| =  1 : т  =  — ■ (гк 8 +  3),г

50 =  9т 4 к32 +  54 А:24 т 3 +  9 7 т 2А:16 +  48т,к8 +  1,

5 ! =  т к 7 (9к24т 3 +  5 1 т2А:16 +  84т к8 +  35),

5 2 =  т к6(9к24т 3 +  4 8 т2 А;16 +  72т к8 +  25),

53 =  кьт (9 к 24т 3 +  4 5 т 2 А;16 +  61 т к8 +  17),

54 =  т к4(9к24т 3 +  42т 2к 16 +  Ь\тк8 +  11),

5 5 =  к3т,(9к24т 3 +  39т ?к 16 +  42т к8 +  7),

56 =  к2т (9 к 24т 3 +  36т 2к 16 +  34т к8 +  4),

57 =  т к (9к 24т 3 +  33т 2к 16 +  27т к8 +  2),

5 § =  т,(9к24т 3 +  3 0 т2 А:16 +  21т,А;8 +  1),

Розв’язками діофантового рівняння

|^(1 1 , т)| =

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАНН Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ
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50 тз ю тзд Г7158 тз 7 тз 6 тз§ т 5  4 т в 3 тз2 ТЇІЗ\
51 50 т . 8 і 0 т , 5 д т , 5 8 т ,  57 т.% Ш 5 5 т , 5 4 т,з3 ТП.32
52 51 50 т 5 ю Ш 5 д т 5 8 ГПЗ7 Ш 5 6 Ш 5 5 Ш 5 4 ГПЗ3
53 52 51 50 Ш 5 10 тзд тз8 т57 т в б Ш 5 5 ГП84
54 53 52 51 5 0 тпзю тзд Ш 5 8 ГП87 т 5 б ГПЗ5
55 54 53 52 51 5 0 7П 510 тзд т 5 8 Ш57 гпзв
56 55 5 4 53 52 51 50 7 П 5 ю т , 5 д т , 5 8 т .37

57 56 55 54 53 52 51 5 0 т 5 ю Ш 5 д тзв
58 57 5 6 55 5 4 53 52 51 50 Ш 5 10 тзд
59 58 5 7 56 55 5 4 53 52 51 50 Ш 5 ю

5 10 59 5 8 5 7 5 6 55 54 5 3 52 51 5 0

1) т
к
г

(гА;10 - П ) ,

«о =  1,5 і =  —гк 9 , 52 =  5гА;8, 53 =  — 15гА;7,

5 4  =  ЗОгк6 , 5 5  =  —42гА;5, 5 6  =  42гк 4, 5 7  =  -З О гк 3, з 8 =  15гА;2,

59 =  —Ьгк, 5ю =  і",

2)т  — — ■ (гк10 — 11), 
г

50 =  г10А;100 -  55г9А:90 +  1265г8А;80 -  15730г7А:70 +  114037г6А:60-  

-483637г5А;50 +  1137015г4А:40 -  1295910г3А;30 +  527329г2А;20-  

—32065гА:10 +  1,

зі =  гк 9(г 9к90 -  54г8А:80 +  1216г7А;70 -  14749г6А:60 + 103758г5 А:50-  

423776г4А:40 +  947934г3А;30 -  1005966г2А;20 +  363493гА;10 -  16796),

52 =  гк8(г9к90 -  Ь3г8к80 +  1168г7А;70 -  13811г6А:60 +  94212г5А;50-  

—370171г4А:40 + 786 5 26г3А:30 -  774787г2А:20 +  246779гА;10 -  8398),

5 3  =  гк 7(г 9к90 -  52г8 к80 +  1121г7А:70 -  12915г6А;60 +  85362г5А;50-  

—322301г4А;40 +  649346г3А:30 -  591812г2А:20 +  164814гА;10 -  3978),
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54 =  гк6(г9к90 -  51 г8/с80 +  1075г7А;70 -  12060г6А;60 +  77172г5 А;50-  

-279676г4к40 +  533294г3 А:30 -  448110г2 А:20 +  108134г*;10 -  1768),

55 =  гк5(г9к90 -  50г8/с80 +  1030г7к70 -  11245г6к60 +  69607г5к50-  

—241836г4 А:40 +  435590г3А:30 -  336 1 75г2А;20 +  69589гА:10 -  728),

56 =  гкА(г9к90 -  49г8А;80 +  986г7А;70 -  Ю469г6А:60 +  62633г5 А:50-  

—208350г4А:40 +  353750г3А:30 -  249740г2А:20 +  43849гА;10 -  273),

57 =  гк3{г9к90 -  48г8А;80 +  943г7А:70 -  9731г6А;60 +  56217г5 А;50-

— 178815г4А:40 +  285563г3А:30 -  183609г2*:20 +  26998гА:10 -  91),

58 =  гк2(г9к90 -  47г8А:80 +  901г7А:70 -  9030г6А:60 +  50327г5А;50-  

-152855г4А;40 +  229069г3А:30 -  133506г2А:20 +  16204гА;10 -  26),

59 -  гк(г9к90 -  46г8А;80 +  860г7А:70 -  8365г6А:60 +  44932г5А:50-  

—130120г4А;40 +  182538г3А:30 -  95940г2А:20 +  9454гА;10 -  6),

510 =  г(г9к90 -  45г8А:80 +  820г7А:70 -  7735г6А:60 +  40002г5 А;50-

— 1Ю285г4А:40 +  144450г3А;30 -  68 0 85г2А;20 +  53 44гА;10 -  І),

3) т — — • (гк10 +  11),
г

50 =  1, 5і — гк9,82 =  -5 гк 8,8з =  ІЬгк7,

54 — -30гА;6,55 =  42гА:5,5б =  -42гА;4,57 =  З0гк3,з& — —15гА:2,

5 9 =  Ьгк, 5ю =  - г ,

4) ш =  — • (гА;10 +  11),
г

80 =  г10г100 +  55г9 А:90 + 1265г8А:80 +  15730г7 А:70 +  114037г6А;6О+ 

483637г5А;50 +  1137015г4А;40 +  1295910г3 А:30 +  527329г2А:20+ 

+32065гА:10 +  1,
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51 =  гк9(г9к90 +  54г8 А;80 +  1216г7 А:70 +  14749г6 А:60 +  103758г5 А;50+  

423776г4 А;40 +  947934г3 А:30 +  1005966г2 А;20 +  363493гА:10 +  16796),

52 =  гк8{г9к90 +  53г8 А:80 +  1168г7 А:70 +  13811г6 А:60 +  94212г5 А;50+ 

+370171г4А;40 +  786526г3А:30 +  774787г2 А:20 +  246779гА:10 +  8398),

53 =  гк7(г9к90 +  52г8 А;80 +  1121г7 А:70 +  12915г6А:60 +  85362г5 А;50+ 

+322301г4А:40 +  649346г3А;30 +  591812г2А;20 +  164814гА:10 +  3978),

54 =  гк6{г9к90 +  51г8 А;80 +  1075г7 А;70 +  12060г6 А;60 +  77172г5 А;50+ 

+279676г4А:40 +  533294г3А:30 +  4481Юг2А:20 +  Ю8134гА;10 +  1768),

55 =  гк5(г9к90 +  50г8 А:80 +  1030г7 А;70 +  11245г6А;60 +  69607г5 А:50+ 

+241836г4А:40 +  435590г3 А;30 +  336175г2 А:20 +  69589гА:10 +  728),

56 =  гк4(г9к90 +  49г8 А:80 +  986г7 А:70 +  10469г6 А;60 +  62633г5 А;50+ 

+208350г4А:40 +  353750г3 А;30 +  249740г2 А:20 +  43849гА;10 +  273),

57 =  гк3(г9к90 +  48г8 А:80 +  943г7А:70 +  9731г6А:60 +  56217г5А:50+ 

+178815г4А:40 +  28 5 5 63г3 А;30 +  183609г2А;20 +  26 9 98гА:10 +  91),

з8 =  гк2(г9к90 +  47г8 А:80 +  901г7 А;70 +  9030г6 А;60 +  50327г5 А:50+

+  152855г4 А:40 +  229069г3 А;30 +  133 5 06г2 А;20 +  16204гА:10 +  26),

59 =  гк(г9к90 +  46г8 А:80 +  860г7 А;70 +  83 65г6 А;60 +  44932г5 А:50+

+ 130120г4А;40 +  182 538г3А;30 +  95940г2А:20 +  9454гА:10 +  6),

510 = г(г9к90 +  45г8 А:80 +  820г7 А:70 +  7735г6 А:60 +  40002г5 А;50+

+ 110285г4 А:40 +  144450г3 А;30 +  68085г2 А:20 +  5344гА:10 +  1) 

і т. д.

3 . 1 0 .  А л г е б р а ї ч н і  ф о р м и  п - г о  п о р я д к у
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Зауваження 3.10.1. Для доведення того факту, що наведені 
вище формули є розв’язками відповідних діофантових рівнянь, 
достатньо показати, що відповідні цим рівнянням детермінан
ти дорівнюють одиниці. З цією метою слід вибрати простіші 
розв’язки 1) чи 3). Розв’язки 2) і 4) спряжені до розв’язків 1) і
3). Доведення залишаємо для читача.

Зауваження 3.10.2. Модулі коефіцієнтів многочленів, що є роз
в ’язками діофантових рівнянь \Р(2п — 1,т)\ =  1, очевидно пов’я
зані з числовим трикутником

п =  2 : 1
п =  3 : 1 2
п =  4 : 1 3  5
п =  5 : 1 1  1 2
п =  6 : 1 5 15 ЗО 42

а елементи цього числового трикутника із факторизацією числа 
2п — 1.

Зауваження 3.10.3. Вільні члени многочленів, що є розв’язка
ми 2) та 4) також пов’язані з наведеним вище числовим три
кутником.

Наприклад, для модулів вільних членів 5̂ , 5®, 5§, 5°, 5°0 мно
гочленів 56,57) ®8> 59, 5Ю розв’язків 2) і 4) діофантового рівняння 
|Р(11,т)| =  1 справедливі співвідношення:

ч° -  1 5ю — х>

ч° _  ч°  -  к 
5 9 * 1 0  —  °>

5§ — 2бд +  5ц) =  15,

5? -  35̂  +  35д -  5?о =  ЗО,

5̂  -  45? +  65̂  -  45д +  3% =  42.
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Наведемо приклади розв’язків діофантового рівняння 

\Р(п,т)\ =  ±1, 

які випливають з теорем 3.10.3, 3.10.4.

Теорема 3.10.5. Розв’язками діофантових рівнянь 

|Р(п, тп — 1)| =  1, п =  2 ,3 , . . . ,

\Р(2п -  1, т 2п_1 +  1)| =  1, п =  2 ,3 , . . . ,

\Р{2п, т2п +  1)| =  -1 , п =  1 ,2 ,...

є відповідно:

Зо  =  т п _ 1 , 51 =  т п ~ 2 , . . . ,  8 п - 2  =  т ,  5 „ _  і  =  1,

5 0 =  т 2 п - 2 , 51 -  т 2 п ~ 3 , . . . ,  5 2„ - з  =  т ,  5 2„ - 2  =  1 ,

5 0 =  Ш 2 п _ 1 , 51 - т 2 п ~ 2 , . . . , 5 2п —2 =  т ,  5 2 „ - 1  =  1.

Обчислення спряжених розв’язків до наведених в цій теоремі 
розв’язків залишаємо для читача.

3 . 1 0 .  А л г е б р а ї ч н і  ф о р м и  п - г о  п о р я д к у
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3.11 Задача про шляхи на похилій діаграмі

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАН Н Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ КУТН И Х МАТРИЦЬ

"Як десь у світі є порядок, 
немає кращої поради 
ті обминати береги.
Там вас занудить від нудьги. "
— Винарський В.

— Де мама? -  запитала гостя.
— Пішла!
— Куди?
У північно західному напрямку.9"

Задачі балотування та математичної статистики, задачі про 
випадкові блукання на решітках (див. [71], [138], {23]), породили 
новий напрям у комбінаторному аналізі, де вивчаються траєкторії 
на цілочисельних решітках. У зв’язку з цим природно виникають 
задачі про шляхи на цілочисельних решітках із різними приро
дними обмеженнями {28]. Зокрема, є цілий ряд важливих задач, 
що стосуються шляхів на графах Ферре та похилих діаграмах.

Традиційною задачею, яка розглядається в цілому ряді підру
чників з кобінаторного аналізу є задача про число найкоротших 
шляхів, з дозволеними рухами вліво та вверх, від точки А до то
чки В на цілочисельній решітці зображеній на рисунку

9Надія Іванівна Слонова, актриса Московского театру сатири, у своїх спо
гадах розповідає, що зайшовши якось до Арнольдів, застала лише пятирічно- 
го Володимира. Там і відбувся цей діалог |4].
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А
п

Рис. 3.1.

Як відомо, це число дорівнює

(т +  п\ Ґт +  п
т )  \ п

Наступна теорема дає розв’язок загальної задачі про цілочи- 
сельні решітки.

Теорема 3.11.1. {32]. Число найкоротших шляхів між крайньою 
північно-західною і крайньою південно-східною точками на похи
лій діаграмі

діадг(А, В),

де
А =  {а^1, . . . ,  а^” }, В =  {а^1, . . .  ,а£п}, 

причому /і* ^ \і , і — 1,2, . . .  ,п, дорівнює

Ц А , В ) =  ь ( А і- - АЛ  =  <Иеі°(ау )!<,■«*., (3.11.1)
\Мі•• • Мп/

де

А г  —  М і  +  з  —  і +  1 ,  якщо \ і  — Н у  +  ]  — і +  1  ^  0 ,

0, якщо Хі — +  і  — і +  1 < 0.
(3.11.2)

Доведення. Очевидно, що число найкоротших шляхів на діаграмі
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вп ш  ш ,
N. УV

к

Рис. 3.2.

РОЗДІЛ 3. ЗАСТОСУВАН Н Я ЧИСЛЕННЯ ТРИ К УТН И Х МАТРИЦЬ

дорівнює к +  1, де к — число клітинок цієї діаграми. Діаграма
з рис. в термінах мультимножини може бути записана у вигляді 
сііадг ( { і* }  , 0 ) ,  тому

Розглянемо загальну похилу діаграму <Ііадг(А: В).

В и П

П

Рис. 3.3.

п

На рис. зображено п - і  +  1 клітинок нижнього ряду цієї діагра
ми і к клітинок верхнього її ряду. Очевидно, що число всіх найко- 
ротших шляхів від крайньої північно-західної точки до крайньої 
південно-східної точки, на цій діаграмі, дорівнює сумі п — ̂  + 2  чи
сел Ь{] — 1 ) , . . . ,  Ь(п), які відповідно дорівнюють числам найкоро- 
тших шляхів, що проходять через ліву вертикальну сторону .7-тої 
клітинки і кожну праву вертикальну сторону г-тої (і =  і , . . . ,  п)
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клітинки нижнього ряду діаграми. На рис. 3.3. ці сторони виді
лено жирними лініями. Але число Ь(і), і — і  — 1,. . .  ,п  дорівнює 
аналогічному числу найкоротших шляхів діаграми, яка утворює
ться із діаграми сііадг(А1 В ) в результаті відкидання всіх клітинок 
нижнього ряду і всіх клітинок цієї діаграми, які лежать правіше 
г-го стовпця. Отже, виконується рекурсія:

Аі ••• А _̂ 1 Д? Ду+І • • - Ага |   і І Аі — 1 • • • А̂ —1 1 | _|_
И\ . . .  /і^-1 0 0 . . .  0 /  \ Ді -  1 . . .  Ці-і -  1

::: £:=ї V ::: V ) -  <зіі-з>%=]
де

а д - м V : : : V  і . ' - * - . " .

ь ( і  - 1 ) =  ь Лі — 1 . . .  А _̂ і — і
/XI -  1 . . .  /і^-1 -  1

Таким чином, при допомозі рекурсії (3.11.3), знаходження чи
сла найкоротших шляхів, після скінченного числа кроків, приво
дить до обчислення числа найкоротших шляхів на діаграмах, що 
зображені на рис. .

Доведемо, що верхній Р-парадетермінант (3.11.1), при умові
(3.11.2), задовольняє рекурсію (3.11.3). З цією метою для чисел

/Л і - 1 .. .  Л̂ _і -  1 А,--1 . . .  Аі-1\ / Аі -1  . . .  А ^ і - 1
\Ді 1 ^ - і  -  і  о . . .  о ) '  ••• Мі—1 ~ 1

із рівності (3.11.3), при допомозі (3.11.2), побудуємо відповідно 
трикутні матриці:

\

А_у—і — щ~ і +  1 /
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( Аі — /іі +  1

Л 7 - 1  —  М і  —  3  +  3  . .  

\  —  М і  —  3  +  2  ■ •

\ Аі — мі — * +  2

А '̂-і — Мі-1 +  1 
А_; Мі—і

А «  -  М і - 1  -  ї  +  І Аг -  г +  і  . . .  Аг /  

Цим матрицям відповідають верхні .Р-парадетермінанти виду

гі -1 ... -1

тут через В позначено роги матриці (3.11.2). Таким чином, нам 
необхідно довести, що верхній Р-парадетермінант із цієї теореми 
задовольняє рівність

(Меї0(а у )і^ ^ ^ п =  скМ°(/?.,_ід) +  У^сісіеі0/?,! ( ^
г=3

-1 ... -1

(3.11.4)
Перш за все відзначимо, що Р-парадетермінант, що знаходиться 
в лівій частині рівності (3.11.4), матрицю якого позначимо через 
М, є іГ-парадетермінантом змішаного типу, тобто його частина з 
3-го по п-тий стовпець має вигляд верхнього Р-парадетермінанта 
01п-і+1 Для кращої очності ми відділяємо його вертикальною 
лінією10. Таким чином, згідно із твердженням 2.9.3 маємо рівність
(2.9.12) з якої внаслідок того, що

сі<іе1;0/?.Пі8+і — скіе£0/?га ,-и =  1, 5 =  3, . . . ,  п — 1’ я

випливає рівність

сМеі;0М  =  ск1еІ° -1 8- 1,1 ) (3.11.5)

°Не сплутайте цей парадетерміиант із рекурентними дробами.
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аналогічна до рівності (2.9.18). Рівності (3.11.5) для сіс1еі0ії’8_ід 
при з =  з +  1, . . .  ,п мають відповідно вигляд:

сісієі0Я і̂ =  <Меі°.йд (  ^   ̂ +  <1<іе̂ 0і?^_ід,

3 +  1 
-1ас1еї°^ + ід =  (ІСІеІ^+ід І +  сМеІ°Я.,д,

сісіеі0/?,,,! =  С ІС І е ^ Я п і І П  ) +  СІСІеЬ0 і ? п - 1  1--1

Додаючи їх, отримаємо рівність

асіеі0Л =  ^ (іс іе * 0Дгі ( Д  1 +сМе1:0Д,-_ід. (3.11.6)
г=і

Але, позаяк

МеІ°Вп<3+1 (  5 Д 1 )  -  М еі0В.п і±і =  0

при 5 =  з , . . . ,  п, то, внаслідок рівності (2.9.12), отримаємо рівність

М еІ°Вц  (  _\ )  =  СІСІЄІ0і?,гіЛг1 (  (  ' ' ' х

Таким чином, рівність (3.11.6) дістане вигляд рівності (3.11.4).
Позаяк вилучення клітинок нижнього ряду похилої діаграми 

змінює тільки елементи матриці, які лежать по праву сторону від 
вертикальної лінії, яка розділює матрицю змішаного вигляду, при
чому елементи рогу ВП], внаслідок нерівностей \  > 0, 1 < 3 < 
і ^ п і рівності (3.11.2), додатні, то від’ємні елементи матриці 
(3.11.1) можна замінити нулями. □

Зауваження 3.11.1. При симетрії діаграми відносно бісектриси 
першого квадранта, тобто при переході до спряженої діаграми,
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число найкоротших шляхів не змінюється. Тому замість діаграми, 
зображеної на рис. 3.2.

В

Рис. 3.4.
можна розглядати діаграму, яка складається із к клітинок в одно
му стовпці. При цьому маємо Аі =  к, ц і =  0, і відповідний їй 
Р-парадетермінант буде мати вигляд (к +  1)|. Отже, порядок Р- 
парадетермінанта типу 01 іноді можна зменшити, переходячи до 
спряженої діаграми.

Зауваження 3.11.2. При щ  — .. .  =  дп- і  — 0 матриця змі
шаного типу переходить в матрицю типу 01^ а похила діаграма 
переходить в діаграму Ферре, рис.

Зауваження 3.11.3. При допомозі діаграм Ферре можна отри
мати нові цікаві рекурсії для верхніх Р-парадетермінантів типу 
01°, а при допомозі останніх. — нові комбінаторні тотожності. На
приклад, очевидно, що число всіх найкоротших шляхів на цій діа
грамі Ферре між точками А і В , дорівнює сумі всіх найкоротших 
шляхів, які проходять через виділені на рис. відрізки АіСі , і =
0 , . . . ,  А„. Отже, виконується рекурсія.

(  Аі . . .  Ап А _  ^  /  Аі — і . . .  А„_і -  і А
Ч  0 0 о . . .  0 ) '

яка в термінах верхнього Р-парадетермінанта матиме вигляд

о і°  =  х ;  <шіоКп- ід  ( _х. • • • п ~г 1 ) .  
і = 0  \  • • • /
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Нехай, наприклад, діаграма Ферре має вигляд прямокутни
ка, тобто Аі =  . . .  =  Ап =  к, тоді верхній Р-парадетермінант, 
який дорівнює числу найкоротших шляхів на цій діаграмі є Р- 
парадетермінант типу 01 і має вигляд

к +  1

01 п = {  к к +  1 \ , (3.11.7)

к — п +  2 к — п +  3 . . .  к + 1

Застосовуючи до Р-парадетермінанта (3.11.7) твердження 2.9.16 
і, враховуючи те, що

1 . . .  ^
— к .. .  —к

при ]  =  0 , . . . ,  п, отримаємо рівність

(І +  І )^ -1^ 1} <і.і.7) (п + І)*^1} (п +  к)\оі» = Е (к — 1)! А:! п\к\і=0 К '

Бібліографічні зауваження

До п. 3.2.3. Розклад різних класів натуральних чисел у суму ква
дратів має давню історію. Згадаємо лише гіпотезу Ферма, до
ведену Ойлером, яка стверджує, що кожне просте число виду 
4п + 1, ті € N розкладається в суму двох квадратів натуральних 
чисел, чи теорему Лагранжа про те, що довільне натуральне число 
можна подати у вигляді суми чотирьох квадратів цілих невід’єм
них чисел. Звернемо увагу читача на те, що останні дві теореми 
є лише теоремами існування і не дають конструкції відповідного 
розкладу. Теорему Лагранжа можна довести за допомогою білі- 
нійного закону композиції для чотирьох змінних, що є коорди
натами кватерніонів. Згідно з теоремою Гурвіца білінійний закон
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композиції існує для однієї, двох, чотирьох та восьми змінних (во- 
сьмивимірна неасоціативна алгебра — це алгебра октав Келі).

До п. 3.2.4- Історію розвитку позиційних систем числення та 
відповідну бібліографію можна знайти в [53].

До п. 3.3 Назва “ряд Маклорена” історично неправильна, бо 
Тейлор розглядав такі ряди ще раніше, у 1715 році.

Вперше генератриси ввів А. де Муавр з метою дослідження 
лінійних рекурентних рівнянь. Подальший розвиток метод гене- 
ратрис отримав у роботах Дж. Стірлінга [149], Л. Ойлера [78], 
П.С. Лапласа [127].

На жаль, після Ойлера математики уникали розбіжних рядів 
і тільки на початку XX сторіччя, у працях Е. Бореля, Г.Ф. Воро
ного та Е. Чезаро, теорія розбіжних рядів дістала новий поштовх 
для розвитку і нові важливі застосування (див. [86]). Обгрунту
вання операцій з генератрисами без поняття їх збіжності можна 
знайти в [92], [137], [121]. Чудовим вступом до теорії генератрис 
може слугувати монографія Герберта Вільфа [158].

Композиціям генератрис присвячено п’ятий розділ другого то
му монографії Річарда Стенлі [146]. Там, зокрема, читач знайде 
(див. стор. 36 44) інформацію про формули обернення Лагранжа.

Формула (3.3.1) була відкрита Фаа ді Бруно у 1857 році [106].
До п. 3.4 Серед монографій, в яких зібрано та, певною мірою 

систематизовано формули обернення, у першу чергу слід виділити 
монографію Дж. Ріордана [66], в якій їм присвячено два розділи. 
Однак, у передмові до цієї монографії (стор. 6) Ріордан зазначає, 
що “... комбінаторні тотожності невичерпні та непередбачувані. 
Стара мета навести порядок у цьому хаосі, видається приреченою 
на поразку.” І далі (стор. 7-8): “Число різних пар взаємно оберне
них співвідношень поки-що невелике, а можливості для подальшо
го збільшення їх числа визначити важко.” Зрозуміло, що такі мо
жливості могли б дати загальні підходи для побудови таких спів
відношень. Тут слід виділити монографію Стенлі [146], в якій він 
розглядає загальний матричний метод побудови взаємно оберне
них співвідношень. Проте найкраще ідею цього загального методу
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побудови формул обернення висвітлено в монографіях М. Айгнера 
(|1|, стор. 119 121) та Платонова МЛ. ([61], стор. 57 109). У пер
шій монографії автор виділяє клас біноміальних послідовностей, 
для якого цей загальний метод реалізовується порівняно просто. 
Проте Айгнер також звертає увагу на значні труднощі знаходжен
ня коефіцієнтів зв’язку для довільних послідовностей (стор. 124). 
У другій монографії розглядаються обернення матриць з різними 
узагальненими комбінаторними числами, введено поняття ротації, 
що є зручним методом перетворення комбінаторних тотожностей, 
та наводиться ряд формул обернення. Цікаві результати, що ма
ють пряме відношення до обернення формул, читач знайде також 
У [115]-[152].

До п. 3.5.1. Теорема 3.6.1 є новою.
До п. 3.7. Всі поняття та теореми цього параграфу є новими.
До п. 3.8. Фундаментальною роботою, на базі якої побудовано 

цей параграф є забута робота {112] столітньої давності німецького 
математика Е. Фюрстенау (Е.РшйЬіепаи).

До п. 3.9. Теореми 3.9.1, 3.9.2, можливо, є новими. Теорема 
3.9.3 про загальний розв’язок діофантового рівняння, що є 3-ви- 
мірним аналогом рівняння Пелля та теорема 3.9.4 про раціональні 
наближення кубічних форм є новими.

Багато цікавої інформації читач знайде у статтях: [24],[10],[98],
[128],[99].

До п. 3.10. Теорема 3.10.1 про ізоморфізм (п,ш)-форм з де
якими класами квадратних матриць та теорема 3.10.2 про зв’язок 
(п, га)-форм з алгебраїчними рівняннями п-го порядку, можливо, 
є новими. Теореми 3.10.3, 3.10.4 та всі результати п. 3.10.2 є нови
ми.

До п. 3.11. У цьому параграфі доведено одну загальну комбіна
торну теорему 3.11.1 про найкоротші шляхи на похилій діаграмі. 
Дослідження у цьому напрямку привели автора до поняття пара- 
функцій трикутних матриць.
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хп(*), хп(*\ п = 1,2,...,10
за степенями х :

= 1,

х 2 < * >  =  х 2  +  * Х ,  

а; 3 * 4  =  х 3  +  3 /е х 2  +  2 * 2 х ,  

х 4 < * >  =  X 4  +  6 * х 3  +  1 1 * 2 х 2  +  6 * 3 х ,  

х 5 < * >  =  х 5  +  1 0 * х 4  +  З 5 * 2 х 3 + 5 0 * 3 х 2 +  2 4 * 4 х ,  

х 6 { к )  =  х 6  + 1 5 * х 5  +  8 5 * 2 х 4  + 2 2 5 к3 х 3 +  2 7 4 * 4 х 2  +  1 2 0 * 5 х ,  

х 7 < к > =  х 7  +  2 1 * х 6  +  1 7 5 * 2 х 5  +  7 3 5 * 3 х 4  +  1 6 2 4 * 4 х 3  +  1 7 6 4 * 5 х 2  +

+ 7 2 0 кбх,
х 8 { к }  _  х 8  +  2 8 / е х 7  +  3 2 2 * 2 х 6  +  1 9 6 0 * 3 х 6  +  6 7 6 9 * 4 х 4  +  1 3 1 3 2 * 5 х 3  +  

+ 1 3 0 6 8 * 6 х 2 +  5 0 4 0 * 7 х ,  

х 9 { к >  =  х 9  +  3 6 * х 8  +  5 4 6 * 2 х 7  +  4 5 3 6 * 3 х б  +  2 2 4 4 9  * 4 х 5 +  6 7 2 8 4 * 5 х 4  +  

+ 1 1 8 1 2 4 * 6 х 3  +  1 0 9 5 8 4 * 7 х 2 +  4 0 3 2 0 * 8 х ,  

х 10<к} =  х10 +  4 5  кх9 +  8 7 0 * 2 х 8 +  9 4 5 0 * 3 х 7  +  6 3 2 7 3 * 4 х 6  +  269325*5 х 5 +  

+ 723680*6х 4 +  1 1 7 2 7 0 0 * 7 х 3  +  1 0 2 6 5 7 6 * 8 х 2 +  3 6 2 8 8 0 * 9 х .

х ° < ~ к > = 1 ,

*Ч-к>=х, 
х 2 { - к )  = х 2 _ к Х ' 

х 3 { - к }  _  х 3  _  зкх2 +  2 ) і2 х ,  

х 4 ( _ к }  =  х 4  -  6 * х 3  +  1 » 2 і 2  -  6 к 3 х ,  

х5{-к)  _  д.5  _  10кх* +  З 5 )с2 х 3  -  5 0 * 3 х 2  +  2 4 * 4 х ,  

х 6 ( ~ * > = х 6  1 5 * х 5  +  8 5 * 2 х 4  -  2 2 5 * 3 х 3  + 2 7 4 * 4 х 2  - 1 2 0 * 5 х ,

х 7 { - г = }  _  ,,.7  _  2 1 і с х 6  +  ! 7 5 / с 2 х 5  -  7 3 5 * 3 х 4  +  1 6 2 4 * 4 х 3  -  1 7 6 4 * 5 х 2  +  + 7 2 0 * б х ,  

хН-к}  _  ^.8 _  2вкх7 +  3 2 2 * 2 х 6  -  1 9 6 0 * 3 х 5 +  6 7 6 9 * 4 х 4  -  1 3 1 3 2 * 6 х 3  +  

+ 1 3 0 6 8 * 6 х 2  -  5 0 4 0 * 7 х ,  

х в {  - * }  =  х 9  _  з 6 ^д ;8  +  5 4 6 / с 2 х 7  -  4 5 3 6 * 3 х б  +  2 2 4 4 9 * 4 х 5  -  6 7 2 8 4 * 5 х 4  +  

+ 1 1 8 1 2 4 * ° х 3  -  1 0 9 5 8 4 * 7 х 2  + 4 0 3 2 0 * 8 х ,

;Г. 1 0 {  - /с }  _  т 10  _  45кт9 +  8 7 0 Л . 2 Т 8  _  д 4 5 0 / с 3 х 7  +  6 3 2 7 3 * 4 х 6  -  2 6 9 3 2 5 * 5 х 5  +  

+ 7 2 3 6 8 0 * 6 х 4  -  1 1 7 2 7 0 0 * 7 х 3 +  1 0 2 6 5 7 6 * 8 х 2  -  362880*9 х .

Д од а ток  1. Розвинення м н огочл ен ів
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Додаток 2. Розвинення факторіального степеня
(х  + і)п(к\ п — 1,2, . . . ,  10 за степенями х  :

(х  +  4)0{|=> =  1,

( х  +  4 )1^ ^  =  X +  4,

(х  +  < )2 {к >  =  х 2 +  (24 +  к ) х  +  (42 +  к і ) ,

(х  +  4 )3 (Іс} =  х 3 +  (ЗІ +  3 * ) х 2 +  (З І2 +  6*4 +  2 к2 ) х  +  (43 +  3 *4 2 +  2 к2 і ) ,

(х  +  і ) 4 * '1* =  х 4 +  (44 +  6 * ) х 3 +  (642 +  18*4 +  1 1 * 2 ) х 2 +

+ (4 4 3 +  18*42 +  22к21 +  6  к3 ) х  +  (44 +  6кг3 +  I I* ;2 ! 2 +  6  к 31) ,

( х  +  4 )5 { '[> =  х 5 +  (54 +  10 к ) х 4 +  (1042 +  40*4  +  З 5 *2 ) х 3 +

+  (1043 +  60к12 +  Ю 5 * 2 4 +  5 0 * 3 ) х 2 +

+ (5 4 4 +  4 0*4 3 +  1 0 5 * 2 42 +  1 0 0 * 3 4 +  2 4 * 4 ) х +

+ (4 5 +  Ю *44 +  З 5 * 2 43 +  5 0 * 3 12 +  2 4 * 4 4),

( х  +  4 )6 { к }  =  х б +  (64 +  1 5 * )х 5 +  (1542 +  7 5 к і  +  8 5 к 2 ) х 4 +

+ (2 0 4 3 +  150к42 +  340)с2 4 +  2 2 5 к 3 ) х 3 +

+  (1 5 4 4 +  150к43 +  510А;2 42 +  6 7 5 £ 3 4 +  2 7 4 к 4 ) х 2 +

+ (6 4 б +  75)с44 +  340УЬ2 43 +  675Ь 3 42 +  5481с4 4 +  1 20 к 5 ) х +

+ ( « 6 +  15(с45 +  85/Ь2 44 +  22Ьк3 і 3 +  274 к л і 2 +  120А;5 4),

(х  +  4 )7{іс> =  х 7 +  (74 +  2 1 к ) х 6 +  (2142 +  126*4 +  175 к2 ) х 5 +

+  (3 5  43 +  3 1 5 *42 +  875/с2 і +  7 3 5 * 3 ) х 4 +

+ (3 5 4 4 +  420Ус43 +  1750*;2 42 +  2 9 4 0 * 3 4 +  1624к 4 ) х 3 +

+ (2 1 4 6 +  3 1 5 *  44 +  1 7 5 0 * 2 43 +  4 4 1 0 * 3 42 +  4872*;4 ( +  1 7 6 4 * 5 ) х 2 +

+ (7 4 6 +  126/с45 +  875/с2 44 +  2940(с3 43 +  4872іс4 42 +  3528)с5 4 +  7 2 0 * 6 )х  +

+ (4 7 +  2 1*4 6 +  1 7 5 * 2 45 +  7 3 5 * 3 44 +  1 6 2 4 * 4 43 +  1764*:5 42 +  720(=6 4),

( х  +  4 )8 {  4:1 =  х 8 +  (84 +  2 8 к ) х 7 +  (2842 +  196*4 +  3 2 2 * 2 ) х 6 +

+ (5 6 4 3 +  5 88 *4 2 +  1 9 3 2 * 2 4 +  1 9 6 0 * 3 ) х 5 +

+  (7044 +  9 80 *4 3 +  4 8 3 0 * 2 42 +  9 8 0 0 * 3 4 +  6 7 6 9 * 4 ) х 4 +

+ (5 6 4 5 +  9 8 0 *4 4 +  6 4 4 0 * 2 43 +  1 9 6 0 0 * 3 42 +  2 7 0 7 6 * 4 4 +  1 3 1 3 2 * 5 ) х 3 +

+  (2846 +  5 88 *4 5 +  4 8 3 0 * 2 44 +  1 9 6 0 0 * 3 43 +  4 0 6 1 4 * 4 Є2 +  3 9 3 9 6 * 5 4 +  1 3 0 6 8 * 6 ) х 2 +

+ (8 4 7 +  196*46 +  1 9 3 2 * 2 45 +  9 8 0 0 * 3 44 +  2 7 0 7 6 * 4 43 +  3 9 3 9 6 * 5 ( 2 +  2 6 1 3 6 * 6 4 +  5 0 4 0 * 7 )х  

+  (48 +  2 8*4 7 +  322  * 2 (6 +  1960* 3 45 +  6 7 6 9 * 4 44 +  1 3 1 3 2 * 5 43 +  13068/с6 42 +  50  4 0 * 7 6),

(х  +  4)9{|е} = х 9 +  (94 +  3 6 й )х 8 +  (3 6 4 2 +  288*4  +  5 4 6 * 2 ) х 7 +

+  (8443 +  1 00 8*1 2 +  3 8 2 2 * 2 4 +  4 5 3 6 * 3 )х 6 +

+ (1 2 6 4 4 +  2 01 6*4 3 +  1 1 4 6 6 * 2 42 +  2 7 2 1 6 * 3 4 +  2 2 4 4 9 * 4 ) х 5 +

+  (12645 +  2 52 0*4 4 +  1 9 1 1 0 * 2 43 +  6 8 0 4 0 * 3 42 +  1 12 24 5 *4 4 +  6 7 2 8 4 * 5 ) х 4 +

+  (8446 + 2 0 1 6 * 4 5 +  1 9 1 1 0 * 2 44 +  9 0 7 2 0 * 3 43 +  2 2 4 4 9 0 * 4 42 + 2 6 9 1 3 6 * 6 4 +  1 18 12 4 *6 ) х 3+  

(3647+  1008* і 6+  1 1 4 6 6 * 2 45 + 6 8 0 4 0 * 3 44 + 2 2 4 4 9 0 * 4 43 + 4 0 3 7 0 4 * 5 42 + 3 5 4 3 7 2 * 6 4 +  1 0 9 5 8 4 * 7 ) х 2+
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(948+288к47+ 3822/с24б+27216*;345+112245*:444+ 26913 6*543+ 3 5 4 3 7 2 /Л 2+219168*:7 4+40320к8 ):г)- 

( і 9 +  36А:48 + 546к2 17 +  4536к3 4в +  22449Ь445 + 67284к5*4 +  118124*:6 13 + 109584А;7 42 +  403201с8 4),

( х  +  0 1 0 {к > =  І 10 +  ( ю «  +  4 5 )с ) і9 +  (4542 +  405  к і  +  870(с2 )я 8 +

+ (1 2 0 (3 +  1620И 2 +  6960к21 +  9450(с3 ) і 7+

+ (2Ю 44 +  3780/с43 +  24360/с242 +  6 6 1 5 0 Л  +  63273Ь4)а:6 +

+  (25245 +  5670 к і 4 +  48720/с243 +  198450(с3 42 +  379638 к4 і +  269325*:!“) і 5 +

+ (2 1 0 4 6 +  5 6 7 0 к і 5 +  609 00 Ь 2 44 +  330750Ь 3 43 +  949 09 5 /с4 42 +  1346625Ь 5 4 +  7 23 68 0 к 6 ) і 4 +  

(12047+ 3 7 8 0 к 4 6+ 4 8 7 2 0 (с245+ 3 3 0 7 5 0 Л 4+ 1 2 6 5 4 6 0 )і443+ 2 6 9 3 2 5 0 (:''4 2+  2 8 9 4 7 2 0 к 6 4+1 17 2 70 0 *;7 )а;?(- 

(4548+1620 (г47+  2 4 3 6 0 /Ь24б+ 1 9 8 4 5 0 Ь 345+ 949095*:444+ 2 6 9 3 2 5 0 # Л 3+ 4342080А :642+3518100<с74+10265761с8 ) х 2+  

(10494405/Ь48+6960Л 247+66150)С 346+ 3 7 9 6 3 8 * :445+1346625/І:5444 -2 8 9 4 7 2 0 Л 3+ 3 5 1 8 1 0 0 * :742+ 2 0 5 3 1 5 2 * !84+362880*;9)*Ь 

(4 10+45<с49+ 8 7 0 * :248+ 94501с347+ 63273І= 446+ 2 6 9 3 2 5 » А 5+ 7 2 3 6 8 0 * :644+ 1 1 7 2 7 0 о Л 3+ 1026576*:842+ 3 6 2 8 8 0 ) Л ) .

Додаток 3. Факторіальні числові трикутники. Нижче за
пис

(х +  т ) п<*> -> (х +  і)і{8}

означає представлення многочлена (х  +  т)п№  у вигляді лінійної 
комбінації многочленів (х +  і)г(8\ і =  0 ,1 , . . . ,  п.

При п =  0 ,1 ,2 ,... коефіцієнти лінійних комбінацій утворюють 
деякий числовий трикутник І], ]  =  1 ,2 ,...,4 2 .

ї ї .  (х  — 1)П{ ^ > (х +  1)

- 2 1
6 - 4 1

- 2 4 1 8 - 6 1
1 2 0 - 9 6 3 6 - 8 1

- 7 2 0 6 0 0 - 2 4 0 6 0 - 1 0 1
5 0 4 0 - 4 3 2 0 1 8 0 0 - 4 8 0 9 0 - 1 2

- 4 0 3 2 0 3 5 2 8 0 - 1 5 1 2 0 4 2 0 0 - 8 4 0 1 2 6
3 6 2 8 8 0 3 2 2 5 6 0 1 4 1 1 2 0 - 4 0 3 2 0 8 4 0 0 1 3 4 4

- 3 6 2 8 8 0 0 3 2 6 5 9 2 0 - 1 4 5 1 5 2 0 4 2 3 3 6 0 - 9 0 7 2 0 1 5 1 2 0
1 6 8

- 2 0 1 6

1
- 1 6

2 1 6 1 /
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Ї 2 .  (х -  1)«{-1} _> (х +  1)<.

- 3 1
1 2 - 7 1

- 6 0 4 7 - 1 2 1
3 6 0 - 3 4 2 1 1 9 - 1 8 1

- 2 5 2 0 2 7 5 4 - 1 1 7 5 2 4 5 - 2 5 1
2 0 1 6 0 - 2 4 5 5 2 1 2 1 5 4 - 3 1 3 5 4 4 5 - 3 3 1

- 1 8 1 4 4 0 2 4 1 1 2 8 - 1 3 3 9 3 8 4 0 3 6 9 - 7 1 4 0 7 4 2 - 4 2 1
1 8 1 4 4 0 0 - 2 5 9 2 7 2 0 1 5 8 0 5 0 8 - 5 3 7 6 2 8 1 1 1 7 6 9 - 1 4 5 6 0 1 1 6 2 - 5 2  1

- 1 9 9 5 8 4 0 0 3 0 3 3 4 3 2 0 - 1 9 9 7 8 3 0 8 7 4 9 4 4 1 6 - 1 7 6 7 0 8 7 2 7 1 9 2 9 - 2 7 3 4 2 1 7 3 4  - 6 3

ІЗ. (х -  1)пЬ і }  =  (ж+ і)*{і}.
1

- 4
20

-1 2 0
8 4 0

- 6 7 2 0
6 0 4 8 0

- 6 0 4 8 0 0
6 6 5 2 8 0 0

1
- 1 0

9 0
- 8 4 0
8 4 0 0

- 9 0 7 2 0
1 0 5 8 4 0 0
1 3 3 0 5 6 0 0

1
- 1 8
2 5 2

- 3 3 6 0
4 5 3 6 0

- 6 3 5 0 4 0
9 3 1 3 9 2 0

1
- 2 8  
5 6 0  

- 1 0 0 8 0  
1 7 6 4 0 0  
3 1 0 4 6 4 0

1
- 4 0
1 0 8 0

- 2 5 2 0 0
5 5 4 4 0 0

1
- 5 4

1 8 9 0
5 5 4 4 0

1
- 7 0

3 0 8 0
\  - 7 9 8 3 3 6 0 0  1 7 9 6 2 5 6 0 0  - 1 4 3 7 0 0 4 8 0  5 5 8 8 3 5 2 0  - 1 1 9 7 5 0 4 0  1 4 9 6 8 8 0  - 1 1 0 8 8 0  4 7 5 2  - 1 0 8  1 /

)П (х  +  1)* {- і } .

/  1 1 V
1 -1 1

-1 1 0 1
1 -1 1 2 1

-1 1 0 5 5 1
1 -1 1 10 20 9 1

— 1 1 0 21 70 56 14 і
1 -1 1 42 231 294 126 20 1

V - і 1 0 85 735 1407 924 246 27 1

45. (х -  1)п -> (х +  1)*.

- 2 1
4 - 4 1

- 8 1 2 - 6 1
1 6 - 3 2 2 4 - 8 1

- 3 2 8 0 - 8 0 4 0 - 1 0 1
6 4 - 1 9 2 2 4 0 - 1 6 0 6 0 - 1 2 1

- 1 2 8 4 4 8 - 6 7 2 5 6 0 - 2 8 0 8 4 1 4 1
2 5 6 - 1 0 2 4 1 7 9 2 - 1 7 9 2 1 1 2 0 - 4 4 8  1 1 2 - 1 6 1

1 - 5 1 2 2 3 0 4 - 4 6 0 8 5 3 7 6 - 4 0 3 2 2 0 1 6 6 7 2 1 4 4 - 1 8 1

Ї6 х  - 1  ) П  _ ► ( х  +

/ 1

9
1

- 7 1
- 2 7 3 7 - 1 2 1

8 1 - 1 7 5 9 7 - 1 8 1
- 2 4 3 7 8 1 - 6 6 0 2 0 5 - 2 5 1

7 2 9 - 3 3 6 7 4 0 8 1 1 8 9 0 3 8 0 3 3 1
- 2 1 8 7 1 4 1 9 7 - 2 3 7 7 2 1 5 4 2 1 - 4 5 5 0 6 4 4 - 4 2 1
6 5 6 1 5 8 9 7 5 1 3 3 0 5 7 - 1 1 6 2 9 8 4 7 2 7 1 - 9 7 0 2 1 0 2 2 - 5 2 І

\ - 1 9 6 8 3 2 4 2 4 6 1 - 7 2 4 2 6 0 8 3 0 8 4 5 - 4 4 7 1 9 5 1 2 4 8 8 7 1 8 9 0 0 1 5 4 2 - 6 3 і /

445



Додатки

/ 1 0 1

і7. {х — і )п{1} _> (х +  1)^-1}.

0 2 1
0 6 6 1
0 2 4 3 6 1 2 1
0 1 2 0 2 4 0 1 2 0 2 0 1
0 7 2 0 1 8 0 0 1 2 0 0 6 3 0 ЗО 1
0 5 0 4 0 1 5 1 2 0 1 2 6 0 0 4 2 0 0 6 4 4 4 2 1
0 4 0 3 2 0 1 4 1 1 2 0 1 4 1 1 2 0 5 8 8 0 0 1 1 7 6 0 1 1 7 6 5 6  1
0 3 6 2 8 8 0 1 4 5 1 5 2 0 1 6 9 3 4 4 0 8 4 6 7 2 0 2 1 1 6 8 0 2 8 2 2 4 2 0 1 6  7 2

*8. (х -  1)"^> (х  +  І)1.

1
- 1 1
0 - 1 1
0 - 1 0 1
0 - 2 - 1 2 1
0 - 6 - 5 5 5 1
0 - 2 4 - 2 6 1 5 2 5 9 1
0 - 1 2 0 - 1 5 4 4 9 1 4 0 7 0 1 4 1
0 - 7 2 0 - 1 0 4 4 1 4 0 8 8 9 5 6 0 1 5 4 2 0
0 - 5 0 4 0 - 8 0 2 8 - 6 4 6 3 6 3 4 8 0 9 1 6 3 8 2 9 4

1
2 7  1 У

1:9. ( х -  І)"*1* -> (х +  І)**1*.

1
- 2 1
2 - 4 1
0 6 - 6 1
0 0 1 2 - 8 1
0 0 0 2 0 - 1 0 1
0 0 0 0 ЗО - 1 2 1
0 0 0 0 0 4 2 - 1 4 1
0 0 0 0 0 0 5 6 - 1 6
0 0 0 0 0 0 0 7 2

1
- 1 8 1 /

*10. хп*-і} _► Xі.

( 1
- 1 1

2 3 1
- 6 11 - 6 1
2 4 - 5 0 3 5 - 1 0 1

- 1 2 0 2 7 4 - 2 2 5 8 5 - 1 5 1
7 2 0 - 1 7 6 4 1 6 2 4 - 7 3 5 1 7 5 - 2 1 1

- 5 0 4 0 1 3 0 6 8 - 1 3 1 3 2 С 7 6 9 - 1 9 6 0 3 2 2 - 2 8 1
4 0 3 2 0 - 1 0 9 5 8 4 1 1 8 1 2 4 - 6 7 2 8 4 2 2 4 4 9 - 4 5 3 6 5 4 6 - 3 6

- 3 6 2 8 8 0 1 0 2 6 5 7 6 - 1 1 7 2 7 0 0 7 2 3 6 8 0 - 2 6 9 3 2 5 6 3 2 7 3 - 9 4 5 0 8 7 0

1

\

1
- 4 5  1 /

446

Додатки

И .  х п(- — »  XІ { 1 }

1
- 2 1
6 - 6 1

- 2 4 3 6 - 1 2 1
1 2 0 - 2 4 0 1 2 0 - 2 0 1

- 7 2 0 1 8 0 0 - 1 2 0 0 3 0 0 - З О 1
5 0 4 0 - 1 5 1 2 0 1 2 6 0 0 - 4 2 0 0 6 3 0 - 4 2 1

- 4 0 3 2 0 1 4 1 1 2 0 - 1 4 1 1 2 0 5 8 8 0 0 - 1 1 7 6 0 1 1 7 6 - 5 6  1
3 6 2 8 8 0 - 1 4 5 1 5 2 0 1 6 9 3 4 4 0 - 8 4 6 7 2 0 2 1 1 6 8 0 - 2 8 2 2 4 2 0 1 6  - 7 2

- 3 6 2 8 8 0 0 1 6 3 2 9 6 0 0 - 2 1 7 7 2 8 0 0 1 2 7 0 0 8 0 0 - 3 8 1 0 2 4 0 6 3 5 0 4 0 - 6 0 4 8 0  3 2 4 0

£12. х +  1)г{ - 1}.
/ 1 \

- 1 1
2 - 2 1
-6 6 -3 1
2 4 - 2 4 1 2 - 4 1

- 1 2 0 1 2 0 - 6 0 2 0 - 5 1
7 2 0 - 7 2 0 3 6 0 - 1 2 0 ЗО - 6 1

- 5 0 4 0 5 0 4 0 - 2 5 2 0 8 4 0 - 2 1 0 4 2 - 7  1
4 0 3 2 0 - 4 0 3 2 0 2 0 1 6 0 - 6 7 2 0 1 6 8 0 - 3 3 6 5 6  - 8 1

V - 3 6 2 8 8 0 3 6 2 8 8 0 - 1 8 1 4 4 0 6 0 4 8 0 - 1 5 1 2 0 3 0 2 4 - 5 0 4  7 2 - 9 1 /

а з .  хп( т1

х  +  1 у .
1

- 2 1
6 - 5 1

- 2 4 2 6 - 9 1
1 2 0 - 1 1 5 4 7 1 - 1 4 1

- 7 2 0 1 0 4 4 - 5 8 0 1 5 5 - 2 0 1
5 0 4 0 - 8 0 2 8 5 1 0 4 - 1 6 6 5 2 9 5 - 2 7 1

- 4 0 3 2 0 6 9 2 6 4 - 4 8 8 6 0 1 8 4 2 4 - 4 0 2 5 5 1 1 - 3 5 1
3 6 2 8 8 0 6 6 3 6 9 6 5 0 9 0 0 4 - 2 1 4 6 7 6 5 4 6 4 9 - 8 6 2 4 8 2 6 - 4 4 1

- 3 6 2 8 8 0 0  6 9 9 9 8 4 0 - 5 7 5 3 7 3 6 2 6 5 5 7 6 4 - 7 6 1 1 6 6 1 4 0 8 8 9 - 1 6 8 8 4 1 2 6 6 - 5 і /
і14. _> (х +

1-З
12

- 6 0
3 6 0

- 2 5 2 0
2 0 1 6 0

- 1 8 1 4 4 0
1 8 1 4 4 0 0

6 0
- 4 8 0
4 2 0 0

- 4 0 3 2 0
4 2 3 3 6 0

- 4 8 3 8 4 0 0

1
- 1 5
1 8 0

-2100

2 5 2 0 0
- 3 1 7 5 2 0
4 2 3 3 6 0 0

1
- 2 4
4 2 0

- 6 7 2 0
1 0 5 8 4 0

- 1 6 9 3 4 4 0

1
- 3 5
8 4 0

- 1 7 6 4 0
3 5 2 8 0 0

1
- 4 8
1 5 1 2

- 4 0 3 2 0

1
- 6 3

2 5 2 0
1

- 8 0
- 1 9 9 5 8 4 0 0  5 9 8 7 5 2 0 0  - 5 9 8 7 5 2 0 0  2 7 9 4 1 7 6 0  - 6 9 8 5 4 4 0  9 9 7 9 2 0  - 8 3 1 6 0  3 9 6 0

1
- 9 9  1 /

£15. хп Xі*- !}.
/  1 \і

3 1
7 6 1

1 5 2 5 1 0 1
3 1 9 0 6 5 1 5 1
6 3 3 0 1 3 5 0 1 4 0 2 1 1

1 2 7 9 6 6 1 7 0 1 1 0 5 0 2 6 6 2 8 1
2 5 5 3 0 2 5 7 7 7 0 6 9 5 1 2 6 4 6 4 6 2 3 6 1

V і 5 1 1 9 3 3 0 3 4 1 0 5 4 2 5 2 5 2 2 8 2 7 5 8 8 0 7 5 0 4 5 1 /
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Додатки

£ 1 6 . Х п  — > Х %{ 1} .

( 1 \
— 1 і1 -3 1-1 7 - 6 11 - 1 5 2 5 - 1 0 1-1 31 - 9 0 6 5 - 1 5  11 - 6 3 3 0 1 - 3 5 0 1 4 0  - 2 1 1
- 1 1 2 7 - 9 6 6 1 7 0 1 - 1 0 5 0  2 6 6 - 2 8 1

1 - 2 5 5 3 0 2 5 - 7 7 7 0 6 9 5 1  - 2 6 4 6 4 6 2 - 3 6 1
V і 5 1 1 - 9 3 3 0 3 4 1 0 5 - 4 2 5 2 5  2 2 8 2 7 - 5 8 8 0 7 5 0 - 4 5  1 /

7. х п ( х +  1)‘<- П .

/  1 \
0
0 1 1
0 1 3 1
0 1 7 6 1
0 1 1 5 2 5 1 0  1
0 1 3 1 9 0 6 5  1 5  1
0 1 6 3 3 0 1 3 5 0  1 4 0  2 1 1
0 1 1 2 7 9 6 6 1 7 0 1  1 0 5 0  2 6 6 2 8 1

\  о 1 2 5 5 3 0 2 5 7 7 7 0  6 9 5 1  2 6 4 6 4 6 2 3 6  1

1 1 8 . Х п - » < х  +  1 ) * .

(  1 \
- 1 1

1 - 2  1
- 1 3  - 3 1

1 - 4  6 - 4 1
- 1 5  - 1 0 1 0 - 5  1

1 - 6  1 5 - 2 0 1 5  - 6  1
- 1 7  - 2 1 3 5 - 3 5  2 1  - 7 1

1 - 8  2 8 - 5 6 7 0  - 5 6  2 8 - 8 1
V - і 9  - 3 6 8 4 - 1 2 6  1 2 6  - 8 4 3 6 - 9 1 /

119. X ті - > < х  +

/
- 2 і

- 5 і
- 8 1 9 - 9 1
іб - 6 5 5 5 - 1 4 1

- 3 2 2 1 1 - 2 8 5 1 2 5 - 2 0  1
6 4 6 6 5 1 3 5 1 - 9 1 0 2 4 5  - 2 7 1

- 1 2 8 2 0 5 9 - 6 0 6 9 5 9 0 1 - 2 3 8 0  4 3 4 - 3 5 1
2 5 6 - 6 3 0 5 2 6 3 3 5 - 3 5 5 7 4 2 0 1 8 1  - 5 4 1 8 7 1 4 - 4 4

\  - 5 1 2 1 9 1 7 1 - 1 1 1 6 4 5 2 0 4 2 0 5 - 1 5 6 6 6 0  5 8 1 0 7 - 1 1 1 3 0  1 1 1 0

£20. х п { і )  _ ►  (я  +  1) г { -1 }

( 1
3 1

1 2 8 1
6 0 6 0 1 5 1

3 6 0 4 8 0 1 8 0 2 4  1
2 5 2 0 4 2 0 0 2 1 0 0 4 2 0  3 5 1

2 0 1 6 0 4 0 3 2 0  2 5 2 0 0 6 7 2 0  8 4 0 4 8 1
1 8 1 4 4 0 4 2 3 3 6 0  3 1 7 5 2 0 1 0 5 8 4 0  1 7 6 4 0 1 5 1 2 6 3 1

V 1 8 1 4 4 0 0 4 8 3 8 4 0 0  4 2 3 3 6 0 0 1 6 9 3 4 4 0  3 5 2 8 0 0 4 0 3 2 0 2 5 2 0 8 0

1
- 5 4 1 У

1 /

Додатки

£21. хпМ  -> ( х -  1 )*.

/ і \
2 1
6 5 1

2 4 2 6 9 1
1 2 0 1 5 4 7 1 1 4 1
7 2 0 1 0 4 4 5 8 0 1 5 5 2 0 1

5 0 4 0 8 0 2 8 5 1 0 4 1 6 6 5 2 9 5 2 7 1
4 0 3 2 0 6 9 2 6 4 4 8 8 6 0 1 8 4 2 4 4 0 2 5 5 1 1 3 5 1

3 6 2 8 8 0 6 6 3 6 9 6 5 0 9 0 0 4 2 1 4 6 7 6 5 4 6 4 9 8 6 2 4 8 2 6 4 4 1V 3 6 2 8 8 0 0 6 9 9 9 8 4 0 5 7 5 3 7 3 6 2 6 5 5 7 6 4 7 6 1 1 6 6 1 4 0 8 8 9 1 6 8 8 4 1 2 6 6 5 4  1 /

£22 . хп{1} -> (X -  і)-  І # .

/ і
і 1
2 2 1
6 6 3 1

2 4 2 4 1 2 4 1
1 2 0 1 2 0 6 0 2 0 5 1
7 2 0 7 2 0 3 6 0 1 2 0 ЗО 6 1

5 0 4 0 5 0 4 0 2 5 2 0 8 4 0 2 1 0 4 2 7 1
4 0 3 2 0 4 0 3 2 0 2 0 1 6 0 6 7 2 0 1 6 8 0 3 3 6 5 6 8

V 3 6 2 8 8 0 3 6 2 8 8 0 1 8 1 4 4 0 6 0 4 8 0 1 5 1 2 0 3 0 2 4 5 0 4 7 2 1 /

£23. хп̂ } •{-1}

1
2 6

2 4  
120 

7 2 0  
5 0 4 0  

4 0 3 2 0  
3 6 2 8 8 0  

\  3 6 2 8 8 0 0

16
3 6

2 4 0
1 8 0 0

1 5 1 2 0
1 4 1 1 2 0

1 4 5 1 5 2 0
1 6 3 2 9 6 0 0

1
12

120
1200

1 2 6 0 0
1 4 1 1 2 0

1 6 9 3 4 4 0
2 1 7 7 2 8 0 0

1
20

3 0 0
4 2 0 0

5 8 8 0 0
8 4 6 7 2 0

1 2 7 0 0 8 0 0

1
ЗО

6 3 0
1 1 7 6 0

2 1 1 6 8 0
3 8 1 0 2 4 0

1
4 2

1 1 7 6
2 8 2 2 4

6 3 5 0 4 0

1
5 6

2 0 1 6
6 0 4 8 0

1
7 2

3 2 4 0
1

9 0 1 /

£24. хп{1}

1
1 1
2 3 1
6 1 1 6 1

2 4 5 0 3 5 1 0 1
1 2 0 2 7 4 2 2 5 8 5 1 5 1
7 2 0 1 7 6 4 1 6 2 4 7 3 5 1 7 5 2 1 1

5 0 4 0 1 3 0 6 8 1 3 1 3 2 6 7 6 9 1 9 6 0 3 2 2 2 8 1
4 0 3 2 0 1 0 9 5 8 4 1 1 8 1 2 4 6 7 2 8 4 2 2 4 4 9 4 5 3 6 5 4 6 3 6

3 6 2 8 8 0 1 0 2 6 5 7 6 1 1 7 2 7 0 0 7 2 3 6 8 0 2 6 9 3 2 5 6 3 2 7 3 9 4 5 0 8 7 0
1

4 5 1 /
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Додатки

І25. х п{і}_+ [х +  1)*<- 1 } .

(  і
і 1
2 4 1
6 1 8 9 1

2 4 9 6 7 2 1 6 1
1 2 0 6 0 0 6 0 0 2 0 0 2 5 1
7 2 0 4 3 2 0 5 4 0 0 2 4 0 0 4 5 0 3 6  1

5 0 4 0 3 5 2 8 0 5 2 9 2 0 2 9 4 0 0 7 3 5 0 8 8 2  4 9
4 0 3 2 0 3 2 2 5 6 0 5 6 4 4 8 0 3 7 6 3 2 0 1 1 7 6 0 0 1 8 8 1 6  1 5 6 8

\  3 6 2 8 8 0 3 2 6 5 9 2 0 6 5 3 1 8 4 0 5 0 8 0 3 2 0 1 9 0 5 1 2 0 3 8 1 0 2 4  4 2 3 3 6

і
6 4

V о
£27. хп

1
0 1
0 1 1
0 2 3 1
0 6 1 1 6 1
0 2 4 5 0 3 5 1 0 1
0 1 2 0 2 7 4 2 2 5 8 5 1 5 1
0 7 2 0 1 7 6 4 1 6 2 4 7 3 5 1 7 5 2 1 1
0 5 0 4 0 1 3 0 6 8 1 3 1 3 2 6 7 6 9 1 9 6 0 3 2 2 2 8
0 4 0 3 2 0 1 0 9 5 8 4 1 1 8 1 2 4 6 7 2 8 4 2 2 4 4 9 4 5 3 6 5 4 6

1
3 6

-Н кх  +  І)1*1}
1-1 10 -2 10 0 -3 10 0 0 -4 10 0 0 0 -5 10 0 0 0 0 -6 10 0 0 0 0 0 - 7 10 0 0 0 0 0 0 -8
0 0 0 0 0 0 0 0

[)«{ -1} —» (х --1 ) { - і } .

1
- 9 1 /

/ 1
2
2 4 1
0 6 6 1
0 0 1 2 8 1
0 0 0 2 0 1 0 1
0 0 0 0 ЗО 1 2 1
0 0 0 0 0 4 2 1 4 1
0 0 0 0 0 0 5 6 1 6 1
0 0 0 0 0 0 0 7 2 1 8 1 /

(х +  1)п<- 1* - * ( х - 1 )*.
/ і

і 1
0 1 1
0 -1 0 10 2 1 2 10 -6 5 5 - 5 1
0 2 4 - 2 6 - 1 5 2 5 - 9 1
0 - 1 2 0 1 5 4 4 9 - 1 4 0 7 0 - 1 4
0 7 2 0 - 1 0 4 4 - 1 4 0 8 8 9 - 5 6 0 1 5 4

V 0 - 5 0 4 0 8 0 2 8 - 6 4 - 6 3 6 3 4 8 0 9 - 1 6 3 8

1
- 2 0 1

- 2 7

450

і
8 1  1 /

\

/

\

Додатки

£30. (;х +  1)”Ь1} ( х -  І)**1*.

/ і \
0 1
0 - 2 1
0 6 -6 1
0 - 2 4 3 6 - 1 2 1
0 1 2 0 - 2 4 0 1 2 0 - 2 0 1
0 - 7 2 0 1 8 0 0 - 1 2 0 0 3 0 0 - З О 1
0 5 0 4 0 - 1 5 1 2 0 1 2 6 0 0 - 4 2 0 0 6 3 0 - 4 2 1
0 - 4 0 3 2 0 1 4 1 1 2 0 - 1 4 1 1 2 0 5 8 8 0 0 - 1 1 7 6 0 1 1 7 6 - 5 6 1

V 0 3 6 2 8 8 0 - 1 4 5 1 5 2 0 1 6 9 3 4 4 0 - 8 4 6 7 2 0 2 1 1 6 8 0 - 2 8 2 2 4 2 0 1 6 - 7 2  1

£31. ( х + 1 )пЬі} ->*•{-!}.

1
1 1
0 2 1
0 0 3 1
0 0 0 4 1
0 0 0 0 5 1
0 0 0 0 0 6 1
0 0 0 0 0 0 7
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 /

£32. (х +  1)пЬ і} -> Xі.

1
0 1
0 - 1 1
0 2 - 3 1
0 - 6 1 1 - 6 1
0 2 4 - 5 0 3 5 - 1 0 1
0 - 1 2 0 2 7 4 - 2 2 5 8 5 - 1 5 1
0 7 2 0 - 1 7 6 4 1 6 2 4 - 7 3 5 1 7 5 2 1 1
0 - 5 0 4 0 1 3 0 6 8 - 1 3 1 3 2 6 7 6 9 - 1 9 6 0 3 2 2 - 2 8
0 4 0 3 2 0 - 1 0 9 5 8 4 1 1 8 1 2 4 - 6 7 2 8 4 2 2 4 4 9 - 4 5 3 6 5 4 6

1
V  0  4 0 3 2 0  - 1 0 9 5 8 4  1 1 8 1 2 4  - 6 7 2 8 4  2 2 4 4 9  - 4 5 3 6  5 4 6  - 3 6  1 /

£33. (х +  1)пЬ і} _* Xі*1*.

1
- 1 1
2 - 4 1

- 6 1 8 - 9 1
2 4 - 9 6 7 2 - 1 6 1

- 1 2 0 6 0 0 - 6 0 0 2 0 0 - 2 5 1
7 2 0 - 4 3 2 0 5 4 0 0 - 2 4 0 0 4 5 0 - 3 6 1

- 5 0 4 0 3 5 2 8 0 - 5 2 9 2 0 2 9 4 0 0 - 7 3 5 0 8 8 2 - 4 9 1
4 0 3 2 0 - 3 2 2 5 6 0 5 6 4 4 8 0 - 3 7 6 3 2 0 1 1 7 6 0 0 - 1 8 8 1 6 1 5 6 8 - 6 4 1

- 3 6 2 8 8 0 3 2 6 5 9 2 0 - 6 5 3 1 8 4 0 5 0 8 0 3 2 0 - 1 9 0 5 1 2 0 3 8 1 0 2 4 - 4 2 3 3 6 2 5 9 2 - 8 1

451



Додатки

34. (х +  1)П-л [х —
( і \3 19 7 127 37 12 181 175 97 18 1243 781 660 205 25 1729 3367 4081 1890 380 33 12187 14197 23772 15421 4550 644 42 16561 58975 133057 116298 47271 9702 1022 52 1
\ 19683 242461 724260 830845 447195 124887 18900 1542 63 1 /

(ж +  1)п -><х —\)\
( 1 \2 14 4 18 12 6 116 32 24 8 132 80 80 40 10 164 192 240 160 60 12 1128 448 672 560 280 84 14 1256 1024 1792 1792 1120 448 112 16 1\ 512 2304 4608 5376 4032 2016 672 144 18 1 /

{х +  1)п х —

137. (х +  1)

111 11 0 11 1 -2 11 0 5 -5 11 1 -10 20 -9 11 0 21 -70 56 -141 1 -42 231 -294 126
1 0 85 -735 1407 -924
1)П —> Xі{ - і} .

і
-2 0246 1-27 1 /

1 
2 4 
8 16 32 64 128 256 V 512

19 9 165 55 14 1211 285 125 20 1665 1351 910 245 27 12059 6069 5901 2380 434 35 16305 26335 35574 20181 5418 714 44 119171 111645 204205 156660 58107 11130 1110 54 1 /
£38. ( х +  1)" -> Xі

/  1 \12 1
3 3 14 6 4 15 10 10 5 16 15 20 15 6 17 21 35 35 21 7 18 28 56 70 56 28 8 1

\ 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

452

Додатки

£39. (х +  1)" ->■ х^У.

10 10 -1 10 1 -3 10 -1 7 -60 1 -15 250 -1 31 -900 1 -63 3010 -1 127 -9660 1 -255 3025

1-10 165 -15 1-350 140 -21 11701 -1050 266 -28 1-7770 6951 -2646 462 -36

£40. (х  +  І)"*1} -»• (ж -

І 1 \ 4 120 10 1120 90 18 1840 840 252 28 16720 8400 3360 560 40 160480 90720 45360 10080 1080 54 1604800 1058400 635040 176400 25200 1890 70 16652800 13305600 9313920 3104640 554400 55440 3080 8879833600 179625600 143700480 55883520 11975040 1496880 110880 4752

141. (х +  І)"*1* —> (х —1 )\

/ і \3 112 7 160 47 12 1360 342 119 18 12520 2754 1175 245 25 120160 24552 12154 3135 445 33 1181440 241128 133938 40369 7140 742 42 11814400 2592720 1580508 537628 111769 14560 1162 52 1
\ 19958400 30334320 19978308 7494416 1767087 271929 27342 1734 63 1 /

£ 4 2 .(х + І)” *1) —> (х —І)*!1}.

/ 1 \2 16 4 124 18 6 1120 96 36 8 1720 600 240 60 10 15040 4320 1800 480 90 12 140320 35280 15120 4200 840 126 14 1362880 322560 141120 40320 8400 1344 168 16 1
\ 3628800 3265920 1451520 423360 90720 15120 2016 216 18 1 /

Д одаток 4. Унімодальні та симетричні трикутні матри
ці із крайніми одиничними елементами.

453



Додатки

Нижче наведено матрицю коефіцієнтів рекурентного співвід
ношення (1.6.10) (див. стор. 51) та відповідні їй трикутна матриця 
і обернена до неї трикутна матриця.

Мі ' (

Лі =

/  1 
1 
1 
1

і
- 6
и

1
11 1

\

1 - 4 4 - 1 5 4 - 4 4 1
1 1 1 7 1 5 6 2 1 5 6 2 1 1 7 1
1 - 3 7 0 - 1 2 6 8 9 - 3 4 3 6 4 - 1 2 6 8 9 - 3 7 0 1

V і 1 0 8 7 9 5 8 5 3 5 6 8 3 3 9 5 6 8 3 3 9 9 5 8 5 3 1 0 8 7  1

1 -1
- 7  
8 7  

2 7 0 5  
- 4 4 1 3 2 9  

- 1 2 6 0 6 7 5 1 1  
\  1 7 7 7 5 1 9 6 2 6 6 3

16
- 7 7

- 2 4 2 0
3 9 3 9 2 5

1 1 2 4 7 5 3 4 6

1
- 1 1

- 3 3 0
5 4 2 3 0

1 5 5 1 2 4 1 5

1
4 4  1

- 6 7 1 0  - 1 1 7  1
- 1 8 9 0 0 2 0  - 3 0 6 0 1  3 7 0

- 1 5 8 6 0 1 0 2 7 8 4 9  - 2 1 8 6 6 3 9 5 5 4 9  2 6 7 2 0 5 0 1 1 5  4 3 9 0 9 7 4 9  - 4 9 8 0 4 3  - 1 0 8 7  1 /

М2 -» і )
/  1 

1 
1 
1 
1

і
- 4
3

- 1 4

1
3

-З О
1

- 1 4 1

\

1 1 7 2 6 2 2 6 2 1 7 1
1 - 4 8 - 1 4 9 7 - 4 1 9 2 - 1 4 9 7 - 4 8 1
1 7 9 8 1 5 7 5 0 0 0 3 5 0 0 0 3 8 1 5 7 7 9 1

V і - 1 7 8 - 4 2 1 2 8 - 5 1 4 2 2 2 - 1 1 0 0 0 6 6 - 5 1 4 2 2 2 - 4 2 1 2 8 - 1 7 8 1

1-1
- 5
1 7
7 3

- 4 3 6 9
- 3 6 7 0 1

3 4 0 7 7 9 0 5

1
4

- 1 5
- 7 6

4 1 5 7
2 8 9 2 0

- 3 1 6 7 5 7 6 3

1-З
- 1 2
7 2 8

5 9 0 1
- 5 6 6 2 5 8 7

1
1 4

- 5 0 0
1 1 5 0

3 2 3 7 6 0 5

1
- 1 7
6 8 1

3 4 8 6 7

1
4 8

- 1 1 9 4 9
1

- 7 9
\  2 3 6 1 9 2 7 2 1 7  - 2 3 7 3 4 7 2 8 5 6  - 3 9 9 6 9 0 8 7 2  3 8 3 5 4 5 0 3 6  2 7 2 5 3 7 8 6  4 0 9 4 4 4  2 8 0 6 6  1 7 8  1 /

Аз =

(  2 2 1 \
м 3 = ( 0 - 2 з  ) ’

/  1 \
і

- 2 1
- 1 - 1 1
- 4 6 - 4 1

3 2 2 - 3 1
- 6 15 - 2 0 15 - 6 1
- 5 9 - 5 - 5 9 - 5 1

V і - 8 2 8 - 5 6 7 0 - 5 6 2 8 - 8  1 /
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Додатки

/ і
- 1 1
- 3 2 1
- 5 3 1 1
- 7 4 - 2 4
- 9 5 - 1 0 1 0

- 1 1 6 - 2 5 2 0
- 1 3 7 - 4 9 3 5
- 1 5 8 - 8 4 5 6

м* = {  о

1
3 1
3 6 1

- 7 2 1 5 1
- 4 2 5 6 1 2 8

1 \
1 2 ) '

а4 =

/ 1 і
0-1

- 2

1-1
2

1
- 2 1

\

-3 2 2 -3 1
- 4 7 - 8 7 - 4 1
- 5 9 - 5 - 5 9 - 5 1

V і - 6 1 6 - 2 6 ЗО - 2 6 1 6 - 6  1

- 1 1
- 1 0 1
- 3 1 1 1
- 7 4 0 2 1

- 1 7 13 - 4 4 3 1
- 4 1 36 - 1 5 10 5 4 1
- 9 9 93 - 4 3 29 3 11 5 1

- 2 3 9 232 - 1 1 2 84 - 1 4 28 14 6

(  2 - 2 1 \М 5 = ( 0 2 - і  ) *

а5 =

1 
6  

2 3  
7 6  

2 3 7  
7 2 2  

1 2 1 7 9

1
2 3

2 3 0
1 6 8 2

1 0 5 4 3
6 0 6 5 7

1
7 6

1 6 8 2
2 3 5 4 8

2 5 9 7 2 3

1
2 3 7

1 0 5 4 3
2 5 9 7 2 3

1
7 2 2

6 0 6 5 7
1

2 1 7 9
\  1 6 5 5 2  3 3 1 6 1 2  2 4 8 5 2 8 8  4 6 7 5 0 1 4  2 4 8 5 2 8 8  3 3 1 6 1 2  6 5 5 2  1 /

1-1
5

- 9 3
5 9 9 3

- 1 2 7 2 0 8 9
8 5 7 4 0 2 0 2 9

1 -6 
1 1 5  
7 4 3 6  

1 5 7 8 7 5 7  
-  1 0 6 4 1 1 0 2 9 0

1
- 2 3
1 5 1 8

- 3 2 2 7 6 2
2 1 7 5 6 0 9 5 1

1
7 6

1 6 3 3 0
- 1 1 0 1 2 5 4 0

1
- 2 3 7

1 6 0 5 7 1
1

- 7 2 2
\  - 1 7 9 2 6 5 0 5 8 5 5 2 5  2 2 2 4 8 3 5 4 5 2 4 0 7  - 4 5 4 8 7 5 8 8 4 1 3 7  2 3 0 2 5 2 7 5 0 7 5  - 3 3 5 7 6 8 2 2 3  1 5 1 2 5 8 1  - 2 1 7 9  1 /

=

( з - 3 1 \л/6 =  (  0 3 2  ) ’
/  1 \і 1

8 1
3 9 3 9 1

1 6 6 5 4 6 1 6 6 1
6 7 7 5 4 8 2 5 4 8 2 6 7 7 1V  і 2 7 2 4 4 7 1 7 5 1 0 9 6 4 0 4 7 1 7 5 2 7 2 4  1 /
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Додатки

І і -1 
7

- 2 3 5  
3 5 3 5 3  

- 2 2 6 8 3 4 0 9

1
- 8

2 7 3
- 4 1 1 1 6

2 6 3 8 2 1 2 5

1
- 3 9

5 9 2 8
- 3 8 0 4 9 4 0

1
- 1 6 6

1 0 6 9 0 0
1

- 6 7 7
\  6 0 1 4 7 2 6 6 2 3 9  - 6 9 9 5 4 8 1 8 2 4 4  1 0 0 8 9 2 3 1 9 4 5  - 2 8 3 4 7 4 1 9 0  1 7 9 6 9 7 3 - 2 7 2 4  1

/  1
1

1 0 1

\

= 5 9 5 9 1
3 0 8 1 0 6 2 3 0 8 1

1 5 5 7 1 3 5 6 2 1 3 5 6 2 1 5 5 7 1
\  1 7 8 0 6 1 4 8 5 2 7 3 5 2 6 1 2 1 4 8 5 2 7 7 8 0 6  1 /

1-1
9

- 4 7 3
1 3 6 4 3 3

- 2 0 6 1 3 1 8 5 7

1
- 1 0
5 3 1

- 1 5 3 2 3 6
2 3 1 5 2 1 0 9 3

1
- 5 9

1 7 1 1 0
- 2 5 8 5 3 6 7 4

1
- 3 0 8

4 6 5 9 9 4
1

- 1 5 5 7
\  1 5 8 8 9 6 6 7 4 8 0 8 9  - 1 7 8 4 6 7 9 7 2 8 0 9 4  1 9 9 2 9 3 1 3 7 8 5 5  - 3 5 9 2 1 5 5 4 6 0  1 2 0 0 5 4 1 5  - 7 8 0 6  1 /

/  1
1

1 2 1

\

А7 = 8 3
5 1 4

8 3
1 8 2 6

1
5 1 4 1

3 1 0 5 2 8 3 1 0 2 8 3 1 0 3 1 0 5 1
1 8 6 5 6 3 7 6 6 1 5 9 0 5 9 2 0 3 7 6 6 1 5 1 8 6 5 6 1

V 1 1 1 1 9 6 7 4 6 2 7 8 2 1 2 2 4 0 3 6 3 5 2 2 4 0 3 6 3 5 4 6 2 7 8 2 1 1 1 1 9 6 7 1 /

11
11
8 3 1

4 0 7 5 6 1
- 1 2 4 2 2 5 9 6 0 1

1
- 1 2
9 1 3

- 4 4 7 8 8 4
1 3 6 5 1 6 9 4 0 5

1
8 3

4 0 8 3 6
- 1 2 4 4 7 4 3 6 0

1
- 5 1 4

1 5 6 7 6 6 0 - 3 1 0 5 1
\  2 3 0 2 2 8 5 0 2 2 5 6 5 1  - 2 5 3 0 0 7 4 3 1 9 1 2 5 6  2 3 0 6 8 8 9 0 2 4 7 6 5  - 2 9 0 5 3 5 9 0 7 7 0  5 7 5 5 0 2 6 5  - 1 8 6 5 6  1 /
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Д од а ток  5. Таблиця 21 перш и х (іп,т—м ногочлен ів:

<*п:1 = 1,
Ап, 2 = - 1 ,
<*п, 3 = о,
А-пЛ = 1,
Ап, 5 = - 1 ,
Ап.6 = п — 1,
Ап,7 = — (п — 2),

<*п,8 = «2 -  Зп +  1,
Ап, 9 = —{п 2 — 4 п +  3),

Ап,10 = п3 -  5п2 +  6п -  1,

<*п, 11 = — (п3 — 6 п2 + 10п — 4),

Ап, 12 = п4 -  7тг3 + 15п2 -  10п + 1,

13 = - ( п 4 -  8п3 +  21п2 -  20п + 5),

Ап, 14 = п5 -  9п4 + 28п3 -  35тг2 +  15п -  1,

Ап, 15 = - ( п 5 -  ІОтг4 + Збп3 -  56п2 + 35п -  6),

Ап, 16 = п® — Іітг^ + 45п4 — 84гг̂  +  70п2 — 21п + 1,

Ап,17 = - ( п 6 -  12п5 +  55п4 -  120п3 + 126п2 -  56п + 7),

Ап,18 = п7 -  ІЗгг6 + 66п5 -  165гг4 + 210п3 -  126п2 + 28п -  1,

Ап, 19 = -<п 7 -  14тг6 +  78п5 -  220п4 +  ЗЗОп3 -  252п2 +  84п -  8),

Ап,20 = п8 -  15п7 + 91п6 -  286п5 + 495п4 -  462п3 + 210п2 -  Збп + 1,

21 = - ( п 8 -  16п7 + 105п6 -  364п5 + 715п4 -  792п3 + 462тг2 -  120гг + 9)

Матриця значень (^ПіПг), п =  1 ,2 ,. .. ,  10; т =  1 ,2 ,. . . ,  21 :

/  1 -1 0 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 \-1 0 -1 1 0 -1 1 -1 0 1 -1 1-1 0 -1 2 -1 1 0 -1 1 - 2 1 -1-1 0 -1 3 — 2 5 - 3 7 - 4 9 - 5 1 1
- 1 0 - 1 4 3 11 8 2 9 2 1 7 6 - 5 5 1 9 9-1 0 -1 5 - 4 1 9 - 1 5 7 1 - 5 6 2 6 5 - 2 0 9 9 8 9

0 -1 6 - 5 2 9 2 4 1 3 9 - 1 1 5 6 6 6 - 5 5 1 3 1 9 1-1 0 - 1 7 - 6 4 1 - 3 5 2 3 9 - 2 0 4 1 3 9 3 - 1 1 8 9 8 1 1 9-1 0 - 1 8 - 7 5 5 - 4 8 3 7 7 - 3 2 9 2 5 8 4 - 2 2 5 5 1 7 7 1 1

\  1 - 1 0 - 1 9 - 8 7 1 - 6 3 5 5 9 - 4 9 6 4 4 0 1 - 3 9 0 5 3 4 6 4 9 /
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Додатки

/ і 1 1 1 1 1 1 1 1 1 \
- і — 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

- 1 — 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 - 1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 8

- 1 — 1 1 5 1 1 1 9 2 9 4 1 5 5 7 1
0 1 0 - 3 - 8 - 1 5 - 2 4 - 3 5 - 4 8 - 6 3
1 — 1 - 1 7 2 9 7 1 1 3 9 2 3 9 3 7 7 5 5 9

- 1 0 1 - 4 - 2 1 - 5 6 - 1 1 5 - 2 0 4 - 3 2 9 - 4 9 6
0 1 - 2 9 7 6 2 6 5 6 6 6 1 3 9 3 2 5 8 4 4 4 0 1
1 — 1 1 - 5 - 5 5 - 2 0 9 - 5 5 1 - 1 1 8 9 - 2 2 5 5 - 3 9 0 5

- 1 1 - 1 1 1 1 9 9 9 8 9 3 1 9 1 8 1 1 9 1 7 7 1 1 3 4 6 4 9
0 0 0 - 6 - 1 4 4 - 7 8 0 - 2 6 4 0 - 6 9 3 0 - 1 5 4 5 6 - 3 0 7 4 4
1 - 1 1 1 3 5 2 1 3 6 9 1 1 5 2 8 9 4 7 3 2 1 1 2 1 3 9 3 2 7 2 7 9 1

— 1 1 - 1 - 7 - 3 7 7 - 2 9 1 1 - 1 2 6 4 9 - 4 0 3 9 1 - 1 0 5 9 3 7 - 2 4 2 0 4 7
0 - 1 2 1 5 1 3 6 4 1 3 7 7 5 7 3 2 5 4 2 7 5 8 0 7 2 7 5 8 0 7 2 1 4 7 6 7 9
1 0 - 1 - 8 - 9 8 7 1 0 8 6 4 6 0 6 0 5 - 2 3 5 4 1 6 - 7 2 6 1 0 3 1 9 0 5 6 3 2

— 1 1 1 1 7 3 5 7 1 5 1 4 0 9 3 5 0 9 8 1 1 6 0 7 5 2 1 5 7 0 2 8 8 7 1 6 9 0 8 6 4 1
V 0 - 1 0 - 9 - 2 5 8 4 - 4 0 5 4 5 - 2 9 0 3 7 6 - 1 3 7 2 1 0 5 - 4 9 7 6 7 8 4 - 1 5 0 0 3 0 0 9

Додаток 6. Таблиця раціональних одиниць а+ь^Р+с у/ р~ 
кубічних полів для всіх простих чисел не більших за 2000.

Р а Ь с сі
2 1 1 1 1
3 4 3 2 1
5 41 24 14 1
7 4 2 1 1
11 89 40 11 1
13 94 40 17 1
17 324 126 49 1
19 14 5 2 3
23 209 72 26 25
29 7051 2295 747 4
31 131 21 11 100
37 100 ЗО 9 1
41 449 120 38 121
43 49 14 4 1
47 545 136 42 169
53 649 152 46 225
59 34009 8736 2244 25
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Додатки

Р а Ь с сі
61 3905 992 252 1
67 4289 1056 260 1
71 9199 2225 535 324
73 99928 23910 5721 1
79 370454 86336 20121 1
83 1289 232 66 625
89 1441 248 70 729
97 6329 1376 300 121
101 12689 2725 585 64
103 6761 1440 308 169
107 13411 2825 595 36
109 7201 1504 316 225
113 14141 2925 605 16
127 142879 28425 5655 4
131 16379 3225 635 4
137 17141 3325 645 16
139 9521 1824 356 625
149 18689 3525 665 64
151 2651 101 51 2500
157 11009 2016 380 961
163 11521 2080 388 1089
167 21071 3825 695 196
173 21881 3925 705 256
179 22699 4025 715 324
181 13105 2272 412 1521
191 24359 4225 735 484
193 4289 129 65 4096
197 25201 4325 745 576
199 29927 5126 878 3
211 410209 68904 11574 25
223 5699 149 75 5476
227 441409 72360 11862 121
229 45665 7464 1220 1
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Додатки

460

р а 6 с іі
233 453241 73656 11970 289
239 7841 648 170 5929
241 83819 13475 2163 1156
251 33139 5225 835 1764
257 34061 5325 845 1936
263 34991 5425 855 2116
269 9721 728 190 7569
271 22105 3232 532 4761
277 95495 14651 2247 484
281 37829 5725 885 2704
283 97469 14847 2261 400
293 39761 5925 905 3136
307 105445 15631 2317 144
311 42719 6225 935 3844
313 107459 15827 2331 100
317 43721 6325 945 4096
331 113549 16415 2373 16
337 115595 16611 2387 4
347 1071205 152439 21693 16
349 119711 17003 2415 4
353 183545 25984 3672 2809
359 1108489 155967 21945 256
367 125945 17591 2457 64
373 128039 17787 2471 100
379 130141 17983 2485 144
383 1183921 163023 22449 1600
389 56369 7525 1065 7744
397 136495 18571 2527 324
401 206681 28032 3800 1369
409 140771 18963 2555 484
419 215489 28800 3848 961
421 145079 19355 2583 676
431 23329 1160 298 19881

_ --------------

Додатки

Р а Ь с сі
433 149419 19747 2611 900
439 151601 19943 2625 1024
443 227345 29824 3912 529
449 230329 30080 3928 441
457 158195 20531 2667 1444
461 236321 30592 3960 289
463 160409 20727 2681 1600
467 239329 30848 3976 225
479 245369 31360 4008 121
487 169345 21511 2737 2304
491 251441 31872 4040 49
499 173861 21903 2765 2704
503 257545 32384 4072 9
509 260609 32640 4088 1
521 266761 33152 4120 9
523 2410105 299136 37128 121
541 2493769 306048 37560 841
547 192245 23471 2877 4624
557 285409 34688 4216 225
563 288545 34944 4232 289
569 291689 35200 4248 361
571 2634649 317568 38280 3481
577 2663041 319872 38424 4225
587 301169 35968 4296 625
593 304345 36224 4312 729
599 307529 36480 4328 841
601 213539 25235 3003 7396
607 215945 25431 3017 7744
613 218359 25627 3031 8100
617 317129 37248 4376 1225
619 43055 413 207 42436
631 225649 26215 3073 9216
641 330041 38272 4440 1849
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р а Ь с іі
643 4226119 489645 56727 7396
647 333289 38528 4456 2025
653 336545 38784 4472 2209
659 339809 39040 4488 2401
661 237959 27195 3143 11236
673 4418689 504225 57537 3136
677 4444501 506169 57645 2704
683 4483279 509085 57807 2116
691 4535095 512973 58023 1444
701 4600045 517833 58293 784
709 4652149 521721 58509 400
719 4717459 526581 58779 100
727 4769851 530469 58995 4
733 4809229 533385 59157 16
739 4848679 536301 59319 100
743 4875019 538245 59427 196
751 4927795 542133 59643 484
757 4967461 545049 59805 784
761 4993945 546993 59913 1024
769 5047009 550881 60129 1600
773 5073589 552825 60237 1936
787 5166871 559629 60615 3364
797 5233741 564489 60885 4624
809 5314249 570321 61209 6400
811 5327695 571293 61263 6724
821 5395045 576153 61533 8464
823 826481 88200 9410 3481
827 5435551 579069 61695 9604
829 832249 88600 9430 3249
839 441449 46720 4968 11881
853 855401 90200 9510 2401
857 452009 47488 5016 13225
859 861209 90600 9530 2209

Додатки

Р а 6 с £І
863 455545 47744 5032 13689
877 878681 91800 9590 1681
881 466201 48512 5080 15129
883 884521 92200 9610 1521
887 469769 48768 5096 15625
907 907961 93800 9690 961
911 8206921 846600 87330 7921
919 919729 94600 9730 729
929 8366041 857400 87870 5041
937 937441 95800 9790 441
941 8472481 864600 88230 3481
947 8525809 868200 88410 2809
953 8579209 871800 88590 2209
967 967121 97800 9890 121
971 8739841 882600 89130 841
977 8793529 886200 89310 529
983 8847289 889800 89490 289
991 991009 99400 9970 9
997 997001 99800 9990 1
1009 1009009 100600 10030 9
1013 9117169 907800 90390 169
1019 9171361 911400 90570 361
1021 1021049 101400 10070 49
1031 9279961 918600 90930 961
1033 1033121 102200 10110 121
1039 1039169 102600 10130 169
1049 9443401 929400 91470 2401
1051 1051289 103400 10170 289
1061 9552721 936600 91830 3721
1063 1063441 104200 10210 441
1069 1069529 104600 10230 529
1087 1087841 105800 10290 841
1091 1458521 141691 13761 6400
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р а Ь с сі
1093 1093961 106200 10310 961
1097 1466191 142175 13783 6084
1103 1473869 142659 13805 5776
1109 1481555 143143 13827 5476
1117 1118521 107800 10390 1521
1123 1124681 108200 10410 1681
1129 1130849 108600 10430 1849
1151 1535581 146531 13981 3600
1153 1155601 110200 10510 2601
1163 1551089 147499 14025 3136
1171 1174249 111400 10570 3249
1181 1574411 148951 14091 2500
1187 1582201 149435 14113 2304
1193 1589999 149919 14135 2116
1201 1205489 113400 10670 4489
1213 1218041 114200 10710 5041
1217 1621271 151855 14223 1444
1223 1629109 152339 14245 1296
1229 1636955 152823 14267 1156
1231 1236929 115400 10770 5929
1237 1243241 115800 10790 6241
1249 14968495 1389927 129063 6724
1259 1676305 155243 14377 576
1277 1700011 156695 14443 324
1279 15323845 1411707 130053 2704
1283 1707929 157179 14465 256
1289 1715855 157663 14487 196
1291 15466489 1420419 130449 1600
1297 15537919 1424775 130647 1156
1301 1731731 158631 14531 100
1303 15609421 1429131 130845 784
1307 1739681 159115 14553 64
1319 1755605 160083 14597 16

Додатки

Р а Ь с (і
1321 15824359 1442199 131439 100
1327 15896149 1446555 131637 16
1361 1811591 163471 14751 100
1367 1819621 163955 14773 144
1373 1827659 164439 14795 196
1381 16545499 1485759 133419 2500
1399 16763245 1498827 134013 4624
1409 1876055 167343 14927 676
1423 17054581 1516251 134805 8464
1427 1900361 168795 14993 1024
1429 17127595 1520607 135003 9604
1433 1908479 169279 15015 1156
1439 1916605 169763 15037 1296
1447 17347069 1533675 135597 13456
1451 1932881 170731 15081 1600
1453 3253745 287469 25337 61504
1459 17493745 1542387 135993 16384
1471 17640709 1551099 136389 19600
1481 1973711 173151 15191 2500
1483 17787961 1559811 136785 23104
1487 1981901 173635 15213 2704
1489 17861695 1564167 136983 24964
1493 1990099 174119 15235 2916
1499 1998305 174603 15257 3136
1511 2014741 175571 15301 3600
1523 2031209 176539 15345 4096
1531 1562329 135400 11770 31329
1543 1575761 136200 11810 32761
1549 24122089 2084832 180180 32041
1553 2072519 178959 15455 5476
1559 2080805 179443 15477 5776
1567 24395905 2100384 180828 25921
1571 2097401 180411 15521 6400
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р а Ь с іі
1579 24578809 2110752 181260 22201
1583 2114029 181379 15565 7056
1597 24853705 2126304 181908 17161
1601 2139031 182831 15631 8100
1607 2147381 183315 15653 8464
1609 25037329 2136672 182340 14161
1613 2155739 183799 15675 8836
1619 2164105 184283 15697 9216
1621 25221241 2147040 182772 11449
1627 25313305 2152224 182988 10201
1637 25466905 2160864 183348 8281
1657 25774705 2178144 184068 5041
1663 25867201 2183328 184284 4225
1667 25928905 2186784 184428 3721
1669 25959769 2188512 184500 3481
1693 26330761 2209248 185364 1225
1697 26392705 2212704 185508 961
1699 26423689 2214432 185580 841
1709 26578729 2223072 185940 361
1721 26765041 2233440 186372 49
1723 26796121 2235168 186444 25
1733 26951641 2243808 186804 25
1741 27076201 2250720 187092 169
1747 27169705 2255904 187308 361
1753 27263281 2261088 187524 625
1759 27356929 2266272 187740 961
1777 27638305 2281824 188388 2401
1783 27732241 2287008 188604 3025
1787 27794905 2290464 188748 3481
1789 27826249 2292192 188820 3721
1801 28014481 2302560 189252 5329
1811 28171561 2311200 189612 6889
1823 28360321 2321568 190044 9025

Вказівки та відповіді

Р а 6 с сі
1831 28486321 2328480 190332 10609
1847 28738705 2342304 190908 14161
1861 4101161 333437 27105 12544
1867 4113899 334113 27131 12100
1871 29118241 2363040 191772 20449
1873 4126645 334789 27157 11664
1877 29213305 2368224 191988 22201
1879 4139399 335465 27183 11236
1889 29403649 2378592 192420 25921
1889 5264641 426104 34426 81225
1901 29594281 2388960 192852 29929
1907 29689705 2394144 193068 32041
1913 29785201 2399328 193284 34225
1931 2610161 209451 16841 40000
1933 4254545 341549 27417 7744
1949 2636555 210903 16907 42436
1951 4293071 343577 27495 6724
1973 2671859 212839 16995 45796
1979 2680705 213323 17017 46656
1987 4370339 347633 27651 4900
1993 4383245 348309 27677 4624
1997 39526681 3138837 249249 40000
1999 4396159 348985 27703 4356

Вказівки та відповіді

1.1.3. При г =  1 маємо

2 • 3 • . . .  ■ і ■ (і +  1) (* +  1)Т
1 - 2 - . . .  ■ (і -  1) ■ і ~  1!
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Вказівки та відповіді

Далі легко доводиться за індукцією:

(г +  1)5+1 (г +  1)5(г + 5 +  1) (5 +  1)г Г +  5 +  1 (5 +  2)г
(5 + 1)! 5І(5 + 1) г! 5 +  1 г!

1.1.4.

г- (г -  і +  1)* (і +  \у~* гг-=І
г! г! (г — г)! (г — і)!

1.1.5. Насамперед доведемо, що генератрисою послідовності 
иг =  (і +  1 )т/г\ є функція / ( х ) — (1 — х )- ^ 1). 3 цією метою зна
йдемо коефіцієнт при х1 в розкладі / (х )  у ряд Маклорена. Маємо

/ (і)( 0) =  (г +  1У =  (і +  1)г 
і,! т.! г!

Таким чином,

ч_<г+п 1Г (і +  1)? і(1 -  аг) * + ' =  — Н— -х  +  . . .  -І-;— х +  . . . ,
т. т. г!

тому коефіцієнт при х1_1 в добутку (1 — х )-1(1 -  х)~т дорівнює

1Г-1 2Г_1 гг_1 _  ^  і Г_1
(г — 1)! (г — 1)! +  ^  (г -  1)! "  (г — 1)!

Для доведення другої тотожності зауважимо, що

ї- =  (і -  г +  1)г =  ‘ ̂  ^  =  ' ̂  ( І  + Г -  2)-
г! г! ^  (г — 1)! (г — 1)!

Якщо покласти в останній сумі & =   ̂+  г — 2, то отримаємо праву 
частину тотожності, яку треба довести.

іТ /-• і і \к — 1
1.1.6. Використайте задачу 3 і замініть у  на • Потім

використайте першу тотожність задачі 1.1.5.
1.1.7. а) Доведення можна знайти в ([1], стор. 110-111.)
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Ь) Замініть в рівності (1.1.8) х на — х та використайте рівності 
(1.1.3), (1.1.2).

1.2.1.
1) [А] =  {а і,а 2, . . . , а 2„ } ,  [В] =  (аь а2, . . .  ,а „ } ;
2)8(А)  =  (1 ,3 , . . . ,  4п — 1} =  { I і , 2°, 3і , . . . ,  (4п — З)1, (4п —

2 )° ,4 п -  І1},
8(В) =  {2п -  1,2п -  1 , . . . ,  2п -  1} =  {1°, 2 ° , . . . ,  (2п -  2)°, (2п -  

і ) " } ;
3)

А =  (а2", аІп-\ а Іп~\ а2кп- [ І ] а\п_2, а1̂ } ,

75 _ /  „п  п п п Xп — ^а1,а2, . . .  > “ 2п-2> а2п-і/
1.2 .2 .

1 \  Л I I  К  —  / л 2 ” - 1 л 2 п _ 1  г ,2 п ~ 1  п 2 п + 1  п 4:П^ 1 \ -1) А^) В , а2 , . . . ,  ап , і ■ ■ ■ ■> а2п і >
2) А П В  =  {а } ,а | ,.. . ,а 2п-1};
3) А +  В =  (а2", а|п+2, ■ ■ •, а4" " 2, а2" + \ . . . ,  1};
4) В \ Л = { а ^ -2,аІп- 4, . . . , 4 _ 1}.
1.2.3. Діаграми <1іадг(А) и сІіадг(В) зображені відповідно на 

мал. і мал.
5) Діаграми сігадг(А) и сііадг(В) зображені відповідно на мал.

і мал.
1.2.4. Мультимножина В — {а'^1, а̂ 2, . . . ,  а*п } буде підмуль- 

тимножиною мультимножини А тоді й лише тоді, коли вектор 
(5 1 , 52, - . . ,  5П) належить декартовому добутку

{ 0 , 1 , . . . ,  кі} х { 0 , 1 , . . . ,  к2} X . . .  х  ( 0 , 1 , . . . ,  кп}.

Тому \2Л\ =  П?=і(Аі +  !)•
1.2.5. Таку бієкцію можна побудувати при допомозі верхніх 

східців діаграм Оіадг(В), В Є 2а .
1.2.6. Встановіть бієкцію між сукупністю мультимножин С, 

які задовольняють включення А С С  С В, та відповідною части
ною множини 2в\а і використайте результат вправи 4. Відповідь. 
П ”=і(*г -Г г  +  1).
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Вказівки та відповіді

1.2.7. Можна. Для цього слід кожній мультимножині С  поста
вити у відповідність верхні східці похилої діаграми (ігшуг(С, В).

1.3.2. Встановіть бієкцію між розбиттями та спряженими до 
них розбиттями. 11

1.3.3. Встановіть бієкцію між частинними похідними п-го по
рядку від цієї функції та цілими невідємними розв’язками рівня
ння а\ + а2 +  • • • +  ат — п та скористайтесь зауваженням 1.2.2 
(див. стор. 19).

1.4.1. Використайте алгоритм із твердження 1.4.2.
1.4.2. Скористайтеся твердженням 1.4.3 та симетрією таблиці 

із прикладу 1.4.3. Відповідь. зп 2 ~ - .
1.4.3. Використайте бієкцію множин Е(п) і Р(п, + ) (див. твер

дження 1.4.1 на стор. 31).
1.6 . 1 .

Многочленом нульового рядка є і . Решта многочленів парних 
рядків мають вигляд (1+ і2)(1—£)2п~2, п =  1 ,2 , . . . .  Многочленами 
непарних рядків є: (1 +  £)(1 — і)2п, п. — 0 ,1 ,----

и Розв’язання задачі читач знайде в [79].
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1.6.2. Модулі всіх елементів обидвох таблиць збігаються, але 
знаки елементів стовпців з непарними номерами поміняються на 
протилежні. Тут числовий трикутник починається нульовим стов
пчиком.

1.6.3. Рекурентне співвідношення:

ЬЬ(п, т) — (аііпі<хі2гп+і3і)ьь(п-1,т}і{а2іп^-а22'гп7{і32)ьь(п-1, т+1)

+ (а 3іп +  а 32т  +  /33)ЬЬ(п -  1 , т  +  2),

Початкові умови:

ЬЬ(п, п) =  а, п =  0 ,1 , . . . ;  ЬЬ(п, п — 1) =  Ь, п — 1,2,----

Тут ми вважаємо, що ЬЬ(п, т) =  0 при т > ті.
Матриця коефіцієнтів:

(а п  а  12 /?і
а 21 а 22 02  

<*31 ОСЗ 2 Рз

2.1.1. Якщо і  — г, то

1 • біі +  з _2
2 і ]  5ц

Якщо ж і ф з, то
і • %  +  3 _  3_
2і —  з  ■ 6ц 2 і

2.1.2. ((1 — 6ц)а,ц +  пі5іі) ■

2.1.3. ( т т й г )
2.3.1. 1.
2.3.2. 1.
2.3.3. Розгляньте спочатку парадетермінант трикутної матри

ці, у якій всі елементи дорівнюють —1, і лише після цього присту
піть до обчислення парадетермінанта заданої матриці. Він від
різняється від парадетермінанта попередньої трикутної матриці
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лише одним нульовим доданком. Отже, парадетермінант заданої 
матриці дорівнює 1.

2.3.4. Достатньо знайти принаймні одну пару трикутних ма
триць другого порядку, для яких парадетермінант добутку двох 
матриць не дорівнює добутку парадетермінантів цих матриць.

2.3.5.

( " о 1)
0  (V)( 1 ^

п
І /

3 II 1 1 =
1 1 1 1 ) ' \

Отже,
ОТ) © (V)

ррєг(Ап) =
п +  п2 — 4 п +  2

2.3.6.

2.3.7.

щ
и2—и̂

иі и±
из—2иіиг+«? иг—и?---------- 1—  ------  и і42— щ «і
ап 

-й2і 022

<>п 1 ®п2

(Д и в и сь  теорему 2.4.5 на стор.

116.)
2.4.1. Значення парадетермінантів цієї матриці при п =1,2,3,4,5

відповідно дорівнюють 1, і ,  |, а відповідні значення пара-
перманентів — 1, §, тр, Ц, Для обчислення парафункцій три
кутних матриць 5-го порядку можна використати теорему 3.2.11.

2.4.2. Позначіть дану трикутну матрицю через Ап і розкла
діть її за елементами останнього рядка. При цьому отримаєте ре
курентні співвідношення сМеї, (Ап) =  а„<ісіеі (Лп_і), ррег(Ап) — 
апррег(Ап- 1), п -  3 ,4 , . . . ,  де сМеі (Л2) =  « 2(0:1 -  1), ррег(А2) =  
02(^1 +  !)■

2.4.3. Нехай у матриці (2.1.1) елементи вписаної, невиродженої 
таблиці Т(г) задовольняють умову наслідку 2.4.1.3 , тобто

азг=Ьг, я Є { і , . . . ,  п}; г е { 1 , . . . , г . }

472

Вказівки та відповіді

Розглянемо суму ^2 {а5Г} В 8Г. Враховуючи умову наслідку, мати
мемо

п
^   ̂ { с і 5 Г }  Е ) 8 Г  =

8 - І

п
( - 1 ) Г - ' 6 Г 6 Г + 1  . . . . .  Ьі- 1Меі(Кг- 1л) ' ї 2 ( - і у + і {азі}Меі(В^8+1) =

8 - І

=  { - і у ~ гЬгЬг+і • . . .  • Ь і _ і  • ( і с і е ^ Д г - і д )  • Меі(В.пі).

А л е  ( М е і { . / ? П7;)  =  0 .
2.4.4.

< 1 4 е * ( ( - і Г Ч к ^ п  =

рр ег((-1 )г ■7')і
1, п = 1 ,
0, п =  2,
- 2 ,  п ^ 3.

2.4.5. Скористайтесь теоремою 2.4.5 та задачею 3 із попере
днього пункту.

2.4.6. Розглянемо деяке впорядковане розбиття а — ( а і , . . . ,  аг) 
числа п. Можливі два випадки: а\ =  1, с*і > 1. В першому 
випадку розбиттю а поставимо у відповідність єдине корозби- 
ття а' =  (с*2 +  1, а з , . . . ,  а г), а у другому — єдине корозбиття 
а1 =  (1, а і — 1, а2, . . . ,  а г). Таким чином, всі впорядковані розбиття 
числа п можна розбити на пари (а,а' ) .  Позаяк всі елементи пер
шого стовпчика трикутної матриці (2.1.1) однакові, то розбиттям, 
які належать парі (а, а '), відповідають нормальні набори ключо
вих елементів, добутки факторіальних добутків яких однакові.

Нехай (а, а') — деяка пара розбиттів, де а — корозбиття роз
биття а '. Не зменшуючи загальності доведення, вважатимемо, що
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а — (1, а2, « з , . . . ,  аг), а' — (а2 +  • • •, лг). Порівняємо пар
ність сум індексів ключових елементів, відповідних першим двом 
компонентам розбиття а із сумою індексів ключового елемента, 
відповідного першій компоненті розбиття а'. Компоненті 1 роз
биття а відповідає ключовий елемент ац, сума індексів якого не 
змінює парності. Нехай компоненті а 2 розбиття а  відповідає клю
човий елемент а,і2, і Є {2 , . . .  , п}, тоді першій компоненті 02 +  1 
розбиття а' відповідає ключовий елемент ац із сумою індексів, яка 
відрізняється від суми індексів елемента а,2 на одиницю. Отже, 
при обчисленні парадетермінанта, кожній парі розбиттів (а, а') 
відповідають два доданки рівні за абсолютною величиною, але 
протилежні за знаком і парадетермінант за означенням 2.3.2 до
рівнює нулю.

При обчисленні параперманента за означенням 2.3.3 всі додан
ки, які відповідають розбиттям із нульовою першою компонентою 
ввійдуть до виразу а-ррег(В.п2), тому параперманент заданої три
кутної матриці дорівнює 2- а-  ррег(В.п 2).

2.4.7. Позначте парадетермінант через ип та розкладіть його 
за елементами останнього рядка, отримаєте рекурентну рівність

и̂ і — 2'іх̂ .—х *

із початковими умовами

и0 =  1, Щ — 2.

Отже, ип =  п +  1.
2.4.8. Перейдіть до рекурентної рівності

ип — 3ип—\ Зип_2 +  2

із початковими умовами

щ  =  1, и\ = 3 , и2 =  6.

Кінцево отримаємо

(п +  2 )(п +  1)
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Для узагальнення задач 7 та 8 використайте трикутник Паскаля
Г- ■ ■ (п+к)-та побудуйте парадетермінант п—го порядку із значенням кХ .

2.4.9. Розкладіть даний парадетермінант за елементами остан
нього рядка. При цьому легко отримати результат ]Т)Г=і

2.4.10. Для цього достатньо розкласти парадетермінант за 
елементами останнього рядка.

2.4.11. Використайте теорему 3.2.11 та зробіть позначення х — 
а +  5 — 1, у =  а — 5 +  1. При цьому отримаєте біном.

2.4.12.

сісіеї (А) =  < -1 )п~\ <іае* (В) =  ( - 1 ) П2П_1.

Відповідні тотожності матимуть вигляд:

Ґ2п — 1\ ^ ^ / 2 п  —5
1 V "  )  V т і - 1 

_ 2" - 1 =  (п ~ 2)(п — 4) •.. ■ • (та — 2п) |

+  У~^28~2

п\
(п — 2з){п — 2в — 2) •... • (п — 2п)

8_2 (П -  5 +  1)!
2.4.13. Перші стовпці перших трьох ітерацій відповідно дорів

нюють:

“ і і 5 =  ■ І 7  / -------> г =  1 , 2 , . . . ,  п  -  1,г +  1  -  ді+і<2

(2) Зі +  5 • _  і о о
аіі ~ і +  1 _ 6і+1у  2,

аіі( =  . ^  +  ?-----, і =  1,2, . . . ,  п -  3.
11 г +  1 -  ді+ 1,2

Після трьох ітерацій видно, що ми маємо справу із послідовні
стю чисел Фібоначчі, в якій кожне наступне число дорівнює сумі 
двох попередніх чисел:

Р ! =  1,^2 =  2, Лі =  3,^4 =  5, ^5 = 8 , . . . .

2г +  З
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Перевіримо виконання індукційного кроку. Нехай у (А: — 2)—ій іте
рації

(*-2) _  г  (к-2) _  Гк-і(г +  І) +  Ек . _ 1 0  , , о
®ц — ^к-ні) аг+і,і — г +  2 * — 1,2, . . . , п  /с +  2,

аі+ї 2* =  ■ , Т +  Т------> * =  1.2, ■ • •, п -  к +  2,ї +  1 — г̂+1,2
ТОДІ

„ ( £ - 1 )  _  (  т? Р к - і ( і  +  1 ) +  Р к \  г +  2
а г1 — ( Гк+1 І +  2 )  г +  1 — (̂ г+1,2

(Гк+іІ +  2І*&+1 ~  Рк—іЦ  +  1) ~  Рк _  РкІ +  Рк +  Рк-1
І +  1 — &І+12 * +  1 — г̂+1,2
РкІ +  Рк+1 І =  1, 2, . . . , П — к +  1.

* +  1 — <̂ 1+1,2
Тобто індукційний крок виконується і після (к — 1)—ої ітерації 

отримаємо парадетермінант виду

Рк'І +  Рк+1
і * +  1 — г̂+1,2 /  і

який при і =  1 дорівнює Рк+2- Таким чином, справедлива рівність 

і -  з +  З
і — 3 +  2 — 6і: Рк+2• (3.11.8)

Ч /

2.4.14. Справедливість першої рівності випливає із рівності 
(2.4.31) при п — 1.

Знайдемо значення цього парадетермінанта, використовуючи 
теорему 2.4.2.

Перша ітерація.

_  1 ~ _  * +  1 • _  , г,
г
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С Ц + 1 , 2  =  --------- 7 — ?---------- , І  =  1 , 2 ,  . . . , 7 1 .г -  1  +  <5і + і і2

— (&11 ®і+ 1,і)^г+1,2 * ^1 ” у

І ~ 1 +  $і+1,2

г — 1 +  й+1,2 

, г =  1,2, . ..  ,п  -  1.

Друга ітерація.

дС1) —  _ і  і — і 2 п — 1 —аи ~  »+і,і ■ ’ 1 — і, —

-, і =  1,2,.. . ,га -  1.
І  — 1 +  <5і+1,2

а(2) _  (а(Ч _  а(1) ь (і) =  Л  _  І Л _____іі — \®11 і+1,1/ і+1,2 ^ ^  і _ 1 + $ і+1,2

, і =  1,2, . . . , п - 2 .
г -  1 +  6,і+1,2

(2) _  г - з  +  І
аіі =  7---- , , г » М  — 2 ,3 , . . .  ,п  -  2.10 і -  з + <4

Третя ітерація.

„ (2 )_п „(2) _  і ■ _  і о ті—2 —______ -______ і — 2 3а і і  — " ,  і —  -Ч г —  1 ,  л ,  . . . , 71 & і _і_і  2 • і і г  ’ ’  1 * * *’ І — і +  г̂+1,2

„(3) _  Г (2) _  (2) \ (2) І ; _ 1 2  п_ 3гі ~ (.а11 аі+1,1/аг+1,2 • _  і , г > І, / , . . . ,  П о-* і уг4-1,2

Четверта ітерація.

а(3 )_  і „(3) і -  1 2  г г - 3  а(3) -а11 — А’ г+1,1 • —, г — . . . ,П О, « ^ 1 2 “
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=  -Т— — -т------- , І =  1 ,2, . . .  ,71 -  3.
* — 1 +  «і+1,2

(4) __________ І

і 1  І  —  1  +  ^ і + 1 , 2

Елементи парадетермінанта першого стовпця після четвертої іте
рації збігаються з елементами детермінанта першого стовпця, що 
є результатом першої ітерації, тому справедлива рівність (2.4.43).

Справедливість рівності для параперманента цієї трикутної 
матриці перевіряється аналогічно.

2.5.1. Тотожності а) і б) випливають із тотожності (2.5.24) 
відповідно при

Х\ =  Х 2 =  . . . =  х п  =  1,

та

)
 — 1, якщо і парне,

, І 1, 2, . . . , 71.

1, якщо і непарне,

2.5.2. Спочатку доведіть справедливість рівності

і - 3  +  к  \  = ( _ 1 ) п - 2 ( * - 2 ) п - 2і - З + к - 1 /  (к -  1)п

Це можна зробити, принаймні, двома способами:
1. Розкласти парадетермінант за елементами останнього рядка

1 отримати рекурентну рівність. Переконатися в тому, що значен
ня парадетермінанта задовольняє цю рівність. Покласти в рівності 
(2.5.25) хг =  я±і=і.

2. Використати теорему 2.4.2, після чого у рівності (2.5.25), 
зробити аналогічну підстановку.

2.8.1. -13.
2.8.2. г4 — 6 г 3 +  14г2 — 9г. Те, що коренями цього многочлена є

2 = 0 і г =  1, видно із самого добутку вектора на парадетермінант.
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2.8.3. Подайте спочатку добуток у вигляді

/  2 \
1
3

-1
V і )

І  

І- 18
138

і скористайтесь кілька разів наслідком 2.8.1.1 та твердженням
2.8.2. В результаті отримаєте 1089.

2.10.1.

2 . 10.2 .

1
і
1
1
24

а ц «11 1 0 0
а21 022 - { а 2і } «22 1 0
азі «32 «зз {«3 1 } - { « 3 2 } «33 1
«-41 «42 «43 «44 _ ~  {«4 1 } {«4 2 } - { « 43} «44

2.10.3. аі24 з }/

тут

£ 1 1
а ,12
£ 2 1 Д 2 2
0-22 а ( 1 )23
а з і « 3 2
<132 а ( 1 )а з з

Х(1)х33

а і2 « із «12 «13
4 % ) 022 «23 а(і) «32 «33

л(1) «12 ’ 33 ~  О  ' «12
1(1)23

2.10.4. Із другого і третього стовпчика детермінанта винесіть 
за його знак відповідно множники 2 і 3 та скористайтесь рівністю
(2.10.4)

1

2 .10.6 .
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натуральних дільників, 239 
рядів, 284 

суперпозиція рядів, 313

таблиця, 167 
прямокутна 

вписана, 182 
раціональних одиниць, 411 
трикутна, 66 
цілих одиниць, 411 

твердження 
Гібсона, 216 

теорема
Гамільтона-Келі, 419 
пентагональна, 63, 64 

тотожність, 192, 276, 292, 297 
двоїста, 193
комбінаторна, 9, 294, 296, 312, 

438
рекурсивна, 275 

трансверсаль, 5, 197, 216 
трикутник 

Ойлера, 49 
Паскаля, 46, 52 
Стірлінга, 46, 52 
бінарний 

Паскаля, 167 
факторіальний, 57 
числовий, 430

умова
початкова, 40, 194, 224

нормальна, 228, 229, 247

фігура
фрактальна, 166 

факторіальний степінь, 48 
факторизація 

числа, 430 
форма

алгебраїчна, 413 
кубічна, 397, 412 
спряжена, 397, 398 

формула
Варінга, 154, 173, 219 
Ворпіцького, 50 
Фаа ді Бруно, 300, 440 
обернення,323, 324, 326, 327, 

329 
Мебіуса, 323 

фрактальна геометрія, 166 
функція

Аккермана, 44 
гіпергеометрична, 339 
нескінченно диференційовна, 

290
трикутних матриць, 6, 218

цикловий індикатор, 150 
циркулянт, 414

частка
формальних рядів, 285, 288 

числа
Белла, 149 
Ла, 325 
Лага, 63

500

Ойлера, 50, 52, 65 
Стірлінга, 48, 49, 65, 149,153, 

325
Фібоначчі, 137, 245, 259 
Ферма, 268 
прості, 259, 268 

числення Бліссара, 317 
число найкоротших шляхів, 438 
числова послідовність 

нормальна, 270

шлях найкоротший, 433
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