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ПЕРЕДМОВА
Найвидатшший винахщ XX  столптя —  це, безумовно, електронна об- 

числювальна машина, або комп’ютер. Широка екстенсивна й штенсивна 

комп’ютеризац1я вс1х сфер людського буття —  виробництва, економжи, 

наукових дослщжень, осв1ти, побуту —  основний напрям 1нтенсиф1кацй 

Ф13ИЧИ01 й 1нтелектуальн01 пращ людини, шдвищення ефективносп та 

продуктивное^ пращ, запорука прискорення науково-техшчного й сощ- 

ального прогресу.

Математика та математики вщгграли видатну й визначальну роль як 

у формулюванш та розвитку абстрактно! ще! комп’ютера (А. Тьюршг, 

Е. Пост, А. Черч, С.-К. Клип, А. А. Марков та ш.), так 1 в процес! прак

тично! реал1защ'1 обчислювальноУ машини (Дж. фон Нейман, С. О. Лебе

дев, В. М. Глушков та ш.).

Без перебшыпення математику можна вважати “законним батьком” 

комп’ютера, батьком уважним, чуйним 1 вщповщальним. I зразу теля на- 

родження, 1 тепер, коли “дитина” подорослшала й вирушила в самостш- 

ну подорож св1тами, математика не залишае и поза своею пильною ува- 

гою. Вона вчила свШ винахщ робити перил кроки (монопол!зувавши, до 

реч1, використання та “забезпечення роботою” перших комп’ютер1в), 

повнощнно спшкуватися з навколишшм середовищем 1 под1бними соб1 
об’ектами, забезпечила йому добру освиу, поспйно дбае про шдвищення 

його квал1фжац)1.
У  свою чергу, комп’ютер не м1г не вплинути на саму математику. 3 

його появою вщбулася певна передислокащя роздшв класично! матема

тики та перерозподш уваги й защкавленостг математиюв до предмета 

дослщжень. Зокрема, з’явився окремий роздш сучасно! математики, що 

дютав назву дискретно/ математики.



Для жодноТ науково! дисциплши не кнуе (1 в принциш не може 

кнувати) Ч1Ткого та повного означення и предмета й меж вщповщ- 

них наукових дослщжень. 3 одного боку, це можна поясните постш- 

ним 1 непередбачуваним розширенням сфер дослщжень, неможли- 

В1стю точно визначити вс1 проблеми, напрями, штереси та змкт 

будь-яко!' галуз1 науки. 3 шшого боку, школи не припинявся, а остан- 

шм часом штенсифхкувався процес взаемовпливу та взаемопроник- 

нення р1зних, спочатку досить далеких одна вщ одно!', наукових тео-

р 1Й 1 ДИСЦИПЛ1Н.

У довщниках, енциклопед1ях 1 вступних роздшах пщручнимв 

1 монографий означення предмета певно! науково! дисциплши (ф1зики, 

Х1М11, бюлогп тощо) мае описовий характер; зазвичай його подають за 

такою схемою. Спочатку формулюють у найзагальшших 

рисах основш напрями дослщжень 1 методолопю галуз1 науки. Як 

приклад можна навести таку цитату з енциклопедп: “Физика —  наука, 

яка вивчае найпросппп й водночас найзагальшш! законом1рност1 

явищ природи, властивост! й будову матера та закони а  руху... Ф 1зика 

належить до точних наук 1 вивчае кшьккш законом1рност1 явищ”. Да- 

Л1 подають перелш основних роздшв, об’еднаних у едину наукову 

дисциплшу згщно з традищею чи за спшьною згодою науковщв (авто

ритета у щй наущ).

Якщо скористатися зазначеною схемою, то першу частину означення 

можна сформулювати так: дискретна математика (шип назви: дис

кретный анал13, скшченна математика) —  це роздш сучасно! математи

ки, у якому вивчають властивост! математичних об’екпв дискретного 

характеру, тобто таких, основш параметри яких мають скшченш чи зл1- 

чешп обласп означення й обласп змши (значень).

Хоча окрем1 роздши дискретно! математики виникли в далекш давни- 

ш, вона остаточно сформувалась як окрема математична дисциплша ли

ше у XX  стол1тт1. Тому ще не створено вищезгадано! традицп, остаточ

но не досягнуто спшыю'Г згоди фах1вц1в щодо багатьох роздш1в дискрет

но! математики, 1 в пропонованих р1зними авторами перел1ках роздшв, 

що складають ГГ предмет, е ктотш в1дм1нност1. У  ньому можна перекона

тися, пор1внявши зм1ст деяких пщручниюв або навчальних пос1бник1в з 

дискретно!' математики.

Водночас бшышсть автор1в погоджуються, що основним стимулом 

до об’еднання р!зних роздш 1В класично! математики —  тих, що вже й>

нували здавна, 1 нових —  шд термшом “дискретна математика” стало 

виникнення та широке впровадження електронних обчислювальних 

машин, а також поява одше! з найважлив1ших наук X X  стол^ття —  К1- 
бернетики. Дискретна математика стала складовою частиною юберне- 

тики, точнше ядром п теоретично!' (математично!) частини —  теоре

тично!' (математично!) к1бернетики, науки, що активно й потужно роз- 

виваеться.

Ниш бракуе л1тератури, яку могли б використовувати викладач1 та 

студента для шдготовки навчальних курс1В 1 вивчення дискретно!' мате

матики. За останш три десятшиття вийшло декшька книг, у назв! яких е 

словосполучення “дискретна математика” чи яю мають в1дношення до 

ц!е! дисциплши. Однак велика кшьюсть цих видань за сво!'м зм1стом ор1- 
ентована на своер1Дне та дуже специф1чне уявлення про предмет дис- 

кретно'1 математики, яке умовно можна назвати “московським”, оскшьки 

його головними щеологами й авторитарними пров1дниками були мос- 

ковськ1 математики О. Б. Лупанов 1 С. В. Яблонський, а також !'хш пос- 

лщовники й учш —  В. А. Горбатов, В. Б. Кудрявцев, Л. А. Шоломов [10, 

38] та 1н.

1стотно шше поняття про предмет 1 зм1ст дискретно!' математики 

склалося в Укра!'ю, де безперечним авторитетом у його визначенш були 

академ1к В. М. Глушков 1 його колеги й учш (Л. А. Калужнш, 

К. Л. Ющенко, В. Н. Редько, О. А. Летичевський та ш.). На жаль, це по- 

нятгя не знайшло вщображення в однш окрем1й киижщ, а розпорошене 

в декшькох щкавих 1 зм1стовних виданнях, як1 на сьогодш малодоступш 

(див., наприклад, [7, 9] та ш.).

Головним критер1ем, за яким р13Н1 роздши математики (як Т1, що 

виникли в давн1 часи, так 1 Т1, що з’явились у X X  столтт) об ’едну- 

ють пщ назвою “дискретна математика”, е, безумовно, !'хне в1дно- 

шення до теорп та практики проектування й використання електрон

них обчислювальних машин 1 програмування. Тому ще одшею наз

вою дискретно! математики е “комп’ютерна математика” , що 

засвщчила й видана в 1984 р. книга американських автор1в Д. Кука 

та Г. Бейза з такою назвою [18], 1 зм1ст яко! цшком узгоджуеться 13 

загальноприйнятим розумшням предмета дискретно! математики. На 

наш погляд, останшй терм1н е найбшып В1ДПОВ1ДНИМ для дано!' дис-

ЦИПЛ1НИ.

Основна мета цього пщручника —  викладення фундамеитальних ба- 

зових понять, принщппв, результата 1 метод1в 13 царини комп’ютерно!'



математики, шдготовка для подальшого ширшого та глибшого вивчення 

предмета.

Темпи розвитку комп’ютерного господарства (як його матер1ально'1 

“залхзноГ’ частини, так 1 особливо програмного забезпечення) таю, що 

знания, отримаш пщ час навчання, часто застархвають вже на момент йо

го завершения. Тут мова йде про знания та навички-володшня конкрет- 

ними системами й розробками. Не деЕольвуються лише фундаментальш 

базов1 знания. Тому фах1вець, який бажае завжди залишатися якщо не 

“на висотГ, то принаймш “на р1вш” щей, новацш 1 прогресу, мае подба- 

ти про фундаментальну та глибоку теоретичну пщготовку.

Основу щого пщручника склали лекцп з нормативного курсу “Дис

кретна математика”, протягом 1991—2004 рр. читаного студентам фа

культету юбернетики Кишського нащонального ушверситету 1меш Тара

са Шевченка.

Майже до вах роздйпв пщручника пщбрано задач! та вправи, кшь- 

К1сть 1 р1вень яких достатш для того, щоб використовувати цей пщруч- 

ник також для проведения практичних занять. Для бшыпост1 задач наве

дено розв’язки чи вказ1вки, що 1Стотно полегшить самостШне опрацю- 

вання материалу. Додатков! задач1 можна знайти в зб1рниках [4-6, 20, 

27-30, 34].

Автор 13 вдячнютю й у вагою готовий вислухати вщгуки, зауваження, 

побажання, поради, шформащю про пом1чеш помилки чи недоречност1, 
ЯК1 можна надсилати на адресу: 03022, Киш-22, пр. Акад. Глушкова, 6, 

факультет юбернетики, або електронною поштою: 1гоз{@ишсуЪ.к1еу.иа.

роздРл

МНОЖИНИ ТА В1ДНОШЕННЯ

Основи теорп множин було закладено вщомим шмецьким мате

матиком Георгом Кантором у друпй половит дев’ятнадцятого сто

лптя. Появу ще'Г теорп з ентуз1азмом сприйняли багато авторитетних 

математик1в. Вони побачили в нш засоби для створення метамови 

математики, тобто формально! ушверсальноТ системи понять 1 прин- 

цишв, за допомогою яко! можна було б викласти з единих позищй 

зм1ст р1зноман1тних традицшно далеких один вщ одного роздш1в ма

тематики. Перил так1 досить успйпш спроби було зроблено вже неза- 

баром шсля виникнення кантор1вськоТ теорп множин.

Однак шзшпп дослщники виявили в теорп Кантора чимало супе- 

речностей —  так званих парадоксов, або антиномш, теорп множин. 

Виникла кризова ситуащя. Одна частина математиюв, посилаючись 

на штучшеть сформульованих антиномШ, вважала за краще не пом1- 
чати цих суперечностей або не надавати ш  великого значения. Вод

ночас шша (скаж1мо, вщповщальшша) група математиюв зосереди- 

ла своГ зусилля на пошуках бшьш об рунтованих 1 точиих принцишв 

1 концепщй, на яких можна було б побудувати несуперечливу теорпо 

множин.

У результат! було запропоновано кшька формальних (аксюматич- 

них) систем, як1 служать фундаментом сучасно! теорп множин, а зна

чить, 1 вс1€1 класично! математики. Важливють цих дослщжень серед 

шшого пщкреслюе й той факт, що значний внесок у становления ак- 

сюматично! теорп множин зробили так1 видатш математики й мис- 

лител! минулого столптя, як Б. Рассел, Д. Пльберт, К. Гедель та ш.



Сьогодш теория множин —  це математична теор1я, на якш 'рунтуеть- 

ся бшьппсть роздшв сучасно!' математики, як неперервно'!, так 1 ДИСКреТ- 

НО!.

Докладнше з 1стор1ею виникнення та розвитку теорп множин можна 

ознайомитися, прочитавши щкаву моиографно А. Френкеля та I. Бар- 

Хшлела “Основи теорй' множин” [32] чи книгу М. Клайна “Математика. 

Втрата певносп”.

1.1. Поняття множини.
Способи задания множин

Для наших цшей достатньо буде викласти основи так звано! ттуХ- 

тивноI, або ншвно!, теори множин, яка в головних сво!х положениях збе- 

рнае ще! та результати засновника теорп Г. Кантора.

В шту!тивнш теорп множин поняття “множина” первинне й неозна- 

чуване, тобто його не можна означити через шли прост1пп терм1ни чи 

об’екти, а можна тшьки пояснити на прикладах, апелюючи до нашо! уя- 

ви й штущн. У  математищ е й шип таю поняття: “число”, “пряма”, “точ

ка”, “площина” тощо.

Канторхвський вираз: “Множина —  це З1брання в едине цше 

певних об’екта, ч1тко розр1знюваних нашою шту'пцею чи нашою дум

кою”, —  безумовно, не можна вважати строгим математичним означен

иям. Це, скорше, пояснения поняття множини, яке зам1няе термш “мно

жина” на термш “з1брання”. 1нып синон1ми основного слова “множина”

—  “сукушпсть”, “иаб1р”, “колекщя”, “об’еднання” тощо.

Прикладами множин можуть бути множини десяткових цифр, Л1тер 

украшського алфавпу, мешканшв Киева, парних чисел, розв’язюв яко

гось р1вняння та 1Н.

На письм1 множини позначають зазвичай великими лггерами. Для 

деяких множин у математищ використовують стал1 позначення, нап

риклад: 2  —  множина цших чисел, N —  множина натуральних чисел 

(зокрема, через Nк будемо позначати множину натуральних чисел вщ 1 

до к), () множина рац1ональних чисел, К —  множина дШсних чисел 
тощо.

Об’екти, з яких складаеться задана множина, називаються !Т елемен- 

тами. Елементи множин позначатимемо малими Л1терами латинського 

алфав1ту. Той факт, що об’ект а е елементом множини М, записують так:

ае М (читають: “а належить множиш М" або “а —  елемент множини 

М"). Знак надежность елемента множиш е —  це стшнзащя першо! т- 

тери грецького слова еои  (бути). Те, що елемент а не належить множи- 

III М, позначають так: аё. М або аёМ.

Запис а, Ь, с, ...еМ  використовують для скорочення запису аеМ , 

Ье М, се М, ... .
Множину називають скшченною, якщо юльюсть п елеменпв сюн

ченна, тобто кнуе натуральне число к, що е кшьк1стю елеменпв ще! 

множини. В 1НШ0МУ раз1, множина е нескшченною. Кшьк1сть елеменпв 

сюнченно! множини А традищйно позначають \А\.

Для задания множини, утворено! з будь-яких елемент1в, будемо ви

користовувати два таю способи. В основ! обох 13 них лежить позначення 

множини за допомогою ф1гурних дужок.

1. Якщо а,, а2, ..., а, —  яюсь об ’екти, то !х множину позначають 

як {а , а2, ..., ап}, де у ф1гурних дужках М1ститься перелж ус1х еле- 

мент1в В1ДПОВ1ДНО! множини. Так можна задавати тшьки сюнченш 

множини. Порядок запису елемент1в множини в такому позначенш 

не1стотний.

Приклад 1.1. Множину вс1х десяткових цифр записують 

{О, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, множину основних арифметичних опера

щй —  {+, -, X, /}, множину розв’язюв нер1вност1 (х - I)2 < 0 —  {1}.

Одна з основних щей кантор1всько! теорп множин —  розшяд мно

жини як нового самостшного об’екта математичного дослщження. Тому 

потребно розрхзняти так1 два ргзш об’екти, як елемент а та множина {я}, 

що складаеться з единого елемента а. Зокрема, множини можуть 

бути елементами яко!сь шшо! множини. Наприклад, множина

О = {{а, Ь), {а, с}, {Ь, с}} всгх можливих пар з елемента а, Ь, с склада

еться з трьох елеменпв, 1Н задано цшком коректно.

2. Другий способ задания множин 'рунтуеться на зазначенн! загально! 

властивост! чи породжувально! процедури для вс1х об’екта, що утворю- 

ють описувану множину.

У загальному випадку задания множини М мае вигляд М = {а | Р(а)}. 

Цей вираз слщ читати так: “А/ —  це множина ВС1Х тих 1 тшьки тих еле

менпв а, для яких виконуеться умова Р". Через Р(а) позначено або влас- 

тив1сть, яку мають елементи множини М, або якусь породжувальну про

цедуру, що описуе спос1б отримання елемент1в множини М з уже вщо-



мих и елементш чи з шших об’екпв. Замкть вертикально! риски шод1 
пишуть двокрапку.

Приклад 1.2. 5 = {п \ п —  непарне число} або 8 =  {п\п = 2к + \, 

кь7 .),Х= {х\х = я к, к е 7 ) ,Р  = { Щ м = /1+1 +/., /еЛГ,/; = /2 = 1}.

Другий споаб задания множин бшьш загальний. Наприклад, уведену 

вище множину О вс!х пар з елемент а, Ь, с можна задати так:

В  = {{х,у}\хе {а, Ъ,с},уе {а,Ь,с},х *  у}. (1.1)

Для зручносп й одностайносп виконання математичних викладок уво- 

дять поняття множини, яка не мктить жодного елемента. Таку множину на

зивають порожньою та позначають 0 . Наприклад, якщо дослщжують 

множину об’екпв, яю мають задовольняти певш властивосп, 1 з’ясовують, 

що таких об’екпв не юнуе, то зручшше сказати, що шукана множина по

рожня, шж оголосити п такою, яко! немае. Порожню множину можна озна- 

чати за допомогою будь-яко! суперечливо! властивост1, наприклад, 

0={х\хФх} тощо. Водночас твердженням “множина М  непорожня” мож

на замшювати ршносильне йому твердження “кнуе елемент, що належать 
множиш М”.

1.2. Шдмножини
Дв1 множини Ата В називають ршиими (записують А = В), якщо во

ни складаються з тих самих елеменпв.

Множину А називають тдмножиною  множини В (записують А с  В 

чи В з  А) ТОД1 й тшьки тод1, коли кожний елемент множини А належить 

також множиш В. Кажуть також, що множина А мктиться у множиш В. 

Знаки с  1э  називають знаками включения.

Неважко переконатися, що А = В тод! й тшьки тод1, коли одночасно 

виконуються два включения: А с  В та В с  А. Кр1м того, якщо А с  В та 

В С  С, то А с  С. Останш два факти часто використовують 

у доведениях тверджень про р1вшсть двох заданих множин.

Якщо А с  В, однак А Ф В, то пишуть А с  В 1 називають множину А 

власною (строгою або ктинною) тдмножиною  множини В. Знак с  

(або з ) , на вщмшу вщ знака с  (або з ) , називаеться знаком строгого 

включения.

Очевидно, що для будь-яко! множини А виконуеться включения 

А с: А. Кр1м того, вважають, що порожня множина е пщмножиною будь- 

яко! множини А, тобто 0 с  А (зокрема, 0  с  0).

Слщ чпко розумгги р1зницю М1Ж знаками е та с  й не плутати ситуа

цп IX використання. Якщо {а} с  М, то ае М, 1 навпаки. Однак 13 вклю

чения {а} с  М, взагал1 кажучи, не випливае {а}е М. Для будь-якого 

об’екта х виконуеться хг 0 . Наприклад, для множини О  (1.1) 1 п елемен

пв виконуються так1 стввщношення:

{а, Ь}еО, {{а, Ь}, {Ь, с}} с  й, ае {а, Ь), {с}ё {а, с}, {а} с  {а, Ь). 

Множину вс1х пщмножин множини А (сюнченно! чи не сюнченно!) 

називають булеаном множини А 1 позначають $(А). Для булеана множи

ни А використовують також ппш позначення: 2А, Р(А), М(Л).

Наприклад, для множини А = {а, Ь} маемо Р(Л) = { 0 , {а}, 

{6}, {а, Ь}}, а для множини А = {0 , {0}} (3(Л) = {0 , {0}, 

{{0}}, {0 , {0}}}.

1.1. Задача / вправи

1. Яю з наведених сшввщношень правильш?

(а) (1, 2, 3} = {1, 2, 2, 3); (в) {1, 2, 3} = {1, 3, 2};

(б) {1, 2, 3} = {1, {2}, 3}; (г) {1, 2, 3} = {{1, 2}, {2, 3}}.

2. 3 яких елеменпв складаеться множина В, якщо А = {1, 2, 3}?

(а) В = {у \у = х + г,х,геА}; (в) В = [у \ у = хг, х, геА}.

(б) В= {у\х=у+ г,х, ге А};

3. Ям з наведених сшввщношень правильш?

(а) 0  = {0}; (в) {1, 0} = {1}; (д) |{0}| = 0; (е) |{0, {0}}| = 2;

(б) 0  = { }; (г) |0| = 0; (е)|{0}|=1; (ж) |{{0}}| = 2.

4. Яю з наведених сшввщношень правилып?

(а) 1<= {1,2,3}; (е) (1, 2}е {1, 2};

(б) 1е{{1}, {2}, {3}}; (е) {1, 2}е{{1, 2}};

(в) {1}е{1, 2, 3}; (ж) {1, 2}е{{1}, {2}, {3}};

(г){1}б{{1},{2}, {3}}; (з)ае {а}.

(д){1,2}б {1,2,3};

5. Як1 з наведених сгпввъчношень правилып?

(а) Об 0; (в) 06 {1}; (д)0е{{0}|;

(б)06 0; (г) 0е {0}; (е){0}б{0, {0}}.

6. Яю з наведених сшввщношень правильш?

(а) 1 с  {1,2,3}; (г) {1} с  {{1}, {2, 3}};

(б) {1} с  {1, 2, 3}; (д) {1, 2} с  {{1}, {1, 2}, {3}};

(в) {1,2,3} с  {1,2,3}; (е) 0  с  {1, 2, 3}.

7. Нехай А = {1, 2, {1}}. Ям з наведених сшввщношень правильш?

(а) 1еЛ; (6) {1}еЛ; (в) {{1}}е^; (г){1}сЛ;



(д){{1}}сЛ; (ж) {{2}} С А; (0 06 А; (к ){ 0 } сА ;
(е) {2}еЛ; (з){1,2}еЛ; (0 0 е Л ;  (л) {0, 1 )^ А ;

(с) {2} с  А; (и) {1,2) с А ;  (й) {0}еА; (м) {0, {1}} С А.

8. Як1 з наведених сшввщношень правильш?

(а) 0  с  0; (г) {0} с{{0}}; (с) {{0}} с  {0, {0}};

(б) 0  с  {0}; (д )0 с{1 } ; (ж ){{0}}с{0>;

(в ) (0 } с 0 ;  (е ){0 } с{0 } ; (з) {{0}} с  {{{0}}}.

9. Чи 1снуе така одноелементна множина В, що для яко'!сь множини А одно- 

часно виконуються сшввщношення Ае В та А о, В1

10. Для множини А побудувати множину вшх И пщмножин, тобто булеан

Р(Л):
(а) Л = {1,2,3}; (в) А = {1, {2}, {1, 2}};

(б)А = {0); (?)А = {0, {1,2}}.

И. Визначити множину:

(а) Р(Р({1, 2})); (б) Р(Р(Р(0))).

1.3. Операип над множинами 
та Ух властивосп

Для множин можна ввести теоретико-множинш операцп, результа

том виконання яких також е множини. За допомогою цих операщй мож

на конструювати жда множини 13 заданих.

Нехай Ата В —  яюсь множини.

Об’еднанням множин А та В (позначаеться А и  В) називаеться мно

жина тих елеменпв, яю належать хоча б однш 13 множин А чи В. Симво- 

Л1чно операцто об’еднання множин записують так:

Л и  В = Ы х е Л  чи х е В } ,  або х е Л и В о
' 1 х е В .

Приклад 1.3. {а, Ь} и  {с, с!} = {а, Ь, с, А,}, {а, с} и  0  = {а, с), 

{а, Ь, с} и  {а, с, Л, е) = {а, Ь, с, Л, е}.

Перетином множин А та В (позначаеться А п  В) називаеться множи

на, що складаеться з тих 1 тшьки тих елемеште, яю належать одночасно 

множинам А та В, тобто

1 [хеА ,
Л п В  = {х|хе А \ х & В), 01>хе Л п В о  | ^

Приклад 1.4. {а, Ь, с}п{а, с, с!, е} = {а, с), {о, Ь}гл{с, с/} = 0 . 

Кажуть, що множини А та В не перетинаються, якщо А п  5 = 0 . 

Операцп об’еднання та перетину множин можна поширити на до

вшьну сукушпсть множин {А. |/е/}. Так, об ’еднання множин А. 

(позначають Ц) 4 ) складаеться з тих елеменпв, яю належать хоча б
Ы1

ОДНШ 13 МНОЖИН А. Щ€1 СукуПНОСТ1. А ПереТИН МНОЖИН А' (записують 

П А, ) мютить тшьки Т1 елементи, яю одночасно належать кожнш з 

множин А .I
Рьзницею множин А та В (позначаеться А \ В) називаеться множина 

тих елеменпв, яю належать множиш А й не належать множит В. Отже,

А\ В = {х|хе А \ х € б}, 01>хе А\В о
х еА , 

хе В.

Приклад 1.5. {Ь, с} \ {а, Л, с} = {Ь}, {а, с, <1, е} \ {а, Ь, с} = {й, е}, 

{а, Ь)\ 0 = {а, Ь}, {а, 6}\{а, Ь, с, с!} = 0 .

Симетричною рпницею множин А та В (позначаеться ААВ, А®В або 

А+В) називаеться множина, що складаеться з ус1х елеменпв множини А, 

яю не мютяться в В, а також ус1х елеменпв множини В, яю не мютяться 

в А, тобто

ААВ = {х | (хе А Ухё В) У(хе В Ухе А)}, 01> хе  ААВ о

х еА , 

хе  В, 

хе  В, 

хеА .

Приклад 1.6. {а, Ь, с}Д{а, с, Л, е} = {Ь, с1, е}, {а, Ь}А{а, Ь} = 0 , 

{а, Ь}А0 = {а, Ь}.

Уведеш теоретико-множинш операци можна прошюструвати так зва

ною д'шграмою Венна (або дгаграмою Ейлера) (рис. 1.1).

Тут А та В —  це множини точок двох крупв. Тод1 множина А и  В 

складаеться з точок областей I, II, II I , А п  В —  це область II, А \ В —  

область I, В \ А —  область II I , ААВ складаеться з точок областей I та 

III.

У  конкретшй математичнш теорп бувае зручно вважати, що вс1 роз- 

глядуваш множини е шдмножинами певно! фжсовано! множини, яку на-



зивають ушверсальною множиною, або ушверсумом, 1 позначають Е 

(або Ц). Наприклад, в елементарнш алгебр1 такою ушверсальною мно

жиною можна вважати множину дшсних чисел Я, у вшцш алгебр1 —  

множину комплексних чисел С, в арифметищ —  множину цших чисел 2, 

у традицшнш плашметрп —  множину вах точок площини чи множину 

вах геометричних об’ект1в, тобто множину множин точок на площиш 

тощо.

Якщо зафшсовано ушверсальну множину Е, то доповненням множи

ни А (воно е пщмножиною ушверсально! множини Е й позначаеться А) 

називаеться множина ВС1Х елеменпв ушверсально! множини, що не на

лежать множиш А, тобто А = {х | х еЕ  та хёА}, або 

хеА  <=>хёА.

Неважко зауважити, що А = Е \ А.

Приклад 1.7. Якщо як ушверсальну множину взяти множину N 

вах натуральних чисел, то доповненням Р множини Р вс1х парних нату

ральних чисел буде множина вах непарних натуральних чисел.

Зазначимо у вигляд! тотожностей основаI властивостг введених ви

ще теорегпико-множинних операцш:

1) асоцгативнгсть

(А и  В) и  С = А и  (В и  С);

(А п  В) п  С  = А п  (В п  С);

2) комут ат  йен 1ст ь

А и  В = В и  А\

А п  В = В г>А;

3) дистрибутйен 1стъ

А и  (В п  С) = (Л и  Б) п (А и  С);

А п ( В и С )  = (АъВ)и(Аг\ С)', ( 1-2)

4) где,мпотентшсть 

А и А = А ;

А п А  =Л;

5) гнволютивнгсть 

А = А;

6) правша (закони) де Моргана 

А и  В = А п  В;

АглВ = А и  В.

Правила де Моргана можна узагальнити для сукупност! множин:

Щ  = П Д ; ПА,. = 1 1 4 .
/е/ ;е/ ;е/ /€/

Наведемо також шип корисш теоретико-множинт тотожностг. 

А и 0  = А, А п  0_= 0 ; А _и Е = Е , А_пЕ = А;

А и  А =Е , А п  А = 0 ; Е = 0 , 0  = Е. (13)

Окремо запишемо властивост/' операцй симетричнох ргзницг.

ААВ = (А\В) и  (В\А) = (А и  В) \ (А п  В) = (А п~В) и  (А п  В); 

(ААВ)АС = АА(ВАС) (асоцгативнгсть)',

ААВ = ВАА (комутативнгсть); 0-4)

А П (ВАС) = (А п  В)А(А О  С) (дистрибутивн'гсть перетину)', 

ААА=0\ ААЕ = А] АА0 = А.

Приклад 1.8. Покажемо ктиншсть одше! з наведених тотожнос

тей —  правила де Моргана

А и  В = А пВ . (1-5)

Доведемо спочатку, що

А и  В с  А п  В.
( 1.6)

Нехай елемент хе А и  В Тод1 хе Е \ (А_ и  В), тобто х€ А та хч В. Звщси 

випливае, що хе А 1 хе В; отже, хе А п  В. Тому мае мкце включения 

( 1.6).
Доведемо обернене включения

А слВс^А иВ .

Припуспмо, що хеА п  В. Це означае, що хеА  та хеВ, тобто хчА 

та хёВ. Тому хёА и  В, отже хеА и  В .31 справеддивосп обох включень 

(1.6) 1 (1.7) випливае ктиншсть р1вност1 (1.5).



Аналопчно можна довести вс1 шип наведеш теоретико-множинш тотож

носп, яю дають змогу спрошувати р1зш складш вирази з множинами.

Наприклад, послщовно застосовуючи деяю тотожносп (1.2) 1 (1.3), 
маемо

(А о  В п  С п  ~5) и  ( Т о  С) и  (в о  С) и  (С п  О) =

= (А г* В Г\ С  п О ) ц ( ( 7  ц Д ц Д ) п  С) =

= ((А гл В гл й) и  А гл В гл~5) гл С  = Е гл С  = С.

1.2. Задач/ / впраеи

1. Нехай Л = {1, 3, 5, 6}, В = {1, 2, 3, 5, 7} 1 С = (2, 4, 7). Обчислити
(а) Л иВ; (в) А гл В гл С; (д) ААВ;

(б) (А и  С) \ В; (г) (А \С> и  (В \ А); (е) (В\С) гл(А\ В).

2. За допомогою Д1аграм Венна перев1рити таю теоретико-множинш р1в-
носп:

(а) А гл (В и  О  = (А п В) и  (Л п  С);

(б) (А п В) и  А = (А и  В) гл А = А;
(в) Л \ (В и  С) = (Л \ В) п  (Л \ С);

(г) (Л и  В) \ С = (Л \ С) и  (В \ С);
(д) Л п (ВДС) = (А п  В)Л(А гл С);

(е) ААВ = (А и  В) \ (А п  В

3. Навести приклад множин А й В, яю спростовують р1вшсть
(а) (А \ В) и  В = А; (б) (А и  В) \ В = А.

Сформулювати та довести необхщш й достатш умови для виконання ще! р!в-
Н0СТ1.

4. Визначити множини

(а )0 п { 0 } ; (в) {0} и  0; (д) {0,(0}} \ {0};
(б ){0}п{0> ; (г){0,{0}}\0; (е){0,{0}}\{{0}}.

5. Нехай А та В —  довыьш множини. Довести, що сшввщношення, розмще- 

Н1 в одному рядку, р1вносильн1 М1ж собою, тобто 31 справедливоси одного з них 
випливае справедлив!сть ус1х шших:

(а) А с  В, В_рТ,А и В  = В ,А п В  = А,А\В = 0;

(б) А с  В, А и  В = Е, А глЪ = 0;

(в) Л о  В = 0 , Л с  В, В с  Л;
(г) А и  В = Е, А с  В, В с  А.

6. Що можна сказати про множини А та В, якщо

(а )Л и В  = Л п В ; (д)А\В = А;

(б)А\В = В\А; (е)Л\В = 0;

(в) А с  В та А с  В; (е)А\В = В;

(г) А и  В = 0; (Ж) (А \ В) и  (В \ А) = А и  В?

7. Чи юнують множини /1, В та С, для яких одночасно виконуються таю ств

вщношення:

(а) А п В * 0, А п С=  0, (А гл В) \ С= 0;

(б) А Ф 0, А п В = 0, А п С = 0, А \ (В и  С) = 0?

8. Довести тотожносп (А гл В) и  А = (А и  В) п  А = А.

9. Сформулювати та довести необхщш й достатш умови для множин А та В, 

щоб виконувалася р1вшсть (3(.4) и  Р(В) = (3(А и  В).

10. Що можна сказати про множини А та В, якщо

(а) ААВ = А^ (в) ААВ = 0; (д) (А \ В)Д(В\ А) = 0;

(б) ААВ = А; (г)ААВ = Е; (е) (А и  В)АА = В.

11. Довести, що

(а )А п В сС < = > А с  В и  С;

( б ) Л с В и С о Л п В с С .

1.4. Декартов (прямий) добуток 
множин

Декартовим (прямим) добутком множин /1 та В (позначаеться 

А х  В) називаеться множина вс1х пар (а, Ь), у яких перша компонента на

лежить множиш А (ае А), а друга —  множиш В (Ье В), тобто

Ах В = {(а,Ь) I ае  А 1 Ье В\, 01> (а,Ь)е Ах В <=> ]
[Ье В.

Декарпв добуток можна природно узагальнити для довшьно! сюн- 

ченно! сукупносп множин. Якщо А:, А2, ..., Ап —  множини, то !х декар

товим добутком називаеться множина

Я  = { (а,, а2, ..., а )  \ а ^ А х, а2еА2, ..., а е А п }, 

яка складаеться з ус1х набор1в (а,, а,, ..., ап), у кожному з яких /-й член, 

що називаеться 1-ю координатою , або 1-ю компонентою набору, нале

жить множиш А., I = 1, 2, ..., п. Декарпв добуток позначають 

А,хА,х ... хА  .I 2 /?
Щоб вщр13няти наб1р (а,, а,, ..., а)  вщ множини, що складаеться 

з елемент1в а х, а„ ..., ап, його записують не у ({пгурних, а в круглих дуж

ках 1 називають кортежем, вектором або впорядкованим набором.

Довжиною  кортежу називають кшьюсть його координат.

Два кортеж! (а,, а,. 1 (/) Л Ъ ) однаково! довжини вважа-

ЮТЬр !вн и м и  ТОД1 И ТШЬКИ ■ ОД1,1____ г-1_____та- — —------- гг—— г—___

то а1 = ЬР I = 1, 2, ..., п. Отя е, кортеж1 (я^^|с9^й,Я^^С^|й^8а МНОЖИНИ 

{а, Ь, с} й {а, с, Ь} —  р1вн]
П о т е к а



Декарттв добуток множини А на себе п раз1в, тобто множину 

А х А х ... х А називають п-м декартовым (прямым) степенем мно

жини А та позначають А". Вважають, що А0 = 0  (и = 0) й А' = А 

(п = 1).

Приклад 1.9. 1. Якщо А = {а, Ь} та В = {Ь, с, с/}, то

А х В = {(а, Ь), (а , с), (а, сГ), (Ь, Ь), (Ь, с), (Ь, с!)},

А2 = {(о, а), (а, Ь), (Ь, а), (6, 6)}.

2. Якщо Я —  множина дшсних чисел, або множина точок координат

ной прямо!', то К2 —  це множина пар (а , Ь), де а, Ь е Л, або множина то
чок координатной площини.

Координатне зображення точок площини вперше запропонував фран- 

цузький математик 1 фшософ Рене Декарт, тому введена теоретико-мно- 

жинна операщя й називаеться декартовим добутком.

3. Сюнченна множина А, елементами яко!' е символи (лгеери, цифри, 

спец! алый знаки тощо), називаеться алфавитом. Елементи декартового 

степеня А" називають словами довжини п в алфавт А.

А* = {е} и  А и  А2 и  А3 и ... = {е}иЦ| А1 —
е̂N

це множина вс1х с.’ив у апфав1т1 А; тут е —  порожне слово (слово дов

жини 0), яке не мктить жодного символу алфав!ту А. Порожне слово 

позначають також через е.

Замкть запису сл1в 13 прямого степеня А" у вигляд! кортеж1в 
(а,, а2, ..., а )  часпше використовують традищйну форму IX запису 

у ВИГЛЯД1 послщовносп символов ахаг ..ап, а еА ,у = 1, 2, ..., п. Наприк

лад, 010111, 011, 0010, 100 —  слова в алфавт В = {0, 1}, а 67-35, 

98)) * (+ 1, (450 +12)/27, 349 * 2 + 17 —  це слова в алфавт С  = {0, 1, 2, 

3,4, 5, 6, 7, 8, 9, + ,- ,* ,/ ,( ,)} .

Операцш декартового добутку неасощативна й некомутативна, тобто 

множини (А х В) х С, А х (В х С) й А х В х С, а також множини А х  В та 

В х А, узагал1 кажучи, р1зш. (Зауважимо, що в математищ множини 

(А х В) х С й А х (В х С) 1нод1 ототожнюють з А х В х С, вважаючи, що 

кортеж! ((а, Ь), с), (а, (Ь, с)) й (а, Ь, с) збиаються [19, 26].)

Зв’язок декартового добутку з шшими теоретико-множинними опе- 

рац1ями виражають таи тотожносп:

(А и  В )х С  = (А х С) и  (В х С),

(А п  В) х С  = (А х С) п  (В х С),

А х (В и  С) = (А х В) и  (А х С), (1.8)

А х (В п  О  = (Ах В) п  (Ах С).

Проекцию на 1-ту вкь (1-ю проекцию) кортежу XV = (а,, а2, . • •, «,) на

зиваеться /-та координата а. кортежу и>; позначаеться Ргж

Проекцкю кортежу н> = (аг а2, ап) на ос1 з номерами /,, /2, ..., /4 на

зиваеться кортеж (а. , а ..., а^); позначаеться Рг ^....

Нехай У—  множина кортеж1в однаковоТ довжини. Проекцкю множи

ни V на /-ту вкь (позначаеться РгК) називаеться множина проекщй на /- 

ту вкь ус1х кортеж1в множини У: РгУ = {Рг V | уе У).

Аналопчно означають проекщю множини V на кшька осей: 

р г у = {Рг у | уе У}.
'1. ’2.....'* 1 ; I ’ 2.....‘к 1

Приклад 1.10. Рг ^ ^ ( А 1 х А2 х...х  Ап) = А х !  х... хА^. Як

що У = {(а, Ь, с), (а, с, с/), (а, Ь, </)}, то Рг, У = {а}, Рг,К = {Ь, с}, 

Рг,/ =  {(а, с), (а, О)}, Рг2зV = {(6, с), (с, с/), (Ь, с!)}.

1.3. Задач/ / вправы

1. Для заданих множин А = {1, 2} та В = {2, 3, 4} визначити

(а)ЛхВ; (в) В2; (д)АхВхА;

(б) В хА; (г) (В\А) хА; (в) А х (А и  В).

2. Довести, що 1снують множини А, В та С таю, що

(а)А х В * В х А ;  (б) (А х В) х С *А  х (В х С).

Для ЯКИХ МНОЖИН виконуються Р1ВНОСТ1?

3. Довести, що

(а) (А х В) п (В хА) = (А п В) х (А п В);

(б) (А х В) и  (В х А) с  (А и  В) х (А и  В).

4. Сформулювати та довести необхщш й достатн1 умови виконання р1вност1 
(А и  В) х (А и  В) = (Ах В) и  (В х А).

5. Позначимо О = |3(М) х Р(М) х р(М), де М = {1, 2}. Виписати вс1 таю кор

теж! (А, В, С)е Д  що
(а) А п В = С; (б) А и  В и  С = М\ (ъ )А п В *В п С .

6. Довести, що коли В Ф 0 , то

(а) Рг,(Л х В) = А;

(б) якщо С с  А х В, то Рг,С с  А.

1.5. Вшювгдносп
Шдпови)нктю М1Ж множинами А та В називаеться будь-яка шдмно- 

жина С с. А х  В. Якщо (а, Ь)е С, то кажуть, що елемент Ь вгдповодае еле- 

менту а у вщповщносп С.



Оскшьки вщповщносп —  це множини, то для IX задания використо

вують Т1 СЭМ1 методи, що й для довшьних множин.

Кр1м того, вщповщшсть можна задавати (чи шюструвати) за допомо

гою так званого граф/ка в1дпов'1дност1 Нехай А = {1, 2, 3, 4, 5}

| В = {а, Ь, с, «/}, а С = {(1, а), (1, О), (2, с), (2, </), (3, Ь), (5, а), (5, Ь)} —  

вщповщшсть М1ж А та В. Позначимо числами 1, 2, 3, 4, 5 вертикалью пря- 

М1, а лггерами а, Ь, с, с1 —  горизонтальш прям1 на координатюй площиш 

(рис. 1.2, а). Тод] видшеш вузли на перетиш цих прямих позначають еле

менти ВЩПОВЩНОСП С Та утворюють Граф1К ВЩПОВЩНОСП С.

с/ ----------

с ------ ----------

Ь ------------- -

а -- ----------- -

1 2 3 4 5

« б 

Рис. 1.2

Зручним методом задания невеликих скшченних вщповщностей е дг- 

играми, або граф вгдпов/дностг. В одшй колонщ розм1щують точки, поз

начен! елементами множини А, у другШ (праворуч) —  точки, позначеш 

елементами множини В. 1з точки а першо!' колонки проводять стршку в 

точку Ь другоУ колонки тод1 й пльки тод1, коли пара (а, Ь) належить зада

ний вщповщносп. На рис. 1.2, б зображено Д!а-граму вщповщносп С з 

попереднього абзацу.

Вщповщшсть можна задавати, означаючи сшввщношення, ям мають 

задовольняти обидв1 и координата. Наприклад, розглянемо на класичнш 

координатной площиш К1 = К х В таю вщповщносп: 

С, = {(х,у)\х2 + у2=1}, С2 = {(х,у) \у = х2}, С3 = {(х,у) | |х| < 1, [у| < 1}.

Граф!к вщповщносп С, —  це коло рад1уса 1 13 центром у початку коор

динат, графж С, —  квадратична парабола, а графж С} —  ус1 точки квад

рата з вершинами (-1, -1), (-1, 1), (1, 1) 1 (1, -1).

Нехай С а  А х В —  вщповщшсть М1Ж множинами А 1 В.

Множина Рг,С називаеться области) визначення, а множина Рг2С —  об

ласти) значень вщповщносп С (шли позначення —  вщповщно 8С, та рг).

Образом елемента <яеРг,С при вщповщносп С називаеться множи

на вс1х елеменпв />еРг,С, що вщповщають елементу а; позначаеться 

С(а). Прообразом елемента Ье?т2С  при вщповщносп С називаеться 

множина вс1х тих елеменпв де Рг^С, яким вщповщае елемент Ь; позна

чаеться С~'(Ь). Якщо О  с  Рг,С, то образом множини О при вщповщнос- 

п  С називаеться об’еднання образ1в ус1х елеменпв з /); позначаеться 

С(П). Аналопчно означають прообраз множини С  с  Рг,С; позначають 

С ~\0).
Оскшьки вщповщносп —  це множини, то до них можна застосовува- 

ти вс1 В1Д0М1 теоретико-множинн! операцй: об’еднання, перетин, р1зни- 

цю тощо. Зокрема, для операцп доповнення вщповщносп С М1Ж множи

нами А 1 В ушверсальною множиною е А х В.

Додатково введемо для вщповщностей ДВ1 спещфчш операцп'.

Вщповщшстю, оберненою до задано!' вщповщносп С М1Ж множина

ми А та В, називаеться така вщповщшсть О  М1Ж множинами В 1 А, що

О = {(Ь, а) | (а, Ь)е С}. Вщповщшсть, обернену до вщповщносп С, поз

начають С
Якщо задано вщповщносп С с ^ х б т а О с В х Г ,  то композищею 

(суперпозицию, добутком) в'и)пов1дностей С 1 О (позначаеться С ° й) 

називаеться така вщповщшсть Н  М1Ж множинами А 1 Г:

Н  = {(а, Ь) | кнуе елемент се В, для якого (а, с)е С та (с, Ь)е О}.

Розглянемо окрем1 важлив1 випадки вщповщностей С М1Ж множина

ми А 1 В.

Якщо Рг,С = А, то вщповщшсть С  називаеться всюди (скраь) визна- 

ченою, а в шшому раз1 —  частковою.

Вщповщшсть/с А х В називаеться функцюналыюю, або функщею з 

А в В, якщо кожному елементу ае Рг,/вщповщае тшьки один елемент 13 

Рг2/  тобто образом кожного елемента ае Рг(/ е  единий елемент Ь з Рг, /. 

Якщо/ —  функщя з А в В, то кажуть, що функц1Я мае тип А—>В 1 позна

чають / :  А—>В чи Л-4в.

Усюди визначена функцюнальна вщповщшсть/с/! х б називаеть

ся вгдображенпям з А в В; позначаеться як 1 функщя /: А —» В або 

А-^В. Вщображення називають також всюди (скргзь) визначенпми 

функциями.

Вщображення типу А —» А назшають перетворенням множини А.

Через В4 позначають множину ВС1Х вщображень з А в В.

Оскшьки функщя 1 вщображення е окремими випадками вщпо

вщносп, то для них мають мкце вс1 наведен! вище означения: по-



няття областей визначення та значень, образу та прообразу елемен

пв 1 множин тощо. Зокрема, для функцй /  елементи множини Р г / 

називають аргументами функцй, образ /(а ) елемента ае Рг,/ —  зна

чениям функцй/ на а.

Вщповщшсть С називаеться сюр ’ективною (сюр ’скцкю), або вгдпо- 

в/днгстю на множину В, якщо Рг2С = В.

Вщповщшсть С називаеться га ’ективною (га ’екцгею), або ринознач- 

ною в/дпов/днктю, якщо для кожного елемента Ье?г2С  його прообраз 

С '(Ь) складаеться тшьки з одного елемента. 1накше кажучи, разним еле- 

ментам множини А вщповщають р1зш елементи множини В. 1нод1 ш’ек- 

цио називають 1-1 вщповщшстю.

Вщображення, яке е водночас сюр’ективним й ш’ективним, назива

еться биктивним, або бккцкю. Б1ективш вщображення називають час

то також взаемно однозначними вгдображеннями чи взаемно одно

значними ви)пов'и)ностями м1ж множинами А 1 В.

Отже, вщповщшсть взаемно однозначна тод1 й лише тод1, коли вона 

функцюнальна, всюди визначена, сюр’ективна та ш’ективна.

Вщповщшсть /( = {(а, а)\ аеА} називають тотожним  перетворен- 

ням, диагональною в/дповгднктю, або Ыагоналлю в А.

Б1ективне вщображення з А в А називають подстановкою мно

жини А.

Для довшьно!* вщповщносп С М1Ж А \ А позначимо через С*"' вщпо

вщшсть С ° С  ° ... ° С (п входжень лиери С). Вважають, що С40* = 1А та

С"' = С.

Наведемо приклади вщповщностей, вщображень 1 функщй.

Приклад 1.11. 1. Вщповщшсть М1ж юитинками та ф1гурами на ша- 

х]вниш в будь-який момент гри функцюнальна, але це не вщображення, 

бо не вс1 поля шах1внищ зайиято фггурами.

2. Вщповщшсть М1Ж натуральними числами \ сумами цифр гх десят- 

кового запису е вщображенням. Воно не е ш ’ективним, бо йому нале

жать, наприклад, так1 пари (17, 8) 1 (26, 8).

3. Вщповщшсть, за якою кожному натуральному числу п вщповь 

дае число 3п, очевидно, е взаемно однозначною вщповщшстю м1ж 

множиною вс1х натуральних чисел 1 множиною натуральних чисел, 

кратних 3.

4 . ВЩПОВЩШСТЬ М1Ж м н о ж и н о ю  т оч ок  к о о рд и н ат н о ! п л ощ и н и  К2 1 

м н о ж и н о ю  всIX  вектор1в 13 п очатк ом  у  т оч щ  (0 , 0 ) е в заем н о  о д н о 

зн ач н ою .

1.4. Задача / вправи
1. Нехай задано множини А = {а, Ь, с, сЛ) та В = {1, 2, 3, 4, 5} 1 вщповщносп 

м1ж А 1 В:
С, = {(а, 1), (а, 3), (а, 5), (Ь, 1), (Ь, 3), (с1, 3), (с/, 4), («/, 5)},

С2 = {(а, 4), (а, 5), (Ь, 2), (Ь, 3), (с, 1), (4 2), (4 3)},

С3 = {(Ь, 1), (Ь, 2), (Ь, 3), (с, 1), (с, 2), (с!, 1), (с/, 5)}.

Визначити
(а) Рг С., у = 1, 2, / = 1, 2, 3; (г) С, \ С2, С3 \ (С,пС3);

(б) С, и  С2, С2 и  С3; <д)с,,С2ДС3;

(в) С, п  С2, С2 п (С, и  С3); (е) С"1, / = 1, 2, 3.
Побудувати графши й Д1аграми вщповщностей С,, С2, С3 та вщповщностей з пун

ктов (б)-(е)-

2. Нехай задано множини А = {а, Ъ, с, с!}, В = {1, 2, 3, 4, 5}

1 С =  {а , 3, у}, вщповщносп М1ж А та В

С, = {(а, 2), (а, 3), (Ь, 1), (с, 4), (с, 5), (</, 2), (4 3)},

С2 = {(/>, 3), (Ь, 5), (с, 1), (с, 4), (с/, 1), {0, 4), (</, 5)}

1 ВЩПОВЩНОСП М1Ж В 1 С
О, = {(1, Р), (1, у), (2, а), (2, у), (3, у), (5, а), (5, (3)},

0 2 = {(1, а), (2, а), (2, р), (3, а), (4, а), (4, у)}.
Визначити: (а) С, ° О, = 1, 2; (в) С2 ° ф , ° 02 ').

(б) С ° С~', и  =1,2;

3. Нехай задано там вщповщносп М1Ж К 1 К:

С1 = {(х,у)\х2 + у1>1};

С2 = {(х,у) | М + Ы >3};
С, = {(х,у)\у1-\х\>0};

С4 = {(х,у) | (И + 0,5)м + м< х2+ N + 0,25}.
Побудувати графж вщповщносп:

(а) С, п С 2 п С 3;

(б)С3и С 4;

(в) С ,п С 2п С 4.

4. Нехай С = {(х, у) | л2+У = 1} — вщповщн1Сть м1ж К \ К. Для ле N визначи

ти В1ДПОВЩН1СТЬ С'”1.

5. Нехай задано вщповщносй М1Ж К 1 К: А, = {(*, у) \ у = ах + Ь) \ 

I  = {(*,у) \у = сх + с1). Для яких значень параметр1в а, Ь, с, с!е К виконуеться рш- 

шсть I , 0 Ь1 = Ь1 ° I,?

6. Що можна сказати про множини А \ В, якщо

(а) I с  Ах В; (г) з (а, Ь)еА х В випливае а * Ь;

(б) ?Ап (А х В) = 0; (д) А х В с, В х А;

(в) з (а, Ь)еА X В випливае (Ь, а)еА х В; (е) \АхВ\ = 1?



7. Нехай С, — вщповщшсть М1ж Л '\ В ,Сг — вщповщшсть М1Ж В 1 С. Довес

ти таю твердження:

(а) якщо С, Т ,  = О, то Рг,/> с  Рг,С, 1 Рг,0 с  Рг2С2;
(б) С, ” С2= 0  »  Рг2С ,п  Рг,С2 = 0.

8. Що можна сказати про вщповщшсть С М1ж множинами А 1 В, якщо

(а) для будь-якого хеА юнуе уе В такий, що (х, у)е С;

(б) з (х, у), (х, :)е С випливае у = г;

(в) з (х, у), (г, у)е С випливае х =

(г) для будь-якого уе В юнуе хеА такий, що (.г, у)е С;

(д) для будь-якого хеА кнуе единий елемент уе В такий, що Сх, у) е С, 1 нав

паки, для будь-якого (е В 1снуе единий елемент ге А такий, що (г, 1)е С?

9. Нехай задано так1 вщповщносп м1ж множинами А = {а, Ь, с, с1, е} та 

В= {1, 2, 3, 4, 5}:

С, = {(а, 2), (а, 5), (Ь, 1), (Ь, 5), (с, 2), (0, 3), (с/, 5)},

С, = {(а, 3), (Ь, 2), (с, 3), (е, 3)},

С, = {(а, 2), (Ь, 3), (с, 4), (4 1), (е, 5)},

С4 = {(а, 2), (а, 3), (Ь, 1), (с, 4), (с, 5), («/, 1), (е, 2), (е, 4)},

С, = {(о, 4), (Ь, 3), (с, 5), 2), (е, 1)}.

Визначити, як! з цих вщповщностей

(а) всюди визначеш; (г) сюр’ективш;

(б) функщональш; (д) б1ективш (взаемно однозначнх).

(в) ш’ективш;

Побудувати графйси та Д1аграми цих вщповщностей.
10. Довести, що вщповщшсть/шж А та В е воображениям тод1 й тшьки то-

Д1, КОЛИ 1Л с /  ° /  ' 1 /  1 ° / с  /й.

11. Довести, що об’еднання /\ и  /, двох вщображень 1 / 2 з Л в В буде вщобра- 

ЖеННЯМ 3 А В В ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли/, = /г

12. Встановити взаемно однозначну вщповщшсть М1Ж множинами

(а) А11 А‘\ (б) Р(Л) 1 {0, I}'.

13. Нехай/ — вщповщшсть М1ж А 1 В. Довести, що:

(а)/ всюди визначена тод1 й тшьки тод1, коли гл с / ° /

(б) / функциональна тощ й тшьки тод1, коли/  1 ° / с  <в;

(в)/  сюр’ективна темп й тшьки тод1, коли 1В с /  1
(г)/  ш’ективна тод1 й тшьки тод1, коли/°/ 1 с  1̂ ;

(д)/  взаемно однозначна тод1 й тшьки тод1, коли/°/"‘ = гл 1 /  1 ° /  =

1 .6 .  Р1ВНОПОТуЖН1СТЬ м н о ж и н

У а  введет вище теоретико-множинш операцп та IX властивосп 

мають мкце як для скшченних, так 1 для нескшченних множин. 

1стотна р1зниця М1Ж цими множинами виявляеться тод1, коли мова за

ходить про “юльюсть елеменпв” 1 в раз! спроби поравняти множини за 

щею ознакою. Тут слова “кшьюсть елеменпв” узято в лапки тому, що 

зрозумша умовшсть 1 невизначешсть цього поняття для несюнченних 

множин.

Одш з основних досягнень кантор1всько'1 теори множин —  це поши- 

рення поняття “кшьюсть елеменпв” зх скшченних множин на иескшчен- 

ш та формулювання принципу, зпдно з яким можна порхвнювати несюн- 

ченш множини за “кшьюстю елеменпв”. Зокрема, не-спод1ваним 1 нез- 

вичайним виявився той факт, що р!зш несюнченш множини можуть 

мати р1зну “кшьюсть елеменпв”, тобто для несюнченностей також юнуе 

своя 1ерарх1я.
Кантор1вська щея 'рунтуеться на такому простому спостереженш: 

щоб порхвняти за юльюстю елеменпв дв1 сюнченш множини, зовам не 

обов’язково перел1чувати елементи кожноУ з них. Можна Д1яти так. 

Наприклад, нехай потр1бно пор1вняти за юльюстю елеменпв дв1 мно

жини —  множину 5 студентов 1 множину М  ус1х мхсць в аудитор!ях фа

культету. Запропонуемо кожному студентов! зайняти одне м1сце. Якшо 

кожен студент отримае мкце 1 в аудитор1ях не залишиться жодного 

вшьного м1сця, то к1льк1сть елемент1в у множинах 5 1 М однакова. В ш- 

шому раз1 множина 5 мютить бшьше елеменпв, нгж множина М, або 

навпаки. Запропонована процедура встановлюе певиу функц1ональну 

вщповщшсть М1ж множинами 5 1 М. У першому випадку ця вщповщ

шсть виявляеться взаемно однозначною, а у другому та третьему умо

ви взаемноУ однозначносп не виконуються: або порушуеться умова 

повно'1 визначеносп (принаймн1 один студент не дютав М1сця), або 

порушуеться умова сюр’ективносп (хоча б одне м1сце залишилося 

вшьним).

Принагщно зауважимо, що багато хто з математиюв вважае, що опи

саний простий споаб пор1вняння кшькостей елеменпв у двох сюнчен- 

них множинах лог1чно передуе виникненню поняття числа.

Нагадаемо, що кшьюсть елеменпв сюнченно'1 множини А познача

ють через \А\.

Отже, неважко переконатися, що м1ж двома сюнченними множинами 

А та В кнуе взаемно однозначна вщповщшсть тод! й тшьки тод1, коли 

\А\ = \В\.

Сформульоване твердження дае змогу розв’язувати задачу обчислен

ня кшькосп елементш множини А шляхом встановлення взаемно одноз

начно! вщповщносп М1ж множиною А та якоюсь множиною В, кшьккть



елемента яко! вщома або легко може бути визначена. Для шюстрацп 

цього методу доведемо важливу теорему про кшьюсть шдмножин зада- 

Н01 СК1НЧеНН01 множини.

Теорема 1.1. Нехай А = {а,, а2, ..., ап} —  скшченна множина з л 

елемента (|Л| = л). Тод1 кшьюсть ус1х п пщмножин дор1внюе 2”, тоб

то 2И|.

Доведения. Розглянемо множину вшх кортеж1В (Ьх, Ьг, ..., Ьл) 

довжини п, що складаються з двшкових цифр 0 або 1 (тобто 

Ь.еВ = {0, 1}, /' = 1, 2, ..., л). Множина таких кортеж1в —  це В".

Установимо вщповщшсть м1ж шдмножинами множини А та кортежа

ми з В". Кожнш шдмножиш А' с  А поставимо у вщповщшсть такий двШ- 

ковий кортеж (Ьг Ь2, ..., Ьп), у якому Ь. = 1, якщо аеА ', 

1 Ь. = 0, якщо а.е.А', / = 1, 2, ..., л.

За цим правилом порожнш множит 0  с  А вщповщатиме кортеж 

(О, 0, ..., 0), самШ множит А —  кортеж (1, 1, ..., 1), а пщмножшн 

А' = {а., а.}, I,} = 1, 2, ..., л, / <у, —  кортеж (0,..., 0, 1, 0, 0, 1, 0,

у якому дв1йков1 цифри 1 стоять на /-му тау-му мкцях. Установлена вщ- 

повщшсть взаемно однозначна. Отже, кшьюсть ус1х пщмножин множи

ни А дор1внюе |б”|.

Методом математично'1 шдукци доведемо, що \В"\ = 2".

Для п = 1 маемо В' = В 1 |В| = 2 = 21.

Припуст1мо, що \Вк~'\ = 2*“'. 1з того, що кожному елементу 

(Ь , Ъ„ ..., Ьк ]) множини Вк 1 вщповщають два елементи (Ьх, Ь2, ..., Ьк х, 0) 

1 (Ь , ~Ь2, ..., Ьк ,, 1) множини Вк, випливае, що кшьюсть елемента множи

ни Вк вдв 141 бшьша, шж кшьккть елемента множини Вк [, тобто 

|б*[ = |в*-‘| • 2 = 2*'1 -2 = 2*. Теорему 1.1 доведено.

Отже, з доведеноТ теореми випливае, що для сюнченно!' множини А 

виконуеться р1вшсть |р(/1)| = 2И|.

Назвемо множини А 1 В р1внопотужними, або множинами, яю ма

ють р!вн1 (однаков1) потужносп, якщо кнуе взаемно однозначна вщпо- 

вщшсть М1ж А 1 В\ р1внопотужшсть множин А \ В позначають 

А~ В.

Отже, дв1 скшченш множини А та В мають однакову потужшсть тод1 
й лише тод1, коли вони складаються з однаково'1 кшькоеп елеменпв. То

му поняття потужносп е узагальненням поняття юлькосп елеменпв 

множини.

Звершмо увагу на те, що ми не означили безпосередньо поняття 

“потужшсть множини”, а лише дали означення р1внопотужносп мно

жин. Кантор пропонував розумпи пщ потужнктю ту епшьну власти

вкть, яку мають ус1 р1внопотужн1 множини. Виходячи 3 того, що для 

р1внопотужних сюнченних множин такою епшьною властивктю е 

кшьккть IX елементш, за аналопею переносять цю властивкть на нес- 

юнченш множини, хоча це, взагаш кажучи, не зовс1м коректно, у чому 

ми переконаемося нижче.

Неважко довести таю властивост/ рктопотужностг.

1 )А ~ А  (рефлексившсть);

2) якщо А ~ В, то В ~ А (симетричшсть)', ( 1 9 )

3) якщо А ~ В \ В ~ С, то А ~ С (транзитившсть).

Наведемо кшька прикладш ршнопотужних нескшченних множин.

Приклад 1.12. 1. Множина натуральних чисел N р1внопотужна 

множиш 5=  {1,4, 9, 16, ...}, що складаеться з квадрата натуральних чи

сел. Потр1бну взаемну однозначну вщповщшсть можна задати законом 

(л, л2), пе N, п2<е 5.

2. Множина 2  ус1х цших чисел р1внопотужна множит Р вс1х парних 

чисел. У цьому раз1 взаемно однозначну в1дповщшсть можна задати так: 

(л, 2л), яе2, 2ле Р.

3. Множина точок штервалу (-л/2, л/2) р1внопотужна множиш точок

Д1ЙСН01 прямо!'. Шукану взаемно однозначну вщповщшсть можна задати, 

наприклад, за допомогою тригонометрично'1 функцп' (х, х), хе (-к/2,

п/2), *§ хе(-°°, °°) (рис. 1.3, а).

4. Множини точок двох довшьних В1ДР13ЮВ а \ Ь р1внопотужш. Пра

вило, за яким можна задати взаемно однозначну вщповщшсть М1Ж точ

ками вщр1зюв а 1 Ь р13Н01 довжини, прошюстровано на рис. 1.3, 6. 

Кожний промшь 13 початком у точщ О, що перетинае вщр1зки а 1 Ь в точ

ках у та XV, утворюе одну пару (у, и») потр1бно'1 взаемно однозначно!' В1Д-

ПОВ1ДНОСП.

5. Аналопчно можна задати взаемно однозначну вщповщшсть м1ж 

множинами точок двох довшьних квадрата Кх 1 К2 р1зних розм1р1в (рис. 

1.3, в).

Зауважеиня. 1з р1внопотужносп довшьних в1др1зк1в 1 транзитивносп 

р1внопотужносп випливае, що будь-який В1ДР130К р1внопотужний 1нтер- 

валу (-л/2, л/2), а значить, 1 веш прям1Й.

3 ус1Х наведених прикладш випливае, що несюнченна множина може 

бути ршнопотужна свош власшй пщмножиш, що неможливо для ск1нчен- 

них множин. Саме незвичн1сть 1 екзотичшеть висновк1в типу “множина



парних чисел мютить стшьки ж елемеючв, як 1 множина ВС1Х цших чи

сел”, “будь-який 1нтервал мктить стшыси ж точок, як 1 вся пряма” тощо 

призвели до того, що в кантор1всько'1 теорп множин поряд 13 палкими 

прихильниками було чимало ршучих противников. Вони категорично 

вщкидали вс1 спроби дослщжувати та пор)внювати несюнченш множини, 

зокрема, на тш пщстав1, що “частина завждн “менша” вщ цшого й не мо

же бути “р1вна” йому”. Але це не злякало Кантора. Вш зрозум1в 1 своши 

результатами переконував шших, що для нескшченних множин 

виконуються шхш закони, непридатш для сюнченних множин. Розвиваю- 

чи цю тезу, Р. Дедекшд узагал1 запропонував вважати несмнченною таку 

множину, яка р1ВИ0П0тужна сво'1Й власшй шдмножшп, тобто покласти цю 

“дивну” властивють в основу означення несюнченно'1 множини.

Рис. 1.3

Наступне питания, що постало перед Кантором: чи вс1 несюнченш

МНОЖИНИ р1ВН0П0ТуЖН1?

1.5. Задач! / вправи

1. Довести таю властивосп р1внопотужноеп множин:

(а) А ~ А (рефлексившсть);

(б) якщо А ~ В, то В ~ А (симетричшсть);

(в) якщо А ~ В \ В ~ С, тоА ~С  (транзитившсть);

2. Встановити взаемно однозначну вщповщнють:

(а) М1ж множиною непарних натуральних чисел 1 множиною вс1х 

натуральних чисел УУ;
(б) М1Ж множиною натуральних чисел N 1 множиною цших чисел 2;

(в) М1ж множиною натуральних чисел N [ множиною щлих чисел, кратних 

числу к, ке N.

3. Чи правильш таю твердження:

(а) якщо А = В, то А ~ В;

(б) якщо А ~ В, то А = В1

4. Довести, що:
(а) сюнченна множина не р1внопотужна жоднш свош власнш пщмно

жин!;
(б) сюнченна множина не р!Внопотужна жоднш множиш, яка мютить П як 

власну пщмножину.

5. Довести, що для довшьних множин 1 Аг юнують таю множини В[ 1 В2, 

що Аг ~ Вх, А2 ~ В2 та В1 п  В2 = 0.

6. Довести, що коли А ~ В та С ~ О, тоАхС~Вхй .

1 .7 .  З л 1 ч е н н |' м н о ж и н и

Множина А, р1внопотужна множит N  натуральних чисел, називаеть

ся зл1ченною.

1накше кажучи, зл1ченна множина А —  це така множина, вс! елемен

ти яко! можна занумерувати числами 1, 2, 3, ..., тобто можна зазначити 

спошб, за яким першому елементу множини А поставлено у в1дповщ- 

шсть число 1, другому —  число 2 , третьому —  число 3 

1 т. д. Отже, будь-яку зл1ченну множину А можна подати у вишяд1 
А {я,, а2> ..., О", ...}.

Неважко переконатися, що множини квадрат1в натуральних чисел, 

ус1х парних чисел, ус1х непарних чисел, чисел, кратних якомусь числу к, 

чисел, яю закшчуються парою цифр 00, тощо зл1ченш.

Перейдемо до вивчення властивостей зл1ченних множин.

Теорема 1.2. Будь-яка несмнченна множина М  мостить зл1ченну пщ

множину.

Доведения. Оскшьки М  —  нескшченна множина, в13ьмемо два еле

менти а,, Ь1е М (а х Ф 6,). Очевидно, що множина М\{а{, Ь{) нескшченна. 

Тод1 в1зьмемо наступи два нов1 елементи аг, Ь2е М \{а,, Ьх} (а ,Ф Ь2) 1 т. д. 

Отже, можна видшити з множини М дв1 зл1ченш шдмножини 

А = {а,, а2, а п, ...} с М [ В = { Ь [, Ь2, ..., Ьп, ...} с М  Це дае змогу пщ- 

силити формулювання теореми, а саме: будь-яка нескшченна множина 

М мютить таку зл1ченну пщмножину А, що множина М\А с несюнчен- 

ною (бо В с  М\ А).

Теорема 1.3. Будь-яка пщмножина зл1ченно1 множини або сюнченна, 

або зл1ченна.



Доведения. Нехай А = Ц ,  а,, ап, ...} —  зл1ченна множина, 

1 В с  А. Отже, В = {а. , а . , ..., а.̂ , ...}, 1 можлив1 дв1 ситуацп: або остан

ня послщовшсть уриваеться на якомусь елеменп (тод1 В —  сынченна 

множина), або вона несюнченна, 1 для не!', задавши вщповщшсть (/, а.'), 

1е Ы, одержимо, що В —  зл1ченна множина.

1з теорем 1.2 та 1.3, зокрема, випливае, що зл1ченш множини —  це 

певною м1рою найпростшп неск1нченн1 множини, бо, з одного боку, во

ни мютяться в будь-якш нескшченнШ множит, а з шшого —  мютять у 

соб1 тшьки скшченш множини або несонченш множини, ЯК1 е 

зл1ченними.

Теорема 1.4. Об’еднання синченно! чи зтченно! сукупност1 скшчен

них або зл1ченних множин е синченною чи злаченною множиною.

Доведения. Кожну з множин А. дано! сукупносп можна подати 

у вигляд1 А1 = {а{, а[, ..., а ', ...}. Остання послщовшсть несмнченна, ко

ли А —  зл1ченна множина, або ж ця послщовшсть заюнчуеться якимось 

елементом а\ якщо А —  сюнченна множина.п I
Ус1 елементи множин А/ запишемо у вигляд! тако1 таблищ (31 скшчен- 

ною чи зл1ченною множиною рядив):

а\, а; а ‘, . . . о„ ,  •••

71 71 71

а], а\ а], ..

71 71

о], а\ а], .. ,  а 3„, •••

71

а % а 2 а*, ..

Перенумеруемо елементи об’еднання множин А. в такому порядку: а}

—  перший, а] —  другий, а\ —  трет1й, а] —  четвертей, а\ —  п’ятий, а\

—  шостий, а\ —  сьомий 1 т. д. Принцип нумерацй елеменпв множин А. 

зображено за допомогою стршок. При цьому елемент, який уже одержав 

свш номер рашше й повторно з’являеться у процес1 руху по таблищ, з 

подалыпоТ нумераци виюпочаеться. У  результат! кожен елемент об’ед

нання одержить певний номер, тобто буде задано взаемно однозначну 

вщповщшсть М1Ж ус1ма елементами об’еднання та натуральними числа

ми 1, 2, 3 ,....

Коли принаймш одна з множин А1 зл1ченна чи об’еднуеться ЗЛ1- 
ченна сукупшсть скшченних (попарно р1зних) множин, то об ’еднан-

ня не може бути скшченною множиною 1, отже, е зл1ченною 

множиною.

1з теореми 1.4 випливае низка щкавих наслщюв.

Наслгдок 1.4.1. Множина 2  ус1х цших чисел зл1ченна.

Справд!, подамо цю множину у вигляд! 2 = N и  {0} и  Л", де 

N ' = { - 1, -2, -3, ... } —  множина вщ’емних цших чисел, яка, очевидно, 

зл1ченна.

Числова множина IV називаеться гцшыгою, якщо для будь-яко'1 пари 

чисел а, Ь е IV (а < Ь) юнуе таке число с е IV, що а < с < Ь.

Безпосередньо з означення випливае, що щшьна множина завжди 

нескшченна. Бшьше того, для кожно'1 пари чисел а, Ье  IV юнуе безл1ч чи

сел с е№, для яких виконуються нер1Вност1 а < с <  Ь.

Множина 2  цших чисел, а також будь-яка п пщмножина (зокрема, 

множина N натуральних чисел) не щшьш, а множина () ращональних чи

сел щшьна. Для будь-яких ращональних чисел г] 1 г2 (гх < г,) число 

г = (г] + г2)/2 задовольняе нер1вност1 Г < Г < Г 2. Зокрема, для вс1х чисел /  

13 нескшченшЯ множини ращональних чисел {г, +

+ (г2 - г^/2'| / = 1, 2 ,...} виконуються нер1вност1 г{< г < гг.

Здавалося б, 31 щшьносп множини ращональних чисел мало б випли- 

вати, що ця множина мае бшыну потужшсть, шж множини N або 2. Од

нак справедливе таке твердження.

Наслгдок 1.4.2. Множина <2 ВС1Х ращональних чисел зл1ченна.

Справд!, множину () можна подати як об’еднання таких зл1ченних 

множин:
И

А] = {0, 1, -1, 2, -2, 3, -3,...} — ус1 цш  числа (або дроби виду у , пе 2)\

Л [ 0 1 - 1 2 - 2 3 - 3 ]  ,  п
А2 ={-> -> — » х> —  > х> —  > -Г — ус! дроби виду —, пе 2,

2 ’  2 ’  2  ’  2 ’  2 ’  2 ’  2 ’  2

0 1 - 1 2 - 2 3 - 3 ]  . п
— . - Г —  УС1 ДРоби виду 

3 3 3 3 3 3 3  3

. , 0 1 - 1 2 - 2 3 - 3  ] . п „  , „

Т  У  Г  У  *■ Т " " } - уыдробиввду

Наслгдок 1.4.3. Декарт1В добуток А х В зл1ченних множин А\В —  ЗЛ1- 
ченна множина.



Справедливкть цього твердження випливае з того, що множину 

вс1х пар (а , Ь)еА х В, де А = {я,, я2, \ В = {Ьх, Ь2, ..., Ьп, ...}

можна подати як об’еднання тако'1 зл1ченноТ сукупност1 зл1ченних 

множин:

О, = {Ц,/Ь | ), (а,,й2 (в,, Ья),
°2 = (К- ь\ )> К» *2 )>••> (а2> Ь„ )>

= {(а*> )> (Я*> 2̂ (ак’ Ьп }>

Зокрема, множина вс1х точок координатно’У площини з ращональни- 

ми координатами зл1ченна.

Настдок 1.4.4. Декарта добуток Рп = А , х А2 х ... х Ап злгченних мно

жин А , А2,...,А пе злгченною множиною для довшьного п.

Доведения проведемо методом математично'У щдукщ'У.

Для п = 1 Р = Ах, 1 справедливють твердження випливае з умови 

зл1ченност1 множини Аг Нехай Рк ] = А{х А2х ... х Акх зл1ченна 

множина. Тод1 зл1ченшсть множини Рк = Рк1 х Ак випливае з наслщ- 

ку 1.4.3.
Настдок 1.4.5. Множина Р вс1х многочлешв вщ одте'У змшно'У 

р(х) = апх" + а хх"~' + ... + ап1х + ап з рацюнальними коефщентами а., 

1 = 0, 1, ...,п, /7 = 0, 1,2, ..., зл1ченна.

Множину Р можна подати у вигляд! об’еднання зл1ченно'У сукуп- 

ност! множин Р , де Рп —  це множина многочлешв з рацюнальними 

коеф1Ц1ентами, степхнь яких не перевищуе п, п = 0, 1 ,2 ,... . Водночас, 

будь-якому многочлену р(х) = а0х" + а̂ х"~' + ... + а ^ х  + ап з множини Рп 

можна поставити у вщповщшсть кортеж (а0, а х, а2, ..., а ) ,  який скла

даеться з ращональних чисел а. —  коефщента цього многочлена. Ця 

вщповщшсть взаемно однозначна. Отже, Рп ~ О " '■ Тод1 з наслщюв 

1.4.2 й 1.4.4 випливае, що множина Рп —  зл1ченна, а тому зл1ченною е 

й множина Р.
Назвемо число алгебричним, якщо воно е коренем якогось многочле

на з рацюнальними коефвдентами. Вщомо, що кожен такий многочлен 

мае сюнченну кшьюсть корешв (не бшьшу вщ його степеня). Тому мно

жину вс1Х алгебричних чисел можна подати у ви-гляд1 об’еднання зл1- 
ченно’У сукупностх скшченних множин. Отже, мае м!сце таке 

твердження.
Насл\док 1.4.6. Множина вс1х алгебричних чисел зл1ченна.

Наслгдок 1.4.7. Множина А* вс1Х СЛ1В у заданому сюнченному алфа

в т  А зл1ченна.

Справедливють цього твердження випливае з того, що 

А* = {е} и  А и  А2 и  А3 и  ..., 

тобто множина А* -— це зл1ченне об’еднання сюнченних множин {е} 1 
А", де А"—  множина вс1х сл1в довжини п в алфавт А, п = 1, 2, ... .

1.6. Задача / вправи

1. Довести, що шсля вилучення 31 зл1ченно'Т множини скшченно! пщмножи- 
ни множина, що залишиться, буде зл!ченною.

2. Довести, що множина нескшченна то/и й тшьки тод1, коли вона р1внопо- 
тужна деякш своУй власнш пщмножиш.

3. Довести, що непорожня множина А зл1ченна або скшченна тод1 й тшьки 
тод1, коли вона е множиною значень якогось вщображення з /V в А.

4. Довести, що множина вс1х скшченних послщовностей, що складаються з 
елеменпв якоУсь зл1ченноТ множини, зл1ченна.

5. Довести, що множина вс!х скшченних пщмножин зл1ченно'1 множини зль 
ченна.

6. Довести, що будь-яка множина вщкритих штерватв на дШснш прямШ, як! 
попарно не перетинаються, скшченна або зл1ченна.

7. Довести, що множина точок розриву монотонноТ функцп на дшсшй пря- 
М1й е ск1нченною або зл1ченною.

1.8. Незд1ченн1 множини
1з висловленого вище припущення про р1внопотужшсть ус!х нескш

ченних множин лопчно випливають так! питания: чи вс1 неск1нченн1 
множини зл1ченш, або чи 1снують несюнченш множини, яю не будуть 

зл1ченними? Факт 1снування неск1нченних множин, яю не е зл1ченними 

(незл1ченних множин), вперше встановив Г. Кантор за допомогою запро- 

понованого ним диагонального методу, який набув згодом фундамен

тального значения в р1зних роздшах математики. Зокрема, цей метод ле- 

жить в основ! доведения наступно'У важливо'У теореми, що належить 

Г. Кантору.

Теорема 1.5. Множина вс1х дшсних чисел з 1нтервалу (0, 1) незль 

ченна.

Доведения. Вщомо, що кожному дШсному числу з штервалу (0, 1) 

можна поставити у вщповщшсть несюнченний десятковий др1б



0,а а а3... . Для 1рращональних чисел такий др1б неперюдичний. Для 

кожного рацюнального числа, зображуваного сюнченним десятковим 

дробом, 13 двох можливих вар1антш запису його у вигляд1 несюнченного 

перюдичного десяткового дробу (з перюдом 0 або 9) зафжсуемо перюд

9. Наприклад, число 0,123 (або 0,123000...) будемо записувати у вигляд1
0,122999..., а число 0,7 —  у вигляд1 0,699... . Запропонована вщповщ

шсть взаемно однозначна.

Доведемо теорему методом вщ супротивного.

Припуспмо, що сформульоване твердження хибне, 1 множина век 

дшсних чисел з штервалу (0, 1) зл1ченна. Отже, кнуе нумерац1я цих чи

сел х]( х2, ..., хп, ... . Перепишемо вс1 числа з штервалу (0, 1) у вигляд1 
несюченних десяткових дробш у порядку Ьс нумераци:

х, = 0, ап ап а и ...

• Х1 = 0’ а2\ а22а23 -• а2п-’

х3 = 0, а„ а32а33 ... а3я..„

Рухаючись по д1агонал1 (вказанш стршками), утворимо новий нескш-

ченний десятковий др1б 0,Ър2...Ьп... такий, що Ь1 Ф аи, Ь2Ф а22, ........,

Ь Ф ат, . . . .  Щоб уникнути ситуацй подання того самого рацюнального 

числа у двох формах, оберемо значения цифр Ь. так, щоб Ь.Ф 0 1 Ъф 9, 

/ = 1 , 2 , . . . .  У творени й  др1б е записом якогось дШсного числам з ш т ер 

валу (0, 1), однак вш не належить розглядуванш зл1ченнш множиш. 

Справд1, побудований др!б вщр1зняеться вщ кожного з дроб1в нашо!' ну- 

мерацп х,, х2, ..., хп, ... принаймш однкю цифрою. Наприклад, у Ф хп то

му, ЩО Д роб и  у Та Хп В1Др13НЯЮТЬСЯ ПрИНаЙМН1 П-Ю ЦИфрОЮ  ШСЛЯ коми 

(и=  1, 2 , ...). 3 одержано! суперечноси випливае, що не кнуе перел1ку 

для множини вс1х дшсних чисел з штервалу (0, 1). Отже, припущення 

щодо и зл1ченност1 хибне, 1 розглядувана множина незл!ченна. Теорему 

доведено.

Будь-яка множина, р1внопотужна множит вах дшсних чисел з штер

валу (0, 1), називаеться континуальною, або множиною потужност 1 
континуум.

1з наведених вище приклад1в 1.12 (3, 4) та зауваження про р1внопо- 

тужшсть ус1х 1нтервал1в 1 в!др1зк1в Д1ЙСН01 прямо?, а також твердження 

про р1ВНОПОТуЖН1СТЬ буДЬ-ЯКОГО В1Др13Ка та ВС1С1 Д1ЙСН01 прямо! випли

вае, ЩО ВС1 Ц1 множини точок континуальш.

Теорема 1.6. Якщо М  —  незл1ченна множина, а А —  сюнченна чи зл1- 
чениа пщмножина множини М, то множини М\А\М р1внопотужш, тоб

то М \ А ~ М.

Доведения. Множина М\ А незл1ченна. Якби множина М' =М\ А бу

ла зл1ченною, то за теоремою 1.4 множина М = М' и  А також була б зл1- 
ченною, що суперечило б умов1 теореми. За теоремою 1.2 множина М' 

мктить зл1ченну пщмножину В (В с  М\ А). По-значимо С = (М\ А) \ В, 

тод! маемо М\ А - В и  С 1 М  = (А и  В) и  С. Множина А'и В зл1ченна. 

Тод1 з р1внопотужностей В ~ (А и  В) та С ~ С, а також того, що С п  В = 0  

1 С п  (А и  В) = 0 , випливае стввщношення В и  С ~ (А и  В) и  С, тобто 

М\А~М.

Сформулюемо кшька наслщюв, що випливають з доведених 

теорем.

Наслгдок 1.6.1. Якщо М —  несюнченна множина, а множина А сюн- 

ченна чи зл1ченна, то М и  А ~ М.

Будемо вважати, що М п  А = 0 . Якщо М п  А Ф 0 , то в доведенш мож

на використати таку сюнченну чи зл1ченну множину А' = А \ М, що 

М и  А - М и  А' \МглА' = 0 .

Якщо множина М зл1ченна, то М  и  А —  також зл1ченна множина (те

орема 1.4), отже, М  и  А ~ М.

Якщо множина М незл1ченна, то М и  А —  також незл1ченна. Тод1 за 

теоремою 1.6 (М  и  А) \ А ~ М и  А, тобто М~  Л/ и  А.

Наслгдок 1.6.2. Множина ВС1Х 1ррацюнальних чисел контину

альна.

Число, яке не е коренем жодного многочлена з ращональними коеф!- 

щентами, називаеться трансцендентним.

Наслгдок 1.6.3. Множина вах трансцендентних чисел континуальна.

Справедливкть наслщюв 1.6.2 та 1.6.3 випливае з континуальносп

МНОЖИН К 1 С ВЩПОВЩНО ВСIX Д1ЙСНИХ 1 КОМПЛеКСНИХ чисел, ЗЛ1ЧеННОСТ1

множин ус1х ращональних 1 вс1х алгебричних чисел, а також 

теореми 1.6.

1з доведених теорем випливае, зокрема, р1внопотужшсть штервал1в 
(0, 1), [0, 1), (0, 1] 1 [0, 1].



Сформульована нижче теорема встановлюе певний зв’язок мш зл1- 

ченними та континуальними множинами. Для и доведения теж 

застосовано дхагональний метод Кантора.

Теорема 1.7. Множина (3(Л) вспх пщмножин зл1ченно'У множини А мае 

ПОТуЖШСТЬ континуум.

Доведения. Оскшьки ВС1 зл1ченш множини р1внопотужш множин! N 

натуральних чисел, то достатньо довести континуальшсть булеана Р(/\г) 

множини N. Маючи взаемно однозначну вщповщшсть М1Ж множиною N 

1 якоюсь множиною А, неважко побудувати взаемно однозначну вщпо

вщшсть М1Ж IX булеанами р(/У) 1 $(А).

Доведемо теорему методом вщ супротивного. Припуст1мо, що мно

жина (З(Л') зл1ченна й 1снуе нумеращя вс1х УУ елеменпв, тобто 

Р(ДГ)= {М,, М2, ..., Мк, ...}, деМк с  Ы, к - 1, 2 ,.... Поставимо у вщповщ

шсть КОЖШЙ МНОЖИШ Мк ПОСЛЩОВШСТЬ 1к 3 НуЛ1В 1 ОДИНИЦЬ 

т[к), т (к), ..., т*\ ... за таким законом: /я(4) = 1, якщо /е Мк, \ т (к) = О, 

якщо / е Мк. Ця вщповщшсть взаемно однозначна.

Розмютимо вс1 елементи множини (З(Л') 1 вщповщш Гм послщовносп 

згщно з нумеращею:

К -  <>, т"\ т (|) к >

м 2 -  <> , Ч 2), 9 к 9

К - т (к)т к У

За допомогою д1агонального методу Кантора побудуемо таку нову 

послщовшсть Ь з нул!в 1 одиниць /,, /2, ..., 1к, ..., що 1кФ т{к>, тобто 1к= 1, 

якщо т'кк) = 0, 1 1к = 0, якщо т^к) = 1, к =1, 2, 3,... .

Послщовносп I  вщповщае якась пщмножина М  с  N, а саме 

М = {п | /(= 1, п = 1,2, ...}. Пщмножина М не входить до зазначеного пе

реярку А/,, А/„ ..., Мк, ..., бо послщовшсть Ь вщр1зняеться вщ кожноУ з 

послщовностей 1к принаймш в однш к-й позицп. Отже, х множина М  вщ- 

р1зняеться вщ кожноУ з множин Мк, к = 1,2, ... . Ця суперечшсть означае, 

що не юнуе перелжу для елеменпв множини (3(/У). Тому множина (3(7У) 

незл1ченна.

Кр1М ТОГО, КОЖН1Й ПОСЛЩОВНОСП 1к МОЖНа поставити у ВЩПОВЩШСТЬ 

нескшченний двшковий др1б 0,т{к)т\к\..т{к)..., який зображуе якесь дш- 

сне число з штервалу [0, 1] у двшковш систем! числення. I навпаки,

будь-яке число з 1нтервалу [0, 1 ] можна однозначно записати у вигляд! 

несюнченного двшкового дробу.

Виняток становлять числа 31 зл1ченноУ множини рацюнальних чи

сел, яю записуються за допомогою скшченних двшкових дроб1в, 

внаслщок чого вони можуть мати дв1 р1зш форми зображення у вигля- 

Д1 нескшченних двШкових дроб1в —  з перюдами 0 або 1. Кожному з 

таких чисел вщповщають дв1 р1зш послщовносп (' 1 (", а отже, 1 два 

р 1зш елементи множини р(Л'): один —  для зображення з перюдом О, 

другий —  з перюдом 1. Позначимо через Т множину пщмножин мно

жини N, зктавлюваних за допомогою побудованоУ вище вщповщносн 

несюнченним двшковим дробам з перюдом 0 , Г с  (3(Л0- Т«Д1 юнуе вза

емно однозначна вщповщшсть М1Ж множиною вс1х дшсних чисел з ш- 

тервалу [0, 1] 1 множиною р(А0 \ Т. Однак, оскшьки множина Т зл1чен- 

на, то за теоремою 1.6 маемо (3(А0 ~ р(/У) \ Т. Отже, множина р(А0, а 

значить, 1 множина (3(/1) для будь-якоУ зл1ченноУ множини А мають по

тужшсть континуум.

1.7. Задачг / вправи

1. Встановити взаемно однозначну вщповщшсть М1ж точками

(а) двох квадрапв;

(б) квадрата (а, Ь) х (а, Ь) та площини;
(в) сфери, з яко'1 вилучено одну точку, 1 площиною;

(г) прямоТ та швпрямоУ (променя);

(д) кола без одше! точки 1 прямо!.

2. Довести, що об’еднання скшченно! чи зл1ченно1 сукупносп континуаль- 

них множин е континуальною множиною.

3. Довести, що множина вах зл1ченних послщовностей натуральних чисел 

мае потужшсть континуум.

4. Знайти помилку в наведених мгркуваннях. Позначимо через Ак множи

ну ВС1Х А>елементних пщмножин множини натуральних чисел N. Ця 

множина зл1ченна. Отже, зл1ченним е й булеан Р(Л'), тому що 

Р ^  =А0и А 1иА 2и  ... и  Аки  ... .

5. Чи можна накреслити на площиш континуальну множину кш, жодш два з 

яких не перетинаються?

6. Чи можна накреслити на площиш континуальну множину крупв, жодш 

два з яких не перетинаються?

7. Чи можна накреслити на площиш континуальну множину лгеер А, жодш 

дв1 з яких не мають спшьних точок?
8. Чи можна накреслити на площиш континуальну множину л1тер Г, жодш 

дв1 з яких не перетинаються?



1.9. Кардинальш числа
Нехай А —  якась множина 1 5 ' = { В | В ~ Л }  —  сукупшсть ус1х 

множин, р1внопотужних множиш А. В с1 множини 3 5 р1в-

нопотужш. Кардинальным числом (позначаеться \А\, А або Саге! (Л)) 

називають певний об’ект для позначення потужносп будь-яко'! множи

ни 13 сукупносп 5.

Зокрема, для сюнченно'1 множини А кардинальним числом \А\ е нату- 

ральне число, що позначае кшьюсть елеменпв будь-яко! з множин су- 

куиносп5. Отже, можна вважати, що кардинальне число е узагильненим 

поняттям числа елеменпв.

Природно виникае питания про пор1вняння кардинальних чисел нес- 

мнченних множин.

Нехай А \ В —  несюнчеиш множини. Тод1 лопчно можлив! таю 

чотири випадки:

1) юнуе взаемно однозначна вщповщшсть м1ж А I В, тобто Л ~ В \

\А\ = №
2) 1снуе взаемно однозначна вщповщшсть м1ж множиною А та 

якоюсь пщмножиною В' множини В. Тод1 кажуть, що потужшсть 

множини А не бшьша вщ потужносп множини В, 1 записують

\А\<\В[,

3) множина А р1внопотужна якшсь пщмножиш множини В 1, навпа

ки, множина В р1внопотужна якшсь пщмножиш множини А, тобто 

А ~ В' с  В та В ~ А’ с  А. За теоремою Кантора— Бернштейна, доведения 

якоТ наведено нижче, у цьому раз1 А ~ В, тобто \А\ = \В\.

4) не юнуе взаемно однозначно! вщповщносп М1Ж множиною А 1 
ЖОДНОЮ ПЩМНОЖИНОЮ МНОЖИНИ В, а також М1Ж множиною В 1 жодною 

пщмножиною множини А. 1з ще! ситуацн випливало б, що потужносп 

множин А 1 В непор1внюван1 м1ж собою.

Однак глибий досл1дження в теорп множин показали, що, спираю- 

чись на акаому вибору (див. розд. 1.12), можна довести неможливють 

четвертого випадку.

Отже, потужносп будь-яких двох множин А та В завжди пор1внюва- 

ш м1ж собою. Тому для кардинальних чисел \А\ 1 |В| довшьних множин А 

та В виконуеться принаймш одне з трьох сшввщношень: \А\ = \В\, \А\ < \В\ 

або \В\<\А\. Наприклад, неважко переконатися, що коли А с  В, то \А\ < \В\.

Якщо \А\ < |В| та множина А нер1внопотужна множиш В, то писатиме- 

мо \А\ < |б|.

Теорема 1.8 (.Кантора—Бернштейна). Якщо множина А р1внопо- 

тужна якшсь пщмножиш В] множини В, А ~ В, с  В та водночас множи

на В р1внопотужна яюйсь пщмножиш А , множини А, В ~ А , с  А, то мно

жини А 1 В Р1ВНОПОТУЖН1.
Доведения. Позначимо через /  б1екцио М1Ж множинами А \ Вг а 

через §  —  б1екцпо М1Ж В й А г Нехай х —  довшьний елемент множини 

А. Розглянемо послщовшсть х,, х2, ..., утворену за таким правилом. 

Покладемо х[ = х. Якщо елемент х24 |е А визначено, то вважатимемо, 

що х2к = я '(х 2*|) (У Т0МУ раз1, коли такий елемент юнуе, тобто якщо 

•?"'(х2*_|) ^  0  чи х2к-1е А,)> якщо елемент х2к<= В визначено, то покладемо 

х2(,+1 = / _1(х2;,) (у раз1, коли такий елемент юнуе, тобто якщо/~'(х2к) Ф 0  чи 

х24е Д|), ке N.

Якщо для якогось п елемента хл+| не юнуе, то будована за х послщов

шсть сюнченна, 1 число п називатимемо порядком елемента х. Якщо ж ця 

послщовшсть несюнченна, то називатимемо х елементом нескшченного 

порядку.

Таким чином множина А розбиваеться на три пщмножини: А0) —  еле

менпв непарного порядку, А(2> —  елеменпв парного порядку й 

А<0> —  елеменпв несюнченного порядку. За допомогою аналопчноУ про- 

цедури множину В можна розбити на вщповщш шдмножини В°\ В{1) та 

В{<>). Неважко переконатись, що ДА1'') = Ва\ %(ВПг) = А(2> (або ̂ '(А 12>) = В"]) 

й/(Л(0)) = б (0).

Вщповщшсть И = ( /п  ((/1(|,и  А,0>) х 5(")) и  (&-1 п  (А,2)х В)), що збйа- 

еться з / для елеменпв з А(пи  А(0) та збшаеться з % для А(2\ буде б1екщ- 

ею М1Ж множинами А 1 В. Теорему доведено.

Наслгдок 1.8.1. Якщо виконуються включения А2 с  Л, с  А \

А2~А (И21 = И1)>то А\ ~ а (И,1 = И1)-
Твердження випливае з того, що А ~ А2с  Л, 1А1 ~ А{ с  А.

Для кардинальних чисел зл1ченних 1 континуальних множин, 

враховуючи Ух поширенють та популярнють в сучаснш математищ, вве

дено спещальш позначення. Так, кардинальне число множини N нату

ральних чисел, а значить, 1 будь-яко! зл1ченно'1 множини, позначають Н0 

(читаеться “алеф-нуль”). Кардинальне число континуальних множин 

позначають через с або X, (“алеф-один”)-

Якщо пор1вняти доведения теорем 1.1 1 1.7, то неважко помтпи ана

логию у встановленш взаемно однозначно! в1дповщност! М1Ж п1дмножи-



нами множини А та двшковими послщовностями (смнченними в теоре- 

М1 1.П нескшченними в теорем! 1.7). Враховуючи цю аналогио, часто за

писують сшввщношення |Р(Л)| = 21/1 як для скшченних, так 1 для нескш

ченних множин. Деяк1 автори для булеана множини А використовують 

позначення 2А, що дае змогу записувати останню р1вшсть у вигляд1 
\2А\ = 2И|. Зокрема, за теоремою 1.7 К, = 2К' [1].

Наступне питания, що виникло в теорп множин: чи юнуе найбшыне 

кардинальне число, тобто чи юнуе множина найбшыноУ потужносп? Не- 

гативну вщповщь на це питания дае наступна важлива теорема, доведен

ия якоУ належить Г. Кантору.

Теорема 1.9. Потужшсть множини (3(/1) век пщмножин будь-яко'У непо- 

рожньоУ множини А бшьша вщ потужност! множини А: \А\ < |Р(Л)|.

Доведения. Оскшьки юнуе трив1альна взаемно однозначна вщповщ

шсть /  М1Ж множиною А та пщмножиною множини Р(Л): 

/ =  {(я,{а}) | аеА, {а}е Р(Л)}> то \А\ < |р(Л)1> 1 потребно довести, що мно

жини А та \ЧА) нер1внопотужн1.
Доведения проведемо методом вщ супротивного. Припуст1мо, що ю- 

нуе взаемно ‘однозначна вщповщшсть §  М1Ж множинами А 1 Р(/1): 

§  = {{Ь, В)\ЬеА\Ве Р(Л)}- У  кожшй пар1 вщповщносп §  перша коорди

ната Ь —  це елемент множини А, а друга координата В —- вщповщна еле- 

менту Ь пщмножина множини А. Тому для кожноУ пари (Ь, В)е% викону

еться одне з двох сшввщношень: або ЬеВ, або ЬёВ. Побудуемо нову 

множину К={Ь\ ЬеА 1 Ьч В для (Ь, #)е#}. 3 того, що 0 е  Р(Л)> випливае, 

що К Ф 0 .

Оскшьки К е пщмножиною множини А (Ке Р(Л)), то при взаемно од- 

нозначнш вщповщност! §  пщмножина К вщповщае якомусь елементу 

кеА, тобто юнуе пара (к, К)е Тод! для елемента кеА та шдмножини 

К с: А можлив1 дв1 ситуащУ: або кеК, або кё К.

Нехай ке К, тод! з умови (к, К)е % 1 правила побудови множини К вип

ливае, що кеК. 3 шшого боку, якщо припустити, що Ы К, то з 

(к, К)е% I правила побудови множини К випливае кеК.

Одержана суперечшсть доводить неможливють встановлення взаем

но однозначно!' вщповщносп М1Ж А \ р(Л). Отже, \А\ < |р(/1)|.

Настдок 1.9.1. Не юнуе множини, яка мае найбшьшу потужшсть, 

тобто не юнуе найбшыпого кардинального числа.

Справд1, розглянувши множини /V, Р(А0, Р(Р(АГ)) ,о д е р ж и м о  посль 

довнють вщповщних кардинальних чисел К0, Х 1= 2 *(>, К2 = 2 "', ..., яка 

нескшченно зростае.

На зак1нчення зушппмося ще на однш щкавш класичнШ проблем! те

орп множин, сформульовашй ще в 1884 р. Г. Кантором, —  гтотеп  кон

тинуума, зпдно з якою не юнуе множини, кардинальне число К якоУ ле- 

ЖИТЬ М1Ж К01 К,, тобто К0< К < К,.

Цю ппотезу можна узагальнити до узагалъненоХ гтотези континуу

ма: для довшьного кардинального числа К якоУсь несюнченноУ множини 

з нер1вност1 К ' > К для будь-якого кардинального числа X ' випливае 

К '> 2 ".

Проблему ппотези континуума майже вю^м десятюв роюв намага- 

лися розв’язати найкрапц математики свпу. I лише в 1963 р. тридцяти- 

р 1чний американський математик Пол Коен дов1в, що ппотезу конти

нуума не можна ш довести, ш  спростувати, виходячи з аксюм теорп 

множин. Отже, прийняття або вщхилення ппотези континуума одна- 

ково законн!, що дае змогу будувати дв! р 1зш несуперечлив1 теори 

множин.

1.8. Задач/ / еправи

1. Довести, що 31 сшввщношень \А\ < \В\ та |В| < \А\ випливае \А\ = |й|.

2. Довести, що множини точок квадрата (а, Ь) х (а, Ь) та вщрпка (с, (1) р1вно- 

П0ТуЖН1.

3. Довести, що К1 ~ 1Г (п, т > 1).

4. Нехай ус1 множини А., г = 1, 2, ..., п континуальш. Довести, що множина

А1хА2х ... хАп також континуальна.

5. Довести таке твердження:

(а) якщо А с  В, то \А\ < |5|;

(б) якщо \А\ < |В| 115| < |С1, то \А\ < |С|;

(в) якщо А{~А2, В{~В2 \ И,| < |В,|, то \А21 < \В2\;

(г) якщо 1снуе в1дображення з А на В, то \В\ < \А\.

6. Довести, що для довшьноУ множини А виконуеться нер(вшсть

\А\<\АхА\.

7. Нехай \Ау\ < |В,| 1 \А2\ < |В2|. Довести таке твердження:

(а) якщо В, п  В2 = 0, то И, ̂  А2\ < |В: и  В2|;

(б) И, х А2\ 2 |5, х В2\.

8. Нехай А — дов1льна непорожня множина, а / — дов1льне вщображення 

множини А в Р(/1). Довести, що:

(а)ЯА)Ф$(.А)-, (б) ЩА)\ < 1РС 01-

9. Якою е потужшсть множини:

(а) ус1х вщображень типу /V —> .V;

(б) уск монотонних вщображень типу /V .V;



(в) ус1х несюнченних послщовностей дшсних чисел;

(г) ус1х функщй типу N —> {0, 1};

(д) ус1х вщображень типу N —» {0, 1};

(е) ус1х неперервних вщображень типу К —> К;

(е) ус1х монотонних вщображень типу К —> Л;

(ж) ус1х вщображень типу N —> К;

(з) ус1х вщображень (функцш) типу К —» ТУ?

10. Довести, що множина вс!х дшсних вщображень (функщй), заданих на ш- 

тервал1 (0, 1), мае бшьшу потужшсть, шж с.

1.10. Вщношення.
Властивост! вшюшень

Пщмножина Я декартового степеня М" множини М називаеться 

п-мкним (п-арним) вгдношенням на множиш М. Кажуть, що елементи

а,, а2, а е  М  перебувають у вщношенш Я, якщо (а,, а2, ап)еЯ.

У раз1 п = 1 вщношення Л с  М  називають одномкним, або унарным. 

Таке вщношення часто називають також ознакою, або характеристич

ною властивктю елеменпв множини М. Кажуть, що елемент ае М мае 

ознаку Я, якщо а&Я 1 Я с  М. Наприклад, ознаки “непаршсть” 1 “крат- 

шсть 7” видшяють 13 множини N натуральних чисел вщповщно унарш 

вщношення Я' = {2к-\ \ ке/У} 1 Я" = {7к | кеЫ}.

Найпопуляршшими в математищ е двомкш  (бшарнИ) вщношення, 

на вивченш властивостей яких зупинимося детальнппе. Дал1 скр1зь 

пщ словом “вщношення” розумггимемо бшарне вщношення. Якщо 

елементи а, ЬеМ  перебувають у вщношенш Я, тобто (а, Ь)еЯ, то це 

часто записують також у вигляд1 а Я Ь. Зауважимо, що бшарш вщно

шення 1НОД1 розглядають як окремий випадок вщповщностей (а саме

—  як вщповщносп м1ж однаковими множинами), тому багато. озна- 

чень 1 понять для вщношень под1бш до аналопчних означень 1 понять 

для вщповщностей.

Приклад 1.13. Наведемо приклади бшарних вщношень на р1зних 

множинах.

1. Вщношення на множиш N  натуральних чисел:

Я1 —  вщношення “менше або дор1внюе”, тод14 В, 9, 5 Я{ 5 1 1 Я} т  для 

будь-якого тое /V;

Я2 —  вщношення “дшиться на”, тод1 24 Я2 3, 49 Я, 1 1 т  Я2 1 для будь- 

якого теЛ^;

Яъ —  вщношення “е взаемно простими”, тод1 15 Я} 8, 366 Я, 121, 

1001 Яъ612;

Я4 —  вщношення “складаються з однакових цифр”, тод1 127 /?4 721, 

230 Я 302, 3231 Я. 3213311.4 ’ 4

2. Вщношення на множиш точок координатно! площини Я2:

Я5 —  вщношення “лежать на однаковШ вщсташ вщ початку коор

динат”, тод1 (3, 2) /?,(75,-78)(0, 0) Я (0, 0);

Я6 —  вщношення “симетричш вщносно о с 1 ординат”, тод1 
(-3,2) Я6(3,2), (1, 7) /?, (-!, 7) 1 взагал1 (а, Ь) Я( (-а, Ь) для будь-яких а, Ь<е Я;

Я1 —  вщношення “менше або дор1внюе” . Вважаемо, що 

(а, Ь) Яп (с, сГ), якщо а < с \ Ь < с1. Зокрема, (1, 7) Я7 (20, 14), 

(-12, 4) Я7(0, 17), а пари (2, -7) 1 (1, 4) та (3, -5) 1 (-3, 2) не належать 

вщношенню Я7.

3. Вщношення на множит студеннв вищого навчального закладу:

Яг —  вщношення “е однокурсником”,

Я9 —  вщношення “молодший за в1ком вщ”.

Вщношення можна задавати тими самими способами, що й звичайш 

множини. Наприклад, якщо множина М  скшченна, то довшьне вщно

шення Я на М  можна задати списком пар елеменпв, що перебувають у 

вщношенш Я.

Кр1м того, зручно задавати бшарне вщношення Я на сюнченнш мно

ж и т  М = {ах, а 2, а п} за допомогою так звано!матрищ бтарного в/д- 

ношення. Це квадратна матриця С порядку п, у якш елемент с., що сто- 

!ть на перетиш /-го рядка та /-го стовпчика, означають так: с = 1, якщо

а. Я а 1 с. = 0, в шшому раз1.
Вщношення можна задавати також за допомогою графшв 1 д1а- 

грам. Графой водношення означають 1 будують так само, як 1 графж  

вщповщносп. Поняття Д1аграми (або графа) вщношення також можна 

означити аналопчно до вщповщносп. Однак часнше доаграму (граф) 

вьдношення Я на скшченнш множит М  = {а,, а„ ..., а } означаютьV Р 2’ 1 п'
так. Поставимо у взаемно однозначну вщпов1дн1Сть елементам мно

жини М  якюь точки площини. 1з точки а. до точки а проводимо нап- 

рямлену Л1Н1Ю (стршку) У ВИГЛЯД1 вщр!3ка ЧИ криво! ТОД1 Й Т1ЛЬКИ то- 

Д1, коли а:Я а . Зокрема, якщо а. Я ар то В1Дповщна стршка, що веде з 

а в а , називаеться петлею.I г



Приклад 1.14. Для множини М =  {2, 7, 36, 63, 180} матрищ вщно

шень /?,, Я„ Л3 з останнього прикладу мають такий вигляд:

'  1 1 1 1 Г 1 0 0 0 0 ' ' 0 1 0 1 0 '

0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 1 . с 2 = 1 0 1 0 0 . с 3 = 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0

0
V

0 0 0  1
У

1
V

0 1 0 1 0
V

1 0 0 0
У

Д1аграми (графи) вщношень Я{, Я2, Л3 подано на рис. 1.4.

Оскшьки вщношення на М  е пщмножинами множини М 2, то для 

них означен! вех вщом1 теоретико-множинш операцй. Наприклад, 

перетином вщношень “бшьше або дор1внюе” 1 “менше або дор1в- 
нюе” е вщношення “дорхвнюе”, об ’еднанням вщношень “менше” 1 
“бшьше” е вщношення “не дор1внюе”, доповненням вщношення “де

литься на” е вщношення “не дшиться на” тощо. Стосовно операцй 

доповнення для вщношень на множиш М  ушверсальною множиною 

е М\

Аналопчно вщповщностям для вщношень можна означити поняття 

оберненого вщношення та композицй вщношень.

Вщношення /Г1 називаеться оберненим до вщношення Я, якщо 

Ь /Г1 а тод1 й тшьки тодх, коли а Я Ь. Очевидно, що (/Г1) 1 = Я.

Наприклад, для вщношення “бшьше або дор1внюе” оберненим вщно

шенням е “менше або дор1внюе”, для вщношення “дшиться на” —  вщ

ношення “е дшьником”.

Композищею вщношень Я1 1 Я2 на множит М  (позначаеться /?, ° /?2) 

називаеться таке вщношення К на М, що а Я Ь тод1 й тшьки тод1, коли 1с- 

нуе елемент се М, для якого виконуеться а Яхс\ с ЯгЬ.

Наприклад, композищею вщношень Я 1 —  “е сином” 1 Я2 —  “е братом” 

на множит чолов1К1в е в1дношення Я] ° Я2 —  “е небожем”.

Для вщношення Я на множиш М  через Я<к> позначимо вщношення 

Я °  Я °  ... ° Я (к раз1в). Вважаемо, що Ят  = 1М 1 Я{') = Я.

Наведемо властивостза якими класиф1кують вщношення.

Нехай Я —  вщношення на множиш М.

1. Вщношення Я називаеться рефлексивным, якщо для вах ае М  ви

конуеться а Я а.

Вщношення Я у Я2, Я4, Я}, Я7 —  рефлексивш.

2. Вщношення Я називають антирефлексивним (/ррефлексивним), 

якщо для жодного ае М  не виконуеться а Я а.

Вщношення “бшьше”, “менше”, “е сином” антирефлексивш, а вщно

шення Кь ш рефлексивне, ш антирефлексивне.

Ус1 елементи головно! Д1агонал1 матрищ С для рефлексивного вщно

шення на скшченшй множиш М дор1внюють 1, а для антирефлексивно- 

го —  0.

3. Вщношення Я називаеться симетричним, якщо для вс1х а, ЬеМ  

таких, що а Я Ь, маемо Ь Я а.

4. Вщношення Я називаеться антисиметричним, якщо для вах

а, Ье М  таких, що а Я Ы  Ь Я а, маемо а = Ь.

Наприклад, вщношення Яр Я4, /?5, Я(, /?8 —  симетричш, а вщношення 

Яу Я2, Я7 —  антисиметричш.

Неважко переконатися, що вщношення Я симетричне тодх й тшьки 

Т0Д1, коли Я = Я '.

5. Вщношення Я називаеться транзитивным, якщо 31 сшввщношень 

а Я Ъта Ь Я с випливае а Я с.

Наприклад, вщношення Я,, Я2, ЯА, Я5, Я7, Яв, Я9 —  транзитивш, а вщ- 

ношення Яу Я6 —  не транзитивш.

Неважко переконатися, що вщношення Я транзитивне тод! й тшьки 

ТОД1, коли Я °  Я с  Я.

Якщо вщношення Я мае будь-яку з наведених вище властивостей, то 

обернене вщношення /Г1 також мае ту саму властивють. Отже, операшя 

обернення зберйае вс1 п’ять властивостей вщношень.

Для довшьного вщношення Я означимо нову операщю. Вщношен

ня Я+ називаеться транзитивным замыканиям вщношення Я на М, 

якщо а Я+ Ь, а, Ье М, тод! й тшьки тод1, коли у множит М юнуе така



послщовшсть елеменпв а,, а2, ..., ак, що а, = а, а= Ъ  1 а, К аг, агК аъ, ... 

..., ак[ К ак. Зокрема, к може доргвнювати 2; отже, якщо а К Ь ,ю  а К+ Ь. 

Тому К с  /?+.

Наприклад, нехай М —  множина точок на площиш й а К Ъ, а, Ь&М, 

якщо точки а 1 Ъ з’еднано вщр1зком. Тод1 с К+ с1, коли юнуе ламана лш1я, 

що з’еднуе точки с \ (I, с, с/е М.

Можна довести, що вщношення /? транзитивне тод1 й тшьки тод1, ко

ли /?' = К. Кр1м того, справджуеться р1вшсть

/Г = /?(1)и  /?(2)и  ... и  /?(*’и  ... .

Вщношення К' и  1М позначають /?* \ називають рефлексивном тран- 

зитивним замиканням вщношення /? на множиш М.

Вщношення К на множиш М  називаеться толерантним (в'к)ношен- 

ням толерантност/, або просто толерантшстю), якщо воно рефлек

сивне 1 симетричне.

Деяк1 вщношення займають особливе мюце в математищ. Розглянемо 

Тх окремо в наступних роздшах.

1.9. Задач '1 / вправи

1. Нехай на множиш вах людей Р означено таю вщношення:
р' = {(х,у) \х,уеР IX —  батько>>} 1 О = {(*,у)\х,уеР \х —  донькау}. Опи

сати таке вщношення:
(а) Р ° Г; (в)Р° (д) Д 0 Г'\ (е) Г ' 0 Сг'\
(б) И ° й; (г) О ° Р\ (е) Г 1 ° О; (ж) О"' ° Р.

2. Довести, що для довшьного вщношення К на множит М виконуеться

(а) Рг,/? = Рг,/? '; (в) Рг,/? = М о  <м с  /? ° /Г‘;

(б) Рг■,/? = Р г / ( г )  Рг2/? = М <=> 1М с  1Г' ° /?.

3. Довести, що для довшьних вщношень /?, 1 /?2 виконуеться

(а) (/?, о /?,)-■ = /?2-‘ ° /?,-';
(б) /?, о /?2 = 0  о  Рг2/?, п  Рг,/?2 = 0.

4. Для яких вщношень виконуеться р1вшсть /? 1 = К?

5. На множит М ={1,2, 3, 4} задано вщношення

/?, = {(1, 1), (1, 3), (2, 2), (2, 4), (3, 1), (3, 3), (4, 2), (4, 4)};

Я, = {(1, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 1), (3, 3), (4, 1), (4, 4)};

/?3 = {(1, 3), (1, 4), (2, 1), (1, 2), (3, 1), (3, 3), (4, 1)};
/?4 = {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (3, 4), (4, 2), (4, 3), (4, 4)};

/?, = {(1, 2), (1, 3), (2, 3), (2, 4), (4, 1), (4, 3)}.

Визначити, як! з цих вщношень
(а) рефлексивш; (в) симетричш; (д) транзитивш;

(б) антирефлексивш; (г) антисиметричш; (е) толерантш.

Побудувати графжи, графи 1 матрищ заданих вщношень.

6. Про1нтерпретуйте властивост1 вщношень за допомогою гх матриць, графн 

к1в 1 Д1аграм.

7. Довести, що коли /?, с  /?2, то для довшьного вщношення О викону- 

егься

(а ) 0 °/? ,с:0 °/?2; (б) /?, ° О с  /?2 ° 2 ; (в) /?-' с  У?"1.

8. Довести, що вщношення /? на множиш М рефлексивне тод1 
й лише тод1, коли

(а) 1М с  К; (б) 1мп К = (в) и  /? = /?.

9. Навести приклад двох антирефлексивних вщношень /?, 1 /?, на множит 

М= {1, 2, 3}, композиц1я /?, 0 /?2 яких буде рефлексивним вщношенням.

10. Довести, що вщношення /? симетричне тод1 й тшьки тод1, коли

(а) /? = /?"■; (б)й-'сй; (в) /?с/?Л

11. Довести, що композицш /?, ° /?, симетричних вщношень /?, 1 /?2 е симет

ричним вщношенням ТОД1 Й Т1ЛБКИ ТОД1, коли /?,0 /?2 = /?2 ° /?,.

12. Довести, що вщношення /? на множиш М антисиметричне тод1 й тшьки 

ТОД1, коли /? п  /?"' с  <м.

13. Довести, що об’еднання /?, и  /?2 антисиметричних вщношень /?, 1 /?2 на 

множит М е антисиметричним вщношенням тод1 й лише тод1, коли

я ,П К-' с  1М.

14. Довести, що вщношення /? на множин1 М транзитивне тод1 
Й ТШЬКИ ТОД1, коли /? ° /? с  /?.

15. Довести, що композищя /?, ° /?2 транзитивних вщношень /?, 

1 /?2 е транзитивним вщношенням, якщо /?, ° /?2 = /?2 0 /?,.

16. Знайти помилку в наведених м1ркуваннях. Якщо /? — симетричне 1 тран

зитивне вщношення на множит М, то воно рефлексивне, бо з того, що (а, Ь)е К, 

послщовно випливае (Ь, а)е К \ (а, а)е /?.

17. Довести, що вщношення Т = {(.х, у)\\х -у\< 1, л, уе/?} на множиш дш- 

сних чисел /? е толерантним.

18. Побудувати толерантш вщношення /?, 1 /?, на множиш М = {1, 2, 3}, ком

позицш /?, 0 /?, яких не е толерантним вщношенням.

19. Довести, що коли /? —  рефлексивне 1 транзитивне в1дношення, тод1 
К(к) = К для вс1х натуральних к.

20. Довести, що Я* - /?(|) и  Р?] и  ... и  Р(к) и  ... .

21. Довести, що вщношення /? транзитивне тод1 й тшьки тод|, коли 

/?+ = /?.

22. Нехай С — матриця вщношення /?, заданого на скшченшй множин1 М 

(\М\ = п). Побудувати матрицю О к) вщношення /?<*), к = 0, 1, 2, ... .



1.11. ЕНдношення екв|'валентност1
Вщношення К на множит М  називаеться в/дношенням екв/валент- 

н ост '1 (або просто екв'талентнктю), якщо воно рефлексивне, симет

ричне 1 транзитивне.

Враховуючи важливкть вщношення екв1валентност1, дамо розгорну- 

те означення цього поняття. Вщношення К на множит М  називають в1д- 

ношенням еквгвалентноат, або екв'шалентшстю, якщо воно мае таю 

властивост):

1) а К а для вс1х ае М  (рефлексившсть),

2) якщо а К Ь, то Ь К а для а, Ье М  (симетричшсть),

3) якщо а К Ы  Ь К с, то а К с для а, Ь, се М  (транзитившсть).

Приклад 1.15. 1. Вщношення р1вност1 /м на будь-якш множит Ме

вщношенням екв1валентност1. Р1вшсть -— це м1шмальне вщношення ек- 

в1валентност1, бо з видаленням бодай одного елемента з 1М вщношення 

перестае бути рефлексивним, а отже, 1 вщношенням екв1валентност1.
2. Вщношення р1внопотужност1 множин е еквгвалентшстю (див. 

сшввщношення (1.9)).

3. Важливу роль у математищ вщ1грае вщношення “мають однакову 

остачу при дхленш на к” або “конгруентш за модулем к”, яке е вщношен

ням екв1валентност1 на множиш N  натуральних чисел для будь-якого 

фжсованого ке N. Шдношення конгруентноспп за модулем к часто позна

чають а = Ь (тос! к) (читаеться “а 1 Ь конгруентш за модулем к”). Цьо

му вщношенню належать, наприклад, пари натуральних чисел 

(17,22), (1221,6), (42,57) для к = 5, тобто 17 = 22 (той 5), 

1221 = 6  (тод 5), 42 = 57 (т оё  5).

4. Екв1валентшстю е вщношення под1бност1 на множит вс!х трикут- 

ниюв.

Сукупшсть множин {В. ) /е 1} називаеться розбиттям  множини А, 

якщо Ц В, = А 1 В: пВ  = 0  для /  у. Множини В., /е /, е пщмножинами 

множини А. 1х називають класами, сумгжними класами, блоками чи 

елементами розбиття. Кожний елемент аеА  належить одшй 1 тшьки 

одшй множиш В., /е I.

Припустимо, що на множит М  задано вщношення екв1валентност1 К. 

Виконаемо таку побудову. Виберемо якийсь елемент аеМ  1 утворимо 

пщмножину 5 "={х [ хе М \ а К х}, шо складаеться з уск  елеменпв мно

жини М, екв1валентних елементу а. Вщтак в1зьмемо другий елемент

Ье М  такий, що Ье5 ”, й утворимо множину 8* ={х\хеМ х Ь К х} з еле

менпв, екв!валентних Ь, 1 т. д. Таким способом одержимо сукупшсть 

множин (можливо, несюнченну) {5", 5", ...}. Побудовану сукупшсть 

{5я | /е /} називають фактор-множиною множини М за екв1валентшстю 

К 1 позначають М/К.

Приклад 1.16. 1. Фактор-множина за вщношенням р1вносп /д/ для 

будь-яко! множини М мае вигляд МПм= {{а} \ аеМ).

2. Фактор-множина для вщношення “конгруентш за модулем 3” на 

множит N натуральних чисел складаеться з трьох клас1в {3к | ке /V}, {3к

- 1| кеЩ  1 {Ък-2 1 кеЩ .

Доведемо, що фактор-множина М/К е розбиттям множини М. 

Оскшьки за побудовою кожний елемент множини М належить принай

ми! однш з множин 5Д /е/, то У 8.К = М. Вщтак припустимо, що 

для якихось 8^ Ф 8* 1снуе елемент се 8 1* п  8 “. Тод1 з се 8'* випливае 

а К с, а з  се 8* —  Ь К с. 1з симетричност1 та транзитивное™ вщношен

ня К виводимо а К Ь \ Ь К а. 3[ сшввщношення а К Ь \ правила побудо

ви множини 8* маемо 5ая с  5 я, а з Ь К а \ правила побудови множини 

5* одержуемо протилежне включения 8 " с  8 “. Отже, 8 “ = 8 ‘\ 1 з одер

жано!' суперечност1 випливае справедливють сформульованого твер

дження.

Будь-яю два елементи з одного класу 8'* екв1валентш М1Ж собою, а 

будь-яю два елементи з р1зних клаав фактормножини М/К неекв1вален- 

тш Класи 8я називають класами екв'оеалентност/ за вщношенням К. 

Клас екв1валентност1, що мктить елемент ае М, часто позначають 

через [а]я.
Потужшсть \М/К\ фактор-множини М/К називаеться шдексом роз

биття, або шдексом вгдношення еквгвалентность К.

3 1Ншого боку, припустимо, що для множини М задано якесь роз

биття | /е/}. Побудуемо вщношення Т на множит М за таким пра

вилом: а Т Ь для а, ЬеМ  тод1 й тшьки тод1, коли елементи а I Ь 

належать одному класу даного розбиття. Неважко переконатися, що 

вщношення Т рефлексивне, симетричне 1 транзитивне, тобто е екв1ва- 

лентшстю на множит М. Отже, справедлива така теорема.

Теорема 1.10.1снуе взаемно однозначна вщповщшсть М1Ж ус1ма мож- 

ливими екв1валентностями на множиш М  1 вс^ма розбиттями 

ще!' множини. 1накше кажучи, кожному вщношенню екв1валентност1 на



множиш М  вщповщае едине розбиття ще! множини на класи 1, навпаки, 

кожне розбиття множини М  однозначно задае певне вщношення екв1ва- 

лентносп на М.

Нехай К —  вщношення екв1валентност1 на множиш М. Вщображен

ня множини М  на фактор-множину М/К, що кожному елементу ае М  ста

вить у вщповщшсть клас екв1валентност1 [а];(, якому належить елемент

а, називаеться каношчним, або природным воображениям  множини М  

на фактор-множину М/К.

1.10. Задач/ / вправи

1. На множиш NxN  означимо вщношення К 1
(а) ((а, Ь), (с, с/))е К о  а + с/ = Ь + с;

(б) ((а, Ь), (с, с/))6 <2 <=> а<1 = Ьс.
Довести, що К [ О — вщношення екв1валентносп на множин! N х N.

2. Нехай М = NxN. Означимо на множиш М вщношення К: (а, Ь) К (с, сГ) то-

Д1 Й ТШЬКИ ТОД1, КОЛИ

(а) аЬ = сс/; (б) а + Ь = с + А.
Довести, що К — екв1валеитшсть на А/. Виписати ва елементи клаив екв1вален- 

тносп [(1, 1)], [(2,2)], [(4, 3)], [(1, 23)] та [(6, 8)] за вщношенням К.

3. На множин) N натуральних чисел означимо вщношення К: тКп тод1 й тшь

ки ТОД1, коли т/п = 2‘ для якогось цшого к.
(а) Довести, що К — вщношення екв1валентност1 на N.
(б) Скшьки р1зних клаив екв1валентносп е серед [1]я, [2]я, [3]/( 1 [4]д?
(в) Скшьки р1зних клаав екв1валентност1 е серед [6]я, [7]/(, [12]„, [24]д, [28]в,

[42], 1 [48]„?

4. Нехай у множит М заф1ксовано якусь пщмножину К с, М. 

Означимо вщношення К на $(М): А КВ тод! й тшьки тод1, коли А п К = В п  К,

.4, Ве р(М).
(а) Довести, що К — вщношення екв1валентноеп на §(М).
(б) Для Л/ = {1, 2, 3} та АГ = {1, 2} знайти класи екв1валентносп за вщношен

ням К.
(в) Для М= {1, 2, 3, 4, 5} 1 К = {1, 2, 3} визначити [А\, деЛ = {2, 3, 4}.
(г) Для М = {1, 2, 3, 4, 5} 1 К = {1, 2, 3} визначити кшьюсть клаав екв1вален- 

тносп та юльюсть пщмножин множини М у кожному клаа екв1валентносп за 

вщношенням К.
(д) Визначити кшьюсть клаав екв1валентносп та кшьюсть пщмножин мно

жини М у кожному клаа екв1валентност1 за вщношенням К, якщо \ М \ = п \

\К\ = т.

5. Довести, що перетин будь-яко! сукупносп вщношень екв1валентност1 на 

множит М е екв!валентшстю на М.

6. Навести приклад двох екв1валентностей Л, 1 К2 на множиш М = {1, 2, 3} та

ких, що Я, и К2 не е екв1валентнюпо на множиш М.

7. Довести, що об’еднання Я, и К2 двох екв1валентностей /?1 1 /?2 е екв1вален- 

ТН1СТЮ ТОД1 Й ТШЬКИ Т0Д1, коли К] и /?2 = /?1 ° К2.

8. Довести, що для довшьного вщношення екв1валентносп К виконуеться 

р1ВН1СТЬ К 0 К = К.

9. Довести, що композищя К] ° К2 двох екв1валентностей Л, 1 К, е екв!вален- 

ТШСТЮ, якщо К̂ 0 К2 = К:и  К2.

10. Нехай К1\К1 — екв1валентносп 1 К^ К2=К2° Кг Довести, що К°К2 — най- 

менше вщношення екв1валентносп, яке мютить К> и Кг

11. Побудувати найменше вщношення екв1валентност1 О на множит 

М = {1, 2, 3, 4}, що включае задане вщношення К.

(а) К = {(2, 4), (3, 1)}; (б) К = {(2, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 3)}.

12. Нехай К — вщношення на М. Довести, що Ке екв1валентшстютод! й тшь

ки тод1, коли (К ° К ') и  К.

13. Довести, що для довшьного вщношення екв1валентносп К наведеш твер

дження р1вносильш:
(а) (*, у)е К; (б) [х]к п  [у]я * 0; (в) [х]к = [у]д.

14. Нехай/: А —> В — довшьне вщображення 1 К = {(л, у) | л, уеА, /(х) = /(у)}. 

Довести, що К — екв1валентшсть на множит А, а для вщображення/юнуе роз

клад/ = е ° / ,  де е — природне вщображення множини А на А/К, а /  — взаемно 
однозначна вщповщшсть м;ж А/К \ ([А) (правило розкладу, або факторизацй е/- 

дображення).

15. Нехай М — сюнченна множина. Яке вщношення екв1валентносп на 

М мае
(а) найбшьший 1ндекс;

(б) найменший 1ндекс?

16. Нехай К — вщношення екв1валентносп на скшченнш множиш М(\М\ = п) 

1 |Л| = к. Довести, що к - п завжди парне число.

1.12. В|'дношення порядку
Вщношення К на множиш М називаеться в1дношенням часткового 

(нестрогого) порядку, якщо воно рефлексивне, антисиметричне та тран

зитивне, тобто

1) а К а для вс1х ае М  (рефлексившсть),

2) якщо а К Ъ та Ь К а, то а = Ь (антисиметричшсть),

3) якщо а К Ь та Ь К с, то а К с (транзитившсть).

Множина М, на якш задано деякий частковий порядок, називаеться

частково впорядкованою.



Елементи а, ЬеМ  назвемо пор1внюваними за вщношенням Я, якщо

а Я Ь або Ь Я а.

Частково впорядкована множина М, у якш будь-яю два елементи по- 

р1внюван! м1ж собою, називаеться лтшно впорядкованою множиною 

або ланцюгом. Вщповщне вщношення Я, задане на лшшно впорядкова- 

нш множиш, називаеться лтшним {досконалим) порядком. Отже, вщно

шення Я на множит М називаеться вщношенням л/мшного порядку, якщо 

воно рефлексивне, антисиметричне, транзитивне 1 для будь-яко! пари еле- 

мент1в а, Ье М  виконуеться а Я Ь або Ь Я а.

Для позначення вщношень порядку будемо використовувати звичай- 

ш математичш знаки < 1 >. Гнакше кажучи, для вщношення порядку Я за

меть а Я Ь будемо записувати а < Ь або Ь>а\ читативщповщно “амен

ше або дор1внюе Ь” або иЬ бшьше або дор1внюе а”. Очевидно, що < —  

обернене вщношення до >.

За кожним вщношенням часткового порядку < на довшьнш множи- 

ш М можна побудувати шше вщношення < на М, вважаючи, що а < Ь 

тод1 й лише тод1, коли а < Ь \ а Ф Ь. Воно називаеться водношенням 

строгого порядку на множит М. Зрозумшо, що вщношення строгого 

порядку антирефлексивне, транзитивне, а також задовольняе умову 

так звано! сильно!' антисиметричност!, чи асиметричносп, тобто для 

жодно'1 пари а, ЬеМ  не можуть одночасно виконуватися нер1вност1 
а < Ъ [ Ь < а.

3 шшого боку, за довшьним вщношенням строгого порядку < на мно

жит М можна однозначно побудувати вщповщне вщношення частково

го (нестрогого) порядку <, поклавши а < Ь тод1 й тшьки тод1, коли а < Ь 

або а = Ь, а, Ье М. 3 огляду на такий простий зв’язок мгж вщношеннями 

часткового (нестрогого) 1 строгого порядку можна обмежитися вивчен- 

ням лише одного з них, наприклад <.

Приклад 1.17. 1. Традищйш вщношення < 1 < (> 1 >) —  це вщно

шення вщповщно часткового 1 строгого порядку на множинах чисел М, 2  

1 Я. Бшьше того, множини N,21 Я, а також будь-яю !х шдмножини лшШ- 

но впорядковаш за вщношеннями < або >

2. Частковим порядком е вщношення р1вност1 1М на будь-яюй множи- 

ш М. Цей порядок шод! називають тривоальним.

3. Вщношення нестрогого включения с  е вщношенням часткового 

порядку, а вщношення с  —  вщношенням строгого порядку на множит 

$(А) вах пщмножин (булеат) задано!множини Л.

4. Задамо вщношення < 1 < на множиш Я " кортеж1в дшсних чисел 

довжини п так: Ц ,  а2, ..., а )  < (Ьг />,, ..., Ь )  тод1 й тшьки тод1, коли

а, < А,, а2< Ь2, ..., ап<Ьп; аналопчно (а,, а,, ..., а )  < (6 ,, Ь2, ..., Ь )  тод1 й 

лише тод1, коли (а,, а2, ..., ап) < (Ь{, Ь2, ..., Ьп) 1 принаймш для одше! ко

ординати / =1 ,2 , ..., п виконуеться а.< Ь.. Тодд (2, 3.7, 4) < (7, 24, 10), а 

кортеж1 (1, 4, -1.7) 1 (2, 2, 4) непор1внюваш. Аналогично можна ввести 

частковий порядок на множинах N ",2 " \ С?".

5. Зафжсуемо строгий порядок розмщення символш у довшьному

сюнченному алфавт А = {а,, а2,..., ап}, наприклад, покладемо, що

а, < а, < ... < ап. Тод1 природним чином можна означити так званий 

лексикографочний порядок на множит А" вах сл1в довжини т  

в алфавт А. А саме, вважатимемо а а ...а < а а ...а  тод1 й тшьки 

тод1, коли а. = а. для 5 = 1, 2 , ..., А-1  1 для певного к,

к = 1, 2 , ..., т.

Лексикограф1чний порядок можна поширити на множину А* вс1х 

сл1в в алфавт А, якщо доповнити його додатковим (“порожшм”) симво

лом р  1 вважати, щ ор <  а1 для вах / = 1,2, п. При поршнюванш двох 

сл1в р13но! довжини спочатку слово меншо! довжини доповнюють спра

ва такою КШЬЮСТЮ “порожних” СИМВОЛ1В р, щоб воно зршнялося за дов- 

жиною з другим словом, шсля чого обидва слова пор1внюють як слова 

однаково! довжини.

Нехай А = {а, Ь, с} 1 а < Ь < с, тод1 аас < аЬа, аЬ < аЬаЬ, Ь < сЬа 

тощо.

Лексикограф1чний порядок лежить в основ! впорядкування вах  слов- 

ник1в, енциклопед!й, 1ндекс1в (предметних або 1менних покажчик1в), до- 

ВЩНИК1В, списк1В, таблиць тощо.

6. У  множин! N натуральних чисел вщношення “дшить” —  це част

ковий порядок. Маемо 4 < 28, 11 < 132, 5 < 5, 1 < п для будь-якого пеN, 

а пари чисел 7 1 22, 13 1 35 непор1внюваш.

Нехай М  —  частково впорядкована множина, А —  деяка Г! непорож

ня пщмножина. Верхньою гранню шдмножини А с. М у  множиш М на

зиваеться такий елемент Ье М, що а < Ь для вах аеА. Елемент Ь назива

еться наибольшим елементом множини М, якщо Ь —  верхня грань мно

жини М.

Аналопчно, елемент с частково впорядковано! множини А/ назива

еться нижньою гранню шдмножини А с  М, якщо с < а для будь-якого 

аеА. Елемент с —  найменший у множит М, якщо с —  нижня грань са

мо! множини М.



Отже, найбшыиий 1 найменший елементи, а також верхня та нижня 

граш (якщо вони юнують) пор1внюван1 вщповхдно з ус1ма елементами 

множини М або пщмножини А.

Елемент хе М називаеться максимальним у множит М, якщо не 1с- 
нуе такого елемента аеА/, що х < а. Вщповщно елемент уеА/ називаеть

ся мтшальним у множиш А/, якщо не хснуе такого елемента аеА/, що 

а < у.

Очевидно, що коли в частково впорядованш множиш А/ юнуе най- 

бшьший елемент, то це единий максимальний елемент множини М. Ана

лопчно, найменший елемент множини М  —  единий п мЫмальний еле

мент. Зауважимо також, що частково впорядкована множина А/ може не 

мати найбшыиого (найменшого) елемента й водночас мати один або 

кшька максимальних (мшхмальних) елеменпв. У лхншно впорядкованш 

множиш поняття найбшыиого та максимального (найменшого 1 мини

мального) елеменпв збхгаються.

Приклад 1.18. 1. У  множиш 2  цших чисел з традицшним вщно

шенням порядку множина N натуральних чисел мае найменший елемент 

(число 1) 1 не мае найбшыиого елемента. Будь-яке невщ’емне число, а та

кож 1 е нижнхми гранями для N.

2. У  довшьшй множиш А/ з трив!альним порядком /м (вщношенням 

рхвностх) кожен елемент аеМ е  одночасно максимальним х мшхмальним. 

Якщо I М\ > 1, то найбшыиого х найменшого елеменпв у множиш М  не

мае.

3. Булеан р(/1) множини А з вщношенням часткового порядку с  

мютить найменший елемент —  порожню множину х найбшыиий еле

мент —  саму множину А. У множиш О  всхх непорожнхх пщмножин 

множини А (тобто у множин] $(А)\{0}) немае найменшого елемента, 

але вс1 одноелементнх множини {а}, аеА ,е  мхнхмальними елементами 

множини В.

4. У множиш А/усхх натуральних дшьник1в числа пе /V, частково впо- 

рядкованхй за вхдношенням “д1лить”, число 1 —  найменший елемент, а п

— найбшыпий.

Лшхйно впорядкована множина (ланцюг) А/ називаеться цтком упо- 

рядкованою, якщо кожна и непорожня пщмножина А с  А/ мае наймен

ший елемент.

Зокрема, множина N натуральних чисел з традицшним вщношенням 

порядку цшком упорядкована, а множина 2  цших чисел не е цшком упо- 

рядкованою, оскшьки будь-яка И нескхнченна пщмножина вщ’емних чи

сел не мае найменшого елемента.

Якщо А/ —  частково впорядкована множина, то множина I  уск  п 

ланцюпв (тобто лшшно впорядкованих пщмножин) також частково впо

рядкована за вщношенням теоретико-множинного включения. Макси- 

мальн1 елементи множини I  називають максимальными ланцюгами 

множини А/.

Наведемо низку важливих тверджень про частково впорядковаш мно

жини, якх часто застосовують у вшцш алгебрх, математичному аналхзх, 

топологи та хнших роздшах сучаснох математики.

Теорема Куратовсъкого-Цорна, або лема Цорна. Якщо в частково 

впорядкованш множиш А/ будь-який ланщог мае верхню (нижню) грань, 

то множина М  мае максимальний (мхнхмальний) елемент.

Теорема Хаусдорфа. Будь-який ланцюг частково впорядковано'1 мно

жини А/ мютиться в деякому максимальному ланцюз1 множини А/.

Теорема Цермело. Будь-яку множину А/ можна цшком упорядкувати.

Можна довести, що вех три наведеш теореми р1вносильнх мхж со

бою (тобто зх справедпивосп будь-якох з них випливае справедливють 

двох хнших), I що вс1 вони рхвносильнх одн1Й хз фундаментальних ак- 

С10М сучаснох аксюматичнох теорхх множин —  так званхй аксюм1 вибо- 

РУ [1, 19, 32].

Аксшма вибору. Якщо дано множину А/, то хенуе функщя 

XV: (|3(А/)\{0}) —> А/, яка кожнш непорожн1й пщмножиш А с  А/ ставить у 

вщповщшсть певний елемент а = ч’(А) щех п1дмножини, аеА.

1накше кажучи, функц1я и’ обирае по одному елементу з непорожшх 

пщмножин множини А/.

Зокрема, ми неявно користувалися аксхомою вибору у доведенш тео

реми 1.2 .

Будь-яке твердження Т стосовно елементхв деяко'1 цшком упорядкова- 

нох множини М  можна доводити, використовуючи так звану трансфЬ- 

ттну  шдукц'ио —  узагальнення вщомого методу математично'Г хндукцй.

База шдукци. Доводимо виконання твердження Т для найменшого 

елемента множини М.

1ндукцшний крок. Робимо припущення, що твердження Т виконуеть

ся для будь-якого елемента а такого, що а <  Ь,\ доводимо, що тверджен

ня Т справджуеться для елемента Ь.

Якщо виконуються умови бази й шдукцшного кроку, то твердження 

Т справджуеться для довшьного елемента ае А/.



Припустимо, що це не так. Нехай у множиш М  кнують елементи, для 

яких не виконуеться твердження Т,\Кс:М—  су к у ш п ст ь  у с !Х  таких еле

м ен п в . Множина М  цшком упорядкована, от ж е  К мае найменший еле

мент Ье К. 3 умови бази шдукцп випливае, що Ь не е найменшим елемен

том у множиш М. Це означае, що у множит М кнують елементи а < Ь, 

! для вс!х таких елеменпв а виконуеться твердження Т. Зпдно з шдук- 

щйним кроком твердження Т мае виконуватись 1 для елемента Ь, що 

призводить до су п е р е ч н о сп .

1.11. Задач1 / вправи

1. Означимо вщношення Я на множиш щлих чисел 2 так: тЯп  тодц й тшьки то

ль коли т — п —  невщ’емне парне число. Довести, що Я —  частковий порядок на 

7.. Чи е Я лшшним порядком?

2. Нехай М — довшьна множина. Означимо вщношення К на множит 

(5(1/) х (3(.1/): (Л, В) Я (С, /3) ТОД1 й тшьки тод1, коли А Д В аСЛО, А, В, С, Ое (3(А/). 

Чи г Я вщношенням часткового порядку?

3. Нехай < —  частковий порядок на множит А, </( —  частковий порядок на 

множит В. Назвемо прямим добутком частково впорядкованих множин А 1 В 

множину А х В 13 задании на шй вщношенням <: (а,, Ь{) < (а2, Ь2) о  

<=* а1 <ла: 1 6, <в Ьг. Довести, що < —  частковий порядок на Ах В.

4. Довести чи спростувати таке твердження: якщо < А — лннйний порядок на 

множит А, а < —  лшшний порядок на множит В, то вщношення < , означене 

в попереднш задачу е лннйним порядком на множит Ах В.

5. Нехай М —  довшьна множина. Означимо вщношення К на множин: 

Р(Д/) х (5 (М): (А, В) Я (С, О) тод1 й тшьки тодь коли АсС\ ВсО,А , В, С, Ое р(М). 

Визначити, чи е К:

(а) вщношенням часткового порядку;

(б) вщношенням лшшного порядку.

6. Нехай Я —  транзитивне вщношення на множиш М. Довести, що Я е час- 

ТКОВИМ ПОРЯДКОМ На А/ ТОД1 й -ильки ТОД1, коли Я п К ' = 1м.

7. Довести, що об’еднання Я, и  К2 вщношень часткового порядку Я, I Я2 на 

множит М е частковим порядком на множит М тод) й тшьки тод1, коли Кх ° Я2

и  Я, ° Я, с  К. и  Я, 1Я п  К~' = »'2 1 — I 2 I 2 М
8. Довести, що для довольно! частково впорядковано'Т множини М з к еле- 

ментами кнуе таке вщображення/: М —> Л/ що для елеменпв а , я е  М 31 сшв

вщношення а < а випливае нертшсть /(а) <Да ).

9. Нехай < 1 < —  традицшш вщношення порядку на множит натуральних чи

сел N. Довести, що

(а) < 0 < *  <; (б) < ° < = <; (в) < ° > = /V2.

10. Довести, що будь-яка непорожня сюнченна частково впорядкована множи

на А мктить мннмальний 1 максимальний елементи.

11. Довести, що скшченна частково впорядкована множина мае найменший 

(найбшьший) елемент тод1 й тшьки тод1, коли вона мютить р1вно один мшмаль- 

ний (максимальний) елемент. Чи це так для нескшченних частково впорядкова

них множин?

12. Чи е цшком упорядкованою
(а) множина <2 ращональних чисел з традицшним вщношенням порядку;

(б) множина К дшсних чисел з традицшним вщношенням порядку;
(в) множина чисел виду 1- 1/л, де пеN, з традицшним вщношенням по

рядку?

13. Знайти вс1 множини М, для яких юнуе повний порядок Я на М такий, що 

К' е повним порядком на М.

14. Нехай А ■— цшком упорядкована множина. Довести, що не кнуе такого мо

нотонного взаемно однозначного вщображення /  А —> А, що для деякого елемен

та аеА виконуеться /(а) < а. (Вщображення /  частково впорядковано'Т множини 

А у частково впорядковану множину В називаеться монотонном, якшо з а < Ь 

випливае Да) </[Ь) для вах пор1внюваних елемент: в а, Ье А.)

1.13. Реллтки
Серед частково впорядкованих множин винятково важливу роль вь 

д1грають так зван: решетки, або структури.

Точною верхньою гранню шдмножини А частково впорядковано'Т 

множини М  (позначають зирЛ; читають “супремум А”) називають най

менший елемент у множит вс1х верхтх граней шдмножини А. 

Вщповщно, точною нижньою гранню шдмножини А частково впо- 

рядковано'Т множини А/ (позначають т {  А \ читають “шф1мум А”) нази

вають найбшьший елемент у множит ВС1Х нижтх граней шдмножи

ни А.

Частково впорядкована множина М називаеться реш ткою  (струк

турою  або ’раткою), якщо для будь-яко'Т пари елеменпв а, Ье М (тобто 

для будь-яко'Т двоелементно'Т шдмножини множини М) кнують зир{а, Ь} 

та ш5{йг, Ь}.

Приклад 1.19. 1. Будь-яка лшшно впорядкована множина М (нап

риклад, числов1 множини N, 2, ^  1 Я з традицшним и вщношеннями 

порядку) е ренпткою. Якщо а, ЬеМ, то зир{а,/>} =шах(а, Ь) 

й М {а, Ь} = тш(а, Ь).



2. Розглянемо множину N натуральних чисел з вщношенням 

часткового порядку “дшить”. Для довшьних а, ЬеЫ  маемо шр{а, Ь} = 

= НСК(а, Ь) й М {а, Ь} = НСДО, Ь) (НСК —  найменше спшьне кратне, 

НСД —  найбшыпий спшьний дшьник). Наприклад, 5ир{12, 32} = 96, 

М{12, 32} =4, М{16, 27} = 1 тощо.

3. Частково впорядкована за вщношенням включения множина (3(А/) 

ус1х пщмножин множини М е реппткою: зир {А,В}=А и  В й ш ?{А, В} = 

= А П В, А, В с  М.

4. Розглянемо множину Я" кортежш дшсних чисел довжини п з вщно

шенням часткового порядку, означеним у приклад) 1.17(4), тобто 

Ц , а2, ..., а )  < (Ьр Ь2> Ьп) тод: й тшьки тода, коли а <  Ь., / = 1, 2, ..., п. 

Частково впорядкована у такий спос1б множина Я" е рениткою:

зир{(а,, а2, ..., а ) , (Ь{, Ь2, ..., Ь)} = (с,, с2, ..., с), 

де с. = тах(а, Ь), / = 1, 2,

а М{(а,, а2, ..., а ) , (Ьг Ь2, Ь)} = Ц ,  <12,

де й?. = тт(а., 6 .), /=  1, 2, ..., и.

Аналопчно можна перетворити на репптки множини кортеж1в У", 2 ”, 

В", це В = {0, \} —  множина двшкових цифр.

5. МНОЖИНУ Р = {Я|; Я,, ..., В и} УС1Х МОЖЛИВИХ рОЗбиТПВ ПеВН01 СК1Н-

ченно'1 множини М можна перетворити в решггку в такий спос1б. Вважа

тимемо, що розбиття К. = {А , А , ..., 1 Я. = {А , ..., /1} пере

бувають у вщношенш В < Я , якщо кожен клас А ., (=  1, 2, ..., к, розбит

тя Я. моститься в деякому клас1 А. розбиття Я. Наприклад, для 

М = '{ 1, 2, 3, 4, 5} розбиття Я' = {{1, 2}’ {3}, {4, 5}} менше вщ розбиття 

Я" = {{1, 2, 3}, {4, 5}} 1 менше вщ розбиття Я"' = {{1, 2}, {3, 4, 5}}, 

а розбиття В" 1 Я"' непор1внюваш

Найменшим елементом частково впорядковано\' множини Р е розбит

тя {{а} | аеМ}, а найбшыним —  {М}. Тод1 5ир{Я, Я;} = Як, де 

Як —  розбиття, у якому елементи а, Ье М  належать одному класу тод1 й 

тшьки тод1, коли кнуе такий елемент се М, що кожна з пар елеменпв а 1 
с та с 1Ь належить одному класу або в В , або в Я.; М {Я , ЯД = Я;, де Я( —  

розбиття, в якому елементи а, ЬеМ  належать одному класу тод1 й тшьки 

тод1, коли вони належать одному класу 1 в Я., 1 в Я .

Наприклад,

зир {Я", Я'"} = {{1, 2, 3, 4, 5}}, М {Я", Я"'} = {{1, 2}, {3}, {4, 5}},

$ир{Я', Я"} = {{1, 2, 3}, {4, 5}}, т({Я\ Я"} = {{1, 2}, {3}, {4, 5}}.

Оскшьки за теоремою 1.10 кнуе взаемно однозначна вщповщшсть 

М1ж ус!ма розбиттями множини М  1 вс1ма вщношеннями еквшалентнос-

Т1 на М, то множину вс1х вщношень екв1валентност1 на М також можна 

перетворити в реиптку.

Смнченну частково впорядковану множину М  найчастше зобража- 

ють за допомогою спрощено'1 0 1 играми (графа) або так звано'Г д/аграми 

Гессе [2]. Для зменшення кшькоеп стршок з вершини а проводять стрш- 

ку у вершину Ь тшьки тод1, коли а < Ъ 1 не кнуе такого елемента с, що 

а< с [с<Ь , а стршки (петл1), що вщповщають д1агональним парам (а, а), 

взагал1 не проводять.

Приклад 1.20. 1. Розглянемо спрощеш д1аграми вщповщно для чо

тирьох частково впорядкованих множин (рис. 1.5):

а) множини двшкових кортеж1в В3;

б) булеана $(М) множини М  = {а, Ь, с} з вщношенням включения с ;

в) множини натуральних чисел С = {2, 5, 7, 10,28, 70} з вщношенням 

“дшить”;

г) множини Б = {а, Ь, с, с!} з вщношенням часткового порядку 

Я = {(а, а), (Ь, Ь), (с, с), (Л, с/), (а, с), (Ь, с), (а, сГ), (Ь, <!)}.

(1,1.1) {о, ь, с}

а б е г

Рис. 1.5

2. Д1аграма будь-яко'1 сюнченно! лшшно впорядковано'1 множини 

М =  {ар а2, ..., ап}, а. < а., , / =1,2,  ..., п — 1, мае вигляд

о--------- ►с---------- . . . .---------

а1 а1

Неважко переконатися, що а < Ь, а, Ье М, тод1 й тшьки тод1, коли в та- 

К1Й Д1аграм1 частково впорядковано!' множини М  1снуе складений 31 стре

лок шлях, що веде з вершини а у вершину Ь. Верхня грань для {а, Ь) —  

це елемент, у який ведуть шляхи з а 1 з Ь. Нижня грань {а, Ь} —  це еле

мент, з якого е шляхи 1 в а, [ в Ь.



Частково впорядкована множина не е реппткою, якщо:

1) якась пара елеменпв не мае верхньо'1 або нижньо! граш;

2) для деяко! пари елеменпв не юнуе найменшоТ верхньо'1 (або най- 

бшЫП01 нижньо'О граш.

Наприклад, перил дв1 множини В 1 (3(А/) 13 прикладу 1.20 е реипт- 

ками, тому що для IX Д1аграм не виконуеться жодна з наведених умов. 

Множина С не е реппткою, бо, наприклад, для пар {2, 5}, {5, 7}, 

{7, 10} не юнуе нижшх граней, а пари {10, 28} 1 {28, 70} не мають 

верхшх граней. Пара елеменпв {а, Ь} ({с, с1}) множини О  мае ДВ1 верх- 

ш (дв1 нижш) граш с I с! (вщповщно а 1 Ь), однак не мае найменшо!' 

верхньо! (найбшыпо! нижньо'О граш, оскшьки елементи с 1 с/ (а 1 Ь) не- 

пор1внюван1 М1ж собою.

Частково впорядкована множина М  називаеться повною решткою , 

якщо для будь-яко! непорожньоТ пщмножини А с. М у  множиш М  юнуе 

найменша верхня фань зир,4 1 найбшыпа нижня грань т (А.

Очевидно, що довшьна повна репптка е реппткою, але не будь-яка ре- 

пптка е повною реппткою. Якщо М —  повна репнтка, то найменшу вер- 

хню грань уае! множини М (зир М) називають одиницею ще! репптки 1 
позначають 1, а найбшыпу нижню грань множини М (т$М) —  нулем 

репптки 1 позначають 0. Виб1р цих назв для зирА/ та ш Ш  пояснюеться 

такими властивостями елеменпв 110. Для довшьного елемента аеМ  ви

конуються таю умови:

зир{1, а } = 1, зир{0, а) = а, а <  1,

1̂ ( 1 , а} = а, М { 0, а} = 0, 0 < а.

Елементи 0 1 1 е вщповщно найменшим 1 найбшыпим елементами 

повно! репптки М.

Приклад 1.21. 1. Репптки В\ (3(А/) 1 Р з прикладу 1.19 —  повш. 

Одиницями цих репиток е вщповщно (1, 1, 1), М \ {М}, а нулями —  

(0, 0, 0), 0  1 {{д} | аеА/}.

2. Множина N натуральних чисел з традищйним вщношенням 

порядку е реппткою, але не е повною реппткою, оскшьки будь-яка н нес- 

юнченна пщмножина не мае найменшо! верхньо! гран:.

3. Множина вс1х дшьншав натурального числа п, частково впорядко

вана за вщношенням “дшить”, е повною реппткою. Одиницею в таюй 

реиптщ е число п, а нулем —  число 1.

1.12. Задач! / в прав и
1. Сформулювати умови для Д1аграми частково впорядковано! множини, при 

виконанш або порушенш яких ця множина е чи не е реппткою.
2. Довести, що в решпщ будь-який максимальний елемент е найбшыпим, а 

будь-який мннмальний елемент — найменшим.
3. Довести, що в будь-якш скшченнш решггш е найбшьший 1 найменший 

елементи.
4. Довести, що в будь-якш решггщ /. для довшьних елеменпв а, Ь, с, с/е /. ви

конуеться:

(а) зир(а, а) = а, шГ(д, а) = а;
(б) а < зир(а, Ь), тДа, Ь) < а;

(в) якщо а < с 1 Ь < с, то зир(а, Ь) < с;
(г) якщо с < а [ с < Ь, то с < тДа, Ь);

(д) а < Ь тод1 й тшьки тод1, коли зир(а, Ь) = Ь;
(е) а<  Ь тод1 й тшьки тод1, коли М(а, Ь) = а\

(е) якщо а < с [ Ь < (I, то зир(а, Ь) < зир(с, с1);

(ж) якщо а < с 1 Ь < (1, то 1пГ(а, Ь) < ш1'(с, </);

(з) якщо а < с, то 5ир(а, 1пД6, с)) < 1пЛ[$ир(о, Ь), с);

(и) зир(а, Ь) = !пС(я, Ь) тод1 й т1льки тод1, коли а = Ь.
5. Довести, що в будь-якш ренлтщ I  для довшьних елеменпв а, Ь, се А вико

нуеться:
(а) зир(а, Ь) = зир(6, о), тГ(а, Ь) = \п((Ь, а) (комутатившсть)',

(б) зир(о, $ир(Ь, с)) = зир(зир(а, Ь), с), т!|(а, М (6, с)) = тДшДа, Ь), с) (асоц1а- 
тивн/сть);

(в) 5ир(М(я, Ь), а) = а, т(\5ир(с/, Ь), а) = а (законы поглинання).

6. Довести, що частково впорядкована множина Ь е реппткою год! й тшьки 
тод1, коли для довшьно! скшченно! непорожньо! п1дмножини .1 с: 1.1снують хир.1 
та шГ А.

7. Чи утворюе повну решйку впорядкована за вщношенням включения мно

жина:

(а) ус1х рефлексивних;

(б) ус1х антирефлексивних;

(в) ус!х симетричних;

(г) ус1х антисиметричних;

(д) ус1х транзитивних;

(е) ус1х толерантних 

вщношень на дан1й множин1 Л Г?
8. Чи е повною реппткою множина чисел:

(а) 1- 1/л, пе№,
(б) 1/л, пеЫ;

(в) ус1х рац10надьних чисел 31 сегмента [0, 1]?
9. Чи е повною реннткою множина^* вс!х сл1в у адфав1Т1 А з лексико-граф1ч- 

ним порядком?



10. Довести, що множина вс1х дшьниюв натурального числа п, частково впо

рядкована за вщношенням “дшить”, е повною реппткою. Визначити елементи 0 

1 1 щй репптки.

11. Довести, що будь-яка скшченна репптка е повною реппткою.

12. Довести, що в будь-яий репптщ Л для довшьних елеменпв а, Ь, се1 вико

нуеться:

(а) М(я, 5ир(6, с)) > зир(тГ(<7, Ь), 1пГ(я, с));

(б) 8ир(а, Ы(Ь, с)) < 1пГ(5ир(я, Ь), зир(а, с))

(законы натвдистрибутивноспи).

1.14. Парадокси теори множин
Слово “парадокс” грецького походження; украшською мовою його 

перекладають як неспод1ваний, дивний. Це слово вживають щодо вис- 

ловлювання (положения, щеТ), яке суттево разниться вщ загальноприй- 

нятого традицшного уявлення про це. Уживання терм:на “парадокс” 

стосовно суперечностей, виявлених р1зними математиками в теори 

множин Г. Кантора, е гаивною спробою зменшити Тх значения й нада- 

ти 1М характеру лопчних курйоз1в, штучних, неприродних конструк- 

цш. Точшше суть явища передае назва “антиноми теори множин”, 

оскшьки термш антином!я е синошмом термша “суперечшсть”. Але за 

традищею будемо називати сформульоваш нижче положения парадок

сами.

Парадокс Б. Рассела. Для будь-якоТ множини М  коректним е таке 

питания: чи множина М  належить соб) як окремий елемент, тобто чи е 

множина М елементом само! себе, чи ш? Наприклад, множина вс1х 

множин е множиною, 1 тому належить сама соб1, а множина вс1х бу- 

динк1в у М1СТ1 не е будинком, множина студеипв в аудитори не е сту

дентом.

Отже, коректно поставити сформульоване питания й щодо множини 

вс1Х множин, яю не е власними елементами. Нехай М  —  множина вс1х 
тих множин, що не е елементами самих себе. Розглянемо питания: чи са

ма множина М  е елементом само'1 себе чи ш? Якщо припустила, що Ме М, 

то з означения множини М випливае Мч. М. Якщо ж припустимо, що 

Ме М, то з того самого означения дктанемо Ме М.

Близьким до парадокса Рассела е так званий “'парадокс цирульника”: 

цирульник —  це мешканець мкта, який голить тих 1 тшьки тих мешкан- 

1цв М1ст а , як1 не голять сам1 себе. Виникае проблема з визначенням мно

жини С вс!х тих мешканщв м1ста, яких голить цирульник. М^ркуючи

аналопчно тому, як це було зроблено в парадокс Рассела, дшдемо вис

новку, що цирульник голить себе в тому й тшьки в тому раз1, коли в1н не 

голить сам себе, тобто цирульник належить множиш С  тод1 й лише ходи 

коли вш не належить С.

А ось парадокс, що був вщомий самому авторов! теори множин 

Г. Кантору. Розглянемо об’еднання век мислимих множин 1 позначимо 

його II. Тод1 за теоремою 1.8 потужн1Сть множини Р( О) вс1х п1дмножин 

множини II бшьша, шж потужшсть само! множини 11. Однак це парадок

сально, бо за означениям множина II е множиною, що мктить ус1 мно

жини (зокрема, й множину (3(6'))-

Багато хто з математик1в на початку X X  столптя не надавали цим 

парадоксам особливого значения, оскшьки в той час теор1я множин 

була вщносно новою галуззю математики й не зачшала штереив бшь- 

шосп математимв. Однак Тхн1 вщиов1дальн1ш1 та прониклив1Ш1 коле- 

ги зрозумши, що виявлеш парадокси стосуються не тшьки теорп мно

жин 1 побудованих на нш роздш1В класично1 математики, але мають 

безпосередне вщношення до лопки взагал1 як головного шструменту 

математики.

Зокрема, парадокс Рассела можна переформулювати в термшах лоп

ки 1 таким чином додати до вщомих з давн1х час1в лопчних парадокав: 

парадокса брехуна (людина, яка завжди каже неправду, одного разу мо- 

вить: “Те, що я сказав, —  брехня”), парадокса всемогутньо1 ютоти (чи 

може всемогутня ютота створити такий кам1нь, який вона не зможе шд- 

няти?) тощо.

Гостро постало питания про об'рунтування засад математики. На 

початку X X  стол1ття виникли три основн1 напрями дослщжень з об

'рунтування сучасно'1 математики. Коротко подамо суть кожного з 

них.

1 .Логщизм Основною тезою лопцизму е положения про те, що пер- 

шооснова математики —  це лопка, а математика —  лише и частина, тоб

то вс1 математичш 1стини складають власну п1дмножину множини вс1х 

лопчних ютин.

Основн! 1деГ та методи лопцизму було вперше викладено у великш 

пращ А. Уайтхеда та Б. Рассела “Принципи математики”, що вийшла на 

початку другого десятир1ччя XX  столптя.

Незважаючи на те, що в рамках лопцизму проблему об'рунтування 

математики не було остаточно розв’язано, все ж було чимало зроблено 

для з’ясування деяких важливих аспектов лопчноУ структури матема

тики.



2 .1нту'щюнпм. Основними засадами 1нтуУцюшзму е таю принципи:

1) в основу математики кладуть поняття натурального числа, причо

му систему натуральних чисел вважають шту'Утивно вщомою;

2) ус1шип математичш об’екти будують на основ! натуральних чисел 

суто конструктивно за допомогою сюнченноУ кшькоеп застосувань скш- 

ченноУ кшькоеп конкретних операцш. Доведения юнування математич

ного об’екта зводиться до побудови конкретного алгоритму, тобто визна- 

ються лише конструктивш доведения кнування математичних об’екпв. 

Зокрема. не визнаеться доведения юнування математичних об’екпв ме

тодом вщ супротивного;

3 ) закон виключеного третього незастосовний до нескшченних мно

жин (зазначений закон —  це лопчна аксюма, згщно з якою з двох твер

джень “А" та “не А" тшьки одне ютинне);

4) визнаеться абстракщя потенцшноУ нескшченносп та вщкидаеться 

абстракция актуально)’ нескшченноеп.

Об'рунтування математики в межах штуУцюшзму натрапляе на дв1 

основш перешкоди: значну частину важливих роздшв математики не 

вдаеться побудувати засобами штуУцюшзму або ж така побудова мае до- 

сить гром1здкий I штучний вигляд, який не задовольняе переважну бшь- 

шкть як математик1в-теоретик1в, так 1 практиюв.

Подальшим кроком у розвитку штуУцюшзму е конструктивний нап- 

рям (або конструктивш/), що розвиваеться на основ! уточненого понят

тя алгоритму.

3. Формализм Засновником формализму вважають Д. Гшьберта. Цей 

напрям е подальшим поглибленням аксюматичного методу в математищ. 

Основою будь-якоУ аксюматично'У теори е список неозначуваних (первин- 

них) понять 1 список аксюм, тобто положень, ям вважають вихщними й ю- 

тишлсть яких декларують 13 самого початку. Додатково означають лопч- 

ш правила, за допомогою яких з одних тверджень (зокрема, з аксюм) дк-

ТаЮТЬ 1НШ1.

Гшьберт 1 його послщовники вважали, що кожен роздш математики 

можна повшстю формал1зувати, тобто за допомогою формальних вира- 

31в (формул) подати вс1 аксюми, а ва математичш (лопчш) доведения 

звести до суто формальних перетворень над формулами.

Саме на основ1 щей формал13му Е. Цермело в 1908 р. побудував пер

шу формальну аксюматичну теорпо множин (так звану систему Церме- 

ю  __ френке.™, або 2Г  [19; 20; 32]). Шзгаше було запропоновано багато 

видозмш 1 вдосконалень 2Г \ декшька шших аксюматичних теорШ 

множин.

Проанал1зувавши ва парадокси теори множин, можна дшти виснов

ку, що в а  вони зумовлеш необмеженим застосуванням так званого прин

ципу абстракци (або принципу згортання), згщно з яким для будь-якоУ 

властивост! Р(х) кнуе вщповщна множина елеменпв х, яю мають влас

тивкть Р. Якщо вщкинути це припущення, то ва вщом1 парадокси тео- 

рп множин стають неможливими. Так, 13 парадокав Рассела 1 Кантора 

випливало б, що не кнують множина множин, яю не е елементами са

мих себе, I множина вах множин.

В ус1х аксюматичних теор1ях множин неможливкть антиномш 'рун- 

туеться на обмеженнях принципу згортання, тобто на обмеженш допус- 

тимих множин.
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АЛГЕБРИЧН1 СИСТЕМИ

Математичш методи, поняття, основш об’екти 1 результати алгебри 

(або, як часто и називають, загально! алгебри) широко використовують у 

р1зних роздшах сучасно! шформатики, зокрема в автоматизацй проекту- 

вання ЕОМ, теорп та практищ програмування, теорп автомат!в, теорп' 

формальних мов 1 граматик та ш.

2.1. Поняття алгебрично!' системи
Будь-яку функщю ф: М" —>М називають п-арною операцкю  на 

множиш М\ п називаеться арнктю  операцп <р. Якщо п = 2, операщя 

називаеться бшарною , а для п = 1 — унарною. Часто розглядають та

кож 1 нульарш операцй (л = 0). Кожна нульарна операщя у  фжсуе чи 

видшяе у множиш М деякий елемент ае М, який мае певш специф1чш 

властивосп, що вщр1зняють його вщ шших “звичайних” елеменпв щ- 

е'1 множини. Отже, для нульарно! операцй \|/ маемо Ргд  = 0  та 

Рг2ф = {а}.

Елементи кортежу а  = (а,, а2, ..., ап)е Рг,ф с  М" традищйно назива

ють операндами, або аргументами, я-арно! операцй ф, а ф(а) —  резуль

татом дй, або просто результатом, операцй ф.

Множина М  разом 13 заданими на нш сукупностями операцш

12 = {фр ф2, ..., фш, ...} 1 вщношень л = {/?,, Я2, Як, ...}, тобто система 

А = (М, 12, л) називаеться алгебричною системою.

Множина М називаеться носкм, або основною множиною, а пара 

множин (О, л) —  сигнатурою алгебрично! системи А. Якщо обидв1 мно

жини 12 та л —  скшченш, то А називають алгебричною системою скш- 

ченноИ сигнатуры.

Кортеж (пх, п2, ..., пт, ..., /,, /2, ..., 1к, ...) арностей операцш х вщно

шень сигнатури називають типом алгебрично! системи А.

Приклад 2.1. 1. На множит М  можна побудувати багато р1зних ал

гебричних систем 13 тим самим нос1ем М \ р1зними сигнатурами.

Наприклад, якщо N — множина натуральних чисел, то 

можна розглянути таю алгебричш системи: А — (/V, {+, х}, 0 ), 

А2 = (И, {+, х, 1}, {Я2, <}), А} = (ТУ, 0 , {Л}). Тут + 1 х —  традицшш 

бшарш операцй додавання I множення, 1 —  нульарна операщя, ф1ксова- 

ний (видшений) елемент “одиниця”, Я, —  унарне вщношення “пар- 

шсть”, < —  бшарне вщношення “менше або дор1внюе”, О — бшарне вщ- 

ношення “дшить”. Типами алгебричних систем Аг /12 та А; е вщповщно 

(2, 2), (2, 2, 0, 1, 2) 1 (2).
2. Одну з найпоширешших у математищ алгебричних систем 

можна побудувати на основ1 розглянутоУ вище решшки. Нехай част

ково впорядкована множина М е рениткою. Означимо на множиш М 

дв1 бшарш операцй' об’еднання и  1 перетину п  для елеменпв а, Ье М 

таким чином: а и  Ъ = зир{а, Ь) { а о  Ь = тГ{я, Ь). Тод1 алгебрична 

система Р = (М, {и, п}, {<}} називаеться ре ш т к ою . Г! тип —  

(2, 2 , 2).

Якщо в алгебричнш систем! А = (М, 12, л) множина операцш порож

ня (О = 0 ), то А називають моделлю \ позначають А - (М, л). Якщо в А 

множина вщношень порожня (л = 0 ), то алгебричну систему А назива

ють алгеброю 1 позначають А = (М, 12). Алгебрична система А, з остан

нього прикладу е алгеброю, а А} — моделлю.

Оскшьки будь-яку л-арну операцш на множиш М можна розглядати 

як (п + 1)-арне вщношення на М, то модель можна вважати узагальнен- 

ням понять алгебри й алгебрично! системи.

Дат детальшше розглянемо лише один вид алгебричних систем —  ал

гебри. Ус1 подаю нижче означення, властивосп й теореми для алгебр 

можна узагальнити 1 перенести на випадок алгебричних систем чи мо

делей.

2.2. Алгебри
Отже, множину М  разом 13 заданою на шй сукутпстю операцш

12 = {ф1( ф2, ..., фт, ...}, тобто систему А = {М, 12), називають алгеброю, 

М — пносш, 12 —  сигнатура алгебри А. Кортеж (п{, п2, ..., пт, ...) арнос

тей операцш сигнатури 12 визначае тип алгебри А.



Множина [ с М  називаеться замкненою вщносно я-арно'1 операцй ф 

на М, якщо Рг2ф, с  I ,  тобто результати операцй ф на кортежах 131" нале

жать I ;  ф; —  обмеження ф на I .

Якщо множина ^  с  А/ замкнена вщносно всхх операщй алгебри 

А = (А/, О.), то систему В = (I, О ) називають подалгеброю алгебри А.

Приклад 2.2. 1. Множина К дшсних чисел разом з операщями до

давання + 1  множення х утворюе алгебру А - (К, {+, х}). Обидв! операцй 

алгебри А бшарш, тому тип цкТ алгебри (2, 2). Пщалгебрами алгебри А 

е, зокрема, системи (0 , {+, х}), {2, {+, х}) 1 (Ы, {+, х}).

2. Нехай N  = {0, 1, 2, 1}. Задамо на множит дв1 операцй

® —  додавання за модулем р  1 ®  —  множення за модулем р: а Ф  Ь = с 1 
а ®  Ъ = с1, де с 1 ^  — остач1 вщ дшення на р  вщповщно чисел а + Ы  а х  

х Ь, а, Ье N  Тод1 А = (Л^, {®, ®}> —  алгебра з типом (2,2). Наприклад, 

якщор  = 5, то N(5)= {0, 1,2, 3,4} 1 2 ® 4 = 1,1 ® 4 = 0,2 ® 4 = 3,1 ® 3 = 3, 

О® 2 = 0 .

Уведеш операцй © 1 ® часто записують у вигляд1 а + Ь = с (той р), 

а х Ь = с! (той р), а алгебру А називають алгеброю остач {лишков).

3. Нехай А/ с  К —  довшьна пщмножина дшсних чисел. Тод1 система 

(М, {тах, тш }) е алгеброю з типом (2 , 2). Й пщалгебрами е системи

а ,  {тах, т т } )  для будь-яко'1 пщмножини 1 с М

4. Нехай (3(А/) —  булеан множини М\ ТОД1 система В - ф(М), {и, п , ~}) 

е алгеброю з типом (2 , 2 , 1 ), яку називають булевою алгеброю множин 

над М. Для унарноТ операцй доповнення - ушверсальною множиною 

вважають саму множину А/. Пщалгебрами алгебри В е системи 

В' = ф(А), {и, П, ~}) ДЛЯ буДЬ-ЯК01 ПЩМНОЖИНИ / , с М .

5. Розглянемо множину А* вс1х слгв у алфавт А. Конкатенацию (або 

множенням) сл1в а ,, ос,еА*, а , = а ,ад...ал, а 2 = а,|а 2. . . а / називаеться 61- 
нарна операщя яка пар1 слш (X,, а 2 ставить у вщповщшсть слово

а , 0 а 2, одержане в результат! приписування праворуч вщ слова а , слова 

а 2, тобто а , ° а 2 = апаа. .. а 4а ,а (2. ..а/Г Для порожнього слова е а ° е  = е ° а  

= а , аеА*. Система (А*, {°}) —  алгебра типу (2).

6 . Нехай М  —  скшченна множина. Розглянемо сукупшсть Рм ус 1Х 

бкктивних вщображень множини М  на себе, тобто подстановок мно

жини А/. Тотожну пщстановку ом = {(а , а)\аеМ} у цьому раз1 часто 

позначають як г. Остання шдстановка займае особливе мшце у множи- 

Н1 пщстановок, 1 тому й вщносять до видшених елеменпв множи

ни/>м.

Розглянемо на множит пщстановок Рм бшарну операщю композици' 

(добутку) й унарну операцйо взяття оберненоТ пщстановки. Добутком 

ф°\|/ двох пщстановок ф, уе  Рм е подстановка п = {(а, \|/(ф(а)) | аеА/}, а 

подстановкою ф ', оберненою до пщстановки фе Р  , е {(ф(а), а) | аеА/}. 

Очевидно, що ф ° ф : = ф_| ° ф = е 1 ф° е = е ° ф = ф для будь-яко! 

пщстановки фе Рм. Система П = (Рм, { ° , е } )  е алгеброю подстановок 

13 типом (2, 1, 0).

Оскшьки для вивчення алгебр пщстановок природа елеменпв мно

жини М нектотна, то будемо вважати, що А/= {1, 2, ..., п}. Пщстанов

ку ф з множини Рм записують у вигляд1 двох рядюв. У першому рядку 

виписують ус1 елементи множини А/, а кожен елемент другого ряд

ка —  це образ розм1щеного над ним елемента першого рядка при вь 

дображенш ф (шод1, вважаючи, що елементи множини А/ упорядкова- 

ш, обмежуються заиисом тшьки другого рядка —  рядка образов). Нап

риклад, якщо и = 5, то

'\ 2 3 4 5 ' "123 4 5 4 '1 2 3 4 5 '

1 2
V

3 45
У

. ф =
453  2 1

У >
2 4 3  1 5

V /

"1 2 3 4 5 4 _  | '1 23 4 5 '

1 5 3 4 2
. Ф =

543  1 2

2.1. Задачо о вправи

1. З’ясувати замкнешсть /, вщносно операцш сигнатури алгебри 

А = (Ы, {+, х}), якщо I  — це множина:

(а) парних чисел; (д) чисел виду п\ пе /V;

(б) непарних чисел; (е) чисел, бшьших шж 1000;

(в) чисел, кратних к; (е) чисел, менших вщ 1000.

(г) чисел виду 2к, ке Л';

2. Як1 з множин I  попередньо! задач1 е ноаями систем В = (ь, {+, х}), що ут- 
ворюють пщалгебри алгебри А = (А̂, {+, х})?

3. Написати таблищ додавання та множення алгебри остач А = (л̂  , {©, ®}) 
для таких значень р:

(а)р = 3; (б)р = 4; (в)/> = 7; (г)р = 2.
4. Чи е операцй ® 1 ® алгебри остач:

(а) асощативними;

(б) комутативними;

(в) дистрибутивними одна вщносно одно'Г?



5. З’ясувати, чи е операщя конкатенацп сл1в:

(а) асощативною; (б) комутативною?

6. Довести, що операцш композицп алгебри подстановок Я асошативна та не- 

комутативна.

7. Сюльки елеменпв мютить носш Рм алгебри подстановок Я, якщо \М\ = л?

8. Для М= {1, 2 , п) розглянемо множину /^подстановок/ таких, шоД/) = / 

+ к (тос! л), / = 1, 2, п,к = 0, 1, 2, ... (тобго нижнш рядок запису подстановки 

/ с результатом зсуву чисел 1, 2, ..., л на к позицш праворуч). Визначити:

(а) кшьюсть елеменпв у множиш Р 'ы;

(б) чи утворюе IV = (Р'м {°, е}) гйдалгебру алгебри подстановок Я,

(в) чи е операц1я композицп комутативною в Я';

(г) чи 1снуе для будь-яко! подстановки/ е  Р'м таке додатне число т, що/ 1"4 = е.

9. Для будь-яких шлих чисел л 1 т (теи) позначимо через г(п, т) оста- 

чу ввд дшення л на т. Довести, що для т > 2 1 числа к, взаемно простого з 

т, вщповщшсть /(л) = г(кп, т) е простановкою множини М = {0, 1, 2,

..., т - 1}.

10. Довести, що в алгебр1 Я = (РКГ {°, _|, е}) для довшьних постано

вок /, §е Рм

(а) юнуе таке додатне число т, щ о/<т) = е;

(б) юнуе така подстановка к, щ о/ 0 к =

(в) юнуе така подстановка м>, що °/=  §■

11. Означимо на множиш М за допомогою подстановки/е Рм водношення Я та- 

к: а К Ь тод1 й тшьки тодо, коли для деякого невщ’емного щлого т  виконуеться 

/ ш’(а) = Ь. Довести, що Я —  еквовалентнють на Л/.

2 .3 .  Г о м о м о р ф | з м

т а  1 3 о м о р ф 1 3 м  а л г е б р

Для зручност1 припуст1мо, що елементи тип1в ус1х розглядуваних 

нижне алгебр певним чином упорядковаш.

Алгебри називають однотипными, якщо вони мають однаково 

типи.

Нехай А1 = (А/, 12,) 1 А2 - (М2, П2> —  однотипно алгебри; 

Ц  = {ф,, ф,, ..., ф,„, ...}, О , = {у,, \)/2, ..., V,,,, /,,-аршсть операцш

фш1 (за умовою арност! операцш фт 1 \|/т однаков1).
Вщображення у: М1 —» М2 називаеться гомоморфизмом, або гомомор- 

фним в/дображенням, алгебри А | в алгебру А„ якщо

у(фХ«|, а,2, ..., а.,)) = у/уЦ,), у(а2), ..., у(а.,)) (2.1)

для всох / = 1, 2 , ..., т, ...; а.кеМ , к=  1, 2, ..., /.

Змютовно наведене означення можна 1нтерпретувати так: вщобра- 

ження у нос1я А/, у носш М2 двох однотипних алгебр А] I А, е гомомор- 

фозмом алгебри А{ в алгебру Л2, якщо образ результата будь-яко! опера

цп ф. е II, 13 довшьними аргументами а а 2, ..., збйаеться з резуль

татом вщповщно! операцп у. е П2 з аргументами, яю е образами 

елеменпв а.х, а.2, ..., а.{ при вщображенш у.

Якщо для однотипних алгебр А1 = {Мх, 12,) 1А2 = (М2, 0.2) юнуе взаем

но однозначне вщображення у: М] —> М2, для якого виконуються умови 

(2.1), то у називають Ьоморфпмом, або /зоморфним в1дображенням, 

алгебри А , на алгебру Аг. При цьому алгебри А̂ \ А2 називають помор- 

фними. Якщо А/, = М2, то 13оморф13м називаеться 13оморф13мом на себе, 

або автоморфизмом, якщо М2 с  А/,, то 13оморф13м називаеться помор- 

фгзмом у  себе.

Приклад 2.3. 1. Нехай 2  —  множина цших чисел, а 7.{к] —  множина 

вс1х цших чисел, кратних к. Вщображення у: 2 —» 2.{к) таке, що у(и) = кп, 

п&2, е 13оморф13мом алгебри (2, {+}) на алгебру (2{к), {+}). Умова (2.1) 

набирае вигляду у(п + т ) = к(п + т) = кп + кт = у(п) + у(т), п, т е  2. Ос

кшьки 2{к) с  2, то у —  130М0рф13М у себе.

Вщображення у: 2 —> 2  за правилом у(и) = -п, пе 2, —  автоморфизм 

алгебри (2, {+}). Умова (2.1) тут мае вигляд у(п + т) =

= -(/? + т) = (-«) + (-/и) = у(/7) + у(/77). Водночас для алгебри (2, {х}) 

у —  не автом орф13м , бо -(п х т) Ф (-«) х  (-т ), п, т е  2.

2. Розглянемо алгебри (/V, {+, х}) та {ы , {®, ®}) (див. приклад 2.2.2). 

Задамо вщображення у: N -н> /V ( так: у(п) = г, де г —  остача вщ дшення п 

на р. Неважко переконатися, що виконуються сшввщношення 

у(/7 + т) — у(и) ® у(т) \у(пх т) = у(«) ® 7(777), тобто у —  гомоморф1зм ал

гебри (УУ, {+, х}) в алгебру (М(р), {®, Щ ).

Цей приклад показуе, що можливий гомоморф1зм алгебри з неск1н- 

ченним нос1ем N в алгебру 31 ск1нченним нос1ем N .

Побудований гомоморф1зм у 1Н10пюе вщношення Кр на множин1 Л': 

пКт  тод1 й тшьки тод1, коли у(п) = 7(777); Рр —  в1дношення конгруентнос- 

Т1 за модулем р, отже, е вщношення екв1валентносн на N. За цим В1ДНО- 

шенням множина N розбиваеться нар  пщмножин 1к = {п \ пе N \ у(п) = к}, 

к = 0, 1, 2, ..., р  - 1 (див. приклад 1.16.2).



3. Нехай Я —  множина дшсних чисел, а Я" —  множина додатних 

дшсних чисел. 1зоморф1зм алгебри {Я, {+}) на алгебру (Я+, {х}) мож

на задати за допомогою вщображення у(х) = </, хеЯ  (а > 0 , а Ф 1). 

Умова (2.1) набирае вигляду у(х + у) = аг 1у = ах х ау = у(х) х у (у), 

х ,у еЯ .

I навпаки, 130морф13м [Я\ {х}> на (Я, {+}) можна задати вщображен

ням у(х) = 1о§ х, хе/?’ (а > 0, а *  1). Обидва щ поморф1зми усшшно ви- 

користовували протягом стор1ч, працюючи з так званою логарифм\чною 

лтткою  й шшими стародавшми мехашчними пристроями для полег- 

шення та спрощення обчислень за допомогою зведення операцп мно

ження чисел до операцп додавання.

4. Будь-яю булев1 алгебри множин (Р(А/), {и, п , —}) 1 (Р(ЛО,

{и, П, ДЛЯ Р1ВНОПОТУЖНИХ МНОЖИН М  1 М' 130М0рфН1 М1Ж собою. 1зо- 

морфним вщображенням може бути будь-яке взаемно однозначне вщоб- 

раження у з М на М'\ операцй' обох алгебр однаковк

Неважко переконатися, що 130морф13м —  це вщношення екв [вален

тно сп  на множиш алгебр.

Розглянемо алгебру Л1 = (В", {V, л, -1}). Тут В = {0, 1} —  двшковий 

алфав1т 1 В" —  множина двшкових кортеж1В довжини п, а бшарш опера

цй V та л й унарну операцш -1  для довшьних двшкових кортеж1в
а  = (Ь{, Ь2, ..., Ьп) 1 (3 = Ц ,  <1г.......(I) означимо так:

а  V |3 = (6, V Ь2 V с?2, ..., Ьп V с1п),

а  а  (3 = (6, а  Ь2л ...,Ъп айГ),

—.а = (—\ЬХ, —IЬ2, ..., —<Ьп),

тобто вони виконуються покомпонентно, Ъ., с1,еВ , /' = 1, 2 , ..., п. Означи

мо операцй диз ’юнкци V та кон ’юнкци а  й операцш заперечення -н на 

множиш В. Вважаемо, що Ь V с1 = 0 тод1 й тшьки тод1, коли Ъ = й - 0, в 

шшому випадку —  Ь V с! = 1. Покладемо Ь а  с1 = 1 тод1 й тшьки тод1, ко- 

ли Ь = с1 = 1, в шшому раз1 Ь а  с1= 0. Унарну операцш -<Ь означено рев

ностями —.0 — 1 I —11 =  0.

Нехай М  = {«,, а2, ..., ап) —  сюнченна множина, Л2 = ($(М), 

{и, п , _ }) —  булева алгебра множин над М. 1снуе взаемно однозначна 

вщповщшсть у м1ж множинами Р(М) 1 В" (див. доведения теореми 1.1). 

Будь-яюй пщмножиш Ь с  М  при биективному вщображенш у вщповщае 

дв1йковий кортеж а  = (с,, с2, сп) такий, що с, = 1, коли а & 1 1 с. =  0, 

коли а ё

Справедлива така теорема.

Теорема 2.1. Якщо М  = {а,, а2, ..., ап} —  сюнченна множина, то ал

гебра (Р(М ), {и, п , ” }) 13оморфна алгебр1 (В", {V, а ,  -,}).

Доведения. Доведемо, що означене вище вщображення у: Р(М) -> В" 

задовольняе умови (2.1) 1, отже, е 13оморф1змом.

Нехай А /.Л ^сЛ / —  довшьш пщмножини множини А/, 

7('Ч) = а  = (6 ,, Ь2, ..., Ь )  1 у(М,) = р = Ц ,  с!2, ..., с1). Тод1 у(М, и  М2) = 

= а  = (с,, с2, ..., сп), де с = 0 тод1 й тшьки тод1, коли а.&Л/( и  М2. Остан- 

не означае, що а.€ Л/, 1 а г М2, тобто Ь. = с1. = 0. Отже, о  = а  V р.

Аналопчно, якщо у(Л/, п  М2) = х = (Л,, И2, ..., Ил), то И. = 1 тод1 
й лише тод1, коли ае  Л/ п  М2. Тод1 а. е Д/], а1 еМ 2 1 Ь. = с/. = 1. Тому 

т = а  а  р.

Нарешп, нехай у(М 0 = 8 = (/,, /2, ..., /п). Тод1 / = 1, якщо а.еМ ь тоб

то а ^ М х \ Ь. - 0; навпаки, I. = 0, якщо а.<& М ь тобто а. е М. 1 Ь - 1. Це

означае, що 8 = —̂а. Отже, виконуються вс1 потр1бш сп1ввщношення:

у(Л/, и  М2) = -/(А/,) V у(.Ц),

У(А̂ , п  Л/2) =  -/(Л/,) а  у(М2),

у(М 0 = -ну(А/,).

Теорема 2.1 мае особливе значения, зокрема, для програмування на 

ЕОМ. Якщо у програм! потр1бно реашзувати операцй' об’еднання, пере

тину чи доповнення для якихось сюнченних множин, то щ операцй' мож

на промоделювати за допомогою вщповщних покомпонентних операцй 

над певними двшковими кортежами. Зображення дв1йкових кортеж1в 1 
реал1зац1я порозрядних операц1й над ними в сучасних ЕОМ виконують

ся дуже просто й ефективно.

Поняття 13оморф13му —  одне з найважливших у математиц!. 

3 умов (2 .1) випливае, що будь-яке тотожне сшввщношення для еле

менпв алгебри А мае вщповщне йому тотожне сшввщношення 

у будь-яюй 13оморфнш 1*й алгебр1 А'. Ця властив1сть 13оморфних ал

гебр дае змогу, одержавши певний результат (тотожшсть, властивкть, 

теорему тощо) стосовно елеменпв алгебри А, автоматично поширю- 

вати його на елементи вс1х 130М0рфних алгебр. На щй пщстав1 
кажуть, що за внутршшм “устроем”, або внутр1шньою структурою, 

ус1 1зоморфн1 алгебри однаков!, 1 достатньо детально вивчити лише 

одного з “представниюв” таких алгебр. Завдяки встановленню 1зо- 

морф13му М1ж об’ектами, на перший погляд, здавалося б, абсолютно 

Р13Н01 природи з далеких М1Ж собою розд1л1в математики було одер

жано багато красивих 1 глибоких результатев. Поширений у математи-



щ  в и р а з  “13 т о ч ш ст ю  до 13ом орф13м у” о зн а ч а е , щ о  р о зг л я д аю т ь  1 до

ел щжують Т1 в л а ст и в о ст ! м ат ем ат и ч н и х  об ’екпв, яю зб е р ш а ю т ь ся  

при ВСТаН0ВЛеНИ1 130М0рф13Му, т о б т о  е СПШЬНИМИ ДЛЯ ВС1Х 130М 0рфнИХ 

об ’екпв.

2.2. Задач/ / вправи

1. Довести, що юнуе безл1ч пщалгебр Л2 = (М, {+, х}), 1зоморфних алгебр1
А1 = (2, {+, х}), М с  2.

2. Довести 130морф13м алгебр А( 1 Л2:

(а)А, = (К\ {+}),А2 = (К~, {+});

(б) Л, = (М,, {х}) 1 Аг = (Мг, {х}), де М, = {р | р е<2, 0</?< 1} 1 
М2={р\ре<2,р> 1}.

3. Довести 1Эоморф13м алгебр А1 = (А/,, С2,) 1 Аг = (М2, П2), якщо

' а Ьл 

-Ь а
(а) Мх — множина матриць виду , а, ЬеК, П включае дв! опе

рацп': додавання 1 множення матриць; М2

плексних чисел а + Ы, ай2= {+, х};

множина ком-

(б) А/, — множина матриць виду
а О 

О а
ае К, Ц  включае дв! бшарш опе

рацп додавання 1 множення матриць 1 унарну операщю обчислення обернено! 

матрищ; Мг = К, О, = {+, х, _|};

а Ьл
(в) А/, — множина матриць виду

2 Ь а

операцп додавання 1 множення матриць; М2 — множина чисел виду

а + Ь^2.^а, Ье0,0 .2 = {+, х};

а О
(г) М{ —  множина матриць виду , а, ЬеК, Л, включае

операцию додавання матриць 1 операццо множення матрищ на дшсне число; М2 — 

множина вектор1в (а, Ь), а, ЬеК, И2 М1стить операщю додавання вектор1в 1 

операщю множення вектора на дшсне число;

(д) А/, —  множина вектор1в (а, Ь), а, ЬеК, Л, включае операцш до

давання вектор1в (а, Ь) + (с, с1) = (а + с, Ь + сГ) 1 операцш множення

(а, Ь) ® (с, с1) = (ас + Ьс!, ас/ + Ьс); М2 — множина матриць виду 

Ц  складаеться з операцш додавання та множення матриць.

, а, ЬеК,

4. Довести, що алгебри Л11 А2 не е 13оморфними

(а) А, =(К,{+, х}), А2 = {(), {+, х});

(б) Ах = (К, {+, х}), А2 = (С, {+, х}), С — множина комплексних 

чисел;

(в)А1 = (2,{+, х}), А2 = (ы, {+, х});

(г) А1 = <А/„ {+, х}), А2 = (М2, {+, х}), де Л/, = {а + Ьу/2\ а, ЬеО} 1

М2 = {а + Ьу/з | а, ЬеО)\

(д)А, = {К,{+}),А2 = (К, {х});

(е)Л, = (й {+}>, А2 = <0 , {х});

{е)А=(К,{+)),А2 = (М, {х}).

5. Побудувати нетрив1альний (нетотожний) автоморф1зм алгебри 

А = (М, {+, х}), де А/= {а + Ьу!2| а, йе(2}.

6. Довести, що гомоморф!зм у алгебри А, = (А/,, в алгебру Л2 = (А/2, Ц ) 

буде 1эоморф1змом тод) й тшьки тод1, коли юнуе такий гомоморф13м <р алгебри 

А2 в алгебру Аг щ о у ° ф т а ф ° у  — тотожш перетворення вщповщно но-спв 

М11 М2.

2.4. Фактор-алгебра.
Теорема про гомоморф1зми

Вщношення екв1валентност1 К на множин! М називаеться конгруен- 

Ц1сю в алгебр1 А = (М , О), якщо для будь-яко! я-арноУ операцй' ф е О  та 

будь-яких елемента а., Ь. е М таких, що а.К Ь., / = 1, 2, п, виконуеть

ся сп1ввщношення ф(а,, а2, ..., а )  К ф(6 ,, Ь2, Ь).

1накше кажучи, якщо В>7 В2, ..., Вп — класи розбиття множини А/за 

вщношенням екв1валентност1 К (елементи фактор-множини М/К), то 

клас С, якому належить елемент ф(а|; а2, ..., ап), а.еВ., г = 1, 2, ..., п, не 

залежить в1д вибору елемента а. в класах В., 1 = 1,2, . . . ,  п. Це дае змогу 

для кожно'1 л-арно'1 операцИ' ф еО  на множиш М  означити вщповщну п- 

арну операцш ф' на фактор-множин! М/К р1вшстю

Ф\В{,В 2, . . . , В )  = С. (2.2)

У такий спос1б можна утворити нову алгебру А/К = (М/К, О'),

= {ф' | фе О}, однотипну з алгеброю А (найчастппе для операцш 

з О.' збер!гають Т1 сам1 позначення, що 1 в О.). Алгебра А/К називаеться 

фактор-алгеброю алгебри А за конгруенщею К.

Розглянемо каношчне вщображення уя: М  —> М/К. 1з принципу озна

чения операц!й (2.2) у фактор-алгебр! А/К \ сшввщношень (2.1) випли-



вае, що у е гомоморф1змом алгебри А на фактор-алгебру А/К. Цей гомо- 

морф13м називають канотчним, або природным, гомоморфЬмом А 

на А/К.

Приклад 2.4. Для деякого фжсованого натурального числа р  роз

глянемо вщношення К на множиш /V: тКп тод1 й тшьки тод1, коли 

т  = п (шо<1 р). Неважко переконатися, що К —  конгруенщя в алгебр1 
А = {+, х}). Класи екв1валентност1 за вщношенням К —  це

[0]«. [1]„, •••, [Р - 1];,. Де —  множина вах натуральних чисел, яю 

при дшенш на р  дають остачу к. Тут О! = {Ф, ®}, де операцп © та ® оз

начено сшввщношеннями [А]„© [/]„ = + /]я, [ЭДЛ ® [Д, = [  ̂х Ля- Отже,

алгебра А/К = (Ы/К, {©, ®}), де МК = {[О]* [1]д, [ р - 1 ] д} с фактор-алгеб

рою алгебри А за конгруенщею К, а вщображення ук(к) = [А:]д —  каношч- 

ним гомоморфизмом А на А/К. Алгебра А/К изоморфна алгебр1 остач

{®, <»})•

Оберненим до наведеного вище твердження е теорема про гомомор

фами, яка описуе загальш властивост1 вах гомоморф1зм1в певно! ал

гебри.

Теорема 2.2. Якщо Л, = <А/,, О.) 1 А2 = (М2, 0 2> —  однотипш алгебри 

1 у—  гомоморф вм алгебри А , в алгебру А2, то в алгебр1 А , кнуе така кон

груенщя К, що алгебра А, та фактор-алгебра А /К 13оморфш М1Ж собою. 

Кр1м того, кнуе таке 130М0рфне вщображення 8 алгебри А2 на фактор-ал

гебру А/К, що вщображення у ° 8 збшаеться з каношчним гомоморф1з- 

мом А[ на А/К.

Доведения. Розглянемо на множит М1 таке вщношення К: а К Ь тод1 й 

тшьки тод1, коли у(а) = '/(/>). Вщношення К е еквшалентшстю на Му Бшьше 

того, К —  конгруенщя в алгебр1 Ау Справд!, для будь-яко! м-арно! операщ! 

фе!2 , 1 кортежш аргументш (от,, а,, а )  1 (Ьу Ь2, ..., Ьп) таких, що а. К Ь: 

або у(а )  = у{Ь), / = 1, 2,..., п, маемо у(ф(а,, а2, ая)) = = 

УСуЦ). у(а2), у(а )) = у(Ь2\ .... у(Ь„)) = у(ф(*|, Ь2, ..., Ьн)), от

же ф(а,, а2, ..., а )  К ф(/Ь|; Ь2, ..., Ь).

Класами еквшалентносп за вщношенням К у множиш Мх е множини 

у  '(а) для кожного а е Рг2у с  М2. Отже, ставлячи у вщповщшсть кожному 

елементу ае Рг2у його прообраз У"'(а) при гомоморфизм! у, одержуемо взаем

но однозначне вщображення 8 множини М2 на фактор-множину Мх/К. Дове

демо, що 8 —  130морф13м для вщповщних алгебр А2 та А/К, тобто доведе

мо, що для 8 виконуються спшвщношення (2.1).

Нехай ф е Ц  —  довшьна л-арна операц1я алгебри Аг а ф 'еО '

1 у е Ц , —  /7-арш операцй фактор-алгебри А/К 1 алгебри А„ яю 

вщповщають операщ! ф. Для довшьних елеменпв Ьу Ь2,..., Ь е  Рг,у с  М2к- 

нують таю а,, а2, ..., а е М що а.еу~'(Ь), тобто у(а.) = Ь., / = 1, 2, ..., п. 

Тод! 8(ф(й,, Ь2, ..., Ь)) = 8(\|/(у(а1),1у(а2), у(а„))) = З ^ ф Ц ,  а2, ..., а„))).

Оскшьки ф(а„ а2, ..., а>ф '(у '(А ,), Г '(*2). •••, Г '(*„)), то 8(у(у(а|), 

у(а2), ..., у(а„))) = Ф'(у■'(*,), Г'(Ь2), ..., Г'(Ь)).

Отже, 5(\|/(6,, Ъ2, ...,Ь п)) = ф '(Г '(*,). Г\Ь2), ...,у~'(Ьп)) = ф '(8(6 ,), 

8 (Ь2), ..., 8(6я)) 1 8 —  13оморф13м алгебр А2 та А/К. Н арент, якщо а — 

довшьний елемент множини Мх х у(а) = Ь, Ь(Ъ) = у~\Ь), то аеу '(Ь ), 

тобто у °8  —  каношчний гомоморфизм алгебри А, на фактор-алгебру 

А /К.

2.3. Задачх / вправи

1. Довести, що вщношення К з прикладу 2.4 — конгруенщя.

2. Довести 130м0рф1зм фактор-алгебри А/К з прикладу 2.4 та вщповщно! ал
гебри остач.

3. Довести, що вщношення р1вност1 ;м е конгруенц1ею в будь-як1й алгебр1
А = (М, а).

4 . На множин1 А* вс1Х сл1в у алфав1Т1 А розглянемо вщношення А: и’, Ь ч12 то- 
д! й т!льки тод1, коли довжини сл1в н', 1 и--., зб1гаються. Довести, що А —  конгру- 

енц1Я в алгебр1 IV = (А*, {°}), \ побудувати фактор-алгебру \У/1.

5. Означимо на множиш А* вих сл1в у алфавт А вщношення Р: м’1 Р и>2 то- 
Д1 й тшьки тод1, коли перш1 символи сл1в и», 1 IV2 зб1гаються. Довести, що Р —  

конгруенщя в алгебр! И7 = (/!*, {“}) 1 побудувати вщповщну фактор-алгеб

ру (У/Р.

6. В и-вим1рному векторному простор! К" з операщею + додавання вектор1в 1 
операщею х множення вектора на дшсне число означимо вщношення Р: 

(а,, а2, ..., ап) Р (Ьг Ь2, ..., Ьп) тод! й тшьки тод1, коли а, = Ьу Довести, що Р — 

конгруенщя в алгебр1 А = (К", {+, х}), 1 побудувати вщповщну фактор-алгебру
А/Р.

7. Довести, що фактор-алгебра А/Р з попереднього прикладу гзоморфна ал
гебр! (К, {+, х}).

8. В и-вим1рному нормованому векторному простор! для елемент1в а, Ье.К” 

означимо вщношення О '.аОЬ  тодд й Т1льки тод1, коли ||а|| = \\Ь\\, де ||а|| — норма 

вектора а. Чи е вщношення И

(а) екв1валентн1стю на К";

(б) конгруенщею в алгебр! А = (К", {+, х})?

9. Розглянемо алгебру А = (М, {+, -, х , :}), в якш М = 2 х /V, а операци сигна

тури означено так: (а, Ь) ± (с, с/) = (ас/ ± Ьс, Ьс[), (а, Ь) X (с, с1) = (ас, ЬсГ),



(а, Ь) : (с, с!) = (ас/, Ьс), якщо с Ф О. Означимо на М вщношення К: (а, Ь) К (с, с!) 

тод1 й Т1льки тод1, коли ас1 = Ьс. Довести, що К — конгруенц1я в алгебр1 А, 1 по

будувати вщповщну фактор-алгебру А/К.
10. Довести, що фактор-алгебра А/К з останнього прикладу 13оморфна алгеб-

р! В = (й {+, х, /}).

2.5. Системи тв|‘рних

Розглянемо алгебру А = (А/, Г2), О  = {ф,, ф2, ..., фт, ...}. На операщях 

сигнатури С1 можна означити оператор суперпозицп 5, який дае змогу з 

основних операцш ф(, / = 1, 2, ..., одержувати нов1 операцп на множи- 

Н1 М.

Означимо поняття суперпозицп функцш шдуктивно:

а) вважаемо суперпозиц1ями вс1 функцй (операцп) сигнатури 12;

б) нехай задано сукупшсть 5,, 52, . . 5п, де 5  —  або деяка змшна, що 

набувае значения у множиш М, або вже побудована рашше суперпози- 

щя, / = 1, 2, ..., п, й /  —  л-арна операщя сигнатури О. Тод1 
суперпозишею 5(5,, 52, ..., 5 , / )  вважаемо означену на М  функцйо 

Д 5 „5 2, . . . , 5 ) .

Вираз, що описуе суперпозицйо та мктить функцюнальш символи 

чи знаки операщй, крупп дужки й символи аргумента, називаеться фор

мулою в алгебр! А.

Якщо/ деяка и-арна функц1я на множиш М, то за допомогою опера

цп суперпозицп 5 можна здШснити перейменування аргумента функцй 

/, зокрема ототожнювання й переставлення цих аргумента. При цьому 

одержуемо функцй, взагал1 кажучи, р1зних тишв 1 вщповщно р1зш фор

мули.

Приклад 2.5. 1. Суперпозицкю 5(5,, 52, /) функцш 5,(х,, х2) = 

= х ,х х2, 5,(х3) = х 2 1 /(х,, х2) = х, + х2 е функщя ф(х,,х2,х 3) = 

= /(5,(х,, х2), 5,(х3)) = х, х х2 + х32 типу А/3 -> М. Якщо ж 5,(Х|, х2) = 

= х, х х2, 5,(х,) = х ,2 1 Дх,, х2) = х, + х2, то суперпозищя 5(5,, 52, / )  —  це 

функц1я \|/(х,, Х2) = X, X Х2 + х 2 типу М 2 —> А/.

2. Нехай Дх,, х2, х3) = х, + х2 - х3. Якщо 5,(х2) = х2,5 2(х3) = х3153(х,) = х,, 

то результат суперпозицп' 5(5,, 52, 53,/) —  функц1я ф,(х,, х2, х3) = х2 + х3 - 

х, типу М} -» М. Для 5,(х,) = х,, 52(х2) = х2 1 53(х2) = х2 суперпозицш 

5(5,, 52, 53,У) дае функщю ф2(х,) = х, типу М  М.

Функцй, утвореш за допомогою оператора суперпозицп' з основних 

операщй алгебри А = (А/, О), називають похгдними операциями алгеб-

ри А. Множину вс1х похщних операцш алгебри А = (М, О ) назвемо за- 

миканням множини О  за оператором суперпозицп' 5 1 позначатимемо 

[Щ ?. Алгебру Ак = (А/, [&]у/ будемо називати походною вщ алгебри

а = {м, а ) .

Нехай А/, с  М. Множина [М,] називаеться замиканням множини А/ 

в алгебр1 А = (М, О.), якщо [А/,] складаеться з ус1х елемента, як1 е ре

зультатами операщй сигнатури [Щ ? похщноУ алгебри Ач на аргументах з 

множини А/,. Вважаемо, що А/, с  [А/,].

Множина А/, називаеться замкненою, якщо [А/,] = А/,.

Сукупшсть елеменпв У е А /  називаеться системою тв/рних (або 

повною системою елемент/в) алгебри А = (А/, С1), якщо [7] = А/.

Для будь-яко! алгебри А = (М, О.) кнуе тривиальна система тв1р- 

них —  сам НОС1Й М. Для пошуку нетрив1альних систем тв1рних ал

гебри А важливо мати ефективний критерШ, який давав би змогу для 

певно! сукупност1 елеменпв з А/ з ’ясовувати, чи е вона системою  

тв1рних алгебри А. Сформульована проблема називаеться пробле

мою повноти для дано! алгебри, а вщповщний критерш —  крите- 

р1ем повноти.

Система твгрних В алгебри А = (А/, Г2) називаеться базисом алгебри 

А, якщо [/?\{6}] Ф А/для кожного елемента ЬеВ. 1накше кажучи, сукуп- 

нкть елементш В е базисом алгебри А = (М, О), якщо [В] = М 1 для кож

ного елемента ЬеВ виконуеться Ьч. [В\{Л}].

Особливий 1нтерес при вивченга алгебричних систем становлять алгеб

ри, для яких кнують скшченш системи тв1рних 1 скшченш базиси.

Алгебра А називаеться сктченно-породжуваною, якщо вона мае 

скшченну систему тв1рних, в шшому раз1 алгебра А нескшченно-пород- 

жувана.

Наприклад, при проектуванш та побудов1 р 1зноман1тних автома- 

Т1в (зокрема, електронних обчислювальних машин) використовують 

наб1р заданих стандартних блок1в, або так званих елементарних ав

томата. Аналопчно при написанш програм для Е О М  на якшсь ал- 

горитм1ЧН1Й мов1 користуються певним набором основних операто- 

р]в. Множини елементарних автомата 1 основних оператор1в разом

13 сукупностями операц 1й, як1 задають правила конструювання з 

елементарних автомата 1 основних оператор1в дов1льних автоматов

1 В1ДПОВ1ДНО ДОВ1ЛЬНИХ ПрОГраМ, утворюють ДВ1 алгебри. Природно 

виникае питания: чи 1снують нетрив1альн1 (бажано ск 1нченн1) систе

ми тв1рних для таких алгебр? У  раз! позитивно!' В1ДПОВ1Д1 на щ пи-



тання постае проблема пошуку вщповщних систем тв1рних чи бази- 

С1В [7; 9].

Приклад 2.6. 1. Будь-яка множина натуральних чисел Т, що м к 

тить число 1, е системою твгрних алгебри (М, {+}). Ця алгебра мае 

единий базис В = {1}, отже вона скшченно-породжувана.

Аналопчно, системою тв1рних алгебри (2 , {+}), носкм якоГ е 

множина цших чисел 2, може бути, наприклад, множина В = {-1, 1}. 

Остання множина —  скшченний базис алгебри (2, {+}).

2. Алгебра (/V, {х}) не мае скшченно'Г системи тв1рних 1 е нескш- 

ченно-породжуваною. Справд1, припуспмо, що кнуе скшченна мно

жина Т натуральних чисел таких, що за допомогою операцп множен

ня з них можна одержати вс1 натуральш числа. Однак для будь-яких 

р ^ е Т  число р  х <7 не просте, отже, множина простих чисел Р с  N не 

мктиться у множиш [7], тобто [7] Ф N. Саме множина вс1х простих 

чисел Р утворюе нескшченний базис алгебри (/V, {х}). Це випливае з 

того, шо будь-яке натуральне число п можна подати 

у вигляд1 п = /?*' х х ... х />*', де р х, р 2, ..., р е Р ,  а 

р к‘ —  скорочення запису виразу р .х  р .х  ... х р. (к. раз1в). Кр1м того, 

жодне просте число не можна подати у вигляд1 добутку шших чисел, 

тому для кожного числа ре  Р маемо рё [Р \{р}].

3. Системою тв1рних алгебри (А*, {°}) (див. приклад 2.2.5) е будь- 

яка множина Т така, що Е с  Т, де Е = {е}и{а(| а. еА, / = 1, 2, п}

—  множина, яка складаеться з порожнього слова е й усох односим

вольна сл1в у алфавт А. Множина Е е сюнченним базисом алгебри

V * ,  {°})- _

4. Базисом булево! алгебри множин А = (Р(А/), {и, п , }) 

над довшьною множиною М  е М' = {{а} | аеМ ]. Отже, булева алгеб

ра множин скшченно-породжувана тшьки для скшченних мно

жин М.

5. Нарешп, наведемо приклад алгебри, що мае безл1ч систем тв1р- 

них, але не мае жодного базису. Розглянемо алгебру А = (/V, { 1}), но- 

С1Й яко'Г —  множина натуральних чисел, а едина операщя сигнату

ри —  унарна операщя ' така, що Г = 1, а для вс1х шших чисел 

леМ{1} виконуеться п' = п - 1. Будь-яка нескшченна пщмножина 

Т с  N е системою тв1рних цкТ алгебри. Водночас, у кожнш систем! 

пирних Т е безл1ч таких елеменпв те  Т, що те  [Т \{/я}]. Отже, ал

гебра А не мае базису.
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2.4. Задач/ / в прав и

1. Для алгебри А = (М, И) 1 множин М{ с  М 1 А/, с  А/ об’рунтувати таю влас

тивост! замикання:

(а) [0 ] = 0 ;

(б) [[А/,]] = [А/,];
(в) якщо А/, с  А/2, то [А/,] с  [А/2];

(г)[М,пАу с [АГ,]п [М2];

(д)

(е) якщо с; М21 Л/, —  замкнена множина, то [А/,] с  А/,.

2. З’ясувати, яке 31 сшввщношень э, э, <2, с , с , = виконуеться для множин 

К, 1 К2 (сшввщношення сх означае, що жодне 31 сшввщношень з , з , с , с , = не 

виконуеться).

(а) ЛГ, = [А/, п  Л/2], К2 = [А/,] п  [Л/2];

(б) К, = [А/,\А/2], Кг = [А/,] \ [А/2];
(в) К] = [А/, и  (А/,п А/3)], К2 = [А/, и  М2\ п [А/, и  А/,];

(г) А-, = [А/, п  (А/2 и А/3)], АГ2 = [А/, п  А/2] и [А/, п А/,];

(д) А'] = [М,\(М, п Л/2)], А'2 = [А/,] \ [А/, п Л/2].

3. Визначити систему тв1рних алгебри А = (Ы', {+}), де Л̂ ' = {п \ пе Ы, п > к). 

Довести, що ця алгебра синченно-породжувана.

4. Довести, що алгебра А = (Я", {+, х}), де Л" — п-вим1рний векторний прос- 

пр, е сюнченно-породжуваною (х —  це операщя покоординатного множення 

вектора з К" на дшсне число). Вказати один 13 базиав алгебри А.

5. Нехай А — сюнченно-породжувана алгебра. Довести, що в будь-якш сис

тем! твхрних Т алгебри А можна видшити ск1нченну шдмножину Т' с  Т, яка е 

системою тв!рних алгебри А.

6. Довести, що будь-яка скшченно-породжувана алгебра А мае сюнченний ба

зис.

7. Довести, що будь-яка алгебра Л, яка не мае базису, несюнченно-породжу- 

вана.

2.6. Основш класичш алгебри
У процес1 розвитку математики поступово було визначено найбшьш 

важлив1 й поширеш р1зновиди алгебр. Основою для класифшаци е тип 

алгебри 1 властивосп операц1й ГГ сигнатури.

Розглянемо спочатку алгебри типу (2), тобто там, сигнатура яких мк

тить едину бшарну операщю.

Алгебра з единою бшарною операщею називаеться мультитпкатив- 

ною, якщо цю операщю називають множенням, й адитивною, 

якщо операшю називають додаванням. Вщпов1дно до цього в алгебрах 

використовують мультиплшативну чи адитивну терм1нологш). 1нод>,
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щоб шдкреслити нектотшсть виду операци й термшологн для подаль- 

ших означень, вибирають нейтральну назву й кажуть про композицт. 

Оскшьки перехщ вщ одного виду алгебри та вщповщноТ термшологн до 

шшого виду нескладний, зупшпмося на вивченш мультишпкативних ал

гебр.

Швгрупа. Алгебра А з единою всюди означеною бшарною операщею 

називаеться групоХдом.

Групо'щ А = (М, {х}) називаеться твгрупою, якщо операщя х асоща- 

тивна, тобто для будь-яких елементгв а, Ь, с е М  виконуеться ршшсть 

(а х Ь) х с = а х (Ь х с).

Швгрупа А = (М, {х}) називаеться комутативною, якщо опера-ц1я х 

комутативна, тобто для довшьних а, Ье М  виконуеться р 1вшсть 

а х  Ь = Ь х а.

Швгрупа А = (М, {х}) називаеться твгрупою з одиницею, або мо

ноидом, якщо носш М  мктить такий елемент е, що для вс1х елеменпв 

ае М виконуеться рдвнкть а х е  = е х а  = а. У загальному випадку еле

мент в називають нейтральним, у мультишпкативних швгрупах 

одиницею, в адитивних —  нулем. Вщзначаючи особливу роль елемен

та е, його можна вважати фжсованим (видшеним) елементом 1 вщно- 

сити до сигнатури. Тод1 тип швгрупи з одиницею А = (М, {х, е}) —  

(2, 0).
Неважко довести, що коли в швгруш е одиниця, то вона едина. 

Справд!, якщо припустити, що кнують дв1 одинищ е, 1 е2, то ехх е 2- е х\ 

е, х е, = е2, отже е, = ег

Швгрупа А = (М, {х}) називаеться твгрупою з правим (лгвим) скоро

ченням, якщо для будь-яких елеменпв а,Ь, с е М з  умови а х с = Ь х с 

(вщповщно, с х  а — с х  Ь) випливае р)вшсть а = Ь.

Швгрупа А називаеться твгрупою з двостороншм скороченням або 

просто пхвгрупою 31 скороченням, якщо вона е ШВГруПОЮ 3 правим 1 Л1- 
вим скороченням одночасно.

Приклад 2.7. 1. Алгебра (/V, {х}) — мультишпкативна комутативна 

швгрупа з одиницею 1. Аналопчно, алгебра (Л/и{0}, {+})—  адитивна ко

мутативна швгрупа з нулем 0. Обидв1 щ пшгрупи е швгрупами 31 скоро

ченням.

2. Алгебра (А*, {°}) —  некомутативна швгрупа з одиницею. Одини

цею е порожне слово в.

3. Алгебра (Р(ЛО, {и}) —  комутативна швгрупа з одиницею 0 .

4. Важливе мкце в математищ займае некомутативна швгрупа 

з одиницею А = (Рм, {°}), носкм Рмяко! е множина век перетворень (тоб

то вщображень у себе) множини М, а единою операшею —  бшарна опера- 

шя композицп. Неважко переконатися, що операция композицп асошатив- 

на, а одиницею пшгрупи А е тотожне перетворення е = /д/.

Взагал1, для будь-яко! множини перетворень Рм> (РИ> с  Рм), 

замкнено1 вщносно операцп композицп, алгебра А' = {Рм>, {°}) буде 

некомутативною швгрупою. Ус1 таю швгрупи називають твгрупами 

перетворень, а гпвгрупу А = (Рм, {°}) —  симетричною твгрупою пе

ретворень.

Теорема 2.3. Будь-яка швгрупа з одиницею 13оморфна деякш швгру- 

ш перетворень.

Доведения. Нехай множина М —  носш дано'1 (мультишпкативноУ) шв- 

групи з одиницею А. Кожному елементу а в М  поставимо у вщповщшсть 

таке перетворення/ е Р Ар що / (х ) = х х а  для ВС1Х хе М. Позначимо 

Рк/  = {/| аеМ ). Замкнешсть Рч> вщносно операцп композицп випливае 

з того, що ( /  0 /)(х ) = / ( / ( * ) )  = / (х )  х Ь =

= х х а х Ь  = /ауЬ(х), тобто/;°/ = / х/е Ра . Отже, (Ри , {°}) —  швгрупа пе

ретворень.

Позначимо через у означену вщповщшсть М1Ж М  1 Рм>. Кожне пе

ретворення / а е Рм> за означениям множини Р > е образом певного 

елемента а е М  при вщображенш у. Разом 13 тим, для довшьних еле

менпв а, ЬеМ , аФЬ,  виконуються сшввщношення/(е) - аФ Ь = / ь(е), 

т об т о /Ф/у Отже, вщповщшсть у —  всюди визначена, функцюналь- 

на, сюр’ективна й ш ’ективна, тобто е взаемно однозначним вщобра- 

женням.

31 сшввщношення у(а х Ь) = /ахЬ = / ° /  = У(а) ° у(Ь) випливае спра- 

ведливкть умови (2.1). Отже, у —  130морф13м швгрупи {м, {х}) на шв- 

ФУПУ (РА/, {°}).

Група. Швгрупа з одиницею А = (м, {х}) називаеться групою, якщо 

для будь-яких а, ЬеМ  у множиш М  завжди кнують таю елементи х I у, 

що х х а - Ы а х у - Ь .

кнуе шше р'шносильне означення поняття групи: швгрупа з одини

цею А = (М, {х}) називаеться групою, якщо для будь-якого ае М кнуе та

кий елемент ЬеМ, що а х Ь  = Ь х а  = е. Елемент Ь називають оберненим 

(або симетричним) до елемента а та позначають а '.



Можна довести, що для кожного елемента ае М  групи А юнуе тшьки 

один обернений елемент, а також що для елеменпв групи 

виконуються умови правого 1 л1вого скорочення. Кр1м того, для довшь

них елеменпв а, Ь еМ  групи А виконуються сшввщношення 

(а ' у '  = а й (а х Ь) ' = Ь ' х а"1. Доведения вах наведених тверджень, а 

також доведения р 1вносильност1 обох означень групи пропонуемо 

провести самостийно.

Трупа А = (м, {х}) називаеться комутативною, чи абелевою групою, 

якщо операцш х комутативна.

Приклад 2.8. 1. Алгебра (2, {+}) е комутативною групою. И ней- 

тральним елементом е число 0, а оберненим елементом а 1 для довшьно

го елемента ае 2  —  число -а.
2. Алгебра ((?\{0}, {х}) е комутативною групою. Оберненим до еле

мента а е число 1/а, а одиницею групи —  число 1.

3. Розглянемо множину /V = {0,1,2, 1} 1 операщю © додавання

за модулем р  (див. приклад 2.2.2). Тод! (Л^;), {©}) —  комутативна група, ней- 

тральним елементом яко'Г е число 0, а оберненим елементом для числа 

ке N —  е число р - к  (оберненим елементом для числа 0 е 0).

4.”Алгебра П = (Рм, {°, е}) 13 прикладу 2.2.2 е групою, яку назива

ють симетричною групою подстановок. Нехай Р —  деяка замкнена вщ

носно операцп композици сукупшсть пщстановок множини 

М (Р' С  Ям), для кожного елемента <р яко'Г юнуе обернений елемент 

ср1еР'. Тод! Р' разом з операщею композици утворюе групу, яку назива

ють групою тдстановок. Слщ зауважити, що умова скшченносп множи

ни М неютотна й, отже, можна розглядати групи пщстановок для довшь- 

но'Г множини М.

Аналопчно теорем! 2.3 можна довести таку теорему.

Теорема 2.4 (Кел/). Довшьна група А = (М, {х}) изоморфна деякш гру- 

ш пщстановок.
Доведения. Як 1 рашше, кожному елементу аеМ  поставимо у вщ- 

повщшсть таке перетворення (ро ноая М  у себе, що фя(х) = х х а для 

вах хе М. Доведемо, що перетворення фа —  шдстановка. Усюди виз- 

наченкть 1 функщональшсть фи випливае вщповщно з усюди визначе- 

ност1 та функщональносп операцп' х. Покажемо сюр’ектившсть 

вщображення ф7. Справд!, кожен елемент с е М  е образом деякого 

елемента ЬеМ  при вщображенш фа, а саме Ъ=сха~\ бо 

фп(с х а '1) = (с х а-1) х а - с .  Вщображення фд —  ш’ективне, оскшьки, як

що ф,(х) = фи(х'), то х х а = х' х а й (х х а) х а”1 = (х' х а) х ал, тобто х = х'. 

Отже, ф|(-бкк Щ Я .

Покладемо Р' = {фа| аеМ} 1 доведемо, що А' = (Р', {°}) —  група пщ

становок. Замкненкть множини пщстановок Р' вщносно операцй' компо

зици випливае з того, що фо ° фЛ = ФохЛе Р', а кнування для кожно'Г пщста

новки фце Р' обернено'Г —  з того, що ф~' = фц ,е Р'.

Позначимо через у означену вище вщповщшсть М1Ж М  1 Р'. Всюди 

визначешсть, функщональшсть 1 сюр’ектившсть увипливають безпосе

редньо з означения. Кр1м того, для довшьних елеменпв а, Ье М. а Ф Ь, ма

емо ф ;(е) = а Ф Ь = ф/е), тобто фд Ф ф4. Таким чином, вщповщшсть у е 

також ш’ективною, а отже, взаемно однозначним вщображенням. На

решп, маемо у(а х Ь) = флхЛ = фа°ф ( = у(а) ° у(Ь). Таким чином, у —  130- 

морфхзм алгебр А й А'.

Наведеш нижче алгебри мають тип (2, 2), тобто е алгебрами з двома 

бшарними операц1ями. Одну з цих операцш прийнято називати додаван- 

ням х позначати +, а другу —  множенням (знак х).

Кшьце / поле. Алгебру (М, {+, х}) називають п/вкшьцем, якщо 

(М, {+}) —  комутативна швгрупа 31 скороченням, (М, {х}) —  швгрупа, а 

операцй' + 1 х пов’язаш законом дистрибутивност1, тобто

(а + Ь ) х с  = а х с + Ь х с  для довшьних а, Ь, се  М.

Якщо швгрупа (Л-/, {х}) комутативна, то швкшьце називають комута- 

т  йен им.

Швкшьце К = (м, {+, х}) називають кшьцем, якщо його адитивна пш- 

група е групою.

Кожне кшьце мктить нейтральний елемент 0 вщносно операцй' дода

вання. Якщо кшьце мктить нейтральний елемент 1 вщносно операцй 

множення, то його називають кшьцем з одиницею.

Кшьце з одиницею (М, {+, х}) називають тшом, якщо множина М 

мктить принаймш два елементи 1 (М\{0}, {х}) —  група.

Тшо (м, {+, х}) називають полем, якщо група (А/ \{0}, {х}) комута

тивна.

Реш 'тка. Нарешп, розгядувану вище алгебричну систему —  реипт- 

ку —  можна означити, не використовуючи вщношення часткового по

рядку, як алгебру типу (2, 2). При означенш репптки адитивну операцш 

зазвичай позначають V 1 називають об ’еднанням, а мультишнкативну 

операцйо —  л 1 називають перетином.

Алгебра I  = (М, {V, л}) називаеться реш ткою , якщо операцп V 1 л 

всюди визначеш, асощативш, комутативш та для будь-яких елеменпв

а, Ье М  виконуються сшввщношення:



а у  а = а, а л а = а  (1демпотентн\сть), ~ 3)

а V (а л Ь) = а, а л (а V Ь) = а (правша поглинання).

Можна довести, що наведене означення й означення репптки 

в приклад! 2.1.2 р1вносильш мЬк собою. Потр1бне вщношення частково

го порядку на множиш М  можна означити так: для а, ЬеМ  вважаемо 

а < Ь тод! й тшьки тод1, коли а л Ь = а Й а V Ь = Ь. Тод1 тГ{а, Ь) = а л Ы  

5ир{а, Ь) = а V Ь.

Якщо для довшьних елеменпв а, Ь, се М  репптки Ь = (М, {V, л}) ви

конуються також умови а V (Ь л с) = (а V Ь) л (а V с), а л (Ь V с) = 

= (а л /?) V (а л с), то реиптка називаеться дистрибутивною.

Репптка I  = (М, {V, л}) називаеться реш ткою  з нулем / одиницею, 

якщо в множиш М юнують елементи, традищйно позначуваш 

як 0 1 1, таю, що для вс1х а е М  виконуються сшввщношення

0 л в  = 0 , 0 у а  = а, 1 л а  = а , 1 у а = 1 .  (2.4)

Приклад 2.9. 1. Алгебри (2, {+, х}), (2{к), {+, х}) 1 (Л^, {®, <Е>}) —  ко- 

мутативш кшьця з одиницею (див. приклади 2.2 та 2.3).

2. Алгебри (0, {+, х}), (Я, {+, х}) та (С, {+, х}) е полями.

3. Алгебра Р = (В, {+, х}), де В = {0, 1} е полем, якщо операцп + 1 
х означити так: 0 + 0 = 1 + 1 = 0 , 0 + 1  = 1 + 0 = 1 1 0 x 0 = 0 x 1 = 

1x0  = 0, 1x1  = 1. Покладемо також -0 = 0, -1 = 1 й Г' = 1. Поле Р — 

сюнченне, причому його нос1Й м1стить найменшу можливу кшькють 

елеменпв.

4. Алгебра множин I  = (Р(ЛД {и, п , _ }) —  дистрибутивна реш1тка з 

нулем 1 одиницею. Нулем репптки К е порожня множина 0 , а одиницею

—  множина М.

2.5. Задач1 / вправи

1. Довести, що алгебра А = (|3(М), {<~>}) — комутативна швгрупа з одиницею. 

Чи е А швгрупою 31 скороченням?

2. Довести, що алгебра А=( V, {°}), де V— множина вс1х бшарних вщношень 

на множиш М  1 ° —  операцш композицп вщношень, е некомутативною гпвгру- 

пою з одиницею.

3. Довести, що алгебра А = (2, {*}), у якш операцш * означено р1вшстю 

п* т = п + т + пт, — комутативний монощ.

4. Довести, що алгебра А = (М, {*}), у якш операцто * означено сшввщно- 

шенням п * т = шах(я, т), е комутативним монощом. Чи буде А твгрупою 31 ско

роченням?

5. Довести, що алгебра А = ({а, Ь}, {*}), у якш операцто * означено сшв- 

вщношеннями а * а = а, а * Ь  = Ь * а - Ь * Ь  = Ь, с швгрупою. Чи е ця шв

група

(а) комутативною; (б) монощом; (в) швгрупою 31 скороченням?

6. Чи е швгрупою алгебра А = ({а, Ь}, {*}), у якш операцто *

означено сшввщношеннями а * а  = Ъ, а*Ь = Ь * а  = Ь*Ь  = а!

7. Довести р1вносильн1сть обох наведених вище означень групи.

8. Довести, що для будь-якого елемента групи кнуе ильки один обернений 

елемент.

9. Довести, що для елеменпв довшьно! групи виконуються умови правого та 

л1вого скорочення.

10. Довести, що для вс1х елеменпв а, ЬеМ групи С = (М, {х}) виконуеться р1в- 
нкть (а х Ь)~' = Ь~' х а '.

11. Довести, що в мультиплжативнш груш не можуть кнувати р1вно два таю 

неодиничш елементи а та Ь, що а х а = е Й Ь х Ь = е.

12. Навести приклад сюнченно! швгрупи з л1вим скороченням, яка не е гру

пою.

13. Побудувати групу, нос1ем яко! е трьохелементна множина М = {е, а, Ь).

14. На множиш М = (М{0})хЛ означимо операцто множення *: 

(а, Ь) * (с, с[) = (ас, ас/ + Ь). Довести, що А = (М, {*}) — некомутативна група.

15. Нехай для будь-якого елемента аеМ  групи С = (А/, {х}) виконуеться 

а х а - е. Довести, що О е комутативною групою.

16. Довести, що алгебра А = (М, О,) е комутативною групою:

(а) М = { -1, 1 },П={х};

(б)Л/={-1, 1,/,-/ }, П = {х}; ( а  _ ъЛ

Ь
(в) М —  множина матриць виду

а

(т) М —  множина матриць виду

,а, ЬеК, 12 = {+};

а, Ье К 1 а2 + Ь2 Ф 0,

V

а -Ь 

Ь а

а 12 М1стить операцто множення матриць.

17. Довести, що алгебра А = (/V х Л', {+, х}), в якш операцп + 1 х

означено р1вностями (и, т) + (к, Г) = (п + к, т  + I), (п, т) х (к, I) =

= (пк + т1, п1 + тк), с комутативним швкшьцем.

18. Довести, що алгебра А = (Л' х Л', {+, х}), в якш операщ! + 1 х

означено р1вностями (п, т) + (к, Г) = (п + к, т + I), (п, т) х (к, I) = (пк, тГ), е ко

мутативним швкшьцем з одиницею.



19. Довести, що для довшьних елеменпв а, ЬеМ  юльця К = (М, {+, х}) вико

нуеться така р1вн1сть:

(а) а х 0 = 0 х я = 0; (в) (-я) х 6 = я х (-6);

(б) (-1) х о  = -й; (г )(-а)х(-Ь) = ахЬ.

20. Нехай Р —  множина ВС1Х вщображень типу К —> К. Означимо на Р опера- 

цн + та х р1вностями (/ + %)(х) = /(л-) + §(х), (/х %)(х) =АХ) х ё(хУ Чи е кшьцем ал

гебра:

(а) (Р, {+, х>);

(б) (Г, {+, °}), де 0 —  операщя композици?

21. Чи е кшьцем алгебра А = (|3(А/), {и, п})?

22. Довести, що алгебра А = (М, {+, х}), де М= {а + Ь \[%а, Ье О}, с полем.

23. Чи е алгебра остач А = (Л^(, {©, ®}) полем для

(а) р = 4; (б)р = 3; (в)р = 2?

24. Довести, що алгебра остач А = (Л^, {Ф, ®>) е кшьцем, а коли р  —  прос

те число, то полем.

25. Довести, що алгебра А = (К\ {+, х}), операцп яко'Г означено р1вностями 

(я, Ь) + (с, с[) = (я + с, Ь + сГ), (я, Ь) х(с,с1) = {ас - Ы, ас! + Ьс), е полем.

26. Довести, що поле А = (К\ {+, х}) з попереднього прикладу 1зоморфне по

лю комплексних чисел (С, {+, х}).

27. Довести, що для довшьних елеменпв а, ЬеМ  решггки А = (М, {V, л}) ви

конуеться

(а) а V Ь = а л Ь тохн й тшьки тод1, коли а = Ь\

(б) я V Ь = Ь тод1 й тшьки тод:, коли а д Ь = а.

28. Довести р1вносильшсть обох вищенаведених означень репптки.

29. Довести, що алгебра А = (й, {V, л}), де О —  множина вс1х дшьниюв 

певного числа пеМ, а операцп V та д означено сшвв1дношеннями 

к V т  = НСК(*, т )  1 к л т  = НСД(к, т ) , е дистрибутивною реппткою з нулем 1 
одиницею.

2.7. Булева алгебра
Окремо розглянемо один з найважливших Г найпоширешших р1зно- 

вид1в алгебр —  так звану булеву алгебру, або алгебру Буля.

Булевою алгеброю (булевою реш ткою ) називаеться алгебра 

А = (М, {V, А, -1 , О, 1}) типу (2, 2, 1, 0, 0), сигнатура яко'Г мктить дв1 61- 
нарш операцй додавання V та множення л, унарну операцио заперечен

ня та два видшеш елементи (нульарш операцп') нуль 0 1 одиницю 1,

якщо для довшьних елеменпв а, Ь, с е М  мають мкце таю сшввщно

шення:

1. (а V Ь) V с — а V (Ъ V с), (а л Ь) л с — а л (Ь л с\ (асощативтстъ)

2. а V Ь = Ь V а, а л Ь = Ъ л а, (комутативтсть),

3. а V (Ь л с) = (а V Ь) л (а V с), (дистрибутивтсть),

а л  (Ь V с) =  (а л  Ь) V (а л  с),

4. а V 0 - а, а V 1 - 1, в̂ластивост/' нуля й одинищ),
5. а л  0 = 0, а л 1 = а,

6. а V —,а = 1, а л —<а — 0. (властивост/ доповнення).

Вимоги, або умови 1-6 називають аксюмами булево! алгебри.

Будь-яка булева алгебра А = (м, {V, д, 0,1}) е дистрибутивною ре

ппткою з нулем 1 одиницею. Асощатившсть, комутатившсть 1 дистрибу

тивность операщй V та д й властивосп (2.4) елементш 0 та 1 вщповщно'Г 

репптки випливають безпосередньо з аксюм 1-5 булево'Г алгебри. Влас

тивост! щемпотентносп та поглинання репптки (2.3) можна довести за 

допомогою таких перетворень:

й = а у 0  = а у ( в д  —1а) = (а V а) д (а V —,а) = (а V а) д 1 = а V а,
а = а д 1  = а д ( а у  —.а) = (а д а) V (а д —.а) = (а д а) V 0 = а д а,

а V (а д  Ь) = (а д  1) V (а д  Ь) =  а д  (Ь V 1) =  а д  1 =  а,

а л (а V Ь) = (а V 0) д (а V Ь) = а V (0 д Ь) = а V 0 = а.

Беручи до уваги зазначений зв’язок М1Ж булевими алгебрами та ре- 

интками, 1НОД1 пропонуготь шше р1виосильие означения булево'Г алгебри. 

Булевою алгеброю називають дистрибутивну реш1тк\' з нулем 1 одини

цею, у якш для кожного елемента а додатково означено унарну операцш 

заперечення —>а таку, що а V -ла - 1 й а д  —.а = 0 .

У  наведеному загальному означенш булево'Г алгебри для позначен

ня операцш сигнатури використано найбшьш популярш й загальнов- 

живан1 символи. У кожному конкретному випадку булево'Г алгебри щ 

позначення та назви операщй можуть зм1нюватися. Наприклад, опера

цш додавання V називають також диз ’юнкц/ею; кр1м того, для не'Г ви

користовують назви об ’еднання та точна верхня грань \ вщповщш 

позначення и  1 зир. Аналопчно, операцш множення д  в деяких буле

вих алгебрах називають кон ’юнкщею, перетином або точною нижнею 

гранню та позначають вщповщно &, п  або Операщю заперечення 

-1 називають шод1 операцию доповнення, 1 для не'Г використовують 

позначення а' або а .

Класичним прикладом булево! алгебри е означена в приклад1 2.2.4 

булева алгебра множин А = (Р(А/), {и, о  0 , М}) над довшьною мно-



жиною М. Гнил важлив! приклади булевих алгебр —  алгебра висловлю- 

вань, алгебра релейно-контактних схем, алгебра комбЫащйних (вен

тиль них, перемшальних) схем, алгебра булевих функцш, алгебра регу

лярних подш 1 т. ш. Кожну з цих алгебр ми означимо та детальшше 

вивчатимемо дал1.

2.6. ЗадачI / вправи

1. Нехай В" —  множина двшкових кортеж1в довжиною п, а операци V та л для 

елеменпв 13 В" означено як у роздш 2.3. Довести, що А = (в", {V, л, -1, 0, 1}) —  

булева алгебра, де 0 = (0, 0, ..., 0) 1 1 = (1, 1, ..., 1).

2. Нехай А = (М, {V, л,-., 0 ,1}) —  булева алгебра. Ненульовий елемент а е .V/ 

називаеться атомом, якщо з Ь л а = Ь випливае Ь = 0 чи Ь = а. Довести, що для 

скшченноТ булево! алгебри ютинне таке твердження:

(а) якщо л- Ф 0, то юнуе атом а, для якого а лх = а;

(б) якщо а —  атом та .те М, то виконуеться одне й тшьки одне 31 сшввщно

шень: а а .х = а чи а л х = 0;

(в) якщо а —  атом та хе М, то виконуеться одне й тшьки одне 31 сшввщно

шень: ал х  = ачнал  (—а) = а.

3. Нехай А = (М, {V, л, 0, 1}> —  булева алгебра. ЦпяхеМ через А1(х) поз

начимо множину ВС1Х атом 1 в а алгебри А, для яких а л х = а. Довести, що для 

скшченноУ булево! алгебри А справедливе таке твердження:

(а) для будь-яких х, уе М А1(.х л у) = А1(.х) П А1(у);

(б) для будь-яких х, уе М А1(х V у) = А1(.г) о  А1(у);

(в) для будь-якого хе М А1(—л) = А1(1) \ А((х);

(г) А1(х) = А1(у) ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли х=у;

(д) якщо а —  атом, то А1 (а) = {я};

(е) якщо а,, а2, ..., ак—  атоми, то А1(а, V а, V ... V ак) = {а,, а2, ..., ак).

4. Довести, що довшьна нетрив1альна сюнченна булева алгебра 

А = (М, {V, а, -I, 0, 1}) (|Л/|>1) 130М0рфна булевш алгебр) множин 

А '= (|3(/.), {и, ПГ, 0 , /.}) для деяко! сюнченноУ множини I  (теорема Стоуна).

5. Довести, що довшьш скшченш булев1 алгебри з однаковою юльюстю еле- 

МеНТ1В 130М0рфН1 М1Ж собою.

6. Довести, що кшьюсть елеменпв у будь-якш сюнченнш булевш алгебр1 е 
степенем 2.

7. Побудувати булев1 алгебри з двома, чотирма та вгсьмома елементами.

8. Довести, що коли в булевШ алгебр1 А = (М, {V, а, —., 0,1}) для деякого аеМ  

юнуе такий елемент Ъ, що а\/ Ь = 1 та <з л /? = 0, то /> = —,а.

9. Довести, що в булевш алгебр1 А = (М, {V, л, 0, 1}) для довшьних еле

менпв а, ЬеМ  виконуеться ршшсть:

(а) -.(-.а) = а;

(б) -.0 = 1, -,1 = 0;

(в) -.(а V Ъ) = (-1а) л (-1Ь), -\(а лЬ) = (->а) V (->Ь).

10. Довести, що в булевш алгебр 1 таю чотири сшввщношення ршносильш:

(а) а л Ь = а; (в) а л (-.6) = 0;

(б) а V Ь = Ь; (г) —<а V Ь = 1.

11. Довести, що в булевш алгебр1 А = (А/, {у, а, -1, 0, 1}) для елеменпв 

а, ЬеМ р1вшсть ((ал (—1Ь)) V ((—>а) а  Ь)) = 0 виконуеться тод1 йтшьки год1, ко

ли а = Ь.



РО З Л 1Л

МАТЕМАТИЧНА ЛОГ1КА

Математична поглка як самостшний роздш сучасноТ математики 

сформувалася вщносно нещодавно —  на рубеж! X IX  та X X  столш>. 

Виникнення та швидкий розвиток математично! лопки були пов’язаш 

з так званою кризою основ математики, одним 13 прояв1в яко'Г е В1ДОМ1 
парадокси, або антиномй, кантор1всько! теорй' множин (див. роздш 

1.14).

Основним предметом у дослщженнях, присвячених “лйсвщуванню” 

кризи та “рятуванню” математики, стали принципи (правила) побудови 

математичних тверджень 1 теорш, зокрема пошук вщповщ1 на таи пи

тания: “Як мае бути побудована теорш, щоб у шй не виникало супереч- 

ностей (антиномш)?”, “Як1 властивост! повинш мати методи доведения, 

щоб Гх можна було вважати строгими?” тощо.

У математищ з античних час1в кнував зразок систематично! 1 стро- 

го! побудови теорй' —  геометр1я Евк/пда, у якш ус1 початков! поло

жения сформульовано явно, у вигляд1 аксюм, а вс1 твердження, ктин- 

ш в цШ теорй', —  теореми —  можна вивести з цих аксюм за допомо

гою послщовностей лопчних м1ркувань, що називаються 

доведениями.

Однак при побудов1 бшьшост1 наступних математичних теорш мате

матики зазвичай не вважали за потр1бне явно видшяти вс! вихщш прин

ципи та ч1тко формулювати методи конструювання доведень; критерп 

строгост1 доведень 1 очевидное™ тверджень у математищ в р)зш часи бу

ли р1зними. Вщтак це призводило час вщ часу до виникнення криз 1 пот

реби перегляду основ тк! чи шшо! теорй.

3.1. Принципи побудови формальних теорш
Напршанщ X IX  стол1ття у зв’язку з виникненням кризи в кантор1в- 

ськш теорй' множин постала потреба переглянути загальш принципи ор- 

гашзацп математичних теорш. Це зумовило створення ново! галуз! мате

матики —  засад математики.

Однкю з фундаментальних 1дей, на ям спираються дослщження 13 

засад математики, е щея формалгзаци теори, тобто послщовного засто

сування аксюматичного методу побудови теорй'. При цьому не можна ви

користовувати будь-яю припущення про об’екти теорй, 

окр1м тих, що виражеш явно у вигляд1 аксюм. Аксюми розглядають як 

формально послщовностх символш (вирази, формули або слова), 

а методи доведения —  як методи одержания одних виразш з шших за до

помогою операцш над символами.

Такий формальний алгебричний пщхщ гарантуе чтасть 1 однознач

ность вихщних (початкових) тверджень та коректшеть 1 однозначшеть 

виводу. Однак може скластися враження, що осмислешсгь (змкт, штер- 

претац1я чи семантика) понять 1 тверджень у формал1зовашй теорй' не В1- 

дйрають жодно! роль Зовш це так 1 е; однак насправд1 й аксюми, 1 пра

вила виводу прагнуть означати так, щоб побудована за Гх допомогою 

формальна теор1я була б змктовною.

У  найзагальшшому вигляд! формальну теорию Т (числення) буду- 

ють таким чином:

1. Означають наб1р основних символов —  алфавит теорй'.

2. Конструктивно (як правило, шдуктивно) означають множину фор

мул, або правильно побудованих виразш, яка утворюе мову теори.

3. Виокремлюють пщмножииу формул, ям називають икс 'юмами те

орй'.

4. Задають правила виводу (виведення) теорй.

Правило виводу Я(рх, Р2, ..., Рт, С) —  це вщношення (або операцш) 

на множиш формул.

Якщо формули Рр Р2, ..., Рт, С  перебувають у вщношенш Я, то фор

мула С  називаеться безпосередньо выездною з формул Р ]г Р2, ..., Рт за 

правилом Я.

Часто правило виводу Я(Рр Р2, ..., Рт, С) записують у вигляд1

О



Формули Р х, Р2, ..., Рт називають припущеннями, носилками або 

гтотезами  правила К, а формулу С  —  висновком, насл/дком або вис- 

льдом.

Виведенням (выводом) формули В з формул Ах, Аг, ..., Ап називають 

таку послщовшсть формул /г1, Р2, ..., Рт, що Рт = В, а будь-яка формула 

Р / = 1,2, ..., т, е:

1) або аксюмою;

2) або одшею з початкових формул Ах, А2, ..., Ап\

3) або формулою безпосередньо вивщною з формул Рх, Р2, ..., Р._х 

(або будь-якоТ IX шдмножини) за одним 13 правил виводу.

Якщо кнуе виведення формули В з формул Ах, А2, ..., Ап, то кажуть, 

що В е выездною з А1,А  , . . . ,А к 1 позначають цей факт так: 

А , А,, . Ап\—  В. Формули Ах, А2, ■■■, Ап називають носилками, або г/- 

потезами, виведення. Перехщ у виведенш вщ формули Р .х до Р. назива

ють /-м кроком виведення.

Доведениям формули В в теорп Т називають виведення В з порож- 

ньо'У множини формул, тобто виведення, у якому як початков1 формули 

використовують тшьки аксюми теори.

Формула В, для яко'1 кнуе доведения, називаеться формулою, довгд- 

ною (ейв1дною) у теорп Т, або теоремою теори Г; факт довщносп фор

мули В позначають |—  В.

При вивченш формальних теорш слщ розр 1зняти два типи твер

джень:

1) твердження само! теорй, або и теореми;

2) твердження про теорпо (про властивост! Г/ теорем, доведень 

тощо).

Перпи е елементами (словами, виразами, формулами) внутр1шньо'1 
мови теорй, а друп —  зовшшшми; останш формулюють у термшах мо- 

ви, зовшшньо'У щодо теорй 1 звано! метамовою теорй; сам1 щ тверджен

ня називають метатеоремами. Наприклад, якщо побудовано доведения 

формули В, то вираз В —  теорема, а твердження “ |—  В” —  метатеорема.

3.2. Алгебра висловлень
Ноаем  алгебри висловлень е множина так званих простих вислов

лень.

Просте (елементарне) висловлення (висловлювання) —  це просте 

твердження, тобто розповщне речення, щодо змкту якого доречно ста- 

вити питания про його правильшсть або неправильность.

Прост 1 висловлення, у яких виражено правильну думку, називати- 

мемо ктинними, а Т1, що виражають неправильну думку, —  хиб- 

ними.

Поняття простого висловлення, ПОНЯТТЯ 1СТИННОСТ1 та ХибнОСТ1 

належать до первинних неозначуваних понять математики, таких як 

“число”, “пряма”, “точка”, “площина”, “множина” тощо.

Наведемо кшька приклад1в елементарних висловлень:

1) Киш —  столиця Укра'/ни;

2) число 7 —  просте;

3) число 10 бшьше вщ числа 3;

4) ус1 натуральш числа —  просп;

5) множина вс1х простих чисел —  скшченна.

Перин три висловлення ютинш, а два останш —  хибш.

Водночас речення “Хай живе математична лопка!” або “Уважно про

читайте весь цей роздш” —  не е висловленнями.

Розглядаючи висловлення, виходитимемо з двох основних припу- 

щень:

1) кожне висловлення е або ютинним, або хибним (закон виключен

ня третьего)',

2) жодне висловлення не е одночасно ктинним 1 хибним (закон вик

лючення суперечностГ).

Приймаючи ш припущення, ми стаемо на позицй класично'У (тради- 

ЦШНО'0 двозначно'1 ЛОГ1КИ. У  X X  СТ0Л1ТТ1 ВИНИКЛИ 1 продовжують ДОСЛ1Д- 

жуватись так зваш некласичш логики: багатозначна, шту'/шошстська 

(конструктивна), модальна, нечутка тощо. У  подальшому ми додержува- 

тимемося принцип 1в класично'У лопки, в рамках яко! проводитимуться 

вс1 математичш М1ркування.

Позначатимемо елементарш висловлення малими латинськими лгге- 

рами: а, Ь, с, ... (можливо, з шдексами), а значения висловлень “1стин- 

но” 1 “Хибно” —  вщповщно символами 1 1 0 або I \ X.

Кр1м того, розглядатимемо так зваш зм'шш висловлення, яш познача

тимемо латинськими Л1терами х ,у ,г ,... (можливо, з шдексами) 1 назива- 

тимемо також пропозицшними змшними. Шсля пщстановки замкть 

пропозицшно/ змшно'У иевного елементарного висловлення ця змшна на- 

буде вщповщного значения: 0 або 1.

Сигнатура алгебри висловлень традицшно складаеться з таких опера

цш: заперечення, кон’юнщш, диз’юнкщя й шплЫац'ш



Р13Ш назви 1 позначення, що використовують для зазначених опера- 

щй, наведено в табл. 3.1.
Таблиця 3.1

Назва Позначення

Кон’юнкцш (лопчне множення, лопчне “I”) л &

Диз’юнкщя (лопчне додавання, лопчне “АБО”) V

Заперечення (лопчне “Ш”) -1

[мшпкащя (лопчне слщування) -> I)

Використовуватимемо перил з наведених назв I позиачень. Нижче по

дано табл. 3.2, що мктить означення цих операщй.

Таблиця 3.2

л у х Л у XV  у —а х —>у

0 0 0 0 1 1

0 1 0 1 1 1

1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 0 1

Застосовуючи до елементарних висловлень 1 пропозищиних змшних 

означеш операцй, дктаватимемо складен/ висловлення, яким вщповща- 

тимуть так зваш формули, або вирази алгебри висловлень. Для запису 

цих формул, досл1дження Гх властивостей 1 сшввщношень М1ж формула

ми та висловленнями використовують формально мови, тобто певш мно

жини сл1в у деякому алфавт.

Алфавгг найпоширешшо'У формально'! мови алгебри висловлень 

мктить так1 три групи символ1в:

1) символи елементарних висловлень 1 пропозищйних змшних:

а, Ь, с, ... пх,у,г, ... (можливо, з шдексами);

2) символи операщй: л, V, >;

3) допом1ЖН1 символи —  крупи дужки: ( х).

1з пропозищйних змшних 1 елементарних висловлень за допомогою 

операцш 1 дужок будують пропозицшш формули, або просто формули 

алгебри висловлень за такими шдуктивними правилами:

1) ус1 пропозицшш змшш й елементарш висловлення е формулами;

2) якщо А 1 В —  формули, то вирази (А л В), (А V В), (—А), (А —>В) —  та

кож формули;

3) шших формул, шж побудоваш за правилами 1) 12), немае.

Традищйно формули алгебри висловлень позначають великими го- 

тичними лггерами, але для зручносп позначатимемо Ух великими латин- 

ськими Л1терами.

Кожна формула А зображуе форму, або схему, складеного вислов

лення: вона перетворюеться у висловлення, якщо замкть й пропози

щйних ЗМШНИХ пщставити будь-як1 висловлення. ОСКШЬКИ кожне 3 
шдставлених висловлень мае значения 0 або 1, то, послщовно обчис- 

люючи значения всгх шдформул формули А, одержимо значения фор

мули А на цьому набор1 висловлень, яке дор1внюе 0 або 1. Шдставля- 

ючи у формулу А замкть и пропозищйних змшних шший наб1р вис

ловлень, аналопчно обчислимо нове значения формули А 1 т. д. 

О скшьки кожне з висловлень набору повнктю характеризуеться своУм 

значениям (ктинно чи хибно, тобто 1 чи 0), то замкть пропозищйних 

змшних у формулу можна шдставляти не сам1 висловлення, а Ух зна

чения —  1 або 0 .

Нехай р г р 2, ■■■,р„ —  ус1 пропозищйш змшш, що входять у форму

лу А; позначатимемо цеЛ(р1,р 2, . . . ,р п). Формул! А(рг р2, . . . ,р п) поста

вимо у вщповщшсть функщ ю/(р х, р 2, ..., рп), що означена на множи- 

щ В" (В = {0, 1}) I набувае значения у множит В, тобто функщю типу 

б"-> В. Значения функцй'/ на набор1 значень а,, а2, ..., ап УУ змшних 

Р Р г, Р„ Дор1внюе значению формули Л(р]г р 2, ..., р )  при пщста- 

новщ в неУ замкть пропозищйних змшних р ]Ур 2, ■■■,р„ вщповщно зна

чень а,, а2, ..., ап.

Зауважимо, що кшьккть елеменпв в обласн визначення функцй'/ до- 

р1внюе 2", тобто |Рг/| = 2".

Функщю/називають функщао ктинностг для формули А чи вщпо- 

вщного складеного висловлення. Для функцй ктинност1 можна побуду

вати так звану таблицю ктинпост! (табл. 3 .3).

Серед формул алгебри висловлень особливе мкце займають Т1 фор

мули А(рх,р 2, ...,рп), як1 на вс1х наборах (о,, а2, ..., ая) значень своУх змш

них набувають значения 1.

Формулу алгебри висловлень А(рг р2, ..., рп) називають тавтологгею, 

коли Уй вщповщае функщя ютинносп, що тотожно доршнюе 1.

Тавтологй ще називають тотож но ктинними формулами, або зако

нами алгебри висловлень. Аналогом тавтологй у природшй мов! е 

поняття ктинно го твердження.



Р ,Р 2 - Р ^ Р П / ( р х,р2, . . . , р ^ , р )

0 0  ... 0 0 / ( 0 ,  0 , . . . ,  0, 0)

0 0  ... 0 1 / ( 0 ,  0 , . . . , 0 ,  1)

0 0  ... 1 0 / ( 0 ,  0, ..., 1, 0)

0 0  ... 1 1 / ( 0 ,  0, ..., 1, 1)

1 1 ... 1 0 / ( 1 , 1 , . . . ,  1,0)

1 1 ... 1 1 / ( 1 , 1 , . . . , 1 , 1 )

Наведемо приклади деяких важливих тавтологш:

(р V (—Iр)) (закон выключения третьего),

(—I(р л (—1р))) (закон выключения суперечиост!),

(р —> р) (закон тотожноспп).

Довести, що щ формули е тавтолопями, можна за допомогою вщ

повщних таблиць ктинносп. Те, що формула А алгебри висловлень е 

тавтолопею, позначають так: |= А. Символ |= , як 1 А, належать мета-

МОВ1.

Формула алгебри висловлень А(р{, р 2, ..., р п), яка набувае значен

ия 0 на вс1х наборах (а,, а2, ..., ап) значень сво!х пропозищйних 

змшних, називаеться суперечшстю, або т от ож н о хибною фор

мулою.

Формулу, яка не е ш тавтолопею, ш суперечшстю, називають ней

тральною.

Множину вс1х формул алгебри висловлень можна розбити на тавто

логй, суперечност1 та нейтрально формули.

Формула, яка не е суперечшстю, називаеться виконуваною.

Наведемо ряд тверджень, як1 неважко об'рунтувати.

1. Заперечення тавтологй е суперечшстю, 1 навпаки.

2. Кожна тавтологш е виконуваною формулою (обернене твердження 

неправ ильне).

3. Кожна нейтральна формула виконувана, але не навпаки.

4. Заперечення виконувано! формули може бути як виконуваною, так

1 невиконуваною формулою.

Дв1 формули А 1 В алгебри висловлень називають ргвносилъними 

(або логлчно еквгвалентн им и), якщо ш  вщповщае та сама функц1я ютин-

носи. Равносильшсть формул А \ В позначають за допомогою знака 

= (= або о ) :  записують А = В (А = В чи А В).

Вщношення р1вносильност1 на множит формул е вщношенням ек- 

в1валентност1, тому часто це вщношення називають еквгвалент-нгс- 

тю.

Наведемо приклади пар р1вносильних формул:

(А —> В) = ((— и4) V В),

Ы А  V В)) = ( Ы )  л  (-,/?)), Ы А  А В)) = ( Ы )  V (-.В)),

(А л (В V С)) = ((А л В) V (А л С)),

(А V (В а  С)) = ({А V В) л (А V С)) 

тощо.

Щ  р 1в н о си л ь н о ст1 т а  под1бн1 д о н и х  л е гк о  п е р е в 1р и ти , о б ч и с л и в ш и  

т а б л и щ  к т и н н о с п  в щ п о в щ н и х  ф у н к ц ш  д л я  Л1в и х  1 п р а в и х  ч а с т и н  1 п о 

р о в н я в ш и  Щ ТаблИ Щ .

Цей простий метод можна застосовувати для перев1рки р1вносиль- 

НОСТ1 ЧИ Н ер1ВНОСИЛЬНОСТ1 будь-яких формул А 1 В ДОВШЬНО! СКЛЭДИОСП. 

Тому на перший погляд може здатися, що проблема встановлеиня р]вно- 

сильносп чи нер1Вносильносп формул алгебри висловлень е розв’яза- 

ною 1 до того ж найпроспшим чином 1, отже, подальш: дослщження в 

щому напрям1 непотр|бш.

Наведемо лише два мгркування, як1 демоиструють, що перше вражен- 

ня обманливе.

Перше М1ркування пов’язане з тим, що коли кшьккть пропози-цшних 

змшних у дослщжуваних формулах е значною, то застосування 

зазначеного простого методу може стати практично нездшсненним. Адже 

навпъ для 30 змшних потр1бно випробувати бшьше шж 109 наборов зна

чень змшних для кожно! формули. Це тшьки кшьккть крок1в загально! 

процедури, а ще слщ урахувати трудом юткють обчислення значения фун

кцй ктинносп на кожному з набор:в.

Друге М 1ркування (1 це м1ркування, певно, важлив1ше), в алгебр1 вислов

лень у бшыносп випадкш щкавляться не ршносильнютю двох заданих фор

мул, а ршносильнютю несюнченно! множини пар формул. Потробш твер

дження, ЗПДНО 3 ЯКИМИ ВС1 формули певного типу ршносилын В1ДПОВ1ДНО 

формулам певного шшого типу. Якщо множини формул обох цих тип!в нес- 

кшченш, то под1бш твердження, очевидно, не можна встановити жодним 

методом, що спираеться на побудову таблиць ютинносп. Для цього потр1б- 

ш загальш м1ркування й шли методи.

Зокрема, одшею з основних проблем алгебри висловлень е проблема 

опису класу вс1х тавтологш (тотожно ютинних формул), яка називаеться



проблемою розе ’язноспи. Простшим и вардантом е такий: зазначити пра

вило перев!рки тотожно! ктинносп певно! формули за допомогою скш- 

чеиио'1 КШБК0СТ1 Д1Й.

Проблема розв’язност! посщае важливе мкце в математичнш логиц. 

До не! зводиться багато р1зних задач математично! лопки, наприклад, 

обговорювана вище проблема перев1рки р1вносильност1 заданих формул 

А [В.

Легко довести таку теорему

Теорема 3.1. Формули алгебри висловлень А 1 В ршносильш тод1 й 

тшьки тод1, коли формула ((А —» В) а  (В —> А)) е тавтолопею.

Щоб скоротити запис формул, под1бних до формули з наведено! тео

реми, до сигнатури алгебри висловлювань уводять додаткову операцио, 

що позначаеться ~ й означаеться так: (А ~ В) —  скорочений запис фор

мули ((А — > В) а  (В —> А)). Операцио ~ називають екв1валентнктю (р1в-
нозначшстю).

Отже, останню теорему можна сформулювати так: формули А 1 В рш- 

носильш тод! й тшьки тод1, коли формула (А ~ В) тотожно истинна.

Разом 13 вщношенням р1вносильносп на множиш формул, яке е, як 

зазначалося, екв1валентнктю, розглядають також деяк1 шпй вщно

шення, корисш для лопки та Г! застосувань. Серед таких видшимо, 

зокрема, вщношення лопчного слщування на множиш формул алгеб

ри висловлень.

Нехай А(р{, р 2, ..., рп) 1 В(рр р2, ..., р )  —  формули алгебри вислов

лень. Будемо говорити, що формула В(р]г р 2........р )  е логичным

айдуванням (або лог'шним наследном) формули А(рг р2, рп), якщо В 

набувае значения 1 для вс1х тих набор1в значень пропозицшних змшних, 

для яких формула А ктинна (тобто набувае значения 1); позначатимемо 

це А => В. 1нод1 в цьому випадку кажуть, що формула А сильнша, Н1Ж 

формула В, або ж В слабша, шж А. Це означае, що множина набор1в зна

чень змшних, для яких ктинна формула А, е пщмножиною множини на

боров значень змшних, для яких ктинна формула В, що е лопчним 

слщуванням формули А.

Приклад 3.1. Формула В(х, у, г) = (х V г) е лопчним слщуванням 

формули А(х, у, г) = ((дт V у) а  г); це випливае з в1дповщних таблиць к- 

тинносп (табл. 3.4).

ДВ1 формули А та В ршносильш Т0Д1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли кожна з них 

е лопчним слщуванням шшо!, тобто А = В тод1 й тшьки тод1, коли А => В 

та В => А.

X у  2 А В

ООО 0 0

оо

0 1

0 1 0 0 0

0 1 1 1 1

1 0 0 0 1

1 0 1 1 1

1 1 0 0 1

1 1 1 1 1

3 означення випливае також, що будь-яка формула е лопчним 

слщуванням тотожно хибно! формули, а тотожно ктинна формула (тав

толопя) е лопчним слщуванням довшьно! формули.

Проблему переварки того, чи е формула В лопчним шндуванням ш- 

шо! формули А, також можна звести до проблеми розв’язносп для пев

но! формули алгебри висловлень.

Теорема 3.2. Формула В(рх, р2, ---,р) е лопчним слщуванням форму

ли А{рр р2, ..., рп) ТОД1 Й ТШЬКИ Т0Д1, коли тотожно 1СТИННа формула 

(А ^ В ) .

Зауважимо, що символам операцш алгебри висловлень вщповщають 

у звичайнш мов! таю вирази:

а —  “Г, “а”, “але”, “хоч”, “незважаючи на...”;

V —  “або”, “чи”, “хоч одне з...”;

-л —  “не”, “неправильно, що..

—> —  “якщо..., то...”, “ ..лмгаикуе...”, “з... випливае...”;

---“...ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли...”, “ .. .якщо й тшьки якщо.. “ ...ек-

в1валентне (р1вносильне)...”.

У математичнш мов! 1мшпкащю /?—><? трактують так: твердження р

—  достатня умова для <7, а твердження с/ —  необхщна умова для твер

дження р. Вираз р  —> ц 1нтерпретують 1 як “<у тод1, коли р ” або ир  тшьки 

тод1, коли с]". МотивацЙ та об'рунтування тако! штерпретацй та вибору 

наведених у табл. 3.2 означень для лопчних операцш можна знайти, 

наприклад, в [15; 26; 35]. В 1мшпкацп р  ц

р  називають антецедентом, або посилкою, а ц — консекеентом, або еи- 

С нов ком.



Часто для спрощення формул алгебри висловлень за рахунок змен- 

шення числа дужок установлюють там правила:

1) зовшшш дужки в запиа формул випускають;

2) запроваджують такий порядок виконання (ранг, або прюри-

тет) для лопчних операцш: а , V, — який зменшуеться зл1ва на

право.

Вщзначимо, що алгебра висловлень, або, як ГГ шод1 називають, лог та  

висловлень е надто бщною теор1ею для опису лопчного апарату матема

тичних м1ркувань. Типи лопчних М1ркувань, основаних на тотожно 1с- 

тинних формулах алгебри висловлень, далеко не вичерпують лопчних 

закошв, використовуваних у математищ, не кажучи вже про лопчш м1р- 

кування в шших науках.

Множина висловлень М  = {/1,0,, р2, ..., рп), Аг(рх, р 2, ..., р ) ,  ..., 

Ак(р{, р г, ..., рп)} називаеться несуперечною (сум/сною), якщо 1снуе та

кий наб1р значень дляр х,р 2, . . . ,р п, на якому кон’юнкц1я Л , а  А2 а  ... а  Ак 

набувае значения 1 (про висловлення Ар А2, ...,А к тод1 кажуть, що вони 

сумкш  м1ж собою). В шшому раз1, тобто якщо на ВС1Х наборах 

р х,р 2, ..., рп кон’юнкщя Ах а  А2 а  ... а  Ак набувае значения 0, кажуть, що 

висловлення Аг А2, ..., Ак несумкш або, що множина М висловлень су- 

перечна

При побудов1 алгебри висловлень вихщними об’ектами були еле

ментарш висловлення, що мали певне значения ктинностк 1 або 0 . 

Нов1 об ’екти —  складен! висловлення, що також мали певне значения 

ктинносп, —  будувались за ч1тко визначеними правилами утворення 

формул. При цьому значения ктинносп або хибносп складеного вис

ловлення визначають за таблицями ктинносп вщповщних операцш 

алгебри висловлень. Означеш згодом поняття р1вносильносп 1 лопч

ного слщування формул введено змктовно, тобто з використанням 

значень 1стинност1 формул залежно в1д значень Гх зм1нних. Така побу- 

дова лог1чного числення або теори називаеться змютовно-алгорит- 

м1чною, або табличною.

1ншим методом побудови лопчного числення е описаний вище фор- 

мально-аксюматичний метод. Саме за його допомогою побудовано так 

зване числення висловлень.

3.1. Задач/ / вправи

1. Чи е наведений вираз висловленням? Якщо так, то визначити, яким са

ме —  1стинним чи хибним:

(а) число 1001 кратне 7;

(б) Женева —  столиця Швеци;

(в) жодне дшсне число л не задовольняе нер1вшсть х2 < 0;

(г) для будь-яких цших чисел п 1 т  1снуе таке Ц1ле число к, що п < к 1 к < т;

(д) неправда, що 2 • 2 = 5;

(е) ця задача нескладна;

(е) трикутник АВС —  правильний;

(ж) “Учгеесь, читайте, 1 чужому научайтесь, й свого не цурайтесь” (Т. Шев

ченко)',

(з) викладач процитував: “Уч1тесь, читайте, 1 чужому научайтесь, й свого не 

цурайтесь” (Т. Шевченко)',

(и) кшькють сл1в у цьому реченн! дор1внюе семи;

(1) хай живе ибернетика!

(Г) те, що стверджуеться в цьому реченш, —  неправда (парадокс Ет- 

мен1да).

2. Визначити 1стиншсть або хибшсть складеного висловлення, враховуючи 

значения елементарних висловлень, з яких воно складаеться:

(а) КиГв розташований на берегах Дн1пра, а Дншро впадае в Чорне море;

(б) число 1001 кратне 17, але не кратне 7;

(в) -2 > -3, але (-2)2 < (-3)2;

(г) якщо 3 < 2, то З2 < 22;

(д) 56 кратне 14 тод1 й Т1льки тод1, коли 56 кратне 2 1 96 кратне 7;

(е) 56 кратне 28 тод1 й Т1льки тод1, коли 56 кратне 8 1 96 кратне 7;

(е) неправильно, що принайми! одне з чисел 1, 21, 101 або 171 е простим.

3. Записати у виглящ формули алгебри висловлень наведене твердження, 

позначаючи проси висловлення буквами, 1 визначити його ктишпсть або хиб

шсть:

(а) трикутник е р1вностороншм тшьки тод1, коли вш р1внобедрений;

(б) для того щоб трикутник був р1внобедреним, достатньо, щоб вш був р1в- 
носторонн1м;

(в) чотирикутник е квадратом тод1, коли В1н е прямокутником;

(г) для того щоб чотирикутник був квадратом, необхщно, щоб вш був прямо

кутником.

4. Знайти значения формули А:

(а) А = (а~Ь) а  ((-.с -»  Ь) V (-.а а  с)) V (а а  -,Ь) при а = Ь = 1, с = 0;
(б) А = (Ь —> а) л (-.с V ->а) ~ (~,Ь -» а) л (с/ V (-,Ь -> с)) при а = с = 0, Ь = с1=1.

5. Скласти таблицю 1стинност1 для формули алгебри висловлень:

(а) а —» -1  (Ь а с )  ~(а а  ->с); (в ) (а -> Ь) —> ((Ь —» с) —> (а —> с));

(б) (-к7 V Ь) ~ (-пЬ а  с); (г) (а — >Ъ) а  (а а  Ь -> -па л -.6).



6. Показати, що дана формула алгебри висловлень е тотожно истинною:

(а) (а —» Ь) —» (о л —\Ь —> 6); (г) (а —> Ь) V (Ь —> а);

(б) (а —> 6) —» ((6 —> с) —> (а —> с)); (д) (—>а —> а) —» а;

(в) (а —» -1о) —> —■«; (е) ((а —> Ь) -> а) —> а.

7. Переконатися в тому, що дана формула алгебри висловлень е супереч- 

шстю:

(а) —1Ь л а л(а Ь);

(б) а V Ь — I йд(4-> -А).

8. Визначити, якою е наведена формула алгебри висловлень: 1) тавтолопею:

2) суперечшстю; 3) нейтральною:

(а) а а  с V 6 л с1 —» (а V 6) л (с V </);

(б) (а л  с — > 6 л  с() —> (а — > Ь) л  (с —» с/);

(в) (а V Ь —» с) —» (а —> с) V (Ь —> с);

(г) ((а ~ Ь) —■» (с ~ а)) —» (а V с —» Ь V с/);

(д) (я —̂ /?) л (с —̂ с/) —> (а л с —> Ь л с1)\

(е) (а Ь) л а л Ь ~ (а Ь) л а.

9. Довести або спростувати таке твердження:

(а) якщо формула А алгебри висловлень —  тавтолопя, то 

—Л —  суперечшсть;

(б) з двох формул А, —Л алгебри висловлень принаймш одна —  тотожно 1с- 
тинна;

(в) якщо А 1 В —  тавтологн, то А л В —  теж тавтолопя. Чи правильне обер

нене твердження?

(г) якщо А 1 В —  тавтологн, то А V В —  тавтолопя. Чи правильне обернене 

твердження?

(д) якщо А I В —  тавтологн, то А —> В — тавтолопя. Чи правильне обернене 

твердження?

(е) якщо формула А ~ В —  тавтолога, то А [В —  тавтологн.

10. Довести або спростувати таке твердження:

(а) якщо А —  виконувана формула алгебри висловлень, то 

—А е невиконуваною;

(б) з двох формул А, -хА алгебри висловлень хоч одна е виконуваною;

(в) якщо А 1 В —  виконуваш формули, то А л В —  виконувана. Чи правильне 

обернене твердження?

(г) якщо А 1 В —  виконуваш формули, то А V В —  виконувана. Чи правильне 

обернене твердження?

(д) якщо А —> В —  виконувана формула, то А \ В виконуваш;

(е) якщо А ~ В —  виконувана формула, то А [ В виконуваш.

И . Довести, що формула алгебри висловлень, яка 13 символ1в лопчних опе

рацш м!стить лише л, V, —», е виконуваною.

12. Довести р1вносильшсть:

(а) (а л Ь —> с) —» (о —» с) = —а  V Ь V с;
(б) (а -> Ь) V (а -> с) -> (а —> (Ь -» с)) = —а  V —А V с.

13. Довести або спростувати:

(а) —>(а — А) = а л Ь V —>а л —>Ь;
(б) а V с —> Ь V и = (а —> Ь) л (с —> с{);

(в) а —» (а ~ Ь) = а —> Ь;
(г) а V Ь V —с  —> а = (Ь —> а) л (—>о —> с).

14. Нехай а \ Ь — якюь висловлення. Визначити, чи е лопчно екв1валентними 

(р1вносильними) таи пари тверджень:

(а) “Якщо а, то Ь” 1 “Якщо неправильно, що а, то неправильно, що Ь”\

(б) “ Ь —  необхщна умова для а” 1 “ Ь тшьки тод1, коли а”;

(в) "Ь — необхщна умова для а” 1 Ь — достатня умова для -та”;

(г) “Неправильно, що а I Ь" \ “Неправильно, що а, \ неправильно, що Ь"\
(д) “Неправильно, що а або Ь”  1 “Неправильно, що а, \ неправильно, 

що 6”;

(е) “Неправильно, що а тод1 й ильки то/и, коли Ь”  1 “а тод1 й тшьки тод К ко

ли —>Ь” .

15. Довести, що формули алгебри висловлень А 1 В р!вносильш тод1 й Т1льки 

тод1, коли формула (А ~ В) е тавтолопею.

16. Перев1рити, чи мае м1сце така властивють для лопчних операщй:

(а) комутативн1сть 1мпл1кацп;

(б) асощатившсть 1мпл1кацн;

(в) ДИСТрИбуТИВН1СТЬ 1МПЛ1КаЦИ щодо кон’юнкцн;

(г) дистрибутивн1сть кон’юнкцн щодо 1мшпкацн;

(д) дистрибутивность 1МПЛ1КаЦН щодо диз’юнкцп;

(е) дистрибутивн1сть ДИЗ’ЮНКЦЦ ЩОДО 1МПЛ1Кащ'|.

17. Вщомо, що формула А —> ~пА — тавтолопя. Щ о можна сказати про фор

мулу А?

18. Довести, що формула В алгебри висловлень е лопчним слщуванням фор

мули А:

(а) А = (а -» с) л (Ь —» с), В = а л Ь с;

(б) А = (а —> Ь) л (Ь -» с), В = а —» с (транзитивна властивють 1МПЛ1кацп);

(в) А = (а ~ Ь) л (Ь ~ с), В = а ~ с (транзитивна властив!сть екв1валентност|).

19. Вщомо, що формула В — лопчне слщування формули А, а В —  невико- 

нувана формула алгебри висловлень. Щ о можна сказати про формулу А?



20. Вщомо, що В —  виконувана формула алгебри висловлень

1 В сильшша, шж А. Довести, що формула А теж виконувана.

21. Чи е несу перечною множина висловлень?

(а) {-.(а —> Ь), Ь -> а}; (г) {а —> -.а, -̂ а —> а);

(б) {а л —Ь, —Ъ -» -па}; (д) {а —> й, -кз, -А};

(в) {а —> 6, а —» —■/;}; (е) {а ~ —>Ь, —га —> — а -> с, с —> —16}.
22. Довести, що коли формула рп) -> (Л2(р,, •••, Р„)

-> (... —> /4т(р,, ..., рп) ...)) невиконувана, то множина формул {/1,(р|; ■■■,

Ат(рх, ■■■,рп)} суперечна. Чи правильне обернене твердження?

23. Дано три множини Л/,, М2 1 Му Перев1рити, чи е несуперечною множина 

таких висловлень:

1) якщо я 6 Мр то неправильно, що а е Мг;

2) неправильно, щ оаеМ 2 тшьки тод1, коли ЬеМ3;

3) якщо а г М,, то Ье М};

4) неправильно, що а^М ] [ Ъ<& Му

24.1нспектор з’ясовуе обставини справи у трьох свщюв А, Б 1 В. А каже шс- 

пекторов1, щоб вш не в1рив свщченням Б; Б наполягае на тому, що свщчення В 

неправдив1, а В твердить, що аш А, аш Б не говорять правди. Хто з трьох свщшв 

каже правду?

25. Трое обвинувачених А, Б, В дають там свщчення: А — "Б винен, а В —  

ш”; Б — “Якщо А винен, то 1 В теж винен”; а В — “Я не винен, але хоч один 13 

двох шших винен”:

(а) вважаючи, що Б 1 В говорять правду, встановити, хто саме винен;

(б) якщо вс1 трое невинш, то хто з них сказав правду, а хто —  неправду?

26. Перев|рити, чи е несуперечною така множина висловлень:

1) якщо Андрш не купить продукта, то 1рина не запросить гостей;

2) Тетяна пршде тшьки тод1, коли 1рина запросить гостей;

3) Андрш принесе сир, якщо вш купить продукта;

4) якщо пршде Тетяна, то Андрш не принесе сир;

5) 1рина не запросить гостей, 1 Андрш не принесе сир.

3.3. Числення висловлень
Числення висловлень (ЧВ ) зпдно з поданою в розд. 3.1 схемою оз

начають таким чином:

1. Алфавт  ЧВ складаеться 31 змшних висловлень (пропозищйних 

змшних): а, Ь, с, <1,...,х ,у ,2 (можливо, з шдексами), знак1в лопчних опе- 

ращй V, л, -1, —> 1 круглих дужок ( та ).

2. Поняття формули означають аналопчно алгебр! висловлень:

а) ус1 пропозищйш змшш е формулами;

б) якщо А '\ В —  формули, то вирази (або слова) (А л  В), (А V В), (-А), 

(А —> В) —  також формули;

в) шших формул, н1ж побудоваш за правилами а) I б), немае. 

Вщзначимо важливу властивкть цього означения. Можна довести,

що юнуе формальна процедура, яка, будучи застосована до будь-якого 

слова в даному алфавт, за скшченну кшьюсть кромв установить, чи е 

дане слово формулою, чи ш. Бшьше того, за записом формули ця 

процедура дасть и повний синтаксичний розбгр, тобто опис послщовнос- 

Т1 крок1в побудови формули за означеними вище правилами. Зауважимо 

також, що для зменшення кшькост1 дужок у формулах зазвичай випуска- 

ють зовнйпш дужки формул 1 замкть (-1 А) записують —А;

3. Акаомами А 1-Л 10 числення висловлень е таю формули:

А1. а —> (Ь —» а)
А2. (а —» Ь) —> ((а —> (Ь —> с)) —> (а —> с))

АЗ. (а а  Ь) —» а 

А4. (а а  Ь) —» Ь

А5. (а —> Ь) —̂  ((а —̂  с) —> {а -> (Ь а  с)))

А6. а —> (а V Ь)

А1. Ь —» (а V Ь)

А8. (а —> с) —> ((Ь —> с) —> ((а V Ь) —> с))

А9. (а —» Ь) —> ((я —> —,Ь) —> —Iа)

АЮ. —1 —.а —> а

4. Правилами виведення е:

1) правило пгдстановки. Якщо А —  вивщна формула, яка мктить 

л1теру р  (позначимо А(р)), то вивщною е й формула А (В), що одер- 

жуеться з А замшою ВС1Х входжень л1тери р  на довшьну формулу В; це 

записують

Л (р ) .

А(В) ’

2) правило висновку (тойих ропет). Якщо А \ А В —  ВИВ1ДН1 фор

мули, то вивщною е й формула В; це записують

А ,А -*В

В



У поданому опис1 ЧВ аксюми е формулами числення (згщно з 

означениям формули); формули, використовуваш у правилах виве- 

дення (А, А —> В тощо), е метаформулами, або так званими схемами 

формул.

Схема формул —  це вираз метамови для позначення несюнченно! 

МНОЖИНИ ВС1Х ТИХ формул числення, ЯК1 отримують шсля замши змш

них метамови (метазмшних) ще! схеми певними формулами чи

слення.

Наприклад, якщо у схем1 формул А —> В замшити А на р, а В —  на 

р  а  <7, то з дано! схеми отримаемо формулу числення р  -> (р а  <7); якщо 

ж метазмгнну А замшити на р  —»<7, а В —  на (р л ц) —»р, то дктанемо 

формулу (р —> <7) —» ((р а  д) —» р) тощо.

Використання схем формул можна поширити й на в а  аксюми. На

приклад, якщо в систем! аксюм пропозицшш змшш а, Ь, с замшити ме- 

тазмшними А, В, С, то отримаемо десять схем аксюм, що задають десять 

несюнченних множин аксюм. Таким чином приходимо до шшого спо

собу побудови числення висловлень: 13 несюнченною множиною аксюм 

(що задаеться сюнченним числом схем аксюм), але без правила пщста

новки, оскшьки воно неявно мктиться в поясненш (штерпретаци) схем 

аксюм.

Перший споаб е бшьш послщовно конструктивним: у а  його засоби 

явно зафшсоваш та скшченш; при оперуванш з численням за допомогою 

ЕОМ (наприклад, для автоматизаци доведень теорем 1 побудови 

виведень для заданих формул) вш виглядае природшшим.

3 шшого боку, другий споаб бшьш вщповщае математичнш тради- 

ци тлумачення (штерпретаци) формул: наприклад, алгебрична тотож- 

шсть (я + Ь)2 = а1 + 2аЬ + Ь2 або вщом1 логарифм1чш чи тригономет- 

ричш тотожност1 тлумачать саме як схеми тотожностей, а не як кон- 

кретш тотожносп, що справджуються лише для конкретних Л1тер. 

Правило пщстановки при цьому маеться на уваз1 1 ирисутне неявно. 

Ут1м, перехщ вщ одного способу побудови числення до шшого е нес- 

кладним.

Аксюми числення висловлень разом 13 правилами виведення повнк- 

тю визначають поняття довщно! (вивщно!) формули в ЧВ, або теоре

ми ЧВ.

Вив'гдними формулами, або теоремами, числення висловлень е Т1 й 

тшьки Т1 формули, яю можна вивести з аксюм за допомогою означених 

правил виведення.

Розглянемо приклади виведення теорем ЧВ.

Приклад 3.2. Доведемо, що формула а а  е теоремою ЧВ:

1) пщставивши в аксюму А2 змшну а замкть змшно! с \ Ь —> а замкть 

Ъ, матимемо вивщну формулу

(а —» (Ь —> а)) —» ((а -4 ((Ь —> а) —» а)) —» (а —> я));

2) пщформула а —> (Ь —> а) —  це аксюма А1. Тод1 з вивщних формул 

а —> (Ъ —> а) 1 (я —> {Ь —> я)) —»((а —» ((Ь -> а) -> а)) —» (я -> я)) за пра

вилом висновку виводимо формулу (а —> ((Ь -» а) —> а)) —» (а —> я));

3) зам1нимо в акс!0М1 А1 Ь на (Ь —» а), отримаемо а —> ((Ь —> а) —» а);

4) знову, застосувавши правило висновку до двох останшх формул, 

матимемо, що формула а —> а вивщна.

Для зручносп будемо застосовувати таку форму запису виведення 

формул у ЧВ:

а) послщовшсть формул виведення писатимемо у стовпчик, нумеру- 

ючи !х у порядку слщування Р1, Р2, ...;

б) поряд 13 кожною формулою шсля двокрапки писатимемо пояснен

ия, що об'рунтовуе законнкть и появи у виведенн1.

Правило пщстановки записуватимемо у вигляд! 8!! А = А(В) або 
А(В) А А _ , В

5(р)(В)А, а правило висновку —-----  —  у вигляд! МР(Л, А —> В) =
В

= В.

Тод1 останне виведення набере такого вигляду:

: 5 ^  аа А2 = (а —> (Ь —Э» а)) —> ((а —> ((Ь —> а) —> а)) —> (а —> а))

Р2\ МР(^1, П )  = ((а -> (ЦЬ -> а) а)) -» (я -> а))

РЗ: 5ь̂ а А\ = (а -> ((Ь -> а) -> я))

РА: МР(/3, Р2) = (я -» я).

Отже, ми довели таку метатеорему ЧВ: |—  (я -» я).

Важливим та зручним у численн! висловлень е означене вище прави

ло виведення формули з певно! множини заданих формул, яке дае змогу 

значно скорочувати подалыш виведення.

Наведемо приклади виведення деяких формул 13 заданих множин 

формул.

Приклади 3.3. 1. я |—  (Ь -» я)

П :  я

Р2: Ш (Р1 ,А 1) = Ь -4 я



2. а, Ь, а —» (Ь —> с )  |—  с  

Р\: а

Р2: Ь

РЗ: а —> (Ь —> с )

^ 4 :  МРСП, /=3) =  Ь - >  с  

^5: МР(ГС, М ) =  с.

3. а, Ь |—  (а л Ь)

Р \: 5‘ ;  Л5 = ((я -> а) -> ((а ->6) ^ ( я - ) ( а л  6))))

Р2: (а —> а) (див. приклад 3.2)

Л :  МР(Я2, Л )  - ((а ч А ) ^ ( а ч ( я д  6)))

/г4: Ь

Р5: 5 “ *А 1 = (6 - > (а- > 6))

^ 6 : МР(М , Р5) = а->Ь  

Р1\ МР(^6, /=3) = (а —> (а л 6))

ГО: а

/^9: М Р(/^, РТ) = (а л 6).

Безпосередньо з означення поняття вивщност1 випливають таю твер

дження для довшьно! множини формул Г.

Лема 3.1. Якщо |—  5, то Г |—  В.

Лема 3.2. Якщо Ар А2, ..., Ап\— В, то Л,, Л2, Ля, Г |—  В.

Лема 3.3. Якщо Г, А \—  В I |— А, то Г |—  В.

Лема 3.4. Якщо Г |—  А \ А |—  В, то Г |—  В (транзитивность вщношен

ня вивщносп).

Будь-яку доведену в численш вивщнкть вигляду Г |— А, де Г —  мно

жина формул, А —  довшьна формула, можна розглядати як пра

вило виведення — , яке можна додати до задано! множини правил.

Наприклад, доведену у приклад1 3.3.1 вивщнкть а \—  Ь —> а разом

А
13 правилом пщстановки можна розглядати як правило -----  , що

можна штерпретувати так: “Якщо формула А вивщна, то вив1дною 

е й формула В —> А, де В —  довшьна формула”. Це правило надал1 можна 

використовувати для побудови нових виведень. Там правила називатиме- 

мо похШшми. За допомогою додаткових похщних правил дктаемо 

можливкть скоротити виведення формул, не виконуючи повного виведен

ня. За скороченим виведенням завжди можна побудувати повне, замшюю-

чи кожну формулу, яка е результатом застосування похщного правила ви

ведення, на повне и виведення. Такою, наприклад, е формула Р2 у прикла- 

д1 3 .3 .3 . 1накше кажучи, пох1дш правила —  це “бущвельш блоки” при по- 

будов1 виведень формул числення висловень, кожен з яких зам1нюе кшька 

крокш звичайного виведення.

Ефективним засобом одержання багатьох важливих 1 корисних похщ- 

них правил виведення е так звана метатеорема дедукцп (МТД); зокре

ма, саму МТД можна розглядати як таке похщне правило.

Теорема 3.3 (метатеорема дедукцп). Якщо Г, А |—  В, то Г |—  А —» В, 

де Г —  множина формул (можливо, порожня), А \ В —  формули.

Доведения. Зауважимо, що доведения метатеорем, на вщмшу вщ 

теорем числення, проводять змктовно, як звичайне математичне дове

дения.

Будемо виходити з того, що задаш аксюми е схемами аксюм, тобто не 

будемо користуватися правилом пщстановки.

Нехай Г, А \—  В. Тод1 кнуе таке виведення Р {, Р2.......Рп 13 Г, А,

що Р  = В. Доведемо за шдукщею, що для будь-якого к < п

Г |-А  -> Р ,

Розглянемо спочатку випадок к = 1, тобто формулу Р{. Як перша фор

мула виведення вона або мае бути аксюмою, або мктитися в Г, або зб1- 

гатися з А.

31 схеми аксюми А1 випливае, що Р 1 —> (А -н> Р ;) —  вивщна формула. 

Якщо Ру —  аксюма або мктиться в Г, то за правилом висновку формула 

А -»Р { е вивщною з Г. Якщо жР^=А, то з прикладу 3.2 маемо, що А -> А, 

тобто А —> Р 1 —  вивщна формула. Отже, у будь-якому раз1 отримаемо 

Г |— А —» Р г

Вщтак припустхмо, що Г |—  А —> Р. для довшьного I < к, [ розгляне

мо формулу Рк. Можлив! тай ситуацп:

а) Рк —  аксюма;

б) Р, мктиться в Г;

в ) Р к=А-

г) Рк е вивщною з деяких попередшх формул Р. 1 Р1 за правилом вис

новку; тод1 формула Р1 повинна мати вигляд Р. —> Рк.

У  випадках а), б) 1 в) доведения твердження Г |—  А -» Рк 

здшснюеться аналопчно доведению для Р1 (у випадках а) та б) —  за до

помогою схеми аксюми А1; у випадку в) —  за допомогою результату 

прикладу 3.2).



У випадку г) за шдуктивним припущенням маемо Г |—  А —» Р. 1 
Г |—  А -> Рг де Р , —  це Р  —» Рк, тобто Г |—  А —> (Р/ -» Рк). Пщставимо 

в схему аксюми А2 А замкть а, Р  замкть Ь 1 Рк замкть с. 

Дктанемо (А -> Р ) ->((Л (Р. -» Рк)) -> (А -> Рк)). Дв1Ч1 застосувавши

до останньо! вивщно! формули правило висновку, отримаемо 

Г |—  А н> Рк. Залишилося покласти к = п.

Розглянемо декшька застосувань метатеореми дедукцй.

1. Поширеним методом у математичних доведениях е метод доведен

ия в1д супротивного: припустивши, що деяке а е правильним (ктинним 

твердженням), доводимо, що, по-перше, з а можна вивести Ь, а по-друге, 

що з а можна вивести ->А, що неможливо; отже, твердження а хибне, тоб

то ктинним твердженням е —>а.

У терм шах числення висловлень цей метод можна сформулювати 

так: “Якщо Г, а |—  Ь \ Г, а |--- <Ь, то Г |----1а”.

Доведемо справедливкть цього правила в численш висловлень.

Справд1, за теоремою дедукцй, якщо Г, а |—  Ь та Г, а |----\Ъ, то

Г |—  а —> Ъ 1 Г |—  а —> —\Ь\

Р\ :а^>Ь ■

Р2: а - »->Ь

РЗ: МРС/^1, А9) = (а -» -А) -> -,а

Р4: МР(Р2, РЗ) = -,а

Доведене твердження (метатеорему) часто називають правилом уве- 

дення заперечення й записують у вигляд1

Г, А \—  В ; Г, А |--- ,В

Г |--- А

Кр1м того, неважко переконатись у справедливосп для числення 

висловлень такого твердження, або метатеореми, яку можна вважати 

оберненою до метатеореми дедукцй (ОМТД): “якщо Г |—  А —> В, то 

Г, А |—  В”.

Послщовно маемо:

Р1: А

Р2: А —> В

РЗ : МР(Р1, Р2) = В

2. Доведемо тепер закон выключения третьего |—  а V —1а:

Р\ : 3°^а А6 = а  (а V -,а)

Р2: 5“(ау _па)(а -» а) = (-,(а V -.а)) -4  (-.(а V -,а)) (див. приклад 3.2).

1з формул Р\ 1 Р2 та леми 3.2 маемо (за ОМТД):

РЗ: ->(а V —.а), а (—  а V -.а 

Р4: —{а V -1а), а |--- {а V —.а)

За доведении правилом уведення заперечення 31 сшввщношень РЗ та 

Р4 отримаемо

Р5: — I(а V — 1а) \------- >а

Аналопчно використаемо аксюму АТ:

Р6: 8 °ьа А1 = -,а -> (а V -,а)

РТ: —I(а V —.а), —м |—  а V —,а

Р%: -п(а V - 1а), -.а |--- .(а V -.а)

3 РТ 1 Р& маемо 

Р9: —1 (а V —.а) |--- 1—>а

За правилом уведення заперечення з Р5 \ Р9 дктанемо:

Р10: —1—1 (а V -1а)

Р\ 1:5я А10 = —,—.(а V —.а) —> (а V —.а)
а V -па 4 '  у '

^12: МР(/Г10, /П 1) =  а V -.а, тобто |—  а V -.а.

1снують й Ыш1 числення висловлень, тобто числення з шшими систе

мами аксюм 1 правилами виведення.

Наприклад, розглянемо числення висловлень ЧВ1, яке використовуе 

тшьки лопчш операцй —> I —> 1 мае таку систему аксюм:

51. а —> (Ь —> а)

52. (а —> (Ь —> с)) —> ((а —> Ь) —> (а —> с))

83. (-.а -лЬ) -» ((-па -> Ь) —> а).

Правила виведення в новому численш Т1 сам!, що й у старому —  пра

вила пщстановки та висновку. Якщо в систем! аксюм першого числення 

замшити пщформули (а V Ь) на (—̂а —> 6), а пщформули (а л Ь) —  на 

-.(а —> —А), то мае мкце така теорема.

Теорема 3.4. Обидва наведен! числення висловлень ЧВ та ЧВ1 ршно- 

сильш в тому розумшш, що множини формул, вивщних у кожному 3 цих 

числень (множини Тх теорем), збиаються м1ж собою.

Доведения теореми полягае в тому, що доводять вивщшсть ус1х ака- 

ом першого числення з аксюм другого, 1 навпаки (з урахуванням заува- 

жень стосовно V та л).

Яке з двох числень краще? Однозначно! вщповда на це запитан- 

ня немае. Друге числення компактне та наочне, тому компактшшими



е й доведения р^зних його властивостей. Водночас у багатшому пер- 

шому численш виведення р 1зномаштних формул, узагал1 кажучи, ко

ротал.
Можлив) й шып числення, р1вносильн1 двом наведеним [22, 35].

3.2. Задач1 / вправи

1. Чи е формулою числення висловлень запропонований вираз? Вщповщь 

об'рунтувати за 1ндуктивним означениям формули:

(а) ((а V ((->6) -> с)) -> (-.а));

(б) (((а л (-./>)) V с) V (а->Ь));

(в) (((-.а) -> Ь) V -<(-./>) л с));

(г) (((а а4 )ас)->  ((6 V с) V (—1й0)).

2. Перев1рити, чи правильно виконано подстановку:

(а) 5"^,Л1 = (Ь —» а) —> (Ь —» (6 —> а));

(б) 5 ;^ /4 2  = (а —> Ь) —> ((а ->  с) ->  (а -> с));

(в) 5 ^ , <41 = (6 -» а) ->(/>-> а);

(г) А9 = (а -» 6) -» ((а -> -.6) -» (6 -> а)).

Якщо е помилка, зазначити, у чому саме вона полягае.

3 .1з множини припущень Г вивести формулу /•':

(а) Г = {а 6, а -> с}, Г = а (Ь л с) (правило композицп);

(б) Г = {а, Ь}, I7 — а л Ь (правило введения кон ’юнкци);

(в) Г = {а -» Ь, а —» —А}, Р = —>а (правило введения заперечення)',

( г ) Т  =  {а —> Ь, Ь с}, Р  =  а с (правило ланцюгового висновку, або правило 

силоггзму).

4. Позначимо через Г довшьну скшченну (можливо, порожню) послщовшсть 

формул числення висловлень, через А, В, С —  довшьш формули числення 

висловлень. Безпосередньо з означення вивщносп довести там властивосп 

символу “|—

(а) С |— С;
(б) якщо Г, А, В |— С 11— В, то Г, А |— С;

(в) якщо Г |— С, то Г, А |— С;

(г) якщо В, В, Г |— С, то В, Г |— С;

(д) якщо Гр А, В, Г21— С, то Г,, В, А, Г21— С;

(е) якщо Г, |— А I Г2, А |— С, то Г,, Г21— С.

Поясшть звичайними словами змют тверджень (а)-(е).

5. Довести формально теорему:

(а) (а л а) —> а;

(б) о->(ол а);

(в) (а V а) —> а;

(г) а —* (я V а);

(д) ( а -> Ь ) (а  ( а  л Ь));

(е) (Ь -> (а V с)) —> ((а V 6) —» (а V с));

(е) (а  —> Ь ) —* ((Ь V а) —> 6);

(ж) (а а  Ь ) —> (а V 6);

(з) (а V 6) —> (6 V а);

(и) ((а а  Ь) —̂ (Ь л а);

( 1) а  ( ( а  V  Ь ) а  а);

(!) ( а  V  ( а а  />)) —» а.

6. Застосовуючи метатеорему дедукцп, довести теорему:

(а) ((а —> &) —> а) —> ((а —̂ ^) —> 6);

(б) (а — > с) — > (а — > (6 V с));

(в) (— Iа  — > Ь) —  ̂(—\Ь —  ̂а);

(г) (а —» -1Ь ) —> (Ь —» -1а);

(д) (-.6  -> -л) -> (а -> Ь);

(е) а —̂ —I—>а;

(е) ((а -» 6) -» (а -> с)) ((а -> (й -> с)));

(ж) (а — > (6 — » с)) — » ((а — > 6) — > (а —» с)).

7. Використовуючи метатеорему дедукцп та властивосп символу “|—” 

(див. 3.2.4), довести похщне правило виведення:

(а) якщо Г, А |—С  1 Г, В |— С , то Г, А V В |— С  (п р а в и л о  вил учен ня д и з  ю н к -  

ц п);

(б) якщо Г, А |— В 1 Г, <4 |— С, то Г, А |— В а  С (правил о композицп)',

(в) Г, А —> В |---1В —» — (п р а в и л о  к о н т р а п о зи ц и ).

8. Об'рунтувати таке похщне правило виведення:

(а) А  —> В , —>В |---А  (т о<1ш  (оН епа );

( б )  А , - Л  В;

(в) А а  —1<4 I— В;

(г) /4 V В, -А I—  В.

9. Використовуючи правило введения заперечення, властивосп символу ви

вщносп та метагеорему дедукцп, довести теорему:

(а) (-кз V —>Ъ) —» —.(а а  Ь);

(б) -.(а  а  Ь) —> (—1а V —А);

(в) -л(а V 6) —» (-.а  а  -.6);

(г) (-.а а  -иЬ) —> -и(а V Ь).

10. Використовуючи теорему (а а  -па) —> 6, довести, що формула -<а а -.а ) е 

теоремою ЧВ (за к о н  суп ер ечн о ст Г ).



3.4. Числення висловень 
I алгебра висловлень.
Основш проблеми числення висловлень

Довшьну формулу Р  числення висловлень можна змктовно штерпре- 

тувати як скпадене висловлення, ктиншсть або хибшсть якого залежить 

вщ 1стинност1 елементарних висловлень, що входять до нього. Таким 

чином, кожнш формул] Р  числення висловлень аналопчно тому, як це 

було зроблено в алгебр1 висловлень, можна поставити у вщповщшсть

фуНКЩЮ 1СТИННОСТ1 /.

Виннкае питания, як пов’язане таке змктовне “ктиншсне” тлумачен- 

ня (штерпреташя) формул числення висловлень з гх формальною вивщ-

Н1СТЮ.

Теорема 3.5. Будь-яка теорема числення висловлень ЧВ е тотожно к- 

тинним висловленням.

Доведения. Тотожну ктиншсть уах  аксюм легко перев1рити безпосе- 

редньою побудовою ВЩПОВЩНИХ таблиць 1СТИНН0СТ1 ДЛЯ К0ЖН01 

з них (рекомендуемо зробити це самоспйно).

Вщтак доведемо, що обидва правила виведення ЧВ перетворюють 

тотожно 1стинн1 формули в тотожно ктинш.

Якщо А(р,, /?,, ..., рп) —  тотожно ктинна формула, то для довхльно- 

го набору значень а (, а2, ..., ап и пропозищйних змшних висловлення 

А (а , а , ..., ап) ктинне. Отже, тотожно истинною буде й будь-яка фор

мула 5'х 'к 'н" А , отримана з формули А шляхом пщстановки замкть 

пропозищйних ЗМ1ННИХ р ]ур 2, ■■■>р„ ДОВШЬНИХ формул /?,, Ву ..., Вп, бо 

останш можуть набувати лише значень 0 або 1,

Доведемо, що коли формули А та А —» В тотожно ктинш, то формула

В, яку дктаемо з них за правилом висновку, також тотожно 

ктинна. Припуспмо супротивне: нехай В не е тотожно ктинною форму

лою, тобто кнуе наб1р значень и змшних, на якому вона набувае значен

ия 0. Пщставимо цей наб1р у формулу А —> В. Оскшьки А —  тавтологш, 

дктанемо вираз 1 —> 0, значениям якого е 0. Останне суперечить припу- 

щенню про тотожну ктиншсть формули А —» В.

Отже, ми переконалися в тому, що вег аксюми числення висловлень 

ЧВ е тотожно ктинним и формулами алгебри висловлень, а застосування 

обох правил виведення (пщстановки 1 висновку) до тотожно ктинних

формул знову дае тотожно ктинш формули. Тому ва ВИВ1ДН1 формули 

(теореми) ЧВ е тотожно ктинними формулами алгебри висловлень.

Справедливою е й обернена теорема, яку подаемо без доведения.

Теорема 3.6. Будь-яка тотожно ктинна формула алгебри висловлень 

е теоремою числення висловлень.

Дв1 останш теореми дають змогу розв’язати три важлив1 проблеми 

числення висловлень: несуперечност1, повноти I розв’язностг Розгляне

мо Ьс послщовно.

1. Проблема несуперечностг Для кожно'1 формально! теорп карди- 

нальними е питания несуперечностг Справд1, така теор1я будуеться пос- 

лщовним приеднанням нових теорем, як! можна формально вивести 

з аксюм за допомогою правил виведення. Отже, немае жодно'1 гарант, 

що в цьому процеа ми не дшдемо до суперечностг 1накше кажучи, ви- 

никае питания, чи при поступовому нагромадженн1 теорем формально! 

теорп не трапиться так, що одна з теорем суперечитиме шшим. Саме так 

виникае проблема несуперечносп числення.

Числення несуперечне, якщо неможливо одночасно вивести з аксюм 

числення як формулу А, так 1 й заперечення —А.

Наслгдок 3.1. Числення висловлень ЧВ —  несуперечна формальна те-

Ор1Я.

С правд!, якщо формула А вивщна в ЧВ, то формула —Л не може бути 

вивщною, бо за теоремою 3.5 формула А е тотожно ктинною в алгебр1 
висловлень, а формула —А —  тотожно хибною. Отже, —А не може бути 

теоремою ЧВ.

2. Проблема повноти. 1нша проблема, що виникае при дослщженш 

р1зних числень висловлень: чи будь-яка тотожно ктинна формула алгеб

ри висловлень е вивщною в заданому численш? Це питания й являе 

собою проблему повноти для числення висловлень.

Сенс тако! постановки питания полягае в тому, що при побудов1 чис

лення потрхбно знати, чи достатньо його аксюм 1 правил виведення для 

того, щоб можна було вивести будь-яку формулу, тотожно ктинну у змк- 

товному розумшш.

Наслгдок 3.2. Числення висловлень ЧВ —  повне.

Це твердження безпосередньо випливае з теореми 3.6.

У математичнш лопщ кнуе й шше поняття повноти системи аксюм 

(або числення), що 'рунтуеться на неможливосп доповнити систему ака- 

ом будь-якою формулою, яку не можна вивести з даних аксюм.



3. Проблема розв’язности Розв’язувальним методом для фор

мально!' теорп Т називають метод, за допомогою якого для довшьно! 

формули А з Т можна за сюнченне число кроюв визначити, чи е А тео

ремою, чи ш.

Числення Т називають розв’язним, якщо для нього юнуе розв’язу- 

вальний метод, а шакше формальна теор!я Т нерозв’язна.

Насл1док 3.3. Числення висловлень ЧВ —  розв’язна теор1я.

Доведения. Нехай А —  довшьна формула ЧВ. Побудуемо для не! таб

лицю ютинносп та розглянемо и останнш стовпчик. Якщо вш мютить 

лише одинищ, то А —  тотожно ютинна формула, 1 за теоремою 3.6 вона е 

теоремою ЧВ. Гнакше (якщо останшй стовпчик таблищ мютить хоча б 

один нуль), А —  не тавтолопя, а тому А не е теоремою. Зрозумшо, що вс1 

щ ди можна виконати за сюнченне число кроюв.

Нарепгп, розглянемо ще одну важливу проблему для числень.

Система аксюм числення називаеться незалежною, якщо жодну з ак

сюм ще! системи не можна вивести з шших аксюм системи.

Зрозумшо, що аксюму, яку можна вивести з шших, можна виключи- 

ти з системи аксюм, 1 при цьому множина теорем теорй залишиться Т1- 

ею самою (тобто отримаемо р1вносильне числення). Отже, залежна сис

тема аксюм у певному розумшш не така досконала, як незалежна, бо во

на мютить зайв1 аксюми.

Можна довести, що системи аксюм числень ЧВ та ЧВ 1 незалежш.

1снують й 1нпп формалып теорп, що означають 1 дослщжують у ма- 

тематичнш лопщ: числення предикатив, р1зномаштш числення (теори) 

першого порядку, числення з р1вностями, формальна арифметика тощо. 

У наступних роздшах розглянемо основш ще! та принципи побудови од- 

ше'1 з таких теор1й —  числення предикат.

3.5. Поняття предиката
Розглянуте в попередшх роздшах числення висловлень е важливою 1 

невщ’емною складовою вс1х числень математично! лопки. Однак воно 

занадто бщне для опису й анал1зу найпроспших лопчних М1ркувань на

уки та практики.

Одна з причин цього полягае в тому, що у численш висловлень будь- 

яке просте висловлення розглядають як вихщний об’ект дослщження, 

неподшьне цше, без частин 1 внутр1шньо! структури, яке мае лише одну 

властивють —  бути або ютинним, або хибним.

Щоб побудувати систему правил, яка давала б змогу проводите лопч- 

ш мхркування для виведення нетрив1альних правильних висновк1в з ура- 

хуванням будови 1 змюту простих висловлень, запропоновано формальну 

теорно, що Д1стала назву числення предикатив.

Теор1я предикат1в починаеться з анал1зу граматично!' будови прос

тих висловлень 1 'рунтуеться на такому висновку: просп висловлення 

виражають той факт, що деяю об’екти (або окремий об’ект) мають 

певш властивосп, або, що вони перебувають м1ж собою в певному 

вщношенш.

Наприклад, в ютинному висловленш “3 —  просте число” шдмет 

“3” —  це об’ект, а присудок “просте число” виражае певну його власти

вють.

У латинськш граматищ присудок називаеться предикатам', звщси цей 

термш 1 вв1Йшов у математачну лопку. Головною для лопки предикапв е 

саме друга складова речення-висловлення —  присудок-властив1сть. I! ф!к- 

сують, а значения об’екта пропонують зм1нювати так, щоб кожен раз от- 

римувати зм1стовн1 речення, тобто висловлення.

Наприклад, зам1нюючи в наведеному вище висловленш 3 на числа 1,

5, 9 або 12, матимемо вщповщно таю висловлення: “ 1 —  просте число”, 

“5 —  просте число”, “9 —  просте число”, “12 —  просте число”, з яких 

друге ютинне, а решта —  хибш висловлення.

Таким чином, можна розглянути вираз “х —  просте число”, який не е 

висловленням, а е так званою пропозицшною (висловлювальною) фор

мою, тобто формою (або формуляром), шсля пщстановки в яку замють 

параметра (змшно!) х об’екпв (значень) 13 певно! множини М дютаемо 

висловлення.

Аналопчно можна трактувати, наприклад, пропозицшш форми 

“а —  украшець”, “Ы  с —  однокурсники”, “с важче, шж с1”, або “точка х 

лежить М1ж точками у 1 г”. У  перш1 дв1 з них можна пщставляти зам1сть 

параметр1в а, Ы  с пр1звшца коикретних людей, у третю —  зам1сть с 1 с! 
назви будь-яких об’екпв (предмет1в), що мають вагу. Для четверто! мно

жиною М  значень змшних х, у 1 г може бути множина точок певно! 

прямо!'.

Перша з цих пропозицшних форм задае, як 1 в наведенш рашше фор- 

м1, певну властив1сть для об’екта а. 1нш1 три форми описують деяк! В1д- 

ношення М1ж об’ектами.

Розглянувши конкретн1 приклади й коротко зупинившись на мотива- 

цй та змютовшй 1нтерпреташ! подальших понять, перейдемо до фор- 

мальних математичних означень.



п-мкним предикатом Р(х]У х2, ..., х ) на множит М  називаеться до- 

вшьна функщя типу М" —> В, де В - {0, 1} —  булевий (двгёковий) алфа- 

В1т. Множина М називаеться предметною областю, або универсальною 

множиною, а х (, х2, ..., хп —  предметними змшними, або термами, пре

диката Р.

Множина елеменпв (а,, а2, ..., а ^ е М "таких, що Р(а], а2, ..., ап) - 1, 

називаеться областю гстинностг (або характеристичною множи

ною) предиката Р.

Якщо Р(ах, а,, ..., ап) = 1, то зпдно з лопчною штерпретащею будемо 

говорити, що предикат Р е ктинним на (а , а2, ..., ап). 1накше казатиме- 

мо, що предикат Р —  хибний на (ах, а2, ..., ап).

Коли универсальна множина скшченна й пор1вняно невелика, лопчну 

функцш, яку визначае предикат, можна задавати таблицею.

Узагал! кажучи, можна означити так званий багатосортний преди

кат як функцш типу А/, х А/2 х  ... х А/я -» В, дозволивши р1зним його 

аргументам набувати значения з р 1зних множин. 1нод1 це дощльно, од

нак частние в логхщ предиката використовують наведене рашше озна

чения.

Неважко зрозумгги, що пропозищйна форма —  це один 31 способов 

задания предиката.

Для п = 1 предикат Р(х) називаеться одномкним, або унарним, для 

п- 2 Р(х, у) —  двомкним, або бшарним, для п = 3 Р(х, у, г) —  тримк- 

ним, або тсрнарним.

Коли в и-арному предикат! Р(х],х2, . . . ,хп) зафксувати деяю т  змш

них (тобто надати Тм певних значень 13 множини А/), то отримаемо (п

- т )-мюний предикат на множит М. Тому можна вважати висловлен

ня нульмюними предикатами, яю утворено з багатомюних предиката 

шдстановкою замють уах  !х параметр! в певних значень !з предметно!' 

область Отже, висловлення можна розглядати як окремий випадок 

предиката.

Для довшьно!' множини М 1 довшьного п юнуе взаемно однозначна 

ВЩПОВЩШСТЬ М1Ж сукупшстю ВС1Х И-М1СНИХ предиката на М 1 множиною 

вс1Х й-арних вщношень на М. А саме, будь-якому предикату 

Р(х,, х2, ..., хп) вщповщае вщношення К таке, що (а,, аг, ..., тод1 й
тшьки тодх, коли Р(а}, а2, ..., ап) - 1. Очевидно, що Л —  область ютин

носп предиката Р.

Кр1м того, за будь-якою вщповщшстю С  м!ж множинами А 1 В (тоб

то С  с  А х В) можна побудувати бшарний двосортний предикат Р(х, у)

у такий спос1б: Р(а, Ь) = 1 тод1 й тшьки тод1, коли (а, Ь)е С для аеА  1 
ЬеВ.

Зокрема, будь-якш функщональшй вщповщносп або функцй 

/. М" —> М  можна поставити у вщповщшсть (и + 1)-мюний предикат Р на 

М такий, що Р(ар а2, ап, ап + ,) = 1 тод1 й тшьки тод1, коли 

Ла „ о 2). = а +1.

Отже, таю фундаментальш математичш поняття, як вщповщшсть 

(зокрема, функщя), вщношення, висловлення можна розглядати як окре- 

м1 випадки бшьш загального поняття предиката.

3.6. Допка предикатив
Як з елементарних висловлень за допомогою лопчних операцш мож

на утворювати складен! висловлення, так 1, використовуючи просп (еле

ментарш) предикати та лопчш зв’язки (операцй), можна будувати скла- 

деш предикати, або предикатна формулы.

Зазвичай основш лопчш операцп л , V, —,, — ~  означають для преди

ката, що задан! на однш 1 тш самш предметшй обласп М 1 залежать вщ

ТИХ СаМИХ ЗМШНИХ.

Нехай Р(хр х2, х )  [ 0(х,, х2, ..., х )  —  и-мюш предикати на множи-

Н1 М.

Кон’юнкцкю Р(х],х2, ..., хп) л ()(х{,х2, ..., хг)  предиката Р(х1, х„ ..., 

х„) 1 б(х,, х2, ..., хп) називають предикат Л(х,, х2, ..., хп), що набувае зна

чения 1 на тих 1 тшьки тих наборах значень терм1в, на яких обидва пре

дикати Дх,, х2, ..., х )  1 <2(хг х2, ..., хп) набувають значения 1.

Область ютинносп предиката /?(*,, х2, хя) = Р(хг х2, ..., х )  а  

а  <2(хх, х2, х )  зб1гаеться з теоретико-множинним перетином областей 

ютинносп предикат1в Р(хр х2, ..., хп) 1 0(хх, х2, ..., хи).

Диз’юнкцкю Р(х1гх2, . .. ,хп) V ^ (х|,х 2, . . . ,х )  предиката Р(х{, х2, ..., 

х„) 1 в(х,, х2, ..., хп) називають предикат Дх,, х2, хл), що набувае зна

чения 1 на тих 1 тшьки тих наборах значень терм!в, на яких або предикат 

Р(х,, х2, ..., хп), або предикат @(хх, х2, ..., х )  набувае значения 1
Областю ютинносп предиката Т\хх, х,, ..., хп) е об’еднання областей 

ютинносп предиката Р(хг х2, ..., хп) 1 0{ху, х2, ..., хп).

Запереченням —■/,(х1, х2, ..., хп) предиката Р(х{, х,, ..., хп) називають 

предикат5(х,, х2, . хя), що набувае значения 1 на тих 1 лише тих значен

иях терм1в, на яких предикат Р(х{, х2, ..., хп) набувае значения 0.



Областю ютинносп предиката 5(х , х,, хп) = —>Р(х{, х2, ..., хп) е до

повнення (до множини М") обласнктинносп предиката Р(х1г х2, ..., хп).

Аналопчно вводять й шип лопчн1 операцй: —>, ~ тощо. Для кожно! 

з них кнуе певна теоретико-множинна формула, що задае область !С- 
тинносп складеного предиката, 1 операндами яко! е облает! ктиннос- 

Т1 вщповщних преднкапв-аргуменпв. Неважко узагальнити 

означення вс1х уведених операщй для предикапв Р(хг х2, ...,хп) 

1 ^ (у {, у2, ..., у ), що залежать вщ р 1зних змшних 1 мають р 1зну мк- 

шеть.

Знаючи, як виконуються окрем1 операцй', можна утворювати вирази 

або формули, операндами яких е предиката. Наприклад, розглянемо 

формулу Р{х) V (-пР3(х, г) —> Р2(у, х, г)), що задае деякий предикат 

0(х, у, -). Значения предиката () неважко обчислити для будь-якого набо

ру значень його терм1в х,у, г, виходячи 31 значень предикапв Ру, Р2, Р3 на 

цьому набор!.

3.3. Задач! / вправи

1. Побудувати таблицю одномкного предиката:

(а) “кратне 2 1 кратне 3”; (б) “кратне 2 або кратне 3”

на множит натуральних чисел ( 1, 2, ..., 20}.

2. Побудувати таблицю двомюного предиката, заданого нер1вшстю \х+у\> I, 

де числах та у належать предметнШ обласп М = {-2, -1, 0, 1, 2}.

3. Виразити множину ютинносп предиката через множини ютинност! вщпо

вщних елементарних предикапв:

(а) Р(х) -> 0(х);

(б) Р(х) ~ 0(х)\

(в) (Р(х) V -.О(х)) Л К(х) V -,К(х) —> —>Р(х);

(Г) '(Р(х) V 0(Х» ~ (~,Р(х) V -10(х)).

4. Нехай на утверсальшй множит людей предикат Б(а, Ь) означае : “а — 

батько Ь'\ М(о, Ь) означае: “а — мати Ь”, Ч(я) означае: “а — чоловк”. Записати 

через Б, М, Ч такий предикат:

(а) а 1 Ь — брати;

(б) а — неб1ж Ь\

(в) а — дщусь Ь;

(г) о — онук, а Ь — онучка с.

3.7. Квантори

Додатково в лопщ предикапв використовують дв1 спещальш опера

цй, ям називають кванторами. За допомогою цих операщй, по-перше, 

можна перетворювати пропозицшш форми у висловлення, а по-друге, 

теор1я предикапв стае значно гнучюшою, глибшою 1 багатшою, шж тео- 

рш висловлень. Саме тому логшу предикапв шод1 називають теоркю  

квантифжацп.

Найпопуляршшими й найуживашшими виразами в математищ е фра- 

зи або формулювання типу “для вах” та “кнуе”. Вони входять до бшь- 

шосп пром1жних математичних м1ркувань або доведень чи остаточних 

тверджень, висновмв, лем або теорем, наприклад: “Для чах дшсних чи

сел х виконуеться р!вшсть зш2х + со52х = 1”, “Для заданих натуральних а 

1 Ь завжди кнуе натуральне число Л, яке дшить числа а 1 Ь", “Для вах на

туральних п справедливе твердження: якщо п дшиться на 6 1 на 15, то л 

дшиться на 30” —  тощо.

Поняття, що вщповщае словам “для вс!х”, лежить в основ1 означення 

квантора загальносп.

Нехай Р(х) —  предикат на множиш М. Тод1 квантор загальност/

—  це операщя, що ставить у вщповщшсть предикату Р(х) висловлен

ня “для вс1х х з М  Р(х) ктинно”. Для позначення ще'Г операцй' викорис

товують знак V, який 1 називають квантором загальносп. Останне вис

ловлення в математичнш лопщ записують Ух Р(х) (читають: “для ВС1Х 

х Р вщ х”).

1снуе й 1нший квантор, що е в певному розумшш дво'Гстий до кван

тора загальносп 1 називаеться квантором кнування. Позначаеться 

вш знаком 3. Якщо ()(х) —  предикат на множиш М, то висловлення 

“кнуе у множиш М  елемент х такий, що ()(х) ктинно” записують 

у вигляд1 Зх <2(х) (читають: “кнуе такий х, що () вщ х” або “е такий х, 

що <2 В1Д х”).

Походження обраних позначень пояснюеться тим, що символ V —  це 

перевернута велика перша лгтера шмецького слова “а11е” або англшсько- 

го слова “аП”, що перекладаються “ус1”, а символ 3 вщповщае першш ль 

тер1 сл1в “ех15йегеп” (н1м.) або “ех151” (англ.) —  1сну-вати.

Вираз Ух читають також як “ус1 х”, “для кожного х”, “для дов1льного 

х”, “для будь-якого х”, а вираз Зх —  як “деякий х”, “для деякого х”, “знай- 

деться такий х” тощо.



Окр1м уведених символ1чних позначень кванторш, використовують й 

шип позначення. Так, замкть Ух шод1 пишуть У(х), (х) або лх, а замкть 

Зх вщповщно —  3(х), (Ех) або ух.

Приклад 3.4. Розглянемо два бшарш предикати на множиш нату

ральних чисел: предикат “х менше у” 1 предикат “х дшить у”. Перший з 

них запишемо в традищший форм! х < у, а другий —  у вигляд1 х | у. То

ла неважко переконатися, що висловлення Ух 3у (х < у) 1 \/х Зу (х | у) ю- 

тинн1, а висловлення Зу \/х (х < у) \ 3у Ух (х | у) —  хибш. 1стинними е, 

наприклад, висловлення Ух (((2 | х) л (3 | х)) —>(6  | х)), Ух (0 <х2 - х + 1), 

Ух ((х < 1) —> (х < 2)), Зх ((х | 1) л (—.(1 < х))), а висловлення 

Ух ((3 | х) - » (6 | х)), Зх (х2 < 0), Ух (2 | х) хибш.

Важливу роль у лопщ предикапв вщкрае поняття область ди кван

тора, пщ якою розум1тимемо той вираз, до якого вщноситься цей кван

тор. Область дп квантора позначають за допомогою дужок. Шву дужку, 

що вщповщае початку област1 дп, записують безпосередньо шсля кван- 

торноТ змшно! квантора, а вщповщна !й права дужка означае заюнчення 

област1 дп цього квантора. Там, де це не спричиняе невизначеносп, дуж

ки можна випускати й замють Ух (Р(х)) або Зх (Р(х)) писати вщповщно 

Ух Р(х) або Зх Р(х).

Приклад 3.5. В ус1х наведених кванторних виразах область дп 

квантора пщкреслено: Зх ((3 | х) —> (6 | х)), Ух ((х2< 9) —» (х < 3)), 

Зх (3 |х) -> (6 | х), Ух (х2 < 9) -» (х < 3).

Перший 1 третш вирази з останнього прикладу, а також другий 

1 четвертий вщр1зняються не лише областю дп квантора. Вщмшнють М1ж 

ними ктотшша, 1 про це слщ сказати окремо.

Розглянемо на ушверсальнш множин! Я дШсних чисел два вирази 

х2 < 10 та Зх (х2 < 10). Перший з них е предикатом, що залежить 

вщ змшно! х. Замкть х у нього можна пщставляти ргзнг дшсш значения 

й отримувати певш висловлення (ктинш чи хибш). Та сама предметна 

змшна х входить у другий вираз шакше. Якщо замкть не!' пщставити 

будь-яке дШсне значения, дктанемо беззмктовний вираз.

Нехай Р(х) —  деякий предикат на множит М. Перехщ вщ Р(х) до 

Ух Р(х) або Зх Р(х) називаеться зв ’язуванням зм1нно! х. 1нш1 назви —  на- 

вшування квантора на змшну х (або на предикат />(х)), або квантифта-

Ц1Я ЗМ1НН01 X.

Зм1нна х, на яку нав1шено квантор, називаеться зв’язаною, в шшому 

раз1 змшна х називаеться в 'шьною.

Зв’язана змшна, як було продемонстровано вище, вже не е змшною в 

класичному розумшш цього поняття. Вона потр1бна лише для щентифь 

кацп терма, вщ якого залежить вхдповщна пропозиц1йна форма. Вираз 

Ух Р(х) не залежить вщ х 1 при ф1ксованих Р  й М мае певне значения. 

Звщси, зокрема, випливае, що можна здшснювати перейменування 

зв’язано! зм1нно*1 (тобто переходите вщ Ух Р(х) до У I Р(1)) \ воно не 

змнпое значения 1станност1 виразу.

Зауважимо, що розглядувана ситуащя не виняткова й довол1 час

то зустр1чаеться в шших роздшах математики. Наприклад, у виразах 

г ”
\ {(х)с1х, Ит х2 та параметри а, Ь, с, к \ п —  це змшш, замють
а Х_Н ./=*
яких можна пщставляти певш значения, а параметри х 1 у —  зв’язан1 
ЗМ1НШ, пщстановка зам1сть яких будь-яких значень не мае жодного сенсу.

Нав1шувати квантори можна й на багатомюш предикати. Наприклад, 

застосовуючи квантори У 1 3 до змшних х 1 у двомюного предиката 

А(х, у), отримаемо чотири р1зш ОДНОМ1СН1 предикати Ух/1(х, у), Зх А(х, у), 

Уу А(х, у) 1 Зу А(х, у). У перших двох змшна х зв’язана, а змшна у вшь- 

на, а у двох останшх —  навпаки.

Вираз Ух А(х, у) (читаеться “для вс'\хх А вщхтау”) е одномюним пре

дикатом В(у). В1н ютинний для тих 1 тшьки тих Ье М, для яких одном 1с- 

ний предикат А(х, Ь) ютинний для век х з М.

Приклад 3.6. Розглянемо двомкний предикат А(х,у), визначений на 

множин1 М =  {а{, аг, ау а4} за допомогою табл. 3.5.

Таблиця 3.5

х\>> а 1 а 2 а > °4

а, 0 1 1 0

а г 0 1 1 1

а ,
0 0 1 1

°А
0 0 1 0

Таблищ ктинносп для чотирьох вщповщних одномкних предика- 

Т1в, отриманих з А(х, у) нав1шуванням одного квантора, наведено в 

табл. 3.6.



У х  А (х, у ) у Зд: А (х, у ) X У у А ( х , у ) X 3у  А (х, у )

0 а, 0 а , 0 а , 1

О, 0 аг 1 а 1 0 аг 1

а, 1 а , 1 0 а , 1

аА 0 а4 1 аА 0 а4 1

В ус!х чотирьох випадках до вшьно! змшно'!, що залишилася, можна 

застосувати один 13 квантор1в 1, зв’язавши таким чином обидв1 змшш, 

перетворити вщповщш предикати у висловлення.

Для предиката з останнього прикладу отримаемо таю вислов

лення:

Ух (Уу Л(х , у)) = 0, \/у (Ух А(х, у)) = О,

Зх (3у А(х, у)) = 1, 3у (Зх А(х, у)) = 1,

3у (Ух А (х, у)) = 1, Зх (Уу А(х, у)) = О,

Уу (Зх А(х, у)) = 0, Ух (3у А(х, у ))=  1.

Неважко переконатися, що висловлення, яю мктять однаков! кванто

ри, р1вносильн1. Обидва висловлення Ух(Уу А(х,у)) 1 Уу (Ух А(х, у)) ю- 

тинш тод1 й тшьки тод1, коли предикат А(х,у) набувае значения 1 на вс1х 

кортежах значень (а, Ь) з М 2. Висловлення Зх (Зу А(х, у)) \ Зу (Зх А(х, у)) 

ютинш тод) й тшьки тод1, коли кнуе принаймш одна така пара (а, Ь), що 

А(а, Ь) = 1.

Водночас ус1 чотири висловлення з р1знойменними кванторами е, 

взагал1 кажучи, нер1вносильними. Особливо слщ наголосити, що сутте- 

вим е порядок слщування р1знойменних квантор1в.

Висловлення Ух (Зу А(х, у)) 1 Зу (Ух А(х, у)), узагал1 кажучи, нер1вно- 

сильш. Наприклад, у терминах табличного задания предиката А(х, у) 1С- 

тиншсть першого висловлення Ух (Зу А(х, у)) означае, що кожен рядок 

таблиц] ютинност! мктить принаймш одну одиницю. А друге вислов

лення Зу (Ух А(х, у)) ютинне тод1 й лише тод1, коли в таблищ е стовпчик, 

що складаеться тшьки з одинищ.

Неважко поширити вс1 наведет вище м1ркування й висновки на 

предикати бшыно! арность Навпнування одного квантора завжди 

зменшуе число вшьних змшних 1 аршсть предиката на одиницю. За

стосування квантор1в до вс1х змшних предиката перетворюе його 

у висловлення (шод! таку предикатну формулу називають зам

ки енот).

1. Записати символжою лопки предикапв таю твердження:

(а) кнуе таке х, що Р(х) —  хибне;

(б) “кнуе таке х, що Р(х)” —  хибне;

(в) “для кожного х Р(х)” —  хибне;

(г) Р(х) —  хибне для кожного х.

2. Зазначити выьш 1 зв’язаш змшш у даному вираз1. Для кожно! зв’язано! 

змшно! визначити, яким саме квантором И зв’язано:

(а) Р(х) -> У у (0(у) V 3- Р(2) ~ —\Р(у))\

(б) Эх (Р(у) -> Р(х)) А 32 («7) ~ Зу (&у) V 0(х))) л Ух (Р(х) -(Эу (Ху)));

(в) Ух (х2у > 0 —> у > 0);

(г) ̂  > 3 л Ух У у (ху1 > 0);

(д) Ух Уу (х  < у —> Эг (х < : а  :  < у)).

3. У цш вправ1 предметна область —  це множина К дшсних чисел. Визначи

ти, чи е даний вираз висловленням або пропозицшною формою. У першому ви

падку зазначити, ктинним чи хибним е висловлення; у другому нависити кванто

ри так, щоб одержати ктинне висловлення:

(а) Зу (х < у);

(б) Зу Ух (хг = ху);

(в) Ух У у Зг (ху =

(г) Зх Уу 3г (ху = 2);

(д) Зр Ух (х2 + рх + д > 0);

(е) Зу Ух (ху > 0) —> Зг (г2< 0).

4. Нехай предметною областю е множина N натуральних чисел. Проанашзу- 

вати область ди квантор1в 1 знайти значения висловлення:

(а) Ух У у (З2 (г > х л 2 < у) ~ х < у);

(б) Ух Уу Зг ((г > х л I  < у) ~ х < у).

5. Навести приклади тверджень як математичного, так 1 нематематичного 

змюту, в яких е кванторш вирази: “для кожного” й “кнуе”, 1 значения яких зм1- 
нюеться при змии порядку слщування цих вираз1в.

6. Пор1вняти област1 дп* квантора та значения ктинносп вирази» 

Ух (* > 3) -> (2 > 3) 1 Ух ((* > 3) -> (2 > 3)).

3.8. Формули. Р|ВНОСИЛЬН1СТЬ формул.
Тотожно 1СТИНН1 формули

Наведемо шдуктивне означення поняття формули логгки предика- 

пив (предикатно! формули, або просто формули) на предметнш облас- 

Т1 М.



1. Ус! предиката Р(х]У х2, ..., .г ) на множиш М е формулами. 1х нази

вають елементарними, або атомарными

2. Якщо А 1В —  формули, то (-Л), (А л В), (А V В), (А —> В), (А ~ В) —  теж 

формули.
3. Якщо А —  формула, ах  —  вшьна змшна в Л, то (Ух(Л))КЗх (А)) —  

теж формули.

4 .1нших формул, кр1м утворених за правилами 1-3, немае.

Це означення дае змогу твердити, що в а  формули алгебри вислов

лень е формулами лопки предикапв, оскшьки висловлення —  це 

нульмюш предиката. За допомогою означення неважко також пе

реконатися, що вирази (Ух (Зу (А(х, у ) )  —> (В(х) V  (Зг (С(х, г ) ) ) ) )  1 
(Ух (Уу (А(х, у) а  В(х)) -> (Зу (С(х, у)))) е формулами лопки предикапв, 

а (Ух (/((у) —> (Зх (В(х))))) —  не формула, оскшьки у вираз1 
(4 (у) _> (Зх(В(х)))), який е правильною формулою, змшна х 

зв’язаиа, тобто не е вшьною змшною, 1 до не! не можна застосувати кван

тор Ух.
Для зручност1 можна запровадити так1 домовленост! про 

скорочення кшькосн дужок у формулах. По-перше, залишимо вс1 
умови скорочення КШЬКОСТ! дужок, ЯК1 було прийнято в алгебр1 
висловлень, виходячи з прюритету лопчних операщй. По-друге, 

випускатимемо вс1 зовшшш дужки. Вважатимемо, що квантори 

мають бшьший прюритет, шж лопчш операцп. Випускатимемо та

кож дужки, що позначають область дй квантора, якщо остання е 

елементарною формулою. Нарешт1, не писатимемо дужки м1ж 

кванторами, що слщують один за одним. При цьому так1 квантор- 

ш операцй виконуються в порядку, зворотному до !х написания 

(справа нал1во).
Нехай Р(хг х„ ..., х )  —  деяка формула лопки предикапв на множи- 

Н1 М. У ра31 Л0Г1ЧН01 (ЮТИННЮНО!) ШТерпреТаЦЙ формули Р  МОЖЛИВ1 та- 

К1 три основш ситуацЙ.

1. 1снуе наб:р значень змшних, для якого формула Р  набувае значения 

1 або перетворюеться на ютинне висловлення. У цьому раз1 формула Р  

називаеться виконуваною в облает! М.

Якщо для формули Р  юнуе область М, у якш вона виконувана, то фор

мула Г називаеться просто виконуваною.

2. Якщо формула Р  набувае значения 1 (виконувана) для вах  набо

ров значень з облает! М, то вона називаеться тот ож н о  ктинною  

в М. Формула, тотожно ютинна в будь-яких областях А/, називаеться

т от ож н о  ктинною, або логлчно загальнозначущою (скорочено —  

ЛЗЗ).

3. Якщо формула Р  невиконувана в обласп М, то вона називаеться 

т от ож н о хибною в М. Формула, невиконувана в у а х  областях М, нази

ваеться т от ож н о хибною, або суперечнктю.

Приклад 3.7. Формула Зх А(х, у) —> Ух А(х, у) виконувана й тотож

но ютинна в у а х  одноелементних областях М. Формула 

Р(хх, х2, хп) V -1р(х1 ,х 2, ..., хп) тотожно ютинна, а формула

р(х1,х 1...... хп) А —лР(х̂ , хг, ..., X") тотожно хибна. Формули

Ух Р(х) —> Р(у) I Р(у) —> Зх Р(х) е тотожно ютинними.

Формули Р{ 1 Р2 називають ровносильними (еквкалентними), якщо 

при вс1Х можливих подстановках значень замють !х змшних вони набува- 

ють однакових значень; позначають Р { = Р2.

Наприклад, ус! тотожно ютинш (у а  тотожно хибш) формули р1вно- 

СИЛЬШ М1Ж собою. ОчеВИДНО також, ЩО КОЛИ Р [ 1 Г  р1ВНОСИЛЬН1, то фор

мула Р ! ~ Р2 тотожно ютинна, 1 навпаки.

Множина в а х  тотожно ютинних формул лопки предикапв е скла- 

довою в ах  формальних математичних теор1й, тому И дослщження й 

опис —  важлива задача математично! лопки. Значения ще! множини 

пщкреслюе й той факт, що !'й, як було зазначено вище, належать у а  

р1ВНОСИЛЬН1 СП1ВВ1ДНОШеННЯ (ТОТОЖНОСП) ЛОПКИ предикат1в.

Як 1 в лопщ висловлень, постають дв1 проблеми: 1) опис або побудо- 

ва множини в ах  тотожно ютинних формул; 2) перев1рка тотожно! ютин- 

носп  задано! формули лопки предикапв.

Якщо е процедура розв’язання друго! проблеми, то на н основ! 

можна сформулювати такий трив1альний алгоритм, що породжуе т у 

кану МНОЖИНу Т ТОТОЖНО ЮТИННИХ формул. ПОСЛЩОВНО будуеМО ВС1 

формули, кожну з них за в1домою процедурою перев1ряемо на тотож- 

ну ютиннють 1 вносимо до множини Т п , для яких результат перев1р- 

ки позитивний.

Однак на вщмшу В1Д лопки висловлень, де така процедура юнуе та 

зводиться до обчислення значень дано! формули на сюнченшй множиш 

значень й параметров, у лопщ предикапв обласп визначення предмет- 

них 1 предикатних змшних формул, узагал! кажучи, несинченш ^ оч е н 

но чи нав1ть незл!ченш).



Метод обчислення значения формули шляхом пщстановки значень за

мкть змшних 1 послщовного виконання зазначених дш е зручним для 

встановлення виконуваносп задано! формули або доведения неравно

сильно СТ1 певних формул. Для цього достатньо ПЦЦбраТИ одну вщповщ

ну подстановку. Застосовуватн цей метод можна також, коли предметна 

область М  сюнченна. Це пов’язано з тим, що для сюнченно! множини 

М - {ау а2, ..., ап} кванторш формули можна перетворити в ршносильш 

!м звичаши формули лопки висловлень:

У х  Р(х)  =  Р(а]) л  Р(а2) л  ... а  Р(а),

Зх Р(х) = Р(а]) V Р(а2) V ... V Р(ап).

Замшивши вс1 квантори за допомогою наведених сшввщношень, 

можна будь-яку формулу лопки предикатив перетворити в р1вносильну 

пропозицшну форму, або формулу лопки висловлень. 

ктиншсть останньо! на сюнченнш множиш М можна перев1рити за до

помогою сюнченно! юлькосп пщстановок 1 обчислень.

Для доведения ж р1вносильност1 предикатних формул, заданих на 

несмнченни* предметних областях, прямий переб1р непридатний, 

1 доводиться застосовуватн р1зш опосередковаш методи.

Наприклад, вище за допомогою простих м1ркувань було доведено 

р1вносильн1сть формул, що описують переставжсть однойменних кван- 

тор1в у двомкних предикатах, тобто доведено тотожну ктиншсть фор

мул Ух Vу А(х, у) ~ Vу Ух А(х, у) 1 Зх 3у А(х, у) ~ Зу Зх А(х, у).

Аналопчними м1ркуваннями доведемо р1вносильшсть, що опнсуе 

дистрибутившсть квантора Ух щодо кон’юнкцп:

Ух (А(х) а  В(х)) = Ух А (х) а  Ух В(х).

Нехай л1ва частина цього сшввщношення ктинна для деяких преди- 

капв А 1 В. Тод1 для будь-якого а е М  ктинна кон’юнкшя А(а) а  В(а). То

му А(а) 1 В(а) одночасно ктинш для довшьних а, отже формула 

Ух А(х) а  Ух В(х) ктинна. Якщо ж Л1ва частина хибна, то це означае, що 

для деякого а е М х  ибне або А (а), або В (а). Тому хибне або Ух А(х), або 

Ух #(х), а отже, хибною е 1 права частина.

Под1бним методом можна довести дистрибутивн1сть квантора Зх 

щодо диз’юнкцн:

Зх (А (х) V В(х)) = Зх А(х) V Зх В(х).

Водночас аналопчш прост1 м1ркування дозволяють переконатись, що 

квантори Ух 1 Зх, взагал! кажучи, недистрибутивш щодо диз’юнкцп 1 
кон’юнкцп. 1стинн1 лише таю 1мпл1кащ!:

Ух А(х) V Ух В(х) — > Ух (А(х) V В(х)),

Зх (А(х) а  В(х)) —> Эх А(х) а  Зх В(х).

Якщо один 13 предикат1в А (х) або В(х) тотожно 1стинний, то Л1ва 1 
права частини першо! 1мшпкацп водночас 1стинн1. Якщо ж кну- 

ватимуть так1 значения а, ЬеМ , що А(а) 1 В(Ь) хибш, то л1ва частина 

хибна, а права може бути або хибною, або ктинною. Для и ктиннос- 

Т1 достатньо, щоб для кожного а е М  ктинним був принаймш один 13 

предикат1в. Це означае, що знак 1мшпкацп —> не можна зам1нити на 

знак екв1валентност1 ~, отже Л1ва 1 права частини першо! 1мпл1кацп 

нер1вносильш.

Пропонуемо самостийно проанал1зувати другу 1мшпкаццо 1 довести Г! 

1стиннкть.

Доведемо ще одне корисне 1 популярне в лопц1 й математиц1 р1вно- 

сильне сп1ввщношення:

—.(Зх Р(х)) = Ух Ы '(х)).

Нехай для деякого предиката Р \ предметно! област1 М  Л1ва частина 

ктинна. Тод1 не 1снуе ае  М, для якого Р(а) 1стинне. Отже, для ВС1Х а е М  

Р(а) хибне, тобто —>Р{а) 1стинне. Тому права частина 1стинна. Якщо ж Л1- 
ва частина хибна, то 1снуе ЬеМ , для якого Р(Ь) 1стинне, тобто ->Р(Ь) хиб

не. Отже, права частина також хибна.

Аналопчно можна довести р1вносильшсть 

-п(Ух Р(х)) = Зх Ы ’(х)).

Наведемо без доведень ще декшька важливих р1вносильних сп1вв1д- 
ношень. Нехай В —  предикатна формула, що не мктить вшьних вход- 

жень зм1нно! х. Тод1 справджуються таю р1вносильност1:

Ух ( А ( х )  V В) = Ух А ( х )  V В, В —> Ух А (х) = Ух (В —> А ( х ) ) ,

Зх (А (х) V В) - Зх Л (х) V В, В —> Зх А(х) = Зх (5 —> А (х)),

Ух (А (х) а В) = Ух А (х) а  В, Ух А (х) —» В = Зх (А(х) —> В),

Зх (А(х) а  В) - Зх А(х) а  В, Зх А(х) —> В = Ух (А(х) —> В).

Щ  сшввщношення означають, що формулу, яка не мктить вшьних 

входжень х, можна виносити за меж1 област1 дп квантора, що зв’язуе х. 3 

шшого боку, щ сам: р!вносильност1 дають змогу включати або вносити 

вщповщну формулу В до област1 ди квантора за зм11шою х, В1д яко! В не 

залежить.

Можливкть проведения зазначених р1вносильних перетворень для 

предикатних формул дають змогу означити в логод предикатив поняття 

певно! каион'тнсп, або нормальноIформи.

Формула, що мае вигляд 2 |х|(22х2. ..0 пх /', де (){, ()2, ..., ()п —  кванто

ри, а Р  —  формула, яка не м1стить квантор!в \ е областю дп вс1х



п квантор1в, називаеться випередженою (пренексною) нормальною 

формулою, або формулою у випередженш форм!.

Формула у випередженш форм1, р1вносильна формул! Р, називаеться 

випередженою (пренексною) формою  формули Р.

Використовуючи останш ВЮ1М р1вносильних сшввщношень 1 деяк1 
шин, шдукщею за числом лопчних операцй можна довести, що для 

кожно! формули лопки предикапв юнуе Г! випереджена нормальна фор

ма [15; 22; 35].

3.5. Задач/ / в правы

1. Довести, що формула лопки предикапв Ух Зу (Дх) V -пР(у)) лопчно за- 

гальнозначуща. Чи € такою формула Зу Ух (Дх) V -пР(у))'?

2. Довести, що дана формула тотожно 1 стинна:

(а) Зх (Дх) л @(х)) ->(Эх Р(х) л Зх 0(х));

(б) (Ух Р(х) Зх (Дх)) ~ Зх (Дх) -> 0(х)).

3. Довести чи спростувати твердження про те, що запропонована формула 

тотожно ютинна:

(а) Эх Р(х) а  Эх (Дх) -» 0(х)) -* Зх 0(х);

(б) Эх Дх) л Ух (Дх) -> 0(х)) -> Эх 0(х);

(в) Ух Дх) л Зх (Дх) -> <2(х)) -> Зх 0(х);

(г) Ух (Дх) -> (0(х) -> Дх))) -» Ух (Дх) V <2(х) -» Дх)).

4. Довести, що формули А 1 В лопки предикапв равносильна

(а) А = Зх (Дх) V 0(х)), В = Эх Дх) V Эх 0(х);

(б) А = -,(Ух Дх)), В = Эх (-.Дх)).

5. Побудувавши вщповщну 1нтерпретащю (контрприклад), довести, що фор

мули А 1 В лопки предикапв не с р!вносильними:

(а) А = Зх (Дх) л 0(х)), В = Эх Дх) л Эх (3(х);

(б) /1 = Ух (Дх) V 0(х)), В = Ух Р(х) V Ух 0(х);

(в) /4 = Эх Дх) —» Эх (?(х), В = Эх (Дх) —> О(х)).

6. Довести чи спростувати твердження про р1вносильшсть формул А { В ло

пки предикапв:

(а) А = Ух (Дх) -> ((Ах) -> Дх))), В = Ух (0(х) -> (Р(х) -> Дх)));

(б) .4 = Ух (Дх) (&х) -> Дх))), В = Ух (Дх) (Дх) -> «х)));

(в) А = Уу 'Ус (Дх) -> 0(у)). В = Уу (Ух Дх) -> 0(у));

(г) А = Ух (Дх) -» 0(у))> 5 = Ух (Дх)) -> 0(>О;

(д) Л = Эх (Дх) Ш ) .  В = Зх (Дх)) -> СО;).

7. Визначити, як! з тверджень 1-5 лопчно етвалентш:

1) неправильно, що вс1 числа, кратш 4, е точними квадратами;

2) уС1 числа, кратш 4, не с точними квадратами;

3) не вс! числа, кратш 4, е точними квадратами;

4) юнуе число, кратне 4, яке не е точним квадратом;

5) деяи числа, не кратш 4, не е точними квадратами.

У наступних вправах 8-12 перев/рити, чи випливають на баз/ лог1ки преди

катив 13 даних припущень зробленI з них висновки, тобто чи коректт проведет 

мьркування. Якщо мьркування правильне, то побудувати в1дпов1дний дедуктив

ный ланцюжок; якщо ж  проведене м1ркування некоректне, то побудувати в\дпо- 

в1дний контрприклад.

8. 1) Деяк1 вписан! в коло чотирикутники е прямокутниками;

2) кожний прямокутник е паралелограмом.

Отже, деяю вписаш в коло чотирикутники е паралелограмами?

9. 1) Кожне число, кратне 51, кратне 17 1 кратне 3;

2) кожне число кратне 3 тшьки тцщ, коли сума цифр його запису в десятко- 

вш систем! числення кратна 3;

3) сума цифр запису числа 10712 не кратна 3.

Отже,число 10712 не кратне 51?

10. 1) Кожна зл1ченна множина не е скшченною;

2) кожна незл1ченна множина е нескшченною;

3) дана множина А — скшченна;

4) жодна скшченна множина не е нескшченною.

Отже, юнуе множина, яка не е зл1ченною, 1 не е незл1ченною?

11.1) Кожна нескшченна множина р1внопотужна деяюй своШ власшй пщмно- 

жшп;

2) жодна скшченна множина не р1внопотужна жоднш своШ власшй пщмно

жин!.

Отже, жодна скшченна множина не е нескшченною 1 жодна нескшченна мно

жина не е скшченною?

12. 1) Якщо хгось може розв’язати дану задачу, то знайдеться зд1бний студент, 

який зробить це;

2) Петренко — зд!бний студент, але не змю розв’язати цю задачу.

Отже, шхто не здатен розв’язати цю задачу?

13. Провести повне доведения твердження: “Множина вих фрацюнальних чи

сел мае потужшсть не меншу, шж зл1ченна” — з таких посилок:

1) для кожно! несюнченно! множини юнуе н зл1ченна пщмножина;

2) множина вс1х 1ррацюнальних чисел нескшченна;

3) кожна множина мае потужшсть не меншу, шж будь-яка и пщмножина.

14. Показати, що з множини припущень:

1) V — множина вс1х множин;

2) для кожно! множини М юнуе множина Т, потужшсть яко! бшьша, шж по

тужшсть М;



3) якщо М —  пщмножина множини Т, то потужшсть М не бшыпа, шж потуж

шсть Т;

4) кожна множина е пщмножиною V 

можна вивести суперечшсть.

Тим самим показати, що поняття множини вс1х множин у теорп множин Кан

тора е суперечним.

15. Показати, що з посилки: “У М1сп NN цирульник —  це той його мешканець, 

який голить ус1х тих 1 тшьки тих мешканщв м1ста NN. хто не голить себе сам”, —  

лопчно випливае (на баз1 логики предикапв), що в М1сп NN немае жодного цируль

ника (п а р а д о к с  цирульника).

16. Замшити формулу —<(Ух Р(х)) л Зх (^О(х)) р1вносильною формулою ло

пки предикапв, яка була б у випередженш нормальшй формк

3.9. Числення предикатив.
Теория першого порядку

Числення предикапв, тобто формальну теорш предикапв, будують 

за вищенаведеною класичною схемою побудови формальних (матема

тичних) теорш.

1. Алфавит) числення предикапв, тобто множина вихщних символ1в,

складаеться з предметных (шдывгдных) шитых  х,, х2, ...,

предметных (шдивгдных) констант ах, а2, ..., предикатных букв

Р{, Р2,..., Р[, ... I функциональных букв /',/2, ■■■,?[, а також знашв 

лопчних операцш V, л, — квантор1в V, 3 1 роздшових знаюв ( , ) , ,  

(кома).

Верхш шдекси предикатних 1 функцюнальних букв указують на 

число аргументов (аршсть), а нижш використовують для звичайно! нуме- 

рацй букв.

2. Поняття формули означають у два етапи.

Спочатку означають поняття терма.

а) предметш змшш та предменп константи е термами;

б) якщо / "  —  функцюнальна буква, а /2, ..., (п —  терми, то 

/"(/,, /2, ..., Г) — терм;

в) шших термов, крхм утворених за правилами а) 1 б), немае.

Вщтак формулюють означення формулы.

а) якщо Р" —  предикатна буква, а (2, ..., 1п —  терми, то Р"(1Х, <2, ..., >п)

формула, яка називаеться елементарною; ус1 входження предметних 

змшних у формулу Р"(1Х, ..., (п) називають в'тьнымы,

б) якщо Р х, Р2 —  формули, то вирази (-п/г,), (Рх V Р2), ( /г1 Л Р2), 

(Е —» Е2) —  теж формули; ус1 входження змшних, вшьш у Ех I Ег, е вшь- 

ними й в ус!Х чотирьох видах формул;

в) якщо Е(х) —  формула, що мостить вшып входження змшно! х, то 

Ух Е(х) 1 Зх Е(х) —  формули; у цих формулах ус1 входження змшно! х на

зивають зв’язанымы, а входження решти змшних у формулу Е залиша- 

ються вшьними;

г) 1нших формул, кр1М побудованих за правилами а) - в), немае.

Зауваження. Функцюнальш символи 1 терми введено в означення 

для потенцшних потреб р1зномаштних конкретних прикладних чис

лень предикапв. У прикладних численнях предметна область М  е, заз- 

вичай, носкм певно! алгебрично! системи, тому в численш доцшьно 

мати засоби для опису операцш 1 вщношень, заданих на М. Чисте чис

лення предикапв будують для довшьно'! предметно! обласп; структу

ра ще! обласп та зв’язки (вщношення) М1ж и елементами не беруть до 

уваги, тому вводити в ньому функцюнальш букви 1 терми не обов’яз- 

ково.

3. Акаомы числення предикат!в утворюють дв! групи:

а)першу групу складають аксюми довшьного числення висловлень 

(наприклад, можна взяти будь-яку з вищенаведених двох систем А1-/110 
або 51-53). Зазвичай щ аксюми е схемами аксюм;

б) до друга! групи належать так зваш предикати/' аксюми:

Р\. Ух Р(х) -4 Е(у),

Р2. Е(у) -» Зх Е(х).

У  цих аксюмах Е(х) —  будь-яка формула, що мктить вшьш входження 

х, причому жодне з них не лежить в обласп дп квантора за у. Формулу 

Е(у) отримуемо з Е(х) зам!ною вс1х вшьних входжень змшно! х на у. Ос

танш зауваження означають, що формула Е(х) не може мати, наприклад, 

вигляд Зу А(х, у), Vу (А(х) —> ВО’)) тощо.

4. Правыламы выведения у численш предикапв е таю:

а) правило высновку —  те саме, що й у численш висловлень;

б) правило узагальнення (уведення квантора V): з А —» В(х) виво- 

диться А —» \/х В(х)\

в) правило введения квантора 3: 13 В(х) —> А виводиться Эх В(х) —> А.

В обох останшх правилах формула В(х) мктить вшьш входження х, а

формула А !х не мктить.



У нашому численш правила пщстановки немае. Отже, з двох можли

вих метод1в побудови числення обрано метод 31 схемами аксюм. Побу- 

дова числення предикапв з правилом пщстановки можлива, однак вона 

е 1Стотно гром1здкшою через потребу р0зр1зияти при пщстановках вшь- 

ш та зв’язаш входження предметних змшних. Тому частше в лопщ ви

користовують пщхщ 31 схемами аксюм.

Поняття виведення (доведения) формули, теореми, виведення форму

ли з множини гипотез означають у численш предиката так само, як це 

було зроблено в розд. 3.1 для загально! формально!’ теорп. 

Справджуються також теореми, под1бш до теорем 3.5 \ 3.6 числення 

висловлень.

Теорема 3.7. Будь-яка вивщна формула (теорема) числення предика

те тотожно ютинна (лопчно загальнозначуща (ЛЗЗ)).

Цю теорему можна довести аналопчно теорем13.5. Спочатку слщ пе- 

рев!рити, що вс1 аксюми е ЛЗЗ формулами. В1дтак потр1бно довести, що 

вс1 правила виведення зберйають властивють ЛЗЗ.

Теорема 3.8. Будь-яка тотожно ютинна предикатна формула е вивщ

ною (теоремою) у численш предиката.

Доведения ще'1 теореми досить складне, тому тут не наводиться.

3 останшх теорем випливае твердження, под1бне до твердження тео

реми 3.1.

Теорема 3.9. Предикатш формули А 1 В р1вносильш (А = В) тод1 й 

тшьки тод1, коли формула ((А —» В) л (В —> А)) вивщна в численш пре

диката, тобто е ЛЗЗ.

Як 1 рашше, для скорочення виразу ((А —> В) л (В —> А)) вводять опе

рацио ~ 1 записують цей вираз у вишяд1 (А ~ В). Отже, останню теорему 

можна переформулювати так: формули А 1В р1вносильш тод1 й тшьки то- 

д1, коли формула (А ~ В) вивщна в численш предиката.

Оскшьки, як уже було зазначено вище, виявлення р1вносильносп 

формул у лопщ предиката е значно складшшою задачею, шж у лопщ 

висловлень, то важливе значения останнього твердження полягае в тому, 

що цю задачу можна звести до пошуку формального виведення для вщ

повщно'! формули.

Побудоване числення предиката називають численням предикатив 

першого порядку, або теорию першого порядку. У таюй теорй аргумен

тами функцш 1 предиката, а також змшними, зв’язаними кванторами, мо-

жуть бути лише предмета! змшш. У численнях другого та вшцих порядив 

аргументами предиката можуть бути й предиката, а квантори можуть 

зв’язувати й предикатш змшш, тобто допустим!, наприклад, вирази вигля

ду УР(Р(х)). Таю числення застосовують значно рщше, тому в математич- 

юй лопщ !м придшяють менше уваги.

3.6. Задач1 / вправи

1. Довести, що формули лопки предикат! в Х/х (Р(х) —> Р(у))

1 Ух (Р(х)) Р(у) р!ВНОСИЛЬН1 На буДЬ-ЯИЙ ОДНОеЛеМвНТНШ МНОЖИН1 {й}.

2. Довести, що формули з попередньо! вправи нер1вносильш на множиш з 

трьох елеменпв, побудувавши вщповщну 1нтерпретащю.

3. Показати, що одна з формул лопки предикапв А або В лопчно загальноз

начуща (тотожно 1 стинна), а друга —  ш:

(а) А- Ух (Р(х)) -> Р(у), В = Ух (Р(х) Р(у));

(б) А = 3х (Р(х)') -» Р(у), В = Эх (Р(х) -> Р(у)).

4. Довести, що дана формула лопки предикапв е ЛЗЗ:

(а) Ух Р(х) Р(у); (б) Р(у) -> Зх Г(х).

У цих виразах Р(х) —  будь-яка формула, що мютить вшьш входження .г, причо- 

му жодне з них не лежить в обласп дй квантора за у. Формулу Г(у) отримуемо з 

Р(х) заменою всьх вшьних входжень змшно! .V на у.

5. Чи еу В1ЛЫГОЮ ЗМШН0Ю для х у формула

(а) Эу Р(х, у); (в) Р(х) -> У у 0(у);

(б) Уу (Г(х, у)) V Р(х)- (г) 0(у) -4 У_-Р(х, у, г)?

6. Чи е змшна х выьною для у у формул::

(а) 0(х) л Ух (Р(х, у)) V Р(г, х);
(б) 0 (2, у) V Эх Р(х, у, г)?

7. Довести, що коли формула А -> В(х) е ЛЗЗ, то А -> Ух В(х) також ЛЗЗ.

8. Довести, що коли формула В(х) -> А е ЛЗЗ, то 3.x В(х) -> А також ЛЗЗ.

У задачах 7 1 8 формула В(х) мютить вшын входження л, а формула А \\ не

М1СТИТЬ.

9. Навести контрприклади, яи спростовують твердження двох попередшх за

дач, якщо не виконано застережень стосовно характеру входження змшно! х у 
формули А 1 В.

3.10. Застосування лопки предикапв
Числення предикапв, яке не мютить функцюнальних букв 1 предмет

них констант, називаеться чистим. Дос1 мова йшла переважно саме про 

чисте числення предиката. Таю числення мютять тшьки означеш вище 

так зваш логгчт аксюми (або схеми аксюм).



Прикладн/ числення (теорп першого порядку) характеризуються тим, 

що в них до лопчних аксюм додають власш спещальш аксюми, у яких 

означено властивост! конкретних предикатних (1ндивщних) букв 1 пред- 

метних констант 13 певно! предметно! область

Найтипов1ш1 приклади шдивщних предикатних букв —  предикати = 

(р1вност1) 1 < (порядку), а функщональних букв —  знаки арифметичних 

операцш +, х, / тощо й шших популярних математичних функщй. Як 

предметш област1 найчаепше використовують множину N натуральних 

чисел, множину 2  цших чисел, множину К дшсних чисел, булеан (3(А) 

деяко! множини А та ш.

Бшышсть прикладних числень мютить предикат р1вност1 = й аксю

ми, що його означають. Наприклад, аксюмами для р1вносп можуть бути 

таю:

Е\. Ух (х = х),

Е2. Ух Уу ((* = у) -> (у = х)),

Е З .У хУ уУ г  ((х = у) —» ((у = г) -» (х = г))).

Будь-яка теор1я, у яюй Е\, Е2 й ЕЗ е аксюмами або теоремами, нази

ваеться теоркю  (або численням) зркн ктю .

Аналопчно можна ввести три аксюми, що задають бшьш загальний 

предикат —  предикат екв/валентностг Д х, у):

01. Ух Дх, х),

02 .У хУ у(Е (х ,у )->Е (у ,х )),

03. Ух У у Уг ((Дх, у) а  Е(у, г)) -4 Е(х, 2)).
1нше прикладне числення —  теор'ш часткового порядку, яка мк

тить три конкретш аксюми для предиката <:

01 . Ух (х < х),

02. Ух Уу (((х < у) л (у < х)) -> (х = >)),

03. Ух Уу Уг ((х <>>) —> ((у < г) —> (х < г))).

Приеднавши до них аксюму

04. Ух У у ((х < у) V (у < х) V (х = у)), 

дктанемо теоргю лштного (досконалого) порядку.

Ще одна аксюма (аксюма щипьност!)

05. Ух У у ((х < у) —> Зг ((х < г) а  (г < у)))

формал1зуе вщношення л1н1Йного порядку в щшьних множинах, наприк

лад у множиш ращональних або множиш дшсних чисел 

(див. розд. 1.8).

Найбшьш дослщженою на сьогодш формальною теоркю, що вццграе 

визначальну роль для анал1зу проблеми об'рунтування засад математи

ки, е так звана формальна арифметика.

У формальнш арифметищ використовують три функцюнальш букви 

+, х, ' .  С також одна предикатна буква —  символ бшарного предиката 

р1вност1 = й одна предметна константа 0.

Дев’ять схем спещальних аксюм задають основш закони формально! 

арифметики:

А\. ДО) а  Ух (Дх) —> Д х ')) —> У у  Д у) (принцип шдукци), 

А 2 .У хУ у ((х '= у ')-> (х=у )),

АЗ. Ух (—.(х' — 0)),

А4. Ух У у У- ((х =у) -4 ((г = 2 ) -> (у = г))),

А5. Ух Уу ((х =у) —> (х ' = у ')),

А6. Ух (х + 0 = х),

А1. Ух Уу (х +у'=  (х +уУ),

Л8. Ух (х х 0 = 0),

А 9. Ух У у (х х у '=  х х у + х).

Зауважимо, що формальна арифметика припускае так звану стан- 

дартну мтерпретащю, в яюй символ = ототожнюють 31 звичайним 

знаком р1вност1, 0 —  13 числом нуль, + 1 х —  13 традищйними знаками 

арифметичних бшарних операцш додавання 1 множення, а —  з унар

ною операщею “безпосередньо сл1дуе за”. Така 1нтерпретащя в1дпов1дае 

звичн1й змктовн1й арифметиц1. Кожен терм вщповщае якомусь нату

ральному числу, а формула —  твердженню про певну властивкть нату

ральних чисел або числових зм1нних.

Ретельш досл1дження формально! арифметики дали змогу видатному 

австршському математику й лопку Курту Геделю 1 його послщовникам 

отримати в 30-х роках XX  столптя фундаментальш результата в галуз1 
реал1заци задекларовано! на меж1 X IX  та XX  стол1ть 1ншим видатним 

математиком Давидом Гшьбертом програми формального об'рунтування 

математики. Дв1 славетн1 теореми Геделя про неповноту знаменували 

новий етап розвитку математики.

У результат! досл1дження р1зних теор1й математики дшшли висновку, 

що !х об'рунтування можна звести до дослщження систем 

аксюм для елементарно! арифметики, з одного боку, 1 теорп множин —  з 

шшого. Такими дослщженнями з початку X X  столптя займалося багато 

математикш. I лише на початку 30-х роюв К. Гедель опубл1кував досить 

неспод1ваний на той час 1 песим1стичний результат: жодна сюнченна 

система аксюм для елементарно! арифметики не е повною. Точшше, пер

ша теорема Геделя твердить, що будь-яка формальна теор1я Т, що мк-



тить формальну арифметику, неповна, тобто в Т кнуе (1 може бути ефек- 

тивно побудована) така замкнена формула Р, що формула —Р  ктинна, од

нак ш Р, ш —\Р не е в ивщними в Т. Друга теорема Геделя про неповноту 

стверджуе, що для довшьно! несуперечливо! формально! теорп Г, що 

включае формальну арифметику, формула, що описуе несуперечшсть Т, е 

невивщною в Т. (Тут доречно зауважити, що при доведенш першо! з тео

рем К. Гедель використав метод, под1бний до вщомого диагонального ме

тоду Кантора.)

Отже, ш для арифметики та теорп чисел, ш тим бшьше для багат- 

ших математичних теорш не кнуе адекватних формал1зашй. Цей 

досить сумний, але об’ективний факт, однак, не заперечуе та не знещ- 

нюе щеологпо формал13му. Формальний пщхщ залишаеться основним 

конструктивним засобом побудови й дослщження математичних тео

рш. Потенцшна неможливкть адекватно! та повно! формал1зацп тео- 

рп означае, що належить або видшяти лише Т1 фрагмента теорп, яю 

можна формал1зувати, й обмежуватися ними, або ж будувати шшу по- 

тужшшу формальну теорш (на жаль, знову неповну), котра розши- 

рить сферу дп формал13му. Зокрема, використавши метод трансфшгг- 

но! 1ндукци, який не можна формал1зувати у формальнш арнфметищ, 

представник гшьберпвсько! школи Герхард Генцен дов1в несупереч- 

н1сть формально! арифметики й окремих роздшв математичного ана- 

Л13у.

Значения та цшюсть будь-яко! формально! теорп визначаеться вреш- 

п-решт Г! здатнктю описувати певш системи об’екпв 1 взаемозв’язки 

М1ж ними. Тому одне з найперших питань до будь-якого числення таке: 

для опису яких об’екпв придатна ця формальна теория? У зв’язку з цим 

вводять поняття 1нтерпретацп для формально! теорп.

Нехай А = (М, О., л) —  алгебрична система. 1нтерпретащя формаль

но! теорп Т складаеться з множини М 1 вщображення у, що ставить у вщ- 

повщнкть кожнш предикатшй букв1 певне и-м1сне вщношення Л ея  

на множиш М, кожшй функщональнш букв1/' — /7-арну операцш ф е О  

на М, кожной предметн1й констанп —  елемент множини М. Постшш тер

ми числення (як1 не мктять предметних зм1нних) також вщображаються 

в елементи множини М. НосШ М  алгебрично! системи називають облас

тю  штерпретаци , а саму алгебричну систему —  штерпретащею фор

мально! теорп Т.

Наприклад, встановлюючи зв’язок м1ж численням висловлень й ал

геброю висловлень у розд. 3.4, ми, насправд!, здшснили штерпретацио

теор1! ЧВ. Областю 1нтерпретацн М  було обрано множину вах вислов

лень, а символи (букви алфавну) л, V, > було вщображено у вщпо- 

В1ДН1 операцп алгебри висловлень.

У результат! 1нтерпретацп кожна замкнена формула теорп (така, що 

не мктить вшьних змшних) перетворюеться в певне висловлення сто- 

совно об’екпв алгебрично! системи А. Це висловлення може бути або к- 

тинним, або хибним. Вщкрипй формул! (тобто незамкнешй) вщповщае 

деяке вщношення К на М. При пщстановщ замкть вшьних змшних пев

них предметних констант з М  дана формула теж перетворюеться у вис

ловлення про те, що Ц1 елементи множини М перебувають у вщношен-

Н1 К.

Вщкрита формула Р  називаеться виконуваною в данш штерпретаци, 

якщо кнуе такий наб1р предметних констант, подстановка якого у фор

мулу Р  перетворюе Г! на ктинне висловлення.

Формула називаеться ктинною в данш штерпретаци, якщо вона 

виконувана в раз1 пщстановки довшьного набору предметних констант. 

Формула називаеться хибною в данш штерпретаци, якщо вона невико- 

нувана. 1нтерпретащя формально! теорп називаеться правильною, якщо 

вс1 аксюми теорп е ктинними в цш штерпретацп.

Один 13 метод1в установления несуперечност1 теор1! Т —  побудова Г! 

правильно! 1нтерпретащ!. Зокрема, цим методом було доведено несупе- 

речн1сть геометрн Лобачевського в1дносно евкл1дово! геометрн, а питан

ия про несуперечшсть останньо! було зведено до проблеми несупереч- 

ност1 арифметики. Метод 1нтерпретацп дае змогу також розв’язувати 

проблему незалежносн системи акс!ом.

У цьому роздш, присвяченому елементам математнчно! лопки, не

можливо в достатшй М1р1 висвплити Ц1 актуальт й Ц1кав1 проблеми. 

Детальшше та глибше з кторкю та сучасним станом досл1джень у 

галуз1 математнчно! лог1ки й об'рунтуванням засад математики можна 

(1 варто) ознайомитися 31 спец1ально! лператури [7; 15; 17; 22; 35 

та ш.].

Окр1м суто формальних побудов у класичному численн1 предикат1В 

мову так званого вузького числення предикатив використовують для за

пису тверджень (властивостей, аксюм, лем, теорем) й означень у р1зних 

конкретних роздшах математики. Використання символжи лопки преди

капв дае змогу досягти бшьшо! строгосп та формальност1 у викладенш 

математичних результат1В, уникнути неоднозначност1 й багатосл1вност1 

звичайно! мови. Досвщ св1дчить, що засвоення методики символ1чного 

запису сприяе як полегшенню розумшня змкту досить складних матема-



тичних тверджень, так 1 усшшнш побудов! багатоетапних лопчних лан- 

цюжюв для розв’язання конкретних задач.

Наприклад, твердження про те, що довшьне цше число а можна роз- 

дшити з остачею на цше число Ь, яке не дор1внюе нулю, можна записа

ти так:

У(ае 7) У(Ье 7) [(6 Ф 0) —> (3(де 7) 3(ге 2) (а = Ъхд +г) л

((г = 0) V ((0 < /■) А (Г < I Ь I ))))].

Часто, коли предметна область вщома та не змшюеться, зам!сть 

У(ае2) записують просто У а. У наведеному вираз1 вс1 предикатш 

букви для позначення вщношень = , Ф, с , е 1 вс1 знаки арифметичних 

1 лопчних операцш мають звичайний смисл. Записане твердження чи- 

таеться так: “Для цших а та Ь, якщо Ь не дор1внюе нулю, юнують цш  

числа д й г, для яких а = Ьд + г \ г або дор1внюе 0, або г бшьше нуля 

та менше | Ь |” .

Предикатш формули зручно використовувати для запису означень 

р1зних понять. Вище за !х допомогою було означено вщношення (пре

диката) р1вност1, екв1валентност1 та порядку. Под1бним чином можна 

записати, наприклад, означення предиката х \ у  “х дшить у", або “х —  

дшьник у” на множиш цших чисел: Зк (у = кх). Часто таю означення 

записують у вигляд1 х | у = Зк {у = кх). Замкть знака р1вносильноеи =
озн „

пишуть також знак <=>, якии читаеться за означениям .

За допомогою предиката х | у можна природно означити унариий пре

дикат “х —  просте число” (позначимо його через Р(х)):

Р(х) «  Уу ( ( у  | х) - »  ((у =  1 )  V  (у = - 1 )  V 

V (у = X) V (у = -х))) А (х > 1).

Наведемо ще кшька приклад1в означень 13 математичного анал1зу. 

Вщоме означення гранищ числово! послщовносп можна записати 

так:

Шп а. = а О  У(е > 0) 3(ке /V) У(1е N л / > к) (|а —  а\ < е).

Аналопчно можна записати класичнх означення р1зних вар1ант1в по

няття неперервносп дшсно! функци/

1) функщя Дх) неперервна в точц1 а О

У (г > 0) 3(Л > 0) У(хе К) ((|х - а\ < Л) - »(|/(а) -Дх)| < е));

2) функщя Дх) неперервна на штервал/ (а, Ь)

У(се (а, Ь)) У (г > 0) 3(л > 0) У(х е (а, Ь)) ((|х - с| < Г|) -> (1Дс) -Дх)| < е));

• /  / \  ° ЗН3 ) функщя Д х) рхвномгрно неперервна на ш терват  (а , Ь) <=>

У(е > 0) 3(г| > 0) У (се (а, Ь)) У(хе (а, Ь)) ((|х - с\ < Г|) -> (|/(с) -Дх)| < е)).

Означення основних теоретико-множинних операщй 1 вщношення 

включения для множин можна записати так:
ОЗН ОЗН Г»\

хе А и  В <=> (хеА) V (хеВ ), хе А п  В <=> (хе А) л (хе В),

хе А \ В о  (хеА) а  (хе В), А а  В <=$ Ух ((хеА) (хеВ))

тощо.

3.7. Задачг / вправи

1. Записати символшою лопки предикапв твердження (якщо для певного 

предиката немае загальновживаного позначення, то позначити його якоюсь пре

дикатною буквою):

(а) кожне число, кратне 21, кратне 3 17;

(б) ус1 числа, кратш 60, кратш 10 1 кратш 6, але не будь-яке число, кратне 10 

1 кратне 6, кратне 60;

(в) ус1 трансцендентш числа 1ррацюнальш, але не ва 1ррацюнальш числа 

трансцендентш.

2. Використовуючи символ1чну мову лопки предикапв, записати для множи

ни N ус1х натуральних чисел твердження:

(а) про замкнешсть операцп додавання 1 операцп множення;

(б) про незамкнеюсть операщ! вщшмання 1 операцп дшення.

3. Застосовуючи символику лопки предикапв, записати означення

(а) симетрично! разниц! множин А, В;

(б) декартового добутку множин А, В.

4 .  Застосовуючи символшу лопки предикапв, записати факт кнування мно

жини вс1х пщмножин (булеана) для кожно! множини.

5. Нехай А \ В —  непорожш множини. Використовуючи символ1ку лопки 

предикапв, записати означення:

(а) в1дповщност1;

(б) всюди визначено! вщпов1дност1;

(в) функцюнально! вщповщносп;

(г) сюр’ективно! в1дповщност1;

(д) 1Н’еКТИВН01 В1ДПОВЩНОСТ1;

(е) б|СКТИВН01 В1ДПОВЩНОСТ1 

М1Ж А 1 В.



6. Нехай М непорожня множина. Записати лопко-математичною символь 
кою таш означення:

(а) вщношення;

(б) рефлексивного вщношення;

(в) антирефлексивного вщношення;

(г) симетричного вщношення;

(д) антисиметричного вщношення;

(е) транзитивного вщношення 
на множит М.

7. Нехай М частково впорядкована множина. Записати лопко-математич
ною символ1кою означення:

(а) верхньо! граш;

(б) нижньоГ граш;

(в) точно! верхньо! граш;

(г) точно!' нижньоГ гран!;

(д) найбшыиого елемента;

(е) найменшого елемента;

(е) максимального елемента;

(ж) мшшального елемента 

непорожньо! пщмножини А множини М.

8. Виходячи 13 закошв елементарно! математики, визначити, чи е запропо- 

новане твердження ктинним (предметна область — множина ВС1Х дШсних чи
сел):

(а) V* У у  ( ( х = О V у  = 1) —> /=  1);

(б) У р  Зс/ У х (х2 +  р х  +  д >  0);

(в) У х  У у  ( V  = I ( х  = 0 V у  = 1));
(г) Эс/ У р  Ух (х 2 + р х  + д >  0).

9. Ощнити ктиншсть математичного твердження

V* ̂  32 (~Ч* =  У ) -» С* < 2 А Г < у  V у  < 2 А 2 < X ))  

у випадку, коли ушверсальною множиною е множина:

(а) N натуральних чисел; (в) О ращональних чисел;

(б) 2 шлих чисел; (г) К дшсних чисел.

Яку властшисть предметно! обласп виражае це твердження?

10. Записати символ1чною мовою лопки предикапв 13 використанням сим- 

вол1в вщповщних предикапв доведения таких теоретико-множинних р1внос- 
тей:

(а) (А \ В) п  С = (.4 о  С) \ (В п  С);

(б) А \ (В и  С) = (А \ В) о  (А \ С).

11. 1з хибного твердження У  а  У Ь  У х  (а х  = Ьх -» а = Ь) вивести, що 2 X 2 = 5. 
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ТЕОР1Я ГРАФ1В

Роком виникнення теорп грабив одностайно вважають 1736, коли Ле

онард Ейлер опублшував розв’язання так звано!' задач1 про кешгсберзыо 

мости, а також знайшов загальний критерш кнування ейлерового циклу 

в граф1 (див. розд. 4.12).

Отримання далыпих ктотних результапв у цш галуз1 датують сере

диною X IX  столптя. Однак початок проведения активних систематич- 

ннх дослщжень 1 становления теорп граф1в як окремого авторитетного 

роздшу сучасно!' математики вщбулося ще майже 100 роюв по тому, тоб

то в середиш XX стол1ття. Саме з цього часу граф став однкю з найпо- 

ширешших 1 найпопулярнших математичних моделей у багатьох сферах 

науки та техшки. Картинка у вигляд! набору точок на площиш та лшш, 

проведених М1Ж деякими з них, стала зручною 1 наочною формою зоб

раження найр1зномантпших об’екпв, процеав 1 явищ (див. розд. 4.14).

Великою м1рою це пов’язано з виникненням, бурхлнвим розвитком 1 
пошнренням електронних обчнслювальнпх машин 1, як наслщок, знач- 

ним зростанням рол! задач дискретного характеру. Математика вщ "обс- 

луговування” переважно ф1зики переходить до впровадження сво!х ме

тодов у ШШ1 сфери ЛЮДСЬКО! Д1ЯЛЬНОСТ1. Одним 13 потужннх 1НСТрумеНТ1В 

такого проникнення е граф.

1з суто формально!' точки зору граф можна розглядати як один 

13 р1зновид1в алгебрично!' системи (а саме, як модель), а отже, 1 всю тео

рш  графив —  як роздш сучасно!' алгебри. Справд1, результати 

й методи алгебри широко використовують у теори граф1в. Однак 

за останш швстапття активного штенсивного й екстенсивного розвитку 

теорш графив виробила свою достатньо специф1чну власну проблемати

ку 1 методологио. На сьогодш теор1Я граф1в —  одна 31 складових матема-



тичного апарату ибернетики, важливий роздш дискретно'1 математики. 

Тому вона входить до навчальних програм уюверситет1в та шших 

заклад1в освгти як окрема дисциганна, або як роздш курсу “Дискретна 

математика”.

Безумовно, в одному невеликому роздйп неможливо викласти весь 

спектр досягнень сучасноТ теорп граф1в. Нашою метою е ознайомлення 

з основами теори граф1в, деякими класичними проблемами теорп та ме

тодами IX розв’язання. Цей вступний курс мае полегшити зацкавленому 

читачев! подальше знайомство з результатами та р1зномаштними засто- 

суваннями теорп' граф!в за допомогою спещальних монографш 1 шдруч- 

ниюв [12; 16; 21; 23-25; 29; 31; 33 та ш.].

Кр1м традицшних (можна сказати, класичних) роздЫв теори 

граф1в до матер1алу глави включено фрагмент теми (див. розд. 4.7), 

яку вщносять до прикладноТ теорп' алгоритм1в 1 називають “Алго- 

ритми на графах”, або ширше —  “Комбшаторш алгоритми” [16; 

21; 24].
Дещо спрощено вщмшшсть р1зних пщход1в до одше? й тхе'1 само* 

проблеми, пов’язашм з графами, можна продемонструвати на приклад! 

задач1 переварки (зоморфносн двох заданих граф1в. Класична (абстрак

тна) теор1я алгоритм! в констатуе, що ця проблема розв’язна. Класична 

теорк граф1в уточнюе, що для и розв’язання потребно перебрати й пере- 

вхрити не больше шж п\ варIант 1 в (п —  кшьюсть вершин в обох графах). 

Прикладна теорк алгоритма (I зокрема, й роздш пщ назвою “Алгорит

ми на графах”) займаеться конструюванням нетрив1альних процедур, що 

дають змогу визначити, чи 13оморфш задан! графи, 1 в бшыпосп випад- 

к1в зд1Йснити цю перев1рку достатньо ефективно, ютотно скоротивши 

переб1р можливих вар1анпв.

Роздш “Алгоритми на графах” е своерщним мютком мкс класичною 

теор^ею граф1в та прикладною теор1ею алгоритмов 1 програмуванням. 

Цей м1сток 13 кожним роком розширюеться й мщше. Деям автори вже 

сьогодш вщносять роздш “Алгоритми на графах” до загальноТ теорп гра- 

ф1в [16; 21].

4.1. Поняття графа.
Способи задания граф|в

Нехай V —  непорожня скшченна множина, а И2) —  множина век 

двохелементних шдмножин (невпорядкованих пар р!зних елеменпв) 

множини V.

Графом (неоркнтованим графом) С  називаеться пара множин 

( V, Е), де Е —  довшьиа пщмножина множини Уа) (Е с  К|2)); позначаеть- 

ся С  = (У, Е).

Елементи множини У називають вершинами графа О, а елементи 

множини Е —  його ребрами. Вщповщно V називаеться множиною вер

шин 1 Е —  множиною ребер графа О.

Традищйно ребро {у, м>) записують за допомогою кругаих дужок

(у, И>) (1Н0Д1 ПрОСТО VI!').

Граф, який складаеться з одше'Г вершини, називаеться трив'юльним.

Оскшьки для трив1ального графа чи так званих порожнЪс граф1в 

С = (V, 0 )  неважко перев1рити переважну бшышеть властивостей 1 твер

джень, то надал1 не будемо кожен раз, формулюючи та доводячи т! чи ш- 

пп загальш твердження теорп граф1в, спещально обумовлювати, що 

йдеться про нетрив1альн1 графи (при цьому для трив1ального або порож- 

нього граф1в результат може бути дещо шшим).

Нехай задано граф С  = (У, Е). Якщо (у, оу)е Е, то кажуть, що вер

шини у 1 и1 сумгжт, шакше вершини у 1 и’ несум/жт. Якщо 

е = (у, ч>) —  ребро графа, то вершини у 1 и’ називають ктцями ребра 

е. У  цьому раз! кажуть також, що ребро е з ’еднуе вершини у 1 IV. Вер

шину V 1 ребро е називають шцидентними, якщо у —  кшець ребра 

е. Два ребра називають сум '1жними, якщо вони мають епшьну вер

шину.

Генуе кшька способ 1в задания графив.

Один 13 них —  це задати кожну з множин V та Е за допомогою пере- 

лку к  елеменпв.

Приклад 4.1. С, = (К,, Ех), де К, = {у,, у2, у3, у4} й Ех = {(у,, у,), 

(у,, у4), (у2, у3), (у2, у4), (у3, у4)}, —  це граф 13 чотирма вершинами та п’ять- 

ма ребрами, а С 2 = (У2, Е2), де У2 = {у,, у,, у3, у4, у,} 

1 Е2 = {(у,, у2), (у2, у4), (у,, у5), (у,, у2), (у3, у5), (у4, у,), (у,, у4)} —  граф п 

п’ятьма вершинами та с1мома ребрами.

Граф О = (V, Е) зручно зображати за допомогою рисунка на пло

щиш, який називають дгаграмою графа О. Вершинам графа С по

ставлено в б1ективну вщповщшсть точки площини; точки, що вщпо

вщають вершинам у 1 уу, з ’еднують лш1ею (вщр1зком або кривою) то- 

Д1 й тшьки тод1, коли у 1 >1' —  сумксш вершини. Зрозумшо, що 

дкграма графа змшюе свш вигляд залежно вщ вибору вщповщних 

точок на площиш.



Приклад 4.2. На рисунку зображено д1аграми граф1в 1 С, з попе- 

реднього прикладу (рис. 4.1).

Рис. 4.1

Графи можна задавати також за допомогою матриць.

Занумеруемо вс1 вершини графа С  натуральними числами вщ 1 до п. 

Матрицею сум/жностг А графа С  називаеться квадратна п х л-матриця, 

у якш елемент а. /-го рядка та /-го стовпчика дор1внюе 1, якщо вершини 

у та у з номерами / та / сумтжш, 1 дор1внюе 0 в шшому 

разь

Приклад 4.3. Для граф!в О, 1 О, маемо вщповщно

Оо

0 0 1 1
Л2 =

1 1 0  1

1 1 1 0
V V

'О

1

0

1

П

0

1
1

0

Очевидно, що матрищ сум1жност1 граф1в симетричш.

Занумеруемо вс! вершини графа С числами вщ 1 до п, а вс1 його реб

ра —  числами вщ 1 до т. Матрицею тцидентност/ В графа О назива

еться п х т-матриця, у яюй елемент Ъ.. /-го рядка тау'-го стовпчика дор1в- 
нюе 1, якщо вершина V. з номером / щцидентна ребру е з номером у, 1 до- 

ргвнюе 0 в 1ншому раз1.

Приклад 4.4. Для граф!в С, 1 С, маемо таю матрищ шцидентност! 

(ребра граф1в занумеровано в тому порядку, у якому Тх виписано 

у приклад! 4.1):

Нареигп, ще одним способом задания граф1в е списки сум1жност1. 

Кожнш вершиш графа вщповщае свш список. У список, що вщповщае 

вершиш V, послщовно записують ус1 сум!жш Тй вершини.

Приклад 4.5. Для граф1в С, 1 С, маемо таю списки сум1жносп:

О,: С2:

V  уз> у4 у , : у2, у4> у ,

у2: у3> у4 у2: у,, у3, у4

у5: у,, у3, у4.

Виб1р 1 зручшсть того чи шшого способу задания граф1в залежить вщ 

особливостей розв’язуваноТ задача

4.1. Задач! / к правы

1. Нехай задано граф С = (У, Е):

(а) У = {1, 2, 3, 4}, Е = {(1, 3), (2, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 2)};

(б) У = {а, Ь, с, с1, е},Е= {(а, </), (Ь, с), (Ь, е), (с, е), (4, Ь), (с/, е), (е, а)};

(в) V - {1, 2, 3, 4), Е = {(1, 2), (2, 3), (3, 4)};

(г) У= {А, В, С, О}, Е = {(А, В), (А, П), (В, С), (В, О), (С, А), (С, О)}. 

Побудувати Д1аграму, .матрищ сум1жност1 й шцидентносп для кожного 13 цих 

граф1в.

2. Нехай У = {а, Ь, с, 4, е}. Граф С = (У, Е) задано за допомогою матриц! су- 

М1ЖНОСТ1 А:

(а) А =

^0 1 1 0 П '0 1 0 0 I х

1 0 0 1 1 1 0 1 0 0

= 1 0 0 0 1 ; ( )л  = 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0 1

1
<

1 1 0 0
У

1 0 0 1 0
/

"0 0 1 0 Р "0 1 1 0 0 '

0 0 1 0 0 1 0 1 0 0
= 1 1 0 1 1 ; ( )А  = 1 1 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

1
\

0 1 1 0 0
Ч

0 0 0 0
/

( )А  =

Визначити множину ребер Е графа С. Побудувати дхаграму 1 матрицю шциден

тносп.



3. Граф С

1

задано його д1аграмою

2

Визначити множину вершин У\ множину ребер Е, матриц! сум1жност1 й шциден- 

тност1 графа С.

4. Нехай задано матрицю сум1жноси А деякого графа О. Як за допомогою 

матрищ А визначити:

(а) кшьюсть вершин графа С;

(б) кшьюсть ребер графа С;

(в) матрицю 1нцидентност1 графа С?

5. Нехай А —  матриця сум1жност1, а В — матриця шцидентноста графа С. До

вести, що матриця А дор1внюе матрищ В В1, в яюй ус1 д1агональш елементи замь 

нено нулями.

6. Довести, що в довшьному граф! О 13 цпстьма вершинами завжди знайдуть- 

ся три вершини, яю або попарно сум1жш, або попарно несум1жш.

4.2. ГПдграфи. 1зоморф|зм граф|в.
Алгебра граф|в

Граф О, = (У{, Е )  називаеться тдграфом графа С = (У, Е), якщо

Г, с  V \ Е, с  Е.
Важлив1 класи становлять пщграфи, яю можна отримати в результат! 

застосування до заданого графа операцш вилучення вершини або 

вилучення ребра.

Операщя вилучення вершини V з графа О = (У, Е) полягае у вилу- 

ченш з множини У елемента V, а з множини Е —  ус1х ребер, шциден

тних V.

Операщя вилучення ребра е з графа С  = (V, Е) —  це вилучення еле

мента е з множини Е. При цьому вс! вершини збер1гаються.

Графи С?, = (У<г Е{) 1 С2 = (У2, Е,) називаються поморфними, якщо ю- 

нуе таке взаемно однозначне вщображення ср множини вершин У1 на 

множину вершин У2, що ребро (V, и')е Е : тод1 й тшьки тод1, коли ребро 

(ф(у), ф(*у))е Ег Вщображення ф називаеться изоморфным воображен

иям, або поморфпмом, графа С, на граф С 2.

Таким чином, 13оморфш графи вщр^зняються фактично лише щенти- 

фшаторами Именами) своГх вершин. 3 погляду теори граф1в ця вщмш

шсть нектотна, тому зазвичай 13оморфш графи ототожнюють 1, зобража- 

ючи графи у вигляд1 Д1аграм, або зовам не щентифжують IX вершини, 

або нумерують вершини натуральними числами.

1зоморфне вщображення графа С  на себе називаеться автоморфп- 

мом графа С. Автоморф1зм ф графа С = (У, Е), при якому для кожно! вер

шини V е У виконуеться р1вшсть ф(у) = V (тобто ф —  тотожне вщображен

ня), називаеться тривиальным автоморфЬмом.

Приклад 4.6. Пропонуемо переконатися, що вс1 графи, зображеш на 

рис. 4.2, !зоморфн1 М1ж собою, а графи на рис. 4.3 —  не !зоморфш.

Рис. 4.2

Рис. 4.3

Вщношення 130морф13му е вщношенням екв1валентност1 на сукун- 

НОСТ1 Граф1В.

Теорема 4.1. Графи С, 1 С2хзоморфш тод1 й тшьки тод!, коли матри

цю сум1жност! (шцидентност!) одного з цих граф 1в можна одержати



з матриц! сум1жносн (шцидентносп) 1НШОГО графа за допомогою вщпо

вщних перестановок рядк1в \ стовпчиюв.

Доведения. Справдг, як було зазначено вище, 13оморфш графи С ] 1 С2 

вщр!зняються М1ж собою лише порядком нумерацй вершин, тобто кнуе 

бкктивне вщображення <р множини ном ер: в вершин першого графа на 

множину номерш вершин другого. Отже, кожен елемент а .0> матрищ су- 

М1ЖНОСТ1 А] графа С, збиаеться з елементом (тобто елементом,

який стоУть у рядку з номером ф(/) I стовпчику з номером ср(/)) матриц] 

сум!жност1 А, графа С,. Послщовно одночасно мшяючи мкцями (перес- 

тавляючи) рядки 1 стовпчики з номерами / та ф(/) для вс1х / = 1 ,2  
матрицю сум!жност1 Л1 можна перетворити в матрицю сумхжносп Ау \ 

навпаки.

Якщо вщображення ф вщоме, то таке перетворення виконати неважко. 

Коли ж за допомогою матриць сум1Жносп потребно перев]рити, чи 130- 

морфш два задаш графи з п вершинами кожний, треба здШснити 

р)зноман!тн1 одночасш перестановки рядюв 1 стовпчшав одше!' з них. Як

що шсля чертово! перестановки дктанемо матрицю, яка повнютю збка- 

еться з другою, то щ графи 13оморфш. Однак щоб у такий споаб з’ясува

ти, що задан! графи непоморфш, потребно виконати вег п\ перестановок 

рядкш ] СТОВПЧИК1В. Уже для пор]вняно невеликих значень п здшснити та

кий переб1р практично неможливо нав1ть за допомогою обчислювальноУ 

машини. У прикладнш теорп алгоритм1в розроблено р13номаштш алго

ритми перев!рки 13оморф13му граф1в, яю для бшьшоси графив (або окре- 

МИХ IX ТИП1В) дають змогу 1СТ0ТН0 скоротити обсяг потр1бних перев1рок 

[16; 21; 24].

Для матриць шцидентносп граф1в С, 1 С, з п вершинами 1 т  ребрами 

кожний справедлив! аналопчш М1ркування. Вщмшшсть полягае в тому, 

що коли графи С, 1 0 2 130М0рфш, то для множин Ух вершин кнуе бккщя 

ф, а для множин ребер —  шша бккщя \\1 . Загальна ж кшьккть потр1бних 

крок!в для перев1рки 1зоморф13му граф1в С { I С2 в цьому раз1 не переви

щуе п\т\.

Граф С  = (У, Е) називаеться повним, якщо будь-яю дв1 його вершини су- 

М1жш (тобто Е - 1/,2)). Повний фаф з п вершинами позначають Кп.

Будь-яка шдстановка множини вершин повного графа Кп е автомор- 

ф13мом цього графа. Тому кшьккть ус1х можливих автоморф]зм1в графа 

Кп дор1внюе п\.

Для граф]в можна означити операцп об’еднання, перетину та допов

нення.

Об’еднанням графш О, = (К,, Е )  ] С2 = (К,, Е2) називаеться граф 

С = (У, и  У2, Е{ и  Е2); позначаеться С  = С, и  С 2.

Об’еднання С = С, и  С2 називають прямою сумою граф1в С. I С,, як

що Г, п  У2 = 0 .

Перетином 1 розницею граф1в С, = (У, Е{) [ С, = (У, Е2) з однаковими 

множинами вершин називають вщповщно графи С ' - (У, Е^сл Е2) 1 
С "- (У , Е< \ Е2); позначають С /= С, п  0 2 та С "  = С у \ С,.

Доповненням графа С  = ( У, Е) називаеться граф О = (У, У(2>\ Е). От

же, граф О мае ту саму множину вершин У, що й граф С, а вершини гра

фа С сум1жн1 тод1 й лише тод1, коли вони несум1жш в О. Для графа С з 

п вершинами С = К\ С.

Так можна означити алгебру граф1в А = (Г, {и, п, ” }) (типу (2, 2, 1)), 

ноекм яко'1 е множина Г вах графш. кнують й шин операцп для граф!В, 

отже, сигнатуру алгебри А можна розширювати.

Неважко переконатись, що справджуеться таке твердження.

Теорема 4.2. Графи С, 1 С.. 130М0рфш тод1 й тшьки тод1, коли 130МОр- 

фш IX доповнення О , 1 О 2.

Приклад 4.7. Об’еднання та перетин граф1в Н^х Н2 з попереднього 

прикладу зображено на рис. 4.4, а доповнення граф1в С, та Н2 —  на 

рис. 4.5.

Рис. 4.4



Граф С, 13оморфний своему доповненню 6 , називаеться самодопов- 

нювальним.

Наприклад, граф С = (V, Е), в якому У ={а , Ь, с, <1} 

1 Е = {(а, Ь), (Ь, с), (с, с/)}, самодоповнювальний.

4.2. Задач/ I в прав и

1. Накресл1ть Д1аграму повного графа з п вершинами Кп для

(а) п = 2; (б) п = 3; (в) п = 4; (г) п = 5.

2. Скшьки ребер мютить повний граф з п вершинами?

3. Чи 1снуе повний граф, у якого кшькють ребер дор1внюе:

(а) 15; (в) 199...900...О (п дев’яток 1 п нул1в);

(б)18; (г)8к2+2к,к

4. Чому дор1внюе кшькють ребер у граф1 С, якщо граф С мае п вершин 1 к ре

бер?

5. Довести, що для довшьного графа С об’еднання С и  С — повний граф.

6. Нехай графи О, = (V, Е,) \ С2 = (У, Е2) задано за допомогою матриць су- 

М1ЖН0СТ1 А] 1 /12 вщповщно (|Г| = п). Визначити матрицю СУМ1ЖНОСТ1 А для 

графа:

(а) С, и С,; (б )С ,п 0 2; (в)С,\С2; (г)02.

7. Довести, що 13оморфне вщображення ф графа О, = (К,, &’,) на граф 

С, = (К,, Е,) встановлюе певне взаемно однозначне вщображення \|/ множини ре

бер Е1 на множину ребер Ег

8. Довести, що поморфш графи мають однакову кшьмсть вершин 1 однакову 

кшьмсть ребер.

9. Довести, що 13оморф13м е вщношенням екв1валентносгп на сукупносп гра-

ф1В.

10. Довести, ЩО графи 130М0рфн1 ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли 13оморфн1 IX допов

нення.

11. Знайти нетрив1альний самодоповнювальний граф 13 найменшою кшыастю 

вершин.

12. Довести, що кшькють вершин будь-якого самодоповнювального графа до- 

р|внюе 4к чи 4к+ 1, кеЫ.

13. Довести, що довшьний самодоповнювальний граф мютить 

4к2 - к чи 4к1 + к ребер, кеЫ.

14. Побудувати нетрив1альний граф 13 найменшою юльюстю вершин, який не 

мае нетрив1альних автоморф13М1В.

4.3. Графи та бшарш вщношення
М 1Ж множиною вс1х граф1в 13 множиною вершин V та множиною вс1х 

антирефлексивних симетричних бшарних вщношень на У юнуе взаемно 

однозначна вщповщшсть: графу С = (У, Е) вщповщае таке вщношення Я 

на V, що (у , и')е Я тод1 й тшьки тод1, коли (у, и’)е  Е, у, IV е V. Зокрема, по- 

рожньому графу С = (V, 0 )  вщповщае порожне вщношення на У (Я = 0), 

а повному графу —  вщношення (Ух  Г) \ /(„ де /г —  дхагональне (тотож- 

не) вщношення: /к = {(у, у) | у е V}.

Операщям об’еднання, перетину та доповнення граф1в вщповщають 

аналопчш операци для вщношень. Якщо графам С, 1 С, вщповщають 

вщношення Я , 1 Я2, то графам С, и  С2, С, п  С, та О , вщповщають вщно- 

шення Я1п Я 1 та К,\ 1У = (У х  У)\(Я1 и  /у).

Якщо Я —  транзитивне вщношення, то у вщповщному граф1 С  для 

кожно! пари ребер (у, XV), (и', и)е Е юнуе замикальне ребро (у, и)е Е.

4.4. Степеш вершин графа
Степенем 5(у) вершини у називаеться кшькють 1нцидентних ш ребер. 

Вершина степеня 0 називаеться Ьопьованою, а вершина степеня 1 —  кт- 

цевою (або висячою).

КубЫним графом називаеться граф, степеш ВС1Х вершин якого дор1в- 

нюють 3.

Нижченаведеш твердження мютять проел, але важлив1 властивост1 
граф1в.

Теорема 4.3. У будь-якому граф1 С  = (У, Е)

Х « ( у) = 2 | 4  (4-1)
геУ

Справедливють цього твердження випливае з того, що кожне ребро 

графа 1нцидентне двом вершинам, тому воно вносить у суму степешв 

уС1Х вершин Р1ВН0 ДВ1 ОДИНИЦ1.

Теорема 4.4. У будь-якому граф! С = (У, Е) кшьк1сть вершин непар

ного степеня парна.

Доведения. Нехай Уп —  множина вершин парного степеня, а Ун —  

множина вершин непарного степеня графа С. Зрозумшо, що К и  Vп = У 

та Г п  У = 0 ,  тод1п н ’

Х5(у ) = X  а д  + X  5('0 = 2 к + Х  а д  = 2\Е\ ■
у€ V у€Г 1>€У уе У



Отже, сума X  8(у) = 2(\Е\ -к ) —  парне число. Оскшьки кожен 13

доданюв 5(у) Ц1С1 суми —  непарне число, то кшьккть цих доданюв 

парна.

В1ДОМ1 таюштерпретаци наведених теорем. Загальна кшьюсть рукос- 

тискань, яю роблять люди у будь-яюй спшьжт, завжди парна. Кр1м то

го, юльюсть людей шеТ спшьноти, що зробили непарну кшьюсть рукос- 

тискань, завжди е також парною.

Користуючись теоремою 4.3, неважко довести таке твердження.

Лема 4.1. Кшьюсть ребер у повному граф1 Кя з п вершинами дор1в-

нюе п(п - 1)/2 .

Кожна з п вершин повного графа Кп мае степень п - 1. Отже,

Хб(у) = /7(л-1) = 2 | 4
1-6 Г

4.3. Задача / вправи

1. Чому дор1внюе стешнь кожно! вершини в повному граф1 з п верши

нами?

2. Як визначити стешнь певно! вершини графа С за його матрицею сум!жнос- 

Т1 А чи матрицею шцидентносп В1

3. Нехай А — матриця сум1жносп графа С з п вершинами. Довести, що 

/-й д1агональний елемент матрищ А1 дорхвнюе степеню 8(у ) м  вершини графа С,

I — 1, 2, ..., и.

4. Нехай В — матриця шцидентносп графа С з п вершинами. Довести, що /- 

й д1агональний елемент матриц! ВВТ дор!внюс степеню 5(у() м вершини графа С, 

I = 1, 2,..., п.

5. Скшьки вершин мае бути в куб1чному граф1? Скшьки ребер 

у такому граф!?

6. Довести, що доповнення жодного куб|чного графа не е куб1чним 

графом.

7. Довести, що в будь-якому граф! з п вершинами (п > 2) завжди знайдуться 

принайми! дв1 вершини з однаковими степенями.

8. У граф1 з п вершинами тшьки дв! вершини мають однаков! степень Чи мо

жуть обидв1 щ вершини мати стоишь 0 або п - 1?

9. У футбольному туршр1 беруть участь 17 команд. Довести, що 

в будь-який момент е команда, яка 31грала парну кшьюсть матч1в.

10. Довести, що в 1зоморфних граф1в кшьюсть вершин степеня к однакова для 

довшьного к.

4.5. Шлях у граф). Зв'язшсть графив
Маршрутом  (або шляхом) у граф1 С = (V, Е) називаеться послщов

шсть

у„ е,,У2,е2, ... ,е к,Ук+1 (4.2)

вершин V 1 ребер е така, що кожш два сусщш ребра в цш послщовносп 

сум1жш, отже е. = (у, у +,),/ = 1,2, к. Вершина у, називаеться почат

ком, а вершина мк+, —  кшцем шляху. Уашип вершини цього шляху на- 

зиваються промЬкними, або внутрпинши.

Кшьюсть к ребер у маршрут називаеться його довжиною Кажуть, 

що цей маршрут з ’еднуе вершини у, 1 уа + ,, або веде з вершини у, у вер

шину у,+1.

Маршрутом довжини 0 вважають послщовшсть, що складаеться з 

едино'1 вершини.

Маршрут, у якому в а  ребра попарно р1зш, називаеться ланцюгом, а 

той, у якому ва вершини попарно р 1зш, —  простим ланцюгом.

Маршрут (4.2) називаеться замкненим (або цикл1чним), якщо 

у, = Ук+ г Замкнений ланцюг називаеться циклом, а замкнений простий 

ланцюг —  простим циклом.

Лема 4.2. Будь-який маршрут, що веде з вершини у у вершину 

\у (у *  и»), м1стить у соб1 простий ланцюг, шо веде з у в и\

Доведения. Справд1, нехай у, е)г у2, е2, ..., ек, и> —  маршрут М, що ве

де з у в и1 1 такий, що серед його пром1жних вершин е однаков!. Якщо 

у. = у (/ <у), то, викинувши з М  дшянку (циюичний маршрут) вщ у. до У., 

отримаемо маршрут М '—  у, ег у2, е2, ..., у., е , . . . ,  ек, ту, який також ве- 

де з у у ж  Якщо М ' —  не простий ланцюг, то процедуру вилучення його 

внутр1шшх циюнчних дшянок можна повторити. Врепш-решт отримае

мо простий ланцюг, що з’еднуе вершини у I

Граф, у а  ребра якого утворюють простий цикл довжини п, познача

ють Ся. Простий цикл довжини 3 називаеться трикутником.

Граф називаеться зв’язним, якщо будь-яку пару його вершин можна 

з’еднати деяким маршрутом.

Компонентою зв ’язноспй (або зв’язною компонентою) графа О на

зиваеться його зв’язний пщграф, що не е власним пщграфом жодного ш- 

шого зв’язного шдграфа графа С.

Ыдстанню  м1ж вершинами у та и’ зв’язного графа (позначаеться 

<1 (у, н1)) називаеться довжина найкоротшого простого ланцюга, шо з’ед

нуе вершини у 1 и'.



Оскшьки кожна вершина графа С  = (У, Е) з’еднана сама з собою мар

шрутом ДОВЖИНИ О, ТО ДЛЯ ВС1Х У ВИКОНуеТЬСЯ р1ВНЮТЬ с! (у, у) = 0.

Означена функцш вщсташ задовольняе три аксюми метрики, тобто 

для будь-яких вершин у, м\ и е V виконуеться

1) с{ (у, уу) > 0; 7 (у, уу) = 0 ТОД1 й тшьки тоду, коли у = уу;

2) с1 (у, м>) = Л (уу, у);

3) (1 (у, уу) < с! (у, и) + с1 (и, уу).

Справедливкть перших двох аксюм очевидна. Доведемо тре- 

тю аксюму, яка називаеться нер1вн1стю трикутника. Нехай 

у, е{, у„ е7, ..., ек, и —  маршрут 13 у в и, а и, е[, и2, е', ..., е', уу —  маршрут 

з и у уу. Тод1 послщовшсть у, е,, у2, е2, ..., ек, и, е\, и2, е', ..., е', уу —  це 

маршрут, що веде з у у уу 1 мае довжину с/ (у, и) + <1 (и, уу). Зрозумшо, що 

цей маршрут не може бути коротшим вщ найкоротшого маршруту, який 

веде з у у уу, тому с! (у, уу) < с1 (у, и) + с! (и, уу)-

Ексцентриситетом е(у) вершини у зв’язного графа О = (У, Е) нази

ваеться найбшыда з вщстаней М1Ж вершиною у 1 вама шшими вершина

ми графа С, тобто е(у) = тах{с/(у, уу)}.
и’б V

Дьаметром зв’язного графа С  (позначаеться 0(0)) називаеться мак

симальний з ус1х ексцентриситет1в вершин графа О. Мшхмальний з ус1х 

ексцентриситет1в вершин зв’язного графа С  називають його радиусом \ 

позначають Я(С).

Вершину у називають центральною, якщо е(у) = К(0). Центром гра

фа О називаеться множина вах його центральних вершин.

Вершини у 1 уу графа С  називаються зв’язаними, якщо в С  юнуе мар

шрут, що Тх з’еднуе.

Вщношення зв’язаност! 2  рефлексивне, транзитивне та симетричне, 

тобто е вщношенням еквшалентност1 на множиш У. Розглянемо фактор- 

множину У/2={УГ У2, ..., Уг}. ПщграфиС. = (У.,Е),цеЕ. = Егл У\г), еком

понентами зв’язност! графа С. Кр1м того, виконуеться 

С = С, и  С ,и  ... и  С . Цей факт можна сформулювати у вигляд1 такого 

твердження.

Теорема 4.5. Будь-який граф можна однозначно зобразити у вигляду 

прямо'Т суми його компонент зв’язностк

Якщо граф С  зв’язний, то вс1 його вершини попарно зв’язаш, тобто 

У/2 = {V) 1 С  мае едину зв’язну компоненту, яка збпаеться 13 самим гра

фом С.
Теорема 4.6. Для будь-якого графа С  = ( V, Е) вш сам або його допов

нення С е зв’язним графом.

Доведения. Якщо С  —  зв’язний граф, то твердження теореми вико- 

нано.

Нехай С = (У, Е) —  незв’язний граф 1 (7, = (У]г Еу) —  одна з його 

компонент зв’язност!. Розглянемо графи С I О ' = (У', Е '), де 

У '=  У\ У] 1 Е '=  Е \ Е г Для будь-яко'Т пари вершин у е \'\ 1 уу е У 'у  

граф1 С кнуе ребро (у , и’), тому що щ вершини несум1жш у граф1 О. 

Оскшьки для кожно'Т пари вершин ур у2е У графа С, 1 довшьно'Т вер

шини уу е КЧснують ребра (у|Э уу) 1 (у 2, уу), як1 належать множиш ре

бер графа С, то у граф1 О там вершини у 1 у2 зв’язаш. Аналопч- 

но встановлюемо зв’язшсть у граф1 О будь-яко'Т пари вершин уу, 1 
уу2 з множини У'. Отже, ус1 пари вершин графа С  зв’язаш м1ж 

собою.

Насл1док 4 .6 .1 . Якщо С —  незв’язний граф, то граф О зв’язний 

1 0 (0 )  < 2.
Справду, якщо С  —  незв’язний граф, то з доведения теореми випли

вае, що С зв’язний, 1 для будь-яких двох вершин у та уу графа С 

виконуеться або ^  (у, уу)  = 1, або с! (у , уу) = 2.

Доведена теорема дае змогу звести розв’язання деяких важливих 

проблем теорп граф1в до випадку зв’язних граф1в. Зокрема, це стосуеть- 

ся проблеми встановлення 13оморф13му заданих графув 6’ 1 С, (див. тео

рему 4.2).

Теорема 4.7. Нехай О = (У, Е) —  зв’язний граф, а е —  деяке його реб

ро. Розглянемо граф О', отриманий з С  вилученням ребра е.

а). Якщо ребро е належить деякому циклу графа С, то граф С' зв’я

зний.

б). Якщо ребро е не належить жодному циклу графа С, то граф С' 

незв’язний 1 мае р1вно дв1 компонента зв’язностг

Доведения, а). Розглянемо довшьш дв1 вершини у 1 уу графа О'.

Якщо маршрут М, що з’еднуе вершини у та уу у зв’язному граф1 О, не 

мктить ребра е, то вш з’еднуватиме вершини у 1 уу й  у граф! С'. Якщо ж 

ребро е належить маршруту М  \ е =  (г/,, г/,), то маршрут, що веде з у в уу 

у граф1 С', можна побудувати так: беремо маршрут, що веде з у в и1> до- 

даемо до нього ту частину циклу, що мктив ребро е, яка залишилась у 

граф1 С' 1 з’еднуе вершини и] I и,; вщтак завершуемо його маршрутом з 

и2 в уу. Отже, граф С ' зв’язний.

б). Нехай ребро е = (и(, и2) не належить жодному циклу графа С. То- 

Д1 у граф1 С' вершини м, та и2 будуть незв’язаними й належатимуть 

двом р1зним компонентам зв’язност! С, у О, графа С'. Кр1м того, у гра



ф! С' стануть незв’язаними Т1 й тшьки л вершини, яю були з’еднаш у 

граф1 С маршрутом, шо мютив ребро е. Отже, кожна вершина V у О' 

зв’язана або з вершиною и,, або з вершиною тобто V належатиме

або С г або Сг.

Теорема 4.8. Нехай О = (V, Е) —  граф з п вершинами та к компонен

тами зв’язность Тод1 число його ребер т  задовольняе таю нер1вностк 

п - к < т  < (л — к)(п — к + 1)/2 .

Доведения. Нижню оцшку т  > п -  к доведемо шдукщею за юльюстю 

ребер у граф! С.

Якщо т  = 0, то п = к, 1 нер1вшсть виконуеться.

Припуспмо, що для вс1х графив 13 числом ребер т  < I (I > 0) вщпо

вщна нер1вн1сть виконуеться. Розглянемо граф С  з п вершинами 1 
к компонентами зв’язносп, який мктить I + 1 ребро. Вилучимо з гра

фа С  довшьне ребро. Тод1 зпдно з теоремою 4.7 отримаемо граф О з 

п вершинами, I ребрами 1 кшькнлто компонент зв язност1, яка 

дор1внюе к або к + 1. За припущенням шдукци виконуеться або 

( > п - к, або / > п - (к + 1). Для обох випадюв I + 1 > п - к. Отже, ба- 

жана нер1вн1сть для графа С  виконуеться.

Доведемо верхню ощнку. Розглянемо довшьний граф С, що мае 

п вершин, к компонент зв’язносп та максимально можливу кшьюсть 

ребер т. Тод1 ва його зв’язш компонента е повними графами. Нехай 

К й К —  таю дв! компонента зв’язносп графа С, що / > 5 >1. Викона- 

емо таке перетворення графа С: перенесемо одну вершину V з компо

нента К у компоненту Кг тобто вилучимо вершину V з К 1 додамо до 

К, з’еднавши н з ус1ма вершинами Кг Д1станемо граф С  з п вершина

ми, к компонентами зв’язносп та кшькнлто ребер т ' = т -  ($ — 1) +1 - 

= т  + _  у + \)> т. Остання нер1вшсть суперечить припущенню про

максимальшсть числа ребер у граф1 С. Отже, шуканий граф з п верши

нами, к компонентами зв’язносп й найбшыдою юльюстю ребер мае 

таку структуру: к - 1 його компоненти зв’язносп е трив1альними гра

фами, а остання компонента —  повний граф з п - к + 1 вершиною. 

Кшьюсть ребер у такому граф1 дор1внюе (п - к)(п -

- к + 1)/2 (див. лему 4.1).

НаЫдок 4.8.1. Довшьний зв’язний граф з п вершинами мгстить не 

менше шж п - 1 ребро.

Наслгдок 4.8.2. Якщо у граф1 0  з п вершинами кшьюсть ребер бшыпа 

Н1Ж (п -  1)(и - 2)/2, то граф С  зв’язний.

4.4. Задач/ / вправи

1. Спростувати таке твердження: якщо деякий ланцюг, що веде 

з вершини V у вершину и», проходить через вершину и (и # у та и *  ц>), то вш мю

тить простий ланцюг, що веде з V у м/ 1 проходить через и.

2. Довести, що будь-який найкоротший ланцюг, що веде з вершини V у вер
шину м> (у Ф и»), е простим ланцюгом.

3. Довести, що у граф1, степеш вс1Х вершин якого бшыш 1, е цикл.

4. Довести, що у зв’язному граф1 будь-яю два прост! ланцюги 

максимально! довжини мають принаймш одну сгальну вершину. Чи правильно, 
що вони завжди мають сшльне ребро?

5. Довести, що коли у граф) С тшьки дв1 вершини у 1 ™ мають непарш степе- 

ш, тод1 щ вершини зв’язаш у граф1 С.

6. Побудувати граф, центр якого:

(а) складаеться тшьки з одше! вершини;

(б) складаеться тшьки з двох вершин;

(в) складаеться з трьох вершин 1 не зб1гаеться з множиною вах вершин;

(г) збиаегься з множиною вс1х вершин.

7. Довести, що для довшьного графа С виконуються пер1вност1 
Я(б') < 0(0) < 2 К(С).

8. Нехай для Д1аметра зв’язного графа С виконуеться нер1внють 0 ( 0  > 3. До
вести, що граф С е зв’язним 1 О(С) < 3.

9. Довести, що самодоповнювальний граф завжди зв’язний.

10. Довести, що Д1аметр довшьного самодоповнювального графа дор1вню( ябо
2, або 3.

11. Довести, що в 13оморфних граф]в кшьюсть простих циюпв довжини ! пд- 

накова для вс1х /.

12. Знайти по три пари не130М0рфних граф1в О, 1 С2, у яких:

(а) кшыасть вершин степеня к однакова для вс1х к> 0;

(б) кшыасть простих циюпв довжини / однакова для вих /;

(в) виконуються обидв1 умови з пунктов (а) 1 (б).

4 .6 .  П е р е в |р к а  з в 'я з н о с т !  графив
Зв’язн1сть заданого графа О  зручно перев1ряти за допомогою його 

матрищ СуМ1ЖНОСТ1 А.



Теорема 4.9. Нехай А —  матриця сум1жност1 графа О = (V, Е) з 

п вершинами (| У\ = п). Тод1 елемент а^к) /-го рядка тау-го стовпчика мат

рищ Ак дор1внюе кшькоеп шлях1в довжини к, як1 ведуть у граф1 О з вер

шини V. у вершину V .

Доведения проведемо шдукщею за к.

Для к = 1 а (|) = а ,. За означениям матрищ А а.. = 1 тод1 й тшьки тод1, 
коли у граф1 О  е ребро, що веде з вершини V. у вершину V.. Але единий 

можливий шлях довжини 1 з V. у V.—  це ребро (у., у) .  Отже, а *1 дор1внюе

ЮЛЬКОСП ШЛЯХ1В ДОВЖИНИ 1 3 У1.у V .

Припуспмо, що твердження теореми справджуеться для к — т  — 1, 

т > 2. Розглянемо елемент а^т) матрищ А'". Оскшьки А"1 = А’" 'А,

то

/=1 '=1

Розглянемо окремий доданок а /('"~|)а..<|) останньо! суми. За припущен

ням шдукцй а.(т 11 дор1внюе кшькоеп шлях1в довжини т - 1 ,  яю ведуть 

з вершини V. у вершину V; тод1 добуток ай("' ' 'а " ’дор1внюе кшькоеп шля- 

х1в довжини т, що ведуть 13 вершини V. у вершину V. 1 передостанньою 

вершиною яких е у(. Отже, сума таких доданк1в для ВС1Х I вщ 1 до л дае 

шукану кшьюсть шшшв довжини т  13 V. у V.. Теорему доведено.

НаЫдок 4.9.1. Нехай А —  матриця сум1жносп графа О = (У, Е) 

з п вершинами. У граф1 С  вершини V. та V. (/ *у) зв’язаш тод1 й тшьки то- 

до, коли елемент /-го рядка тау-го стовпчика матрищ А + А2 + А + ... + А 

" 1 не дор1внюе нулю.

Це випливае з доведено! теореми та т1е! просто! властивосп, що коли 

у граф1 С  з и вершинами кнуе шлях М1ж вершинами V. 1V. (/ *у), тод1 м1ж 

цим и вершинами обов’язково кнуе шлях довжини не бшьшо! шж п — 1 

(див. лему 4.2).

Кр1М ТОГО, щоб вилучити умову / Ф у ДЛЯ виявлення ЗВ’ЯЗНОСП М1Ж 

будь-якими вершинами графа С, можна використовувати матрицю 

М [п] = I  + А + А2 + А3 + ... + А" ~ де / —  одинична матриця поряд-
п п

ку п (нагадаемо, що будь-яка вершина зв’язана сама з собою шляхом дов

жини 0).

НаЫдок 4.9.2. Граф С  зв’язний тод1 й тшьки тод1, коли в матрищ М(п} 

немае нульових елеменпв.

Граф С* = (У, Е*) називаеться транзитивным замиканням графа 

С = (У, Е), якщо (V, и»)е Е* тод1 й тшьки тод1, коли вершини V 1 н> зв’яза- 

ш у граф1 С.

Отже, транзитивне замикання графа О е повним графом тод1 й тшьки 

тод1, коли граф С  зв’язний.

Якщо графу <3 = (У, Е) вщповщае вщношення Я на У, то графу С* 

вщповщатиме транзитивне замикання Я* вщношення Я.

Побудуемо для графа С* п х  я-матрицю А* за таким правилом: (/,у> 

й елемент матрищ А* доршнюе 1 тод1 й тшьки тод1, коли вщповщний 

елемент матрищ М {"] не дор1внюе 0, ус1шли елементи матрищ А* дор!в- 

нюють 0 .

Матрицю А називають матрицею досяжность графа С  (шпп назви: 

матрищ зв ’язност1, матриця зв ’язку).

Матрицю досяжносп А* можна обчислити й шшим методом.

Позначимо через А0> булеву матрицю, елементи яко! повшстю збна- 

ються з елементами матрищ А, але !х розглядають не як числа 0 1 1, а як 

символи булевого алфавпу 0 11. Уведемо операцш булевого множення 

С л Б  матриць С 1 /3, яю складаються з булевих елеменпв

О Н , так: (/,у')-й елемент матрищ С л О  дор1внюе = V  (сйл </.), де с.(

та сГ —  вщповщш елементи матрищ С  1 Д  а операцп V 1 л —  це опера- 

цй диз’юнкцй та кон’юнкцп (див. розд. 2 .3).

Позначимо через А(т> матрицю А ^л А ^л  ... л А{'] (т  раз1в).

Аналопчно теорем14.9 можна довести таку теорему.

Теорема 4.10. Нехай А(,)—  булева матриця, яка вщповщае матрищ су- 

м1жност1 А графа С  = (У, Е). Елемент Ь<"'} (/ ф у) матриц! А(т> дор1внюе 1 

тод1 й тшьки тод1, коли у граф1 С  1снуе принаймн1 один шлях довжини 

т, що веде з вершини V. у V..

Насмдок 4.10.1. Матрицю досяжност1 А* графа С  з п вершинами 

можна обчислити за формулою А* = V(|) V ^ (|) V Ат  V ... V А("~1] (опера- 

Ц1Я диз’юнкцй виконуеться для матриць поелементно).

НаЫдок 4.10.2. Граф О зв’язний тод! й тшьки тод1, коли вс! елемен

ти його матриц! ДОСЯЖНОСТ1 А* дор1внюють 1.

4.5. Задач! / вправи

1. Користуючись наведеними алгоритмами, з’ясувати, чи е зв’язними графи, 

шдан1 матрицями сум1жност1 в задач! 4.1.2.



2. Нехай А —  матриця сум^жносп графа С. Довести, що:

(а) д̂ агональний елемент а® матрищ Аъ дор1внюе подвоенш кшькосп три- 

кутниюв графа О, яш М1стять вершину з номером /;

(б) сума вс1х д1агональних елемента а.*3) матриц! А3 в цпсть раз1в перевищуе 

к!льк!сть трикутник 1в у граф1 С.

3. Нехай А —  матриця сумхжносй зв’язного графа С. Довести, що вщстань 

(Ну, V.) М1ж вершинами V. 1 V (/ Ф_/) дор1внюе найменшому натуральному чис

лу к, для якого елемент а (к) /-го рядка та у-го стовпчика матрищ Ак вщмшний 

вщ 0.

4.7. Пошук ШДЯХ1В у граф|
Користуючись методами, викладеиими в иопередньому роздш, мож

на ВИЗНаЧИТИ ЗВ’яЗШСТЬ (тобто НЭЯВШСТЬ або ВЩСуТШСТЬ ШЛЯХу) М1Ж 

будь-якими вершинами у. 1 у. заданого графа О = ( V, Е). Однак часто бу- 

вае потрхбно не просто виявити кнування шляху м1ж заданими верши

нами, але й знайти послщовшсть вершин 1 ребер (шлях), що веде з V. у V, 

Кргм того, для рхзних практичних застосувань теорп графш важливою е 

проблема систематичного обходу (перебору) ВС1Х вершин 1/або ребер 

графа.
В 1ДОМ1 два класичш методи розв’язання цих проблем: алгоритми по

шуку (обходу графа) вшир 1 вглиб. Сформулюемо постановку проблеми 

пошуку й обидва методи п розв’язання.

Нехай задано граф С  = (К, Е), Уп с  V—  множину початкових вершин 

1 V с  V —  множину кшцевих (заключних, цшьових) вершин графа С. 

Потр1бно знайти шлях 13 двякоГ вершини V е К в одну з вершин и'е К , 

тобто знайти таку послщовшсть ребер (V., у.и)еЕ , / = 1, 2 ,

/—1, ЩО V, = V 1 У( = М>.

Зокрема, множини початкових або кшцевих вершин можуть мктити 

тшьки по однш вершит. Там вершини природно називати початковою 

та кшцевою вершинами графа С.

Для опису алгоритмш нам знадобляться три списки ребер: В1ДКР, 

ЗАКР 1 РОЗВ. Крхм того, для вершини V е V через 5 (у) будемо познача- 

ти множину век таких вершин У, що у граф1 С  кнуе ребро (у, м>)€ Е. 

Таю вершини ы часто називають синами вершини V, а множину 5 (у) —  

множиною сишв вершини V.

Для зручносн додамо до множини вершин V графа С  “порожню” вер

шину р, а до множини ребер —  “порожш” ребра виду (р, у), де у е Уп. При 

визначенш шляху з К у К “порожш” ребра не враховують.

Оскшьки в запропоновашй нижче форм1 обидва алгоритми пошуку 

В1др1зняються тшьки в ОДН1Й позицп, викладемо Ух одночасно 1 позначи

мо те мкце, яким вони р1зняться М1ж собою.

Алгоритм пошуку вшир (вглиб)

1. Ус1 “порожш” ребра розмктити у списку В1ДКР (у довшьному по

рядку).

2. Якщо В1ДКР = 0 , то РОЗВ = 0  (тобто сформульована задача не 

мае розв’язку) й алгоритм завершуе свою роботу.

3. Закрити перше ребро (у, м>) з В1ДКР, тобто перенести ребро (у, и>) 

31 списку ВЩКР у список ЗАКР.

4. Якщо вершина и> закритого ребра юнцева (м/ е У ), то шуканий спи

сок РОЗВ (тобто шуканий шлях 13 К у К) мктиться серед ребер списку 

ЗАКР, 1 його можна послщовно видшити з цього списку, починаючи з ос

таннього закритого ребра шляху. Зауважимо, що, будуючи шуканий шля- 

х для кожного з ребер (у, м>) списку ЗАКР, слщ вибирати ребро-поперед- 

ника (и, у) так, щоб воно було першим ребром 13 кшцем у в списку ЗАКР. 

Алгоритм завершуе свою роботу.

В шшому випадку (>Уё К) перейти до пункту 5.

5. Визначити 5 (м>) —  множину сшив вершини м> останнього закрито

го ребра, а також множину ребер К (м>) = {(и\ г) | г (>у)}.

Розмктити у списку В1ДКР ус1 ребра з множини Я(м/)\ 

\(В1ДКР и  ЗАКР) теля ВС1Х ребер (перед ус1ма ребрами), що вже мк- 

тяться в цьому списку.

6 . Перейти до пункту 2.

Щ  алгоритми пошуку р13НЯТЬСЯ лише В ПОЗИЦП 5, 1 ВЩМШШСТЬ М1Ж 

ними полягае в тому, що в алгоритм! пошуку вшир потр1бно розм1щува- 

ти вщповщш ребра теля, а в алгоритм! пошуку вшиб —  перед усгма реб

рами, що входять до списку В1ДКР.

Для наведених алгоритмш використовують скорочеш назви АПШ й 

АПГ (вщповщш ашшйсыа назви —  ВРЗ (ЬгеасНЬ йгз! зеагсЬ) 1 БР8 
(с1ер& ЙГ51 зеагсЬ)).

Таким чином, для АПШ список В1ДКР е чергою, тобто такою сукуп- 

шетю елементш, у якШ нов1 елементи розм1щують у кшщ сукупноси, 

а елемент, що “обслуговуеться” (закриваеться), вибирають 13 голови (по

чатку) ще! сукупносп. Водночас для АПГ список В1ДКР е так званим 

стеком, тобто сукупшстю, у яюй елементи, що додаються до сукупнос- 

Т11 елементи, що вщбираються для “обслуговування”, розмгщуються тшь

ки на початку сукупносп —  у верх^вщ стеку (за принципом “останшй 

прийшов —  перший обслуговуеться”).



П рикл ад  4.8. Розглянемо дно алгоритму пошуку вшир для гра

фа, зображеного на рис. 4.6 (табл. 4.1). Вважаемо, що Уп = {3} 1 
К = { 11}.

Рис. 4.6

Таблиця 4.1

Крок В1ДКР ЗАКР IV к м

0 (Р. 3)

1 (3, 2), (3, 4) (Р. 3) 3 (3,2), (3,4)

2 (3, 4), (2, 1), (2, 4), (2, 5), (2, 6) (3,2) 2 (2, 1), (2, 4), (2, 5), (2, 6)

3 (2, 1), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (4, 5), (4, 8) (3,4) 4 (4, 5), (4, 8)

4 (2, 4), (2, 5), (2, б), (4, 5), (4, 8) (2, 1) 1

5 (2, 5), (2, 6), (4, 5), (4, 8) (2,4) 4

6 (2, 6), (4, 5), (4, 8), (5, 8) (2, 5) 5 (5, 8)

7 (4, 5), (4, 8), (5, 8), (б, 7) (2,6) 6 (6,7)

8 (4, 8), (5, 8), (6, 7) (4, 5) 5

9 (5, 8), (6, 7), (8, 7), (8, 9) (4, 8) 8 (8, 7), (8, 9)

10 (6, 7), (8, 7), (8, 9) (5,8) 8

11 (8, 7), (8, 9) (6,7) 7 (7, 12), (7, 11), (7, 9), (7, 10)

12 (8, 9), (7, 12), (7, 11), (7,9), (7, 10) (8, 7) 7

13 (7, 12), (7, 11), (7, 9), (7, 10) (8,9) 9

14 (7, 11), (7, 9), (7, 10), (12, 10), (12, 11) (7, 12) 12 (12, 10), (12, 11)

15 (7, 9), (7, 10), (12, 10), (12, 11) (7, 11) 11

Кожен рядок таблищ описуе результат виконання одного циюйчного 

кроку (позицп 2-6) алгоритму. Оскшьки список ЗАКР на кожному крощ 

поповнюеться тшьки одним ребром, то в таблищ записуемо лише це реб

ро (не повторюючи вс1 елементи, яю ввшшли до складу ЗАКР на попе- 

редшх кроках). Нагадаемо також, що ребра (у, м>) \ (м>, у) збиаються.

Алгоритм завершуе свою роботу на п’ятнадцятому крощ. Анал1зу- 

ючи список ребер ЗАКР вщ його кшця до початку, будуемо список 

РОЗВ, тобто знаходимо шуканий шлях вщ вершини 3 у вершину 11:

3, (3, 2), 2, (2, 6), 6, (6, 7), 7, (7, 11), 11. Довжина цього шляху —  4.

Радимо побудувати аналопчну таблицю для алгоритму пошуку вглиб 

шляху з вершини 3 у вершину 11 1 пор1вняти дно та результата обох ал- 

горитм1в.

4.8. Анад13 I модифшашТ адгоритм1в пошуку

Вщзначимо деяю найважлив1Ш1 характеристики та пор1вняемо алго

ритми пошуку м1ж собою.

1. Обидва алгоритми гарантують знаходження розв’язку, якщо вш к- 

нуе. Це випливае з того, що обидва алгоритми анал1зують ус1 вершини й 

ус1 ребра графа, тому або гарантовано знаходять шуканий шлях, або ви- 

являють, що розв’язку немае.

2. Складнють обох алгоритмш (тобто кшьюсть крокш, яю мае виконати 

кожен алгоритм, щоб знайти розв’язок або виявити, що розв’язку не кнуе) 

не перевищуе величини 0(п + т), де п —  кшьюсть вершин, 

а т  —  кшьюсть ребер графа О.

С правд!, кожне з т  ребер графа анал1зують не бшьше одного разу, а 

кшьккть крокш для визначення множини ребер К(м>) (крок 5 алгоритму) 

мае порядок числа вершин графа.

3. Якщо | К| = 1, то АПШ знаходить шлях мш1мально1 довжини з К у  

Ук. Якщо ж |Кп|>1, то для пошуку найкоротшого шляху 

з V у V потр1бно дещо модифжувати АПШ, а саме —  знайти вс1 шляхи 

з вершин множини К в множину вершин К , пор1вняти гх за довжиною 

й обрати мш1мальний.

4. Розв’язок, який знаходить АПГ, узагал! кажучи, не оптимальний. У 

найг1ршому випадку АПГ може знайти шлях 13 Уп у У довжини п-2, хо- 

ча кнуе шлях довжини 1.

5. АПГ легше запрограмувати з таких причин:

- унаслщок використання стеку;

- завдяки можливост1 запису АПГ у компактней 1 наочн1й рекурсив- 

Н1Й форМ1.

6 . АПГ —  складова частина багатьох важливих алгоритм1в для граф1в 

(побудова юстякового дерева, пошук зв’язних компонент, тополопчне



сортування вершин орграфа, пошук роздшювальних вершин, перев1рка 

планарносп графа тощо [16; 21; 24]).

7. Пам’ять, яку використовуе АПГ, узагал1 кажучи, менша за обсягом, 

шж та, що потребна АПШ.

8 . Анализ людського мислення свщчить, що людиш бшып прита- 

манний АПГ при пошуках розв’язмв р1зних задач або шд час 

проведения дослщжень (пошуки шляху в лаб1ринп, анал13 шахових 

комбшащй, розв’язування лопчних задач, спелеолопчш дослщження 

тощо).

Розглянемо деяк1 важлив1 модифжаци алгоритм1в пошуку.

Дал1 для зручност! вважатимемо, що | К | = 1.

У великих графах (тобто у графах 31 значною кмькктю вершин 1 
ребер) АПГ мае одну 1стотну ваду, яка е наслщком довтьносп розмщен

ня ребер з К(\у) у списку В1ДКР (крок 5). Зробивши на якомусь крощ 

“помилковий” (“неоптимальний”) виб1р продовження шляху, АПГ може 

пройти повз наявний коротший шлях 1 заглибитися в граф у пошуках 

значно довшого й пршого шляху.

Спробою усунути цю ваду е так званий алгоритм обмеженого по

шуку вглиб (АОПГ). У  ньому кожен шлях 13 Vп простежують ушиб до

та, доки його довжина не досягне певного наперед заданого граничного 

значения к. Шсля цього алгоритм не поповнюе список В1ДКР (крок 5), а 

починае дослщжувати шший шлях, повернувшись до останнього розга- 

луження, 1 т. д.

На жаль, ще серйозшшою вадою АОПГ пор1вняно з АПГ е те, що вш 

може не знайти жодного розв’язку, хоча такий розв’язок е. Ця ситуацгя 

може виникнути тод1, коли довжина розв’язку бшыпа вщ к.

Тому застосовують нижченаведену модифшашю, яка називаеться ал

горитмом поступового (прогресивного) заглиблення (АПЗ).

Якщо для заданого к АОПГ не знайшов розв’язку, то значения к збшь- 

шуеться на певну величину I (тобто к := к + /), й АОПГ повторюе свою 

роботу спочатку.

Коли к>  п -  1, де п = |К|, то АПЗ збиаеться з АОПГ й обидва вони 

збнаються з класичним АПГ. Якщо ж А = 1 1 * = 1,то АПЗ збнаеться з 

АПШ.

Таким чином, добираючи значения к 1 I, можна реал1зувати певний 

КОМПрОМ1С М1Ж АПГ 1 АПШ.

Обидва алгоритми можна дуже просто модиф1кувати для того, щоб 

виконати систематичний обхщ ус1х вершин 1/або век ребер графа. Ре

зультатом такого обходу е певна нумеращя (порядок розмщення) вер

шин 1/або ребер.

Цю модиф1кацш одержимо, якщо вилучимо у кроц1 4 перев1рку 

и’ е К (а отже, фактично вилучимо весь крок 4), 1 единою умовою завер

шения алгоритму пошуку залишимо умову кроку 2 (список В1ДКР —  по- 

рожнш).

Вщповщдю (результатом до) такого алгоритму буде або список ребер 

у ЗАКР, 1/або та послщовшсть, у якШ було проанал1зовано вершини на 

крощ 5 (без повторень).

Нареигп, ще одшею щкавою 1 важливою задачею, для розв’язання 

яко! використовують наведен) алгоритми, е задача пошуку шляху най- 

меншо'Г вартост1.
Нехай задано граф С  = (V, Е) \ деяку дойсну функцш/ :  Е -> Я * , де 

К+ —  множина невщ’емних дШсних чисел. Такий граф, кожному ребру 

якого поставлено у вщповщшсть невщ’емне дШсне число, називане вар- 

т к т ю  {вагою, цшою) ребра, називаеться зваженим (позначеним)

графом. Тод1 вартгстю {вагою) шляху М, ребрами якого е
к

еп> еа, ..., е.к, називають величину IV = 1 / ^ ) .

Нехай К с  VI К с  V —  множини початкових 1 К1нцевих вершин зва- 

женого графа 0  = (У,Е). Алгоритми, яи  шукають шляхи найменшо! 

вартост1 з Г у  Г , називаються алгоритмами пошуку найкоротших шля- 

х/в. 1х описано в [16; 21; 24].

4.6. Задач1 / вправи

1. Налисати алгоритм для реал1зацп обмеженого пошуку вшиб (АОПГ).

2. Напиеати алгоритм пошуку в граф1, що реал1зуе метод поступового заглиб

лення (АПЗ).

3. Напиеати модиф1кацп алгоритм1в пошуку (углиб 1 вшир), як1 визначають 

деяке юстякове дерево даного графа (див. роздш 4.9).

4. Напиеати модифжацио алгоритму пошуку вглиб, яка визначае, чи мае за

даний граф цикл.

5. Напиеати алгоритм, який використовуе стратегло пошуку вглиб к

(а) здШснюе систематичний обхщ уск вершин даного графа;

(б) визначае вс1 зв’язш компонента;

(в) визначае зв’язшеть графа;

(г) будуе матрицю досяжност1 графа;

(д) знаходить ус! цикли графа.



6. Напиеати алгоритм, який використовуе стратепю пошуку вшир к

(а) здшенюе систематичний обхщ уах вершин даного графа;

(б) визначае вй зв’язш компонента;

(в) визначае зв’язшеть графа;

(г) будуе матрицю досяжноси графа;

(д) визначае вщеташ м!ж ус1ма парами вершин;

(е) визначае ексцентриситети вс1х вершин;

(е) обчислюе рад1ус 1 Д1аметр графа;

(ж) визначае центр графа.

4.9. Деям важдивя кдаси графвв: 
дерева та двочастков! графи

Граф без циюпв називаеться ацикл'шним, ациюичний зв’язний граф

—  деревом, довшьний ациюичний граф —  тсом.

Зв’язними компонентами лку е дерева, тому кожен лк можна зобра- 

зити у вигляд1 прямо! суми дерев.

Дерева —  це особливий \ дуже важливий клас граф1в, бо, по- 

перше, !х широко застосовують у рхзних галузях науки 1 практики, а, 

по-друге, вони займають особливе положения у самШ теорп графгв. 

Останне випливае з гранично! простота будови дерев. Часто, 

розв’язуючи р1зш задач1 теорп графив, !х дослщження починають 13 

дерев. Зокрема, пор1вняно нескладною е проблема перев1рки 130- 

морфиост1 дерев.

1снують й шли, рхвносильш наведеному, означення дерева, яю можна 

розглядати як характеристичш властивоеп дерева.

Теорема 4.11. Для графа С = (У, Е),\У\ = п, \Е\ = т, таю твердження 

р1вносильш:

1) С  —  дерево (ациюичний зв’язний граф);

2) С  —  зв’язний граф, \т = п-\\

3) С —  ациюичний граф, 1 т  = п - 1;

4) для будь-яких вершин V1 м> графа С кнуе лише один простий лан

цюг, що !х з’еднуе;

5) С  —  такий ациюичний граф, що коли будь-яю його несум1жш вер

шини V IXV з’еднати ребром (у, к), то одержаний граф мктитиме ршно 

один цикл.

Доведения. Для доведения теореми покажемо виконання такого лан- 

цюжка лопчних сл!дувань: 1) => 2), 2) => 3), 3) => 4), 4) => 5) 1 5) => 1).

Оскшьки вщношення логичного сл1дування транзитивне, то звщси вип- 

ливатиме р1вносильнкть ус!х п’яти тверджень.

Для трив1ального графа О (п = 1) справедливкть твердження теоре

ми очевидна, тому вважатимемо, що п > 1 .

1) => 2). Доведемо це твердження методом математично! шдукцп за 

значениям п. Для п = 2 умову 1) задовольняе тшьки один граф К2, вш же 

задовольняе й умову 2).

Припуст1мо, що твердження виконуеться для вс1х дерев 13 юльюстю 

вершин п<1(1>  2). Розглянемо довшьне дерево С = (V, Е),ъ якому I + 1 

вершина. Вилучимо з С  деяке ребро ее Е. За теоремою 4.7, б отримаемо 

граф О', що складаеться з двох ациюичиих зв’язних компонент, тобто з 

двох дерев Г, 1 Т2. Нехай дерево Г, мае вершин 1 т [ ребер, а дерево 

Т2 —  и2 вершин 1 т 2 ребер, «, < I 1 п2 < I. За припу- 

щенням шдукцй-, маемо /и, = п{ - 1 1 т 2 = п2 - 1. Отже, для зв’язного гра

фа С  виконуються таю р 1вноси: т  = т ] + т 2+ 1 = («,- 1) +

+ (л2- 1) + 1 = и, + «2— 1 = (I + 1) - 1 = I.

2) => 3). Доведемо методом В1Д супротивного. Припустимо, що 

у граф1 О  е цикл. Вилучивши в О  довшьне ребро е цього циклу, за тео

ремою 4.7, а дктанемо зв’язний граф С', у якому п - 2 ребра. 

Останне суперечить наслщку 4.8.1. Отже, граф С  ациюичний.

3) => 4). Знову скористаемося методом доведения вщ супротивного.

Прииуспмо, що для графа С  виконуеться умова 3), але граф С  незв’яз

ний 1 мае к компонент зв’язностг Тод1 кожна з цих зв’язних компонент Т. 

ациклична, тобто е деревом. Нехай дерево Т. мае и вершин 1 т. ребер, 

/ = 1, 2 , ..., к. 1з доведеного вище маемо т. =

= п.— 1, / = 1, 2, ..., к. Тод1 п - 1 = т  = т 1 + т 2 + ... + т к= (и - 1) + 

+ (п2- 1) + ... + (пк - 1) = (л, + п2+ ... + пк) - к= п - к.

Отже, к=\,\С —  зв’язний граф.

Вщтак припуст1мо, що граф О  задовольняе умову 3), але мае дв1 вер

шини V 1 XV, яю можна з’еднати двома р1зними простими ланцюгами. Ц,1 
ланцюги утворюють циюнчний маршрут, що веде з V у V й обов’язково 

мктить у соб1 деякий цикл (доведггь це самост1Йно). Останне суперечить 

умов1 3).

4) => 5). Якщо припустити, що у граф| О е цикл, тод1 будь-як] дв1 
вершини цього циклу можна з’еднати М1ж собою принайми! двома 

простими ланцюгами. Отже, О —  ациюичний граф. В1зьмемо будь-яю 

дв1 несум1жш вершини V 1 XV у граф1 С  й додамо до нього ребро (у, XV); 

дктанемо граф О'. У ньому е один цикл 2, який складаеться з просто



го ланцюга, що веде з у у и’ в граф1 О, та доданого ребра (у, ту). При

пуспмо, шо у граф1 С  е ще один цикл 2, (2, Ф 2). Цикли 2, 1 2  мають 

спшьш ребра (в шшому випадку 2, е циклом ациюичного графа С). 

Якщо серед цих ребер немае ребра (у, м>), то знову отримаемо 2, —  

цикл у графг С. Отже, цикли 2 1 2, мають сшльне додане ребро (у, >у). 

Тод1 частина циклу 2, що веде 13 у у м>, разом 13 частиною циклу 2 (, що 

веде з IV у у, утворюе замкнений (циюичний) маршрут, що веде з у у у 

в граф1 С. Зазначеш частини циюпв 2 1 2 Х не збпаються, тому цей цик- 

Л1чний маршрут мктить у соб1 цикл, що суперечить ациюпчност! гра

фа С.
5) => 1). Необхщно довести, що С  —  зв’язний граф. Припуспмо, що 

це не так. ЕНзьмемо дв1 довшьш вершини у 1 з двох р1зних компонент 

зв’язносп графа О  та з’еднаемо Ьс ребром; дктанемо граф С'. Оскшьки 

обидв! компоненти е ациюичними графами, то граф С' також не мкти- 

тиме циюпв. Це суперечить умов1 5).

Теорему 4.11 доведено.

Наслгдок 4.11.1. Для довшьного дерева Т = (У, Е) з п вершинами 

виконуеться Х а д  = 2(л- 1).

Наслгдок 4.11.2. Будь-яке нетрив1альне дерево Т=(У , Е) мае принай

ми! дв1 К1нцев1 вершини.

Припуспмо, що дерево Т мае менше двох кшцевих вершин. Тод1 сте- 

шнь лише однк'1 вершини може доршнювати 1, а степеш век шших 

не мешш 2. Отже, ]Г5(у)>2(л-1) + 1 = 2и-1, що суперечить наслщ-
у€ V

ку 4.11.1.

Наслгдок 4.11.3. Л к  Р, який мае п вершин 1 складаеться з к дерев, мк

тить п — к ребер.

СправД1, якщо дерево Т. лку Р  мае я вершин, то за доведеною теоре

мою воно мктить п. — 1 ребро, / = 1, 2, ..., к. Додаючи юлькосп ребер 

кожного з дерев Т., дктанемо кшьюсть п - к ребер у Р.

Наслгдок 4.11.4. У  граф1 О з п вершинами, який мае бшьше юж п - 1 

ребро, е принаймш один цикл.

Розглянемо довшьний граф С  з п вершинами та юльюстю ребер, яка 

перевищуе п — 1. Припуспмо, що О —  ациюпчний граф. Тод1

О —  лк, що складаеться з к дерев (к > 1). За попередшм наслщком кшь

ккть ребер у такому граф1 дорхвнюе п — к\ тод1 п — к > п -  1, тобто к < 1, 

що неможливо.

Кгстяковим (каркасным) деревом зв’язного графа О = (V, Е) назива

еться дерево Т = (V, Ет) таке, що Егс  Е.

Кгстяковим (каркасным) лком незв’язного графа О = (У, Е) назива

еться сукупшсть юстякових (каркасних) дерев зв’язних компонент гра

фа О.

Наслгдок 4.11.5. Для зв’язного графа О - (У, Е) можна зазначити 

\Е\-\У\ + \ ребро, шсля вилучення яких отримаемо юстякове дерево гра

фа О.

1з теореми 4.7 випливае, що потр1бно послщовно вилучати ребра, 

яю належать циклам [16; 21; 24]. Порядок вилучення нектотний. 

Кшьюсть ребер, що залишаться в юстяковому дерев1 графа С, 
дор1внюе \ У\ - 1; отже, мае бути вилучено |Е| - (|К| - 1) = |Е| - \ У\ + 1 

ребро.

Наслгдок 4.11.6. Нехай граф О  = (У, Е) мае к компонент зв’язносп. 

Для отримання його юстякового лку з графа С  потр1бно вилучити \Е\ - 

\У\ + к ребер.

Для доведения цього твердження потребно застосувати попередшй 

наслщок до кожно'1 компоненти зв’язносп графа О, вщтак пщсумувати 

результата.

Число \Е\-\У\ + к називають цикломатичним числом графа С 1 по

значають у(С).

Пропонуемо самоспйно довести таю прост] властивост1 
цикломатичного числа V(С) графа О.

Лема 4.3. 1. Для довшьного графа С  виконуеться \>(С) > 0.
2. Граф О е лком тод1 й тшьки тод1, коли ч(С) = 0.
3. Граф О  мае р1вно один простий цикл тод1 й тшьки тодх, коли 

у(0 = 1.

4. Кшьюсть циюпв у граф1 О не менша шж V(О).

Алгоритми знаходження юстякових дерев (юстякових Л1С1В) для зада- 

них граф1в можна побудувати на основ1 вищезгаданих алгоритм1в пошу

ку вшир або вглиб [16; 21; 24].

Граф О = (У, Е) називаеться двочастковим, якщо кнуе таке розбит

тя У2} множини його вершин У на дв1 шдмножини (частки), що для 

довшьного ребра (у, н»)е Е або у е У{ 1 м> е У2, або у е У2 й е К,.

Двочастковий граф С  = ( У, Е) називаеться повним двочастковим, як

що для будь-яко! пари вершин його часток у е У11 6 У2 маемо (у, м>)е Е.

Якщо |К,| = т  1 \ У2\ = п, то повний двочастковий граф С  позначають Ктп.



Теорема 4.12 (Кетга). Граф е двочастковим тод1 й тшьки тод1, коли 

вс1 його цикли мають парну довжину.

Доведения. Необх/дшсть. Нехай С  —  двочастковий граф, а 2 —  його 

цикл. Будь-який маршрут у граф1 С, що веде з довшьно! вершини V одш- 

е! частки V у будь-яку вершину тхе! само! частки, завжди мае парну дов

жину, бо вс1 непарш ребра цього маршруту ведуть 13 

частки У  в шшу частку, а вс1 парш ребра, навпаки, повертають маршрут 

у У. Отже, 1 довжина циклу 2  —  парне число.

Д остаттсть . Нехай ус1 цикли графа О мають парну довжину. Роз

глянемо довшьну зв’язну компоненту С' = (У , Е )  графа О. ЕИзьмемо вер

шину V ще! компонента й побудуемо розбиття {У{, У2} множини вершин 

V' на дв! частки таким чином: вщнесемо до У] ус! вершини ч>еУ, для 

яких вщстань с/(у, м') —  парне число, а до У2 —  ус! вершини не У, для 

яких вщстань с1(у, и) —  непарне число.

Доведемо, що жодш дв! вершини з одше! частки несум1жш у 

граф1 С. Припуст1мо, шо V, 1 у2 —  дв1 р13Н1 вершини з ОДШе! час

тки, й 1снуе ребро (у,, У2)е Е '. Тод1 жодна з вершин V, 1 у2 не 361- 

гаеться з V, оскшьки V е У,, а в с 1 вершини, сум1жш з V, належать 

частщ У2.

Позначимо через 1 Ь2 найкоротип просп ланцюги, що ведуть 13 

у вщповщно у V, 1 у2. Довжини цих ланцюпв мають однакову пар

ность, бо, за припущенням, V, [ у2 належать однш частщ. Нехай и —  

остання спшьна вершина 1 12 (починаючи вщ у). Довжини частин 

обох цих ланцюпв, що ведуть з и у у, 1 з и у у2, також матимуть од- 

наков! парность Тод1 маршрут, який складаеться з частки I , ,  що веде 

з и у у(, мктить ребро (у,, у2) й завершуеться часткою Ь2, що веде з у2 

в и (тобто його проходять у зворотному порядку), е циклом, довжина 

якого непарна. Це суперечить умов1. Отже, будь-яка зв’язна компо

нента графа С  е двочастковим графом, а тому й сам граф О дво

частковий.

Насл1док 4.12.1. Граф е двочастковим тод1 й тшьки тод1, коли вш не 

мае простих циюпв непарно! довжини.

Насмдок 4.12.2. Будь-яке дерево —  двочастковий граф.

Нааидок 4.12.3. Простий цикл парно! довжини С2к —  двочастковий 

граф.

4.7. Задач1 / вправи

1. Чи може зв’язний граф з п вершинами та п - 1 ребром мати цикл? Вщпо- 

вщь об'рунтувати.

2. Довести, що кшькють кшцевих вершин у дерев! з п вершинами, серед яких 

немае вершин степеня 2, не менша вщ п/2 + 1.

3. Нехай у граф1 С з п вершинами (п > 3) кшькють кшцевих вершин зб1гасть- 

ся з юльюстю ребер. Довести, що граф С або е незв’язним, або е деревом.

4 . Описати вс! дерева, доповнення яких е також деревами.

5. Описати вс1 дерева, яю е самодоповнювальними графами.

6. Довести, що граф О зв’язний тод1 й тшьки тод1, коли вш мае юстякове де

рево.

7. Довести, що цикломатичне число у(О) довшьного графа О невщ’емне.

8. Нехай у(С) — цикломатичне число графа С. Довести, що:

(а) граф С е люом тод1 й тшьки тод1, коли у(С) = 0;

(б) граф О мае тшьки один простий цикл тод1 й тшьки ТОД1, коли \'(0’) = 1;

(в) юльюсть цикшв у граф! С не менша шж у(О).

9. Сюлыси ребер мютить повний двочастковий граф Кпт1

10. Довести, що будь-яке дерево е двочастковим графом. Яю дерева е повними 

двочастковими графами?

11. Який вигляд мае доповнення графа Кп 1

12. Чи для кожного натурального числа к юнуе повний двочастковий граф, 

юльюсть ребер якого дор1внюе к (к > 2)?

13. Визначити для зв’язного двочасткового графа з п вершинами найменшу 1 
найбшыпу можливу юльюсть ребер.

14. Довести, що граф С з п вершинами не е двочастковим, якщо юльюсть йо

го ребер бшьша вщ л2/4 .

15. Чому дор1внюють Д1аметр ! радиус повного двочасткового графа Кп ?

16. Нехай А -— матриця сум1жност1 графа С. Довести, що граф С двочастковий 

тод1 й тшьки тод1, коли для довшьного непарного числа п ус1 д1агональш елемен

ти матрищ А" дор!внюють 0.

4.10. Пдоск! та планарш графи
Часто не мае особливого значения, як зобразити граф у вигляд! ри

сунка на площиш (д1аграми), бо хзоморфш графи под1бш за своею струк

турою 1 мютять ту саму шформацно. Однак хенують ситуаци, коли пот- 

р1бно, щоб зображення графа на площиш задовольняло певш умови. 

Наприклад, якщо граф е моделлю яко!сь електронно! схеми чи транспор-



тно1 мереж1, де вершини позначають окрем! елементи схеми чи станцп, 

а ребра —  вщповщно електричш провщники або шляхи, то бажано так 

розмктити щ ребра на площиш, щоб уникнути перетинш. Так виникае 

поняття плоского графа.

Граф називаеться плоским, якщо його д1аграму можна зобразити на 

площиш так, що лшп, яю вщповщають ребрам графа, не перетинають

ся (тобто мають спшьш точки тшьки у вершинах графа). Таке зображен- 

ня називаеться плоскою картою  графа.

Граф називають плапарним, якщо вш 13оморфний деякому плоскому 

графу.

Наприклад, граф, зображений на рис. 4.7, а, планарний, бо вш 1зомор- 

фний графу, зображеному поруч (рис. 4.7, б). Простий цикл, дерево 1 
лк —  також планарш графи.

Рис. 4.7

Неважко об грунту вати таю твердження.

Лема 4.4. 1). Будь-який шдграф планарного графа планарний.

2). Граф е планарним тод1 й тшьки тод1, коли кожна його зв’язна ком

понента —  планарний граф.

Про планарш графи кажуть, що вони укладаютъся на площиш, або 

мають тоске укладання.

Жордановою кривою назвемо неперервну лшио на площиш, яка не 

перетинае сама себе.

Гранню плоского графа називаеться множина точок площини, кожну 

пару яких можна з’еднати жордановою кривою, що не перетинае ребер 

графа. Межею грат  вважають замкнений маршрут, що обмежуе цю 

грань.

Як приклад на рис. 4.8 зображено плоский граф 1з п’ятьма гранями.

Отже, плоский граф розбивае всю множину точок площини на 

граш так, що кожна точка належить деякш грань Зазначимо, що 

плоский граф мае одну, до того ж едину, необмежену грань (на 

рис. 4.8 це грань 5). Будемо називати Г! зовншшъою, а вс1 шип гра- 

Ш —  внутр'шн'ши.

Рис. 4.8

Множину граней плоского графа позначатимемо через Р .

Степенем граш г називають довжину цикличного шляху, шо обме

жуе грань г (тобто довжину меж1 граш г); позначаеться Аг.

Для плоского графа на рис. 4 .8  {у3, (у 3, у ,), у ,, (у2, у4), у„, (у4, у3), 

у3} —  ЦИКЛ1ЧНИЙ шлях для граш 1, {у2, (у 2, у 5), у 5, (у 5, у7), у7, (у 7, V,), У„ 

(у5, У8), У8, (у8, У10), У10, (У|0, уб), У6, (V,, у2), у,} —  ЦИКЛ1ЧНИЙ шлях для гра- 

ш 3. Отже, А, = 3 та Д3 = 7.

Лема 4.5. Нехай 0  = (У ,Е ) —  плоский граф. Тод1 Х А '  = 2\Е\.
геР .

Доведения. Справд!, кожне ребро шюского графа або роздшяе дв1 рп- 

ш граш, або лежить усередиш одше! граш. Отже, кожне ребро графа С 

або входить у меж1 тшьки двох граней, або е елементом меж1 лише одш- 

е! гран!, але при цикл1чному обход1 ще! гран1 таке ребро проходять двь 

41. Тому кожне ребро плоского графа вносить у розглядувану суму ДВ1 

одинищ.

Теорема 4.13 (Ейлера). Для будь-якого зв’язного плоского графа 

С  = (Г, Е) виконуеться р1вшсть

\У\-\Е\ + \Р\ = 2. (4 .3 )

Доведения. Нехай <3 = (У ,Е ) —  зв’язний плоский граф з п = |У\ вер

шинами, а Т = (У, Е7) —  деяке його юстякове дерево. Дерево Т мае 

тшьки одну грань (зовншшю). Кшьккть ребер дерева Т дор1внюе 

|Е7\ = | V| - 1. Отже, для кктякового дерева Т формула (4 .3 )  викону

еться.
Вщтак будемо послщовно проводити в дерев1 Т ребра графа О

з множини Е\ЕГ При цьому на кожному крощ ще! процедури кшьккть

вершин | У | залишатиметься незмшною, а кшькхсть ребер 1 граней 

(див. теорему 4 .1 1 ) одночасно збшьшуватимуться на одиницю. Таким



чином, формула Ейлера (4.3) виконуеться шсля кожноТ такоТ операцп, то

му вона справджуеться й для графа С, який отримаемо на завершения 

вае '1 процедури.

Наслгдок 4.13.1. Кшьюсть граней будь-якого плоского укладання 

зв’язного планарного графа з п вершинами й т  ребрами е величиною 

сталою 1 дор1внюе т  — п + 2, тобто |Р | = \Е\ - | У\ + 2.

1накше кажучи, число \Р\ —  це швар1ант для заданого планарного 

графа С, тобто воно не залежить вщ способу укладання його на пло

щиш.

Наслгдок 4.13.2. Для довшьного зв’язного планарного графа

О = (К, Е) з не менше шж трьома вершинами виконуеться нер1внють

|Е|<3|Н|-6.

Оскшьки у граф1 О немае петель 1 кратних ребер, то стешнь Дг 

будь-яко1 граш не менша 3, тобто ^ А г ^  3|.Р|.

Звщси, враховуючи стввщношення з леми 4.5 1 попереднього наслщ- 

ку, маемо ^ А г = 2|Е|>3(|Е|-|К| + 2)та, нарешп, |Е| < 3\У\-6.
геР

Наслгдок 4.13.3. У будь-якому планарному граф1 е принаймш одна 

вершина, стешнь якоТ не перевищуе 5.

Справд1, якщо припустити, що степеш вс1х вершин планарного 

графа С  = (У, Е) бшыш, шж 5, то дктанемо нер1вшсть

2\Е\ = ^ 8(у) > б|К|,яка суперечить попередньому наслщку.

Формулу Ейлера можна узагальнити.

Наслгдок 4.13.4. Для довшьного плоского графа С = (У, Е) з к компо

нентами ЗВ’ЯЗНОСП ВИКОНуеТЬСЯ р1ВНЮТЬ

\У\-\Е\ + \Р\ = к+1. (4.4)

Для доведения узагальнено! формули Ейлера можна побудувати юс- 

тяковий лю Р  графа С й переконатись у тому, що наведена р1внють для Р  

виконуеться (див. наслщок 4.11.3), вщтак повторити М1ркування теоре

ми 4.13.

Цей наслщок можна довести й шшим методом.

Якщо У., Е та Р. — вщповщно множини верпшн, ребер 1 граней м  зв’яз- 

ноТ компонента графа С, то \Р. | = |Е ) — |К. | + 2. Р1зн! компоненти не ма

ють спшьних внутршюх фаней, а зовшшня фань для ВС1Х компонент 

едина, 1К рахують один раз для кожжп з них. Тому загальна юльюсть ф а 

ней фафа С  дор1внюватиме

И  = Е И | - ( * - 1) = 1 (К | - И 1 + 2 )- (А -1) = Х|Е,.|-ХИ| + 2Л-(А-1) =
/=1 /=] /=I /=1

= \Е\-\У\ + к + \.

Звщси дютанемо формулу (4.4).

Наслгдок 4.13.5. Кшьюсть внутришйх фаней довшьного плоского 

фафа С  дор1внюе цикломатичному числу V(С) графа С.

Щоб переконатись у справедливое™ цього твердження, потр1бно по- 

р 1вняти означення цикломатичного числа \'(6Т) (див. розд. 4.9) та узагаль- 

нену формулу Ейлера (4.4), узявши до уваги, що кшьюсть внутршшх 

фаней дор1внюе \Р \ - 1.

Наслгдок 4.13.6. Графи С  [ С не можуть бути одночасно планарними, 

якщо кшьюсть вершин у них не менша 11.

Справедливость твердження випливае з того, що нер1внють 1з наслщ- 

ку 4.13.2 не може одночасно виконуватися для граф1в С  та О з юльюстю 

вершин | У\ > 11.

Максимальним планарным графом називаеться планарний граф, який 

при додаванш до нього будь-якого ребра перестае бути планарним.

Плоский зв’язний фаф, кожну фань якого (включаючи й зовшшню) 

обмежено фикутником, називаеться тр'гангуляцгао

Можна довести, що фаф  е максимальним плоским графом тод! й 

ТШЬКИ ТОД1, КОЛИ В1Н-ф 1ангуляц1я.
У дослщжешп плоских граф1в особливе мюце займають графи 1 

К}3, зображеш на рис. 4.9.

Рис. 4.9

Теорема 4.14. Графи К5 1 не е планарними.

Доведения. Доведемо, що граф К5 непланарний. Припуст1мо супро- 

тивне, тобто що К5 = (У, Е) —  планарний граф. Тод1 з наслщку 4.13.2



випливае, що \Е\<Ъ\У\- 6 . Однак, для графа \Е\ = 10 1 \У\ = 5, тобто 

повинно виконуватись 10 < 3 • 5 - 6 = 9, що неможливо. Отже, припущен

ня про те, що К5 —  планарний граф, неправильне.

Аналопчно, методом вщ супротивного доведемо, що граф К3} непла- 

нарний. У граф1 А',, жодш три вершини не е вершинами трикутника. От

же, Дг > 4 для вс1х фаней г в Р. Припускаючи, що граф К3 3 планарний, п 
наслщку 4.13.1 отримаемо I/*! = |Е| - |К| + 2 = 9 -  6 + 2 = 5. 

Тод1 2 \Е\ = Х Лг > 4 |Р | = 4  5 =20 , тобто \Е\ > 10, що неправильно
ге1‘

для графа 3.

Теорему доведено.

Значения графив К, 1 К, , полягае в т1м, що вони е “единими” ктотно 

непланарними графами. УЫ шип непланарш графи мктять у соб1 шдгра- 

фи, “шотбш” до К5 або к гу Характер ще! под1бност! розкриваеться за 

допомогою таких понять.

Нехай е = (у, и1) —  ребро графа С, а и —  не е вершиною О. Вилучи

мо ребро е з графа С 1 додамо до нього нов1 ребра = (у, и) 1 е2 = (м>, и). 

Цю операцш називатимемо тдрозбиттям ребра е.

Графи називаються гомеоморфними, якщо !х можна отримати 

з одного графа за допомогою послщовного пщрозбиття його ребер.

Приклад 4.9. На рис. 4.10 зображено два гомеоморфш графи О та

С ’.

О О’

Рис. 4.10

Якщо граф С  планарний, то будь-який граф, гомеоморфний С, також 

планарний.

Наведемо без доведения важливу теорему теорп граф1в [21, 33]. 

Теорема 4.15 (Куратовського). Граф С  планарний тод! й тшьки тод1, 
коли вш не мктить тдграф1в, гомеоморфних /С, або К}Г

У теорп графив кнують й шпп критерй планарность Наведемо ще 

один з них.

Елементарним стягуванням графа С  = (К, Е) називаеться вилучен

ня в ньому якогось ребра (у , у ) е Е та злиття вершин у 1 V. в одну верши

ну у, причому у шцидентна вс1м тим вщмшним вщ (у., у.) ребрам графа 

С, яю були шцидентш або вершиш V, або вершиш у .

Кажуть, що фаф  О стягуеться до фафа С', якщо С" можна офима- 

ти з О  за допомогою послщовносп елементарних стягувань.

Приклад 4.10. Граф О  з рис. 4.10 стягуеться до фафа О', зображе- 

ного поруч.

Виходячи з теорем 4.14 1 4.15, неважко обгрунтувати таке тверджен

ня: граф планарний тод/ й тшьки тод 1, коли вш не мгстить тдграфгв, 

що стягуютъся до К5 або Къ 3.

Наведеш критерй' було покладено в основу перших алгоритм1в пере- 

в1рки планарносп фафш. Однак час роботи таких алгоршшв пропор- 

1т1йштй | V |6. Згодом було створено значно швидпп алгоритми, що 

здШснювали переварку планарност1 ф аф а С  = (У ,Е ) за час 

0(| V |) [24]. У  монограф1ях [21; 24] описано також процедури, яю для 

планарних ф аф 1в знаходять плосю укладання.

4.8. ЗадачI / вправи

1. Довести, що будь-який пщграф планарного графа планарний.

2. Скшьком граням може належати вершина степеня к плоского графа?

3. Довести, що будь-яке дерево е планарним графом. Сюльки граней мае де

рево?

4 . Чому дор1внюе степшь едино! граш дерева з п вершинами?

5. Знайти зв’язний плоский граф з п вершинами 1 т ребрами, для якого 

т >  Зп — 6.

6. Чи 1снуе планарний граф, який мае:

(а) 7 вершин 1 16 ребер;

(б) 8 вершин 1 18 ребер?

7. Чи кнуе плоский граф гз ипстьма вершинами, що мае дев’ять граней?

8. Побудувати планарний граф 13 вкьмома вершинами, доповнення якого е 

планарним графом.

9. Довести, що для зв’язного плоского графа з п вершинами (п > 3) й т  реб

рами, який не м!стить трикутниюв, виконуеться нер1вшсть т < 2п - 4.

10. Довести, що в будь-якому плоскому граф1 е або вершина степеня менше 3, 

або грань степеня менше 6.



11. Довести, що граф е максимальним плоским графом тод1 й тшьки тод1, ко

ли вш с тр1ангулящею.

12. Довести, що будь-яка тр1ангулящя з п вершинами (п > 3) мостить Зп - 6 ре

бер 1 мае 2п - 4 граней.

4.11. Розфарбування графвв

Нехай С  = (V, Е) —  довшьний граф, а Мк = {1, 2, ..., к }.

Будь-яке вщображення/ :  V —> Nк, яке кожнш вершин! у е V ставить у 

вщповщшсть деяке натуральне число /(у ) е  Мк, називаеться розфарбу- 

ванням фафа С. Число /  (у) називають кольором, або номером фарби, 

вершини V.

Розфарбування / фафа С  називаеться правильним, якщо для будь-я- 

ких його сум 1жних вершин у та м> виконуеться /  (у) ф /  (и ). Мйпмальне 

число к, для якого юнуе правильне розфарбування фафа С, називаеться 

хроматичним числом фафа С  й позначаеться %(С).

Мшшальним правильним розфарбуванням фафа С  називаеться 

правильне розфарбування для к = х(С).

Для певних тип)в фаф1в нескладно визначити хроматичш числа. 

Наприклад, 1-хроматичними е порожш фафи С = (V, 0 )  1 тшьки вони. 

Хроматичне число повного фафа Кп дор1внюе п, а хроматичне число до

вшьного двочасткового фафа —  2 ; 2-хроматичш фафи часто називають 

бЪсроматичними.

Неважко довести таю твердження.

Лема 4.6. Якщо кожна зв’язна компонента фафа С пофебуе для 

свого правильного розфарбування не бшьше к фарб, то %(С) < к.

Лема 4.7. Граф е б1хроматичним тод! й тшьки тод1, коли вш двочас

тковий.

Зокрема, вс1 дерева 1 прост1 цикли парно! довжини С2к б1хроматичн1. 
Водночас %(С2А +,) = 3.

Використовуючи теорему 4.12, останню лему можна переформулю- 

вати в такому виглядг

Лема 4.8. Граф е б1хроматичним тод1 й тшьки тод1, коли вш не мае 

цикл1в непарно!' довжини.

Проблема визначення, чи е заданий ф аф  А-хроматичним для певно- 

го к, та проблема вщшукання м!н1мального правильного розфарбування

для заданого фафа належать до класу задач, для яких на сьогодш не 

1снують (1 е вс1 шдстави вважати, що не юнують взагал1) ефективн1 точ- 

ш алгоритми Гх розв’язання [16; 21; 24]. Тому важливими е результати, 

що дають змогу оцшити значения хроматичного числа %(С), виходячи з 

певних характеристик 1 властивостей графа О.

Теорема 4.16. Позначимо через Д((7) найбшыпий 31 степен1в вершин 

фафа О, тод1 х(С) < А(б’) + 1.

Доведения проведемо шдукщею за кшьк1стю п вершин фафа С. Для 

трив1ального фафа (п = 1)1 граф|в 13 двома вершинами нер1вн1сть вико

нуеться.

Нехай твердження теореми виконуеться для вс1х граф1в 13 кшьк1с- 
тю вершин I (I > 2). Розглянемо довшьний ф аф  О з / + 1 вершиною. 

Вилучимо з нього деяку вершину у. Дктанемо граф С', степеш вс1х 

вершин якого не перевищують А (С). Отже, за припущенням шдукцп, 

для правильного розфарбування С ' потр1бно не бшьше шж А (С) + 1 

фарб. Правильне розфарбування для С  дктанемо з правильного роз

фарбування графа С , якщо пофарбуемо вершину у в кол1р, вщмшний 

вщ кольор1в ус1х сум1жних 13 у вершин. Оскшьки таких вершин не 

бшьше шж Д(С), то для правильного розфарбування графа О  достат- 

ньо А(О) + 1 фарб.

Насмдок 4.16.1. Для правильного розфарбування довшьного куб1чно- 

го графа достатньо чотири фарби. ,-,ч

Так склалося 1сторично, що окреме М1сце в теорй граф1в займають 

досл1дження з розфарбування планарних граф1в. Це пов’язано 31 славет- 

ною проблемою (гтотезою) чотирьох фарб.

Гран1 плоско! карти назвемо сум 1Жними, якщо !х меж1 мають принай

ми! одне спшьне ребро.

Г1потеза чотирьох фарб виникла у зв’язку з розфарбуванням друкова- 

них геофаф1чних карт (звщси й термш “плоска карта”) 1 була сформу- 

льована так: “Гран/ довшьноI плоскоI карти можна розфарбувати не 

бшьше ш ж  чотирма фарбами так, що будь-як/ сум1жш гран/ мати

муть р1зт кольори".

Згодом з’явилось шше, р1вносильне, формулювання ппотези чоти

рьох фарб: для правильного розфарбування вершин довшьного планарно

го графа потр/бно не бшьше чотирьох фарб.

Ця ппотеза виникла в середиш X IX  столотя. Бшьше ста рок1в про- 

фес1ЙН1 та непрофесшш дослщники намагалися Г! довести чи спросту- 

вати. У результат! багатор1чних досл1джень виявилось, що для



розв’язання проблеми чотирьох фарб потрхбно перевхрити Гх 

справедливость для сюнченного числа графхв певного виду. Кшьюсть 

вар1ант1в, яю потрхбно перебрати, була настшьки великою, що тшьки за 

допомогою потужнох ЕОМ, яка неперервно працювала бшыпе двох мх- 

сяцхв, у 1976 р. справедливость гхпотези чотирьох фарб було пхдтвер- 

джено. Однак такий “фхзичний” експериментальний спосхб доведения 

не зовсом влаштовуе багатьох професшних математикхв, 1 вони продов- 

жують пошуки аналхтичного доведения гхпотези.

Набагато простхше можна отримати тай результата.

Теорема 4.17. Плоский граф е бххроматичним тодх й тшьки тодх, ко

ли степено всох його граней парно.

Справедливость твердження теореми випливае з того, що в планарно

му графх, степенх всхх граней якого парнх, немае цикл! в непарно'1 довжи

ни (доведхть це самостхйно). Отже, для нього виконуеться критерхй ле

ми 4.8.

Теорема 4.18. Для правильного розфарбування довшьного планарно

го графа потрхбно не бшьше шести фарб.

Доведения проведемо шдукщею за юльюстю п вершин графа. Для 

п < 6 твердження очевидне.

Припустомо, що хроматичне число всхх планарних графхв оз / верши

нами не перевищуе 6 (/ > 6). Розглянемо довшьний планарний граф О з 

I + 1 вершиною. Згхдно з наслщком 4.13.3 в графх С  хснуе вершина у, сте- 

пшь якоо не бшьше 5. Вилучимо вершину у з графа О. Отримаемо граф 

О', вершини якого за припущенням хндукци можна правильно розфарбу- 

вати не бшьше шж у шхсть кольорхв. Тодх правхшьне розфарбування для 

С  отримаемо з одержаного правильного розфарбування графа О', надаю- 

чи вершинх у колхр, вхдмхнний вщ кольорхв усIX сум 1жних хз нею вершин. 

Оскшьки таких вершин не бшьше п’яти, то для виконання цхех процеду- 

ри достатньо шести фарб. Отже, х(С) < 6 .

Пропонуемо самостхйно переконатись у справедливостх такого твер

дження.

Теорема 4.19. Для довшьного планарного графа С  виконуеться 

Х(0) ^  5.

Граф С  називаеться критичним, якщо хроматичне число шдгра- 

фа О', отриманого в результатх вилучення будь-якох вершини з О, строго 

менше, нхж хроматичне число графа С.

Критичний граф О, для якого к = %(С), називаеться к-кри- 

тичним.

Нарештх, зауважимо, що юнують планарш графи, хроматичне число 

яких дорхвнюе 4. Найпростхшим таким графом е К4. Отже, гхпотезу чоти

рьох фарб не можна “вдосконалити”, перетворивши в “ппотезу трьох 

фарб”.

Рхзномаютих точн1 та наближенх алгоритми вхдшукання правильних 

розфарбувань графхв можна знайти в монографи [16].

4.9. Задач/ / вправи

1. Визначити хроматичне число:

(а) повного графа Кп;

(б) повного двочасткового графа Кп т;

(в) довшьного двочасткового графа;

(г) простого циклу довжини 2кг,

(д) простого циклу довжини 2к + 1, к е А,г;

(е) дерева.

2. Чому дорхвнюе хроматичне число повного графа Кп, з якого вилучено од- 

ие ребро?

3. Довести, що граф О б1хроматичний тод1 й тшьки тодх, коли вхн не мостить 

циклов непарно! довжини.

4. Знайти графи, яко мають розно хроматично числа о в яких:

(а) колькость вершин степеня к однакова для всох к > 0;

(б) колькость простих циклов довжини I однакова для всох /;

(в) виконуються обидво умови з пунктов (а) о (б).

5. Довести, що для довольного планарного графа С виконуеться неровность

Х(С) * 5.
6. Довести, що будь-який повний граф е критичним.

7. Довести, що довшьний критичний граф е зв’язним.

8. Знайти всо 2-критично та 3-критично графи.

4.12. Обходи граф|в
Початок теорп графхв як роздолу математики пов’язують з так 

званою задачею про кешгсберзько мости. Схм мостов мхста Кенхгсбер- 

га було розташовано на рхчцх Прегель так, як зображено на 

рис. 4.11, а.
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Рис. 4.11

Задача полягае в тому, чи можна, починаючи з будь-яко'! точки (А, В, С 

або О), здшснити прогулянку (обхщ) через ус1 мости так, щоб пройти ко

жен мют тшьки один раз 1 повернутися у вихщну точку.

Оскшьки ютотними е тшьки переходи через мости, то план мюта 

можна зобразити у вигляд! графа С  (з так званими краттши  ребрами), 

вершинами якого е береги й острови (точки А, В, С \ О), а ребрами —  

мости (рис. 4.11, б). Тод1 задачу про кешгсберзью мости мовою теорп 

графгв можна сформулювати так: чи юнуе у граф1 С  цикл, який мютить 

ус1 ребра цього графа? 1нше вщоме формулювання щеТ проблеми таке: 

чи можна накреслити ф1гуру, що зображае граф С, не вщриваючи ол1вця 

вщ паперу та не повторюючи лш1Й ДВ1Ч1, почавши й заюнчивши цю про

цедуру в одшй 13 вершин фпуфи? Вперше вщповщь на це питания дав 

Л. Ейлер у 1736 р. Його роботу, що мютить цей розв’язок, вважають по

чатком теори граф1в.
Цикл, що мютить ус1 ребра графа, називаеться ейлеровим циклом. 

Зв’язний граф, який мае ейлер1в цикл, називаеться ейлеровим.

Теорема 4.20 (Ейлера). Зв’язний граф О  е ейлеровим тод1 й тшьки то- 

Д1, коли степет вс1х його вершин парш.

Доведения. Необх1дн1сть. Нехай С  —  ейлер1в граф. Ейлер1в цикл 

цього графа, проходячи через кожну вершину, заходить у не!' по од

ному ребру, а виходить —  по шшому. Це означае, що кожна верши

на шцидентна парнш кшькост1 ребер ейлерового циклу, а оскшьки 

цей цикл мютить ус1 ребра графа, то звщси випливае парнють степе- 

шв ус1х вершин графа.

Достатнгсть. Припустимо, що степеш вс1х вершин графа 

С = (V, Е) парш. ЕЯзьмемо якусь вершину у,е V 1 розпочнемо з не'1 об- 

х1д графа, кожен раз обираючи ребро, яке рашше не було використа

но. Оскшьки стешнь кожноТ вершини парний 1 ненульовий, то цей 

шлях може заюнчитися тшьки у вершин! у ,, утворивши таким чином

цикл 2у Якщо в результат! описаного процесу використано вс1 ребра 

графа О, то шуканий ейлер1в цикл побудовано. Якщо ж цикл 2, мю

тить не вс1 ребра графа С, то вилучимо з С  вс1 ребра, як1 входять у 2 Х. 

Одержимо граф (7, —  пщграф графа О, ус1 вершини якого також 

матимуть парш степеш (це випливае з того, що й С, 1 2 ( мають верши

ни тшьки парних степешв). Кр1м того, внаслщок зв’язноеп графа С 

цикл 2, 1 граф С?, мають принаймш одну спшьну вершину у,. Вщтак, 

починаючи з вершини у2, побудуемо цикл 22 у граф! С7,. Позначимо 

через 2 ' частину циклу 2 { В1Д у, до у,, а через 2 "  —  частину циклу 2 ] 

вщ у2 до уг Отримаемо новий цикл 2 ', 22, 2 ", що веде з у, у уг Якщо 

цей цикл ейлер1в, процес завершено. В шшому раз1 продовжимо ана- 

лопчш побудови ще раз 1 т. д. Цей процес завершиться побудовою шу- 

каного ейлерового циклу.

Оскшьки для графа О на рис. 4.11, б умови теореми Ейлера не вико

нуються, то в задач) про кетгсберзьм мости вщповщь негативна.

Якщо С  —  ейлер1в граф, то будь-який його ейлер1в цикл не единий 1 
може вщр1знятися вщ шших ейлерових циюпв цього графа початковою 

вершиною чи порядком проходження вершин (а можливо, 1 тим, 1 дру

гим).

Для знаходження якогось ейлерового циклу в ейлеровому граф! С 

можна застосувати так званий алгоритм Фльор/. Фшсуемо довшьну по- 

чаткову вершину циклу. На кожному крощ процедури до шуканого циклу 

обираемо (доки це можливо) те ребро, шсля вилучення якого граф не 

роз1б’еться на дв1 нетрив1альш зв’язн1 компоненти. Кожне обране ребро 

вилучаемо з О. Процедуру завершуемо, коли вс1 ребра буде вичерпано. 

Неважко об'рунтувати, що сформульований алгоритм будуе ейлер1в 

цикл графа С  [21].

Генуе ще один р!зновид обходу графа, який мае р!зноман!тн1 практич- 

ш застосування 1 називаеться гамшьтоновим циклом. Простий цикл, 

який проходить через ус1 вершини графа, називаеться гамшьтоновим 

циклом. Граф називаеться гамшьтоновим, якщо вш мае гамшьтошв 

цикл.

Незважаючи на певну под1бнють означень ейлерових I гамшьтонових 

граф1в, на жаль, для розп!знавання гамшьтоновост1 граф1в на сьогодш не 

юнуе таких простих 1 вичерпних критерГш 1 алгоритм1в, як для ейлеро

вих граф1в. С кшька теорем, що формулюють достапп умови 1снуван- 

ня гамшьтонового циклу в заданому графь Доведения таких теорем заз- 

вичай М1стять у соб1 й алгоритми побудови вщповщних гамшьтонових

ЦИКЛ1В.



Зв’язок М1Ж ейлеровими та гамшьтоновими циклами заданого графа

0  та вщповщними циклами так званого реберного графа 1(0) можна 

встановити за допомогою нижченаведених тверджень.

Множина V' вершин графа 1(0) р1внопотужна множиш ребер Е гра

фа С, тобто юнуе бккщя ф: V' —> Е. Вершини V, е V 'з’еднано ребром 

у граф1 1(0) тод1 й лише тод1, коли вщповщш Гм ребра ф(у) та ф(м>) 

СуМ1ЖН1 у граф1 О.

Теорема 4.21. Якщо граф 0  мае ейлер1в цикл, то граф Ц С) мае як ей- 

лер1в, так 1 гамшьтошв цикли.

Теорема 4.22. Якщо граф О мае гамшьтошв цикл, то граф ЦС) також 

мае гамшьтонш цикл.

Незамкнений ланцюг, що мктить ус1 ребра графа, називають ейлеро- 

вим, а простий незамкнений ланцюг, що мктить ус1 вершини графа, —  

гамшьтоновим ланцюгом.

4.10. Задач! / вправи

1. Довести, що зв’язний граф О е ейлеровим тод1 й тшьки тод1, коли С мож

на подати у вигляд1 об’еднання його пщграфхв, ям е простими циклами.

2. Довести, що кожна вершина ейлерового графа належить якомусь циклу 

цього графа.

3. Визначити, як1 з повних граф1в Кп с ейлеровими.

4. Для яких значень п 1 т повний двочастковий граф К п' е ейлеровим?

5. Довести, що зв’язний граф мае ейлер1в ланцюг тод1 й тшьки тод1, коли вш 

мае тшьки ДВ1 вершини з непарними степенями.

6. Довести, що для дов1льного зв’язного графа кнуе щшпчний маршрут, 

який починаеться з будь-яко'1 вершини та М1стить ус1 ребра графа, причому кож

не 3 НИХ ДВ1Ч1.

. 7. Довести, що не для вс1х зв’язних граф1в 1снуе циюичний 

маршрут, який м1стить кожне ребро графа тричг Сформулювати умови кнуван

ня такого маршруту.

8. Довести, що в повному граф1 Кп 1снуе гамшьтон1в цикл для довшьного

п >  3.

9. Довести, що граф С, який мае ДВ1 несум1жн1 вершини степеня 3, а вс11НШ1 
вершини степеня не бшьше 2, не мае гамшьтонового циклу.

10. Навести приклади ейлерового графа, який не е гамшьтоновим, а також га

мшьтонового графа, який не е ейлеровим.

4.13. Оря'ентоваш графи
Кр1м модел1, розглянуто'Г в попередшх роздшах, у теорп дослщжують 

й шш1 типи граф1в. Наприклад, мультиграф —  граф, у якому 

дозволяються кратн<' ребра, тобто будь-яю ДВ1 вершини можна з’еднати 

кшькома ребрами. Псевдограф —  це мультиграф, який може мати пет/а, 

тобто ребра, що з’еднують вершину саму з собою. Пперграф —  граф, у 

якому ребрами можуть бути не лише двоелементш, але довшьш шдмно

жини множини вершин. Нарешп, важливою для р1зномаштних практич- 

них застосувань е модель, яка називаеться оргснтованим графом (або 

орграфом). Нижче подамо короткий огляд основних понять 1 результапв 

для орграфш.

Орннтованим графом (або орграфом) О називаеться пара множин 

(V, Е), де Е с  Ух V. Елементи множини Vназивають вершинами, а еле

менти множини Е —  дугами орграфа О = (V, Е). Отже, дуга —  це впо- 

рядкована пара вершин; V називаеться множиною вершин, Е —  мно

жиною дуг орграфа О.

Якщо е =  (V, м>) —  дуга, то вершина V називаеться початком, а верши

на и’ —  кшцем дуги е. Кажуть, що дуга е веде з вершини V у вершину и1, 

або виходить 13 у й заходить у и-'. Дугу е 1 вершини V й називають /нци- 

дентними м!ж собою, а вершини у 1 ы — сум1жними.

Дуга (у, у), у якш початок 1 юнець зб1гаються, називаеться петлею 

Надал1 розглядатимемо тшьки орграфи без петель.

Як 1 звичайний граф, орграф С  = (V, Е) можна задавати перелжом 

елеменпв скшченних множин V 1 Е, дхаграмою чи за допомогою мат- 

риць.

Д'шграма орграфа вщр1зняеться вщ Д1аграми звичайного графа тим, 

що дуги орграфа зображають напрямленими лшхями (вщр1зками чи кри- 

вими), що йдуть ввд початку до кшця дуги. Напрямок л1нп позначають 

стршкою.

Поставимо у в1дпов1днкть ус1м вершинам орграфа О  = (V, Е) нату- 

ральн1 числа вщ 1 до п; д1станемо множину вершин V у вигляд1 
{ур у2, ..., уп}. Матрицею су.шжност '1 А орграфа С  називаеться квадрат

на матриця порядку п, в якш елемент /-го рядка та /-го стовпчика а. до- 

ршнюе 1, якщо (у., у.)е Е, 1 доршнюе 0 —  в 1ншому раз1.
Занумеруемо вс1 вершини орграфа 0  = (V, Е) числами вщ 1 до п, 

а дуги —  числами вщ 1 до т. Матрицею тцидентност/ В орграфа 0  на

зиваеться «хт-матриця, у якш елемент /-го рядка та/-го стовпчика Ь до- 

р!внюе 1, якщо вершина у. е початком дуги е ; Ь.. дор1внюе - 1, якщо вер



шина V. е юнцем дуги е ; 1 Ь дор1внюе 0, якщо вершина V. 1 дуга е. неш- 

цидентш

Орграфи (7, = (К,, Е{) 1 С 2 = (К2, Е2) називаються поморфними, якщо 

юнуе таке взаемно однозначне вщображення ф множини К, на множину

що дуга (V, м')е Е тод! й тшьки тод1, коли дуга (ф(у), ф(и'))е Еу

Теорема 4.1 справджуеться й для орграф!в.

Швстепенем выходу вершини V (позначаеться 8 (у)) орграфа С  нази

ваеться кшьюсть дуг орграфа С, початком яких е вершина у. Швстепе- 

нем заходу вершини у (позначаеться 5 "(у)) орграфа О  називаеться кшь- 

юсть дуг орграфа О, юнцем яких е вершина V.

Аналопчно теорем14.3 можна довести таку теорему.

Теорема 4.23. Для будь-якого орграфа С  = (V, Е) виконуються р1в-

НОСТ1 X  +(У) = X ” (У) = |̂ |-
уеУ уеУ

Чимало властивостей 1 тверджень стосовно звичайних графив можна 

без змш сформулювати й для орграф1в. Зокрема, це стосуеться цших роз- 

дгав (таких, наприклад, як планаршсть або розфарбування граф1в), у 

яких властивють ор!ентацп ребер неютотна. Певш особливост1 в озна

чениях, постановках задач 1 методах !х розв’язання виникають при дос- 

лщженш проблем, пов’язаних 13 маршрутами, зв’язшстю, обходами гра- 

ф1В тощо.

Маршрутом , або шляхом, в орграф 1 О ~( У, Е) називаеться така пос- 

лщовнють його вершин 1 дуг

Уге,,У2,е 2> ... ,е к,ук+г (4.5)

що е. = (у, у ,), /' = 1, 2, ..., к. Кажуть, що цей маршрут веде з вершини 

у( у вершину уа+ г Число к дуг у маршрут! (4.5) називаеться його довжи

ною.

Маршрут, в якому вс! дуги попарно р1зш, називаеться ланцюгом, а 

маршрут, в якому вс) вершини попарно р1зш, —  простим ланцюгом. 

Маршрут (4.5) називаеться замкненим (або циклгчним), якщо у1 = у . 

Замкнений ланцюг називаеться циклом, а замкнений простий ланцюг —  

простим циклом, або контуром.

Лема 4.2 виконуеться й для орграф1в.

Орграф називаеться ациклгчним (або безконтурним), якщо вш не 

мае жодного циклу.

Якщо юнуе маршрут, який веде з вершини у у вершину XV, то кажуть, 

що вершина XV досяжна з вершини у. Тод! в/дстанню йС(у, н>) вщ верши

ни у до вершини XV називаеться довжина найкоротшого маршруту, що ве

де з у у XV. Вщстань М1Ж вершиною у 1 вершиною XV, яка е недосяжною з 

у, позначають символом

Лема 4.9. 1). Вщношення досяжносп на множиш вершин орграфа 

транзитивне.

2). Якщо в орграф! С  вершина и» е досяжною з вершини у, а вершина 

и е досяжною з вершини и1, то </(у, м>) + с!(х\>, и) > (Ну, и).

Вершина у орграфа С  називаеться джерелом, якщо з не'Г досяжна 

будь-яка шша вершина орграфа С. Вершина XV називаеться стоком , як

що вона досяжна з будь-яко! шшо'Г вершини орграфа С. Вершина у орг

рафа С  називаеться тупиковою, якщо жодна з вершин орграфа (3 не до

сяжна з у. Вершина у орграфа О називаеться недосяжною, якщо вона не 

досяжна з жодноУ вершини орграфа О.

Повним орграфом (або туршром) називаеться орграф, у якому будь- 

ЯЮ ДВ1 вершини шцидентш ОДНШ 1 тшьки однш його дуз1.
Для повних орграф1в справедлив! таю твердження.

Теорема 4.24. Для довшьного повного орграфа О = (V, Е) з п верши

нами виконуються таю р1вносп:

(а) ]Г5+( 0  = Х ( я - 1 - 8 > , ) ) - \Е\ = « (« - 1)/2;
/= 1  >=1

(1) 1 ( 5 +(у,))2 = 1 ( « - 1 - 5 +(^))2 = Х (8 -(^ ))2.
/=1 /=1 ;=1

Теорема 4.25. У  будь-якому повному орграф! е принаймш одне дже

рело та принаймш один стнс.

Теорема 4.26. У будь-якому повному орграф! юнуе простий ланцюг, 

який проходить через ус! вершини орграфа.

Послщовшсть (4.5) називаеться натвмаршрутом , якщо кожна дуга 

е. ще'1 послщовност! е такою, що або е. = (у., у.+,), або е. = (у +,, у ) (мож

на вважати, що, будуючи нашвмаршрут, ми нноруемо ор!ентацио дуг 

орграфа). Аналопчно означають натвланцюг, натвцикл 1 натв- 

контур.

Орграф називаеться сильно зв ’язним, якщо будь-яю дв1 його верши

ни досяжш одна з одно!'. Орграф називаеться одноб'шно зв’язним, якщо 

для будь-яких двох його вершин принаймш одна з них досяжна з шшо!'. 

Орграф називаеться слабко зв’язним, якщо для будь-яких двох його вер

шин 1снуе нашвмаршрут, що веде з одше! вершини в шшу. Маршрут в 

орграф! О  називають кктяковим, якщо вш мютить ус1 вершини оргра

фа О.



Сформулюемо необхщш й достатш умови для кожного з титв зв’яз-

Н0СТ1.

Теорема 4.27. Орграф е сильно зв’язним тод1 й тшьки тод!, коли вш 

мае замкнений кютяковий маршрут.

Теорема 4.28. Орграф е одноб1чно зв’язним тод1 й тшьки тодо, коли 

вш мае кютяковий маршрут.

Теорема 4.29. Орграф е слабко зв’язним тод1 й тшьки тод1, коли вш 

мае юстяковий нашвмаршрут.

Неважко переформулювати теореми 4.9 1 4.10, Гх наслщки й алгорит

ми пошуку вшир 1 вглиб ДЛЯ Р13НИХ типхв зв’язност1 орграфов. 

Ц1 теореми й алгоритми можна пристосувати також для обчислення вщ- 

станей м)ж вершинами заданого орграфа.

Орграф, у якому е джерело й немае жодного нашвконтура, називаеть

ся кореневим деревом. Вхгдне дерево —  це орграф, який мае ст1к 1 не мае 

жодного нашвконтура.
Орграф називаеться функщональним, якщо швстепшь виходу кож- 

но'Г його вершини дор1внюе 1, й т ’ективним, якщо швстешнь заходу 

кожно'Г його вершини дор1внюе 1.

Ейлеровим контуром в орграф! С  називаеться контур, що мютить ус1 
дуги орграфа С. Ейлеровим орграфом називаеться орграф, у якому е ей- 

лертв контур. Ейлеровим ланцюгом називаеться незамкнений ланцюг, 

що мютить ус1 дуги орграфа.

Нижченаведену теорему можна довести так само, як 1 для звичайних 

граф1в.

Теорема 4.30. Слабко зв’язний орграф С  = (У, Е) е ейлеровим тод1 й 

тшьки тод1, коли швстепшь виходу будь-якоГ його вершини дор1внюе и 

швстепеню заходу.

Контур, що мютить ус1 вершини орграфа, називаеться гамшьтоно

вим контуром. Орграф, який мае гамшьтошв контур, називаеться га

мшьтоновим орграфом. Простий незамкнений ланцюг, що мютить ус1 
вершини орграфа, називаеться гамшьтоновим.

1з теореми 4.26, зокрема, випливае, що повний орграф гамшьтошв.

Орграф С  = (У, Е) називаеться транзитивным, якщо г (у, м/)еЕ \ 

(м>, и)еЕ  випливае (у, и)еЕ.

1снуе взаемно однозначна вщповщшсть м1ж множиною вс1х безкон- 

турних транзитивних орграф 1В С  = (V, Е) г множиною вершин 

К= {V,, V,, ..., 1 петлями В КОЖН1Й вершин! та МНОЖИНОЮ ВС1Х вщно

шень часткового порядку на V. Ця б!екщя встановлюеться так: орграфу

С = (V, Е) вщповщае вщношення Я на Утаке, що (V, у )е К тод1 й тшьки 

тод1, коли (у., у.) е Е, у , у е V.

4.11. ЗадачI / вправи

1. Нехай задано орграф С = (У, Е):

(а) У = {1, 2, 3, 4, 5}, Е=  {(1, 3), (2, 1), (2, 5), (3, 4), (4, 5), (5, 1), (5, 2)};

(б) V- {а, Ь, с, и), Е = {(д, с), (а, сГ), (Ь, а), (Ь, с!), (с, Ь), (с1, с)}.

Побудувати д1аграму, матриц! сум1жн0сп й шцидснтносп для кожного 13 
заданих орграф1в.

2. Довести, що для довшьного орграфа С ~ (У, Е) виконуеться р1вшсть:

(а )Х » * М - Н ;

(1 )Х 5+М  = Х 5  (V).
УСУ У€ У

3. Чи юнуе орграф 13 трьома вершинами, гавстепеш виходу вершин якого до- 

р1внюють 2, 2 1 0, а вщповщш твстепеш заходу — 2, 1 1 1?

4. Довести, що в будь-якому повному орграф1 завжди е принаймш одне дже

рело та принаймш один стш.

5. Довести, що в повному орграф! може бути не бшьше одше! недосяжно! 1 
не бшьше одше! тупиковоТ вершини.

6. Довести, що для довшьного повного орграфа С = (У, Е) з п вершинами ви

конуються таю р1вност1:

(а) Х 5 +(^) = Е («-1-5Чч)) = |е| = «(л-1)/2;
/= 1  /= 1

(1) Х ( 5+к ))2 = Х(л-1-5+(у,))2 = Х ( 5'(»'/))2-
»=1 /«! /=|

7. Довести, що в будь-якому повному орграф1 юнуе простий ланцюг, який 

проходить через ус1 вершини орграфа.

8. Довести, що орграф сильно зв’язний тод! й тшьки тод1, коли вш мае зам

кнений кютяковий маршрут.

9. Довести, що орграф одноб1чно зв’язний тод1 й тшьки тод1, коли вш мае К1С- 
тяковий маршрут.

10. Довести, що орграф слабко зв’язний тод1 й тшьки тод1, коли вш мае истя- 

ковий нашвмаршрут.

11. Нумерацию орграфа С = (V, Е) з п вершинами називатимемо взаемно од-

нозначне вщображення /: V —> яке кожшй вершин! уе V ставить у вщповщ-



шсть натуральне число Ду) 13 множини Мп = {1,2, и}. Довести, що для ацик-

л1чного орграфа С = (У, Е) шнуе така нумеращя/, що для будь-яко! дуги (у, и>) е Е 

виконуеться /(у) < /'(»'). Така нумеращя називаеться правильною нумерацию або 

топологгчним сортуванням вершин орграфа С.

12. Довести, що для транзитивного повного орграфа завжди кнуе правильна 

нумеращя.

13. Довести, що для сильно зв’язного орграфа С з п вершинами 

1 т дугами виконуються нер1вност1 п< т <  п(п - 1).

14. Довести, що будь-який повний орграф або сильно зв’язний, або його мож

на перетворити в сильно зв’язний змшою ор1ентацп лише одше! дуги.

15. Нехай А — матриця сум1жн0ст1 орграфа С. Довести, що елемент я® 

/-го рядка та /-го стовпчика матрищ Ак дор1внюе юлькосп шлях1в довжини к, яю 

ведуть в орграф1 С з вершини з номером / у вершину з номером у.

16. Довести, що слаб ко зв’язний орграф С = (V, Е) е ейлеровим тод1 й тшьки 

тод1, коли швстешнь виходу будь-яко! його вершини дор1внюе Г! швстепеню за

ходу.

17. Довести, що повний орграф сильно зв’язний тод1 й ильки тод1, коли вш га- 

мшьтошв.

4.14. Граф як модель.
Застосування теорн граф|в

Останн1м часом графи та пов’язаш з ними методи дослщжень вико

ристовують практично в ус1х роздшах сучасно! математики, 

зокрема дискретно!.

Граф —  це математична модель найр1зномаштшших об’екпв, явищ 1 
процес1в, досл1джуваних 1 використовуваних у наущ, техшщ та на прак- 

тищ Коротко опишемо найвщомпш застосування теори граф1в.

Наприклад, у вигаядх графа можна зображувати таю об’екти:

• електричш та транспорта! мереж1;
• шформащйш та комп’ютерш мереж1;
•  карти автомобшьних, зал1зничних 1 повпряних шляхов, газо- 

та нафтопровод1в;

• модел! кристал1в;

• структури молекул х1М1чних речовин;

•  модел1 нор;

• р1зн1 математичш об’екти (вщношення, частково впорядковаш мно

жини, решггки, автомати, ланщоги Маркова, алгоритми та програми то- 

що);

• лаб1ринти;

• плани д1яльност1 чи плани виконання певних роби (розклади);

• генеалопчш дерева тощо.

Можна навести тай приклади застосування теорп граф1в:

•  пошук зв’язних компонент у комушкацшних мережах;

• пошук найкоротших, “найдешевших” 1 “найдорожчих” шлях1в 
у комушкацшних мережах;

• побудова кютякового дерева, тобто досягнення зв’язносп з наймен- 

шою можливою юлыаепо ребер;

• пошук максимально! течп для транспортно! мереж1, у якш означено 

вхщш й вихщш вершини та пропускш спроможност1 ребер;

•  13оморф13м граф1в: щентичшсть структур молекул фометрш);

•  вщшукання циюпв граф1в:

• гамшьтошв цикл: обшти вс1 вершини графа, побувавши в кожшй з 

них лише один раз (задача ком1вояжера)\

• ейлер1в хщкл: об1Йти вс1 ребра (здШснити контроль д1ездатноеп ме- 

режГ);

• розфарбування граф1в: розфарбування географ1чних карт, укладання 

розклад1в, розмщення ресурав тощо;

• планаршсть граф1в: проектування друкованих електронних

1 електричних схем, транспортних розв’язок тощо;

• знаходження центрхв графа —  вершин, максимальна вщстань вщ 

яких до решти вершин графа мш1мальна (“столищ”) тощо.



РОЗЛ1Л

КОМБИНАТОРИКА

Ком б / натори ка (шша назва —  комб'шаторний анализ) —  це роздш 

сучасно! дискретно! математики, що вивчае способи вибору та розмо- 

щення певних предмета, дослоджуе властивосто 1 формулюе методи 

обчислення кшькостей розноманотних конфнурашй, яко можна утво

рити з цих предметов. Оскшьки конкретний вигляд (матероальна сут- 

ность) предметов, яю обирають 1 розм1щують, не мае для комбонатор- 

ного аналозу жодного значения, то при формулюванш та розв’язуван- 

ш задач комбшаторики використувують загально поняття й термони 

теоро! множин 1 вщношень. Особливо слод наголосити, що в а  множи

ни, з якими мае справу комбонаторика, сконченно. Дало скрозь у цьому 

роздоло под словами множина чи пщмножина розум1тимемо сконченно 

множини.

Користуючись мовою теори множин, можна сказати, що комбша

торика вивчае розноманотш властивоеп множин, яко можна утвори

ти з шдмножин певно! сконченно! множини. При цьому кожен раз 

задають певш правила, за якими формуються щ множини 1 шдмно

жини.

Кшькють елемента (потужшсть) основно! смнченноТ множини нази

вають рош грнктю  комбонаторно! задачо.

Комбшаторно задач] мають давню осторно. Однак тривалий час ком

бшаторика не привертала до себе уваги математиков. Пояснюеться це 

значною мхрою тим, що оскшьки комбонаторно задачо формулюють для 

ск1нченних множин, то для переважно! большое™ таких задач оснуе три- 

зоальний метод !х розв’язання —  перебор. Пошук зручшших алгоритмов 

1 методов для задач мало! розм1рносто не викликае штересу в дослодни- 

К1в, тому що виграш незначний поровняно з тривоальним алгоритмом пе

ребору. Водночас комбонаторно задачо велико! розморносто навоть за умо

ви застосування найефективноших алгоритм (в потребують тако! кшькос- 

Т1 операцш (зокрема, такого обсягу обчислень), що стають практично не- 

розв’язними.

Ситуацоя кардинально змшилася з появою ЕОМ. Виникла реальна 

можливость розв’язувати комбшаторно задачо достатньо велико! розмор

носто. Виявилося, що для таких задач розномаштш вдосконалення й опти

мизация ВЩПОВЩНИХ аЛГОрИТМ1В зумовлюють ОСТОТНИЙ виграш у часо та 

пам’ято. Це, у свою чергу, дае змогу додатково збшьшувати розм1рность 

задач, яко можна розв’язувати за допомогою “хороших” алгоритмов. Роз- 

робка та дослщження загальних принципов побудови оптимальних комбо- 

наторних алгоритмов (алгоритмов для розв’язування розноманотних комбь 

наторних задач) —  одно з найважливоших проблем сучасно! теори 1 прак

тики програмування [24].

5.1. Комбшаторж обчислення
для основних теоретико-множинних операцш. 
Формула включення-викдючення

Якщо А 1 В —  довшьно сконченно множини, то безпосередньо з озна

чення теоретико-множинних операцой випливають тако сповводношення: 

\А \ В\ = \А\ - 1 А п  В\, \В \ А\ = \В\ - \А п  В\. Як о раноше, через |М) позначе

но кшькость елемента множини М.

Коли множини А о В не перетинаються, тобто А п  В = 0 , то 

И и  В\ = \А\ + |В|. Зокрема, \А А В\ = \А \ В\ + \В \ А\.

Теорема 5.1. Якщо А{, Ар Ап —  сконченно множини, то

1й а\ = И,| + И21 + - + И„1 - (И, П А21 + И, п  А,\ + ...+ И, п  Ап\ +

+ \Агп А }\ + \А2г ,Аа\+... + И л1 пЛ,|) +

+ (И, П А 2 п Л 3| +\А1Г>А2П А41 + ...

-  + И„-2п Л 1_1п Л л|) - . . .  +(-1)"-'И 1 п А2п  ... п А я|.

Доведения. Доведения проведемо методом математично! шдукцп.

Для п = 2 маемо А , и  Аг = (А, А А2) и  (А, п  А,). Оскшьки множини 

А] ЛА21 А1 п А 2 не перетинаються, то \А1 и  А2\ = |А] А А2\ + \А п  А,| = =

И ,4 1 + И2Ч1 + И, п  а 2\ = И,1 - И, п  а 2\ + И21 - И, г> Аг\ + и , п  а 2| =

= И,| + И 2| - И ,п л 2|.



Отже, формула (5.1) для п = 2 виконуеться.

Припуспмо, що формула (5.1) справджуеться для п = к (к > 2)

11М-1= 5,(Л,> А2, ..., Ак) - 52(А„ А2,. . . ,  Ак) + 53(А„ А2, .. .,А к)~  ... +
7 = 1

+ (-1/- '5к(Аг л2, ..., Ак), де через 5т(А{, Аг, ..., А )  позначено суму чисел 

|А. пА . п  ... п А / | за вс1ма можливими наборами шдекс1в /2>..., /т 

такими,"що 1 < /, < /2< ... < ^ р'

8т(А ,А 2, ...,4 .) = X  к  п 4 2 п  -  п Л.|-
<12<..<1т йр

Тод1 для п = к + 1 маемо

- 1 й (д п 4 +,)|.
/=|

Застосувавши до першого та третього члешв останнього виразу при

пущення шдукци, одержимо

к+1\{]А,\=^(А1,А2,...,Ак) -5 2(АрА2,...,Ак)+...+(-1)к '5к(А{,А2,...,Ак) +
/=1

+ \Ак+1\-[81(А[пАк+>,А2пАк+1,...,АкпАк+1) -8 2(А1пАк+1,А2пАк+1,... 
..., Ак п Ак+,)+ ...+  (-1/ 15к(А, п Ак+], А2 п  Л4+„ ..., ̂  п  Ак+,)].

Використовуючи означения функщй 5,(Л,, Л2, ..., /<(,), неважко пере

конатись у справедливосп таких сшввщношень:

^\(̂ |> ^ 2> •"> А/) + И*+ |1 = ^ 2> + |)’
‘5,(/)|,/42, . . . ,^ 1() + 51(Л| п Л 4+|,/420/4^+|, ...,у411П/1;, + |) = 520/1|,Л2, ...,Ак,Ак+]), 

83(4,,А2, ...,Ак) + 52(А1 Г\Ак+],А2г\Ак+1, ...,Акп А к+1) = 5}(А1,А2, ...,Ак,Ак+1),

/̂,(А]>А2з ■■■>Ак) + 5к_>(А[ о Ак+1,А2пАк+1, ...,Акг>Ак+1)—8к(А]УА2, ...,Ак,Ак+1). 
Отже, остаточно одержимо

.*+! . А+1

1=1 1=1 

Теорему доведено.

Наведемо дещо шшу штерпретащю формули (5.1). Нехай задано 

якусь скшченну множину предмета М \ п властивостейр {, р2, - яю 

можуть мати щ предмета. Позначимо через N(1^ /2, ..., 1к) кшьюсть еле

менпв множини М, яю одночасно мають властивосп р : , р . , ..., р . . Тод1 
кшьккть елемента (предмета) множини М, яю мають принаймш одну 

13 зазначених властивостей, дор1внюе

К = Тх - Т2 + Т} — ... + (-1)”' 1 Г , (5.2)

45 7;= X  N ^ ,^ , . . . ,1 ^ ,к =1,2,...,п.
/й/| </2< ...</*

Перехщ вщ формули (5.1) до формули (5.2) можна здшснити за 

допомогою таких М1ркувань. Нехай А. — це множина предмета з М, 

яю мають властивкть р г Тод1 те, що елемент а мае властивкть р., 

можна записатиу вигляд1 аеА., 1 = 1,2, ..., п. Множина елемента, яю 

одночасно мають властивосп р . , р ., ..., р  , е А п  А п  ... п  А , а
'Г '2 ‘к Ч. '2 'к

множина елемента, кожен 13 яких мае принаймн1 одну з властивос

тей /7.(, р.г, ..., р.к, дор1внюе А.̂  и  А .̂  и  ... и  А^. Отже, ЛГ(/,, /2, ...,/*) = 

= |Л. п Л . п  ... п  А \, 1 тотожнкть формул (5.1) 1 (5.2) стае зрозумшою.

Зауважимо, що кшьюсть елеменпв множини М, яю не мають жодно! 

з розглядуваних властивостей дор1внюе \М\ - К.

Приклад 5.1.31100 студента факультету англшську мову знае 41 сту

дент, французьку —  23, шмецьку —  16, англшську та франпузьку —  15, 

англшську та шмецьку —  7, французьку та шмецьку —  6, ус1 три мови зна- 

ють 3 студента. Скшьки студента не знають жодно'1 з трьох мов?

Позначимо через А, В, С  вщповщно множини студента, яю знають 

анппйську, французьку та шмецьку мову. Тод1 кшьюсть студента, яю 

знають принаймш одну мову, зпдно з формулою (5.2), дор1внюе 

К = \А\ + \В\ + |С| - (\А п  В\ + \А п  С\ + \В п  С|) + \А п  В п  С| = 

= 41 + 23 + 16 - (15 + 7 + 6) + 3 = 55.

Отже, шукана юльюсть дор1внюе 100 - 55 = 45.

Проводячи обчислення за формулами (5.1) або (5.2), потр1бно посл1- 
довно додавати й вщшмати певш кшькоеп, тому метод обчислення за 

цими формулами дктав назву методу (принципу) включения та выклю

чения, а сам1 формули (5.1) 1 (5.2) називають формулами включення- 

виключення.

Нарешп, розглянемо останню теоретико-множинну операцио —  пря- 

мий добуток.



Теорема 5.2. Якщо Лг Л2, Лн —  скхнченш множини, то

и, х л 2х ... хЛп\ = \А{\ ■ \А21 • ... ■ \Ап|. (5.3)

Доведения. Як 1 в попереднШ теорем1, скористаемося методом мате- 

матично!шдукцп.

Нехай А , = {а,, а2, ..., ак}, тод1 для п = 2 множину А] х Аг можна по

дати у ВИГЛЯД1
к к

А,хА2 = {а1,а2,...,ак}хА2 = ^ { а 1) ) х ^ 2 = У ({а ,}хЛ 2).
/=1 /*1

Множини останнього об’еднання не перетинаються, тому

И х^ | в ЕКа<>х^1 = ЛК1“ И1'К1- 
/ = 1

Припуст1мо, що спхввдаошення (5.3) виконуеться для л = Л (А 2 2). 

ТОД1

И, х Л 2х -  хА кх А к + 1\ = \А]х А 2х - х А к\ ■ \Ак+1\ =

= И ,1И а1 ...... И*1 ’ И*+,1-
Теорему доведено.

Формулу (5.3) часто називають основным правилом комб'шаторикы 

(або правилом множення).

Нехай потребно виконати одну за одною п д1й. Якщо першу дпо мож

на виконати к] способами, другу дно —  к2 способами 1 т. д., 

а «-ту Д1ю —  кп способами, то вс1 п дШ разом можна виконати 

к,к ••• к способами.I 2 м

Приклад 5.2. 1. Кшькють сл1в довжини от в алфавт А (|Л| = п) до- 

р1внюе \А"’\ = \А\” = И”. Цей результат випливае також 13 того, що побудо- 

ву одного 31 сл1в довжини от можна розкласти на от кромв (або дШ): пер

ший крок —  виб1р першо'Г л1тери слова, другий —  виб1р друго!' лггери 

слова 1 т. д., от-й крок —  виб1р останньо'1 лггери. Кожну з цих дш можна 

виконати п способами.

2 . З ’ясуемо, скшькома способами можна розподшити к р1зних пред

мета серед п ос1б.

Нехай А —  множина ос1б, серед яких розподшяють предмета. Кож

ному варианту розподшу поставимо у В1ДП0В1Дшсть кортеж

(в ,, а) .......а , ), де а. — особа, яка одержала у'-й предмет. Установлена

в1дпов1дн1Сть взаемно однозначна, отже множина вар1ант1в розподшу 

р1внопотужна множит вс1х кортеж1в довжини к, утворених

з елемента множини А. Тому шукане число дорхвнюе

\Ак\ = И|* = пк.

3. Нехай А\В —  скшченш множини, \А\ = п, \В\ = от. Обчислимо кшь

кють ус1х можливих вщображень множини А у множину В. Кожне в1доб- 

раження ф: А —> В можна повшстю задати його таблицею (табл. 5.1), де 

ах, а2, ..., ап — елементи множини А, а ф(а,1), <р(а2), ...

..., ф(ап) —  В1ДПОВ1ДН1 образи.

Таблиця 5.1

а , °2 ап ап

фЦ ) ф(а,) фК  ,) ф(а„)

Кожен з образ1в можна обрати от способами. Отже, юнуе от" способов 

угворення рядка значень для вщображення ф в табл. 5.1, тому кшь

кють вщображень типу А -> В дор1Внюе \В?\ = т ” = |б|14.

5.1. Задач/ / вправы

1. Нехай М — скшченна множина 1 А, В с  М. Розмгстпъ у порядку 

неспадання таю величини:

(а) |В|, И и  В\, |01, \АпВ\, \М\;

(б) И \ В\, \А\ + |В|, и  д В\, |0 |, \А и  В\.

2. Довести так] нер1вност1:
(а) \А и  В\ < \А\ + |Д|; (д) \А Д В\ < \А и  В\;

(б) \А\В\ < \А\; (е) \А\ < |р(,1)1;

(в) \А Д В\ < \А\ + |В|; (е) \Аг\В\< \А\;

(г) \А\В\>\А\- \В\; (ж) \А п  В\ < \А и  В\.

3. Нехай А — сюнченна множина, а — елемент, а В — пщмножина множини 

А. Яких пщмножин множини А бшьше:

(а) тих, що м1стять елемент а, чи тих, що не М1стять елемента а;

(б) тих, що мютять множину В, чи тих, що не перетинаються 

з множиною б;

(в) тих, що включають множину В, чи тих, що не включають множину В?

4. У груш 27 студент1в. 1з них 16 вщвщують семшар А, 12 — семшар Б, а 7 

студент!в не вщвщують жодного семшару:

(а) скшьки студеыпв вщвщують семшари А 1 Б;

(б) сюльки студент1в вщвщують лише семшар А?

5. Обстеження читацьких смаюв студентов показало, що 60 % 

студеттв читають журнал А, 50 % —  журнал Б, 50 % — журнал В, 30 % — жур-



нали А 1 Б, 20 % —  журнали Б 1 В, 40 % —  журнали А 1 В, 10 % —  журнали А, 

Б 1 В. Сюльки вщсотюв студенпв:

(а) читають принаймш один журнал;

(б) не читають жодного з журналов;

(в) читають точно два журнали;

(г) читають не менше двох журнал1в?

6. Знайти юльюсть 1 суму чотиризначних натуральних чисел, що не Д1ляться 

на жодне з таких чисел:

(а) 3,5, 7; (6)6,10,15.

7. Знайти юльюсть простих чисел, що не перевищують 200.

8. Пщ час екзаменащйно! сесн з чотирьох 1спит1в не менше 70 % студента

склали 1спит 13 дискретно! математики, не менше 75 % —

з математичного анал13у, не менше 80 % —  з алгебри та не менше 

85 % —  з програмування. Якою е мш1мальна юльюсть студента, що склали од- 

ночасно ус1 чотири юпити?

9. Номер автомашини складаеться з трьох букв укра'шського алфавггу (що 

мютить 33 букви) 1 чотирьох цифр. Сюльки можна скласти р1зних номер1Б авто

машин?

10. Скшькома способами можна розм1стити на шах1внищ вю1м тур так, щоб 

вони не били одна одну?

11. Скшькома способами можна розмктити на шшвнищ розм1ром т х п дв1 
тури р1зних кольор1в так, щоб вони не били одна одну?

12. Сюльки юнуе л-значних десяткових чисел:

(а) яю починаються з двох однакових цифр;

(б) у яких сусщш цифри р13Н1;

(в) усх цифри яких непарш;

(г) у запису яких е принайми! одна парна цифра;

(д) у запису яких немае цифри 9;

(е) у запису яких обов’язково е цифра 5.

13. Скшькома способами у множиш А з п елеменпв можна вибрати дв1 пщмно- 

жини, що не перетинаються?

14. Нехай п = р“'р"2... р"; —  розклад числа п на прост! множники р,, р2, ..., рг. 

Знайти юльюсть ус1х натуральних дшьниюв числа п.

15. У сюлькох точках перетинаються Д1агонал1 опуклого и-кутника, якщо жод- 

ш три з них не перетинаються в однш точщ?

16. На однш прям1й дано п точок, а на друпй, паралельнш першш, —  т точок. 

Ск1льки юнуе трикутниюв, вершинами яких е Ц1 точки?

17. Якщо повернута аркуш паперу на 180°, то цифри 0, П  8 не змшюють- 

ся, цифри 6 1 9 перетворюються одна в одну, а вс! шип цифри втрачають

смисл. Сюльки 1снуе л-значних чисел, яю при повертанш аркуша паперу на 

180°:

(а) не втрачають смислу;

(б) не змшюються;

(в) не втрачають смислу й залишаються л-значними?

18. Нехай множина А М1стить п елеметлв, а множина В —  т  елемент1в. Виз

начити юльюсть:
(а) вщповщностей;

(б) всюди визначених вщповщностей;

(в) функцюнальних вщпов1дностей;

(г) сюр’ективних вщповщностей;

(д) хн’ективних в1дповщностей;

(е) 61ективних вщповщностей 

М1ж множинами А \ В.

19. Нехай множина М М1стить п елемент1в. Визначити юльюсть:

(а) вщношень;

(б) рефлексивних вщношень;

(в) нерефлексивних вщношень;

(г) антирефлексивних вщношень;

(д) неантирефлексивних вщношень;

(е) нерефлексивних 1 неантирефлексивних вщношень;

(е) симетричних вщношень;

(ж) несиметричних вщношень;

(з) антисиметричних вщношень;

(и) рефлексивних 1 симетричних вщношень;

(0 рефлексивних 1 несиметричних вщношень;

(!) рефлексивних г антисиметричних вщношень;

(й) антирефлексивних \ симетричних вщношень;

(к) антирефлексивних 1 несиметричних вщношень ;

(л) антирефлексивних 1 антисиметричних вщношень

на множиш М.

5.2. Сполуки, перестановки I розм|‘шення
Позначимо через Вк(М) множину век Л-елементних пщмножин дано! 

скшченно! множини М, а через С(п, к) —  кшыасть елемент!в множини 

Вк(М), де п = \М\ 10 < к < п. Зокрема, В0(М) складаеться лише з одного еле

мента —  порожньоУ множини 0 , В^М) складаеться з п елеменпв —  одно- 

елементних пщмножин множини М, а В^М) М1стить лише один еле

мент—  саму множину М. Отже, С(я, 0) = С(п, п)= 1 1 С(п, 1) = п. 

Установимо правило обчислення С(и, к) для вах 1нших значень к.



Щ об одержати А-елементну пщм ножину множини М, потр1бно до 

(к — 1)-елементноТ пщмножини додати один з п- к + 1 елеменпв, що не 

ввшшли до шеТ пщмножини. Оскшьки кшьюсть (к - 1)-елементних шд

множин е С(л, к - 1), а кожну 13 зазначених А-елементних шдмножин 

можна отримати (я — к + 1) способом, то за допомогою описано'! проце- 

дури ми дктанемо (я — к + \)С(п, к — 1) А-елементних шдмножин. Однак 

не ВС1 Ц1 П1ДМНОЖИНИ будуть р13Н1, бо кожну 3 А-еЛеМеНТНИХ ШДМНОЖИН 

можна так побудувати к способами: додаванням кожного з и к елеменпв. 

Тому одержане число у к раз1В бшьше, шж шукане число С(л, к). Отже, 

к С(«, к) = (п - к + 1)С(и, к -  1). (5.4)

Звщси послщовно знаходимо

Отже, доведено таку теорему.

С(„, * > » ^ С < П, + к —2)= ...

(п-к + 1)(п-к+2) (и-1)и (я-* + 1)(л-А + 2)---(я-1)л

к(к — 1) - • • 2 -1 } к(к-1) 2 1

Теорема 5.3. Число ус1Х А-елементних шдмножин множини М, що 

складаеться з л елементш, дор1внюе

С(п (п-к+\\п-к + 2у-(п-\)п _____ п\---

( ’ } * ( * - !)  - 2  1 *!(л-*)!'

Довшьна А-елементна шдмножина л-елементно! множини називаеть

ся сполукою (або комб'тащею) з п елемент'м по к. Формула (5.5) дае 

змогу обчислити кшьюсть таких сполук.

Для кшькоеп сполук з п по к кр!м уведеного позначення С(я, к)

використовують також позначення С*, пСк, (и, к) або
к

V У

П риклад 5.3. Шдрахуемо, скшькома способами можна заповнити 

картку “Лото (6 13 49)”. Це число дор1внюе кшькоеп сполук 13 49 елемен

пв (чисел) по 6, тобто дор!внюе

С<49, 6) = -—————————— = 13983816.
4 7 1-2-3 4 5 6

Нехай множина М мктить п елементш.

Перестановкою  множини М  називаеться будь-який утворений 

з елеменпв множини М  кортеж довжини я, у якому кожен елемент з М  

зустр1чаеться лише один раз. Позначимо через Рп юльюсть уах  переста

новок множини М.

Теорема 5.4. Рп = л!

Доведения. Будемо послщовно утворювати кортеж) довжини л 
з елементш множини М (\М\ = л). С п можливостей для вибору першо'! 

координата кортежу. Шсля того ж  обрано елемент для першо! координа

та, залишиться л - 1 елемент, з яких можна вибрати другу координату кор

тежу, 1 т. д. За основним правилом комбшаторики вс! п дай разом можна 

виконати л(л — 1)(л — 2)... 2 ■ 1 = л! способами. Отже, е л! кортежш довжи

ни л, утворених з елементш множини М ,хРп = л!

Приклад 5.4. Скшьки п’ятизначних чисел можна утворити з цифр

0, 1, 2, 3, 4? Кожну цифру можна використовувати в числ1 тшьки один 

раз.

За доведеною теоремою кнуе Р$ = 5! перестановок даних цифр. Од

нак частина з цих перестановок матиме на першому мкщ цифру 0, тобто 

вщповщатиме чотиризначним числам. Кшьккть чисел виду 0аЬсс/, де 

(а, Ъ,с,(Г) —  перестановка з цифр 1, 2, 3, 4, дор1внюе Р4 = 4!. Отже, шу

кане число доршнюе Р5 - РА = 5! — 4! = 96.

Кортеж довжини к, утворений з елементш множини М(\М\ = л), в яко

му елементи не повторюються, називають розмпценням з п по к 

(0 < к < л). Р1зш розмщення з л по к вщр1зняються або складом елемен

пв, або !'х порядком.

Кшьккть розмщень з л по к позначають А(п, к) або А*.

Теорема 5.5. А (л, к) = к\С{п, к) = ———  ,
(п-к)[

тобто А(п, к) = л(л- 1)(л -2 )...(л — к + 1).

Доведения. Кшьккть ус1Х А-елементних шдмножин множини М 

з л елементш доршнюе С(л, к). 1з кожно! з цих шдмножин можна утво

рити етшьки кортеж1в, скшьки кнуе р1зних перестановок и елеменпв. За 

попередньою теоремою це число доршнюе к\. Отже, загальна кшыасть 

кортежш довжини к, яю можна побудувати з п елеменпв доршнюе 

к\С(п, к).

Приклад 5.5. Визначити, скшьки тризначних чисел можна утвори

ти з цифр 0, 1, 2, 3, 4 за умови, що цифри кожного числа р1зш.



Генуе А(5, 3) кортеяав довжини 3, координати яких обрано з даних 

цифр. Виключимо з них кортеж1, перша координата яких дор1внюе 0. Та

ких кортеж 1 в /1(4, 2). Отже, шукане число дор.внюе

А(5, 3) — А(4, 2) = 5 • 4 ■ 3 - 4  • 3 =48.

Нехай задано множину М, що складаеться з п елеменпв, 1 там цш1 
числа к{,к2, ..., кш, що к1 + к2 + ... + кт = п 1 к > 0, /' = 1, 2, ..., т. Скшьки

кнуе розбитпв {А{, А2, ..., Ат} множини М  таких, що \А:\ = к.,

I = 1,2, ..., /и? Позначимо шукане число через Сл(А,, А2, ..., Ам).

п\
Теорема 5.6. С (А,, Л,, ..., к )  = ^ ..— •

Доведения. Ус1 зазначеш розбиття множини М  на т  клас1в можна 

отримати так: в13ьмемо довшьну ^-елементну шдмножину множини М 

(це можна зробити С(п, к{) способами); серед п - к{ елеменпв, що зали- 

шилися, в1зьмемо А%-елементну шдмножину (це можна зробити С{п - 

кр к2) способами) 1 т. д. Загальне число способ1в вибору р1зних множин 

Аг А2, ..., Ат за правилом множення дор1внюе

С(п, к,) • С(п -  к2) ■ С(п -  А, -  к2, к}) ■... • С ( п - к ^ - к 2-  . . .  -  кт_ „  кт) =

п\ ( л - А | ) !  ( п - к х - к 2)\
~ А Д # ? - А , ) !  А Д п - А ,  - А 2)! А,!(и —Л, -к2 - А 3)! 

( и - А , - А 2- . . . - А „ , _ , ) !  _ я!  

кА ” ~к\-к2---к„У- к,\к2\ А,„!

(Нагадаемо, що 0! = 1.)

Теорема 5.7. Число р1зних перестановок, яю можна утворити 

з п елеменпв, серед яких е А, елеменпв першого типу, к2 елеменпв 

другого типу 1 т. д., кт елеменпв т-го типу, дор1внюе

С  ( А „  к,, ..., к ).
/Л и 2’ ’ нк

Доведения. В1зьмемо перестановку IV—  довшьну 13 зазначених пе

рестановок —  1 зам1нимо в нш ус1 к] однакових елеменпв першого типу 

р!зними елементами. Тодх, виконуючи А,! перестановок нововведених 

елеменпв, одержимо А,! вщповщних перестановок з п елеменпв. Вщтак 

замшимо у перестанови! IV вс1 к2 елеменпв другого типу р1зними еле

ментами. Переставляючи щ елементи, одержимо к2\ вщповщних перес

тановок 1 т. д. Отже, за допомогою описано! процедури з кожно! перес

тановки IV можна утворити А,!А2! ■■■ к\ р1зних перестановок довжини и. 

Зробивши так для вс1х зазначених перестановок, дктанемо в а  п\ мож-

лив их перестановок з п елеменпв. Якщо позначимо шукане число через 

Ь, то з наведених м1ркувань одержимо Ь ■ А,!А2! ... к \ = п\

п\

°ТЖе’ 1  = Ь\1г I И’ ТОбТ° ! ' = С " ( к >’ к *’ • к » ) '1 2* •" К г

Приклад 5.6. Скшьки р1зних сл1в можна утворити, переставляючи 

Л1тери слова “математика”?

Маемо 10 елеменпв —  м, а, т, е, м, а, т, и, к, а, серед яких е два еле

менти “м” (першого типу), три елементи “а” (другого типу), два елемен

ти “т” (третьего типу) та по одному елементу шших тишв —  “е”, “и” та 

“к”. За доведеною теоремою з цих елеменпв можна утворити

С,„(2, 3,2, 1, 1, 1) = --- — --- = 151200
2!3!2!1!1!1!

перестановок (або сл1в).

5.2. Задач! / вправи

1. Скшькома способами можна розподшити к екзаменацШних бшет1в М1ж п 
студентами?

2. Скшькома способами з ипстьох шженерйв 1 14 робггншйв можна утворити 

бригаду, яка складалася б 13 двох шженер1в 1 п’ятьох робшшюв?

3. Скшькома способами можна вибрати з натуральних чисел вщ 1 до 100 три 

натуральш числа так, щоб !х сума

(а) була парною;

(б) була непарною;

(в) дшилася на три?

4. Скшькома способами можна вибрати з п чолов1к групу людей для ро

боти, якщо група мае складатися не менше шж з р  чоловк?

5. Скшьки е перестановок цифр 0, 1, 2 ,..., 9, у яких цифра 3 займае трете мю- 

це, а цифра 5 —  п’яте?

6. Скшькома способами можна посадити за круглий етш п чоловшв 1 т  Ж1- 
НОК так, щоб ЖОДН1 ДВ1 Ж1НКИ не СИД1ЛИ поруч?

7. Скшькома способами можна розмютити п нул1в I к одиниць так, щоб жод- 

Н1 дв1 одиниц1 не стояли поруч?

8. Нехай А \ В —  лшшно впорядкован1 множини, \А\ = п, \В\ = т .  В1дображен- 

ня/: А —> В називаеться монотонним, якщо з а<  Ь випливае Да) < /(Ь). Довести, 

що кшькють монотонних вщображень множини А в множину В дор1внюе 

С(л + т — 1, т - 1) (т < п).



9. Сюлькома способами можна роздати 28 (исток домшо чотирьом гравцям 

так, щоб кожний одержав 7 меток?

10. Нехай дано п сим вол 1в а, т  символ! в Ь'\к символов с. Визначити кшьюсть

Р13НИХ СЛ1В!

(а) яю можна скласти з уехх цих символ1в;
(б) яю складаються з уехх цих символ1в 1 в яких жод1п два символи с не сто

ять поруч.

5.3. Бшом Ньютона
та полшомна формула

Теорема 5.8. Мае мкце така рхвнхеть

(а + Ъ)" = С(п, 0)сГ + С(и, 1)сГ~'Ь + С(п, 2)сГ~1Ь1 + ... + С(п, ф " ,

або

(а + Ь)п = X С(п,к)а"~кЬк. (5.6)
к-0

Доведения. Щоб переконатись у справедливостх ц1й р1вност! для 

будь-яких чисел а, Ы  п, розглянемо добуток

(а + Ь)(а + Ь) ... (а + Ь) (п множникхв). (5.7)

Розкриваючи дужки, отримаемо суму двочленхв виду с^Ь"~к, причому 

двочлен акЬ"~к дктанемо тодх й тшьки тодх, коли з к сшвмножникхв у до- 

бутку (5.7) оберемо доданок а, а з  решти п -к  множшшв —  доданок Ъ. 

Цей вибхр можна зробити С(п, к) способами. Отже, двочлен акЬ" ~к вхо

дить у розклад виразу (5.7) С(/?, к) разхв, що й доводить справедливкть 

формули (5.6).

Формулу (5.6) називають бтомом Ньютона, вщповщну теорему —  

б/ном ною теоремою, а числа С{п, к) —  бшомними коефщкнтами.

Наведемо деяю цхкавх та важливх стввщношення для бшомних кое- 

фщкнйв, яю називають бшомними тотожностями:

1) С(п, к) = С(п, п — ку,
2) С(п + 1, к ) = С(«, к) + С(и, к - 1);

3) С(п, 0) + С(п, 1) + С(п, 2) + ... + С(п, п — 1) + С(п, п) = 2";

4) С(«, 0) - С(н, 1) + С(«, 2) - ... + (-1 УС(п, п) = 0; (5.8)

5) С(п, 0) + С(п, 2) + С(п, 4) + ... + С(п, к) = 2п~\де к = 2[«/2];

6) С(п, 1) + С(п, 3) + С(п, 5) + ... + С(п, т) = 2"~', 

де т  = 2 [(/? - 1)/2] + 1.

У справедливостх тотожностей 1) 1 2) легко переконатися, застосову- 

ючи, наприклад, формулу (5.5).

Тотожшсть 3) дктанемо, якщо в бхномх Ньютона (5.6) покладемо 

а = Ь=  1. Вона випливае також хз того, що С(п, к) —  це число А-елемен- 

тних пщмножин множини з п елеменпв, тому сума в лхвш частиш тотож- 

ностх 3) дорхвнюе кшькоеп всIX пщмножин множини з п елеменпв. За 

теоремою 1.1 це число дорхвнюе 2".

Якщо в бхномх Ньютона покласти а = П  Ь = -1, то дктанемо тотож- 

нхеть 4). Тотожностх 5) х 6) можна отримати за допомогою вщповщно до

давання та вщнхмання тотожностей 3) та 4).

Тотожшсть 2) дае змогу обчислювати бхномш коефхшенти для п + 1, 

виходячи з бшомних коефхцкнпв для п. Цю процедуру часто виконують 

за допомогою трикутнох таблищ, яка називаеться т р  и кутни ком Пас

каля:

1 п = 0
1 1 /7=1

1 2 1 /7  = 2

1 3  3 1 /7  = 3

1 4 6 4 1 /7  = 4

1 5 10 10 5 1 /1=5

У /7-му рядку трикутника Паскаля стоять бхномш коефхцхенти розкла- 

ду (а + Ь)п, причому кожний коефщкнт (окрхм крайнхх двох, яю дорхвню- 

ють 1) дорхвнюе сум1 двох вщповщних коефхцкнпв хз попереднього 

рядка.

Теорема 5.9 (полшомна).

(а , + а2 +...+атУ =  X  Сп(к п к2, ..., к ш)ак'а22 ...а^1. (5 .9 )

М?..к1+к2+...+кт =п

Доведения. Перемножимо (а, + а, + ... + аш) п разхв:

(а, + а2 + ... + ат)(а1 + а2 + ... + аш) -  (а, + а2 + ... + а ,). (5.10)

Одержимо доданки виду а*‘акг ... а ‘ таю, що к/ > 0, / = 1, 2, ..., т, 

х кх + кг + ... + кт = п. Кшьккть членхв типу ак> а к1 ... а*» дорхвнюе кшькос- 

п  вархаетхв вибору к{ множникхв хз (5.10) першого типу (хз цих множни- 

кхв у даний одночлен увхйде к{ множникхв а,), вщтак вибору з решти п - 

к{ множникхв хз (5.10) к2 множникхв другого типу (хз цих множникхв у да

ний одночлен увхйде к2 множникхв а2) \ т. д.



Отже, шукана юльюсть дор1внюе числу розбитпв п множниюв у до- 

бутку (5 .10) на т  клаав, кшьюсть елеменпв у яких дор1внюе вщповщно 

к ,к„ ..., к . За теоремою 5.6 це число дор1внюе

п\
С „(к,, к2, ..., кт) =

к,\к2\...к,„\

Пол'томну формулу (5.9) доведено.

Для т  = 2 тотожшсть (5.9) перетворюеться в бшом Ньютона (5.6).

На завершения зауважимо, що насправд1 формула (5.6) була вщо- 

ма математикам задовго до 1саака Ньютона (1642-1727). Досягнен- 

ням Ньютона було узагальнення щеТ формули на випадок показниюв, 

яю не е натуральними числами. Вш дов1в, що коли а —  додатне чис

ло 1 |*| < а, то для довшьного дшсного значения р  мае мюце р1вшсть 

або

(а + ху = ( Р к а г + + + ... + ̂ -  а"~кхк + ...,
0! 1! 2! к\

к= О к\

де (р\ = р(р-  1)(р-2)-- (р - к  + 1 ) ,к =  1, 2, ... , 1 (р\ - 1.

Неважко переконатися, що коли р  —  натуральне число, остання фор

мула перетворюеться у формулу (5.6).

У  зв’язку з цим узагальнюеться також поняття бшомного коефщ1- 

ента. Розглядають бшомш коефщгенти С(п, к) для вииадку, коли п —  

довшьне дшсне число, а к —  цше невщ’емне число. Часто, щоб вщ- 

ртзнити узагальнеш бшомш коефщенти вщ кшькостей сполук С(«, к)

(як1, очевидно, не мають

IX позначають Отже, вважають, що

смислу для 

к

натуральних п виконуеться р1вшсть

/ \ 
п

ненатуральних п),

(у{\
Зокрема, для

к\

С(п, к).

V

5.3. Задач1 * вправи

1. Знайти розклад бшома:

(а) (2т - 4)4; (б) (а/2 + 2Ь)5; (в) (1 -х*У; (г) (а + Ь)7.

2. Знайти коеф1Ц1енти при хъ й дг5у многочлен):

(а) х(2 - Зх)' + х’(1 + 2л-')7 - л-2(5 + Зх3)4;

(б) (1 + л-)3 + (1 + х)4 + (1 + х)' + ... + (1 + х)‘-\

3. Знайти коеф1Ц1ент при Xя у розклад1 (1 + х)к + (1 + х)*+1 + ... + (1 + х)". Роз- 

глянути випадки т <  к\т> к.

4. Обмежившись двома членами в розклад1 б1нома, наближено обчислити:

(а) (0,997)“; (б) (2,003)"'.

5. Знайти п, коли вадомо, що:

(а) у розклад1 (1 + х)" коефщкнти при х3 та х12 однаков!;

(б) коефщ1енти п’ятого, шостого та сьомого член!в розкладу б1нома (1 + х)" 

утворюють арифметичну прогрес1ю;

(в) восьмий член розкладу (2т + 3)” мае найб1льший коефнпснт.

6. Розв’язати р1вняння вщносно натурального к\

(а) С{к, к - 3) + С(к, к-2)= 15(к- 1);

(б) С(к + 1, к- 1) + С(к, к-2) = 9к + 10;

(в) С(к + 3, к+ 1) = С(к+ 1, к- 1) + С(к, к-2) + С{к+ 1, к);

(г) С(к, 3) + С(к, 4)= ПС(к+ 1, 2).

7. Розв’язати систему р1внянь вщносно натуральних п 1 пг.
(а) С(п, т) = С(п, т + 2), С(п, 2) = 153;

(б) С(п + 1, т - 1) : С(п + 1, т) = 3 : 5, С(п + 1, т) = С\п + 1, т  + 1).

8. Довести тотожшсть:

(а) С(п, 1) + 6С(п, 2) + 6С(п, 3) = п3;

(б) 1 + 7С(п, 1) + 12С(и, 2) + 6С(л, 3) = (л + I)3;

(в) С(л, 1) + 14С(л, 2) + 36С(л, 3) + 24С(л, 4) = л4;

(г) С(л, 0) + 2С(л, 1) + 22С(л, 2) + ... + 2"С(л, л) = 3”;

(д) С(л, 0) + С(л, 1)/2 + ... + С(л, л)/л = (2"+1 - 1)/(л + 1);

(е) С(п, 1) + 2С(л, 2) + ... + лС(л, л) = «2"“';

(е) С(п, 1) - 2С(л, 2) + ... + (-!)"“ 'лС(л, л) = 0;

(ж) С(л — 2, к - 2) + 2С(л — 3, к — 2) + ЗС(л — 4, к - 2) + ... + (л — к + 1)х 

х С(к - 2, к-2) = С(л, к);

(з) С(л, 1) + ЗС(л, 3) + 5С(л, 5) + ... + (2т + 1)С(л, 2/л + 1) = л2“ 

т = [(л - 1 )/2];

(и) С(л, 2) + 2С(л, 4) + ЗС(л, 6) + ... + кС(п, 2к) = п2"~\ к = [л/2];

(0 12С(л, 1) + 22С(л, 2) + 32С(л, 3) + ... + л2С(л, л) = л(л + 1)2"-2.

9. Нехай п \ к —  натуральш числа й л > к. Довести, що найбьтьший сп1ль- 

ний дшьник чисел С(л, к), С(п + 1, к), ..., С(л + к, к) дор1внюе 1.

10. Довести, що коли л — просте число, то ви числа л-го рядка трикутника 

Паскаля, окр1м крайшх одиниць, дшяться на л.



11. Користуючись полшомною теоремою, обчислити ( х + у  + г)3.

12. Знайти коефщкнти при ,х‘ в розклад! полшома:

(а) (1 + .V2 - г 1)'', к = 8;

(б) (1 + .V2 + х1)7, к = 11;

(в) (1 + 2г - 3*Т , А = 8.

13. Чому доршнюе коефииент при х " у розклад1 (1+.х + 2х2+...+ лх")2?

14. Довести, що сума вах коефодентав полшомного розкладу (дг, + х2 + ... + хк)" 

дор1внюе к".

5.4. Метод траекторш
1снуе щкава та корисна геометрична штерпретащя для бшомних кое- 

фщкнпв С(п, к) —  так званий метод траекторш .

Розглянемо прямокутну розм1ром т  х п атку квадранв, або граф, вер

шинами якого е точки координатноТ площини з цшочисловими коорди

натами (/, к), де 0 < / < т  \ 0 < к < п, а ребра з ’еднують вершини, що вщ- 

р 1зняються на 1 в одшй 31 своУх координат (рис. 5.1).

* __А(т,п)

0(0,0) 1 2 3 ... т-1 т

Рис. 5.1

Траекторией) назвемо будь-який шлях у цьому граф!, який виходить 

13 початковоУ вершини 0(0, 0) 1 такий, що на кожному крощ 

(з кожноУ вершини шляху) юнуе тшьки два вар1анти вибору для ребра 

шляху: вертикально вгору чи горизонтально праворуч.

На рис. 5.1 видшено одну з траекторШ, що веде з початковоУ вершини 

у вершину А з координатами (т, п). Траектор1я —  це найкоротший шлях 

13 початковоУ вершини у вершину А. Кожна така траектор1я складаеть

ся з т  + п ребер, причому серед них е т  горизонтальних 1 п вертикаль-

них. Р13Н1 траекторп вщр1зняються лише порядком чергування гори

зонтальних 1 вертикальних ребер. Тому число траекторш дор1внюе 

числу способ1в, якими з т  + п ребер можна вибрати п вертикальних ре

бер, тобто С(п + т, п).

Кожен виб1р п вертикальних ребер для певноУ траекторп 

однозначно визначае вар1ант вибору вщповщних т  горизонталь

них ребер. Ця вщповщшсть взаемно однозначна. Отже, ми геометрично 

встановили першу з бшомних тотожностей С(п + т , п) = 

= С(п + т, т).

Для доведения другоУ тотожносп розглянемо рис. 5.2.

А1(к-\,п-к+ 1)

Л(к, п - к + 1)

Л2(к, п - к)

п-к + 1

3

2

1

0 (0,0) 1 2 3 ... к- 1 к

Рис. 5.2

Кшьюсть траекторш 13 вершини 0(0, 0) у вершину А з координатами 

(А, п- к + 1) дор1внюе С(А + п — к + 1, А) = С  (гг + 1, А). Множину таких 

траекторш можна розбити на дв1 шдмножини: траекторш, що проходять 

через точку Л1(А-1,и-А+1), 1 тих, що проходять через точку Л2(А, п - 

А). Кшьюсть траекторш першо'У шдмножини дор1в- 

нюе С(А - 1 + Я - А + 1 ,  А - 1) = С(п, А - 1), а другоУ пщмножи- 

ни —  С(А + п- к, к) = С(п,к). Отже, ми довели, шо С(и+1,А) = 

= С(п, А — 1) + С(и, А).

Розглянемо множину вах  траекторш довжини п на введенш вище 

цшочисловш координатнШ атш. Кшьккть таких траекторш дорхвнюе 

2", бо довжина траекторн —  п, а кожне ГУ ребро можна обрати двома 

способами. Кожна 13 зазначених траекторш складаеться з А горизон

тальних 1 п - А вертикальних ребер, тому вона веде у вершину з коор

динатами (А, п - А), де 0 < А < п. Множину вах траекторШ довжини п 

роз1б’емо на п + 1 групу: траекторй з однкУ групи ведуть 13 початковоУ



вершини у вершину (А, п — А), к = О, 1, 2, п. Кшьккть траекторш у 

груш з номером к дор1внюе С (к + п - к, к) = С(п, к), к = 0, 1,2, п. 

Отже, ми довели, що

С(и, 0) + СО, 1) + С(л, 2) + ... + С(и, п - 1) + С(и, п) = 2".

Користуючись методом траекторш, доведемо таку бшомну тотож- 

нють:

С(л, А) = С(л - 1, к - 1) + С(и - 2, А - 1) + С(л - 3, к - 1) + ...

... + С(А,А-1) + С(А-1, * - !) •  С5-11)

Шва частина —  це число траекторш, що ведуть 13 початково! вер

шини <9(0, 0) у цшьову вершину А(п - к, к). Множину цих траекторш 

роз1б ’емо на п - к + 1 груп Тт, т  = 0, 1, ..., п - к. Траекторп з групи Тт 

ведуть 13 початково! вершини в цшьову та проходять через ребро, що 

з’еднуе вершини Ат(т, к - 1) 1 Вп[т , к), т  = 0, 1, ..., п- к. 1х число до- 

р|внюе кыькост1 траекторш, що ведуть 13 початково! вершини в Ат, бо 

кнуе едина траектор1я, яка веде з Ат у цшьову вершину А 1 проходить 

через ребро АтВт. Отже, \Тт\ = С(т  + к - 1, к - 1). Тотожшсть дове

дено.

5.4. Задач! / трави
1. За допомогою методу траекторШ (найкоротших шлях1в) довести таке сшв- 

вщношення:

(а) С(п, к) = С(л - 2, к) + 2С(л - 2, к,— 1) + С(п -2, к- 2);

(б) (С(л, О))2 + (С(л, I))2 + (С(л, 2) ) 2 + ... + (С(п, п) ) 2 = С(2п, л);

(в) С(к -1. к - 2)С(п - к + 2, 2) + С(к - 1, к - 2)С(л - к + 1, 2) + ...

... + С(л -2, к- 2)С(2, 2) = С(л, А);
(г) С(и, 0)С(т, к) + С(п, 1 )С(т, А - 1) + ... + С(и, А)С(т, 0) = С(л + т, к), к<п, 

к< т;
(д) С(к, к) + С(к + 1 ,к) + С(к + 2, к) + ... + С(и, А) = С(л + 1, А + 1), де л > А;

(е) С(л, л) + С(я + 1, л) + С(л + 2, л) + ... + С(л + т - 1, л) = С(л + т, л + 1);

(е) С(л -1,0) + С(л, 1) + С(л + 1, 2) + ... + С(л + т - 1, т) = С(п + т, т);

(ж) С(л, т)С(А, 0) + С(и - 1, т - 1)С(А + 1, 1) + ... + С(л - /я, 0) х 

х С(А + т, т) = С(л + А + 1, /и).

5.5. Урнова модель
Розглянемо важливу й популярну в комбшаторищ модель, яку нази

вають урновою моделлю.

Нехай е А урн 1 п однакових предмет1в (наприклад, куль). Пщрахуемо, 

ск!льк0ма способами можна розподшити щ предмети по урнах. Для цьо-

го розмктимо урни посл1довно та занумеруемо IX вщ 1 до А. Тод1 кожно

му розподшу предметов в урнах можна поставити у в1дпов1дн1Сть кортеж 

(л?,, т 2, ..., т к) довжини А, /-та координата якого дор1внюе кшькоеп пред- 

мет1в, що потрапили в урну з номером /. Ця в1дпов1дн1сть, безумовно, 

взаемно однозначна. Тому шукана кшькють розподшв збцаеться з кшь- 

К1стю таких кортеж1в. Для шдрахунку останньо! виконаемо перетворен

ня цих кортеж1в (теж взаемно однозначне). Кортеж (т {, т 2, ..., т к) зам>- 

нимо на кортеж 13 нул1в 1 одиниць за таким правилом. Спочатку запише

мо послщовшсть, що складаеться з да, одиниць, за нею запишемо нуль, 

дал1 —  послщовшсть 13 т 2 одиниць, знову нуль 1 т. д. Зак1нчуеться кор

теж послщовшстю з т к одиниць. Кожен отриманий у такий способ кор

теж складаеться з п одиниць (оскшьки /и, + т г + ... + т к = п) 1 А - 1 ну- 

Л1в, 1 множина цих кортеж1В взаемно однозначно вщповщае множин1 
розподш1в п предмет1в по к урнах.

Наприклад, для п = 7 1 А = 3 розподшу (5, 1, 1) (5 предметов у пер- 

шш урн1 та по одному предмету у другш 1 трет1й) в1дпов1дае кортеж 

(1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1), а розподшу (0, 4, 3) —  кортеж 

(0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1). У  свою чергу, кортеж (1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1) —  

це запис розподшу, за яким у першш урш мютиться 3 предмети, у дру

гш —  1 1 в третш —  3.

Кшьюсть кортеж1в, що складаються з п одиниць 1 А — 1 нул1в, об- 

числити неважко. Вона дор1внюе кшькост1 способ1в обрання п позицш 

серед п + А - 1 координат цих кортеж1в, на як1 буде записано одинищ 

(на вс1 шип записують нул1). Отже, шукане число дор1внюе С(п + А -

- 1, п).

До запропоновано! модел1 зводяться й задач1, в яких накладено 

певн1 умови на розподши п однакових предмета по А урнах. Наприк

лад, якщо потр1бно, щоб у результат! розподшу кожна урна мктила не 

менше шж / предмет1в (I > 1), то спочатку слщ у кожну урну покласти 

по ( предмета, вщтак п - (к предмета, що залишилися, розподшяти 

так, як 1 рашше. У цьому раз1 кшьк1сть р1зних розподшв дор1внюе С(п

- 1к + к - 1, п - 1к) або С(п - 1к + к -  \, к -  \). Зокрема, якщо накладе

но умову, щоб при кожному розподш жодна з урн не залишилася по- 

рожньою (тобто I = 1), число способ1в дор1внюватиме

С(п - 1, п - А) чи С(« - 1, А - 1).

Урнову модель можна також використати для визначення юлькосп 

невщ’емних цших розв’язшв р 1вняння х, + х, + ... + хк = п, де 

к 1 п — фксоваш натуральн! числа. Кожному з розв’язк!в (/р /2, ..., 1к)



даного Р1ВНЯННЯ поставимо у вщповщшсть певний розподш п од-нако- 

вих предмета по к урнах, а саме розподш, за яким 

у першу урну потрапило 1 1 предмета, у другу —  ( 2 предмета 1 т. д., 

в останню —  1к предметов. Отже, шукана кшыасть розв’язкгв дор1в- 

нюватиме С(п + к - 1, п).

Нехай задано п груп елемента, кожна з яких складаеться з однакових 

М1ж собою елемента. Сполукою (або комбшацгсю) з п по к елементгв 13 

повторениями називаеться невпорядкований наб1р, що мктить к еле

ментш, причому кожний 13 цих елемента належить до одше! 13 заданих 

п груп.

Наприклад, якщо п = 2 [ перша група елемента складаеться з Л1тер

а , а друга —  з л1тер Ь, то з елемента цих двох груп можна утворити 

так1 чотири сполуки по три елементи з повторениями: ааа, ааЬ, аЬЬ,

ЬЬЬ.

Кшьккть сполук з п по к елемента 13 повторениями позна

чатимемо С(п. к). Задачу визначення цього числа можна також звес

ти до урновоУ модел1, а саме до задач1 розпод1лу к однакових предме

т а  по п урнах. Зв’язок м>ж сполуками та розподшами встановимо 

таким чином. Кожному розподшу («г,, т 2, ..., /ип) предмета по урнах 

поставимо у вщповщшсть сполуку з повторениями, що мктить т х 

елемента першо'У групи, да, елемента другоУ групи 1 т. д., т п елемен

т а  п-У групи.

Отже,

С(п. к) = С(и + к - 1, к) = С(п + к - 1, п — 1). (5.12)

Цю формулу можна отримати й шакше.

Нехай С(п. к) —  число сполук з п елеменпв ар а2, ..., «п по к з повто

рениями. Кожна така сполука або мктить а,, або ш. Число сполук, що не 

мктять я,, доршнюе С(п - 1. к) (це сполуки з елемента а2, ..., ап по к з 

повторениями). Кожна ж сполука, що мктить а{, може бути утворена при- 

еднанням до деяко'У сполуки з и елементш по к - 1 з повторениями 

(число таких сполук дор1внюе С(п. к - П). Отже, матимемо

С(п. к) = С(п -  1. к) + С(/7. к -  1). (5.13)

Послщовно застосовуючи останне сшввщношення, дктанемо 

С(п. к) = Пп. к - П + С(п - 1. к) =

= С(п. к- ] )  + (С(п-\. к -  П + С(п-2.к))=  (5.14)

= С(п. к - \ )  + С (п -1 .к -\)  + (С(п -  2. к -  1) + С(п -  3. /:)) = ...

= С(п.к- 1) + С(п- 1. к- 1) + С(п-2. к - 1) +
..■ + а 2 .А - 1) + « 1. * - 1)-

Очевидно, що С(п. 1) = п 1 С(1. к) = 1.

Поклавши в (5.14) к = 2, д1станемо С(п. 2) = « + (/?- 1) + («- 2 ) + ...

...+2+ 1 = /г(/7 + 1) =С(п+ 1,2).
2

Для к = 3 матимемо:

С(п. 3) = С(« +1,2) + С(п, 2) + С(« - 1, 2) + ... + С(3, 2) + С(2, 2) = 

= С(п + 2, 3).

У справедливосп остаииьоУ ршносп пропоиуемо переконатися са- 

моетшно (див. задачу 5.4.1 (д)).

Повторивши под1бн1 М1ркування, на {к - 1)-му кроц1 отримаемо (див. 

(5.11)):

С(п. ^  = С.(п + к - 2. к - П + С(п + к - 3. к - П + ... + С(к, к - 1) + 

+ С(*-1,*-1) = С(я + *-1,А-1).
Аналопчно до задач розподшу з накладеними на них додатковими умо- 

вами можна розв’язувати й задач1 обчислення юлькостей сполук п повто

рениями, для яких маютъ бути виконаш певн1 умови. Наприклад, такою 

умовою може бути вимога, щоб у кожну 31 сполук гарантовано входило при

наймш по одному елементу з I фжсованих груп та ш.

5.5. Задач/ г в прав и

1. Ск1лькома способами можна розкласти 12 однакових куль по п’яти р1зних 

пакетах, якщо жоден пакет не повинен бути порожшм?

2. Ск1лькома способами можна розкласти:

(а) 15 однакових куль по п’яти урнах так, щоб виявилося не бшьше двох по

рожшх урн;

(б) 20 однакових куль по п’яти урнах так, щоб у кожшй урш виявилося не 

менше двох куль;

(в) 25 однакових куль по шести урнах так, щоб у кожнш урн! виявилося не 

бшьше п’яти куль?

3. Скшьки е способ1в розм!щення к пасажир1в у п вагонах поУзда, за яких р1в- 
но т вагошв виявляться порожшми?

4. Довести, що юльюсть р1зних розв’язюв р1вняння х{ + хг + ... + хт = п у нату

ральних числах дор1Внюе С(п - 1, т - 1).

5. Довести, що юльюсть розв’язюв р1вняння дг, + х2 + ... + хт = п у невщ’ем- 

них Ц1лих числах дор1внюе юлькосп розв’язюв р1вняння дг, + х2 + ... + хт = 

= п + т у  натуральних числах.



6. Скшьки цших невщ’емних розв’язюв мае нер1вшсть х{ + х 2 + ... + хт < и?

7. Скшькома способами число 11" можна зобразити у вигляд! добутку трьох 

сшвмножншав (зображення, ЩО В1Др13НЯЮТЬСЯ лише порядком сшвмножниюв, 

вважаються р1зними)?

8. Скшьки розв’язюв у невщ’емних цших числах мае система р1внянь 

х + у  = п, г + и + м> = т ,  де п, т  —  натуральш числа?

9. Скшькома способами можна розбити п однакових куль на непорожш 

групи?

10. Скшькома способами чотири червош, чотири бш  та чотири сши кул1 мож

на розкласти в пнсть р!зних пакет!в (деяю пакети можуть бути порожш)?

11. Скшькома способами можна розмютити п бших, т  червоних 

1 к син1х куль по р урнах? Сюльки е таких розмщеиь, що в перцпй 

УРН1 М1СТИТБСЯ /| бшИХ, /2 ЧерВОНИХ 1 /3 СИН1Х куль?

12. У  2п урнах розподшено п бших 1 п чорних однакових куль, причому в кож

нш урш е принаймш одна куля. Скшькома р1зними способами це можна 

зробити?

13. Скшькома способами можна розмктити 2п бших, 2п червоних 1 2п сших 

куль у двох урнах так, щоб у кожшй урш було 3п куль?

14. Скшькома способами можна вибрати к тютечок у кондитерсьюй, де е п р13- 

них сорт1в истечок?

15. Виписано вс1 сполуки з повторениями з п по т  елемент1в. Скшьки раз1в у 

них повторюеться кожен елемент?

5.6. Рекурентш сшввщношення

У багатьох роздшах математики, зокрема в комбшаторищ, 

обчислення значень певно'1 функцп часто можна звести до обчислення 

значень ще! функци для менших значень параметр1в.
Формулу (чи правило), що задае процедуру зведення, називають ре

ку рентным, або зворотним , стввьдношенням.

Приклад 5.7. 1. Для довшьних члешв арифметично'У та геометрич- 

ноУ прогресш виконуються вщповщно там рекурентш 

сшввщношення: ап = ап _ 1 + с!та. Ьп = Ьп_ 1<дг. Додатково для арифметично! 

прогресп можна отримати шше рекурентне сшввщношення: ап = 2 ап , -

- а
п - 2

2. Популярним рекурентним сшввщношенням е сшввщношення, що 

задае так зваш числа Фгбоначчг.

Р(п) = Г(п - 1) + Р(п - 2), ПО) = Я 1 ) = 1. (5-15)

3. Вище ми отримали рекурентне сшввщношення для чисел С(п, к) 

(див. (5.4)):

С(«, к )= П~к + 1 С(п, к-  1). (5.16)
к

4. Неважко довести таке рекурентне сшввщношення для числа перес

тановок з п елеменпв: Р = Р ,п.П /1-1

Розв’язком рекурентного сшввщношення називаеться функщя, що 

задовольняе це сшввщношення, тобто така, пщставивши яку 

в сшввщношення, отримаемо тотожшсть.

Наприклад, розв’язками рекурентних сшввщношень для арифметич- 

но1 та геометрично'У прогресш е вщповщно функци ^(и ) = а 1 + 

+ (п - 1 )с1 та %2(п) = розв’язок рекурентного сшввщношення (5.16)

дае формула (5.5), а розв’язок рекурентного сшввщношення для числа 

перестановок з и елемент1в —  це функщя %(п) = п\.

Загального ушверсального методу для розв’язування довшьних реку

рентних сп1ввщношень, на жаль, немае. Однак для певного досить по- 

ширеного класу рекурентних сшввщношень такий метод е. Ц1 сшввщно

шення мають вигляд

/(«) = « ,/(«  ~ 1) + а2/(п - 2) + ... + ак/(п - к), (5.17)

де а в К, / = 1, 2 , ..., к, 1 називаються лшшнымы однородными реку- 

рентнимы с/ивв/дношеннямы з постшнымы (сталымы) коефщ 'кнта- 

мы. Число к називають порядком, або глыбиною, рекурентного сшввщ

ношення (5.17). Часто замють /(/и) записують/\

Опишемо метод розв’язання таких рекурентних сшввщношень.

Теорема 5.10. Якщо функцй &,(")> Я2(«), 8 „,(п) е розв’язками

рекурентного сшввщношення (5.17), то для будь-яких чисел 

С,, С2, ..., С , функщя

«(«) = С,я,(«) + С2я2(л) + ... + С д„(«) 

також е розв’язком цього сшввщношення.

Доведения. Оскшьки функцйя, (я), #2(и), ..., —  розв’язки сшв

вщношення (5.17), то для них виконуються тотожност!

8 ,(п) = - 1) + агф  - 2) + ... + а&(п - к), / = 1, 2 , ..., т.

Помноживши обидв1 частини цих тотожностей вщповщно на 

С,, С2, ..., Ст [ додавши результати, д1станемо, що функц1я %(п) також за

довольняе сшввщношення (5.17).



Теорема 5.11. Якщо Хх —  коршь р1вняння

Хк = ахХк~' + а 2Хк ~ 2 + ... + акхХ + ак, (5.18)

то функц1Я ,?(«) = X" е розв’язком рекурентного стввщношення (5.17).

Доведения. Справд1, пщставивши функцйо %(п) = X" у сшввщношен- 

ня (5.17), отримаемо р1вшсть

^ = « л г |+^ г 2+ ... +ак _ 1 Х{"-*+‘ + аХ п~к. к 1
Вона справджуеться, оскшьки ^  -— коршь р1вняння (5.18).

Р1ВНЯННЯ (5.18) називають характеристичном рхвнянням лшШного од- 

норщного рекурентного стввщношення з поспйними коефицентами (5.17).

Кореш р1вняння (5.18) можуть бути простими та кратними. Розгляне

мо спочатку випадок, коли вс1 кореш Хх,Х 2, ..., Хк характеристичного р1в- 

няння прост1. Тод1 за теоремою 5.11 функцй X", К", ..., Х"к е розв’язками 

рекурентного стввщношення (5.17).

Теорема 5.12. Довшьний розв’язок %(п) рекурентного сшввщношен- 

ня (5.17), характеристичне ргвняння якого мае проел кореш Хр Х2, ..., Хк, 

можна подати у вигляд!

,?(«) = С хХ1 + С2Х; + ... + СкХ"к. (5.19)

Доведения. Будь-який розв’язок $(п) рекурентного стввщношення

(5.17) повшстю й однозначно визначений, якщо задано значения 

#(0), яО), ..., %(к - 1). Отже, для доведения кнування формули (5.19) 

потр1бно довести, що система ршнянь

С, + С2 + ... + С* - *(0),

С,?ц +С2Я, +... + СкХк = &(1),
(5.20)

СА* 1 + С2Х2 1 + ...+СкХкк 1 — %(к-1)

Ск для довшьнихмае единий розв’язок вщносно С,, С2, .

Я(0), ^(1), 1).
Визначник системи (5.20) е вщомим визначникам Вандер.монда

1 1

що дор1виюе добутку П  (X -X ). Оскшьки вс1 X. попарно р1зш,
\<1<1 <к ' 1

то цей визначник не доршнюе 0, тому система (5.20) крамер1вська, тобто 

сумкна 1 мае единий розв’язок. Теорему доведено.

Вщтак розглянемо випадок, коли характеристичне ршняння рекурен

тного стввщношення (5.17) мае кратш кореш.

Нехай характеристичне ршняння (5.18) мае л попарно р1зних корешв 

X,,, Х2, ..., X, кратноеп яких доршнюють вщповщно /,, /2, ..., / , де 

/, + /2 + . . .+ /  = к. Можна довести, що в цьому випадку окр1м функщй 

X", X", ..., X" розв’язками рекурентного стввщношення (5.17) будуть та

кож функцй пХ", п2Х", ..., п'^'Х" для / = 1, 2, ..., .ч.

Теорема 5.13. Довшьний розв’язок §(п) рекурентного спшв1дношення

(5.17), характеристичне ршняння якого мае а- р1зних корешв Хр Х„ ..., X 

вщповщно кратностей / ,  / , . . . ,  /, можна подати у вигляд1

8 (Н) = Х ( С ;., +Спп + С 13п2+... + С /,/'-')Х"г (5.21)

Вирази (5.19) 1 (5.21) називають загальними розв’язками лшшного 

однородного рекурентного стввщношення з постшними коефщкнтами. 

Неважко переконатися, що формула (5.19) е окремим випадком формули

(5.21).

Отже, коли характеристичне ршняння (5.18) мае тшьки прост! кореш 

Я,, Х2, ..., Хк, набгр функцш X", X", ..., Хк утворюе базис у простор! век 

розв’язкш рекурентного стввщношення (5.17). Для кореня X кратносп I. 

функциями базису будуть X", пХ", п2Х", ..., и//" |Х.”,7  = 1, 2 , х.

П риклад  5.8. Розглянемо рекурентне стввщношення для чисел 

Ф1боначч1: Р(п) = Г(п — 1) + Р(п — 2). Його характеристичне р1вняння 

мае вигляд X2 = X + 1. Коренями цього квадратного р1вняння е числа 

Я,, = (1 + л/5)/2 1 Х2 =(1->/5)/2 . Отже, довшьний розв’язок даного 

рекурентного стввщношення можна записати у вигляд!

1 + 75
+ с2

1-75

Оскшьки два перци числа Ф1боначч1 фшсують 1 вважають р1вними 1, 

то 5(0) = §(1) = 1. Тод1 для параметров С, 1С2 отримаемо таку систему р1в- 

нянь:



С,+ С 2 =1,

/
1 + 7 ?

С,

\ / 

+ с
1 - 7 ?

=  1.

Гх розв’язок:
2л/5 ’ " 2 27? ’

Отже, довшьне число «Хмбоначч! можна визначити за формулою

Г(п) =
27?

(>/5+1)
1 + 75

-(л/5-1)
1-7?

або

Г(п) =
_1_
7?

1 + 7?
у»+1

1 - 7 ?

V

\/»+1 N
(5.22)

Наре игл, розглянемо лшшш неод нор 16111 рекурентнг ствв1диошення з 

посттними коефщентами, яю мають вигляд

/(и) = а,/(и - 1) + а2/(п  - 2) + ... + а /(и  - к) + к{п\ (5.23) 

де к(п) —  вщома функщя.

Теорема 5.14. Довшьний (загальний) розв’язок л1шйного неоднорщ- 

ного рекурентного сшввщношення (5.23) е сумою деякого частинного 

його розв’язку та загального розв’язку §(п) вщповщного лшшного одно

рщного сшввщношення.

Доведения. Нехай С(п) —  довшьний частинний розв’язок неоднорщ- 

ного рекурентного сшввщношення (5.23), а %(п) —  загальний розв’язок 

вщповщного лшшного однорщного сшввщношення (5.17). Пщставивши 

функцш (}(п) + $(п) у сшввщношення (5.23), дютанемо

к
С(и) + §(п) = X  (а, (С(л - /) + §{п - 0 ) + /<«)•

1=1

Оскшьки С(п) —  розв’язок неоднородного сшввщношення, то

С(п) = X  а,С7(и - 0 + Л(я).
/=1

к
Отже, для функцп %(п) мае виконуватись р1внють %(п) = - /),

1=1
а це означае, що функщя §(п) —  розв’язок вщповщного однорщного ре

курентного сшввщношення.

Остання теорема зводить задачу вщшукання загального розв’язку не

однорщного рекурентного сшввщношення з постшними коефщ1ентами

(5.23) до задач1 знаходження будь-якого частинного його розв’язку та В1- 
домо1 проблеми розв’язання однорщного рекурентного сшввщношення.

С р1зн1 методи вщшукання частинного розв’язку неоднорщного сшв

вщношення залежно вщ типу функци к(п).

Якщо функщя к(п) не залежить вщ п, тобто е деякою дшсною 

константою Ь, то частинний розв’язок знаходимо в такий споаб. Коли 

А = + а2 + ... + акФ 1, то частинним розв’язком буде С(п) = с, де с = Ы( 1 -

А). Якщо жА = \[В=\ а[+ 2 а2 + ... + как*  0, то 1снуе частинний роз

в’язок С(п) = с/п, де (1= ЫВ.

Складшшою е задача, коли функщя к(п) ютотно залежить вщ п. 

Зокрема, якщо к(п) —  многочлен степеня 1, а число 1 —  коршь ха

рактеристичного р1вняння кратност! /, то частинний розв’язок слщ 

шукати у вигляд1 С(и) = Ъуп' + Ь2п'* 1 + ... + Ь) . ,и'+ коефпценти 

Ьр Ъ2, Ь/+! можна визначити, пщставивши С(п) у сшввщношення

(5.23) 1 використавши вщом1 початков! значения функцп /(п) для 

и = 1, 2 , ..., к.

Приклад 5.9. Розв’язати рекурентне сшввщношення /п + 3 = 3/п + 2 -
- 4/п з початковими умовами /| = 2,/, = -2, / 3 = 6 .

Запишемо його характеристичне р1вняння V  = ЗА2 + 0 ■ А, — 4, тобто А.3
- ЗХ2 + 4 = 0. Його коренями будуть числа А, = — 1 1 Х2 3 = 2; отже, довшь

ний розв’язок даного рекурентного сшввщношення мае вигляд 

/„ = С,(-1)" + (С2 + Съп) ■ 2".

Використовуючи початков1 умови, дктанемо систему р1внянь

' / ,=  2 = -С, +2С2 + 2С3,

• / 2 = -2 = С,+4С2+ 8С3,

/ 3 = 6 = -С, + 8С2 + 24 С ,.

Звщси С, = 1/3, С2 = -5/9, С3 = -22/9. Остаточно маемо:

/„ = (3(-1)” -(5 + 22и)2")/9.

Приклад 5.10. Розв’язати рекурентне сшввщношення

/ , + з =■-/. + 1 + 5/я +, - 3/„ + (2я2 - я - 1), де/; = -1, / 2 = 3,./; = 5.



Характеристичне ршняння вщповщного однородного рекурентного 

стввщношення мае вигляд X,3 = - Хг + 5Х. - 3, або А.3 + X1 - 5\ + 3 = 0; йо

го кореш —  Х[2= 1Д , = -3. Звщси отримуемо загальний розв’язок цьо

го стввщношення:/; = (С, + С,л) • 1" + С3(-3)" = С, + С2п + С,(-3)".

Частинний розв’язок шукатимемо у вигляд1 С(п) = + Ь2п] + ЬгпА.

Для знаходження Ь{, Ь2 та Ьг пщставимо С(п) у початкове р1вняння

6,(11 + З)2 + Ь2(п + З)3 + Ь,{п + ЗУ = - (Ь,{п + 2)2 + Ь2(п + 2)3 +

+ Ь3(п + 2У) + 5(Ь,(п + I )2 + Ьг(п + I )3 + Ьг(п + I)4) -

- 3[Ь{пг + 6,и3 + Ь}п4) + (2л2 - п - 1).

Застосувавши метод невизначених коефцценпв, послщовно знайде- 

мо Ьх, Ь2 1 Ь}, а згодом 1 С,, С2, Су

Теорема 5.15. Якщо для послщовносп чисел х,, х2, ..., хп, ... викону

еться лшйне однорщне рекурентне стввщношення з постШними коеф1- 

щентами

= аЛ - , + аЛ - 2  + -  + аЛ-*> (5-24)

то для послщовносп сум 5ж = дг, + х2 + ... + хт виконуеться лшШне од

норщне рекурентне стввщношення з поспйними коефщентами

5'„ = ( 1 +Я|)5»-1 +(а2~а №»-2+ ■■■ + К _ а *-Д .-*~ аА-*-Г

Доведения. Зауважимо, що х. = 5. - 5 _ ,, / = 1,2........Пщставивши щ

значения у стввщношення (5.24), маемо

5 - 5 ^ 1 = а , ( 5 . , - 5 . г) + а2(5 _ 2- 5 _ з ) + . . .+ а ,( 5 ,4- 5 . 4. 1).

3 останньо'1 р1вност1, виконавши нескладш перетворення, отримаемо 

шукане рекурентне стввщношення для послщовносп5и.

Приклад 5.11. Розглянемо послщовшсть куб1в натуральних чисел

1,8, 27, 64,... .

Неважко переконатися, що члени ще* послщовносп задовольняють 

рекурентне стввщношення хп = 4*я _, - 6хп 2 + 4хп 3 - хп 4. Тод1
л

за доведеною теоремою для послщовносп сум 5„ = У , /’’ виконуеться 

рекурентне стввщношення

5 = 5 5  -105 ,+ 105 ,-55„ 4 + 5„ ,. (5.25)л я - |  л - 2  л - 3  л - 4  л - э

Розв’яжемо його.

Вщповщне характеристичне р1вняння мае вигляд

Я,5 - 5Х4 + 10Х3 - 10Х2 + 5Х - 1 = 0.

Його коршь X = 1 мае кратшсть 5. Отже, загальним розв’язком для сгпв- 

вщношення (5.25) е

й(и) = С,и4 + С /  + С;п2 + С4п + С

Використовуючи початков1 умови для послщовносп 5. (5, = 1, 52 = 9, 

53 = 36, 54 = 100, 55 = 225), дктанемо систему лшшних р1внянь

С, + С2+ С3 + С4+С5= 1,

16С, + 8С,+ 4С3 + 2С4 + С5 = 9,

81С, + 27С2 + 9С3 +ЗС4 +С5 = 36,

256С, + 64 С2 + 16С3 + 4С4 + С5 = 100,

625С, + 125С2 +25С3 +5С4 +С5 = 225.

К розв’язок: С, = 1/4, С, = 1/2, С3 = 1/4, С4 = С, = 0. Отже,

, V п п п г(„),_+_ +т=
тобто

п

2У =

я2 (и2 +2и + 1) _

й(/7 + 1 )

/7(й + 1 )
\2

5.6. Задач/ / вправи

1. Знайти а61 а7, якщо

(а) ап = п2 + 2 ап_, для я > 2 1 а, = 3;

(б)а„ = йР.,-лаж-2дляи5 3 1а, = а2 = 1;

(в) ап = ап ,, якщо л = 2к\ ап= ап [ + ап 2, якщо п = 2к+ I, к е N 1 д, = 2.

2. Розв’язати рекурентне сп1ввщношення:

(0)а” = т т ^1 + а.
а, = 1, я > 2;

(!)«„ = +1- а, =1, п>2.

3. Довести, що коли послщовшсть {ап} задовольняе стввщношення

, + Ва „ ^ 2 + то послщовн!сть Ьп = ап
шення Ь = АЬ , + ВЬп п - 1 п — 2

4. Знайти загальний розв’язок рекурентного стввщношення:

(а> + 2 Ч  + , + 1 4  = 0; (г) ая 0  - 9 а +2 + 26а„т , - 24а, = 0;

(б) а» + 2- Ч +1 + 13а, = °; (д)ап + 2 + 2ая+| + а„ = 0;
(в) а + 9а =0; (е) а ., + 4а = 0.4 '  п  + 1 п • ' ' п + 4 п



5. Знайти загальний розв’язок рекурентного сшввщношення 13 заданими по- 

чатковими умовами:

(а) ал + 2 - 5а„ +, + 6аг = 0, а, = 1, а2 = -7;

(б) а„ + з - Зап + 2 + а„ +, - За„ = 0, а, = 3, а2 = 7, а3 = 27;

(в) ап + 3 - За +2 - 10ая +, + 24а„ = 0, а, = 4, а2 = 46, а3 = 34;

(г) а” + 3 — За„ +, + 2а„ = 0, а, = а, а2 = 6, а3 = с;

(д) а„ + 2 - 2со5ос • ап +, + ап = 0, а, = соза, а2 = соз2а;

(е) а1 , 2 - Ч .  ■+ Ч  = °> а. = 4> а2 = 13-

6. Розв’язати лшшне неоднорщне рекурентне сшввщношення:

(аИ  + ,- ап = й’ а1 = ! ’
(б) ап+3 - 6ап + 2 + 11 ап+, — 6ап = 6л2 — 4и — 17, а, = 3, а2 = 15, а3 = 41.

7. Використовуючи теорему 5.15 1 приклад 5.11, знайти формулу для обчис

лення суми:

(а) I2 + 22 + ... + п2; (б) I4 + 24 + ... + и4.

8. Для послщовносп чисел Ф|боначч1 {Рп} довести, що:

(а) для будь-яких натуральних чисел т 1 п Гп+т = + Р Р т + ,;

(б) для будь-яких чисел т 1 п = кт число Рп дшиться на Рт;

(в) два сусщн! числа Рп\Рп̂  ̂ взаемно прост1;

(г)Р{ + Р} + ... +/г2„+| = /г2„ + 2;

(д) 1 + Р2 + РА + ... + Р2„ = ^ 2„+

(е )^+ ^„+, + ^ +2 +^ 0  + ̂ * 4 +^ = 4/г, +4;

(О ^ +Л - ,- ^ 2 = И ) г.и > 1;
(ж) С(«, I)/7, + С(п, 2)Р2 + ... + С(и, п)Рп -

5.7. Метод генератрис
Метод генератрис, або тв1рних функщй, е одним 13 теоретично 

й анал1тично найрозвиненших метод1в комбинаторного анал1зу, та 

ОДНИМ 3 ТИХ, ЯК1 НаЙПСШШе пов’язують к0мб1наторику 3 1НШИМИ розд1- 

лами математики, зокрема з математичним анал13ом. Головшще! цього 

методу вперше висловив 1 застосував усередшп X V III стагиття Леонард 

Ейлер у дослщженнях 13 теорп чисел. Згодом цей пщхщ усшшно та 

пл1Дно розвинув видатний французький вчений П ’ер С1мон Лаплас 

(1749-1827).
Розглянемо спочатку прост1 приклади, яю, можливо, лежали в основ! 

перших вщкритпв ще! теорп. Нехай маемо скшченний наб1р дшсних чи

сел х , х2, хп 1 добуток лшшних б1Н0М1В:

П (1 + *,/) = ± а тГ .  (5.26)

Неважко переконатися, що

ао=
а 1 = х, + х2 + ... + хп,

а2 = х[х2 +х1хг + ... +х1хп+х2х3 +х2хА+ ... +хА + ... +

аъ = х,хЛ  + х,х2х4 + ... + х{х2хп + хххъхА + х,х3х5 + . . .+ * _  2х„. ,х ,

Отже, коефвдент ат — це симетрична функцы, складена з ус!х мож

ливих добутк1в елеменпв х., узятих по т  штук, тобто з добутк1в еле

менпв ус1Х сполук з и по т  множини {х,, х2, ..., хД. Зокрема, колих = 1 

для ВС1Х /' = 1,2, ..., и, то коефщ1ент ат дор1внюватиме числу С(п, т) 

сполук з п по т  (т = 0, 1, 2 , ..., п) 1 виконуватиметься р1вшсть:

(1 + 1)" = ^ С (п ,т )Г .  (5.27)
т- О

Вираз (5.27) взаемно однозначно пов’язуе послщовност! чисел (61- 
номних коефвденпв) {С(л, т) | т  = О, 1, 2, ..., и} 13 функщями виду 

Р(1 ) = (1 + ()", п = О, 1 ,2,... . Цей зв’язок виявляеться дуже корисним: на- 

даючи у формул1 (5.27) р13Н1 значения зм1нн1й г, можна одержувати р1зш 

сп1ввщношення для бшомних коеф1Ц1ент1в, важлив: й Ц1кав1 як для прак- 

тичних застосувань, так 1 з теоретично! точки зору.

Наприклад, для I = 1 1 ( = -1  маемо вщповщно сшввщношення

3) 1 4) з (5.8).

Розбипя функци Г(() на два сшвмножники (1 + /)" = (1 + / / ( 1  + ?)"~*дае 

змогу отримати ще одне важливе сп1ввщношення:

т
С(п ,т ) = ^С (к ,т - г )С (п - к ,г ) ,т  = 0,1,2,..., л. (5.28)

г=О

Окремий випадок ще! р1вност! д^станемо для парного п = 2к, якщо ро- 

316’емо (1 + О” на однаков! множники, тобто т  = к. Тод1 матимемо

С(2к,к) = ^ (С (к ,г ) )2.
г=О

Продиференщювавши обидв1 частини сп1вв1дношення (5.27) за 

зм1нною /, одержимо рхвшсть:

и(1+ /)""' = ^ и С ( п ,т ) Г ' .
т=О



Пщставивши в цю р1вшсть замкть I одинидю, дктанемо таке сшввщ- 

ношення:

2 тС(п,п,) = п Т ( 529)
т=0

Продовжуючи виконувати р1зш аналпичш операцп над функщею 

Р(1 ) (наприклад, можна визначити и другу, третю 1 т. д. похщну, знайти 

ГГ первкну тощо), отримуватимемо нов1 стввщношення для бшомних 

коефщкнпв.

Функцш Р(1 ) = (1 + О" називають генератрисою послщовносп чи

сел (С(«, 0), С(п, 1), С(и, 2), С(п, п)).

Поняття генератриси можна узагальнити в такий спос1б.

Нехай маемо деяку числову послщовшсть (а:, а,, аг, ..., ап, ...)• Г*ене- 

ратрисою  (або тв/рною функщею) ще! послщовносп називаеться фун-

КЦ1Я

т  = ^ а „ 1". (5.30)
п=0

Якщо цей ряд збнаеться в деякш обласп й функцш Г(1) можна пода

ти в аналггичнш форм1 (наприклад, у вигляд1 формули), то за допомогою 

генератриси Р{1 ) вдаеться зручно й ефективно дошпджувати р1зш влас

тивосп вщповщноГ послщовносп. Нас бшьше цжавитимуть генератри

си для послщовностей, так чи шакше пов’язаних 13 комбшаторними за

дачами.
Зауважимо, що для багатьох комбшаторних задач зб1жшсть ряду 

(5.30) нектотна, тому його часто називають “формальним рядом”. 

У комбшаторищ замкть обчислення суми цього ряду для конкретного 

значения змшно'Г / виконують певш формальш операцп для таких ряд1в 
1/або визначають коефщкнти при окремих степенях I.

Доведемо, наприклад, що генератрисою послщовносп бшомних кое

фщкнпв (С(« - 1, 0), С(п, 1), С(« + 1, 2), С(п + к - 1, к), ...) е функ

щя Г(1 ) = (1 - 1 )~" для |/| < 1, тобто покажемо, що

( 1 - / г = Х с ( й + ь и > ‘ . <5-31)
к=0

Скористаемося методом математично’Г шдукцп. Для п = 1 дана посль 

довнкть перетворюеться на (1, 1, ..., 1, ...), а Р(() = (1 - /) '• Якщо |/|<1, 

то за формулою суми нескшченно спадноТ геометрично'Г прогресп 

матимемо

1 + 1 + I 2 + ...+ /*+ ... =(1 -/)-'. (5.32)

Припуспмо, що наше твердження виконуеться для п = т  (т  > 1), 

1 розглянемо вираз

(1 - /)г<»+') = (1 _ /)- (1  _  (у' = (С(т -1 ,0)+  С(т, ]), + С(т  + 1, 2)г  + ... 

... + С(т + к - 1, к)(к + ...) (1 + 1 + 1 г + ... + 1 к + ...).

Визначимо коефщкнт при 1 к в правШ частит:

С(т —1,0) + С(/и, 1) + С(т  + 1 ,2 )+ ...+  С\т + к — 1, к) =

= С(т  + к, к).

Останню р1вн!сть неважко об'рунтувати, якщо замшити в шй С(т  -

1, 0) на С(от, 0) 1 скористатися тотожшстю 2) з (5.8).

Отже,

(1 — /)-('”+1) = С(т , 0) + С(т  + 1, 1)/ + С(т  + 2, 2) ( 2 + ...

... + С(т  + к, к)(к + ..., 

що й доводить потр1бне твердження.

Вище ми показали, що генератрисою послщовносп С(«, к) е 

функщя Г(1 ) = (1 + [)". Розглянемо таку послщовшсть: ак = 0 для 

к = 0, 1, 2, ..., п - 1 1 ак = С(к, п) для к > п. ГГ генератрисою буде

фуНКЦ1Я

Р(1) = ^ С (к ,п ) 1к.
к=п

Виконавши р1вносильн1 перетворення цього виразу з урахуванням ств

вщношення (5.31), маемо

т  = У С (к ,п )(к = 1"У С (п  + т ,п )Г  = / "У С (л  + я , т )Г  = —
*=■» т=0 »,=0 (1 + /)"+

Часто пошук аналггичноТ форми генератриси для заданоТ послщов

носп е непростою й до певноГ м1ри творчою задачею. Наприклад, гене

ратриси деяких послщовностей можна знайти за допомогою рекурен- 

тних сшввщношень.

Розглянемо послщовшсть С(п. к) кшькостей сполук з п по к з 

повторениями к - 0, 1, 2, ... . Вище було встановлено (див. (5.13), що

СО7. к) = С(п. к -П + С(п - 1. к). к=  1.2......  (5.33)

Шукану генератрису послщовносп (С(п. 0~). С(п. П. ..., С(п. к). ...) 

позначимо

ГЛ‘) = Ъ С(п,к)1к.
к= о



Помножимо обидв1 частини сшввщношень (5.33) вщповщно на 

1 к (к = 1, 2, ...) 1 додамо почленно отримаш р1вност1. Матимемо

^ С(п,к)1к = /У , С(п, * - 1>*~‘ + X  С(п -1, кук,
*=| *=| 

тобто ^„(0 - 1 = /^ ) + (Р„_ ,(<) - 1)-
Отже, отримаемо таке рекурентне сшввщношення:

^ ( 0  = ̂ _ , ( 0 / ( 1 -  О-

Звщси

Г(/) = Г ,(0 /(1-  / Г 1.

Оскшьки СП.А) = I для вс1х к, то генератриса Р{(1) ще! послщовносп 

дор18нюе

Е(1) = У С(\,к)1к =1 + 1 + 12+... + 1к +... = (1-1)-'.

к=0

Таким чином, Рп(1 ) = (1 - () "■
Поршнявши отриманий результат 31 сшввщношенням (5.31), утрете 

дктанемо формулу для числа сполук з п по к з повторениями: 

СТ/7, к) =  С(п + к —  1 , к).
Аналопчно, за допомогою рекурентного сшввщношення (5.15), мож

на довести, що генератрисою послщовносп чисел Ф1боначч1 е Р({) = 

= (1 — I —1 2)Л Розвинувши цю функцш в ряд, знову отримаемо формулу

(5.22) для визначення довшьного числа Ф1боначч1.

1нод1 генератрису можна знайти, виходячи з деяких комбшаторних 

м1ркувань. Вище ми встановили, що коефпценти ак добутку бшом1в з 

формули (5.26) вщповщають р1зним сполукам множини {х,, х2, ..., хп}. 

Для ще! само! множини розглянемо такий добуток:

Т\(1 + х11 +хУ + ... + х Г П  = ± а / .  (5.34)

/=1 *=°

де х = /и, + >п2 + ... + т п.
Коефццент ак складаеться з добутюв елеменпв ус1х сполук з и по к з 

повторениями множини {хр х2, ..., хп} за умови, що кожен елемент х. мо

же з ’являтися в цих сполуках не бшьше шж /и. раз1в (/' = 1, 2, ..., п).

Отже, генератриса послщовност1 кшькостей сполук з п по к з повто

рениями 13 зазначеними обмеженнями дор1внюе

т = и $ + ‘ +<2 + -+п -  (5-35)
/=1

Якщо на деякий елемент х. не накладено жодних обмежень 1 вщ мо

же повторюватись у сполуках будь-яку кшькють раз1в, то в останнш фор

мул! слщ покласти т. = °°, 1 вщповщний множник матиме вигляд

1 + 1 + I 2 + ... + 1 к+ ... = (1 - О''-

Зокрема, якщо вс1 елементи множини {х|; х2, ...,хп} можуть зустр1чатися 

у сполуках без обмежень, то генератриса для послщовност1 кшькостей 

таких сполук матиме вигляд:

Г(1 ) = ( 1 + (+ (2+ ... +?*+... )" = (1 -(У".

Коефщкнт при /* у розвиненш ще'1 функци дор|'внюе С(п. кV Водно- 

час вш доршнюе С(п + к - 1, к) (див. (5.31)). Отже, знову маемо форму

лу (5.11) для числа сполук з п по к з повторениями.

Нарешп, якщо на сполуки з повторениями накладено обмеження, що 

елемент х. мае входити до IX складу не менше шж / раз1в 

1 не бшьше шж т. раз1в, то вщповщний множник у формул! (5.35) матиме 

вигляд ( I1, + I 1’" + ... + ('"'). А умов1, що деякий елемент мае повторюва

тись у сполуках лише парну кшькють раз1в, у генератрис! (5.35) вщпов1- 
датиме множник (1 + I 2 + I 4 + ... + (2к + ... ).

Приклад 5.12. Позначимо К(3, к) —  число сполук 13 трьох елемен

пв х,, х2, х3 по к з повторениями за умови, що х зустр1чаеться не бшьше 

одного разу, х2 —  не менше двох 1 не бшьше чотирьох раз1в, ах , —  два 

чи п’ять раз1в. Ус1м таким сполукам вщповщатимуть коефщкнти 

многочлена

Р(1) = (1 + х Д х 2/2 + х23/3 + х*/)(х2/  + х ь/ )  = х2х2х]х3 14 +

+ (хгх2х1хух3 + х ^ ^ ^ у  + (дууууг 3х3 + ххх ^ 7х ^ 1 ь +

+ (х1х7х7х2х2х}х3 + х2х2х3х3х3х3х3)/7 + (х2х2х2х3х3х3х3х3 + ХхХ ^ ^ 3ХъХъХъХ3) 1  8 +

+ (х2х2х2х2х3х3х3х3х3 + х]хгх?х2х3х3х3х3х3)/9 + х|х2х2х2х2х3х3х3х3х3 ( |0, 

тобто генератриса послщовносп (К(3, 0), К(3, 1), К(3, 2), ..., К(3, к), ...) 

дор1внюе

Р([) = (1 + ()((2 +13 + /4)(^ + I5) = I4 + 2? + 2/ 6 + 2(7 + 2(% + 2/ 9 + Л

Звщси матимемо

К(3, 5) = К(3, 6) = К(3, 7) = К(3, 8) = К(3, 9) = 2,

К(3, 4) = К(3, 10) = 1

К(3, к) = 0 для к = 0, 1, 2, 3 та к > 10.



Позначимо через Аик кшьккть невщ’емних цших розв’язюв р1в- 

няння х, + хг + ... + хк = п. 1з результапв роздшу 5.4 та формули (5.31) 

випливае, що функщя Р(1 ) = (1 - О"" е генератрисою послщовносп 

Л » = 0, 1, 2, ... . Неважко об'рунтувати, що генератрисою послщов- 

НОСТ1 юлькостей невщ’емних цших розв’язюв Р1ВНЯННЯ

т {х 1 + т 2х2 + ........ + т кхк = п, де /и,, т 2, ..., т к — фксоваш натуральна

числа, буде функщя

Р(() = ((1 -- <"') (1 - - г 'к)У'-
Послщовшсть (аа, а,, а2, ..., ак, ...) позначатимемо (а*)4 = 0„-

Нехай 5 — множина вах послщовностей (а*)4, 0-> дшсних чисел. Оз

начимо на 5 операцп додавання та множення (композици, або згортки)

1 позначимо IX + 1°. Якщо а  = (с‘к)к = 0„ 1 Р = (Ьк)к = о„, то

а+  Р = Ц-*Л\ = 0,~, (5.36)
к

а °Р  = (аД , а 0Ь1 + аД , а Д  + аД  + а260, ... , Х аА~.-> •••)• (5-37)
/=0

Легко перев1рити, що обидв1 операцп асощативш й комутативш, 

а операщя множення дистрибутивна вщносно додавання. Нейтральними 

елементами (нулем 1 одиницею) для додавання та множення е вщповщно 

послщовносп 0 = (0, 0, ..., 0, ...) 11 = (1, 0, ..., 0, ...).

Для послщовносп а  оберненим елементом стосовно додавання буде 

послщовшсть -а = (-аА)4 = 0те- Обернений елемент щодо множення кнуе 

для тих 1 лише тих послщовностей а, у яких а0 /  0. Отже, алгебра 

А = (5,{ + , °}) —  це комутативне кшьце з одиницею.

Позначимо множину вах генератрис послщовностей з 5 через С, 

а вщображення, що ставить у вщповщшсть послщовносп а  е 5 и гене- 

ратрису Р(1 ), —  через у. Неважко довести, що у —  1зоморф1зм алгебр 

А = (5, { + , °}) 1 А’ = (С, { + , •}). Отже, алгебра генератрис А’ —  це та

кож комутативне кшьце з одиницею (одиницею А’ е Р(1 ) = 1).

Побудованим 1зоморф1змом у зручно користуватися для визначення 

генератрис послщовностей а  + Р й ос°Р, коли генератриси а

1 Р В1ДОМ1: у(а + Р) = у(а) + у(Р) й у(а°Р) = у(а) • у(р). Першу з цих влас

тивостей уже було використано кшька раз1в у розв’язуванш р1зних задач, 

а другу властивкть було неявно використано для об'рунтування сшввщ

ношень (5.28) 1 (5.31).

Приклад 5.13. Застосуемо другу властивкть 1зоморф1зму у для
к

визначення генератриси 8 (1 ) послщовносп сум 8 к = X й' > К0ЛИ в'д0‘
1=0

ма генератриса Р(1) послщовносп а  = (ак)к _ 0м. Нехай а  = (5Д = 0„ 

1 Р = (1, 1 , 1 , . . . ) ;  тод1 а  = а  ° р. Оскшьки генератрисою послщовносп 

Р е (1 -?)"', то генератрисою послщовносп а  буде функщя 8 (1 ) = Г([) 

(1—

Додатково можна ввести операщю множення послщовносп 

(у. = (ак)к _ 0 _ на дшсне число г, вважаючи, що г а  = (г а к)к _ 0__. Тод1 
7(г а ) = г у(ос).

Генератриси можна застосовувати також для розв’язування рекурен- 

тних спшвщношень (як лшйних, так 1 нелшШних).

Розглянемо спочатку операцио зсуву послщовносп. Якщо 

а  = (аД  = 0м, то зсувом послщовносп а  на т  позицш називатимемо пос- 

лщовшсть Р = (ЬД=0м, де Ъ = ат+.,] = 0, 1, 2, ...; позначатимемо Р = Ата. 

Якщо Р(1 ) —  генератриса послщовносп ос, то генератрисою послщов

носп р = Д а  буде функция

о (0  = Г Ю - Ь - М , 45 Ьт^ )  = | > / .  (5.38)
* * 1=0

Розглянемо лппйне однорщне рекурентне сшввщношення з поспй- 

ними коефвдентами

/(«) = «,/(« - 1) + а2/(п - 2 )+ ...+  ак/(п  - к).

Помножимо обидв1 його частини на I я~к, п = к, к + 1, 1 додамо отри-

маш р1вност1. 3 урахуванням операцп зсуву дктанемо спшвщношення

Р (0  ~ У  | (0 _  у  а, (^ (0  - 6,_,_| (I))
,к 2-1 .к-, >
1 /=| I

де Р(1 ) —  шукана генератриса послщовносп (Д0),Д1),Д2), ...,/(«),...),

К (!) = Ё / 0 У ,»» = 0,1,2 А — 1,1 М О  = 0.
1=0

Звщси

Р(,) = ------ ^ -------- . (5-39>

7 = 1

Розвинувши цю функцйо в ряд Маклорена, 1ншим способом д1станемо 

розв’язок рекурентного сшввщношення (5.17).



Приклад 5.14. Нехай задано рекурентне спшвщношення/п+, - 7 ^+] -

- 6/п з початковими умовами/0 = -2,/| = 1,/2 = 3.

Тод1 Ь2(1 ) = -2 + / + З /2, 6 ,(0  = -2 + 1 \ Ьд(с) = -2. За форму

лою (5.39) визначимо генерагрису Р(1 ) послщовносп (4),„ = 0_ :

т =
\1 1 2 +1 - 2

6 1 3 - Ц 2+\

Оскшьки 6/3 - 7/2 + 1 = (/ - 1)(2/ - 1)(3/ + 1), то за допомогою вщо- 

мого методу невизначених коефвденпв генератрису нашо! 

ПОСЛЩ0ВН0СТ1 МОЖНа подати у ВИГЛЯД1

„ . .  -4 11 1 1 1
П О  = г-+ -

1-1 5 1-2/ 5 1 + 3/

Для розвинеиия в ряд кожного з доданюв право! частини скористаемось 

формулою (5.32). Дктанемо

Г(С) =  (-20 +11 ■ 2т - (-3)"') Г .
т=о 5

Отже, розв’язком даного рекурентного сшввщношення е функщя

= X  7  (“ 20 +1 1'2” “  С-3)” )•
т= 0 5

До генератрис можна застосовувати також операцп диференщювання 

й штегрування.

Нехай Д /) —  генератриса послщовносп а  = («Д =0„, тод1 генератри- 

сою послщовносп ка буде функщя 1Р \/), а генератрисою послщовнос- 

п  к(к - 1)а —  функщя 1 2Р " ( 1 ). 3 останнк тверджень можна вивести, що 

генератриса послщовносп к2а  —  це функц1я 0(1) = / 2Р " ( 1 ) + /Р '( 1 ). 

Розглянемо штеграл

/ I

Н ( 1) = \р(г)ск = [(а0 + а1г + а2 2 2 + ... + ак2 к +...)(к =

О О

(Х\ 1 С1-\ 1 С1г
= аЛ + -±1 2 + —  ?  +... + — *-Г '+ ....

0 2 3 к+1

Отже, функц1я Н(Г) е генератрисою послщовносп (Ьк)к _ 0 де Ь0 = О

Використовуючи щ результати для генератриси Р(1 ) = (1 — I ) '  

послщовносп (1, 1, ..., 1, ...), дктанемо, що генератрисою послщов

носп натуральних чисел (1, 2, 3, ...) буде функщя (1 - /)“2, а генерат

рисою послщовносп □ ЕХ>: Р\01п(1 - 1)~

Окр1м того, якщо послщовшсть (аД,=0оо зб1жна, то Нта* =

= НтЛ-/)/^/).
/—>1

На завершения зауважимо, що в математиц! кнуе багато р1зних спо- 

соб1в означення та побудови генератрис. У найзагальшшому 

випадку запроваджують так звану базову послщовшсть функщй 

дгйсно! (або комплексно!) змшно! (ф0(/), Ф,(/), Ф2(0> •••> ф*(0> ■■■) > гене

ратрисою числово! послщовносп а  = (ак)к = 01>> називають функщю

Р(1) = Найчастйпе (як це й було зроблено вище) як базову
к=О

розглядають послщовшсть степеневих функщй фк(() = /*, А = О, I, 2, ... . 

У  комбшаторному анал131 часто використовують як базов 1 також

/*
експоненцшш функцп фД/) = — , к = 0,1,2, ... .

к\

5.7. Задач! I вправи

1. Визначити генератрису послщовносп (аД =„_ (се К, пеМ):
1) ак = 1; 5 )ак = ск; 9) ак = У (к + 1);

2) ак = с*; 6) ак = к + с; 10) ак = 1/А!;

3) ак = Ас*; 7) ак = А2; 11) ак = с‘/А!;

4) ак = к+ 1; 8)а, = А"; 12) ак = С(п + А, А).

2. Нехай /•'(/) —  генератриса послщовносп (яД _(1_. Визначити генератрису 

С(/) ПОСЛЩОВНОСП (6Д,.=0_, якщо

2) = а4+2;
3)**= а*+„;

4)**=°*+1;

5) Ък = ак + с;

6)Ьк = сак;

1)Ьк = сак + с1;

%) Ьк = 0, 0 < к< п, { Ьк = ак для А > и;

9) = 0, 0 < А < п -  1,1 Ьк = п для А > и;



I

10) *в = во1 ^ +1 = а ^ |-в1для*г0;

Ц )А* = в*м - а*
12) Ьк =  аи +  а х + а2 + ... +  а к;

13) Ьк =

14) Ьк = к2ак;

15) Ьк = а к1(к +  1);

16 ) Ь к =  а кк / ( к +  1),

с, с1е К, пе N.

3. Нехай ДО —  генератриса послщовносп а  = (ак)к ш (|_, а послщовносп 

(Зл = (б‘">)4 = 1(_, л = 0, 1, 2, ..., означають такими сшввщношеннями: Ь<к > = а4,
А-

Ьм  = 2  Ь/" ~ |), и = 1, 2, ... . Визначити генератрису послщовносп (Зп,
к ыа 1 

п ~  0, 1, 2, ... .

4. Визначити формулу загального члена послщовносп (а к)ы „_, генератрисою 

яко! с функщя ДО:

1)Д0 = с; 13) ДО « ( 1 - 0 “ ;
2) ДО = Г; 14) ДО = (1 - 40''2;

3) ДО = 1/(1 - 0 ;  15) ДО = (1 + 0";
4) д о  = 1/(1 -  О2; 16) ДО = (с + <*)";

5) д о  = 1/(1 —  0"; 17) ДО = Д1 -  О”;
6) д о  = 1/(1 - сО; 18) д о  = (1 + <2/2) ‘ ”;

7) д о  = с//(1 -  сО2; 19) ДО = 1п(1 + 0;
8) д о  = с//( 1 - О2; 20) д о  = —1п(1 — 0;
9) д о  = 'О + 0/(1 -  О3; 21) д о  = -  1п(1 -  с();

10) ДО = сг(1 + с0/(1 - сО3; 22) ДО = (1п((1 + с0/(1 - с0))/2;

11) ДО = Г/( 1 - 0”+1; 23) ДО = агс1ё I;
12) ДО = 1"/( 1 - 0”; 24) ДО = агсзшг, с, с1е К, пе N.

5. Визначити послщовшсть (а к) к^ _ , генератриса яко! дор1внюе 

Д О  = (1 + (+ г2 + ... +  Г ~ ' ) 2.
6. За допомогою задано! тотожносп для генератрис 1 операцп множення пос

лщовностей довести вщповщну тотожшсть для бшомних коефшенпв:

| * /2|

2  (-1)' С(и + к - 21 -1, и - 1)С(н, /) = С(и, Л);
/=о

(а) (1 + 0" = (1 _  ̂ )"(1 - О"”;
|* /2]

X  С(И, к -  21)С(п + / -1,0 = С(и + А -1, А);

(б)(1 + 0"(1-/2)"" = (1-0"п;

^С(п ,1)С(т , к - 1 )  = С(п + т,к);
/=<>

(в) (1 + 041 + от = (1 + 0й+|";
к

2 С (л  + /, л)С(т + к -  1,т) = С(и + /и + Л + 1,А);
/=о

(г) (1 - 0“‘ ' ”(1 - 0~1"” = (1 - о-2-"-'”;

к
2  (- О*"' С(и, /)С(т + к - 1 -  \,к - 1) = С ( п -  т,к);
/=()

(д) (1 + 041+0 ■'" = (1 + 0'’-";

1 (  —1);С(л + 1,п)С(т + 2 к-1 ,п)  = С(п + к, к);
1=0

(е) (1 - 0  '" (1  + 0-'-" = (1 -г2) 1 ".

7. За допомогою визначення вщповщно! тотожносп для генератрис 1 опера- 

цй множення послщовностей довести таку тотожшсть для бшомних кое-

фЩ1ЕНТ1В:
п

. ч (“ О* (С(п,к))2 дор1вню€ (-1)”/2 С (л, л/2), якщо л парне, 1 дорвшюе О,
(а) *=о

якщо л —  непарне;

(б) ^(-1У~кС(п,к)С(т + к,т + \) = С(т,п-1);
к

(в) 2 К  -1)‘ С(п, 2к)С(п,2т - 2 к ) =  С(2п, 2т) + (-1Г С(и, т);
к

(г) 2 ^  (-1)‘ С(л + 2А, п)С(п + 2т - 2А: +1, п) = С(2л + 2т + 2,2 л +1).
к

8. Члени послщовносп ф = (/ )̂4=„_ задовольняють лшшне однорщне рекурен

тне сшввщношення 31 сталими коефщхентами другого порядку

/ * ,  + &/♦, +с / = 0.*/л + 2 ■//»+1 */я
(а) Визначити генератрису послщовносп ф;

(б) знайти розв’язок заданого рекурентного сшввщношення за допомогою 

методу генератрис.



9. Члени послщовносп а  = (а*)*ж0_ задовольняють рекурентне сшввщношення

а* = а(Л-1 + аЛ-2 + в2а/1-з+ - +аи-Л’ к= 1 2 ,...; а0 = 1.

(а) Визначити генератрису послщовиоси а;

(б) розв’язати задане рекурентне сгпввщношення.

10. Обчислити суму:

(а) С(п, 1) + 2С(п, 2) + 3С(п, 3) + ... + пС(п, и);

(б) С(п, 0) + 2С(п, 1) + 3С(я, 2) + ... + (п+ 1 )С(п, п);

(в) С(п, 2) + 2С(п, 3) + 3С(и, 4) + ... + (и - 1 )С(и, и);

(г) С(п, 0) + ЗС(и, 1) + 5С(п, 2)+ ... +(2п+ 1 )С(п, п);

(д) С(п, 0) - 2С(п, 1) + 3С(и, 2) - ... + (-Щ и + 1 № ,  «);

(е) ЗС(л, 1) + 7С(и, 2) + 11 С(л, 3) + ... + (4л- 1)С(и, «);

(е) С(п, 0)/1 + С(п, 1)/2 + ... + С(и, п)/(п + 1);

(ж) С(п, 0)/2 - С(л, 1)/3 + С(п, 2)/4 - ... + (-1)"С(л, «)/(« + 2).

11. Розв’язати рекурентш сшввщношення задач1 5.6.5 за допомогою методу 

генератрис.

12. Розв’язати лшшне неоднорщне рекурентне сшввщношення 31 сталими 

коеф1шентами /„ + 2 + 2/„ +, - 8/п = 2", /„ = 0,/, = 2/3.

13. Знайти рекурентне сшввщношення для члешв послщовносп (ак)к = 0_ 1 

розв’язати це сгпввщношення:

(а) ак —  кшьюсть способ1в розбиття опуклого (к + 2)-кутника на трикутники 

д1агоналями, що не перетинаються всередшп многокутника;

(б) ак —  число С110С001В розставити дужки у вираз1 Ь°Ь2°...0Ьп+]так, щоб от- 

римати правильш вирази;

(в) ак —  число способ1в сполучити попарно 2к точок, розмщених на кол1, ус1- 
ма можливими хордами, що не перетинаються всередиш кола;

(г) а —  число частин, на яю розбивають площину к попарно непаралельних 

прямих, жодш три з яких не перетинаються в однш точць

14. Визначити генератрису послщовносп (ап)п = 0_:

(а) ап —  кшьюсть невпорядкованих зображень числа п у вигляд1 суми попар

но р1зних цших невщ’емних доданюв;

(б) а —  кшьюсть невпорядкованих зображень числа п у вигляд! суми нату

ральних доданюв;

(в) ап —  юльюсть невпорядкованих зображень числа п у вигляд1 суми попар

но р1зних непарних натуральних доданюв;

(г) ап — кшьюсть невпорядкованих зображень числа п у вигляд1 суми непар

них натуральних доданюв;

(д) ап — юльюсть розв’язюв р|вняння к[х1 + к2х2 + ... + ктхт = п у цших не

вщ’емних числах.

15. Визначити генератрису та формулу загального члена послщовносп

(а) ап —  кшьюсть розв’язюв р1вняння х{ + х2 + ... + хт = п у цших невщ’ем

них числах;

(б) ап — кшьюсть розв’язюв р1вняння .х, + х2 + ... + хт = п у натуральних 

числах.



БУЛЕВ1 ФУНКЦП

У найр1зномаштншшх галузях людсько'Г д1яльност1 досить часто ви- 

никають об’екти, явища, процеси чи ситуацп, яю характеризуються дво- 

ма яюсно р1зними станами або значениями. Приклади таких альтерна- 

тивних сташв у техшщ: “замкнено —  роз1мкнено”, “заряджено —  неза- 

ряджено”, “збуджено —  спокшно”, “працюе —  не працюе”, “е сигнал —  

немае сигналу” тощо. Аналопчш пари значень у лопщ: ‘Истинно —  хиб- 

но”, “так —  ш”, в алгебра “екв1валентно —  неекв1валентно”, “р1вно- 

сильно —  нер1вносильно” тощо. При моделюванш таких об’ееттв в ма- 

тематищ один з альтернативних стан1в (значень) позначають 1, а другий

—  0. Зрозумшо, що в цьому випадку символи 0 1 1 не е числами у зви- 

чайному розумшш.

6.1. Булев! функцп
Двоелементну множину В = {0, 1} називають двшковым, або буле

вым, алфавитом. Змшш, що набувають значень у В, називають двшкови- 

мы, або булевыми, змтними.

Алгебра, нос1ем яко'Г е множина В, називаеться алгеброю логгкы.

Булевою функщею {логичною функщею, або функщею алгебры логи

ки) вщ п змшних називаеться будь-яка я-арна операщя на В, тобто фун- 

КЦ1Я типу В" —> В.

Множину всIX булевих функцш позначимо Р2, а множину век буле

вих функций вщ п змшних-/\(«).

Кожну булеву функщю Дх,, х2, ..., хп) вщ п змшних можна цшком за

дати и таблицею значень (табл. 6.1), яку називають таблицею ктыннос- 

/и/ функцп /  У  Л1ВШ частиш ще'Г таблиц! виписано вс! двшков! кортеж!

довжини п. Кшьюсть таких кортеж1в —  2". Зазвичай кортеж 1 розм1щують 

у таблищ в лексикограф очному порядку, який для двшкових корт ежив 

(о,, а 2, ..., Сп)еВ" довжини п збнаеться 31 звичайним порядком для вщ

повщних двшкових чисел о ,а 2...ал або номер1в цих кортеж1в.
Т аблиця 6. /

*1
хп А * ,.Х у  ■■ ■ х .)

0 0 0 0 АО, о, .... 0, 0)

0 0 0 1 АО, о, ...0,1)

0 0 1 0 /0, 0, 1,0)

0 0 1 1 .ДО, 0, ... 1,1)

1 1 1 0 ли 1. ...1.0)

1 1 1 1 ли 1. ..,1,1)

Число к = а, ■ 2"' ' + а, ■ 2"-2 + ... + а п_ , ■ 2 + а ( називаеться номером 

кортежу а  = (а,, а 2, ..., о п); його позначають у(а). Наприклад, для п = 4 

номером кортежу (1, 0, 0, 1) е число 1 • 23 + 0 ■ 22 + 0 ■ 2 + 1 = 9.

Дв1йков1 кортеж1 (о,, о 2, ..., о п) часто записують у спрощешй форм1 
(с^а ,..,сп) (або навпь а |0 2...0 п). Дал1 будемо користуватися щею можли-

В1СТЮ.

Вагою (або нормою) двшкового вектора а  = (а]а2 ...ап) називають чис

ло а, + а2 + ... + ап(тобто кшьюсть його одиничнихкоординат); познача

ють ||а||.

Шдстанню  (вгдстанню Хеммшга) М1Ж двшковими векторами
п

а = (а,а2...ап) 1 Ь = {ЬхЬ1 ...Ьг)  називають число ~̂ \> позначають
/ =  1

р(а, Ь). Двшков1 вектори а, Ье В" називають сус1днши, якщо р(а, Ь) = 1, 

1 протилежними, якщо р(а, Ь) = п.

Дв1 булев1 функцй' вщ п змшних вважають рпными, якщо вони на

бувають р1зних значень принаймш на одному булевому кортежь Отже, 

Р13Н1 булев1 функцп мають р13Н1 стовпчики значень. Оскшьки стов- 

пчик значень для будь-яко'Г булево'Г функцй вщ п змшних е булевим 

кортежем довжини 2", 1 водночас кожен булевий кортеж довжини 2" 

можна вважати стовпчиком значень яко'Гсь булево'Г функцй вщ п змш

них, то кнуе взаемно однозначна вщповщшсть М1ж Рг(п)



1 множиною вс1х двшкових кортеж1в довжини 2" (тобто множиною 

В2"). Отже, мае мнще таке твердження.

Теорема 6.1. Кшьюсть булевих функцш вщ п змшних дор1внюе 22”,

тобто | Р2 (и)| = |В2" | = 22”.

Надал1, вважаючи, що двшков1 вектори з В" завжди розмицеш 

в таблищ 1стинност1 в лексикограф1чному порядку, для задания функци 

/  будемо використовувати лише стовпчик значень ще! функцй', який за- 

писуватимемо у вигляд1 двШкового вектора (ЬаЬ] Ь2... Ьк), де к = 2" - 1, 

називатимемо вектором значень функцн /  1 позначатимемо а . Коорди

ната Ь. вектора а/ е значениям функцп' /  на набор1 значень змшних 

(аг а2, ..., ап) з номером /', / = 0, 1, 2, ..., 2" - 1.

Через /V позначимо множину ВС1Х двшкових векторов з В", на яких бу

лева функщя/ набувае значения 1, тобто /V = {а | Да) = 1, ае В").

Змшна х. функцп Дх,, х2, ..., х. ,, х., х. + р ..., хп) називаеть

ся негстотною {фиктивною), якщо /(х,, х2, ..., х._|Э 0, х.+........, *„) =

=Дх|) х2, ..., х . ,, 1, хж , ..., хп) при будь-яких значениях решти змшних. 

1накше кажучи, змша значения неютотно'! змшно'1 х: в будь-якому набор1 

значень аргументовхр х2, не змшюе значения функцн/  У  цьому ран 

функщя Дх,, х2, х п) фактично не залежить вщзм1нно!х., й/ можна вва- 

жати деякою функщею # вщ п - 1 змшно!. Кажуть, що функцию §  отри- 

мано з функцн/шляхом вилучення фттивноЛ змшно!. При цьому фун

кцп'/ 1 §  вважають р/вними. Сшввщношення Дх,, х2, ..., х._,, х , х.+1, ..., 

х„) - Я(х,у х2> ■■■» р х, :> х„) означае, що значения обох функцш
збнаються для вс1х значень змшних хр х2, ..., х .,, х.+|, ..., хп незалежно 

вщ значения х..

Вилученню фПСГИВНО! ЗМ1НН01 х. з функци Дх,, х2, ..., хп) вщповщае 

викреслеиня в таблищ ютииносп функци/ стовпчика змшно! х., а також 

УС1Х рядюв ще'1 таблищ виду (а,, а 2, ..., а ;1 , 1,а. + 1, ...,а„).

Процедура вилучення фктивних змшних зрозумша 1 природна, 

оскшьки вони не впливають на значения функци й тому зайвь Однак ш- 

коли корисно вводити в деяку функцш фпсгивш змшш, завдяки чому до

вшьну функцш вщ п змшних можна зробити функщею вщ будь-якого 

бшыпого числа змшних. Отже, будь-яку сюнченну сукупшсть функцш 

можна розглядати як множину функцш, що залежать вщ тих самих змш

них.

Функцн Д х , х„ ..., хл) 1 # (х , х2, ..., хт) називаються ршними (запи

сують /  = §), якщо функцш §  можна одержати з функци / за допомогою 

вилучення 1/або введения ф1ктивиих зм1нних.

Функцш Дх,, х2, ..., хп) називають невиродженою, якщо вона не мае

фжТИВИИХ ЗМШНИХ.

6.1. Задач/ / вправи

1. Знайти число двшкових вектор1в довжини п:

(а) к координат яких фжсоваш;

(б) ус1 сусщш координати яких р1зш;

(в) серед сусщшх координат яких немае двох одиниць;

(г) координати яких утворюють неспадну послщовшсть;

(д) вага яких парна;

(е) вага яких непарна.

2. Знайти двшковий вектор найменшо! довжини з номером к:

(а) к = 21; (б) к = 1023; (в) А: = 10001; (г)А = 27 - 24.

3. Знайти двшковий вектор довжини п 13 номером к:

(а) п = 5, к = 13; (е) п = т, к = 2т~

(б) и =10, Л = 167; (е) п = т, к = 2т~1 + 1;

(в) п = 10, к = 27 + 25; (ж) п = т,к = 3 ■ 2"'“2 - 1;

(г) п = 10, к = 1023; (з) п = т, к = 1 ■ 2т"3 - 1.

(д) п - т ,к = 2т-1;

4. Знайти кшькють двшкових вектор1в а довжини п, номер у(а) яких задо

вольняе тай умови:

(а) \(а) > 2к; (б) 2‘ 1 < у(а) < 2\ к = 1,2, ..., п.

5. Довести, що двшков! вектори а 1 Ъ довжини п протилежш тод1 й Т1льки то- 

д1, коли м(а) + \(Ь) = 2" - 1.

6. Довести, що коли двшков1 вектори а, ЬеВ" сусщн1, то для деякого к 

(к = 0, 1,2, ..., п - 1) виконуеться умова |у(л) - У(Л)| = 2*. Чи справедливе оберне

не твердження?

7. Для заданого двшкового вектора аеВ" визначити кшьйсть двхйкових век- 

тор1в довжини п:

(а) вага яких дор1внюе ||о||;

(б) сусщн1х з вектором а;

(в) протилежних вектору а;

(г) вщстань яких вщ а бшыыа к, к = 1, 2, ..., п.

8. У множиш В" визначити юльюсть:

(а) невпорядкованих пар сусщшх вектор1в;

(б) упорядкованих пар протилежних вектор1в;

(в)упорядкованих пар вектор1в а \ Ь таких, що р(я, Ъ) = к, к = 0, 1,2, ..., п.



9. Означимо на множит В" вщношення К: для а,ЬеВ” вважаемо 

а К Ь тод1 й тшьки тод1, коли ||л{| = ||/>||. Довести, що К — вщношення екв1вален- 

тностк Визначити кшыасть клас1в екв1валентност1 за вщношенням К \ кшьюсть 

елеменпв у кожному з цих клашв.

10. Вщображення /  множини В" в себе називаеться монотонним, якщо з 

у(я) < V(Ь) випливае V(/(«)) < V(/(/>)), я, ЬеВ". Визначити кшьюсть уск монотон- 

них вщображень множини В".

11. Знайти вс1 ф1ктивш змшш функцп/, що задаеться вектором значень яу:

(а) я, = (11110000);

(б) « ,=  (1111000000001111).
Для функцн/ побудувати вектор значень невироджено'Г функцн §, яка е равною/.

12. Довести, що коли функщя / мае принаймш одну фштивну змшну, то |/У,| — 

парне число. Чи справедливим е обернене твердження?

6.2. Елементарш булев! функцн

У теорп булевих функщй особливе мюце займають функщ'Г одше'Г 

змшно'Г — унарш (и = 1) 1 функцй' двох змшних —  бшарт  (п = 2), про 

яю йтиметься нижче.

1снуе 2Г =4  р1зних булевих функщй вщ одше! змшно'Г (унарних 

булевих функщй, або унарних булевих операщй). У а щ функцй' наведе

но в табл. 6.2.
Таблиця 6.2

X V,, V, V,

0 0 0 1 1

1 0 1 0 1

Функцп у 01 у , —  це константи 0 1 1; Тх значения не залежать вщ зна

чень зм1нноГ х, 1 тому вона неютотна. Функц1я у, “повторюе” значения 

аргумента х (\|/,(х) = х) 1 називаеться тотож ною . Едина нетрив1альна 

функщя —  \|/,(х). ГГ називають функщею заперечення змшно'Г х 1 позна

чають х тобто \|/,(х) = х Функщю \\12(х) називають також тверскю , або 

функщею Н1, 1 позначають —ос або х .

КШЬЮСТЬ булевих функцш ВЩ  ДВОХ ЗМШНИХ (бшарних булевих фун

кщй, або бшарних булевих операщй) згщно з теоремою 6.1

доргвнюе 22 = 24 = 16. Побудуемо зведену таблицю вах цих функщй 

(табл. 6.3).

Таблиця 6 .3

X У Ф„ ф, % ф. Ф 4 ф5 Ф(, Ф? Ф» Ф-, Фш Фп Ф|2 Фп Фи Ф . 5

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

1з 16 булевих функцш вщ двох змшних цпсть мають фпсгивш змшш 

та зводяться до функщй вщ меншого числа зм1нних. Функцп ф0 1 ф|? —  

це вщповщно константи 011, тобто функцй, обидв! змшш яких неютот- 

н1. Функцп ф3 1 ф5 “повторюють” одну 31 СВ01Х змшних: ф3(х, у) = X 1 

ф5(х, у) = у, а функщ'Г ф10 1 ф12 е запереченнями одно!' 31 сво'Гх зм1нних: 

ф,2(х,^) =Х1 ф10(х, у) = у.

Решта 10 функцш 1стотно залежать вщ обох сво'Гх змшних. Для них 

використовують спещальш назви 1 позначення за допомогою певних зна- 

к1в бшарних операцш.

Функц1я ф^х, у) називаеться кон’юнкщею {логичным множенням, 

функщею збггу чи логгчним I) х 1 у; и позначають х а  у, х & у, т т (х , у) 

або ху (за аналопею 31 звичайним числовим множенням знак кон’юнкцп' 

часто випускають 1 записують ху).

Функцш ф7(х,у) називають диз’юнкщею {логгчним додаванням,

з ’еднувольным або лог1чним АБО) х 1 у; ГГ позначають х V у, тах(х, у) або 

X + у.

Функщя ф6(х, у) —  це додавання за модулем 2. ГГ позначають х Ф  у, х А у 

або х Фу. Вона набувае значения 1, коли значения ГГ аргумента р1зш, 1 зна

чения 0, коли вони збнаються. Тому функцш ф6 також називають функщею 

нер^внозначноспи, альтернативою або роздшовим АБО.

Функцш ф9(х, у) називають функщею екв'гвалентност'г, або р/вно- 

значностг, 1 позначають х ~у, х <-» у або х =у. Вона дор1внюе 1, коли зна

чения ГГ аргумента однаков1, 1 дор1внюе 0, коли вони р1зш.

Функщя ф|3(х, у) носить назву гмпл/кацп [ позначаеться х —> у або 

х э  у. Ц1 позначення читають так: “якщо х, то у” (“з х випливае у" або



“х 1мпл1куе у”). Звщси ще одна назва ще! функцп —  логочне 

слодування.

Функщю ф|4(х, у) називають штрихом Ш еффера (антикон’юнк- 

щею, або функщею Н1-1), позначають х\у;а функцто ф8(х, у) —  с т р о 

кою Шреа (антидиз ’юнкщею, функщею Н1-АБО, функщею Даггера, 

або функщею Вебба), позначають х ^у .

1нпи функцн: ф2 — антшмтшащю  (/->), ф4 —  зворотну антитплгка- 

Ц1Ю (<-/ ) 1 Фи —  зворотну тплжацио (<—) використовують рщше, шж ви- 

щезгадаш

Булев1 константи 0 1 1 можна розглядати як видшеш (фжсоваш) еле

менти, тобто як нульарш операцп алгебри лопки, або нульарш булев1 
функци.

У а  невироджеш булев1 функцн вщ одно! 1 двох змшних (унарш та 61- 
нар ш булев! функцп), а також нульарш булев1 функцн назвемо елемен- 

тарними булееими функцЫми.

Нижче буде доведено, що з елементарних булевих функщй за допо

могою оператора суперпозицп 5 можна одержати ва булев! функцй, тоб

то множина елементарних булевих функцш е системою тв1рних для ал

гебри (Р2, {5}).

6.2. Задачо / вправи

1. Побудувати таблицю ютинносп булево!' функцп /вщ трьох змшних х]У х2,

Х г  що:
(а) набувае таке саме значения, як 1 бшышсть н змшних (функщя голосует

ся)',
(б) набувае значения 1 на тих I лише тих наборах значень змшних, вага яких 

менша 2;

(в) на сусщшх наборах набувае ргзних значень;

(г) на протилежних наборах набувае однакових значень.

2. Чотирьом членам Аг Ар А3, А4 якогось комгеету сформульовано таю умо

ви вщвщування засщань (принаймш одна з них мае бути виконана): 1) у зась 

данш не беруть учасп ш А3, ш А4, але мае бути А2;

2) у засщанш беруть участь А 1 1А3, але вщсутнш А2; 3) на засщанш повинш бу

ти одночасно А 1 1 Аг Побудувати вщповщну булеву функщю, яка описуе прави

ло вщвщування засщань. З’ясувати, чи обов’язково повинен бути на засщанш ко

мгеету Аг, якщо в ньому не бере учаеп Ау

3. По рад10 можуть передаватися три рекламш повщомлення: А, В 

I С. Вщомо, що на даний момент часу вщбулася кожна з таких подй: 1) переда

но не бшьше шж одне з повщомлень А \В,2) повщомлення А могло бути пере

дано в тому й тшьки тому раз1, якби були передан! обидва повщомлення В 1 С; 3) 

передано принаймш одне з повщомлень А 1 С. Визначити, чи випливае звщси, 

що повщомлення В не передавалось, а повщомлення С — було передано.

4. За векторами значень булевих функщй] '\ § побудувати вектор значень фун

кцн И:

(а) а = (1011), я, = (0101), *(*,, х2) =/(/(х,, х2), ф ,  х2));

(б) а =  (10101101), а, = (1001), к(хр х2, х,) = х2), х2, х3), #(х2, х3)).

5. Визначити, 31 скшькох елеменпв складаеться множина N для булево! фун

кцп /вщ п змшних, якщо/ набувае:

(а) рхзних значень на протилежних наборах;

(б) р1зних значень на сусщшх наборах;

(в) значения 1 на тих 1 лише тих наборах, вага яких парна.

6. Визначити кшьюсть булевих функцш /вщ п змшних, яю задовольняють та- 

ю умови:

(а) / набувае фшсованого значения на заданому набор1 аеВ";

(б) /  набувае фжсованого значения на заданих к наборах 13 множини В”, 

к =  0, 1,2, ...,2";

(в)/набувае р1зних значень на протилежних наборах.

7. Визначити кшьюсть булевих функщй вщ п змшних дг,, х2, ...хп, яю не змь 

нюються теля перестановки (перейменування) у них будь-яких двох змшних х. 

1 х  (1 < I <у < п).

8. Довести, що |Л̂| = ||а,||.

6.3. Булев! функцн I формули
Число булевих функщй вщ п змшних швидко зростае 31 збшьшенням 

п. Якщо для п = 2 воно дор1внюе 16, то для п = 3 —  256, 

а для п = 4 —  65536. 31 зростанням числа аргуменпв збшынуеться й уск- 

ладнюеться таблиця ктинностх булево! функцй. Тому замкть таблично

го способу задания булевих функцш часто використовують шин спосо- 

би. Один 13 них —  це споаб задания булевих функцш за допомогою опе

ратора суперпозицп та вщповщних формул.

Нехай Н —  деяка множина булевих функщй, тобто Н  с  Р,.

Оператор суперпозицп та поняття вщповщно! йому формули означи

мо шдуктивно:

а) вважаемо суперпозищями в а  функцп з Я;

б) нехай задано сукупшсть 5|; 8 2, ..., 8 п, де 8  —  або деяка булева 

змшна, або вже побудована ранше суперпозиция, / = 1, 2, ..., п,



1 /  — я-арна булева функщя з множини Я. Тод1 суперпозищею 

5(5,, 52, ..., 5 , ./) вважаемо вираз/(5,, 5,, 5 ).

Вираз, що описуе цю суперпозицио та мютить функщональш знаки 

1/або знаки операщй, крупп дужки й символи аргумента, називаеться 

формулою над Н. Аргумента 5,, 52, 5п суперпозицп називають под

формулами. Ус! шдформули шдформул 5,, 5,, 5п також називають 

пщформулами основно1 формули. У суперпозициях можна перейменову- 

вати, переставляти 1/або ототожнювати аргумента.

Розглянемо, наприклад, множину Я, що складаеться з бшарних буле

вих функцш <р,, ф6, ф|3 (вщповщно кон’юнкци, додавання за модулем 2 й 

1мшпкацп) й унарноТ булево!' функцп \|/2 (заперечення). За допомогою цих 

функцш побудуемо кшька суперпозищй:

5,(х, у) =  ф,(х, у)', 5 2(у) =  у 2(- ) ;

53(х, у, г) =  5(5 ,, 5 2> ф6)  =  Ф6(5 ,(х , у), 5 2(г ) )  =  ф6(ф,(х, у), у 2(г));

54(х, у) = 5(5,, \|/2) = \|/2(5,(х, у)) = у 2(ф ,(г, у)У,

5 5(х, у, г )  =  5 (54, 5 3, ф,3) =  Ф13(54(х, у), 5 3(х, у, г ) )  =

= Ф|3(У2(Ф,(х>у))> Ъ ( Ш

Якшо дозволити перейменовувати змшш в розглядуваних функщ- 

ях 1 суперпозищях, то, застосовуючи п  сам1 суперпозицп, можна за- 

М1сть 5, дктати булев! функцп' вщ п’яти або чотирьох змшних, на

приклад:

5 '(х , у, г, и, V) =  5 (54(х, у), 5 3(м, V, г), ф,3) =

= ф,3('!'2(ф|(*..у))> Ф6(Ф|(И> у)> % Ш >

5 " (х ,  у, г, и) =  5(54(х , у ) ,  5 3( м, у , г ) ,  ф,3) =

= ф]3(\|/2(ф1(х, у)), ф6(ф,(и, 7 ), \|/2(г))) тощо.

КшцеВ! фуНКЦ10НаЛЬН1 вирази утворюють В1ДПОВ1ДШ формули Р. для 

суперпозищй5, / = 1 ,2 ,. . . ,  5. Назвемо !х функщоналъними. Шдформу- 

лами функщонально! формули Р} для 53 будуть ф,(х, у) 1 у 2(г), а подфор

мулами формули Рь для 55 —  \)/2(ф,(х, у)) 1 ф6(ф,(х, у), у 2(г)). Останш пщ- 

формули, у свою чергу, складаються вщповщно з пщформул ф,(х, у) та 

Ф,(х>.у) 1 У200-
Ус1 отримаш функцюнальш формули для суперпозищй 5, 

/' = 1,2, ..., 5, можна переписати за допомогою введених вище спещаль- 

них знак1в бшарних операцш для булевих функщй ф,, ф6, ф,3

.у ,:

Р 1 = ф,(*, У) = X А у; Р 2 = = г,

Р} = ф6(ф,(*, У), У2(-)) = (х л V) © ? Ра = (ф|(*> У)] = (хлу);

р< = Ф ^У гЫ *» у))> фб(ф.(л> у)> %(-))) = (х л У) х л .у) 0  2)'

На В1дм1ну вщ функщональних формул у л1вих частинах наведених 

сшввщношень формули у правих частинах умовно назвемо 

алгебричними. Поряд 13 чисто функцюнальними або чисто алгебрични- 

ми формулами для запису суперпозищй можна використовувати 

й так зваш мгшаш формули, наприклад для Рь —  формулу ф,(х, у) —» 

-> ((х л у) 0  \|/2(г)).

Шд час побудови алгебричних формул уведення кожно'Г операцп' 

супроводжуеться появою у формул! пари круглих дужок. Для спро

щення запису алгебричних формул за аналопею 31 звичайними алгеб

рами вводять поняття прюритету, або старшинства операцш, 

в алгебр1 лопки. Зокрема, вважають, що в першу чергу мають викону

ватися операцп заперечення, вщтак кон’юнкцп' та, нарешп, диз’юнк- 

цй. Тод1 дужки в алгебричних формулах можна використовувати тшь- 

ки якщо треба змшити той порядок виконання операщй, який випли

вае з IX прюритепв. Заперечення формули Р  записують за допомогою 

риски над ускю формулою Р; при цьому формулу Р  не обов’язково 

брати в дужки. Нарешп, нагадаемо, шо знак кон’юнкцп' (логичного 

множення) м1ж двома аргументами можна випускати.

Будь-якШ суперпозицИ, точшше вщповщнш !'й формул1 (функцю- 

нальнш, алгебричнш або мшанш), вщповщае певна булева функц1я 

/ е  Р2.Цю вщповщшсть також можна задати шдуктивно:

а) формул1 Р  для базово! суперпозицп' 5 , тобто функцп 

Дх,, х2, ..., хп)еЯ , ставимо у вщповщшсть саму цю функщю;

б) якщо формула Р  мае вигляд §{Р1} Р2, ..., Рт), де Р. —  або формула 

(пщформула) чи булева зм1нна хи, 1 §& Я, то 1Й вщпов1датиме функщя 

Я(/|,/2, ■■■,/„), Де/ —  ВЩП0В1ДН0 або функщя, шо вщповщае формул! Р. 

або тотожна функц1я /(х,_) = хи, / = 1,2, ..., т. Аргументами тако'Г фун

кцй е аргумента або операнди дано! формули.

Наведене шдуктивне означення задае також правило (алгоритм) 

обчислення значения суперпозицп', а там самим —  1 вщповщних ш 

формули та булево)' функцй, для довшьного набору значень )х 

аргумента. Коротко це правило можна сформулювати так: значения 

формули обчислюють тод1, коли обчислено значения ВС1Х й пщ- 

формул.



Запишемо, наприклад, послщовшсть крок1в обчислення значения 

формули Р  для набору значень х = 1 , у = I 1 г = 0 : 1 л 1 = 1, 0 = 1 ,  

1 0 1 = 0 ,  1=0 , 0 —>1 = 1, тобто 1 л 1 -> ((1 л 1) ® 0 ) = 1,1  формула Р} 

та вщповщна Тй булева функщя /(х, у, т) на набор! значень (1, 1, 0) набу- 

вають значения 1. Аналопчно можна обчислити значения формули Рь 

для вс1х 1нших набор1в значень и аргуменпв.

Словом, будь-яка формула Р  кожному набору а  значень сво'Ух аргу

мента (операнд1в), а отже, 1 кожному набору а  значень зм1нних вщиовщ- 

но'1 булевоУ функци/ ставить у вщповщшсть значения ще'У булевоУ фун

кцн/ на набор! ос. Отже, формула Р  може бути поряд 13 таблицею клин- 

нос™ способом задания й обчислення булевоУ функцн /  Зокрема, за 

допомогою формули Р, обчислюючи ГУ значения на вс1х можливих набо

рах значень аргуменпв, можна побудувати таблицю ктинносп булевоУ 

функцн/

Про формулу Р, яка задае булеву функщю /  кажуть також, що вона 

реалпус, або зображуе, функщю/  На вщм1ну вщ табличного, спос1б за

дания булевих функщй за допомогою формул будемо називати анал1- 
тичним.

Таблицю ктинносп для булевоУ функцп Дх, у, 1 ), яку реал1зуе форму

ла Рр подано в табл. 6.4.

Таблиця 6.4

X У 2 А*, У, г)

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1

Побудована вщповщшсть м1ж формулами 1 булевими функщями не 

е взаемно однозначною, бо вона не е ш ’ективною, 1 р1зш формули мо

жуть реал1зувати одну й ту саму булеву функщю. Наприклад, одну бу

леву функщю задають формули Р  = (х л у) V (хл у) V (ул г), 

р "  = 2  -» (х л у) 1 р } (у цьому можна переконатися за допомогою таб

лиць 1СТИИИОСТ1).

1. Визначити, чи е вираз А формулою над множиною функцш (операцш) Н. 

У тому раз1, коли А — не формула, чи можна, додавши дужки, перетворити и у 

формулу над Н1

(а) А =/2(х,/1(х, у)), Н = { / ( х ,  у),/г(х, у)};

(б) А = /(/(* ,/(х, г),/3(0, х)),/(/,(0, у, г))), Н = {0,/(х, у),/2(х, у, 2), /(х, у)}.

2. Виписати вс1 пщформули формули А над множиною Н:

(а) А = / ( / ( х , / ( х ,  у, 2) ) , / ( / ( х ,  у), г , / ( х ,  г))), Н=  {/(а, у),/2(х, у), / 3(х, у, 2)};

(б) А = ((.* —̂ -) л ((-ос) -» (у © г))), Н = л, ©}.

3. Довести, що будь-яку формулу А над множиною операцш 

Н= {—., л, V, Ф, ~ — |, 1} можна подати в одному й тшьки в одному з таких вигля- 

Д1в: (а), Ьй), (В V С), (В л С), (В ® С), (В -> С), (В ~ С), (В \ С) або (В I  С), яе а — 

змшна, а В 1 С — формули над Н.

4. Використовуючи результат попередньо'Т задачу сформулювати правило, за 

яким для довшьного виразу А за скшченне число крок1в можна визначити, чи е 

А формулою над множиною операцш Н.

5. Довести, що шсля замши довшьноУ пщформули В формули А над множиною 

Я  на якусь формулу С над Н отримаемо формулу над //.

6. Довести, що в результат! пщстановки деякоТ формули В над множиною 

операцш Н замють змшно'Т а формули А над Н знову отримаемо формулу над Н.

7. Занумерувати послщовшсть виконання операцш у формул! й побудувати 

таблицю 1стинн0ст1 булевоУ функцп, заданоУ формулою:

(а) (х ® (((х -> г) V (у л * л г ) )  | (х 4- (х V г))));

(б) ((((х -»  у) ©  г) 1 2) л  (((х  V ((г I х) -н> х)) V г) л  х) ©  ((у 4- х) ~ 2));

(в) ((((((* -> у) -> г) 0  ((х уг)-> у)) -I (((х У) Ф х) 4 *)) | г) ~ у).

8. За векторами значень булевих функцш / 1  §  побудувати вектор значень 

функци к.

(а) а =  (1101), я, = (0111), И(хх, х2) =/(Дх|, х2) V ̂ (х,, х,), ^(х,, х2) -»Дх,, х,));

(б) а[ = (11000101), ак = (1011), /г(х,, х2, х3, х4) = /(# (х ,, х3) © ( ,ф 2, х4) ->

-* (■*, V ■*;,)). ё(х, Ф *2> *3 *4)> ё(х2’ хз)У

9. Визначити вс1 бшарш булев! функцн, яю е результатом суперпозици фун

кщй множини О:

(а) О = {х у, х лу);



(б) О = {.г ® у, * © 1};

(в) О = {/,' ^}, аг= (1, 1,0, 1), «, = (10010110).

6.4. Основш тотожносп алгебри лопки
Формули, яга реал1зують одну й ту саму булеву функщю, назива- 

ються р'ьвносыльнымы. Р!вносильн:сть формул Р { 1 Р2 позначають за 

допомогою знака р1вност1: Р 1 = Р  (шод1 за допомогою знагав ~ або =). 

Отже, маемо

(х А  у) —> ((х А  у )  ©  г) =  (х  А  у) V  (*\ }) V  ( у А  2)\

(X А  у) —> ((х А  у) © 2) = 2 —» (х А  ^).

Неважко переконатися, що означена так р^вносильшсть формул е вщ- 

ношенням екв'валентност] на множиш формул, тому часто р!вносильш 

формули називають еквгвалентнимы

Як для будь-яких двох формул визначити, р1ВНОСИЛЬШ вони ЧИ Н1? 1с- 

нуе так званий стандартный метод , який завжди дае змогу одержати 

вичерпну вщповщь на це питания. Зпдно з цим методом для кожно!' з да

них формул слщ побудувати таблицю ютинност: вщповщно!' булево! 

функцй, а вщтак пор1вняти одержан! таблиц).

Зокрема, за допомогою стандартного глетоду можна встановити тага 

сшввщношення (у першому стовпчику записано р1вносильносп для ал

гебричних формул, а у другому —  для вщповщних функщональних 

формул):

X Ф  у  = х у  V ху ф6(х, у) = ф7(ф|(\)/2(х), у), Ф|(х, У|1:0 ))),

X ~ у  =ху V ху, Ф„(х, у) = ф7(ф1(у 2(х), ф .(у)), ф,(х, у)),
х  - »у  = Ъ/ у, ф,,(х, у) = Ф7(у 2(х), у), (6 .1)

х I у  = X/ у  ф14(х, у)  = ф7(\|/,(х), у 2(у)),

х 1 у  = х у  Ф8(х, у)  = ф ,(у2(х), ф20 )).

Кр1М того,

Ф,(х, у)  = Ф,(х, Х|/20 )) = х у
ф4(х, у)  = ф,(\]/,(х), у)  = щ  (6.2)

Ф,,(*> у) = Ф70 , У200) = Х^У
Наведен! р1вносильност1 свщчать, що вс1 10 невироджених бш ар

них булевих функщй можна за допомогою суперпозицЙ побудувати з 

булевих функщй кон’юнкцп', диз’юнкцй та заперечення. 1накше ка

жучи, для будь-яко! формули над множиною елементарних булевих

функцш кнуе р1вносильна ш формула, яка мктить тшьки знаки опе

рацш а  , V 1 " .  Отже, особливого значения набувае алгебра лопки 

С  = (в, {V, а , _ }) типу (2, 2, 1). 1нод1 п записують як алгебру 

(в, {V, А, -, 0, 1}) типу (2, 2, 1, 0, 0), вщзначаючи в нш дв1 
нульарш операцй (фжсоваш  елементи) 0 11. Значну частину дослщ- 

жень у теорп' булевих функцш присвячено вивченню саме алгебри С’.

Розглянемо основш властивост! операцш алгебри С, подаючи 1х 

у ВИГЛЯД1 равносильностей для вщповщних формул. Формули алгебри С 

будемо називати булевыми формулами (нагадаемо, що знак кон’юнкцп а  

можна випускати).

1) х(уг) = (ху)~, х V (у V г) = (х V у)  V г (асощаптвшсть),
2) ху = ух, х V у = у V х (камутатившсть),

3) (х V у ) 1  — хг V уг, (ху) V г = (х V :)(у V г) (дистрибутивы 1сть),

4) х а  1 = х, х V 0 = х, (властивост/

5 ) xV1  = 1 , x л 0  = 0, елемент'ю 0 т а  I), (6.3)

6) х V х= 1, хх= 0 (властивост/ заперечення),

7) х V х = х, хх = х (1демпотентшсть),

8) хГу = х V у, х V у = х у (законы (правила) де Моргана),

9) х = х (закон податного заперечення).

Наведеш р1вносилыюст1 називають основнимы тотожностямы

(екв'гвалентностямы) алгебри лопки С. Справедливость кожного з цих 

сшввщношень можна встановити за допомогою стандартного методу. 

Безпосередньо з тотожностей 1-6 випливае, що алгебра С  = (В, {V, а ,

, 0, 1}) е булевою алгеброю.

Зауважимо, що коли кожна з двох даних формул залежить вщ п змш

них, то для перев1рки гх ршносильност1 стандартним методом потр1бно 

принаймш 2 2" кроив обчислень (для кожного з 2" набор1в значень аргу

мента), 1, отже, для великих значень п практичне застосування цього 

методу може виявитися надто гром13дким 1 незручним. Тому важливими 

задачами для довшьно'1 алгебри лопки е розробка ефективншшх 1 зруч- 

ншшх метод1в установления ршносильносп даних формул 1 метод1в одер

жания формул, Р1ВН0СИЛЬНИХ ДЭН1Й.

Равносильным перетворенням формули Р  називаеться таке пере

творення, за допомогою якого з Р  отримуемо р 1вносильну ш формулу Р\ 

Деяю з ркносильних перетворень для алгебри С  випливають безиосе- 

редньо з и основних тотожностей.

Наприклад, з асощативност! та комутативноси операцш кон’юнкцп й 

диз’юикцп випливае можливкть довшьного порядку виконання дш при



обчисленш кон’юнкцй чи диз’юнкцй будь-якого сюнченного числа 

аргумент. Звщси випливае також, що можна записувати формули виду 

х х  ...хи 1 х : V  х2 V  . . .  V  хп без дужок.

Дал1, з властивост! 5) елеменпв 0 1 1 випливае, що наявноси хоча б 

одного нуля серед операщнв формули виду х {хг . .хп достатньо для перет

ворення всього цього добутку в 0 1 що коли хоча б один операнд форму

ли виду Х1 V Х2 V ... V хп дор1внюе 1, то 1 вся ця формула тотожно доргв- 

нюе 1. Т1 сам1 властивосп 4) 1 5) дають змогу виключати з формул виду 

X, V Х2 V ... V Хп УС1 операнди, що дор1внюють 0, а з формул виду Х<Х2.. ,Хп

—  ус1 операнди, як! дор1внюють 1. Очевидно, що р1вносильними е й 

обернеш перетворення: до будь-якоТ формули виду х { V х2 V ... V хл мож

на додавати (диз’юнктивно) члени, яю дор1внюють 0, а будь-яку форму

лу виду х [х2...хп можна множити (кон’юнктивно) на члени, що дор1вню- 

ють 1.

Внаслщок тотожностей 7) виконуються р1ВН0СТ1 X V X V ... =  1

та х х ...х  = х, а з тотожносп 9) випливае, що коли число заперечень 

над змшною х парне, то результат дор^внюе просто х, а якщо непар-

не —  х

Отже, користуючись основними тотожностями алгебри лопки, мож

на одш булев1 формули перетворювати в шли, р1вносильш ш . Наприк

лад, за допомогою послщовного перетворення формул можна довести

правила поглинання:
4 3 5 4

X V Ху — (х А 1) V (х А у ) =х(1 V у ) =Х А 1 =  X , , ,  дч
4 3 5 4 V

х(х V у ) = (х  V 0)(х V у ) =Х V (О А у ) =Х V 0 = X.

Тут над кожним знаком р1вноси записано номер пе'Г основноТ тотож- 

ност1, яку використано в цьому перетворенш.

6.4. Задач11 вправи

1. За допомогою стандартного методу з’ясувати, чи е р1вносильними форму

ли А 1 В:

(а) А = ((X V у) V г) —> ((* V у) А (х V г)), й = .VV{у~:);

(б) А = ((хФу) -> (х Vу)) А ((-^х->у) -> (х ®у)),В = х\у\

(в) А = х —» (х а  у —» ((х —> у) —» у) а  г), В = у -» (ж —» 2);

(г) А = {х —> (у © у)) © у, В = х ~у;

(д) А = ((х у) л (у г)) л (2 х), В = (х Vу V г) (х лу л г);

(е) А = (х | х) | ((х | у) | у), В = х V у.

2. За допомогою стандартного методу довести таю р1вносильност1:

(а) х ® у = х у  V ху= (х Vу) л (XVу,);

(б)х ~ у  = х у \ /  ху = (х \ / у ) л  (XVу);
(в) х  —» у  = X V  у;
(г )  х \ у  =  X V  у  =  х  л  у;
(Д) х  I  у  = х у = У ^ ~ у .

3. Довести так! властивосп операщй ® , —> , ~ , |, 4 :

(а) х © 0 = х, л © 1 = л; х © х = О, х © х= 1;

(б) х —> 0 = л;х —> 1 = 1, х —>х=х, х—» х = х, х —> х = 1;

(в) х ~ 0 = х * ~ 1 = х, х  ~ х  = 1, х ~ х= 0;

(г) л: | 0 = 1, х | 1 = х х|х = х х | х= 1;

(д) х 4- 0 = х -Х 4* 1=0,  х 4-х = х х 4-х=0.

4. За допомогою стандартного методу довести основш тотожносп алгебри 

лопки.

5. Довести, що:

(а) операцп © 1 ~ асощативш;

(б) операцп —> , | , 4- неасощативш;

(в) операци © , ~ , |, 4- комутативш;

(г) операщя —> некомутативна;

(д) операщя V дистрибутивна щодо ~ 1 —>;

(е) операц1я V недистрибутивна щодо © , |, 4-.

6. Використовуючи основш тотожноеп алгебри лопки та результати попе- 

редшх задач, шляхом р]вносильних перетворень довести ргвносильшсть формул 

А [В:

(а)А = (х->у) -> ((хл у) ~ (х ©у)), В = (х л у )-> х) -> у,

( б )  А =  (х  а  у  V  ( х - > у  а  г ) )  ~  ( ( х  —> у )  —> г ) ,  В =  (х  —>у )  ©  ( у  ©  г ) .

7. Подати функщю/ у вигляд1 формули над множиною операцш Н:

(а)/=  V , Я  = {—1 , а}; (е)/= Ф  , Н =  {|};

(б )/=  —> , Я =  {—1, а}; (ж ) / =  —> , Я -  {|};

(в) / =  V , Я  = {-л, —>}; (з) / =  а  , Я  = {4-};

(г)/=  © , Я =  {—1, V}; ( и ) / = - > , Я = { 4};
(д)/= © . Я =  {-1 , —>}; (0/= I , Я  = {4-};

(е)/=  V , Я  = {|}; С 0 /= ~ .Я = { а ,- > } .

8. Довести, що функщю / не можна задати формулою над множиною опера- 

Ц1Й Я:

(а )/= - ,,Я = {у , а , (в)/= ~, Я = {V , а  , ©};

(б )/=  -» , Я =  {V , А , ©}; (г )/=  © , Н= {V  , А , -> ,

9. Розв’язати р1вняння:

(а) (д: —> х) —» (х—> х) = 0;

(б) (х -» (у -> г)) -> ((х I у )  I г) = (х I г) Фу.



10. Розв’язати систему ргвнянь: (х V у  V 2)(xVу ч  г) = 0, х{у-^> г) - 1;

11. Скшьки розв’язетв мае таке р1вняння:

(а) .г, V х, V ... V хп = 1;

(б)х, © х 2© ... Ф хп = 0;

(В)х, V I ,  V ... V I  =Х,.Х2....Х„;

(Г).!, Ф.Х, Ф ... ©.X, = -Х, V I; V ... V I,;

(д) х, © .г, © ... © хп © .х,.х2....хп = 1;

(е) ((...(.х, |.х;)|.х,)| ... I ■*„_,) I х„ = 0-

12. Скшьки розв’язюв мае система ртнянь:

(а) .X, V .X, V ... V I  = 1, .X, © .X, © ... © !„ =  1;

(б) -X, V ,Х2 V ... V 1д = .X,!,.. ..Хп> I ,  © .Х2 © ... © I ,  © *,*2. = 1;

(в) .X, V Х2 V ... V Хп = 1,1,-. -Хп, .X, 0 1 , © . . .  ® 1  = 1  ,.Х2..

(Г) 1,л; V .Хг̂  V ... 1,1, © -Х2 © ... © Х„ =

13. Розв’язати нер1внють: _ _ _ _ _ _ _

(а) (,х -» (Х->1) <ХУ (1 ^ ^ 1 ~ 1 -).Т;

(б )  .X А у <  X  ~  у.

14. Скшьки розв’язюв мае нер1вшсть:

(а) х, Ф .х ,® ... © I  <.х,12...1„;

(б) 1 Ф.Х, © .Х,Х, © 1,1^, Ф  • • • © *,Х2. • -Х„ < х, V 12 V ... V I ,.

15. На множиш Ф функщй, що залежать вщ змшних I , ,  12, ..., хл> 

означимо вщношення < . Для функщй /  #еФ  вважатимемо, щ о / <  якщо для 

будь-якого набору я,, а2, ..., ап значень змшних для вщповщних значень функций 

виконуегьея нер1внють/(а,, аг, ..., а )  < яЦ , а2, ..., ап) (вважаемо 0 < 1). Довес

ти, що < —  вщношення часткового порядку на множиш Ф.

16. Довести, що функцп /, Ф  р 1вносильш, тобто / =  8, тод1 
й тшьки Т0Д1, коли виконуються нер! вноси / <  8 та 8 < /.

6.5. Розклад булевоГ функцн за змшними
Розглядаючи вщповщшсть М1Ж формулами та булевими функщями, 

зазначимо, що вона функцюнальна 1 всюди визначена, тобто е вщобра

женням. Проте ця вщповщшсть неш’ективна, бо р1зш формули можуть 

зображувати одну й ту саму булеву функцш. Вщтак з’ясуемо таке важ- 

ливе питания: чи е сюр’ективною розглядувана вщповщшсть, тобто чи 

для кожно! булево! функцп з Р2 кнуе формула над певною множиною бу-

левих функщй, що зображуе цю функцш? Вщповщь на це питания да

ють наведеш нижче теореми.

Введемо деяю позначення й означення: для булево! змшно! х 

покладемо х° = хта х1 = х. Тод1 для а  е В виконуеться: ха = 1, якщо х = а, 

1 х“ = 0, якщо х Ф а.

Елементарною кон’юнкцкю для набору змшних х,, х2, ..., х назве

мо кон’юнкцш деяких змшних цього набору або !х заперечень, у якш 

кожна зм!нна зустр1чаеться не бшьше одного разу. Отже, елементарна 

кон’юнкщя мае вигляд х.а'х“;...х.а', г > 1; число г називають рангом еле

ментарно! кон’юнкци.

Диз ’юнктивною нормальною формою (ДНФ) називаеться формула, 

яка мае вигляд диз’юнкцй елементарних кон’юнкщй. Диз’юнктивною 

нормальною формою булево! функцй/  називаеться ДНФ, яка зображуе 

функцш /

ДНФ називають досконалою (ДДНФ), якщо кожна и елементарна 

кон’юнкщя мютить УС1 змшш з набору.

Теорема 6.2 (про розклад булево1  функцп). Будь-яку булеву функщю 

/(х,, х2, ..., хп) можна подати у вигляд1

Д х ,,х2,...,х„)= у  х,а|х“г...х“* / ( а |, а 2,...,ат,хт+,,...,хп), (6.5)
(«|-«2..“»>

де 1 < т  < п \ диз’юнкщя здШснюеться за вама 2 "' можливими наборами 

значень а,, а 2, ..., а т аргумент х,, х2, ..., хт.

Доведения. Для доведения переконаемось, що булев1 функцй з л1во! 

та право! частин р1вност! (6.5) набувають однакових значень 

при пщстановщ в них довшьного набору (с,, <т2, ..., о п)е В" значень аргу

мента. Розглянемо праву частину. Оскшьки ст“'с2а2. ..с  “■ = 0, 

якщо (а,, а 2, ..., а , )  *  (о,, а 2, ..., а ,) , 1 о° 'а°г...о ° ” = 1, то серед уск  2” 

кон’юнкщй сг“'ст“2...(Тп“” право! частини лише одна дор1внюватиме 1, а 

саме та, в яюй а, = о,, а 2 = о 2, ..., а м = о т. Отже,

Д а , , с 2,...,<?„) = у  а “'<з“2...с “" / ( а , , а 2,..., а,„, х,„+|,..., х„) =
(а, ,а2

= о ”,а 22...<-/(^,,сг2,...!с т,а и+,,...,ст„) = /(ст,,а2,...,а„).

Теорему доведено.



Зображення (6.5) називаетьсярозкладом булевоI функцп/ за змшни-

мих,,х2, Хт .
При т  = 1 одержуемо розклад булево! функцп за одшею змшною х,:

АХ1> х2> •.■,*„) = * Л ° » * 2>хз> * Д 1 , * 2>х3> •••>*„)■ (6-6>

Зрозумшо, що аналопчно можна розкласти булеву функцш за будь-якою 

1Ншою змшною: х2, х3, хп.
1нший важливий випадок розкладу (6.5) —  це розклад булево! фун

кцп за вс!ма п и змшними (/и = л):

/(х ,,х 2,...,х„) = V  х,“'х2а\..х„а" / ( а , , а 2,...,а„).
(а,.а2...ат)

Якщо булева функщя / (х ,,х 2, . . . ,хя) не дорхвнюе тотожно 0, то 

в останнш диз’юнкцп залишаються тшьки п  члени, для яких 

Да,, а 2, ..., а п) = 1, тобто можна записати

/(х ,,х 2,...,х„) = V  х,а'х2а2...х„а". (67)

(«1.а2..“»)
/(а1 -а2..“»)=>

Отже, отримано зображення булево! функцп /  у випвдп досконалоХ 

диз ’юнктивноХ нормальноI форми (ДДНФ).

Наприклад, булева функщя Дх, у , г), задана табл. 6.4, мае таку 

ДДНФ:

Дх, у , г ) =  х°у°2° V х°у'г° V х'у°2° V хУг° V х 'у 'г ' =

=  Xу  2 V Х>’2 V Х^2 V Ху2 V Ху2.

Зазначимо важлив1 властивост/ ДДНФ:

1) ДДНФ булево! функцп/ мютить стшьки елементарних кон’юнкщй, 

скшьки одиниць у стовпчику значень Г! таблищ ютинносп;

2) кожному набору (а,, а 2, ..., а л) значень змшних функщ!/ на жому 

вона дор1внюе 1, у ДДНФ ще! функщ! вщповщае едина елементарна 

кон’юнкщя вс1Х зм1нних х“х“\. .х“" така, що змшна х. входить до не! 13 за- 

переченням, якщо а. = 0,1 без заперечення, якщо а  = 1.

Ц1 властивосп можна вважати також правилами побудови ДДНФ  

для задано! булево! функцп/ ( / >  0).

Отже, кожнш булевш функщ! вщповщае едина (з точнютю до поряд

ку змшних в елементарних кон’юнкщях 1 порядку розмвдення цих 

кон’юнкщй) ДДНФ.

3 1НШого боку, будь-якш ДДНФ вигляду \ ^ х а1 х% ха'" однознач-
1.1 ' 2 ”

но вщповщае певна л-арна булева функц1я ф. Стовпчик значень таблищ 

ютинносп функцй ф мютить к одиниць: вона набувае значения 1 тшьки 

на наборах (а . , а , ..., а . ) / = 1, 2, ..., к.

Отже, м1ж множиною Р 2(п) ВС1Х й-арних булевих функщй 1 множи

ною вс1х формул, зображених у досконалШ диз’юнктивнш нормальнш 

форм1, юнуе взаемно однозначна вщповщшсть. Сдина функщя, що не 

мае ДДНФ, —  це функц1я, тотожно р1вна 0.

Пщсумком усього вшцесказаного е така важлива теорема.

Теорема 6.3. Будь-яку булеву функцш можна зобразити булевою 

формулою, тобто формулою, операцшми яко! е кон’юнкшя, диз’юнкщя 

та заперечення.

Справд1, для кожно! булево! функцп, окр1м константи 0, таким 

зображенням е Г! ДДНФ. Константу 0 можна зобразити булевою форму

лою хг(див. (6.3), властивють 6).

Наслгдок 6.3.1. Для будь-яко! формули алгебри лопки юнуе р1вно- 

сильна !й булева формула.

Справд1, кожна формула Р  алгебри лопки реал1зуе певну булеву фун

кцш /  Булева формула Р ,  яка зображуе функцш /, р1вносильна фор

мул! Р.

6.5. Задачг / вправи

1. Знайти розклад булево! функциях,, х2, ..., хп), задано! сво!м вектором зна

чень ар за вс1ма змшними 13 2:

(а) а/ = (00100111), 2 = {х,};

(б) а =  (0101101010100011), 2= {х,,х3).

2. Знайти розклад булево! функцйДх,, х2, ..., хп), задано! формулою А, за змш- 

ними 13 2:

(а) А = ((х2 -> х ) © (((х3 V х,) ~х"2) -> ((х, | х3) -» х,)) ®  х3), 2 = {х,};

(б) А = ((х, | ((х2 ~х,) -» х3)) | )̂, 2 = (х2, х4}.

3. Довести справедлив1сть такого розкладу:

(а)Дх,,х2, ...,хп)=х,(Д0,х2, ...,хл)0Д 1,х2, ...,х „)) Ф/(0,х2, . . . ,х я);

(б)Дх,,х2, . . . ,х„) = (х, V (ДО,х2, . . . ,хп) ~ /(1 ,х 2, . . . ,х,))) ~Д1, х2, ..., х„).

4. Побудувати ДДНФ булево! функцп Дх,, х2, ..., хп), задано! вектором зна

чень а".



(а) а = (0100);

(б) Я/ = (10001001);
(в) а, = (0001000101000110).

5. Побудувати ДДНФ булево! функцп, задано'! формулою А:

(а) А = (х 0  ((у —> ((у V х) | у))~х) л у);

(б) А = (((2 -> х > (у V г)) | ((з ~ х) 4 х)) 4 х).

6 . Довести, що для будь-яко! формули, яка не дор1внюе тотожно 0, кнуе р1в- 

носильна ш диз’юнктивна нормальна форма.

7. За допомогою р1вносильних перетворень побудувати ДНФ функцн/ зада

но! формулою А:

(а) А = (((л Ф ((у->2  | х) ~ у)) -» ((х л у) V г)) © г);

(б) А = ((х | (у -» (((;~уу ~х) -> х) 4 у))) л 2).

6.6. Алгебра формул
I алгебра булевих функшй

Припустаю, що деяка множина булевих функцш Я  мктить у соб1 
елементарш булев! функцп V , а  , 0 1 1. Безпосередньо з означення по

няття формули над Я  випливае, що коли Р х 1 Р2 —  формули над Я, то ви

рази Р х V Р2, Р х А Р2, Рх , Р х V О, Р х V 1, Р х А О, Р х А 1 —  також е форму

лами над Н. Отже, система В  = (Ф, { V , а  , —, 0, 1}), де Ф  —  множина 

вс1х формул алгебри лопки, е алгеброю, яку будемо називати алгеброю 

формул.

Очевидно також, що коли Рх 1Р2 —  булев1 формули, то Р х V Р2, Р ] а  Р2, 

Р  , Р х V О, Р х V 1, Р х А 0, Р х А 1 будуть булевими формулами. Це означае, 

що система йв =  (Фя, { V , а  , “ , 0, 1}), де Ф в —  множина век булевих 

формул, е шдалгеброю алгебри формул В; Вв будемо називати алгеброю 

булевих формул.
3 означення р1вносильносп формул випливае справедлив ють таких 

правил перетворень в алгебрах формул. Нехай Рх 1Р 2 —  ДВ1 довшьш р1в- 

носилып формули, тобто Р } = Р2.

1. Правило подстановки. Нехай хх, х2, ...., хя —  ус1 аргументи (опе

ранди) формул Р х \ Р2, а с х, с 2, ...., Оп —  довшьний наб1р формул алгеб

ри лопки. Позначимо через Р '  1 Р '  формули, одержат з формул Р х 1 Р2 

гнсля постановки в них формул С х, с 2, ...., Оп замкть ус!х входжень ар-

ГумеНТ1В Хх, Х2, ...., Хп ВЩПОВЩНО. ТОД1 Р '  1 Р '  --р1ВНОСИЛЬН1 ф орм ул и ,

тобто Р '  = Р '.

2. Правило замши. Припуспмо, що Р х —  пщформула формули Р. 

Позначимо через Р  формулу, одержану з формули Р  шсля замши в шй 

пщформули Р х на р1вносильну формулу Р2. ТОД1 Р =  Р .

Правило пщстановки дае змогу узагальнити основш тотожносп ал

гебри лопки (6.3) з булевих змшних х, у 12 на довшьш формули. Наприк

лад, для будь-яких формул А, В [С  (зокрема, для булевих формул) викону

ються там р1вносильносп: А(ВС) = (АВ)С, А V В = В V А, 

А V 1 = 1, А \/А = 1, АВ = А V В тощо.

Отже, алгебра формул В  = (Ф, { V , а  , ~, 0, 1}) е булевою алгеброю. 

Булевою алгеброю е також алгебра Вн =  (Фв, { V  , А  , ,0 , 1}).

Нехай булеву функщю /  задано формулою Р {, а булеву функщю 

/ 2 —  формулою Р2. Тод1 згщно з правилом замши для будь-яко! пари фор

мул Р '  1 Р '  таких, ЩО Р[ = Г ] 1 Г '  =  Р2, формули Р ' V Р '  

1 Р ^ Р 2 р^вносильш, тобто Р'х V Р '  = Р х V Рг. Отже, для довшьних фор

мул Р х 1 Р2, що зображують булев1 функцп/ 1 / 2, формула Р { V Р 2 одноз

начно визначае певну булеву функщю / е Рг. Це дае змогу означити на 

множит булевих функщй Р 2 похщну операцш диз’юнкцй' V , вважаючи 

/ х V /  = /  Аналогично можна означити на Р 2 й операци кон’юнкцй' а  та за

перечення ~. Утворену в такий споаб алгебру Ь = (Р2, { V , А  , , 0, 1}> 

називатимемо алгеброю булевих функцш.

Розглянемо вщображення у: Ф -> Р2 1 уд: Ф я —» Р2, що ставлять у вщ- 

повщшсть кожшй формуй з Ф  або Ф ;( булеву функщю, яку зображуе ця 

формула. Безпосередньо з правил побудови алгебри Ь випливае, що у та 

ув —  гомоморф!зми вщповщно алгебри формул 0 1 алгебри булевих фор

мул Ив на алгебру булевих функцш

Аналог1чно, користуючись насл1дком 13 теореми 6.3 та правилом за

мши, можна побудувати гомоморфне вщображення г| алгебри формул В  

в алгебру булевих формул ^ я.

Позначимо через К уведене вище вщношення р1вносильносп на мно

жит формул (Ф та Ф/(). 1з правила зам1ни випливае, що К —  конгруенщя 

для алгебр В  1 В в. Отже, можна побудувати там фактор-алгебри 

В/К = (Ф/К, { V , а  , -, 0, 1}) 1 В^К = (Фн/Р, { V , а  , , 0, 1}). Для кожноУ 

з фактор-множин Ф/К 1 Ф,/К 1снують взаемно однозначн1 в1дображення 

5 18В на множину вс)х булевих функщй Р2: класу р^вносильносп фактор- 

множини формул ставимо у вщпов1дн1сть булеву функцйо, яку зображу

ють ус1 формули цього класу. 1з тих самих правил побудови алгебри I



м о ж н а  Д1ЙТИ висновку, ЩО 8 1 8 Н - 130М0рфН1 В1Д0бражеННЯ ВЩПОВЩНО

алгебр О/Я 1 О ^Я  на алгебру Ь. 1накше кажучи, алгебри Б/К , Б^/Я 1 Ь 130- 

МОрфш М1Ж собою.

Оскшьки алгебра формул О е булевою алгеброю, то гомоморфне В1- 
дображення у для кожно'Г з аксюм булево'Г алгебри О  породжуе вщповщ- 

не сшввщношення для елеменпв алгебри Ь. Отже, алгебра булевих фун

кщй I  е булевою алгеброю, тому й 1зоморфш ш фактор-алгебри Б/Я [ 

Ои/Я —  також булев1 алгебри.

Зазначеш гомоморфш й 1зоморфш вщображення М1ж алгебрами фор

мул 1 алгеброю булевих функцш дуже часто призводять до неточностей 

та плутанини в термшологн. Так, використовуючи терм1ни “р1вносильш 

(екв1валентн1) перетворення булевих функщй”, “мптпзащя чи опттпза- 

щя булево'Г функцп” , “спрощення булево'Г функщ'Г’ тощо, мають на уваз1 

перетворення, опттпзацио чи спрощення формул, яю належать одному 

й тому самому класу р1вносильних формул, що зображують одну булеву 

функщю, 1 перетворення, що не виводять за меж1 цього класу.

Шдсумовуючи все вищесказане, можна побудувати таку Д1аграму вь 

дображень м1ж ус1ма розглядуваними алгебрами 1 фактор-алгебрами 

(рис. 6.1).

Рис. 6.1

Тут г), У, Уд —  гомоморф1зми; \|/, %  —  каношчш гомоморф13ми; 5, 8В,

 0 -130М0рф13МИ.

6 .6 . Задач I / в прав и

1. Довести, що вщношення К р1вносильност1 формул е вщношенням екв1ва- 

лентност1 на множиш Ф формул над певною множиною операцш Н.

2. Нехай р1вносильш формули А 1 В М1стять змшну а. Довести, що в резуль

тат! пщстановки деяко'Г формули С зам1сть ус1Х входжень змшно'Г а у формули А

1 В отримаемо р1вносильш формули А' \ В'.

3. Нехай для формул В 1С виконуеться р1вшсть В = С,\В —  пщформула фор

мули А. Довести, що шсля замши у формул! А пщформули В на С отримаемо 

формулу А,, р1вносильну А, тобто А = Аг

4. Нехай К — вщношення р!вносильност1 на множит Ф формул над множи

ною операцш Н. Довести, що юнуе взаемно однозначна вщповщшсть М1ж фак- 

тор-множиною Ф/К 1 певною пщмножиною Р с  Рг На основ! щеГ б1екцп означи

ти вщповщш операцп множини Я  для булевих функщй з Р.

5. Дати обгрунтування Д1аграми на рис. 6.1, тобто довести, що г), у, ул, у , 

\|/в —  гомоморф!зми, а 8, 8;(, 0 —  поморф1зми.

6.7. Каножчш форми булевих функцш
Неважко помтгги, що правила пщстановки 1 замши е уточнениям ме

тоду р1вносильних перетворень, про який 1шлося в розд. 4. Метод р1вно- 

сильних перетворень —  один з основних засоб1в доведения р)вносиль- 

ност1 формул у р1зних алгебрах, як правило, е потужншим 1 ефективш- 

шим, шж описаний вище стандартний метод.

У р13номаштних алгебрах, в Яких е поняття р1вносильност1 формул 1 
р1вносильних перетворень, виникае така класична проблема: для будь-я- 

ких заданих формул Р  1 Р 2 з’ясувати, р1вносильш вони чи ш, або чи ю- 

нуе ланцюг р1вносильних перетворень, що переводять формулу Р] у фор

мулу р .

Найпоширеншшй метод розв’язання щеГ проблеми полягае в тому, 

що в класах р1вносильних формул означають певних “стандартних пред

ставший”, як1 дютали назву канотчноИ (або нормальноI) форми. Вщ

так замють пошуюв у “лаб1р т т ” р1вносильних перетворень “шляху” 

вщ Р { до Р2 ставлять задачу зведення за допомогою р1вносильних перет

ворень обох формул Р{ 1Р2 до каношчно'Г форми. Якщо одержан! каношч- 

ш форми збнаються, то формули Р { 1 Р 2 р1вносилын, шакше —  нер1вно- 

СИЛЬШ.

При означенш каношчно'Г форми в будь-якш алгебр1 мае бути вико- 

нано принаймш три таю умови або вимоги. По-перше, означена каношч- 

на форма мае юнувати в кожному з клас 1 в екв!валентност1. По-друге, во

на мае бути единою з точнютю до неютотних вщмшностей (наприклад, 

порядку розташування ГГ елемента). Нарепгп, мае юнувати конструктив

на процедура (алгоритм), що дае змогу звести довшьну формулу Р  з 

деякого класу екв1валентност1 р1вносильних М1ж собою формул до вщпо- 

вщно'Г каношчно'Г форми К, тобто шляхом р1вносильиих перетворень от- 

римати з формули Р  формулу К.



Одну з каношчних форм —  досконалу диз’юнктивну нормальну 

форму (ДДНФ) —  було означено в розд. 5. Там було зазначено також, 

що кожнш булевш функцп, яка не дор1внюе тотожно 0 (а тим самим —  

1 кожному класу вщповщних р1вносильних формул), вщповщае едина 

ДДНФ. Отже, перил дв1 умови каношчно! форми для ДДНФ вико

нуються. Алгоритм, що мктиться в доведенш наступноУ теореми, забез- 

печуе виконання третьоУ умови.

Теорема 6.4. Будь-яку булеву формулу У7 за допомогою певних ршно- 

сильних перетворень можна звести до ДДНФ.

Доведения. Доведемо теорему конструктивно. Сформулюемо на- 

б1р правил, або алгоритм, застосовуючи який, довшьну булеву фор

мулу можна перетворити у вщповщну ш ДДНФ. Головну роль у цьо

му алгоритм! вщйраватимуть основш тотожносп алгебри лопки 

(6.1) 1 правило замши одних шдформул на р1вносильш Ум шип 

П1ДформуЛИ.

Формулюючи послщовшсть загальних правил, шюструватимемо гх 

застосування на приклад1 булевоУ формули

Р̂  = ((АVВ)■V(ВVС) V (А л С))) л В

1. Застосовувати правило 8) де Моргана доти, доки у формул Р  запе

речення стоятимуть лише над окремими зм1нними:

Р = ((А л В) V (В л С V (А л С))) л В  =

= ((Ал В)\/ ((В V С ) V (А л С ))) л В.

2. Застосувати закон 9) подвшного заперечення так, щоб заперечення 

не зустр1чалися дв1Ч1 над однкю й ткю самою змеиною:

Р  = ((А л В) V ((В V С) V (А а  С))) а  В.

3. Використати закон 3) дистрибутивносп так, щоб формула склада- 

лася лише з диз’юнкцй кон’юнкщй:

Г = (А л В л В) V ((В V С) л В ^  (А л С л В) =

= (Ал В а  В)ч (Вл В)у (С а  В) V (А л С  л В) .

4. До кожноУ кон’юнкцй застосувати властивосп 6) заперечення та 

властивкть 7) щемпотентносп кон’ю нкцй  так, щоб у кожну кон’юнкц1Ю 

кожна змшна входила тшьки один раз (13 запереченням або без 

заперечення):

Р  = (А л О )ч В ч (С  л Щ ч ( А  л С  л~Щ.

5. Користуючись властивостями 4) елеменпв 0 1 1 , вилучити 

з формули вс1 пщформули, що мктять 0 11.

Р  = В V {С л В )  V (А л С  л1}).

6. Доданки (елементарш кон’юнкцГУ) К, в як! не входить певна змшна 

х , замшити двома доданками за правилом В  =  (/? а  х )  V (К  л  х ) ,  доки кож

ен доданок не мктитиме вс1х змшних даноУ формули. Справедлив1сть 

цього правила, яке називають правилом розщепления, випливае з таких 

ршностей:

(К  л  х )  V (К  л х )  =  К  а  (х  V  х )  =  В  л  1 =  К.

ТОД1

Р  =  {В А А) V (2? А А) V (С А В А А) V (С а  В а  А)у (А а  С  а  В) =

=  (В л А л С) V (Вл А л С )у  (В л Л л С) V (В л А л С?) V

V (С л В л  А) V (С л В л  А) V (А л С л В ) .

7. Нарепгп, застосувати властивкть 7) щемпотентносп диз’юнкцЛ' 

так, щоб у формулу не входили дв1 однаковг елементарш кон’юнкцй'. Дк

танемо ДДНФ, р!вносильну заданш формул!:

Р  =  (В л А л С) ч  (В л А л С) V (В а  А л С) V (В л А л С).

Додатково можна здшснити редагування одержано!' ДДНФ: користу

ючись властивктю 2) комутативност1 кон’юнкцй, упорядкувати за пев- 

ним критеркм зм1нт в кожнш елементаршй кон’юнкцй' ДДНФ. Вщтак, 

оскшьки кожна кон’юнкщя ДДНФ набувае значения 1 тшьки на одному 

набор! значень змшних, то, користуючись комутатившстю диз’юнкцй', 

елементарш кон’юнкцй' ДДНФ можна впорядкувати згщно з вщповщни- 

ми булевими кортежами. Кр1м того, як 1 рашше, знак кон’юнкцй' можна 

не записувати. Остаточно дктанемо таку формулу:

Р  = АВСч АВСч АВСч АВС.

Якщо з формули Рх за допомогою р^вносильних перетворень можна 

одержати формулу Р2, то Р { можна одержати з Р2, застосовуючи Т1 сам1 
р!вносильш перетворення у зворотному порядку. 1накше кажучи, будь- 

яке ршносильне перетворення оборотне. Це дае змогу довести таку тео

рему.

Теорема 6.5. Для будь-яких ргвносильних булевих формул /г, 1 Р2 к- 

нуе послщовн1сть р1вносильних перетворень, яка переводить формулу 

Р 1 у Р2 та навпаки.



Доведения. Можна вважати, що формули Р х \ Р 2 мктять п  сам1 змш- 

ш. В шшому раз1 в кожну з формул можна ввести вщсупп (фктивш) 

змшш за допомогою, наприклад, тотожносп 6) х V х= 1.

1з попередньо'Г теореми випливае, що обидв1 булев1 формули Р х 

\ Рг можна звести до ДДНФ. Оскшьки Рх 1 Р 2 ршносильш, то щ ДДНФ 

збпаються. Обертаючи послщовшсть перетворень формули Рг в ДДНФ, 

одержимо шукану послщовшсть ршносильних перетворень 

Р х => ДДНФ => Р2. Аналопчно отримаемо обернене перетворення 

^ 2=*Д Д Н Ф =>/>

Для перев1рки ршносильносп формул, що мктять 1шш операцп, Тх 

можна перетворити у булев1 формули за допомогою спшвщношень (6.1) 

та (6.2), вщтак скористатись алгоритмом теореми 6.4.

Окр1м ДДНФ в алгебр1 булевих формул використовують ще одну кано- 

шчну форму —  досконалу кон’юнктивну нормальну форму (ДКНФ).

Нехай Дх,, х2, ..., хп) —  л-арна булева функщя, що не доршнюе тотож

но 1. Тод1, виходячи з ДДНФ функцп/(6.7) 1 використовуючи закон 9) 

подвшного заперечення та закони 8) де Моргана, запишемо такий лан

цюг ршносильних перетворень

/(х ,,х 2,...,х„) = / (х ,,х 2,...,х„) = V  х“!х2а\..х„а" =
(«I .«2..“»)

/(«,.02....а„)-1 8 )

А у...уд:;-).
(а, ,а2,...,а„)

/ (а ,,а 2,...,а„)=0

Тут ми скористалися також тим, що функщя /дорхвнюе 1 на тих 

1 тшьки тих двшкових кортежах, на яких /  доршнюе 0, 1, кр1м того,

х5 =х“

Вираз у правш частиш р1вносп (6.8) називаеться досконалою 

кон’юнктивною нормальною формою (ДКНФ) булево'Г функцп/ Звщ- 

си можна дктати також правила побудови ДКНФ для л-арно'Г булево'Г 

функцпДх,,х2, . . . ,х).

1. ДКНФ булево'Г функциях,, х2, ..., хя) —  це кои’юнкшя вс1х

елементарних диз’юнкщй вигляду л“' (0̂ , 0̂ ,.

/ = 1, 2, ..., к, —  у с 1 дв1йков1 кортеж1, на яких функщя /  набувае зна

чения 0.
2. В /-ту з цих диз’юнкщй зм1нна х, входить 13 запереченням, якщо у 

вщповщному дв1йковому кортеж! координата а. = 1, 1 без заперечення, 

якщо а  = 0, /=  1, 2, ..., к, 1 = 1 , 2, ..., п.

Наприклад, булева функцш, задана табл. 6.4, мае таку ДКНФ:

Д х , у , г ) =  (х V у  V 2) Л  (х  V у  V 2) Л  (X V  у  V  2).

Безпосередньо з означения ДКНФ 1 правил ГГ побудови можна довес

ти, що для будь-якоТ булево'Г функцп/ яка не доршнюе тотожно 1 ,кнуе 

ДКНФ, 1 вона едина з точшстю до порядку змшних у диз’юнкщях 1 по

рядку розташування самих диз’юнкщй. Справедливкть щого тверджен

ня випливае також 31 зв’язку м1ж ДКНФ функцп / 1  ДДНФ функцп /  

(див. (6.8)). Цей зв’язок можна узагальнити й сформулювати так званий 

принцип дво'ютост/ для булевих функщй.

6 .7. Задач/ / вправи

1. За допомогою р1вносильних перетворень звести задаш ДНФ до 

ДДНФ:

(а) ху V  у V  х; (6) ху чуг V  хуг V г; (в) г V  уг V ху V  хг.

2. За допомогою зведення до ДДНФ довести р1вносильшсть формул А

1 В: ____ ____
(а) А =  ( X V  у )  V  (у V  х), В =  (х V  у )  Л  ( X V  у);

(б)Л = ( x л г ) V ( x л у ) V ( x л г ) ,  В = х л ( г V у  л г )  V  (хлг).

3. Нехай задано ДДНФ О, 1 02 булевих функщй Дх{,х2, ...,хп)

1 х2, ..., хп). Описати процедуру побудови ДДНФ функцп к(хх, х2, ..., хп), за

дано! формулою О:

(а) О = -,0,; (в )/}= 0 ,л 02; (д)0 = 0, ^

(б) О = О, V 0 2, (г) О = 0, © В2, (е) 0 = 0 ,-  Д2.

4. Описати процедуру побудови ДДНФ булево'Г функцп, задано! формулою 

С = А®В,  якщо вщом1 ДДНФ О, 1 В2 функщй, заданих формулами:

(а) ^ ^=А лВ , ^ 1 = АVВ; (б) О, = А -» В, 0 2 = В -> А.

5. Довести, що коли в ДДНФ функцп / замшити скр1зь операцш V на Ф , то 

отримаемо формулу, що задае функцш /, тобто р^вносильну формулу. Чи 

справедливе аналопчне твердження для довшьно! ДНФ функцп/?

6. Побудувати ДКНФ булево'Г функцп Дх,, х2, ..., хп), задано! вектором зна

чень я,:

(а) «,= (1100);

(б) а =  (01010011);
(в) а =  (1101011101001110).

7. Побудувати ДКНФ булево! функцй вщ трьох змшних, яка набувае такого 

самого значения, як бшышсть ц змшних.

8. Нехай формулу А записано в ДКНФ. Побудуемо формулу В так:



1) випишемо кон’юнкшю вах елементарних диз’юнкцШ, яю не входять до А;

2) замшимо л на V , V — на л , х  —  на х , х  —  на х.

Довести, що формула В —  це ДДНФ формули А.

9. Нехай задано ДДНФ формули А. Описати процедуру побудови ДКНФ фор

мули А.

10. Описати процедуру побудови за ДДНФ формули А I ДДНФ формули В:

(а) ДКНФ 1 ДДНФ формули (А);

(б) ДКНФ 1 ДДНФ формули (А V В);

(в) ДКНФ 1 ДДНФ формули (А д В);

(г) ДКНФ 1 ДДНФ формули (А —» В).

6 . 8 .  Принцип АВ01СТ0СТ1

Булева функщя §(хг х2, ..., хп) називаеться двоХстою до булевоУ фун

кцн Дх,, Х2, ..., хп), якщо §(ху х2, ..., х )  = /  (^, г 2, ..., Г ). Функцто, дво- 

Усту до булевоУ функцп /, позначають /*. Отже, /*(х,, х2, ..., хп) = 

. . . , х ) .
Таблицю 1стинност1 функци /* можна одержати з таблиц! 1стинност1 

функци/ якщо в останнШ 1нвертувати (тобто замшити 0 на 1, 1 на 0) ус1 
значения аргументов функци, а також у а  значения в стовпчику значень 

функцн. 1з ще’1 властивост! випливае, зокрема, що двоТстою до функцй' /* 

е сама функц1я/ тобто (/*)' = /

Булева функщя, двоТста до самоТ себе, тобто функщя /  

для якоТ виконуеться /* = /  називаеться самодвоХстою. СамодвоТста п- 

арна функщя на протилежних наборах (а,, а 2, ..., а п) 1 (а ,, 

а 2, ..., набувае протилежних значень.

Неважко переконатися, що диз’юнкщя двоТста до кон’юнкцй, 

нульарна функщя-константа 1 двоТста до функцй-константи 0, а 

функщя заперечення самодвоТста. Ще один приклад самодвЪТстоТ фун

кцп —  т(х, у, г )  =  ху V хг V  уг (функция медшна, або функщя голосу- 

вання).

Користуючись означениям двоТстосп, можна довести твердження, 

яке називають принципом двоТстосп.

Теорема 6 . 6  (принцип дво'ХстостГ). Якщо формула Р  = 5 ( / , / 2, ..., 

/*, V) = = У ( / ,/2, ...,/*) реалозуе булеву функщю ф(х,, х2, ...,х„), то фор

мула Р ' = 5(/;*,/2*, . . . , / / ,  у ’) = 1|/'(/\/2\ ...,/* ), одержана з Р  замшою

функщй/,,/2, . . . , /А, V на ДВ01СТ1 функци'/*,/2\ .. . , / / ,  \|/\ реал1зуе бу

леву функщю Ф*(х ,, Х2, . . . ,  Хп), двоУсту до функцй ф (х ,, Х2, . . . ,  х п). Тут 

х  , х 2, . . . ,  х п —  операнди формули Р  (ус1 аргументи булевих функщй

и  и  - ./* )”

Доведения. Справд1, нехай формула Р  = 5 (/, / 2, ..., / к, у ) =

= •••>Х|/|)>Л(Х21,Д:22> ■ ■ ’ Х 2 /2)> ■ Хк2’ •••>•**/,))

реал1зуе булеву функцто ф(х,, х2, ..., х ). Тод1 Р ' = х|2, ..., х^),

? 2 (Х21> Х22) • • •> Х 2/2)> •••>/* (**|> • • • > -*-«,)) ~ V V  \ (*ц> *|2> • • •> Хи)’

/ 2 С*-2 1> Х 22> Х 21т}* • • • >  Л  * * 2 >  • " >  * * / < ) )  ~  V  ( / "  | ( * и >  Х  12» • " >  Х  1 /,^ ’

^ 2 >  - >  ^ ) -  • • • >  К *  . . . .  5 * 4 »  =  V  • • • >

Х 22’ ■■■>Х г1^> "  '  ’  ’  Х к2’  '  " > Х ы ) ) '

Отже, формула /•*, яку природно називати формулою двоХстою до /\

реал1зуе булеву функщю ф(х^, Т2, ..., лГ), але ф(3̂ ", ..., лГ) =

= ф*(х,,х2, ...,дгл).

У  термшах булевих формул принцип дво'Тстост1 можна сформулюва- 

ти так: якщо в булев1й формул! Р, яка зображуе булеву функцто/ зам1- 
нити вс1 операцЙ кон’юнкцй на операцй диз’юнкцй, операцй диз’юнк

цй —  на операцй кон’юнкцй, ус1 нульарн) операцй 0 замшити на 1, а ва 

1 —  на 0, то одержимо формулу Р\ яка зображуе булеву функцто/’, 

двоТсту до функцй /

Якщо булеВ1 фуНКЦЙ /1  §  Р1ВН1 М1Ж собою , ТО Р1ВН1 Й В1ДПОВ1ДН1 1М 

дво1СТ1 функщ'1 /*  1 § , 1 навпаки. Це означае, що формули Р ' 1 Р2, двоТс- 

Т1 до р 1виосильних формул Р ] 1Р2, також р1ВНОСИЛЬШ.

Останн1Й висновок дае змогу для будь-яко'Т тотожносп Т7, = Р  

в алгебр1 формул автоматично одержувати нову тотожн1сть Р ’ = Р "2 для 

вщповщних дво'Тстих формул. Так1 тотожност! можна умовно назвати 

двоХстими. Наприклад, пари основних тотожностей 1}-8) (6.3) алгебри 

лопки двоТеп. ДвоТстими е також правила поглинання (6.4). Для алгебри 

булевих формул принцип дво'Тстосп 1нод1 називають ще узагильненим за

коном де Моргана.

Якщо М —  деяка множина функщй з Р2, то через М* позначимо мно

жину ВС1Х функщй, дво'Тстих до функщй з М. Множина М* називаеться



двоХстою до множини М. Якщо М* = М, то множина М  називаеться са- 

модвоХстою

6 .8 . Задач/ / в правы

1. Побудувати таблицю ютинносп та вектор значень функцп §, двоюто! до 

булево! функцп/, яку задано вектором значень а :

(а) Ду= (0011);

(б) а =  (00000001);
(в) яу = (1010100011000001).

2. Перев1рити, чи е функщя /,' задана формулою А, дво'ютою до функцй' §, за

дано! формулою В:

(а)А = (х^>у),В = (хлу);

(б) А = X Ф у Ф 2, В = х® у® г;

(в) А = х л у V I, В = х л (у V :);

(г) А = ху © XI ® VI, В =ху V XI V у2.

3. Нехай а = (аи, а,, а2, ак) —  вектор значень булево! функцп /  в'щ п

змшних. Довести, що вектор значень двоюто! функцй / ’ мае вигляд

«г,. =

4. Нехай § —  функщя, дво'юта до булево! функцй/ вщ п змшних. Довести що:

(а) Щ  + |Ау = 2”;

(б) |Лу - |ЛЧ —  число парне;

(в) р(я, о,) —  число парне.

5. Довести, що даш функцй двоюп одна до одно!:

(а) заперечення 1 заперечення;

(б) диз * юнкщя та кон’юнкщя;

(в) функция ® 1 функщя ~ ;

(г) фуНКЩЯ | 1 фуНКЩЯ 4- .

6. Довести, ЩО формули А 1 В р1ВН0СИЛЬШ ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли р1вносиль- 

ш формули А" 1 В‘.

6.9. Проблема повноти
для алгебри булевих функцш

Анал1тичний споаб задания булевих функщй е, безумовно, зруч- 

н1ший 1 компактшший, шж табличний. Джерелом ефективност1 анал1- 
тичного способу е можливють послщовно!' побудови й обчислення буле

во! функцй за допомогою суперпозицп шших (прост1ших) булевих фун-

кщй 1з деяко! задано! сукупносп функщй Н с  Рг Однак у раз1 його зас

тосування завжди виникае питания: чи будь-яку булеву функцйо з Р 2 
можна подати формулою над заданою базовою сукушпспо булевих фун

кщй Н 1 1накше кажучи, чи е задана сукупнють булевих функцш Н  сис

темою тв1рних алгебри (Р2, {5}), або чи виконуеться р1вшсть [Я]л = Р2? 

Отже, постае проблема повноти для певно! множини Н стосовно алгеб- 

ри (Р2, {5}).

Будь-яку систему тв1рних X алгебри (Р2, {5}) традицшно назива

ють функционально повною системою  булевих функцш. Отже, систе

ма булевих функщй X називаеться функщонально повною, якщо 

[X], = Р2, тобто коли довшьну булеву функщю можна зобразити фор

мулою над X-

1з теореми 6.3 випливае, наприклад, що система Х0 = {V , л , ~} фун

кционально повна. Зрозумшо, що функщонально повною буде й будь-яка 

суку тлеть X  булевих функщй, з яких за допомогою операцп суперпози

цп' можна виразити функщ! (операцй) диз’юнкцй, кон’юнкцй та запере

чення. Справд1, для будь-яко! булево! функцп /  формулу над X, яка зоб

ражуе/ можна побудувати так. Спочатку слщ побудувати булеву форму

лу для/ (за теоремою 6.3 така формула завжди юнуе) 1 в цш формул! за 

допомогою правила замши вс1 пщформули, що мютять операцй 

диз’юнкцй, кон’юнкцй та заперечення, замшити р1вносильними форму

лами над X-

Сформульовану тезу можна узагальнити: якщо вс1 функщ! функщо

нально повно! системи X' можна виразити за допомогою суперпозищй 

функщй 13 системи X, то система X також функщонально повна. У  тако

му раз1 будемо говорити, що система X зводиться 

до X- Користуючись методом зведення, можна довести функцюнальну 

повноту багатьох систем булевих функцш.

Приклад 6.1. 1. Системи X, = { а  , “ } 1 Х 2 = { V , “ } функщональ

но повш. Справд1, за допомогою правил де Моргана 1 правила 

подвшного заперечення в кожнш 13 цих систем вщеутню портняно 

з Х 0 третю функцш можна виразити через шпп ды: х V у = хл у 1
X  А  у =  X V  у.

Наприклад, булева функщя, задана булевою формулою Р  -ху у  х г у

V ~уг (див. розд. 6.3), над системою X, дютане зображення хухгуг, а над 

системою Х2  X V  у V  X  V  2  V  у V  2 .



Це означае, що система тв1рних Х0 = {V , л , ~} надлишкова й, отже, 

не е базисом для алгебри (Р2, {5}). Однак, якщо ми вщмовимося вщ 

надлишковосп системи Х0> то, як видно з наведеного прикладу, знач

но ускладнимо вигляд вщповщних формул для функщй з Р . Тому на 

практищ часпше використовують саме систему Х0, йноруючи й над-

ЛИШКОВ1СТБ.

2. Кожна 13 систем X, = {|} (штрих Шеффера) 1 Х4 = {4} (стршка ГПр- 

са) е функщонально повною. Це випливае з таких тотожностей, у спра

ведливое™ яких неважко переконатися за допомогою стандартного 

методу:

Х= X | X =  X 4  X, 

ху = х\у = (х I у) I (х Iу), 

х у у  = х 1 у = (х 1 у) 1 (х 1 у).

Отже, функцп системи X, виражаються через функщю 13 Х3, а функцй 

системи Х2 —  через функцш 13 Х4, тобто Х3 зводиться до X,, а Х4 —  до 

Х2- Очевидно, що Х3 та Х4 —  базиси для алгебри (Р2, {5}).

3. Особливе мкце в алгебр1 лопки займае система Х5 = { л , ® , 1}, 

яка також функщонально повна. Оскшьки х= х ® 1, то система Х5 зво

диться до 2,.

4. Водночас система X ' = {V , а  , —» , ~}, а, отже, 1 системи 

X " = {V , л , —>} 1 X '" = {V , л} неповш У цьому можна переконатися, 

припустивши супротивне, тобто, що система Х / функщонально 

повна. Тод1 кнуе така формула Р(х{, х2, ..., хп) над X', що зображуе буле

ву функщю заперечення ̂  тобто р1вносильна формул! л;-: Р (х , х2, хп) =

- х у Однак кожна формула над X ' на набор1 значень (1, 1, ..., 1) и опе- 

ранд1в набувае значения 1, бо кожна з бшарних опера

щй V , а  , —> або ~ набувае значения 1, якщо обидва й операнди дор1вню- 

ють 1. Отже, маемо Д 1 ,1 ,.. . ,1 )  = 1 * 1 = 0 . Дктали суперечшсть, яка й 

свщчить про те, що припущення про функцюнальну повноту системи X' 

неправильне. Схожим методом можна довести неповноту систем 

{ V , ® } ,  { а , ® } ,  { © , - }  тощо.

Можна продовжувати наводити приклади повних 1 неповних сис

тем, однак бажано мати ефективний критерш, за яким для довшьно'1 
системи булевих функщй можна було б визначити, функщонально 

повна вона чи ш. 1накше кажучи, для алгебри (Р2, {5}> бажано мати 

критерш повноти системи функщй. Такий критерШ буде наведено в 
розд. 12.

1. Довести, що функцш /  задану формулою А, не можна реашзувати р1вно- 

сильною формулою над множиною операщй X, якщо:

(а) А = х (Ву,11= {а}; (в) А =х Vу, X = {-};

(б) Л =хлу, Х=  {-»}; (у) А = хлу, Х = { у , -»}.

2. Користуючись методом зведення до вщомо! функщонально повно'1 систе

ми (наприклад, до Х„, X, або Х2), довести функцюнальну повноту системи X 

булевих функцШ, заданих такими формулами:

(а) X = {х -» у, х } ;

(б) X = {(х а  у) ©г, (х~у) ® :}\

(в) X = {* —» у, (х © у © г)};

(г) X = {*->.)', 0};

(Д)Х= {л® у, XV у, 1};

(е) Х = {х -*у,х®у}.

3. Довести неповноту системи функцш X:

(а) X = { а  , Ф , 0};

(б)Х = { А , V , —» , 1};

(в) X  = { А , V , Ф  , 0}.

6.10. Алгебра Жегалкша
Розглянемо окремо одну важливу систему тв1рних для алгебри буле

вих функщй (Р2, {5}), а саме систему Х5 = {а , ® , 1}. И функцюнальну 

повноту обгрунтовано у приклад1 6.1.(3) методом зведення.

Поряд 13 класичною алгеброю лопки С - (в , { а  , V , “ }), введеною в 

розд. 4, значне мкце в теорй булевих функцш займае алгебра

О = (в, { а  , © , 1}) 13 сигнатурою Х5. Вона дктала назву алгебри Жегал- 

кта  на честь математика 1.1. Жегалкша, який запропонував алгебру С  1 
дослщив й основш властивосп.

Як I для алгебри С, подамо основш тотожноспй алгебри Жегалкша. 

Вщзначимо пльки властивосп операцп ® та п зв’язок з шшими опера- 

щями алгебри С. Ус1 тотожносп з (6.3) щодо операщй л й 1 справедли

ва очевидно, 1 в алгебр! С.

1) (л: ®  у) ®  2 =  х ©  (у ©  г), (асощативтсть)

2 ) х © у  = у © х, (комут ат  йен \сть)

3) х(у ® 2 )- ху  ® хг, (дистрибутивн/сть) (6.9)

4) х © х = 0, х © 0 = х,

5) х © 1 = х .



Зауважимо, що в алгебр1 Жегалкша введено порядок виконання опе

рацш: спочатку виконуються кон’юнкцп, поим —  додавання за моду

лем 2.

1з повноти системи X , випливае, що будь-яку булеву функцш 

Дх,, х , , ..., хп) можна реал1зувати деякою формулою над Х 5, тобто форму

лою в алгебр1 Жегалкша. Якщо в цш формул! розкрити вс1 дужки за за

коном дистрибутивносп, а пот1м виконати вс1 спрощення за допомогою 

основних тотожностей алгебри С, то одержимо ршносильну формулу, 

яка зображуе функцш /  1 мае вигляд

У  а,, , х х ...х, , ап , & В, 0<к<п .  (6.10)
А и  '\ 2 ■" к  ;1 '2  'к  *1 2 ' "  к  7 

/, ,/2

Тут X  —  знак додавання за модулем 2, у а  доданки попарно рхзш, у 

кожнш кон’юнкцп жодна змшна не зустр1чаеться бшьше одного разу. 

Деяю доданки можуть мютити тшьки одну змшну { к  - 1), це лшшш 

доданки. Нарепгп, може бути единий доданок 13 порожньою кон’юнк- 

щею змшних (к = 0), яку вважають р1вною 1; вщповщний коефщкнт 

ап е вшьним членом формули. Рангом порожньо! кон’юнкцп вва- 

жатимемо 0.

Формула (6.10) називаеться полтомом Жегалкша булево!" функци 

Дх,, х2, ..., хи). Множники а  -.. називають коефщкнтами полшома

Жегалкша. Кшьккть доданив у пол 1 ном 1 Жегалкша називають його дов- 

жиною, а найбшыний ранг його елементарно! кон’юнкцп —  степенем 

цього полшома.

Теорема 6.7. Будь-яку булеву функцш Дх,, х2, ..., хп) можна зобрази- 

ти у вигляд1 полшома Жегалкша, до того ж однозначно.

Доведения. 1снування полшома для довшьно! булево! функцн вже до

ведено. Для доведения единосп покажемо, що юнуе взаемно однозначна 

ВЩПОВЩШСТЬ М1Ж множиною Р 2(п) УС1Х я-арних булевих функщй 1 мно

жиною ВС1Х ПОЛХНОМ1В ЖегаЛКШа В1Д П ЗМШНИХ. КШЬКЮТЬ Р13НИХ

КОН’ЮНКЩЙ X X  ...X зб1гаеться 3 КШЬКЮТЮ ВС1Х П1ДМНО-
'1 '2 'к

ж и н  м н о ж и н и  {х|5 х2, ..., хл} 1 за т е о р е м о ю  1.1 п р о  п о т у ж ш с т ь  б у л е а н а  

ск1н ч е н н 0 1 МНОЖИНИ ДОр1ВНЮе 2" (порожнш МНОЖИН1 В1ДПОВ1Дае п о р о ж 

н я к о н ’ ю н к щ я  1). КШЬКЮТЬ Р13НИХ ПОЛ1НОМ1В, ЯК1 м о ж н а  у т в о р и т и  3 ЦИХ 

к о н ’ ю н к ц ш , ДОр1ВНЮе ЮЛЬКОСТ! ВС1Х П1ДМНОЖИН м н о ж и н и  кон’юнкцш, 1, 

о т ж е , за т к ю  с а м о ю  т е о р е м о ю , в о н а  д о р 1в н ю е  22". Порожнш м н о ж и т

Таким чином, кшьккть уах полшом1в Жегалкша вщ п змшних дор1в- 

нюе кшькосп вс1х булевих функцш вщ п змшних. 3 ус 1х наведених вище 

М1ркувань можна Д1ЙТИ висновку, ЩО ВЩПОВЩШСТЬ М1Ж МНОЖИНОЮ ВС1Х 

пол1ном1в Жегалкша вщ и змшних 1 множиною Р 2(п) функцюнальна, 

всюди визначена та сюр’ективна. 1з р1внопотужност1 цих множин випли

вае, що зазначена вщповщшсть ш’ективна: оскшьки кожна функщя зоб- 

ражуеться якимось полшомом, то р1зш функци мають бути зображуваш 

Р13НИМИ ПОЛШОМЭМИ. Отже, ВЩПОВЩШСТЬ М1Ж множиною Р2(п) уС1Х /7-ар- 

НИХ булевих фуНКЦ1Й 1 МНОЖИНОЮ ВС1Х ПОЛ1НОМ1В ЖегаЛК1На ВЩ п змшних 

взаемно однозначна, що й доводить едшпсть полшома Жегалкша для 

будь-яко!" функцн.

Полшом Жегалкша для задано!' и-арно! булево!' функциДх,, х2, ..., хп) 

можна побудувати так.

1. Побудуемо ДДНФ функцн/ за формулою (6.7).

2. Оскшьки в ДДНФ на кожному з набор1в (а,, а 2, ..., а п), за якими 

здшснюеться диз’юнкщя, тшьки одна з елементарних кон’юнкщй 

х“'х“г...х“" доршнюе 1, а решта дор1внюють 0, то у формул 1 (6.7) опера

цш диз’юнкцн можна замшити операщею додавання за модулем 2.

3. Скориставшись сшввщношенням х“ = х © а, у справедливое™ яко

го легко переконатися, перетворимо одержане в попередньому пункп 

зображення функцн/  до вигляду

/(х ,,х 2,...,х„) = ^  (х, ® а,)(х2 © а ,) ... (х Ф а ).
(Я| .а2..а„)

/(а , ,а2....а„)=1

4. Розкривши В ОСТЗНН1Й формул! ВС1 дужки за законом дистрибутив- 

ност1 та зробивши вс1 можлив1 спрощення за допомогою основних то

тожностей алгебри Жегалк1на, д1станемо шуканий пол1ном.

Приклад 6.2. Побудуемо полшом Жегалкша для булево! функци, 

задано! табл. 6.4:

Д х, у , г )  =  х°у°2° V х °У 2° V х 'У ’г 0 V х 'у 'г 0 V х 'у 'г ' =  (х  ©  1)(у ©  1)(г ©  1) ©  

©  (х ©  1 )у (г  ©  1) ©  х (у  ©  1)(г ©  1) ©  ху(~  ©  1) ©  х у г =  (ху:  ©  х г  ©  ух  ©  

© г  ©  ху  ©  х  ©  у  ©  1 ) ©  (х у г  ©  у х  ©  х у  ©  у )  ©  (хух  ©  ху  ©  х г  ©  х ) ©  

©  (хух  ©  х у ) ©  хух  =  хух  ©  2 ©  1.

1нншй спос1б побудови полшома Жегалкша для булево!' функцн —  це 

так званий метод невизначених коефщент/в.



Для задано? булево!* функцп Дх,, х2, хп) запишемо сшввщно- 

шення

/(*,, х,, х )  = атх[х1...хп ® ат_[Х]хг ..хп , © ат1ххх2...хп̂ п ® ... 

... ® ях, 0  а п ,х, ® ... ® сгЛ © а,х ® а0,

права частина якого е полшомом Жегалкша з невщомими (невизначени- 

ми) коефщкнтами а0, а х, ..., ат, де т  = 2" - 1.

Вщтак, пщставляючи в обидв1 частини цього стввщношення вс1 2"

набор1в а  значень булевих змшних х;>х2...... хп 1 замипоючи кожнеДа) на

вщоме значения функцп/ отримаемо систему р1внянь вщносно а. еВ, 

/ = 0 ,1 ,2 ,...,» /. Розв’язок системи дае шукаш коефщкнти полшома Же

галкша.

Наприклад, для булево! функцп, задано! табл. 6.4, маемо таке стввщ

ношення

Дх, у, г) = а7хуг © а6ху © а}хг © аАуг © а^х © а2у © а ,2 © а0.

ТОД1

ДО, 0, 0) = 1 = а0,

ДО, 0, 1) = 0 = а, © а 0,

ДО, 1, 0) = 1 = а2 © а„,

ДО, 1, 1) = 0 = а4 ® Я2 © а, © а0,

Д1, 0, 0) = 1 = а, © а0,

Д1, 0, 1) = 0 = а, © а3 © а, © а0,

Д1, 1, 0) = 1 = а6 © а3 © а2 © а0,

Д1, 1, 1) = 1 = а7 © я6 © а, © а4 ® а3 © а2 © а, Ф а0.

Звщси отримуемо а0 = а 1 = а 7 = 1 й а2 - а} = аА = аь - а6 = 0. Отже, шу

каний полшом Жегалкша —  хуг ® г ©  1.

На завершения зауважимо, що полшом Жегалкша е каношчною фор

мою в класах р1вносильних формул. Зведенням будь-яких формул 17] 1 Рг 

до вщповщиих ПОЛ1НОМ1В Жегалкша можна довести чи спростувати 

твердження про ршносильшсть цих формул.

6 .1 0 . Задач1 / вправи

1. Визначити кшькють полшом1в Жегалкша степеня к над множиною змш

них X  =  {х,, х2, ..., хп}, к =  0, 1, 2, ..., и.

2. Визначити кшькють полшом!в Жегалкша над множиною змшних 

Х =  {х,, х2, ..., хп}, як1 набувають значения 0 на набор! (1, 1, ..., 1).

3. Знайти число полшом1в Жегалкша довжини т над множиною змшних

х = Ц>*2> •••>*„}> т = 1» 2> •••> 2”-

4. Довести основш тотожноеп алгебри Жегалкша.

5. Виходячи з ДДНФ, побудувати полшом Жегалкша булево! функцп 

Дхр х2, ..., хп), задано! вектором значень а::

(а) а; = (1101);

(б) 0, = (01010111);

(в) а =  (1010111010111011).

6. Методом невизначених коефщ1енпв побудувати полшом Жегалкша буле

во! функциях,, х2, ..., хл), задано! вектором значень а :

(а) а(= (0111);

(б) а =  (01010010);
(в) в/ = (1110111110111111).

7. Показати, що х. — ютотна змшна функцп Дх1,х2, ...,хп) тод1 
й тшьки тод!, коли х  явно входить у полшом Жегалкша ще! функцп.

6.11. Замкнет кдаси булевих функцш
Система (клас) функцш О  називаеться замкненою, якщо суперпози- 

щя будь-яких функцш з Г2 належить О., тобто [Щд, = О. Нагадаемо, що за- 

миканням множини функщй О. за оператором суперпозицп 5 (познача- 

ють [Г2]л.) називаеться множина вс1х функцш, утворених 1з функщй мно

жини О. за допомогою оператора суперпозицп.

Якщо И *  Р 2 —  замкнений клас булевих функцш 1 X С  Д  то X не е 

функцюнально повною системою. Це й визначае те особливе мкце, яке 

посщають у розв’язанш проблеми повноти певш замкнеш класи булевих 

функщй.

Серед замкнених класш булевих функцш особливо важливими е 

настушн п’ять класш, яю шод1 називають п ’ять чудових клаав булевих 

функцш.

Булева функщя Дх|; х2, ..., хп) називаеться функщею, що збер'кае кон

станту 0, якщо ДО, 0, 0) = 0. Клас у ск  булевих функщй, що

збернають константу 0, позначимо Т{).

Булева функцш Дх,, х2, ..., хп) називаеться функщею, що зберггае кон

станту  1, якщо Д1, 1, 1) = 1. Клас уск  булевих функцш, що

зберкають константу 1, позначимо Ту

Задамо частковий порядок на множиш В'. Для символов двшкового 

алфавлу В покладемо 0 < 1. Тод! вважаемо, що дв!Йковий кортеж



а  = (8,, 52, 8„) передуе дв1йковому кортежу р = (е,, е2, е л) 1 запису-

емо а  < р, якщо 5, < е,, 82 < е2, 8, < ея.
Булева функщя Дх,, х2, ..., х„) називаеться монотонною, якщо для 

будь-яких двшкових кортеж1в а, ре В" таких, що а < р, виконуеться 

нер1вн1сть Да) < ДР)- Клас ус!х монотонних булевих функщй позначимо 

через М.
Булева функщя Дх,, х2, ..., х„), полшом Жегалкша яко! мае вигляд 

а 0 © (а, л х,) Ф (а, л х2) © ... Ф (а , л х„), або, якщо випустити знаки 

кон’юнкцп, —  а 0 © а,х, © а 1х2 © ... © а„х„, де а е  В, / = 0, 1, 2, ..., п, 

називаеться лшшною. Клас ус1Х лшшних булевих функщй позначимо 

через I.
Нарепгп, нагадаемо, що булева функщя Дх,, х2, ..., х„) називаеться са- 

модвогстою, якщо Дх,, х2, ..., хп) = / (х „  х2, ..., х„). Клас ус1х самодво'ю- 

тих булевих функцш позначимо через С.

Приклад 6.3. 1. Функци, що зберкають константу 0, —  це, наприк

лад, диз’юнкшя, кон’юнкщя, додавання за модулем 2, а заперечення й 

1мпл1кац1я —  не зберогають константу 0 (див. табл. 6.3).

2. Константу 1 збер1гають, наприклад, кон’юнкщя, диз’юнкщя 

й 1мшикащя, а функци заперечення та додавання за модулем 2 —  не збе- 

риають константу 1.

3. Неважко переконатися, що кон’юнкщя та диз’юнкцш —  моно- 

тонн! функци, а для заперечення та додавання за модулем 2 умова мо

нотонное™ не виконуеться. Наприклад, (0,1) < (1,1), однак 

1 © 1 < 0 © 1.

4. Оскшьки х= 1 © х 1 х © у  = 0 © 1х © \у, то функци заперечен

ня 1 додавання за модулем 2 лшшнк Водночас кон’юнкщя та диз’юнк

шя —  нелшшш функци. Наприклад, для диз’юнкци маемо 

х\/у = х ® у ® х у .

5. Прикладом самодвонжи функци е функц1я заперечення.

У наступних лемах доведено замкнешсть кожного з п’яти означених 

клас1в булевих функцш Т0> ТХ,М,1'\С.

Лема 6.1. Класи Т0 1 71, булевих функций, що збериають константи О 

1 1, замкнет.

Доведения. Для доведения розглянемо будь-яку суперпозищю з Т0

(ВЩПОВЩНО з  Г ,).

Нехай Дх.,, х,2, ..., х.()еГ0, / = 1, 2, ..., к, г2, ..., гк)ЕТ0 1

/и /к\ 8 ) = я(/|(*||> Х12’ ̂ I № Хг\' Х21’ Х21̂ ’ •••’
/к(хк1,х]2, ...,хк1))  = И(ху,х2, ...,х„),дех,,х2, . .. ,х„ —  ус!р!зн! символизмш-

них яю е аргументами функщй / ,  /  ..., /.. Тод1 /?(О, 0, ..., 0) = 
= я(/;(0, 0, ..., 0),/2(0, 0, ..., 0), ...,//0, 0, ..., ОД = 8(0, 0, ..., 0) = 0. От

же, /ге Т0.

Аналопчно можна довести замкнешсть класу Т .

Лема 6.2. Клас М  монотонних булевих функщй замкнений. 

Доведения. Нехай Дх„,хд, ...,х.,)еМ , / = 1,2, ..., к ,& х,г2, ...,:,)еМ  

Розглянемо суперпозищю 5(/|, /2, ..., /к, §) = ^ { х п, х,2, ..., х„),

/ 2(х2|> Х22> •••> Х2/)> •” > •/*(**!> ХИ> Хи,)) = *2> "•> *„)' Як 1 РЗШШе,
х,, х2, ..., х„ —  це вс1 р13Н1 символи змшних, як1 е аргументами функщй

Розглянемо два булев 1 кортеж 1 а  = (8,, 82, ..., 8л) 1 Р = (е,, е2, . . еп) дов

жини п таш, що а  < р. Позначимо а  та Р, вщповщш проекцп кортеж1в а  1 Р 

на змшш функци Д / = 1, 2, А. Зрозумшо, що а  < р.,

/ = 1,2,..., к. Нехайу= (/'(а,),/(а2), ...,ДаД)таг| = (/|(Р,),/2(Р2), • ■•,/№*)). 

Ход! 3 монотонное™ функщй/,,/2,м а е м о / ;(а ,)< / ; (Р ,) , ./2(а2) </2(р2),

• • ■ ,/*(«*) ^/*(Р*), тому у < Л-

Отже, з урахуванням монотонное™ функцн 8 одержимо /?(а) =

= /г(8,, 82, 8 )  = я(/;(а,), / 2(а 2), ..., / ( а * ) )  = я(У) 5 801) = я(/,(Р,)>

/2(Р2)> -,Л(Р*)) = л(е1> е2> •••> е„) = ЛФ)-

Звщси випливае, що /геМ , ! замкнешсть класу М  доведено.

Лема 6.3. Клас I  лшшних булевих функцш замкнений.

Доведения. Справедливость ще! леми випливае з того, що для будь- 

яких лшшних булевих функцш/ 1 1 довшьно! булево! константи ае  В 

функци/©  §  1 а/також лшшш.

Лема 6.4. Клас С  самодво!стих булевих функцш замкнений.

Доведения. Нехай Дх,.,, х/2, ..., х.,)еС, / = 1, 2, ...к, г2, ..., :,)еС

■ суперпозищя 5(/;,/2, ...,Д  8) = 8(/Хх„> х22> •••> /2(х2,> х22, х2,2). •••.

/ к(хк1> хк2, •••, % ) )  = Мх,, х2, х„)- ТОД1 /г*(х,, Х2, ..., Хя) = к(хь Хг, ..., Г„) =

— Х12> Х22’ Х21-)’ "•> Х*2’ ” ■> _

~ х|2> •••> •'•!/,)> /г(Х2\’ Х22’ •••’ X2Î }, •••> ?к(ХкР Хк2’ •"> ^/ц)) —

— •••> •*:|/|)> Л^Х21’ ■'"гг’ г̂/Р» -%-хкг —
= Й(х,,х2, ...,х„).

Отже, клас С замкнений.



Безпосередньою перев1ркою можна укласти таблицю належносп 

елементарних булевих функщй до зазначених п’яти клаав (табл. 6.5). 

Знаком + позначено належшсть елементаршл булево! функцп до вщпо- 

В1Дного класу.

Таблищ 6.5

Назва булево! функцн Позначення
Класи

Т Г м I С

Константа 0 0 + - + + -

Константа 1 1 - + + + -

Заперечення X - - - + +

Кон’юнкщя Х АУ + + + - -

Днз’юнкщя X V У + + + - -

Додавання за модулем 2 х Ф у + - - + -

Нквталентшсть х ~ у - + - + -

(мпшкащя х —>у - + - - -

Штрих Шеффера х \ у - - - - -

Стршка Шрса X Ь у - - - - -

Наявшсть у кожному стовпчику табл. 6.5 принайми! одного знака 

свщчить, що жоден 13 п’яти клаав не вичерпуе ВС1Х елементарних буле

вих функщй, а отже, 1 ВС1Х булевих функщй.

Окр1м зазначених п’яти замкнених класш булевих функцш юнують й 

штш замкнеш класи в Рг Це випливае, зокрема, з того, що перетин зам

кнених клас1в знову утворюе замкнений клас. Однак, як буде показано в 

наступному роздш, саме класи Т0, Тр М, Ы С  мають вир1шальне значен

ия для розв’язання проблеми повноти та формулювання критерпо повно

ти для булевих функщй.

6 . 1 1 . Задачг / вправи

1. Побудувати множину вах функщй, що залежать вед змшних х, у, яка е за- 

миканням множини Н:

(а) Н = (в) Н = {0, ->}; (д) Н=  (Я а =  (01101001)};

(б) Н = {©}; (г) //= {->>; (е)Я  = {0, ~}.

2. Довести, що/е [И], зобразивши/ формулою над множиною Я:

(а)/=- 1, Я =  {0, -»}; (б ) /=® ,Н ={1 );  (в)/= V , Я =  {->}.

3. З ’ясувати, ям 13 зазначених нижче множин е замкненими класами:

(а) множина вах функщй вщ одше!' змшно'Г;

(б) множина вс1х таких функцш Дх,, х2, ..., хп), шо/(1, 1, ..., 1) = 0;

(в) множина вс1х таких функцш Дх,, х2, ..., хп), що |ЛЛ.| = 2"~‘;

(г) множина вс1х функщй, зображуваних полшомом Жегалкша не вище дру

гого степеня;

(д) множина вс1х функцш, зображуваних у вигляд1 ДНФ, елементарш 

кон’юнкци яко'1 не мюгять заперечень змшних;

(е) множина вс1х таких функцш Дх,, х2, ..., хп), що |Л/.| = 1;

(е) множина всех таких функцш Дх,, х2> ..., хл), що |Л'| = 1 1/(1, 1, ..., 1) = 0.

4. Довести, що:

(а) перетин замкнених клас1в е замкненим класом;

(б) об’еднання двох замкнених клас1в, узагал1 кажучи, не е замкненим 

класом.

5. Обгрунтувати там властивоеп замикання:

(а) [[А]] = [А]; (в) [А-, п  К2] с  [А,] п  [К2],

(б) якщо а:, с  к2, то [а:,] С [АГ2]; (г) [А,] и  [А,] с  [А", и А2].

6. З ’ясувати, якому з клас!в Т{1 и  Г,, 7',\7П, 7’(1\7’| або Ти п  Г, належить функщя 

/  задана вектором значень а'.

(а) а =  (0100);

(б) (00000001);
(в) (0110011000011110).

7. З’ясувати, якому з юшлв Тц и  Г,, 7\\Т(), 7’(|\7', або Та п  Г, належить функщя 

/, задана формулою А:

(а) А = ((((X -> (хл (2 I  У))) ® ((у л (х ~ V)) | 2)) | ((X ~ (у V -)) -» 2)) V у)\

(б) А = ((((у -I (х -> -)) ( (((у -> х) ~г) © (XVу))) -> х) | у).

8. З’ясувати, при яких п функщя Дх,, х2, ..., хя), задана формулою А, належить 

класу7’0иГ„Г,\Г„Г(,\Г,або7’|1п Г |:

(а) А = х, © х2 © ... © хп;

(б) А = х,х2 © х̂ х3 © ... © хп ,хп © хпх,;

(в) А = (х, V Х2) © (X, V Х3) © ... © (х, V Хл) © (х2 V X,) © (Х2 V Х4) © ... 

... © (х V х );4 п- 1 п

(г) А = X хххр де суму за модулем 2 обчислено за вс1ма такими наборами <, /, 

к, що 1 < /' <] < к < п.

9. Довести, що:

(а Ж  = т-

(б) (Та и  Г,)’ = Г0 и  71,.



10. Шдрахувати число функцш, що залежать вщ змшних*,, х2, ..., хп 1 напежать 

множиш:
(а)Г„; (в) 71,0 7",; (д) Г„\Г,; (е)Г„Д7’|; (з) Р2\(Т0 п  Г,);

(б) Г,; (г) Ти и  Г,; (е) Г,\Г(1; (ж)Р2\Г„; (и)/>2\ (Т„ иГ,).

11. Зобразивши функцпо/ задану вектором значень полшомом Жегалкша, 

з’ясувати, чи е вона лшшною:

(а) я, = (1011);

(б) я =(10101001);

(в) а =  (0110110000101011).

12.3’ясувати, чи е лшшною функщя/  задана формулою А:

(а) А = (х 0  ((—.(у -> ((у V х) | у)) ~ х) л у));

(б) Л = ((х а у) © ((х I у) А г)) 4- ((у ~ г) -> х).

13. Замшити у вектор1 я з1рочки символами 0 1 1 так, щоб утворився вектор 

значень деяко! лппйноУ функцп /  Зобразити/ пол1номом:

(а) я = (10*1); (в) я = (1**11*0*);

(б) я = (*001*1**); (г) я  = (1**10*1*).

14. Довести, що функщя Дх,, х2, ..., хп), яка набувае на будь-яких двох сусщшх 

наборах протилежних значень, лшшна й 1стотно залежить вщ уск свок змшних. 

Чи правильне обернене твердження?

15. Довести, що коли функщя Дх,, х2, ..., хп) лшшна й вщмшна вщ константи, 

то |УУ | = 2" Л Чи правильне обернене твердження?

16. Знайти число лппйних функцш Дх,, х2, ..., хп), що 1стотно залежать точно

ВЩ к ЗМШНИХ.

17.Пщрахувати число функцш, що залежать вщ змшнихх,,х2, ...,хп 1 належать 

множиш:
(а) Ц (г) Тп и  I;  (е)А\Г,; (и) (7’|\Г„) и Т.;

(б)7;п7,; (д) Т„ п  Г, п  Ц (ж)(Гл\Г,)п1; (1) Р2\(Г„ и  I);

(в) 7’, п  Т.; (е) Г(| и 7’, и Ц (з) /Л(Г0 и Г,); (У) Р2\(7'|\1).

18. Довести, що I* = 7,.

19. З’ясувати, чи е самодво!стою функцш/, задана вектором значень я;:

(а) я,- (0011);

(б) яу = (00010111);

(в) я, = (1110001001111000).

20. Довести, що вектор значень еамодво'юто! булево! функцп Дх,, х2, ..., хп) 

мае вигляд (аа, я,, а2, ..., ат_г ат_,, ..., я~2, а,, а0), де т = 2”"1.

21. Довести, що колиДх,, х2, ..., хп)е С, то |Л̂| = 2" Навести приклад, який 

показуе, що обернене твердження неправильне.

22. З’ясувати, при яких п > 2 функция Дх,, х2, ..., хп), що задаеться формулою 

/(, самодво!ста:

(а) А = х, © х2 © ... © хп;
(б) А = х,х2 © х^з © ... © хп_ ,хп © хпх,;

(в) А = х, © х2 © ... © хп © а, ае В;

(г) Л = (х, V Х2) © (х2 V Х3) © ... © (х„_ , V х) © (хл V X,).

23. Нехай функцп Дх,, х2, ..., хп) 1 /*(х,, х2, ..., хп), п > 1, задовольняють умову

1̂ /1 = 1^1 • Довести, що:
(а) коли / V /* = сопз!, то /е С;

(б) коли/©  (/"л/ ’) = сопз1, то/е С.

24. Шдрахувати кшьшсть самодвокггих функцш, що залежать вщ змшних 

х„ х„ ..., х .1* 2* ’  п

25. Пщрахувати число функцш, що залежать вщ змшних х{, х2, 1 нале

жать множиш:

(а)Г„пС; (д) С \ Г0; (з) (7, и  С) \ Г,;

(б) Т, и  С; (е) С л 7 ; (и) (С\ Г„) п Г,;

(в)Г0п 7 ’,п С ; (е) (7. и Г,) п  С; (1) С\ (Г„ о  Г, п 7.);

(г) (7; и  Г,) п  С; (ж) I  и  Г„ и  С; (0 (С п  7.) \ (Г0ДГ,).

26. Довести, що:

(а) I  о  Та п  С = 7, п Г, п  С = Г(| п Г, п  7, = Ти п  Г, п 7, п  С;

(б) Т(1 п  С = Т{ п  С = Тп п  Т1 п  С.

27. Довести, що:

(а) (7; и  Г, и  С и  I)* = Г„ и  Г, и  С и  Т.; (в) (7’„ \ С)’ = 7̂  \ С;

(б) ((7; п Г,) и  С)’ = (Г„ п  7’,) и  С; (г) (С \ Г(|)’ = С \ Г,.

28. Довести, що коли функщя Дх,, х2, ..., хп) немонотонна, то юнують два су- 

С1ДН1 набори Я 1 Ь так1, що Я < Ь 1 Дя) > ДЙ).

29. Довести, що для довшьно! монотонно! функцп Дх,, х2, ..., хп) справедлив! 

таю формули розкладу:

(а)Дх,, х2, ..., х ) = (х лД'(х,, х2, ..., хл)) V/';(x,, х2, .... х„);
(б)Дх,, х2, ..., хп) = (х. V/';(x|) х2, ..., хп)) аД'(х,, х2, ..., х„),

де через/^{х^,х2, ...,хп) позначено функцш, отриману в результат! подстановки 

зам1сть зм1нно1 х: значения а.

30. З’ясувати, чи е монотонною функц1я /  задана вектором значень а;.

(а)я/ =(0011); (в) а = (00110001);

(б) а =  (00010110); (г) а =  (0001000101010111).

31. Довести, що для довшьно! монотонно! функцп /, вщмшно! вщ константи, 

1снуе ДНФ (КНФ), яка не М1стить заперечень зм1нних 1 реал1зуе/



32.Пщрахувати число функщй, що залежать вщ змшнихх,, х2, ..., хп 1 нале

жать множит:

(а) М\(Т„ и  Г,); (в) М п Ц (д)М(Д/иС).

(б) М \ (Та п  Г,); (г) М гл С п Ц

33. Довести, що А/* = А/.

34. Довести, що будь-яка монотонна функцш М1ститьея не менше шж у двох 

13 кламв Тп, Т1 або I.
35. Довести, що будь-яка функцш з Ь належить принаймш одному з клаав Тп,

Г,, С або М.

6.12. Теорема про функшональну повноту
Перш шж формулювати критерШ повноти для системи булевих фун

кцш, доведемо юлька допом1жних тверджень.

Лема 6.5. Якщо Дх,, х2, х )  —  несамодвоТста булева функцш, то 

шляхом пщстановки замкть а  змшних булевих функщй х та ^тобто за 

допомогою суперпозицп 5(ха\ ха\ ..., хи% /), можна одержати одну з бу

левих констант ( а  € В, / = 1, 2, ..., п).

Доведения. Справд1, якщо /  —  несамодвоТста функция, то кнуе 

такий двшковий кортеж (а,, а 2, а я), що Д а,, а 2, ..., а л) = 

= Д а (, а 2, Покладемоф )  = 5(ха',х0-, ..., х”-,/) =Дха',ха\ ...,д

тощ я(0) =Д 0“', 0а\ ..., 0а") = Д а „  « 2, а„) = Д а 1, а 2, ..., а )  =

= /(1\ Г-,..., Г")=я(1)-

Отже, яЧО) = §(1), 1 функщя ф )  —  константа.

Лема 6 .6 . Якщо ф(х,, х2, ..., хп) —  немонотонна булева функщя, то 

шляхом пщстановки замкть и змшних булевих констант 0 1 1 та булево! 

функци л: можна одержати функщю заперечення х.

Доведения. Нехай <р(х,, х2, ..., хп) —  немонотонна функцш. Тод1 к- 

нують таю дв1йков1 кортеж! а , (3 е В", що а  < (3, але ф(а) > ф((3), тобто 

ф(а) = 1 I ф(Р) = 0. Якщо кортеж 1 а  1 р вщр1зняються к координатами, 

то в кортеж1 а  вщповщш компонента дор1внюють 0, а в кортеж 1 

Р - 1 .

Утюримо булеву функцгю ^(х) в функци ф таким чином: уом змшним 

функцп ф, що вщповщають однаковим елементам у кортежах а  1 Р, нада- 

мо значень цих елеменпв; замкть ус1х шших к змшних пщставимо бу

леву функцш х. Тод1 #(0) = ф(а) = 1 1 §(1) = ф(р) = 0.

Отже, ф ) = х .

Лема 6.7. Якщо \|/(х,, х2, хп) —  нелшшна булева функц1я, то 

шляхом пщстановки замкть ГТ зм1нних булевих констант можна одержа

ти нелшшну булеву функщю двох аргументш, тобто нелшшну бшарну 

булеву функцш.

Доведения. Оскшьки функцш \|/(х|; х2, ..., хп) нелшшна, то в п зобра-

женш у вигляд1 полшома Жегалкша е доданок К =х х ...х , який мктить
/ |  ,/2

кон’юнкцш не менш шж двох змшних, тобто />  2. Покладемо 

х = х = ... = х = 1, а ВС1 Т1 змшш функци \\1, яю не входять у К,
■'3 'А 11

покладемо ршннми 0. Пкля такоТ пщстановки 1 зведення под1бних чле- 

шв за законами алгебри Жегалкша одержимо формулу вигляду 

x̂  х ® ах. ® Ьх. ® с, де а, Ь, се  В, тобто формулу, що задае нелшшну 61- 
нарну булеву функцш вщ двох змшних х 1 х .

/2
Сформулюемо та доведемо основний результат —  критерш функц 'ю- 

напъноХ повноти системи булевих функцш, який належить вщомому ма

тематику 1 лопку Емшю Посту.

Теорема 6 . 8  (Поста про функцюнальну повноту). Для того щоб сис

тема булевих функщй X була функцюнально повною, необхщно й дос- 

татньо, щоб вона не мктилася цшком у жодному з п’яти замкнених кла- 

С1в Т0, Тр М, I  або С.

1накше кажучи, для того щоб система булевих функщй X була фун- 

кщонально повною, необхщно й достатньо, щоб вона мктила:

1) принаймш одну функцш, що не зберкае константу 0 ;

2) принаймш одну функцш, що не зберкае константу 1;

3) принаймш одну немонотонну функцш;

4) принаймш одну нелшшну функцш;

5) принаймш одну несамодвоТсту функцш.

Доведения. Необхгдшсть. Нехай X —  функцюнально повна система, 

тод1 [Х]л.= Рг Припуст1М0, що X цшком мктиться в якомусь 13 п’яти заз- 

начених клас1в К, (X с  АГ ). Тод1 Р 2 = [Х]л. с  [/С] ̂, = К. Отже, К = Р2. Це неп

равильно, бо, як зазначено вище, жоден 13 розшядуваних замкнених кла- 

сш не зб1гаеться з множиною ВС1Х булевих функц1Й Рг Необхщн1сть до

ведено.

Достатнгсть. Нехай система булевих функщй X не мктиться цш

ком у жодному з п’яти зазначених клас1в. Тод1 в X кнуе принаймш од

на булева функщя / 0, що не зберкае константу 0, принаймш одна бу

лева ф у н к щ я щ о  не зберкае константу 1, принаймш одна немоно

тонна булева функщя /д,, принаймш одна нелшшна булева функщя /, 1



принаймш одна несамодвоТста булева функция / г Враховуючи можли- 

вкть вилучення ]Уабо введения фжтивних змшних, можна вважати, 

ЩО ВС1 Ц1 фуНКЦИ /0, /|, / м, / ; 1 / г ЗЭЛеЖЭТЬ В1Д одних 1 тих самих змш

них х , х2, ..., хя. Зауважимо також, що щ п’ять функцш не обов’язко-

ВО Р13Н1.

Доведения достатност! полягае у зведенш системи X до деякоТ 

вщомоТ функционально повноТ системи булевих функщй: наприклад, до 

системи X, = { л , “ } (див. приклад 6.1(1)).

Проведемо це доведения в три етапи.

I. Побудуемо за допомогою функцш /0, /| 1 / с константи 011.

Розглянемо функщю/0. 3/ 0е Т0 випливае, що функщя/0(х,, х2, ..., хп)

не зберкае константу 0, тобто /^(0, 0, ..., 0) = 1. Дал1, залежно вщ значен

ия функцн/д на набор1 (1, 1, 1, ..., 1) можлив] два випадки.

а). Нехай/0(1, 1,..., 1)= 1. Тод1 функцияф )  =/„(х,х, ...,х)тотожно до- 

ршнюе 1, бо#(0)=/0(0, 0, ..., 0)= 1 1&(1) = / 0(1, 1, ..., 1)= 1.

1ншу константу одержимо за допомогою суперпозицп 

8 <Я, Я. •••. Я. А) = /,(«(*)> &(*), •••, Ф ) )  = Ь(х)- Маемо И(0) = к(\) = 

=У|(1, 1, 1) = 0, оскшьки /;<2 Т{.

б). Нехай/0(1, 1, ..., 1) = 0. Тод1 \|/(х) = /0(х, х, ..., х) —  це функцш за

перечення л; бо \|/(0) = /о(0 , 0, ..., 0) = 1 та у(1) = / 0( 1 , 1, 1) = 0.

В13ьмемо / (Л С . За лемою 6.5 13 несамодвоТстоТ функцп/ с та функци 

\|/(х) = хможна одержати одну з функцш-констант И(х). 1ншу константу 

можна утворити за допомогою суперпозицп 8 (И, \|/) = у(/г(х)) = /г(х).

Таким чином, можливкть утворення обох нульарних функцш 

встановлено.

II. Маючи функцп-константи 0 1 1 та немонотонну функщю^, на пщ- 

став1 леми 6.6 можна одержати функщю заперечення у(х) = х.

III. Нарептп, зпдно з лемою 6.7, за допомогою функщй-констант 0 1 
1 з нелшшно'Т функци /; можна побудувати нелшшну функцто вигляду 

И(х, у) = ху ® ах ® Ьу ® с, де коефщкнти а, Ь, се  В залежать вщ задано! 

функциу.

Зобразимо функщю к(х, у) р1вносильними формулами:

к(х, у) = (х®  Ь)(у ® а)®  (аЬ ® с) = х* у “ ®(аЬ ® с).

ОСКШЬКИ (х“)" =  X, ТО, ПЩСТаВИВШИ у  фуНКЦЙО И ЗаМ1СТЬ X 1 у В1ДПОВ1Д- 

н о  ф ун кц и  хь , у“ , от ри м ае м о  ф у н к ц т о

е(х > 8 ( хЬ>у“>Ь) = к(хь,у “) = (хл)л ® (у “) “®(аЬ®с)  = ху® (аЬ®  с).

Якщо аЬ © с = 0, то 1(х, у ) = ху. Якщо ж аЬ © с  = 1, то 

1(х, у )  = ху  © 1 = х у  Тод1, маючи функцто заперечення \|/, побудуемо 

суперпозищю 8(1, у) = \|/(/(х, у ) )  =  х у =  ху.

Отже, за допомогою оператора суперпозицп 8 13 функций /0, / {, /д/, /; 1 
/ с системи X ми побудували булев1 функци заперечення ~ та кон’юнк- 

цто л , тобто довели, що система X зводиться до функцюнально повноТ 

системи X, = {л , -}. Цим завершуеться доведения достатност!, а отже, 

й уск! теореми.

Наслгдок 6.8.1. Якщо замкнений клас К булевих функцш не збка- 

еться з Р2, то вш мктиться принаймш в одному з класт Т0, Т , М, /. 

або С.

Доведения теореми про функцюнальну повноту конструктивне, бо 

воно мктить процедуру (алгоритм) побудови функцш з X, як суперпози- 

Ц1Й фуНКЦ1Й 3 X.

Отже, якщо задано якусь функцюнально повну систему X 1 довшь

ну булеву функцто/ е Р 2(/ф  0), то формулу над X для функци/ можна 

побудувати так. Спочатку побудуемо ДДНФ функцп/  За правилами де 

Моргана виразимо в нш ус1 операцп диз’юнкцп через операцп 

кон’юнкцп та заперечення. ЕНдтак операцп кон’юнкцп та заперечення 

замшимо у формул! суперпозищями функцш 13 X, користуючись мето

дами доведено!' теореми. У результат! дктанемо шукану формулу 

над X.

Таким чином, щоб з’ясувати, чи е дана система X булевих функщй 

функцюнально повною, потр1бно спочатку побудувати для них таблицю 

належноеп до клаав Т0, Тр М, Н С ,  або так звану критер'юльну табли

цю, аналопчну табл. 6.5. Система X функцюнально повна тод1 й лише 

тод1, коли кожен 31 стовпчиив одержано! критер1ально! таблиц! м1стить 

принайми! один знак Кр1м того, функцюнально повна система X бу

левих функцш е базисом, якщо шсля вилучення 13 системи X будь-яко! 

функцн, тобто шсля викреслення вщповщного рядка з критериально! 

таблищ, з’являеться принаймш один стовпчик, який мктить лише знаки
и я

Зокрема, у такий спос!б можна ще раз пщтвердити функцюнальну 

повноту систем Х0, X,, Х2, Х3, Х41 Х 5 (приклади 6.1.1-6.1.3), неповноту 

систем X', X" 1 X"' (приклад 6.1.4), переконатися, що кожна 1з систем



{_> > 0}, {- > ,_ }, {-» , ©}, {~ , Л , 0}, {- , V , 0} е базисом, а також одер

ж а т  1НШ1 функщонально повш системи та базиси для алгебри булевих 

функцш (Р2, {5}>.

Система булевих функцш X називаеться незалежною, якщо жодну 

булеву функцш /13 X  не можна подати формулою над Х\{/}-

6.12. Задач! / вправи

1. З’ясувати, чи е функщонально повною система X булевих функцш, зада- 

них своши векторами значень:

(а) I  = {(0110), (11000011), (10010110)};

(б) I  = {(0111), (01011010), (01111111)};
( в ) !  = {(11), (0111), (00110111)};

( г ) !  = {(10), (00110111)}.

2. З ’ясувати, чи е система X функцш, що задаються формулами, 

функщонально повною у Р2:

(а) X = {ху, X V  у, X & у, ху V  хг V  уг};
(б) X = {*х(у  ~ г) ~ (у V г), д: © у © г);
(в) X = {.х -> у, .х Фу}.

3. Перев1рити, чи е базисом у Рг система X функщй, заданих форму

лами:

(а)Х= {х у, х ® у, х  V у};
(б) X = {х © у  © г, х V у, 0, 1};

(в) X = {■* А у V 2, X А  у © Г, X А у ~ г}.

4. 1з повно1 в Р, системи 2 видшити вс1 базиси:

(а) X = {0, х Ф у, х -» у, ху~хг);

(б) X  = {ХУ, X V у, Ху V 2, X Ф  у, X -» у}?

5. Чи е функщонально повною система X = {/, &}, якщо:

(а)/еС\М, §<& Ь и  С,/(В % = \;
(б ) / * 7 ’0п 7 '1,*бЛ Л Г1./- » *- 1 ?

6. З’ясувати, чи е функщонально повною система X:

(а) X = (С п  М) и  (А \ Л/);

(б) X = (Ь п  Г,) и  (С п  М);

(в) X = (М\Т,) и  (Ь\С).

7. Довести, що коли / «  Г,, и  Г, и  С, то {/} — функщонально повна сис

тема.

8. У множиш функщй, як11стотно залежать вщ двох змшних, визначити вс1 
базиси, що мютять:

(а) одну функцпо; (б) дв1 функцп; (в) три функцп.

9. Чи 1снуе у множиш функцш, як1ютотно залежать вщ двох змшних, базис, 

що м1стить чотири функцп?

6.13. Алгебра релейно-контактних схем
Одшею з основних причин бурхливого розвитку, поширення та зрос- 

тання значения алгебри лопки в наш час е п застосування 

в найр13номаштшших галузях науки, техники та людсько'1 д1яльност1. 

Зокрема, математичний апарат алгебри лопки широко використовують у 

сучасшй автоматищ й обчислювалыпй техшщ. Це пов’язано з тим, що 

основними складовими сучасних дискретних автоматичних пристро'т е 

р1зноман1тн1 ф1зичн1 елементи, як1 можуть перебувати у двох яюсно вщ- 

мшних стабшьних станах. Таю елементи називають двопозицшними, 

або бгстабмъними. Один 31 стан1в двопозищйного елемента позначають 

символом 0, а другий —  символом 1.

Найтиповшим двопозицШним елементом е, наприклад, реле з одним 

контактом к (рис. 6.2), який може бути замкненим або роз1мкненим за- 

лежно вщ того, проходить чи не проходить електричний струм у юмн А В. 

У нормальному сташ в електричному кол! АВ немае струму, 1 контакт к 

роз1мкнений. Якщо в юш АВ виникае струм, магшт М, намаппчуючись, 

замикае контакт к.

&-------о ' ' '  •— -----

Рис. 6.2

Стану реле “контакт к роз1мкнений” поставимо у вщповщшсть 

символ 0, а стану “контакт к замкнений” —  символ 1. Оскшьки ста

ни “немае струму у кол1 АВ", “магшт М  ненамагшчений” 1 “контакт 

к роз1мкнений”, а також стани “е струм у кол! А В", “магшт М  намаг- 

шчений” 1 “контакт к замкнений” р1вносильш м1ж собою, то для 

щентифкацп стану реле достатньо задати один 13 двох сташв



контакту к. Тому надшп будемо використовувати спрощене схематич- 

не позначення для реле лише за допомогою контакту (рис. 6.3). 

Отже, ми 1гноруемо зовшшшй щодо контакту мехашзм його зами

кання та розмикання (ручний або автоматичний перемикач, кнопку 

вмикання, обмотку реле тощо) 1 залишаемо й анал1зуемо тшьки сам 

контакт 1 його стан.

* ------- о^ -*- ........,

а Ь

Рис. 6.3

Розглядуване реле 1 вщповщний контакт називають реле замикання 

та контакт замикання. Використовують також так зваш реле розми

кання 1 вщповщний контакт розмикання. У  нормальному положенш 

такий контакт замкнений. Якщо в кол1 А В з’являеться струм 1 магшт М  

намагшчуеться, контакт розмикаеться. Схематично контакт розмикання 

будемо позначати як на рис. 6.4.

к
&------ --------- &
а Ь

Рис. 6.4

Оскшьки кожен контакт к може перебувати у двох станах 0 або 1, 

то йому можна поставити у вщповщшсть деяку булеву змшну х. Два 

чи бшьше р1зних контакта, яю одночасно замикаються чи розмика- 

ЮТЬСЯ П1Д Д1СЮ ОДНОГО Й ТОГО самого ЗОВШШНЬОГО мехашзму (тобто 

контакти, як1 завжди перебувають в однакових станах), позначатимемо 

одним символом. Цим контактам вщповщае одна й та сама булева 

змшна. 1нод1 на схемах так1 контакти з’еднують м1ж собою пунктир-

НИМИ Л1Н1ЯМИ.

Окремо видшимо два особлив! контакти: постшно замкнений \ пос- 

тшно розшкнений. Цим контактам вщповщатимуть булев! константи 1 1
0. Схематичне !х позначення зображено на рис. 6.5.

1 о
&-------- о-- -------- -ф &-------- о ■*------- &
а Ь а Ь

Реле замикання, зображене на рис. 6.2, використовують як комутацш- 

ний пристрш для встановлення (контакт к замкнений) або розриву (кон

такт к роз1мкнений) зв’язку М1Ж точками а 1 Ь якогось електричного, ш- 

формацшного, технолопчного тощо ланцюга. Т1 сам1 задач! виконуе й 

реле розмикання. Вщсутшсть або наявшсть зв’язку М1Ж точками а I Ь, за- 

лежно вщ стану контакту к, будемо називати результатом ди, або 

результатом вих1дно1  дШ, реле та позначатимемо вщповщно через 0 1 1 
вщповщно.

Розглянемо на множиш контакт (замикання 1 розмикання) так1 опе- 

рацй.

1. Додавання контактгв. Сумою А, + к2 контакта кх 1 к2, яким вщпо- 

вщають булев1 змшш х [ тах2, називатимемо паралельне сполучення цих 

контакта, як зображено на рис. 6.6.

Рис. 6.6

Узагальнюючи понятгя результату дп реле, вважатимемо результатом 

дп одержано'! схеми вщсутшсть або наявшсть зв’язку м1ж точками а 1 Ь. 

Неважко переконатися, що результат дп додавання контакта дор1внюе 1 

тод1 й тшьки тод1, коли принаймш один 13 контакта операндов к1 або кг 

замкнений, тобто коли результат ди принаймш одного з реле дор1внтое 1. 

Отже, результат ди додавання контакт!в дор1внюе диз’юнкцп вщповщних 

булевих змшних —  х, V хг

2. Множення контактов. Добутком к{* к 2 контакта к{ 1 кг, яким вщ- 

повщають булев! змшш х, 1х2, називатимемо послщовне сполучення цих 

контактов, яке зображено на рис. 6.7.

0 .----- сг ------ сг *----- ^

а Ь

Рис. 6.7

Результат ди множення контакта дор1внюе кон’юнкци вщповщних 

булевих змшних —  хх а  х 2.

3. Запереченням -к контакту к, якому вщповщае булева змшна 

х, е контакт розмикання, якщо контакт к —  контакт замикання,



1 навпаки. Результат дй заперечення контакту к збнаеться 13 заперечен- 

ням булево'Т ЗМШНО'Т —  х.
Об’екти, одержат в результат виконання операцш додавання, 

множення 1 заперечення над контактами замикання та розмикання, на- 

зиватимемо релейно-контактними (РК) схемами. Як у довшьних ал

гебрах окрем1 ЗМ1НН) можна вважати найпростшими виразами, так 1 

окрем1 контакти вважатимемо трив1альними релейно-контактними 

схемами 1 називатимемо елементарними релейно-контактними схе

мами.

Введет операцп додавання, множення 1 заперечення можна узагаль- 

нити. Разом з узагальненням операцш шдуктивно вводять поняття 

релейно-контактноТ схеми, а також поняття результату дп та булево'Т фор

мули, яка вщповщае довшьнШ релейно-контактнш схем1.

1. Вважаемо релейно-контактними схемами вс! елементарш релейно- 

контактш схеми.

2. Якщо 51 1 52 деяк1 релейно-контактш схеми, то Тх сумою 51 + 52 е 

схема а добутком 51 * 52 —  схема

&-

а

0 -

а

52

Запереченням релейно-контактноТ схеми 5 е схема, результатом дй 

яко'Т е 1 тод1 й тшьки тод1, коли результатом дп схеми 5 е 0,1 навпаки. За

перечення схеми 5 позначимо -5:

&-
а

Можна сформулювати такий алгоритм побудови релейно-контактноТ 

схеми -15, що е запереченням дано'Т релейно-контактноТ схеми 5. Для 

цього у схем1 5 усх контакти замикання треба замшити на контакти роз

микання, 1 навпаки. Вщтак у а  паралельш з’еднання замшити на вщпо

вщш послщовш, й навпаки.

Отже, можна розшядати алгебру Я = (С, { + , *, -п}), ноаем С яко'Т е 

множина вс!х релейно-контактних схем. Алгебру Я називають алгеброю 

релейно-контактних схем.

Вважатимемо, що результат ди релейно-контактноТ схеми 5 дор1в- 

нюе 1, якщо схема 5 встановлюе зв’язок М1Ж точками а '\Ь,\ дор1внюе О 

в 1ншому випадку.

1ндуктивне правило побудови релейно-контактних схем задае також 

алгоритм, який кожшй релейно-контактшй схем! зютавляе деяку булеву 

формулу.

1. Кожному контакту поставимо у вщповщшсть деяку булеву змшну 

(елементарну формулу).

2. Нехай релейно-контактним схемам 51 1 52 вщповщають булев1 
формули Р\ 1Р2. Результат дп схеми 51+52 дор1внюватиме 1 тод1 й тшь- 

ки тод1, коли дор1Внюе 1 результат дй принаймш одше'Т 31 схем 51 або 52. 

Отже, результат дй релейно-контактноТ схеми 51+52 задае булева фор

мула ̂ 1 V Р2.

Аналопчно можна виявити, що результат дй релейно-контактноТ схе

ми 51 * 52 задае булева формула Р\ л Р2. Результат дй схеми -.51 задае 

булева формула РУ, яку отримуемо з формули Р\, застосовуючи до не'Т 

правила де Моргана 1 правило подвшного заперечення доти, доки запе

речення не стоятимуть над окремими змшними.

Позначимо через у описане вище вщображення множини С релейно- 

контактних схем у множину Фя булевих формул, за яким кожнш 

релейно-контактшй схем15 ставиться у вщповщшсть булева формула Р, 

що задае результат дй схеми 5. 1з наведених вище м1ркувань випливае, 

що у —  130М0рфне вщображення алгебри релейно-контактних схем 

Я = (С, {+ , *, -.}) в алгебру булевих формул 1УИ= (ф ', {V , л , _ }), де 

Фя — це множина булевих формул, у яких заперечення стоять лише над 

окремими змшними.

Дв1 релейно-контактш схеми 51 1 52 назвемо екв/валентними, якщо 

для будь-яких вар1ант1в замикання 1 розмикання вщповщних Тх контакта 

результати дй обох схем збйаються. Екв1валентшсть схем позначатиме- 

мо знаком ~ : 51 -52. Неважко переконатися, що релейно-контактш схе

ми екв1валентш тод1 й тшьки тод|, коли вщповщш Тм булев1 формули р1в- 

носильш.

3 означення екв1валентност1 релейно-контактних схем та 1снуван- 

ня 1зоморф13му М1ж алгебрами Я 1 Л ' випливае низка тверджень сто- 

совно алгебри релейно-контактних схем Я. По-перше, алгебра Я —  

булева. По-друге, для й операцш виконуються тотожност], аналопчш 

основним тотожностям алгебри лопки (6.3). Нарент, в алгебр! Я мож

на застосовувати р1вносильш перетворення, за допомогою яких з од



них релейно-контактних схем можна одержувати пшн екв1валентш 1м 

релейно-контактш схеми. Наприклад, за допомогою р1вносильних пе- 

ретворень можна перев1ряти екв1валентшсть релейно-контактних 

схем.

Деяк1 пари екв1валентних релейно-контактних схем подано на 

рис. 6.8. Шд кожною з них виписано вщповщну р1вносильшсть для бу

левих формул.

(*, V Х2)  V X , =  X , V (х2 V ДГ3)

Ь а

X  V О - X

ч*

" ' Ч '

а

х  V х  =  1

Зрозумшо, що вс1 р1вносильн1 перетворення в алгебр1 релейно- 

контактних схем, зокрема перев1рку !х екв1валентност1, зручшше вико- 

нувати не безпосередньо над схемами, а опосередковано —  за допомо

гою вщповщних 1М булевих формул.

Кожнш релейно-контактнш схем1 можна поставити у вщповщ

шсть деяку булеву функцш. Це можна зробити за допомогою вщоб

раження у: С —> Ф'н. Релейно-контактнш схем1 5 ставимо у вщповщ- 

шсть булеву функцш/, яку реал1зуе вщповщна формула Р  = у(5). Од

нак часто корисно мати можливкть будувати булеву функцш /  

безпосередньо за заданою схемою 5 (не використовуючи вщповщно! 

булево! формули).

Нехай задано релейно-контактну схему 5. Поставимо у вщповщ

шсть ус1м р 1зним контактам к , к2, кп схеми 5 булев1 змшш 

х,, х2, ..., хп. Якщо схема 5 мктить п р1зних контакта, то кнуе 2” р13- 

них вар1анпв замикання 1 розмикання цих контакта: вщ ситуацп, 

коли вех контакти роз1мкнено, до вар1анта, коли вс1 п  контакта зам- 

кнено. Кожний 13 цих вар1анта визначае певний результат дп схеми 

5: 0 або 1. Кожному з цих вар1анта вщповщае також наб1р значень 

булевих змшних хр х2, ..., х\ вщ набору (0, 0, ..., 0) до набору 

(1, 1, ..., 1). Виписавши вс1 щ набори та вщповщш !м результата дп 

схеми, одержимо таблицю ктинност1 шукано! булево! функцп 

Я х х,х 2, ... ,х п).

Побудована так для задано! релейно-контактно! схеми 5 булева 

функцш/—  це функщя, яку реал1зуе вщповщна булева формула Р  =7(5). 

Отже, еквшалентним релейно-контактним схемам вщповщае одна й та 

сама булева функщя. Це означае, що екв1валентш схеми “поводяться” од- 

наково, тобто мають однаков1 результата дп. Враховуючи це, часто вважа- 

ють, що для задания релейно-контактно! схеми (точшше, для задания 

умов ц робота чи алгоритму дГ!) достатньо задати вщповщну булеву фун- 

кцш.

Вщзначимо основш проблеми алгебри релейно-контактних схем.

1. Анала схеми. Для задано! релейно-контактно! схеми визначити ал

горитм Г! дп, тобто побудувати вщповщну булеву функцио.

2. Синтез схеми. Побудувати релейно-контактну схему за заданими 

умовами и роботи (наприклад, за заданою булевою функщею чи вщпо- 

В1ДНОЮ булевою формулою).

3. Оптимпащя. Розв’язок задач1 синтезу не единий: кнуе безл1ч 

релейно-контактних схем, яю вщповщають заданим умовам роботи. За



дача оптим1заци полягае в тому, щоб серед у ск  екв1валентних м1ж со

бою релейно-контактних схем, для яких виконуються задаш умови ро

бота, знайти ту, яка найкраще задовольняе певш вимоги. Найчастше 

вимагають, щоб схема мктила найменшу можливу кшьккть елементш 

(контакта).

Задача аналпу найпроспша з ус1х трьох. Метод ГГ розв’язання —  

описана вище процедура побудови таблиц! ктинносп шукано'Т булево'Т 

функцп безпосередньо за заданою релейно-контактною схемою. Другий 

метод полягае в послщовнш побудов1 за заданою релейно-контактною 

схемою вщповщно! Тй булево'Т формули, а за одержаною формулою —  

таблищ ктинносп шукано'Т булево'Т функцй.

Перш шж формулювати алгоритм розв’язання задачI синтезу, пот- 

р1бно з’ясувати таке питания: чи для будь-яких заданих умов робота (чи 

для довшьно'Т булево'Т функци) кнуе релейно-контактна схема, яка задо

вольняе щ умови?

Вщповщь на це питания випливае з двох вщомих факта: по-перше,

з кнування для довшьно'Т булево'Т функцп вщповщно!' Тй булево'Т фор

мули специального вигляду 1, по-друге, з 13оморф13му м1ж алгеброю 

булевих формул В'И 1 алгеброю релейно-контактних схем К. 3 1Эомор- 

ф1зму мТж 0 'н 1 К можна зробити висновок, що система операцш 

{+ , *, -1} функцюнально повна для алгебри релейно-контактних схем. 

Для будь-якоТ булево'Т функцп' можна побудувати вщповщну Тй 

релейно-контактну схему з елементарних схем за допомогою пара- 

лельних 1/або послщовних з’еднань та операцп перетворювання дано'Т 

схеми 5 на схему -.5.

Пщсумовуючи вищезазначене, сформулюемо алгоритм синтезу 

релейно-контактноТ схеми за заданими умовами ГГ робота у вигляд1 дея

коТ булево'Т функцй /

1. За функщею / побудувати булеву формулу Р, що реал1зуе /  За до

помогою правил де Моргана 1 правила подвШного заперечення перетво- 

рити формулу Р  у ршносильну Тй формулу Р/, у якш заперечення стояти- 

муть тшьки над окремими зм1нними.

2. Булеву формулу Р ' розкласти на пщформули, тобто подати 

у вигляд1 Р ! V Р 2 або Р{ л Рг У першому випадку побудувати схему

5, + 52, у другому —  схему 5, * 5,. Тут 5, 1 52 —  схеми, що вщповщають 

формулам Р,\РГ

3. Кожну з шдформул Р { 1 Ру у свою чергу, розкласти на гадформули, 

а схеми 1 8 2 подати у вигляд1 з’еднання (композицй) вщповщних пщ- 

схем.

4. Продовжувати цей процес дота, доки вс1 пщформули не можна 

буде розкласти, а вщповщш Тм пщсхеми не стануть елементарними 

релейно-контактними схемами.

Побудована в такий спос1б схема е шуканою релейно-контактною 

схемою, розв’язком задач1 синтезу для булево'Т функцй/

Ще один вар1ант методу синтезу релейно-контактних схем можна дю- 

тати, використовуючи 13оморф13м М1ж алгебрами О ' 1 /?.

Застосовуючи попереднШ алгоритм синтезу паралельно з побудо- 

вою схеми, що вщповщае булевш функцй /, у граф1чному вигляд), 

одержимо вираз IV в алгебр1 релейно-контактних схем К, який можна 

вважати аналгеичним записом вдеТ схеми. Цей вираз можна одержати й 

безпосередньо з булево'Т формули Р ', виходячи 31 згаданого 13оморф|з- 

му. Для цього кожн1й ЗМ1НН1Й х. формули Г ' поставимо у вщповщшсть 

контакт к: контакт розмикання тим змшним, як1 входять до формули 

Р '  без заперечення та контакт замикання —  змшним, яю входять в Г ' 

13 запереченням. Вщтак, операцп' диз’юнкцЙ у формул! Г ' в1дпов1да- 

тиме операцш додавання у вираз1 IV, а операцп кон’юнкцй —  операц1я 

множення. Тепер граф1чний вар1ант шукано'Т схеми можна вщтворити 

за виразом \У.

Анал1зуючи наведен! алгоритми синтезу, можна Д1йти висновку, що 

складшсть синтезовано'Т релейно-контактноТ схеми, тобто кшыасть кон- 

такпв у шй, дор1внюе кшькост1 входжень змшних, або кшькост1 операн- 

Д1в у формул! Г ' або у вщповщному вираз1 IV. Отже, задача оптим1зацЙ 

релейно-контактноТ схеми за критеркм мш1мальност1 використовуваних 

контакт1в зводиться до задач1 побудови для задано'Т булево'Т функцй/ та- 

ко'Т булево'Т формули Р, яка мктить найменшу можливу кшьккть операн- 

дш поршняно з ус1ма 1ншими булевими формулами, що реал1зують буле

ву функцто/

Розглянемо простий приклад, який шюструе сформульоваш методи \ 

висновки.

П риклад 6.4. Ком1тет складаеться з трьох ос1б 1 мае нам1р засто- 

совувати релейно-контактну схему для реал1зацй таемного голосуван- 

ня за принципом бшьшост1 голос 1в. Передбачено, що кожний член ко

митету, який голосуе “за”, натискае кнопку на своему столь Якщо бшь- 

нпсть член1в ком1тету проголосуе “за”, мае засвггитися сигнальна 

лампочка.

Позначимо через к{, к2 1 к2 контакти кнопок, що належать трьом чле

нам комитету, а через х],х 2 1 х] —  вщповщш булев! зм1нш. Результат дй



шукано! релейно-контактно! схеми дор1внюе 1 тод1 й тшьки тод1, коли 

значения принаймш двох булевих змшних дор1внюе 1. Отже, таблиця к- 

тинност1 булево! функцн /, яка описуе алгоритм да шукано! схеми, мае 

такий вигляд (табл. 6.6).

Таблиця 6 .6

* , / ( * , .  * 2> х , )

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

1й вщповщають булева формула

Р  = Х хХ ? ъ V  Х ^ Х 3 V Х]Х2Х 3 V Х Ж

1 вираз

IV = ((-^к1)*к2*к}) + (к*(-^к2)*к3) + (к*к2*(-,к3)) + {к*к*к}). 

Застосувавши один 31 сформульованих алгоритмш синтезу, одержимо 

релейно-контактну схему, зображену на рис. 6.9.

Рис. 6.9

Одержану схему можна спростити (оптим1зувати) за допомогою р1в- 

носильних перетворень формули Р. Скористаемося властивкпо щемпо-

тентност1 диз’юнкцп 1 ДВ1Ч1 продублюемо у формул1 Р  доданок Х̂ Х̂ Су 

Одержимо

Р  =Х^Х2Х3 V Х1Х2Х} V ХГХ ^ V Х{Х2Х; =  (*|*2Х3 V Х{Х^С  ̂ V 

V (х ,^хз V Х,ХЛ ) V [х^хгх] V Х,ХЛ ) = Х ^ { х ^  X,) V х ,х , (х ^  Х2) V 

V х (х2(хз V Х3) =  Х̂ С3 1 V Х,Х3-1 V Х,Х2' 1 =  Х,Х2 V Х,Х3 V Х̂ Су 

Вщповщний вираз в алгебр1 схем —  IV = (к1 * к2) + (&, * к3) + (к2 * кг). 
Отже, сформульован! умови роботи задовольняе також релейно

контактна схема, зображена на рис. 6.10.

а

Рис. 6.10

Таким чином, за допомогою простих р1вносильних перетворень ви- 

хщно! булево! формули нам вдалося скоротити вдвйч] (з 12 до 6) кшь

ккть контакпв у синтезованш схем1. До реч1, останню схему можна пе

ретворити в екв1валентну релейно-контактну схему, що мктить лише 

п’ять контаюпв.

Разом 31 зменшенням об’ему та вартост1 спрощення (оптим1зац1я) 

схеми за кшькктю контактш спричиняе також шдвищення над1йност1 й 

ефективносп роботи релейно-контактно! схеми.

1дею застосування алгебри лопки для дослщження релейно- 

контактних схем висловив ще в 1910 р. вщомий ф1зик П. Еренфест. 

Однак тривалий час ця щея лишалася нереал1зованою. Для проекту- 

вання, анал1зу й оптим1защ! простих схем шженерам вистачало пов- 

сякденного досвщу й штущи, 1 вони не мали потреби у застосуванш 

загально! теорп 1 математичного апарату. Ситуащя ктотно змшилася 

в 30-х роках X X  столггтя. На той час автоматичш пристро!, створю- 

ваш на баз! релейно-контактних схем, досягли такого р1вня склад- 

ност1, що шту!тивш та “ручш” методи !х побудови й анал1зу вже не 

могли забезпечити бажаного р1вня ефективност1 та якосп. 3 тих шр 

застосування математичного апарату алгебри лопки в теорп та прак-



тиц1 автоматичних пристро'Гв постшно розширюеться. Ця тенденщя 

особливо шдсилилася в епоху створення ЕОМ 1 виникнення мберне- 

тики [7, 8, 14].

6.13. Задач/ / вправи

1. Побудувати релейно-контактну схему (РК схему), що вщповщае формул! 

А алгебри релейно-контактних схем:

(а) А = ((о + —>Ь) * а + (-,6 + —.а)) * -.а;

(б) А = (а + (а + -1Ь) * (((/> + с) + —>а) * (—с + а) + Ь) * -па).

2. За заданою формулою А алгебри релейно-контактних схем визначити век

тор значень булево! функци /, що описуе результат дй' вщповщно! релейно

контактно!' схеми:

(а) А = (((а * (—А + —<а)) + ((а + —\Ь) * а) + а) + —А);

(б) А = (а + —&> + -.с) * (а + {—с * (с + Ь *—>а) + Ь)).

3. Накреслити РК схему, результат ди яко! задано вектором значень а{ буле

во! функцп/

(а) аг= (0010);

(б) ву = (00011001);
(в) «у = (1001011100001100).

4. Накреслити'РК схему, що складаеться з к контакпв 1 результат да яко! за

дае формула А алгебри релейно-контактних схем:

(а)А = а * Ь * с + а *  —,Ь * с + —«з * Ь * с, к = 3;

(б) А = а * Ь * -.с + —1а * Ь + Ь * -ю + —Ь, к = 3;

(в) А = (Ь + с) * (-ча + Ь) * (а + с), к = 4;

(г) А = (Ь + с) * (а + Ь) * (—1а + с), к = 4.

5. Побудувати РК схему, що автоматизуе процедуру голосування комиету, 

який складаеться з трьох члешв, один з яких — голова. Ус1 ршення приймають 

бшышстю голос1в за единим винятком: р1шення вважають неприйнятим, якщо 

голова комггету не проголосував “за”.

6. Побудувати РК схему з контактами кр к2, к3 \ к4, результат ди яко! е 1, коли 

замкнено:

(а) будь-який з контакпв; (в) ус1 чотири контакти;

(б) будь-яю два контакти; (г) бшьш як два контакти.

7. Екзаменацшний быет мктить чотири питания, на яю потр1бно вщповща- 

ти “так” або “ш”. Студент складае залш, якщо на перил три питания вш вщпо

вщае “так” або якщо на друге та четверге питания вш вщповщае “ю”. Побуду

вати РК схему, яка прийматиме залж, причому вщповда “так” вщповщае зами

кання вщповщного контакту.

6.14. Алгебра комбшашйних схем
Як уже неодноразово зазначалося вище, у сучаснШ техшщ, зокре

ма в автоматищ й обчислювальшй техшщ, надзвичайно поширеш дво- 

позицтт (бгстабтьш) елементи. Один 13 двох стабшьних сташв та

ких елеменпв позначають символом 0, а другий —  символом 1. Отже, 

можна вважати, що кожний двопозицшний елемент реал1зуе булеву 

змшну. На сьогодш кнуе досить багато ргзних способгв ф1зично!' реа- 

Л1зацп двопозицшних елеменпв, тобто штерпретацй булевих змшних. 

Прикладами тако! штерпретацй можуть бути: високий потенцхал (нап- 

руга) —  нульовий потенциал, е 1мпульс —  немае 1мпульсу, позитивний 

1мпульс —  негативний 1мпульс, протилежш за знаком значения магшт- 

но*1 шдукцп тощо.

Для кожного способу ф1зично1 штерпретацй булевих змшних вико- 

ристовують вщповщш набори елеменпв, як1 реал1зують основш опера

цп алгебри лопки над цими змшними. Таю елементи називають комб1- 

нацшними, або логгчними.

Принципи побудови 1 функцюнування та технолог!я виготовлен

ня кобшащйних елеменпв поспйно розвиваються та вдосконалю- 

ються. Комбшащйш елементи перших ЕОМ було створено на баз1 

електронних ламп. Сучасш комбшащйш елементи являють собою 

м1кромш1атюризоваш штегральш електронш схеми (мкросхеми), 

сформоваш в кристал1 кремшю за допомогою спещальних техноло- 

пчних процес1в.

Розглядаючи комбшащйш елементи, ми залишаемо осторонь прин

цип IX дп та ф1зичн1 процеси, що проходять в них. Для нас достатньо то

го, ЩО юнують ЯЮСЬ Ф13ИЧН1 ВвЛИЧИНИ, КОТр1 1нтерпретують булев 1 ЗМ1Н- 

ш. Вони подаються на вхщ комбшащйного елемента; при цьому на ви- 

ход1 елемента з ’являеться певна ф1зична величина, яку теж можна 

штерпретувати як булеву змшну.

На схемах комбшацшш елементи позначають прямокутниками, 

у середшн яких вписують символи чи назви операцш, що реал1зують 

Ц1 елементи. Стршками чи лшями позначають входи 1 виходи комб1- 
нац1йних елемент1В. Бшя цих стршок можуть бути записан! символи, 

якими позначено вщповщш булев! змшш. Приклади комб]нац1йних 

елемент1в, що реал1зують основш операцп алгебри лог1ки, зображено 

на рис. 6.11.



Рис. 6.11

У  кожнш конкретней галуз1 техшки використовують бшьш або менш 

стандартизован! набори комбшащйних елемента. Позначимо через Е 

множину використовуваних комбшацшних елеменпв. Булеву функцш, 

яку реал1зуе комбшацшний елемент ееЕ, позначатимемо ф,.

Маючи комбшацшш елементи, що реал1зутоть певш булев I функцн, 

можна будувати схеми для реал1зацп складшших булевих функцш.

1нструментом побудови довшьних булевих функцш з деяких ви- 

хщних булевих функцш е оператор суперпозицп 5. Неважко 

встановити техшчний аналог оператора суперпозицп, за допомогою 

якого з комбшацшних елеменпв можна одержувати складшпп схеми. 

А саме, з ’еднання комбшацшних елеменпв, при якому вихщ одного 

елемента з ’еднано з входом шшого, вщповщае пщстановщ в булеву 

функцш зам1сть аргумента шшо! булевоТ функцп, тобто оператору 

суперпозицп. Перекомуташя вход 1 в комбшацшного елемента вщпо

вщае перестановщ аргуменпв булево! функщ!. Об’еднанню деяких 

вход1в комбшацшних елеменпв вщповщае ототожнення вщповщних 

булевих змшних.

За аналопею з оператором суперпозицп 5 для множин функцш неваж

ко 1ндуктивно означити операцш з’еднання 2  на множиш комбшацшних 

елеменпв Е. Результата застосування операцп з’еднання 2  на множиш Е 

будемо називати комбтацшними схемами над Е. Множину вспх комбша

цшних схем над Е позначимо К/;. Отже, КЕ = \Е\Г Алгебру ЬИ = (К1Л {2}) 

будемо називати алгеброю комбшацшних схем.

Нехай к —  деяка комбшацшна схема. Назвемо вшьними входами 

комбшацшних елеменпв п  входи, до яких не приеднано жодного з ви- 

ход1в комбшацшних елеменпв схеми. Ус1 вшьш входи комбшацшних 

елеменпв утворюють входи комбшащйно! схеми к. Сдиний вшьний ви

хщ е виходом ус1е! схеми к.

Кожна комбшацшна схема к е ф1зичною реалхзащею яко!сь булево! 

функцп фг Для побудови шукано! функщ! позначимо вс1 входи схеми к 

символами булевих змшних. Аналгаганий вираз (функщональний або 

алгебричний) для фА одержимо, послщовно штерпретуючи кожне 31 з’ед- 

нань комбшацшних елеменпв суперпозищею вщповщних булевих фун

кцш.

Описана процедура побудови булево! функцп, яку реал1зуе задана 

комбшацшна схема, е процедурою розв’язання так звано! задач/ ана

лизу схеми, тобто задач1 опису алгоритму дп задано! схеми. Наприк

лад, для комбшащйно! схеми, зображено! на рис. 6.12, функцюналь- 

ний 1 алгебричний вирази для булево! функцп, яку реал1зуе ця схема, 

мають вщповщно вигляд ф13(ф,(\|/2(ф7(У|/2(х), у)), г), ф6(х,у)) 1

( х  V у )  л  г  —» (х  ®  у ).

Рис. 6.12

Протилежною е задача синтезу, тобто задача побудови комбшацш

но! схеми, що реал1зуе задаш умови роботи. Умови роботи комбшащйно! 

схеми задають зазвичай у вигляд1 певно! булево! функцп/  яку мае реа- 

Л1зувати шукана схема. Перша проблема, що постае при розв’язанш за

дач! синтезу, —  це проблема юнування п розв’язку. Чи завжди для дано! 

системи комбшащйних елеменпв Е можна побудувати комбшащйну схе

му над Е, яка реал1зуе задану булеву функцш /?  Очевидно, позитивну 

вщповщь на це запитання одержимо тшьки тод1, коли систем! Е вщповь 

дае функщонально повна система булевих функцш. Природно назвати 

таку систему комбшащйних елеменпв повною.

Якщо Е —  якась система комбшацшних елеменпв, то алгебра ком

бшацшних схем (КЕ, {2}) 130М0рфна алгебр1 булевих функцш 

(ФЕ, {5}), де Ф й. = {ф4, | ееЕ) .  Нехай Е —  повна система. Виходячи 13 

зазначеного 13оморф13му, алгоритм синтезу комбшащйно! схеми к, яка 

реал1зуе задану булеву функцш /, можна сформулювати так. 

Використавши доведения теореми 6.8 про функцюнальну повноту, по- 

тр1бно знайти формулу Р  (функцюнальну чи алгебричну) над функць 

онально повною системою булевих функцш Ф /;, що зображуе булеву 

функцш/^ Вщтак за формулою Р  слщ побудувати шукану комбшацш- 

ну схему к.



Нарепгп, третьою основною задачею алгебри комбшацшних схем, 

1Стотно складшшою вщ задач анал1зу 1 синтезу, е задача оптим1зацЙ 

комбшацшно! схеми. Комбшащйш схеми ку 1 к2 назвемо екв/вален

тными, якщо вони реал1зують ту саму булеву функцш. Задача опти- 

мгзаци, або задача оптимального синтезу, для комбшацшних схем по

лягае в тому, щоб за заданими умовами роботи побудувати вщповщну 

комбшащйну схему, оптимальну за певними критериями. 

Зазвичай таким критер1ем обирають складшсть схеми, пщ якою розу- 

миоть юльюсть комбшацшних елеменпв, що входять у не'Г. Зрозумшо, 

що розв’язання задач1 оптимального синтезу зводиться до пошуку для 

задано'Г булевоУ функцй /, що описуе умови роботи шуканоУ схеми, 

формули Р  над множиною Фу, яка зображуе функцш / 1  мктить най

меншу можливу юльюсть операцШ (елеменпв фс, ееЕ).

На практищ часто повш системи комбшащйних елеменпв е надлиш- 

ковими. Це дае змогу будувати схеми, оптимальш за юльюстю викорис- 

товуваних елеменпв.

Через Е0 позначатимемо множину комбшащйних елементш, що вщ

повщають операщям V , л , — Часто, при визначенш складносп комбь 

нацшноУ схеми над Е0, елементи, що вщповщають операцй заперечення, 

не враховують.

6.14. Задач/ / вправи

1. Побудувати комбшацшну схему, що реал1зуе булеву функщю/ задану век

тором значень яу. Шукана схема мае складатися з елеменпв, ям вщповщають 

елементарним булевим функщям функцюнально повноУ системи Е:
(а) «, = (0110), .Е

(б) а =  (10111000), Е = {л ,

(в) в/= (0101110001111001), Е = {Ф , л ,1};

(г) а(= (1001111111110110), Е=  {0 , у,1}.

2. Побудувати якомога проепшу комбшащйну схему над Е0, яка реал1зуе бу
леву функщю /, задану вектором значень а :

(а) ву = (1101);

(б) а =  (11011001);
(в) «, = (0001111100110110).

3. Для функцн, задано! формулою А, побудувати комбшащйну схему над Еа, 

що реал1зуе цю функщю та мае складшсть не бшьшу п’яти:

(а) Л = (а V Ьс)((а V Ь)(~,Ь V а) V (с V -,оГ)(-,а-,6с V <к))\

(б) А =  (а V Ь)((аЬ V —\Ь—\с)[ V (—>Ь V V —Iс) V (—Iа—\Ь V аЬ V /)с V 

V аЬ V е/).

4. Довести, що для довшьно! булевоУ функци /  складшсть оптимально!' РК 

схеми, яка реал1зуе/ не перевищуе складносп будь-якоУ комбшацшно! схеми над 

Е0, що реал1зуе/

5. Довести, що коли для комбшацшно'У схеми з! складшстю т над Еа, яка ре- 

ал1зуе булеву функцто Дх,, х2, ..., х), виконуеться т > п 2"“', то ця схема не оп

тимальна.

6.15. Проблема мЫ м 1зашТ формул 
алгебри лопки

В обох розглянутих у попередшх роздшах алгебрах схем умови робо

ти схем задають за допомогою булевих функцш. Основа для розв’язання 

одше'У з центральних задач у цих алгебрах —  задач! синтезу —  це фор

мули, яю зображують вщповщш булев1 функцй. Задачу синтезу й 1ншу 

важливу задачу алгебр схем —  задачу оштизацн —  не розв’язують окре- 

мо одна вщ одноУ. Зазвичай розглядають задачу оптимального синтезу, 

що полягае у проектуванш схеми, яка задовольняе задаш умови роботи 1 
водночас е оптимальною за певними критер1ями. На практищ викорис- 

товують таю критерй: складшсть, варткть (цша), надшшсть, швидкод1я, 

енергоспоживання схеми тощо. Найпоширешпп критерй' —  це варткть 

схеми 1 безпосередньо пов’язаний 13 варткпо показник складносп 

схеми.
г

Варпистю (цшою) схеми 5 називаеться величина С = 'У 1 с< я, , де
/  =  1

г —  юльюсть типш елеменпв у систем! Е (базових елеменпв), с. —  цша 

елемента /-го типу х п. —  юльюсть елеменпв /-го типу, використаних у 

схем1 5, / = 1, 2, ..., г.

Часто вважають, що цши вс1х базових елеменпв приблизно однаков1, 

тобто рхзницею в цшах цих елементгв можна знехтувати. У  такому раз! 

варткть схеми визначаеться загальною юльюстю и елеменпв, яку нази

вають складшстю схеми. Надал1 як критерш оптимальност1 синтезова- 

ноУ схеми буде використано саме складшсть схеми.

Оскшьки складшсть схеми безпосередньо залежить вщ параметр1в 

формули, за якою синтезують цю схему, розглянемо вщповщш характе

ристики для формул алгебри лопки.
Мшшальною формою для формули алгебри лопки, або м 'ш 'шалыюю 

формулою, називають формулу, ршносильну данш формул! 1 таку, що мае 

найменшу можливу складшсть. Складшсть формули ощнюють за кшь-



кома параметрами. Наприклад, складшстю формули можна вважати кшь

ккть ус1Х й операнд1в. 1ншим критеркм складност! формули може бути 

загальна кшьюсть операцш у нш. Першим 13 цих критерГгв зручно корис- 

туватися для ощнки складноси релейно-контактно!' схеми, синтезованоУ 

за даною формулою. Другий показник характеризуе складнють для вщпо

вщно! комбшащйно! схеми.

Часто, визначаючи складнють комбшацшних схем, нехтують елемен- 

тами заперечення 1 рахують тшьки комбшацшш елементи, яи  реал1зу- 

ють бшарш булев1 операцп. Неважко переконатися, що тод1 кшьккть 

операнд1в на одиницю перевищуе кшьккть бшарних операцш у форму- 

л1. Отже, обидва розглянуп критерй складиост! формул стають практич

но екв1валентними. Це дае змогу обрати основним критеркм складност1 
формули кшьюсть и операндов.

Уведений показник не треба плутати з кшькктю аргумент! в 

у формула Наприклад, формула хуг  V  хуг  V х  у  V х  мктить дев’ять опе- 

ращцв 1 залежить вщтрьох аргумента х , у  \г. Отже, складшсть шел фор

мули дор1внюе 9.

Пщсумовуючи вищезазначене, задачу оптимального синтезу схеми 

можна сформулювати так. Задано умови роботи шукано!' схеми 

у вигляд1 булево! функцй'/  Кр1м того, задано набхр базових булевих фун

кцш X: у випадку релейно-контактних схем це функцй диз’юнкцй, 

кон’юнкцй та заперечення, а для комбшащйних схем —  система функщй 

Ф; . Потр1бно визначити мппмальну формулу над X, яка зображуе задану 

булеву функцио /  3 огляду на важливють сформульовану задачу видшя- 

ють в окрему проблему, яка дктала назву м т м 1заци формул алгебри 

логти.

Задачу мш]м1зацп формули можна в принциш розв’язати методом 

перебору. Потр1бно послщовно перебирати вс1 формули над X, яю мк- 

тять один операнд, вщтак вс1 формули над X, що мктять два операнди, 

три операнди 1 т. д., а пот1м для кожно! з формул слщ перев^рити, чи ре- 

ал1зуе вона задану булеву функцш/ Перша з формул, для яко! вщповщь 

позитивна, е мш1мальною.

Процес перебору обов’язково завершиться через певну сюнченну 

кшьюсть кроюв. Гарант! ею цього е, по-перше, кнування формули Р  над 

X, що реал1зуе булеву функцш/ а по-друге —  той очевидний факт, що 

множина вс1х р1зних формул над X, складшсть яких не перевищуе склад

ности формули р  1 змшш яких вибирають з певно! сюнченно! множини 

символ1в, е сюнченною множиною.

Однак запропонований алгоритм настшьки складний 1 гром1здкий, 

що практичне його застосування нереальне.

Задачу побудови бшьш ефективних 1 зручних метод1в мш1м1зацй фор

мул алгебри лопки в загальному вигаяд1, тобто для довшьно! системи ба

зових булевих функцш X, доа не розв’язано. € вс1 пщстави вважати, що 

таких ушверсальних метод1в мш1м1зацп формул, яю б ктотно вщр1зняли- 

ся вщ описаного методу перебору, не кнуе взагалг

Тому на практищ основну увагу придшяють розробщ метод1в мпп- 

М1защ! для окремих клас1в формул. Зокрема, на сьогодш найбшьш дос- 

лщжено та вивчено проблему побудови мЫмальних формул у класах 

диз’юнктивних нормальних 1 кон’юнктивних нор-мальних форм. 06- 

межимося викладенням основних (класичних) метод1в м1шм1зацй' 

диз’юнктивних нормальних форм, оскшьки методи м1шм1зацй 

кон’юнктивних нормальних форм ПОД1бш.

1сторично задача мш1м1зацй формул у клас1 диз’юнктивних 

нормальних форм д!стала назву мЫ'шпацИ булевих функцш. Така 

назва фцуруе в багатьох пщручниках, монограф1ях 1 статтях, присвя- 

чених цш проблематищ. Однак необхщно пщкреслити некоректшсть 

цього термша. Насправд1 мова йде про мш1м1зацш (тобто спрощен- 

ня) лише формули, яка зображуе певну булеву функцш, а сама ця 

функщя залишаеться незмшною протягом уск ! процедури розв’язан

ня задач!.

6.16. ММмальш, скорочеш та тупиков! ДНФ 
булевих функцш

Нагадаемо, що елементарною кон’юнкщею називаеться кон’юнк- 

щя деяких змшних або !х заперечень, в якш кожна змшна зустр1ча- 

еться не бшьше одного разу; диз’юнктивна нормальна форма 

(ДНФ) —  це формула, що мае вигляд диз’юнкцй елементарних 

кон’юнкщй, а ДНФ булево! функцй/ називаеться ДНФ, яка й зобра

жуе (див. розд. 6.5).

Для будь-яко! булево! функцй' /  (/ Ф 0) кнуе й ДНФ (наприклад, 

ДДНФ). Однак на в 1дм 1 ну вщ едино! ДДНФ функцй/може кнувати, вза- 

гал1 кажучи, кшька р1зних й ДНФ.

Приклад 6.5. Кожна з ДНФ х у  V  хуч ху, уч ху, хуч х, х V у  зображуе 

ту саму булеву функцш Дх, у).



Мттальною диз ’юнктивною нормальною формою (МДНФ) функ

цп / називаеться ДНФ, яка мктить найменшу можливу юльюсть операн- 

д]в серед ус!х ДНФ функцй /

Задача побудови МДНФ для булево'1 функцп /  називаеться канотч- 

ною задачею мтшиацЯ.

1нод1 розглядають задачу побудови ДНФ функцй/, яка мктить най

меншу можливу кшьюсть елементарних кон’юнкцш; цю ДНФ назцва- 

ють найкоротшою (НДНФ). Така задача виникае тод1, коли для син

тезу комбшацшних схем використовують комбшащйш елементи, що 

реал1зують одночасно кон’юнкцш довшьно! кшькоси булевих зм1- 
нних (двох 1 бшьше), а складшсть схеми вим1рюють, як 1 ранппе, кшь

кктю й елеменпв.

УЫ методи мппм1зацй в клас1 ДНФ грунтуються на понятп1мшикан- 

ти булево! функцй.

Нагадаемо, що через N. позначено множину вс1х дв1Йкових кортеж1в 

довжини п, на яких я-арна булева функц1я /  набувае значения 1, тобто 

/V, = {ст 1 До) = 1, ае  В"}. Елементи множини N. будемо називати одини- 

цями функщ! /

Кажуть, що булева функц1я §  шпл1куе булеву функцйо /  якщо

Nк ~ У
1 мплгкантою булево! функцп/ називаеться елементарна кон’юнкщя, 

яка и 1мшикуе.

Нехай К —  деяка 1мгаиканта булево! функцй' /  Оскшьки А^.с А̂ , то 

говоритимемо, що 1мшпканта К накривае деяю одинищ функцй/

1з властивостей диз’юнкцй випливае, що диз’юнкщя будь-якого 

числа 1мшпкант функцй /  1мплйсуе функцш /  Якщо ж 1мшпканти 

АГ,, К2, ..., Кг у сукупносп накривають ус1 одинищ функщ! /  тобто
Г г

"г  - ^  к, (зрозумшо, що не може бути с  ), то диз’юнкщя
/=1 /=1

г

V К е ДНФ функщ!/
/=И

Зрозумше й обернене твердження: будь-яка елементарна кон’юнк

цш з ДНФ функцп /  е Г! 1мгопкантою 1 накривае деяю одинищ функ

цп' / , а вс1 члени (елементарш кон’юнкцй) ДНФ функцп /  

у сукупносп накривають ус1 одинищ функцп /

Елементарна кон’юнкцш, що мктить п операщцв, тобто елемен

тарна к о н ’ю н к ц ш  максимально! довжини п, може накривати лише 

одну едину одиницю /7-арно! булево! функцп /  Водночас елементар-

на кон’юнкщя довжини к (1 < к < п) може накривати 2 "~к одиниць 

функцп /  Це пояснюеться тим, що для елементарно! кон’юнкцп' К 

довжини кп - к п змшних е нектотними, тому елементарна кон’юнк

щя К набувае одного й того самого значения на 2" ~А двшкових корте

жах довжини п.

Таким чином, зменшення довжини елементарно! кон’юнкци' К, яка 

е 1мшпкантою 1 накривае деяю одинищ булево! функцй /  тобто вилу

чення з К одного чи бшьшого числа операнд1в зумовлюе те, що одер

жана елементарна кон’юнкщя К' накривае бшыпу кшьккть двшкових 

кортеж1в. Якщо ж при цьому К’ —  1мшпканта функцй' /  то вона 

обов’язково накривае вс1 п  одиниш функцй /  яю накривае елементар

на кон’юнкщя К, а також ще деяю шпп одинищ функцй/ 1накше ка- 

жучи, ИК е  /V/ с  N Звщси, зокрема, випливае, що вс11мпл1канти бу

лево! функцй'/ е частинами елементарних кон’юнкцш, яю утворюють 

ДДНФ функцп /  Ця властивкть лежить в основ1 вс1х метод1В М Ш 1М1- 

зацй ДНФ.

1мпл1канта булево! функцп/називаеться простою шплЫантою , як

що шсля вилучення з не! будь-якого операнда одержана елементарна 

кон’юнкщя вже не е 1мшнкантою функцп /

Отже, неможливо зменшити довжину просто! 1мшнканти без того, 

щоб вона не перестала бути 1мшнкантою функщ!/  Наголосимо, що вс1 

просп 1мпл1канти функцй /  е частинами елементарних кон’юнкцш, яю 

складають ДДНФ функцй'/

Нехай Р  —  формула, що зображуе булеву функцш/, а О —  форму

ла, що зображуе булеву функцш %, яка 1мшпкуе функцш/(наприклад, 

С  —  1мпл1канта функцй' /). Тод1 формула О Р  (читаеться 

“С 1мшикуе Г”) тотожно дор1внюе 1. Справд1, формула С  —> Г  може 

набувати значения 0 на деякому набор1 значень аргуменпв лише тод1, 
коли на цьому набор1 формула С  набувае значения 1, а формула Р  —

0. Але це неможливо за означениям поняття 1мшпкуе/ ’. Сказане по- 

яснюе виб1р т е рм 1Н1В ‘Чмплжуе” й “ 1м п л 1к ан т а” .

Приклад 6.6. Розглянемо булеву функцш Дх, у, г), ДДНФ яко! —  

хуг V хугу хуг V хуг V хуг V хуг Тод1 N/. = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), 

(0, 1, 1), (1,0, 0), (1, 0, 1), (1, 1,0)}. Для булево! функцй^(х,у, г), яку зоб

ражуе формула ху V хг, УУ, = {(1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1,0)}. Отже, функцш 

§  1мпл1куе функцш /  1мпл1кантами функцй' /  е, наприклад, 

елементарш кон’юнкцй хуг, хуг, ху, хг, уг. Прост! 1мшпканти функцй / —



хг, у г, ху, уг, ху та хг. Неважко переконатися (за допомогою простого пе

ребору), що це вс1 прост! 1мшпканти функцй/

Важливють поняття просто! 1мпл1 канти булево! функцп можна обг- 

рунтувати за допомогою двох таких теорем.

Теорема 6.9. Диз’юнкцш вс1х простих 1мшпкант булево! функцп /  

зображуе цю функшю.

Доведения. Нехай А',, К2, ..., Кт —  ус! проси !мшпканти и-арно!

булево! функцй/  Необхщно довести, що диз’юнкшя О = V к : набу

вае значения 1 на тих I тшьки тих двшкових кортежах довжини п, на 

яких функщя/ набувае значения 1, тобто що /У;) =А^Г Включения Nп с: N. 

випливае безпосередньо з означення поняття !мшиканти та властивостей 

операцй диз’юнкцЙ.

Навпаки, нехай для якогось двШкового кортежу о  е В" виконуеться 

Д а) = 1, тобто а  е А̂ . Тод: в ДДНФ функцп/ е елементарна кон’юнкцш 

К, яка накривае цю одиницю функцй /  тобто К(а) = 1. Оскшьки для 

елементарно! кон’юнкцй К юнуе принайми одна проста !мшйканта К , 

яка е частиною К (можливо, що К = К.), то 1мпл1канта К., а отже, 1 вся 

диз’юнкщя О набувають значения 1 на набор! с , тобто а  е Nк с  Ы/г 

Тому N{ с  Ыгг

Диз’юнкц1я вс1х простих 1мпл1кант булево! функцй'/ називаеться ско- 

роченою диз’юнктивною нормальною формою (СДНФ) функцп/

СДНФ, узагал! кажучи, простша за ДДНФ. Проте школи СДНФ збь 

гаеться з ДДНФ. Наприклад, для булево! функщ! Дх, у), ДДНФ яко! —  

ху V ху, простими 1мшпкантами е ху 1 ху, тому СДНФ ще! 

функцй збйаеться з й ДДНФ.

Однак у бшьшост! випадюв скорочену ДНФ й булево! функцй/ мож

на спростити внаслщок того, що деяю з простих 1мплхкант 

функцй /  накривають Т1 одинищ функцй/  яю накриваються в сукупиос- 

Т1 юлькома 1ншими !мшикантами ще! функцй. Ус1 таю зайвг просй 1мп- 

Л1канти можна вилучити з формули О. Одержану ДНФ називають тупи

ковою.

Отже, диз’юнкц1я простих !мшпкант, яка зображуе булеву функцйо/

1 в якш немае зайвих хмшикаит, називаеться тупиковою диз ’юнктивною 

нормальною формою функцй /

Приклад 6.7. Для булево! функцй'Дх, у, г) 13 прикладу 6.6 СДНФ 

мае вигляд О  =  хг у  у г у ху у  угу хуу хг.

Проста !мплйсанта ху  накривае кортеж! (1, 0, 0) 1 (1, 0, 1). Але щ са- 

М1 кортеж! накривають вщповщно [мплйканти х г т а у г .  Отже, х у —  зай- 

ва !мшпканта, вилучивши яку з формули Д  дютанемо р1вносильиу 

формулу О, = х г  V у  г  V х у  V у г у  хг. Аналопчно з формули О  ̂ можна 

вилучити 1мшпканту х у ,  що накривае кортеж! (0, 1 ,0 )! (0, 1, 1), яю, у 

свою чергу, накриваються вщповщно 1мшпкантами >'2та хг. Одержимо 

р1вносильну формулу Т] = х г  у ух у уЪу хг. Легко перев1рити, що в ос- 

таннш формул! вже немае зайвих !мшикант. Отже, 7’1 —  тупикова 

ДНФ функцй /

Порядок вилучення зайвих !мшпкант 31 скорочено! ДНФ функцй/мо- 

же бути й 1ншим. При цьому отримаемо, взагал1 кажучи, шшу тупикову 

ДНФ. Наприклад, вилучимо !мшпканту хг , що накривае кортеж! (0, 1, 1)

1 (0, 0, 1), яю накриваються вщповщно !мшпкантами у  г  1 х у . Одержимо 

Б ' =  у  2 у  х у  у  у г  у  х у  у  х г .

Дал!, 1мшпканта >'2 накривае кортеж! (0, 1, 0) 1 (1, 1, 0), що накрива

ються також вщповщно 1мшпкантами х у  1 х г .  Маемо О ' = 

=  у 2 У  х у  У  Х2У ху.

Вщтак в останнш формул! можна вилучити !мшиканту хг, бо вона 

накривае кортеж! (1, 0, 0) 1 (1, 0, 1), яю накриваються також вщповщно 

!мплисантами хгга у г. Отже, остаточно маемо Т2 = у г у  ху у  хг.

У формул! Т1 вже немае зайвих !мшикант, 1 тому вона е тупиковою 

ДНФ  функцй/ 1снують й шин и тупиков 1 ДНФ. Неважко переконатися, 

що, наприклад, формула Тг = хг у  хуу уг е також тупиковою ДНФ фун

кцй/

Зауважимо, що одержан! тупиков! ДНФ мають р1зш складность 

складноси формул Т2 1 Т} збйаються й дор1внюють 6, а складшсть фор

мули Тх дор1внюе 8.

Теорема 6.10. М1шмальна ДНФ булево!' функцй/ яка не дор1внюе то

тожно 0 чи 1, е диз’юнкщею деяких простих !мшикант функцй/

Доведения. Розглянемо довшьну МДНФ и-арно! функцй/

М = К 1 у К 2 у  . . .  у  Кт. (6.11)

Припусимо, що якась елементарна кон’юнкщя з М, скаж1мо К г не е 

простою 1мшпкантою. Тод1 з не! шляхом вилучення деяких операщцв 

можна утворити просту !мшпканту К '.

Доведемо, що формула М' = К ' у  К2у  ... у Кт зображуе функцш /  Ос

кшьки К '  е частиною К {, то К '  накривае вс1 Т1 одиниц! функц!!/ як1 нак-



ривае АГ,. Отже, для довшьного двшкового кортежу а е  В" 13 того, що зна

чения формули М на кортеж! с  доршнюе 1 (тобто Д а) =1), випливае, що 

й значения М' на а  дор1внюе 1.

Навпаки, нехай для кортежу ае  В" формула М' дор1внюе 1. Це озна

чав, що або К', або К2 V АГ3 V ... V Кт на кортеж1 а  дор1внюють 1 (обид- 

81 щ умови можуть виконуватися одночасно). Тод1 стввщношення 

Да) = 1 для першого випадку випливае з того, що К' —  1мшпканта фун

кцй /  а для другого —  з того, що формула М  зображуе функщю / 1  мае 

вигляд (6.11).

Отже, формула М' р1вносильна формул! М  1 мае меншу складшсть. 

Це суперечить припущенню про м1шмальшсть формули М. Теорему до

ведено.

Нааидок 6.10.1. Будь-яка мш1мальна ДНФ функцй /  е и тупиковою 

ДНФ.

Справд1, нехай М —  мшмальна ДНФ функцй /  Тод1 за теоремою 

6.10 вона е диз’юнкщею деяких простих 1мплйсант функцй/  Якщо при

пустите, що М  не е тупиковою ДНФ, то, вилучивши з не'! зайв1 просп 

1мпл1канти, дютанемо ДНФ М' функцй /  складшсть яко! менша, шж 

складшсть формули М. Це суперечить тому, що М —  мшмальна ДНФ фун

кцй/

Отже, у с I мшшальш ДНФ функцй /  мютяться серед Г! тупикових 

ДНФ. Кр1м того, зауважимо, що, як показано в приклад! 6.7, не кожна 

тупикова ДНФ функцй/е мтмальною.

6.15. Задач! * в правы

1. Знайти серед елементарних кон’юнкцш множини К 1мшнканти булево! 

функцп /, задано! вектором значень я/

(а) К = {.х, 2 , ху, уг}, а =  (00101111);

(б) К = {ху, у2 , х, .хуг}, (01111110);

(в) К={й,)а,хгп.хм.ху2 м}, я ,- (1011111011001111).

2 .1з дано! множини елементарних кон’юнкцШ К видшити проси1мшпканти 

функцн /, задано! вектором значень а :

(а) К = {ху, уг, х, хуг}, = (01111110);

(б) АГ = {г», уг, хг, хг, ху, хуг}, а] = (1011110011001111).

3. Довести, що жодна проста 1мгопканта монотонно! функцп не м1стить запе

речень ЗМШНИХ.

4. Визначити число булевих функцш Дх,, х2, ..., хп), для яких задана елемен

тарна кон’юнкщя АГ рангу к с 1мшнкантою.

5. Довести, що довшьна булева функщя вщ п змшних може бути реашзована 

ДНФ, яка м1стить не бшьше шж 2” елементарних кон’юнкцш.

6. Довести, що число елементарних кон’юнкцш у скороченш ДНФ до

вшьно'! булево! функщ! Дх,, х2, ..., хп) не перевищуе |Л/д|Л̂| + 1)/2.

7. Нехай АГ, АГ,, К2 — р1зшхмплжанти булево! функцй Дх,, хг, ..., хп). Довести, 

що АГ = АГ, V АГ2 ход! й тшьки тод1, коли 1снують така змшна х. та значения ае В, 

що АГ, = х"К 1 Кг = х^К.

8. Нехай АГ, АГ,, АТ, — р!зш елементарш кон’юнкцп 31 окорочено! ДНФ, а к, /с,, 

кг —  вщповщш ранги цих кон’юнкшй. Довести, що коли АГ V АГ, V АГ, =

= А', V Кг, то А:, + кг > к + 2.

6.17. Метол Квайна —  Мак-Класк1 побулови 
скорочено! ДНФ булевоУ функцп

Теорема 6.10 та и наслщок лежать в основ! загально! схеми 

розв’язання каношчно! задач1 м1шм1зацй формул алгебри лопки. Ця схе

ма складаеться з двох основних етап1в.

Перший етап. Знайти вс1 проел 1мпл1канти задано! булево! функцй/, 

тобто побудувати и скорочену ДНФ.

Другий етап. Вилучивши зайв1 проел 1мшйканти, побудувати ва 

тупиков 1 ДНФ функцй/ серед яких вибрати мйимальш ДНФ.

С р1зн1 методи побудови скорочено! ДНФ для задано! булево! функцй. 

Розглянемо метод, який на початку 50-х рок1В X X  столптя запропонував 

американський математик У. Квайн, а згодом удосконалив шший його 

сп1вв ггчизник Е. Мак-Класк1.
Щоб зрозумгги сутшсть цього методу, пригадаймо процедуру зве- 

дення булево! формули Р, яка зображуе функщю /, до ДДНФ 

ще! функцй' (див. доведения теореми 6.4). Шсля пункту 5 ще! проце- 

дури дктаемо деяку ДНФ О функцй'/  У пункп 6 ДНФ й перетворю- 

еться у ДДНФ за допомогою так званого правила розщеплення (роз- 

гортання)

А = Ах V Ах, (6.12)

де А —  елементарна кон’юнкц1я з О  (1мшпканта функцй'/), ах  —  змшна 

функцй/ яка не входить в А.



Розглянемо детальшше цей процес. Нехай Н = V К: —  шукана
/=1

СДНФ, а К. —  якась проста 1мшнканта и-арноУ булевоУ функцп /  Для 

зручност1 будемо вважати, що К. дор1внюе кон’юнкцй перших р  змшних 

функци/ тобто К. = х'^'х'*2.. ,х'\ На вс1х 2"~г двшкових кортежах довжи

ни п 13 множини = {(а., а „  а ,  о  + ., ..., о )  I о е В ,К, 1 у I ’ 2’ ’ р7 р + 1 ’ 9 п' 1 / ’
/  =  р  +  1, р  +  2, ..., п }  елементарна кон’юнкщя К. набувае значения 1 .1з 

того, що К. —  1мгаиканта функцй'/  випливае, що й функц1я/ набувае зна

чения 1 на вс1х кортежах з N  Отже, у ДДНФ функцй/ входять 2”~’’ еле- 

ментарних кон’юнкщй виду х*'х*2...х*х°'+ х°", а  е В, / = р  + 1,

р  +  2, . п.

Ус1 щ елементарш кон’юнкцй (точшше, пщформулу ДДНФ, яка 

мктить ус1 Ц1 елементарш кон’юнкцй) дютанемо в результат по- 

слщовного застосування до К. формули розгортання (6.12). На пер- 

шому крощ замшимо у формул! Н елементарну кон’юнкщю К. на па

ру Кхр+, 1 Кх ,, пот]м кожиу з одержаних елементарних кон’юнк

щй —  на пари Кх , ,х  ̂„ Кх  ̂,х~~., та К х~ ,х  К5Г~,х~~. 1 т. д.г  I р + I р + I* 1 р + I р + 2 / р + 1 р + 2* I р + 1 р + 2 ^
Застосувавши аналопчну процедуру до вс1х простих хмшпкант з Я, 

одержимо р 1вносильну Н  формулу С, яка мктить ус1 елементарш 

кон’юнкцй, що складають ДДНФ функцй'/

Вщзначимо, що оскшьки ргзш прост1 1мпл1канти з Н  можуть накри- 

вати одш й Т1 сам1 одинищ функцй/ то у формул! О  деям з елементар

них кон’юнкщй ДДНФ можуть зустр1чатися бшыпе одного разу. Корис- 

туючись властивктю щемпотентносп диз’юнкцй', вилучаемо з формули

О вс1 елементарш кон’юнкцй, як1 повторюються. Одержуемо ДДНФ 

функцй/

Зрозумшо, що, як 1 вс1 р1вносильн1 перетворення, описаний процес 

мае властивкть оборотное^, тобто, маючи ДДНФ функцй/\ послщовно 

застосовуючи до не!' сшввщношення (6.12) у вигляд1 так звано!' формули 

склеювання (за змшною х)

Ах у Ах =А,  (6.13)

можна побудувати скорочену ДНФ функцй'/

Певш трудноиц виникають через те, що для реал1зацй склеювання 

нам потргбна, взагал1 кажучи, не ДДНФ функцй/ а р1вносильна Уй фор

мула С, що вщр1зняеться вщ ДДНФ тим, що деяю члени ДДНФ у тй мо

жуть повторюватися кшька раз1в. Щоб усунути цю проблему, замкть 

формули склеювання (6.13) слщ застосовувати формулу неповного скле

ювання

У результат! застосування неповного склеювання вс1 пари члешв 

формули, для яких було виконано склеювання, продовжують залиша- 

тись у формул!, а тому Ух можна використовувати в подалыних склею- 

ваннях з шшими членами ще'У формули. Щоб уникнути повторного 

склеювання одних 1 тих самих пар члешв, щ пари доцшьно якось 

позначати.

Проанал1зуемо основну формулу вс1х виконуваних ршносильних пе- 

ретворень —  формулу (6.14). Нехай С  —  якась ДНФ функцй' /  (зокрема, 

с  дднф), а Ах, Ах—  и члени. Тод1 Ах 1 Ах—  1мпл1канти функцй/ 1з фор

мули (6.13) випливае, що А —  також 1мшпканта функцй /. Якщо Ах \ Ах 

накривають вщповщно множини двшкових кортеж1В I ,  1 то А накри

вае множину и  1г. Тому, виконуючи р1вносильн1 перетворення за фор

мулою неповного склеювання (6.14), ми кожного разу додаемо до ДНФ 

функцй/ нову, “просишу”, 1мшпканту. Отже, якщо взяти ДДНФ функцй 

/  1 виконати вс1 можлив1 склеювання, одержимо формулу ГУ, яка е 

диз’юнкщею вс1х 1мпл1кант функцй/  Серед шших формула О’ м!стить I 

ВС1 ПРОСТ1 1МПЛ1КаНТИ дано'У функцй.

Щоб отримати з формули И' СДНФ функцй'/ послщовно застосуемо 

до елементарних кон’юнкщй формули О' формулу елементарного пог

линання

Аха чА  = А. (6.15)

Смисл ще'У формули полягае в тому, що з двох 1мшпкант Аха й А, одна з 

яких е частиною шшоУ, залишаемо у формугп тшьки “прост1шу” 1мпл1- 
канту. Кажемо, що 1мпл1канта А поглинае 1мшпканту Ах“.

П1сля виконання век погаинань одержимо шукану СДНФ функцй/

В описанш процедур! побудови СДНФ спочатку виконувались ус1 не- 

повш склеювання, а тод1 вс1 елементарн1 поглинання. Зручн1ше викону- 

вати Ц1 перетворення почергово у певному порядку, який 1 встановлюе 

метод Квайна.

Для задано!' /7-арноУ булевоУ функцй'/ спочатку будуемо ГУ ДДНФ Г0, а 

пот1м ПОСЛЩОВН1СТБ Р(), Р ,̂ ... ДНФ функцй/ Перетворити формулу

Р. ще'У послщовност! у формулу Р 1 + 1 можна за два кроки:

а) у формул! Р. виконати вс1 неповн1 склеювання для елементарних 

кон’юнкщй довжини п - /,

б) вилучити з одержано!' формули вс1 Т1 елементарн! кон’юнкцй’ дов

жини п—1, ям поглинаються “проевшими” елементарними кон’юнкц1я- 
ми за формулою (6.15), /' =0, 1, 2, ... .



Процес побудови послщовносп Р0, р ]г Р2, ... заюнчуеться, коли 

в деяюй формул! Гк не можна виконати жодного склеювання. Формула Р  

е шуканою скороченою ДНФ функцй/

Зрозумшо, що метод Квайна приводить до бажаного результату не 

бшьше шж за п кроюв.

Приклад 6.8. Продемонструемо роботу методу Квайна для булево!' 

функцй Дх, у, г), що задана своею ДДНФ

Р0 — хугч хуг V хуг V хуг V хуг V хуг.

Описуючи та пояснюючи процедуру реал1зацп методу Квайна, для 

щентифкацй 1мшпкант (елементарних кон’юнкщй) функцп/ скорис- 

таемося частково системою позначень, запропонованою 

Мак-Класю. Елементарну кон’юнкцпо позначатимемо впорядкова- 

ною множиною номер1в тих двшкових кортеж1в, яю накривають- 

ся нею.

На першому крощ виконуемо неиовш склеювання для елементарних 

кон’юнкцш формули Р0. Спочатку скле'шо 1мшпканти {0} 1 {1}, {4} 1 {5} 

за змшною г; одержимо нов11мшпканти: хй({0, \}),ху({4, 5}). Дал1, скле- 

!мо 1МПЛ1 канти {I} I {3}, {4} 1 {6} за зм1нною у, а 1мшпканти {0} 1 {4}, 

{1} 1 {5} —  за змшною х. Одержимо вщповщно нов1 1мгап канти: х 2 
({1, 3}), хг  ({4, 6}) тауг({0, 4}), у г  ({1, 5}).

Осюльки вс1 без винятку елементарш кон’юнкцй довжини 3 брали 

участь у склеюваннях, то вс1 вони поглинаються вщповщними “прость 

шими” елементарними кон’юнкщями довжини 2.

Ыплжанта, позначена множиною номер1в Р, иоглинаеться 1мтикан- 

тою, що позначена множиною номер1в К, тод! й тшьки тод1, коли 

Р ^ Я .

Таким чином, шсля першого кроку одержимо формулу

{0, 1} {4,5} {1,3} {4,6} {0,4} {1,5}

Р х = х у  V х у  V 1 2  V X I V  ^ 2  V у 2.

У формул! Р ] скле'Гмо 1мшнканти {0, 4} та {1, 5} за зм1нною г, а 1мшп- 

канти {0, 1} 1 {4, 5} —  за змшною х. В обох цих випадках з’явиться но

ва 1мтпкантарпозначена множиною {0, 1, 4, 5}, яка поглинае вс1 чотири 

1мпл1канти довжини 2, що брали участь в и утворенш1мгоиканти {1,3}

1 {4, 6} не було використано у склеюваннях, 1 тому вони залишаються. 

Отже, маемо

{1,3} {4,6} {0, 1,4,5}

Р2 = X 2 V X V у .

В одержанш формул! неможлив! жодш склеювання, тому вона е 

шуканою СДНФ. Легко перев1рити, що серед 1мшпкант формули Р2 не

мае зайвих, 13 чого випливае, що Р2 — мшшальна ДНФ функцй' 

А*, У, *)■

Неважко переконатися, що при склеюванш двох 1мшпкант однаково! 

довжини, позначених множинами номер1в Р [ Я, одержимо нову “просу

шу” 1мпл1канту, якш вщповщае множина номер1в Р и  Я.

Застосування методу Квайна для миим1зацй ДНФ булево'1 функцй' вщ 

велико! юлькосп змшних потребуе чимало зусиль. Труднопц виникають у 

зв’язку 31 збшыпенням юлькосп член1в у ДНФ, а отже, 31 значним збшь- 

шенням вар1анпв склеювання 1мшикант.

Для зменшення цих трудноипв Мак-Класю запропонував модифшо- 

ваний 1 вдосконалений алгоритм.

На В1дм1ну вщ методу Квайна, алгоритм Мак-Класю оперуе не з еле

ментарними кон’юнкщями, а з вищезгаданими множинами номер1в вщ

повщних двшкових кортеж1в та з деякими характеристиками цих 

множин.

Як уже було зазначено, Мак-Класю запропонував позначати будь- 

яку 1мшпканту К довжини т  /7-арно! булево'! функцй/(х,, х2, ..., хп) 

упорядкованою множиною з 2"~‘" номер1в тих двшкових кортеж1в 13 
В", яю накривае 1мшиканта К. Кр1м того, кожнш 1мшикант1 К поста

вимо у вщповщшсть так званий шдекс або вектор шдекав 1мплжан- 

ти К.

1ндексом тплтанти К довжини п назвемо юльюсть одиниць (тобто 

вагу, або норму) двшкового кортежу, який накривае 1мшпканта К. Нап

риклад, для п = 3 шдекс 1мшпканти хуг дор1внюе 2, а шдекси 1мшикант 

хуг [хуг— вщповщно 0 1 1.
Якщо 1мпл1канта К мае довжину т  (1 < т  < п) 1 змшш х , х ., ..., х; 

(к = п - т ) не входять (13 заиереченнями або без заперечень) в 1мшп- 

канту К, то Ш ставлять у вщповщшсть вектор Ыдекс1в 
(2"-\ 2-\  ..., 2"~'к).

Сформулюемо без доведения алгоритм Мак-Класю для реал1зацй не- 

повних склеювань 1 елементарних поглинань у процеа побудови СДНФ 

задано! /7-арно! булево! функцй/  Обгрунтування цього алгоритму мож

на знайти в монографй В. М. Глушкова [8].



1. Для того щоб 1мшпканти Кх 1 К2 довжини п склеювалися м1ж со

бою, необхщно й достатньо, щоб було виконано таю умови:

а) IX ш д ек си  в щ р 1зн яю т ь ся  н а  од и н и ц ю ;

б) Гх номери в!др^зняються на стешнь числа 2;

в) шдекс 1мил1канти з бшьшим номером мае бути бшьшим вщ шдек- 

са 1мплжанти з меншим номером.

Результат склеювання позначатимемо парою номер1в (у ф1гурних 

дужках) 1мпл1кант А", 1 К2. Поруч будемо записувати вщповщний вектор 

1ндекс1в, який мютитиме одну компоненту, що дор1внюе модулю р1знищ 

номер1в 1мил1кант К} 1 К2.

2. 1мгопканта А',, позначена множиною номер1в Рх, е частиною 1мши- 

канти К2, позначено'Г множиною номер1в Р2, тод1 й тшьки тод1, коли 

Р ! с  Р . Отже, 1мпл1канта К , поглинаеться 1мшнкантою К2 тод1 й лише 

ТОД1, КОЛИ Р > С  Р2.

3. Дв1 1м пл 1канти К1 1 К2 д ов ж и н и  т  (1 < т  < п) скл ею ю т ь ся  М1Ж с о 

б о ю  ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли:

а) у них однако в: вектори ш дека в;

б) найменш! (перпи) номери /, 1 /2 у множинах номер1в 1\ 1Р2, якими 

позначено 1мгш канти К{ 1 К2, е номерами тих 1мшикант довжини п, яю 

склеюються м!ж собою.
Результату склеювання вщповщае множина номер1в Р х и  Р2. Для 

зручносн будемо впорядковувати номери в новоутворених множи

нах. Вектор 1ндекс1в, що вщповщае новш гмшпканп, одержимо з век

тора шдекав 1мпл1канти А', або К2, додаючи до нього компоненту 

|/, - /,| так, щоб компоненти нового вектора було впорядковано за 

зростанням.

Основою алгоритму Мак-Класю е метод Квайна, тобто процедура по

будови послщовносп ДНФ Р0, Р р Р2,.. .  функцй'/ за допомогою застосу

вання операщй неповного склеювання й елементарного поглинання. Зм1- 
нено й удосконалено лише способи виконання та запису результапв цих 

операцш.

Приклад 6.9. Нехай булева функщя Дх, у, г, м>) набувае значения 1 
на двшкових кортежах 13 номерами 0, 1, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 13. Запише

мо процес побудови СДНФ функцй /  за алгоритмом Мак-Класю 

(див.табл. 6.7).

Для зручносн згрупуемо вс11МПЛ1 канти довжини 4 в першому стов- 

пчику таблиц! за Гх шдексами. 1ндекс будемо записувати праворуч вщ ф1- 
гурних дужок з номером 1мшиканти.

0 1 2

{0}0 * {0, 1}(1) *

{0, 4}(4) *

{1} 1 * {0, 8}(8) *

{4} 1 * {1, 3}(2) * {0,1, 8,9} (1,8)

{8} 1 * {1,9}(8) *

{3} 2 * {4, 6} (2) {0, 4, 8, 12} (4, 8)

{6} 2 * {4, 12}(8)*

{9} 2 * {8, 9}(1) * {1,3, 9, 11} (2, 8)

{12} 2* {8, 12}(4) -

{11} 3* {3, 11}(8)* {8, 9, 12, 13} (1,4)

{13} 3* {9, 11 }(2) *

{9, 13}(4) *

{12, 13>(1)*

Аналопчно в наступних стовпчиках також згрупуемо 1мшпканти 

згщно з Гх 1ндексами, яю вщповщають першим номерам у множит но- 

мер1в 1мшпканти. 1мшнкаити, що брали участь принаймш в одному скле- 

юванш, позначатимемо в таблиц! 31рочками. Вектор шдекс1в 1мшнканти 

заиисуватимемо праворуч вщ множини ГГ номер1в. Зауважимо, що скле

ювання р1зних 1мпл1кант може давати один 1 той самий результат. Впи- 

суемо його в таблицю тшьки один раз. У стовпчику з номером / виписа- 

НО ВС1 1МПЛ1КаНТИ функцй/ довжини п - /.

Процедура заюнчуеться тод1, коли не можна виконати жодного скле

ювання.

Множини номер1в разом з Тх векторами шдекс1в, яю не позначено 31- 

рочками в пщсумковш таблиц!, визначають ус1 просп 1мшпканти фун

кцй/

Покажемо, як можна знайти 1мшиканту довжини т, що вщповщае 

таюй парк множина номеров Р \ вектор шдекс1в (/|; /'2, ..., /,), к = п- т. 

Випишемо будь-яку елементарну кон’юнкщю К, що накривае двшко- 

вий кортеж довжини п, номер якого входить у Р. Викреслимо з еле- 

ментарно'Г кон’юнкцп К змшш з номерами п - 1о§2/,,



п - 1о8 / ,  И - 1о§,/г Одержана елементарна кон’юнкщя е шуканою

1МПЛ1КаНТОЮ.

З а ст о су в ав ш и  цей м етод  д о  р я д и в  табл . 6.7, от ри м аем о  ш укан у  

СДНФ ф у н к ц п /

Дх, у, 2, М') = х у  V уг V гМ 'Уу М' V Х2.

Одержана ДНФ не тупикова, а отже, не мшмальна, оскшьки серед п 

1мпл1кант е зайв1. У наступному роздш розглянемо методи побудови 
ВС1Х тупикових ДНФ фуНКЦ11 /  виходячи з СДНФ, 1 пошуку серед них 

м1тмальноТ ДНФ.

6.16. Задач! / вправи

1. За допомогою методу Квайна побудувати СДНФ функцп/, задано! векто

ром значень а;

(а) а, = (1011);

(б) а, = (10101001);

(в) а, = (0000110000110011).

2. За допомогою методу Квайна побудувати СДНФ функцп/ задано! форму

лою А:

(а) А = ((у-> (х -> г» | ((((у® ;) ух) | ((гу у) -»х)) ~х));

(б) А = ((X V у) -> (х I (V л г))) © ((у ~ г) -» х).

3. Методом Мак-Класю побудувати СДНФ функцп /  задано! вектором зна

чень а ■

(а) а, = (11000111);

(б) «, = (10101100);
(в) а =  (1000011100011110).

6.18. Методи побудови мМмадьних ДНФ 
будевоТ функин

1з т е оре м и  6 .1 0  т а  и  н а сл щ к у  вип л и вае , щ о  для зн ах од ж е н н я  

м 1Н1м ал ьн о ’1 ДНФ бул ев о ! функцй  /  сл1д п роан ал 1зувати  ВС1 п  т уп и ков ! 

ДНФ, а  для о д е р ж а н н я  в а х  т у п и к ов и х  ДНФ п от ребн о  знай ти й вилучи- 

ти 31 с к о р о ч е н о !  ДНФ у с 1 м ож л и в 1 н а б о р и  зай вих п р о ст и х  1м ш п кан т  

ф у н к ц п /

Основний зааб  розв’язання останньо! задач1 —  побудова й анал1з так 

звано! хмшпкантно'! таблиц! функцн/

1мпмкантна таблиця /7-арно! булево! функцй / — це прямокутна 

таблиця з двома входами. Рядки таблиц! позначають простими 1мшпкан-

тами К. функцн /  а стовпчики —  двШковими кортежами а  довжини п 

(або !х номерами), на яких функц1я / набувае значения 1, / = 1, 2, г, 

/ = 1, 2,..., л\ Якщо 1мпл(канта К. накривае двШковий кортеж а ,  то на пе- 

ретиш /-го рядка й/го стовпчика таблищ ставлять 31рочку. Вс1шли кль 

тинки таблищ залишаються порожшми.

Наприклад, для булево! функцп/х, у , г, и-) з прикладу 6.9 1мшпкан- 

тна таблиця мае такий вигляд (табл. 6.8).

Та бли ц я 6.8

Проста 1мпл1канта 0 1 3 4 6 8 9 11 12 13

х у м ♦ *

у г * * * *

2М> * * * ♦

у Н> * * * *

Х2 * * * *

Множина 1мшпкант Т накривае ва одинищ функцп/ якщо в рядках 

гмшпкантно! таблищ, що вщповщають 1мтпкантам множини Т, кожен 

стовпчик м ютить принаймн1 одну з1рочку. Називатимемо цю умову умо

вою покриття.

Таким чином, деякий наб1р 1машкант визначае ДНФ булево! функцп 

/  ТОД1 Й лише ТОД1, КОЛИ ДЛЯ ВЩП0ВЩН0Г0 набору рЯДЮВ Г! 1МПЛ1КаНТН01 

таблищ виконуеться умова покриття.

Тупиковим ДНФ вщповщають набори рядюв, з яких не можна вилу- 

чити жодного рядка, не порушуючи умови покриття. Назвемо такий на- 

б1р рядив тупиковим покриттям  1мшпкантно1 таблищ.

Процедура знаходження вах тупикових покритпв шплпеантно! таб

лиц! пов’язана, взагал: кажучи, 31 значним перебором. Однак можна 

сформулювати деяю очевидш критерп, що дають змогу скоротити цей 

переб1р.

1. ЯКЩО В ЯКОМуСЬ СТОВПЧИКу 1МПЛ1КаНТН01 ТаблИЩ М1СТИТБСЯ 

ТШЬКИ одна 31рОЧКа, ТО просту 1МПЛ1КаНТу, яка СТОИЪ у В1ДПОВЩНО- 

му рядку, будемо називати ктотн ою . 1стотш 1мплшанти входять у 

в а  тупиков! ДНФ функцп/ , а отже, 1 в у с1 п м1шмальн1 ДНФ. Не ви- 

користовуючи Щ 1МИЛ1КаНТИ, неможливо накрити ВС1 ОДИНИЦ1 фун

к ц п /



Випишемо ВС1 1СТ0ТН1 прост! 1МПЛ1КаНТИ Й викреслимо В 1МШПКаНТШЙ 

таблищ ВС1 ВЩПОВЩШ рядки та ВС1 СТОВПЧИКИ ДЛЯ ТИХ ДВ1ЙКОВИХ корте- 
Ж1В, що накриваються ктотними 1мшикантами.

Наприклад, у табл. 6.8 ктотними е 1мшпканти хуы , у н1 й хг. Шсля 

вщповщних викреслень одержимо табл. 6.9.
Таблиця 6.9

Проста 1мпл1канта 0

У? *

2Н> *

2. Якщо в одержанш таблищ е два стовпчики, що мктять з1рочки в 

тих самих рядках, то один 13 цих стовпчшав можна викреслити, бо вщ

повщш ДВ1ЙКОВ1 кортеж1 накриваються одними й тими самими 1мшпкан- 

тами.
3. Якщо шсля викреслення стовпчиюв у таблищ з’явилися рядки, що 

не мктять Ж0ДН01 31рОЧКИ, ТО Ц1 рядки (1 ВЩПОВЩШ 1М 1мшиканти) вик- 

реслюють. В одержанш таблищ шляхом перебору вах можливих 

вар1антш знаходять ус1 тупиков! покриття. До вщповщних ДНФ додають

уС1 1СТОТШ ПрОСТ1 1МПЛ1КЗНТИ фуНКЦП/  ОбчИСЛЮЮНИ СКЛЭДШСТЬ К0ЖН01 3

них, знайдемо ВС1 мшшальш ДНФ.
Наприклад, у функци Дх, у, г, и>) з прикладу 6.9 кнуе дв1 тупиков! 

ДНФ: Г, =  хум V  У УГ V  Х2 V  уг 1 Т2= ХуЫ V  у V  Х2 V  2 Ш

Складност1 цих формул однаков1, отже обидв1 вони е м1н1мальними 

ДНФ функцп /.
Зазначимо, що переб1р р1зних множин рядк1в для пошуку вс1х ту- 

пикових покритав можна практично виконати лише для вщносно не

великих 1мшнкантних таблиць. Можна також використовувати пере- 

б1р, коли сто'Гть задача знайти не обов’язково мпймальну ДНФ, а дос- 

татньо одержати першу-лшшу ДНФ задано! функцп, прост1шу в1д 

скорочено'Г ДНФ.
Зменшити об’ем обчислень при знаходженн! вс1х тупикових покрит- 

тш 1мпл1кантно! таблиц! можна за допомогою формально! процедури, за- 

пропоновано! С. Петр1ком.

Метод Петрика побудови всЬс тупикових Д Н Ф

булевоI функци

Кожнш прост1Й 1мшпкант1 булево! функц1! /  тобто кожному рядку 

гмплгкантно! таблищ функцп /, поставимо у вгдповщнгсть нову булеву

зм1нну. Наприклад, для функцп Дх, у, г) 13 прикладу 6.6 одержимо таку 

(мшпкантну таблицю (табл. 6.10).

Таблиця 6.10

Нова змшна Проста 1мпл1канта 1 2 3 4 5 6

а XI * *

Ь У? * *

с ху ♦ *

(1 уг * *

е ху * *

И Х2 * *

Кожнш множиш Р простих 1мпл1кант функцн / вщповщае наб1р зна

чень нових змшних: якщо якась 1мшпканта входить у множину Р, то вщ- 

пов1дна зм1нна дор1внюе 1, якщо не входить —  0.

Для кожного стовпчика а  1мпл!кантно!таблиц! утворимо ДИЗ’ЮНКЦ!10 

тих булевих змшних, вщповщш рядки яких мктять з1рочки у стовпчику 

с.. Утворена диз’юнкщя а, V а2 V  . . .  V  ак дор1внюе 1 тод1 й тшьки тод1, 

коли принаймш одна з вщповщних 1мшпкант накривае дв1йковий кор

теж а .
V

Кон’юнкщя всIX утворених таким чином диз’юнкц1Й дор1внюе 1 тод1 
й тшьки тод1, коли кожна з диз’юнкцш дор1внюе 1, тобто коли кожен 13 

дв]йкових кортежш з множини N. буде накритий якоюсь простою 1мшн- 

кантою.

Побудуемо зазначену кон’юнкцто для табл. 6.10. Для п стовпчимв 

одержимо писть диз’юнкцгй: а V Ь, с V с1, а V с, е V И, Ь V е, с! V к. 

Кон’юнкшя вс1х цих диз’юнкц1й дае таку формулу:

Р  =  (а  V Ь)(с V (1){а V с)(е V К){Ь V  е)(с1 V  И).

Ще раз п1дкреслимо, що коли на якомусь набор! значень а  е  В1' зм1н- 
них а, Ъ, с, <Л, е, к формула Г  набувае значения 1, то наб1р 1мганкант, яким 

в а  вщпов1дають 1, накривае вс1 одиниц1 функцп/

Перетворимо формулу Р  до диз’юнктивно! нормально! форми. Для 

цього за законом дистрибутивност1 розкриемо в Н1Й дужки. При цьому 

будемо використовувати правила поглинання (6.4): х(х V у) = х, х V ху = х, 

а також щемпотентнкть кон’юнкцп: хх = х.



Р  = (ас V Ьс ч ас! ч Ьс1)(а V с)(Ъе V Ьк V ее V V И) =

= (ас V айс V ас/ V аЬс1 V ас V Ьс V асс1 V бей) л (М е V Ьс1к V с/е V

V с/е/г V />е/г V Л/г V ей V еИ) = (ас V Ьс V ас!)(с1е V е/г V 6/г) =

— асс/е V />сс/е V ас1е V асе/г V ЬсеИ V Ьск V ас?е V ас1ек V аЬйк =

= ас1е V Ьск V Ьсс1е V асе/г V аЬсЛк.

Останнш вираз набувае значения 1 тод1 й тшьки тод1, коли дор1внюе 

1 принаймш одна з його елементарних кон’юнкцш. У свою чергу, еле

ментарна кон’юнкщя набувае значения 1, коли ва и операнди дор1вню- 

ють 1. Отже, кожна з цих елементарних кон’юнкщй визначае певне ту- 

пикове покриття 1мшпкаитно! таблищ. Таким чином, функщя Д х , у , г) 

мае п’ять тупикових ДНФ:

/  = х г  у у х у х у ,  Г4 =  хг V ху V хуч хг,

Т2 =  у г V  ху V  хг, Т ^ х г 'у у г ч у г ч  хг

Тг=уг  V  х у  V  у г  V  ху,

Три з них (Т5, Т, 1 / )  було побудовано у приклад1 6.7 шляхом вилу

чення зайвих 1мплжант 31 скорочено'! ДНФ функцп/

Одержавши описаним методом ус! тупиков! ДНФ й обчисливши 

складшсть кожно! з них, визначимо ва мйимальш ДНФ задано! 

функцй/
31 зростанням числа ЗМШНИХ КШЬЮСТЬ можливих тупикових ДНФ 

функцп /  для абсолютно!' бшьшосп булевих функщй зростае надзвичай- 

но швидко, тому описаш методи мш1м1заци застосовують лише для фун

кщй ВЩ пор1вияно невелико! ЮЛЬКОСП змшних.

Для булевих функцш вщ велико! кшькосп змшних розробляють 

1 застосовують р1зномаштш наближеш методи мш1м1зацн, яю, взагал1 ка- 

жучи, не гараитують одержання мш1мально! ДНФ задано! функщ!, але за 

невелику кшьюсть кроюв 1 з витратою значно менших ресурс1в дають 
змогу будувати ДНФ, що мало вщр1зняються за складшстю вщ мш1маль- 

И01.

6.17. Задач! г в прав и

1. Побудувати вс1 тупиков! й ус1 мйимальш ДНФ булево! функцй /  задано! 

вектором значень а ■

(а) «, = (01101110);

(б) «,= (01011100);
(в) а =  (1110011001010101).

2. Видшити 31 скорочено! ДНФ ус11стотш 1МШПканти:

(а) х : V у: V ху V ху и' Vугм' V хгм/;

(б) хуг V хуг V чум/ч хуг V XVI/;

(в) ХМ/ V у 2 V ум/ V хугИ'.

3. З’ясувати, чи е тупиковою, найкоротшою чи мш1мальною така ДНФ:

(а)хууу; (б) г V ху н’ V хуг', (в)хг V ху ухуы V хгм/.

4. Визначити кшьысть ТДНФ 1 МДНФ булево! функцп, задано! вектором зна

чень (0111111111111110).

6.19. 1нш1 методи мМм1зашУ ДНФ 
будевих функцш

В описаному вище метод1 Квайна-Мак-Класю передбачаеться, що 

побудова скорочено! ДНФ починаеться з досконало! ДНФ. Однак часто 

виникае ситуащя, коли булеву функцто зображено довшьною ДНФ. У 

цьому раз1 доцшьно використовувати метод м тм 1зацй, запропонований 
А. Блейком [8].

Метод Блейка

Неважко переконатися, що в алгебр1 лопки виконуеться сшввщно- 

шения, яке називають формулою узагальненого склеювання (за змш

ною х)

Ах V Вх= Ах V Вхч АВ. (6.16)

Справд1, запишемо таю р1вносильш перетворення:

Ах V Вх = Ах V АВх V ВхV АВх= Ах V вх V АВ(х V х )  = Ах V ВхV АВ. 

Оскшьки множина вах можливих елементарних кон’юнкщй 

(й 1мшпкант) булево! функцй /  сюнченна, то, послщовно застосовуючи 

до члешв ДНФ функщ!/  формулу узагальненого склеювання, через пев

ну кшьюсть перетворень у формул! перестануть з’являтися нов1 елемен

тарш кон’юнкцп'.

Результат Блейка полягае в тому, що коли в довшьнш ДНФ функцп/ 

виконати ва можлив1 узагальнеш склеювання й уа  елементарш погли- 

нання, то в результат! одержимо СДНФ функцй/[8].

Приклад 6.10. Розглянемо процедуру побудови СДНФ функцп/ за

дано! ДНФ Р  ~ху V хг V хуг V хуг, за методом Блейка. Для зручносп для 

кожного склеювання формули Р  шсля р1вносп в дужках будемо записува- 

ти ту змшну, за якою виконано узагальнене склеювання:

хуг V хуг =  хуг V хуг V хг (у), 

ху V хуг = ху\/ хуг V ууг =  ху V хуг V у г (х), 

ху V хуг = ху V хуг V уг = ху V хуг (х), 

ху V хуг = ху V хуг V хг = ху V хуг (у),

Х2 V хуг = Х2 V хуг V ~г~уг — ~хг V хуг (х),



хгч  хуг = XXV хуг V х у=  XXV хуг (г), 

хг V хуг =  хг\/ хуг V гуг = хгч  хуг (х), 

хг V хуг = хг V хуг V ху = хг V хуг (г).

Шсля всЬс узагальнених склеювань члешв формули Р  одержано лише 

дв1 нов11мпл1канти хг 1 у г. Продовжимо процес склеювання з цими 1мп- 

лшантами:

ху V хг =  ху V хг V у г (х), 

хг V хг =  хг V хг V г =  хг V хг (х), 

хг V хг = х г  V хг V х = хг V хг (г), 

хг V у г =  хг V у г V х у (г).

Процес стабинзувався; виконавши вс1 можлив1 елементарш погли

нання, одержимо шукану СДНФ функцп/

хуч  хг V у г V хг.

Ус1 описаш вище й шин под1бш до них методи мшшзацГГ ДНФ буле

во! функцн називають аналтичними. На практищ для мшм1заци ДНФ 

булево! функцп, яка залежить вщ малого числа змшних, часто застосову- 

ють зручншп й наочшпп, так зваш графгчш, або табличт, методи.

Карты Карно, або дгаграми Вейча

Основна щея граф1чних методов полягае в зображенш таблиць ютин- 

НОСТ1 булевих фуНКЦШ, ДЛЯ ЯКИХ ПОТр1бнО знайти МШ1МаЛЬШ ДНФ, у спе- 

щальному вигляд!, а саме у вигляд! так званих карт Карно (або д1аграм 

Вейча).

Карты Карно для функцш вщ двох, трьох 1 чотирьох змшних зобра- 

жено на рис. 6.13 (а - в).

а) п = 2

х\у 0 1

0 Л /,

1 Л Л

б) л = 3

х у \ г 0 1

00 л Л

01 л Л

и Л Л

10 л л

в) п = 4

х у \ 2М» 00 01 и 10

00 Л /, Л Л

01 Л Л Л л

11 А г Ли л У|4

10 л Л Ли •/|<)

Рис. 6.13

Через /  у картах Карно позначають значения задано! булево! функцп 

на кортеж! а (вщповщно! довжини) з номером /  Вщповщний кортеж 

одержимо, якщо випишемо спочатку значения змшних 13 вщповщного 

рядка, а пот1м — 13 вщповщного стовпчика. Наприклад, для булево! фун

кщ! вщ трьох змшних/ = /1 ,0 , 0),/2 = /0 , 1, 0), а д ля булево! функцн вщ 

чотирьох змшних/ = /1 , 0, 0, 1),/ =Д0, 0, 1, 1).

Звершмо увагу на те, що двшков1 кортеж1 значень змшних 1 вщпо

вщш !м значения функцп розм!щено в таблицях не у звичиому поряд

ку. 1з цього спещального порядку випливае важлива особлив1сть кар

та Карно: будь-яка елементарна кон’юнкщя змшних накривае 

в шй прямокутник 31 сторонами, що е степенями 2.

Пояснимо проголошену тезу на прикладах.

Для карта Карно булево! функцн вщ двох змшних елементарна 

кон’юнкщя ху  накривае прямокутник ще! карти, що складаеться 

з единого елемента/, тобто прямокутник розм1ром 1x1; елементарна 

кон’юнкщя х накривае прямокутник розм1ром 1x2, що складаеться 

з двох елеменпв /0, / .  Аналопчно, ху накривае 1х1-прямокутник / ,  

аутах —  вщповщно прямокутники/,/ (розм1ром 2x1) 1 прямокутник 

/ 2, / з  (розм1ром 1x2).

Розглядаючи карту Карно для булево! функцп вщ трьох змшних, уза- 

гальнимо поняття прямокутника, склешши (з’еднавши) таблицю 6.13, б 

за Г! верхшм 1 нижшм краями. Отже, юнтинки пар/ 1/  та /  1/  стануть

СуС1ДН1МИ.
Тод1 для карти Карно булево! функцп вщ трьох змшних 1мшпканта 

хуг накривае 1x1-прямокутник / ,  1мплканта у г —  2x1-прямокутник 

/ , / ,  1мпл1канта г —  4х 1-прямокутник/,/,/,/, 1мшпкантау— 2х2-пря- 

м окутник/,/,/,/ 1 т. д.



У карт! Карно для булево! функци вщ чотирьох змшних окргм 

склеювання нижнього 1 верхнього краУв таблищ 6.13, в потр1бно та

кож склеУти Л1вий 1 правий и краУ. Тод1 1мшпканта х^накривае 

2х2-прямокутник / 12, / 13, / 8, / 9; 1мпл1канта гм> —  4x1-прямокутник 

Л> /м> АV 1мшйканта х 2х2-ирямокутиик / 2, / 0, / 6, / 4; 1мшпканта 

ун ’ —  2х2-прямокутник / 2, / 0, / |0, / 8. Для 1МПЛ1кант довжини 1 маемо: 

хнакривае 2х4-прямокутник 13 двох перших рядк1в таблищ 6.13, в, 

г—  4х2-прямокутник 1з двох перших стовпчимв, у —  2х4-прямокут- 

ник, що складаеться з першого й останнього рядк1в.

Граф1чний метод побудови мш1мальноУ ДНФ булевоУ функци /  скла

даеться з таких кроюв.

1. Сформувати карту Карно для функци/

2. Знайти покриття вс1х одиниць функци /  прямокутниками макси- 

мальних розмф1в так, щоб Ух кшьюсть була найменшою. При цьому мо

же трапитися, що деяю одинищ буде накрито кшъкома р)зними прямо

кутниками.

3. Диз’юнкщя 1мпл1кант, що вщповщають прямокутникам покриття, 

е шуканою м1шмальною ДНФ.

Продемонструемо застосування граф1чного методу мийм1защУ ДНФ 

на прикладах.

Приклад 6.11. Розглянемо чотири булев1 функцп вщ трьох змшних 

Дх, у, г), /= 1 ,2 ,3 , 4:

N = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)},
М' = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0)},

У 2={(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 0)},

Ад = {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 1, 1)}.

Карти Карно цих функцш подано на рис. 6.14.

Зрозумшо, що оскшьки булева функщя може мати илька мйимальних 

ДНФ, можуть бути р1зш варианта оптимального покриття УУ карти Карно. 

Для кожноУ з карт зазначимо один 13 можливих вар1антш покриття набором 

прямокутникш:

{ ( ^ )>  (/|>А (/'б,Л)} —  для функциях, у, 2),

Ш , ) >  (/о>/2>/6>/4)> </4>/5)} —  ДОЯ функцн'/2(х, у, 2),

{(/"о), ( /з ) . ( /* )}  —  ДОЯ ф у Н К Щ 1 /3(х , у, 2),

—  для функщУ/4(х, у, г).

Л

х у \: 0 1 ху\г 0 1

00 1 1 00 1 1

01 0 1 01 1 0

И 1 1 11 1 0

10 0 0 10 1 1

XXV 0 1 х у \: 0 1

00 1 0 00 1 0

01 0 1 01 0 1

11 1 0 11 0 1

10 0 0 10 1 0

Рис. 6.14

Вщповщш мш1мальш ДНФ дор1внюють:

Р  = Х у У Х 2 V ху, Рг =  х у г  V х у  2 V Ху2 ,

Рг= у Ч 2, Р4=уг V у 2.

У кари Карно функцп / 3(х, у, г) жодну з одиниць не накривае прямо

кутник розм1ром бшьшим шж 1x1, а тому мхшмальна ДНФ збкаеться з 

ДДНФ функци/3(х, у, 2).

Приклад 6.12. Чотири булев 1 функцн'Дх, у, 2, н>), /= 1,2,3,4, вщ чо

тирьох змшних задано множинами двшкових кортежш (для зручност1 
замкть дв1Йкових кортежш пишемо Ух номери):

^  = {1,5, 6, 9, 11, 13, 14},

^ ‘ = {0, 1,2, 5, 7, 8, 9, 10, 13},

^ = { 0 ,1 ,2 ,  4, 6, 7, 8, 9},

= {0, 7, 10, И, 12}.
/4

Карти Карно цих функщй подано на рис. 6.15.

Можливими покриттями для кожноУ з карт можуть бути, наприклад, 

таю набори прямокутншав:

{ ( Г М „ Я >  ( /Л ,)}  —  ДОЯ функцйт;(х, у, 2, М>),



/,

Xу^г^V 00 01 11 10 ху\гн> 00 01 11 10

00 0 1 0 0 00 1 1 0 1

01 0 1 0 1 01 0 1 1 0

11 0 1 0 1 11 0 1 0 0

10 0 1 1 0 10 1 1 0 1

/, л

00 01 11 10 ху\:м’ 00 01 11 10

00 1 1 0 1 00 1 0 0 0

01 1 0 1 1 01 0 0 1 0

11 0 0 0 0 11 1 0 0 0

10 1 1 0 0 10 0 0 1 1

Рис. 6.15

Н , / М о 1  ( Г М Л 1  (/~5>/7)} —  Д™ Функциях, у, 2, и<),

{ ( / , / , ' , / , / ) ,  (/~„,/4, / 2> /6) ,  ( / ; , / , ) }  —  ДЛЯ ф у н к ц п / з ( х ,  у, 2, * ) ,

{</), (/;), с/;2), ( / .Д о )} — да* Функцй/(* , у, 2, н/).

ВЩПОВЩШ М1Н1МаЛЬН1 ДНФ ф у н к щ й / ,/ ,/ , /  дор!внюють:

Р  1 М> V утм >\/хуу/, Р3 - х м > ^ у г \ / х у 2,

р'2 = у :й>\/2 м>'/хун>, Р4= х у г  ч х у г ы  V хугм> V луг .

Карта Карно булевих функщй арност1, бшьшоТ 4, не можна побудува- 

ти за безпосередньою аналопею з картами для п =  2, 3, 4; вони ктотно 

ускладнюються. Потр1бно узагальнити вщношення сусщства юитин 1 
поняття прямокутник1в у таких таблицях. Для пошуку прямокутнимв 

максимального розм1ру, що накривають ус1 одинищ задано! функцп, пот

ребна значно бшына просторова уява й увага. Це призводить до того, що 

карти Карно використовують для М1ШМ1зацГГ ДНФ булевих функщй ар- 

ност1 не бшьшо'Г шж 8.

1нод1 карти Карно булевих функщй для п - 5, 6, 7, 8 зображають не 

прямокутними таблицями на площиш, а у вигляд1 прямокутних парале- 

леп1пед1в у простора Тод1 роль накривальних прямокутник1в виконують 

прямокутш паралелепшеди.

Для булевих функщй вщ бшьшого числа змшних у загальному випад

ку процедура побудови мппмальних ДНФ за допомогою граф1чного ме

тоду стае занадто громоздкою та незручною. У цих ви-падках застосову

ють анал1тичн1 методи мцпм1зацп типу метод1в Квайна, Мак-Класк1, 
Блейка та щ. [8].

6.19. Задач1 / вправи

1. За допомогою методу Блейка побудувати СДНФ функцп /  за заданою и 

ДНФ О-.

(а) И = х у \ /  х у :  ухг;

(б) И  =  х у :  V х у г  V х г ,

(в) I )  = х у  V Х2 V хугм >  V ХУ2 XV.

2. Побудувати СДНФ за заданою КНФ:

(а) ( х  уу  ч г ) ( х ч у  у.-)(уу2);

(б) (х V У  V 2 ) ( х  V М>)(у V 2 V Й).

3. За допомогою карти Карно визначити вс1 мппмальш ДНФ булево'1 функщ! 

/  задано! вектором значень а ’.

(а) а = (01010011);

(б) «у = (10001010);

(в) ау = (0110101111011110).



РО ЗА1Л

ТЕОР1Я АВТОМАТ! В

Одшею з найпопуляршших 1 найпоширешших математичних моде

лей, як1 активно й усшшно використовувались 1 використовуються у те

орп та практищ сучасно!' комп’ютерно! науки (шформатики), е так зва

ний скшченний автомат. Варто назвати лише деяк1 найважлив1пп прикла

ды застосування ше! модель

1. Опис функщонування та лопчного проектування найр1зномаштш- 

ших схем 1 пристро'ш дискретно! дп. Зокрема, сюнченний автомат широ

ко використовують для розробки й анал1зу схем 1 пристроёв обчислю- 

вально! техшки, як модель для штерпретування мшропрограм виконан

ня команд ЕОМ та ш.

2. Сюнченний автомат —  зручний 1 ефективний зас1б для опису та 

створення важливого компонента стандартного компилятора мови прог- 

рамування, який називають лексичным анализатором. Цей програмний 

модуль вщповщае за розбивку вхщного тексту на лопчш одинищ: щен- 

тифкатори, ключов! (резервоваш) слова, константи, спещалып знаки 

тощо.

3. Ця модель е складовою частиною програмного забезпечення, приз- 

наченого для перегляду великих текстових масив1в даних (наприклад, 

набору ^еЬ-сторшок) з метою пошуку в них потр1бноТшформацй. Клю

чей для такого пошуку служать так зваш “юночов! слова”, або певш пос- 

лщовноеп символ1в (“образи”).

4. Модель сличенного автомата використовують у програмному за- 

безпеченш для розробки й анализу поведшки р1зноман!тних систем, що 

можуть перебувати у оконченному числ1 вщмшних один вщ одного ста

шв. Прикладами таких систем можуть бути протокол безпечного (захи- 

щеного) обмшу шформащею, протокол, що оргашзуе та контролюе про-

ц ед ури  ел ек т рон н о ! торг1ВЛ1 та 1нш их фшансових операцш у  к ом п ’ютер- 

н и х  м е ре ж ах , т ощ о .

7.1. Поняття оконченного автомата.
Методи задання автомате

Сктченним автоматом (у подальшому —  просто автоматом або 

СА) називаеться система А = (X, У, И, 8, X), в яюй X  = {*,, х2, ..., хт} 
та У = (у,, у2, ..., уп) — сюнченш множини (алфав'ти) вщповщно вхгд- 
них \ вихгдних сигналов, I! = {а,, а2, ..., а } — множина внутрпинхх 
сташв автомата. Функцн 8 й А, описують алгоритм функщонування (по- 

ведшку) автомата А. Функщя 8: (У х X  -» II називаеться функщею пере
ход /в, &Х:11хХ —» У —  функщею виход/в автомата А.

Необхщно пщкреслити одну особливкть модел! СА, яка випливае з н 

подалыно! ф13ично! 1нтерпретащ'1. Вважаемо, що автомат А функщонуе в 

дискретному час1, тобто час функщонування автомата розбито на вщр13- 

ки (однаково! чи р1зно1 довжини) —  такты. Меж1 тагпв / називають мо

ментами абстрактного дискретного автоматного часу й нумерують щ- 

лими числами, починаючи з нуля. Значения вхщних 1 вихщних сигнал1в 

та значения сташв автомата можуть зм1нюватися тшьки в момента авто

матного часу 1 = 1 ,2 ,... .

Якщо позначимо через х(1)еХ, у(1)е У, а(()е V значения вхщного та 

вихщного сигнал1в 1 стану автомата в момент автоматного часу /, то ро

боту автомата А можна описати такими сшввщношеннями:

а(1 + 1) = Ца(1), х(/)), АО = Х(а(I), х(()). (7.1)

Стввщношення (7.1) називають канотчними р/вняннями автома

та А.

Перше з каношчних р1внянь можна прочитати так: стан автомата А в 

будь-який момент автоматного часу ( + 1 визначаеться сигналом, пода- 

ним на вхщ автомата, 1 станом автомата А в попередшй момент автомат

ного часу. При цьому кажуть, що автомат А переходить 31 стану а(1) у 
стан а(1 + 1).

У математичнш модел1 автомата можна вважати, що цей перехщ вщ- 

буваеться миттево, або стрибкоподобно. При ф1зичшй штерпретаци роз- 

глядувано! модел1 слщ брата до уваги, що зазначений перехщ вщбува- 

еться поступово та потребуе певного фозичного часу. Однак вважають, 

що цей час завжди менший вщ тривалост1 такту введеного дискретного 

часу; отже, вщ моменту I до моменту I + 1 весь перехщний процес завер- 

шуеться.



Кр1м змши сташв результатом роботи автомата е також видача вихщ

них сигнал1в за законом, визначеним другим каношчним р1внянням ав

томата.

Якщо в автомат! А видшено стан, у якому автомат А перебувае 

в момент автоматного часу I = 0, то цей стан називають початковим (за

звичай початковим станом уважають а,), а автомат А називають Шщалъ- 
ним \ позначають А!ау Надал1 не будемо зказувати явно залежшсть змш

них 1 результата функщй переходов 1 виход1в вщ автоматного часу I, кр1м 

тих випадюв, коли це потр1бно.

Для розв’язання р1зних задач теорп автомата зручно викор"стовува- 

ти р1зн1 способи (методи) задания автомат/в. Опишемо три найпоши- 

реншн з них. В усIX трьох методах ктотно використано те, що функци 5 

1 К автомата А сюнченно-визначеш, тобто мають сюнченш облаеп виз

начення.

Табличный способ. Функцй 8 й А. можна задавати за допомогою 

двох таблиць, яю називають вщповщно таблицею переход/в [ таб
лицею виход/в автомата А. Загальна структура обох таблиць однако- 

ва: рядки таблиць позначено вхщними сигналами х,, х2, ..., хт, а 

стовпчики —  станами а , а2, ..., а . На перетиш (-го рядка тау'-го стов- 

пчика в таблищ переход1в записують стан 5(а., х.), а в таблищ вихо- 

д1в —  вихщний сигнал А,(а., х.). 1нод1 для задания автомата викорис- 

товують одну сумпцену таблицю переход из!виход /в, у якш на перети- 

ш /-го рядка та /-го стовпчика записують вщповщну пару ак !ур де 

ак = Ь(а., х ) й у ,=  Ца., х).

Граф'шний споаб. Автомат можна задати за допомогою оркнтовано- 

го мультиграфа, який називають графом, або д'юграмою автомата (ав

томатном графом, автоматною дгаграмою). Вершини графа познача

ють символами сташв автомата А. Якщо 5 (а., хк) = а 

1А{ар хк) =уп то в граф! автомата проводять оркнтовану дугу (або стрш- 

ку) з вершини а: у вершину а 1 позначають цю дугу символами хк/уг За

дания автомата за допомогою графа особливо наочне, якщо юльюсть йо

го сташв поришяно невелика.

Матричний споаб. Функщю переходов автомата А можна задати за 

допомогою системи т  яхз-матриць переходов М(х,), М(х2), ... 

..., М(хп). Якщо позначити через т.(хк) елемент /-го рядка та у-го стовп

чика матрищ М(хк), то т.рс^) = 1, коли а. = Ь(а., хк), 1 т (/(хк) = 0 в шшому 

раз1.

Аналопчно означають т  зхп-матриць виход/в Щх^), Щх2), ..., 

Щхн) для функци виход!в А. Якщо м..(хк) —  елемент /-го рядка та

у-го стовпчика матрищ Щхк), то м (хк)=1 , коли у=Ц а., хк), 

1 Ы..(хк) = О в ШШОМу ра31.

Зрозумшо, що досить легко можна перейти вщ одного способу задан

ия до будь-якого шшого.

Автомат А називають детермтованим, якщо функцп 81А всюди виз- 

начеш, 1 недетермгнованим, якщо 8 1А —  всюди визначеш вщповщнос- 

Т1М1Ж 11хХ \ 1!та (] х Х  \ У вщповщно, але вони не задовольняють умо- 

ву функцюнально сп. Автомат А називають частковим, якщо функцй 8 1 
А не е всюди визначеними.

Приклад 7.1. Розглянемо автомат Д  який регулюе дорожнш рух на 

перехресп вулиць В 1 П.

В автомат дорожнього руху О з перюдом 1 хв надходить тактовий 

сигнал Г генератора синхро1мпульс1в, що послщовно перемикае сигнали 

св1тлофора С, дозволяючи транспорту рух вщповщно вулицями В 1 П 

(рис. 7.1, а). Кр1м св1тлофора е також кнопка виклику К, за допомогою 

якоГ шшохщ може надклати автомату запит 3 на призупинення руху на 

перехресп. При надходженш запиту 3 та теля завершения поточного ин

тервалу часу в 1 хв автомат переривае генерування послщовност1 сигна

лов В 1 П на 2 хв, сигналом Д запалюе транспарант, що дозволяе перехщ 

шшоходам, а через 2 хв формуе сигнал скидання СС, повертаючи авто

мат до вщновлення формування послщовносп сигналов В та П. Отже, ав

томат й виробляе вихщш сигнали В, П, Д 1 СС вщповщно дозволу руху 

транспорту по вулицях В 1 П, дозвш переходу шшоходам I скидання 

кнопки виклику. Роботу автомата И 1люструе часова д1аграма на 

рис. 7.1, б.

Вхщ г г г г г з г г г г г з г г г г г г г
Час 1 2 3 4 5 6 7 В 9 10 И 12 13 14 15 16 17

I___ I_I_I____I__I_I___I__I__I___I__I_I__ I_I_I______
Стан я, «2 я , а2 а] а3 аА а2 а] а2 а$ аи а] а2 а] а2 а, I
Вихщ  В П В П В  Д  СС П  В П Д СС В П В П В

а б

Рис. 7.1

Таблищ переход1в 1 виход1в автомата дорожнього руху подано на 

рис. 7.2. Тут використано таю позначення: х, = Г, х2 = 3 & Г, у] = В, у2 = П, 

уг = Д,у4 = Д & С С .

п О  с



5 °4 °5

а2 а1 «4 а2 в|

Х2 °4 а2 “б ",

X °| а2 а> °4 аь й6

х, У2 У, У4 У2 У4 У,

*2 У, У, У4 У2 У4 у,

Рис. 7.2

Граф автомата дорожнього руху подано на рис. 7.3.

Рис. 7.3

I нарепгп, розглянемо матричний споспб задания функщй переход1в 1 
виход1в автомата дорожнього руху И. Його матрищ переход1в 1 матрищ 

ВИХОД1В мають такий вигляд:

'0 1 0 0 0 о л ' 0 0 1 0 0 0 '

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0
, М (х2) =

0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

1
V

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
/

Приклад 7.2. Побудуемо автомат 5, який описуе алгоритм фун

кщонування посл1Довного двшкового суматора. На вхщ автомата 

надходять пари розряд 1в двШкових чисел, шо додаються, 

починаючи з молодших розряд1в. На виход1 автомата мае з ’являтися 

розряд результату додавання. П отр1бно також ф1ксувати 

й враховувати ситуащю наявност1 чи вщсутност1 перенесения в нас- 

тупний розряд. Ц 1 дв1 ситуацн вщображають два стани автомата 5: 

початковому стану а ] вщповщае ситуащя “немае перенесения”, а ста

ну а2 —  ситуащя “е перенесения” .

Вхщш сигиали хд = (0, 0), хх = (0, 1), х2 = (1, 0) 1 х3 = (1, 1) задають чо- 

тири можлив1 комбшаци розряд1в, що додаються.

Граф автомата 5 подано на рис. 7.4.

х/0

хАЮ

х,Ю

хг/1 Г Т «7) л ' ( « Л

х,/1

х/1

V 1

Рис. 7.4

Приклад 7.3. Розглянемо автомат 2, що виконуе три операцп зсуву 

дворозрядного двшкового коду на один розряд л1воруч або праворуч. Чо- 

тири стани автомата вщповщають чотирьом можливим вар1антам код1в. 

а0 = (0, 0), а, = (0, 1), а2 = (1, 0) 1 а2 = (1, 1). Розряд, який у результат! зсу

ву виходить за меж1 розрядноТ сггки, вважаемо вихщним сигналом авто

мата 2.



Три вхщш сигнали визначають характер операци зсуву:

х, —  код зсуваеться праворуч; у л1ву позицпо, звшьнену в результат 

зсуву, записуеться той розряд, який був у щй позици до зсуву (знак “роз- 

множуеться”);

х, — код зсуваеться л1воруч; у праву звшьнену позицию записуеть

ся 0;

х, —  код зсуваеться л1воруч; у праву звшьнену позицио записуеть

ся 1.

Граф автомата 2 подано на рис. 7.5.

х/0

Рис. 7.5

7.1. Задач/ / вправи

1. Побудувати таблиц! переход1в 1 виход1в, граф, матрищ переход1в 1 ви- 

ход1в автомата 2, що реал1зуе три операци зсуву трирозрядного двШкового 

коду на одну позицпо. Вхщш сигнали визначають характер операци зсуву: 

.V, —  лопчний зсув л1воруч (праворуч), х2 —  арифметичний зсув праворуч, 

х3 —  циюпчний зсув праворуч (л1воруч). Вихщний сигнал —  це сигнал, що 

виходить за меж1 розрядноУ сггки. Стани вщповщають восьми можливим ва- 

р1антам код1в.

2. Побудувати таблиц! переход!в 1 виход1в, граф, матрищ переходов 1 виход1в 
автомата Р, що за допомогою своУх сташв запам’ятовуе три останш символи 

(дв1Йков1 розряди), як1 було подано на його вхщ. Вихщним сигналом е останшй 

символ, що “забуваеться”.

3. Побудувати таблищ переход1в 1 виход1в, граф, матрищ переходш 1 виходш

автомата А, який переходить у стан Г, якщо на його вхщ було подано послщов

шсть символ1в, що вщповщае щеитифшатору якоУсь мови програмування, а не 

то переходить у стан Я. Вхщш сигнали автомата А: х] —  л1тера, х2 —  цифра, 

Х 3 --буДЬ-ЯКИЙ 1НШИЙ символ.

4. Побудувати таблищ переход1в 1 виход1в, граф, матрищ переход1в 1 вюодцв 

автомата В, який переходить у стан Г, якщо на його вхщ було подано послщов

шсть СИМВОЛ1В, що вщповщае числовш констант! —  дшеному числу 31 знаком 1 

фжсованою крапкою, 1 переходить у стан Н —  в шшому раз1. Вхщш сигнали ав

томата В: х1 —  знак, х2 —  цифра, х3 —  крапка, хА —  будь- 

ЯКИЙ 1НШИЙ символ.

5. Побудувати автомат затримки, тобто такий, вихщний сигнал якого в мо

мент часу I + 1 дор1внюе вхщному сигналу в момент часу I, Х= У = {0, 1}.

6. Побудувати автомат для X  = У = {0, 1}, на виход1 якого з’являеться сиг

нал 1 тод1 й лише тод1, коли чотири останш вхщш сигнали —  0110.

7. Побудувати “генератор парноеп”, тобто автомат, що функшонуе в алфав1- 
тах X  = У = {0, 1} 1 реал1зуе такий алгоритм. На його вхщ надходять слова 

довжини 3, роздшеш якимось символом а, аеХ. На виход1 автомат мае повтори- 

ти вхщну тршку символ1в, замшивши роздшовий символ а на 1 год! й лише то- 

Д1, КОЛИ ЮЛЬЮСТЬ одиниць у данш тршщ парна.

8. Побудувати автомат, що пор1внюе два додатш ДВ1ЙКОВ1 числа з однако- 

вою розрядшетю. Пари розряд1в пор1внюваних чисел подаються на вхщ ав

томата, починаючи з1 старших розряд1в. Вихщним словом е бшьше з даних 

чисел.

9. Побудувати автомат, що перев1ряе вщповщшсть Л1вих 1 правих дужок у 

вхщному слов1, яке задае певний алгебричний вираз. Найб1льша дозволена 

вкладешеть дужок —  п. Вхщш сигнали автомата: х, —  Л1ва дужка, х2 —  пра

ва дужка, х3 —  будь-який шший символ, л4 —  символ, що позначае юнець ви- 

разу.

10. Побудувати автомат, що керуе роботою Л1фта в чотириповерховому бу- 

динку. Станами автомат1в е номери поверх1в. Вхщний сигнал —  номер пот- 

р!бного поверху, вихщний сигнал —  напрямок руху (вгору, вниз, не руха- 

тись).

7.2. Автоматне воображения
Нехай у процес1 функцюнування заданого автомата А вхщний сиг

нал у момент автоматного часу I = 1 дор1внюе х.е.Х, у наступиий мо

мент I = 2 —  х .е Х  1 т. д., а в момент I = к на вхщ автомата А подаеть-



ся сигнал х.еX. 1накше кажучи, х( 1) = х.|, х(2) = х ,̂ х(к) = х .̂ У цьому 

раз! будемо говорити, що на вхщ автомата А подано вхгдне слово

х х ...х еХ".
'I '2 'к

Для заданого автомата А його функцп переход1в 8 1 виходгв А мож

на природно поширити з множини I I х X  на множину Ц х Х\ даючи 

змогу визначати стан 1 вихщний сигнал в автомат! А шсля подання 

на його вхщ довшьного вхщного слова р  = х. х. ...х.еХ*. Вважае- 

мо, що

5(ап р) = 8(8(...(8(8(я,, х ), х:) ,  ...), х  |), х^),

Цар р) = Х (8(...(8(8(а;, х  ), х.р, ...) , х.к ), х ).

1нод1 розширет функцп переход/в 1 в и ход! в автомата позначають 

особливим чином, наприклад 8* 1 X*, але ми цього не робитимемо й 

залишимо для розширених функцш Т1 сам1 позначення, що й для ос- 

новних.

Розширену функщю переход!в 8 можна також означити шдуктивно:

1) 8(0,, х) для х&Х визначають за таблицею переход1в автомата А;

2) для довшьного слова р е Х ' та довшьного вхщного сигналу х еХ  

50,, рх) = 8(8(а;, р), х).
Спираючись на останне означения, розширену функщю виход1в А 

можна означити сшввщношенням

Х(ап рх) = Х(5(ар р), х), р е Х ,  хеХ. (7.2)

Для порожнього слова ееХ* вважають, що 8{ар е) = а( 1 А(ар е) = е.

Нехай А/а[ —  шпцальний автомат. Для довшьного вхщного слова 

р  =  х х(|>...х( означимо вщповщне вихщне слово с/ е  У  так:

Ч = Щ ,  ^ , \ ) ^ |( х .х .х з) .. .Ж а „  х .х  . . .х  ).

Так означена вщповщшсть М1Ж вхщними словами р  та вихщними 

словами д називаеться автоматним вгдображенням, що шдукуеться 

(шщпоеться, реал)зуеться) автоматом А/а/, його позначають ф г 

Р^вносильним означениям автоматного вщображення ф,: X* -> У" е таи  

рекурентш стввщношення:

(р/е) = е, <рА(рх) = (рА(р)1(а1,рх ),реХ ',хеХ . (7.3)

Автоматне вщображення часто називають також поведткою, або зов- 

нпиньою поведгнкою, автомата.

Автоматне вщображення мае таи дв1 важлив! властивост1, що випли- 

вають безпосередньо з його означения:

1) \р\ = |ф̂(/?)| для будь-якого слова р<аХ. Через |м>| позначено довжи- 

ну слова м>;

2) якщо р  = р р 2 та фА(р) = <7,<у2, де |/?,| = |<7,|, то </, = ф /р ,) .

Назвемо сформульоваш властивост! умовами автоматност/ вщобра- 

ження ф̂ .
Поняття автоматного вщображення можна узагальнити, аналопчно 

означивши ВЩПОВЩШСТЬ М1Ж ВХЩНИМИ 1 вихщними словами, шдуковану 

автоматом А/а., тобто автоматом А, що починае свою роботу 31 стану а.. 

Позначатимемо таке автоматне вщображення через ф'.

1з наведених означень 1 умов автоматносп випливае така важлива 

властивкть автоматних вщображень ф': якщо р  = р ур 2е.Х* й а = 

= §(«,, Р,), то

< Р »  = Ф>|А) = Ф > 1)Фл'0 2)- (74)

Ус1 наведен! означения можна наочно прошюструвати за допомогою 

графа автомата. Якщо зафшсувати якийсь стан а. е I! в автомат! А, то 

будь-яке слово р = х1х1 . . .х .е Х  однозначно визначае шлях довжини к, 

що веде з вершини а 1 складаеться з к дуг, позначених послщовно вхщ

ними сигналами х , х^, х .̂ Тод1 стан Ь(а., р) —  це остання вершина

цього шляху, Х(а., р) —  вихщний сигнал, яким позначено останню його 

дугу, а ф '(р) —  слово, утворене з послщовносп к вихщних сигнал1в, яп 

написаш на к дугах цього шляху.

Приклад 7.4. Для автомата дорожнього руху О  з прикладу 7.1
1 для вхщних СЛ1В р { = Х|Х|Х21 р 2 = х2х2к[х2 маемо: 8(ар /?,) = а,, 8(а},/>,) = а5, 

8(а4, р 2) = о,, А.Ц, р,) = у,, Ц а4, р 2) = у,, Ц а2, р 2) = уг Крш того, 

<Р„0>|) - У М  %(Р2) ФлО|)=>'^'з, Ф > 2) = У У  У г

7.2. Задач/ / вправи

1. Дата 1ндуктивне означения розширено! функцп виход1в.

2. За допомогою методу математично! 1ндукц11 довести умови автоматност1 
для автоматного вщображення фл.

3. Методом математично! 1ндукцп за довжиною слова р2 довести властив1сть

(7.4) автоматного вщображення.

4. Знайти значения автоматного вщображення <рл. на даному вхщному слов) 

для автомата 5 13 прикладу 7.2:

(а) ф .'^ х ^х Л );
(б) ф Д х ^ .х ^ ^ ) ;

(в) <Рл2(хгх / гх / гхтх7х|х2).



5. Знайти значения автоматного вщображення ф2 на даному вхщному слов1 
для автомата 7. 13 прикладу 7.3:

(а) фДдууг,*^,);

(б) ф ^ х^ ^ х ,);

(в) ф ^ / г ^ Л ^ /Л )-

6. Для автомата А = (X, У, 11, 5, Л) та вхщного слова и1 = х. х. .. .х означимо
'! '2 Ч

матрицю Л/(м>) так: елемент /-го рядка тау-го стовпчика /и (и/) матрищ М(м>) до- 
р1внюе 1, якщо а. = 5(<з, и»), 1 /и.(н’) = 0 в шшому раз1. Довести, що 

М(и>) = М(х.̂ )Щх^) ■ ... ■ М(х^).

7. Довести, що для автомата А = (X, У, II, 5, X) та довшьного вхщного слова 

и’ = I I . . , !  елемент /-го рядка та у-го стовпчика Л добутку матриць переход1в 
Мх, )Мх, ) • ... ■ А/(х ) дор1Внюе 1, якщо у граф! автомата А юнуе шлях, що вщ

повщае слову IV та веде з вершини з номером / у вершину з номером у, 1 ( = 0, в 

шшому раз1.

7 .3 . Г ом ом орф | зм , !зом орф | зм

I нев1др1знювашсть автоматов

Нехай Л, = (Хг К,, I/,, 8, Д )  1А2 = (А',, К2, Ц, 82, А,2) —  сюнченш авто- 

мати, й юнують три вщображення: у,: Х { —■> Л̂ , у2: К, —> К2, уз: II  ̂-> Ц. Су- 

купшеть вщображень у =  (у,, у2, уз) називаеться (А', К, Ц)-гомоморфЬмом 
автомата /1, в автомат Л , якщо для будь-яких х е Х 1 \ ае IÎ  виконуються 

умови

у,(5,(а, х)) = 5;(у,(«), у,(.г)), у2(Я,,(а, х)) = А2(у3(а), у,(х)). (7.5)

Якщо кр1м того вс! три вщображення у,, у2, у3 сюр’ективш, то вони за- 

дають (X, У, (/)-гомоморф 1зм автомата А ] на автомат Аг Автомат А, нази

ваеться (X , У, 0)-гомоморфним образом автомата А1.

Якщо вщображення у у у3 взаемно однозначш й виконуються умо

ви (7.5), то сукупшсть у = (у,, у2, у3) називають (X , У, Ц)4зоморфимом ав

томата А! на автомат А}. Автомата, для яких юнуе (X, У, [7)-1зоморф1зм, 

називають (X , У, Ц)-1зоморфними.

Означаючи гомоморф13м та 130морф13м для шщшльних автомата, 

вважають, що вщображення у3 переводить початковий стан одного авто

мата в початковий стан шшого.

Уведет поняття мають для автомат! в той самий смисл, що й для 

алгебр або граф1в. Зокрема, автомата А1 \ А2 13оморфш, якщо вхщш 

й вихщн1 сигнали та стани автомата А1 можна б1ективно переймену- 

вати так, що таблиц! переходгв 1 виход!в автомата А1 перетворяться

в таблищ переход1в 1 виход1в автомата Аг Аналопчно, граф автомата 

Аг 13оморфного автомату А2, шсля вщповщного перейменування вер

шин та вхщних 1 вихщних символ1в на дугах стае графом авто

мата Аг

Якщо одне чи бшыне вщображень з гомоморф13му у тотожш, то 1Х 
виключають 13 у. Вщповщно зм1нюеться й назва гомоморф1зму: якщо то- 

тожним е ур то одержимо (У, {7)-гомоморф1зм, якщо тотожним е 

вщображення у2, то маемо (X, /̂)-гомом°рф1зм 1 т. д. У  теори автоматов 

найчаетше зустр1чаеться 6'-гомоморф1зм, коли Х 1 = Х 2, К, = У, та вщобра

ження у, 1 у2 тотожш. [/-гомоморф1зм називають просто гомоморф/змом 

автомата. Аналопчш позначення та иазви використовують також для рхз- 

них вар1анта поморфаму автомата.

Отже, у  р а з 1 г ом ом орф и зм у  (130морф13му) а в т ом ат а  м о ж н а  вваж ати , 

щ о  у = у3, 1 т од 1 у м ов и  (7.5) м аю т ь  такий вигляд: для д ов ш ь н и х  х е Х : 1 

а е  С/1 в и к он ую т ься  с т в в щ н о ш е н н я

у(8,(а, х)) = 82(у(а), х), \ ( а ,  х) = \(у(а), х). (7.6)

Розглянемо пару автомата А = {X, У, Л/,, 8, Д )  1 В = (X, У, 11 2, 8,, А,), яю 

мають однаков1 вхщш й вихщш алфавгги. Отже, ус1 автомата! вщображен

ня, яю шдукують автомата А \ В, мають однаков1 типи, тобто обласп визна

чення та значень цих вщображень збиаються. Це дае змогу ввести для ав

томата цього типу таю означення.

Стан а е I/, автомата А та стан Ь е II, автомата В називаються неви)- 
1 1  1 2 

рпнюваними, якщо для довшьного слова р е Х  виконуеться ршшеть

Ф »  = ФМ -
Наведене означення можна застосовувати й тод1, коли А = В. 

У  цьому раз1 вводять вщношення невщр13нюваност1 для р1зних стан1в 

того самого автомата Л: стани а., а.е II{ автомата^ називають чевк)рпню- 

вангши, якщо <$'А(р) = ФА(р) для будь-якого ре Х '.

Автомата А 1 В називаються нев1дрЬнюваними, якщо для будь-якого 

стану ае II{ автомата А ]снуе невщр1знюваний стан Ье Ц  автомата В 1, 
навпаки, для будь-якого стану с!е Ц  автомата В 1снуе невщр1знюваний 

стан се  (У, автомата А. Мщальш автомата невщр1знюван1, коли невщр13- 

нюван! гх початков1 стани.

Невщнзнювашсть автоматов означае, що будь-яке автоматне вщобра

ження (поведшку), що реал1зуе один з автомата, можна реашзувати 1Н- 

шим автоматам. 1накше кажучи, невщр1знюваш автомата за своею зов- 

Н1ШНЬ0Ю П0ВеД1НК0Ю П0Д1бН1 М1Ж собою.



Неважко переконатися, що вщношення нев1др1знюваност1 Н  реф

лексивне, симетричне та транзитивне, й, отже, е вщношенням екв1ва- 

лентност! (на множиш сташв чи на множиш автомапв). У зв’язку з 

цим часто в Л1тератур1 з теорп автомат! в невщр!знювашсть назива

ють екв!валентшстю, тобто використовують поняття “еквгвалентнг 
стани”, иекв1валентн1 автоматы”. Термшолопчно це не зовс!м 

зручно й не зовам коректно, бо назву властивост1 вщношення вико

ристовують як назву самого вщношення. Однак у теорп автоматов щ 

термши стали загальноприйнятими, тому в подальшому будемо гово- 

рити про екв1валентт стани й екв1валентт автомата, маючи на уваз! 

вщношення нев1др13нюваност1.

Нижченаведена теорема встановлюе зв’язок м1ж гомоморф!змом 1 не- 

в1др1знюван1стю автоматов.

Теорема 7.1. Якщо гснуе гомоморф1зм у автомата А , = (X, У, IIх, 8,, А,) на 

автомат А, = (X, У, II,, 8,, А,), то автомата Ах 1 Аг невщр1знюваш.
Доведения. Для доведения теореми достатньо показати, що для 

будь-якого стану ае (У, стани а та у(а) невщр1знюваш М1ж собою. То- 
Д1 внаслщок сюр’ективност! вщображення у для кожного стану а'е 172 

1снуе принаймш один стан аеу~'(а') автомата А1 такий, що стани 

а = у(а) й а невщр1знюваш. Отже, автомата А{ 1 А2 будуть невщр1з- 

нюваш.
Нев1др1знюван1сть сташв а та у(а) доведемо методом математично! 

шдукцп за довжиною вхщного слова р.

Позначимо через ф( 1 ф2 автомата! вщображення, яю !ндукують вщпо

вщно автомата Ах!а  1 /1,/у(а).
1. База 1ндукци. Якщо \р\ = 0, тобто р  = е, то з означения автоматного 

вщображення (7.3) маемо ф,(е) = ф2(е).

Якщо ж \р\ = 1, тобто р  = хеХ , то 31 сшввщношень (7.3) 1 (7.6) маемо 

ф,(х) = А,(а, х) = к2(у(а), х) = ф2(х). Кр1м того, у(8,(а, х)) = 

= 5,(у(а), х).

2. Крок шдукци. Припустимо, що для вах вхщних сл1в р  довжини к

виконуеться р1вшсть ф,(р) = ф2(р), а також р)) = 82(у(а), р). Тод1,
враховуючи припущення 1ндукщ1 та стввщношення (7.3), (7.2) 1 (7.6),

для довшьного слова рхеХ" (хеХ) довжини к + 1 маемо:
(7.3) (7.2) (7.6) (7.6)

Ф,(Р*) = <р,(р)\(а, рх) = ф20?)Х,(8,(а, р), х) = ф2(р)А,2(т(81(а, р%  х) =
(7.2) (7.3)

= %(р)\Щу(а), р), х) = ф2(р)Х2(т(а), рх) = <$2(рх)

(для к р ащ ог о  розум 1ння п е рет в орен ь  М1Ж к ож  ним  и д в ом а  в и р а зам и  н ап и 

с а н о  н ом ер  в щ п ов щ н ог о  с т в в щ н о ш е н н я ) .

Припущення щдукци було використано на другому та четвертому 

кроках перетворень. Теорему доведено.

Неважко переконатись у справедливосп таких тверджень, шо випли- 

вають 13 доведено! теореми.

Насллдок 7.1.1. Якщо автомати А1 1 А2 Мзоморфш (у нашш термшо- 

логп —  просто 130М0рфш), то автомати А ] 1А2 невщр!знюваш.

Наапдок 7.1.2. Якщо для автомата А] кнують гомоморф!зми на авто

мати А та А3, то автомати А 1 А} невщр!знюваш.

7.3. Задач/ г вправи

1. Довести, що вщношення невщр1знюваносп е вщношенням екв1ва- 
лентносп.

2. Довести, що 13оморфш автомати невщр1знюваш.

3. Побудувати приклад невщр1знюваних автомапв, як1 не 1зоморфш.

4. Довести наслщок 7.1.2.

7.4. ММмадьний (зведений) автомат
Як 1 для алгебр, у кожному клаа екв1валентних М1Ж собою об’екпв 

означають стандартних представниюв —  так зваш канонгчш, або нор- 

мальн1, форми. Зведенням до каношчно! форми можна перев1рити (або 

встановити) екв1валентшсть або неекв1валентшсть певних об’екпв дано! 

множини. У теорп автомапв такою каношчною формою е так званий М1- 
шмальний автомат.

Для множини (класу) К вах невщр!знюваних м1ж собою скшчен- 

них автомат1в мШмалъним, або зведеним, автоматом називають та

кий, що належить цш множиш й у а  р^зш стани якого попарно нееквЬ- 

валентш.

Теорема 7.2. У множит К вах невщр1знюваних М1Ж собою сюнчен- 

НИХ аВТОМаТ1В 1СНуе ОДИН 1 3 ТОЧШСТЮ ДО 130М0рф13Му тшьки 

один мш1мальний автомат 2. Для кожного автомата Ае К 1сн у е  гомомор- 

ф1зм у на автомат 2. Автомат 2  мае найменшу можливу кшьюсть сташв 

серед уск автомат1в класу К.

Доведения. Нехай А = (X, У, 17, 8, А,) —  довшьний автомат з класу К. 

Роз1б’емо множину сташв 17 автомата А на класи екв!валентност1 за вщ

ношенням невщр13нюваност1 Н. Позначимо одержану фактор-множину 

II/Н через 0.



Якщо стани а,, а2е II належать одному класу екшвалентносп Ье <2, то 

для довшьного входного сигналу хеХ  стани 8Ц , х) I Ь(аг, х) також 

мктитимуться в одному класг екв1валентност1 Ь'е О. Справд1, якщо при

пу стити, що а. = 5(0,, х) \ а = 8(д2, х) неекв1валентш, то кнуе таке слово 

реХ\ що ф'/р) Ф ф^'О). Тод! з ф\{хр) = Х(ар х )^ (р )  1 ф2л{хр) = 

= Ц а2, х)(р'(р) (див. (7.4)) одержимо ф\(хр) Ф ф;{хр), що суперечить при- 

пущенню про невщр1знювашсть сташв а, 1 аг

Кр1м того, з означення вщношення невщр1знюваност1 випливае, що 

для нев1др1знюваних сташв а{, а2е V з класу Ье(3 та довшьного вхщно

го сигналу х еХ  виконуеться Х(ау х) = Х(а2, х) = у'е У.

Усе сказане дае змогу побудувати автомат 2  = (X , У, 2, 8', X'), 

означивши його функцй' переходов 1 виход1в такими сшввщношеннями: 

для класу (стану) Ье та довшьного вхщного сигналу хеА"

5'(Ь,х) = Ь' 1 Х'(Ь,х)=у', (7.7)

де Ъ’ = [8(о, х)]„ —  клас невщр1знюваност1, якому належать стани 8(а, х), 

а у' = Х{а, х) для вах аеЬ. Пор1внюючи принципи побудови автомата 2 

31 схемою побудови фактор-алгебри (див. розд. 2.4), автомат 2  доречно 

було б назвати “фактор-автоматом” автомата А за вщношенням невщр1з- 

нюваносп Н.

Позначимо через у каношчне вщображення множини сташв II на 

фактор-множину () = ШН, тобто вщображення, яке кожному стану ае  V 

ставить у вщповщшсть клас екв1валентност1 Ье який мктить а. Тод1 
сшввщношення (7.7) можна переписати у вигляд1 8'(у(д), х) = = у(8(а, х))

1 Х'(у(а), х) = Х(а, х), ае II, хеХ.

Отже, у — шуканий гомоморф1зм автомата А на автомат 2. За 

теоремою 7.1 автомата А I 2  невщр1знюваш, тому 2е К. При цьому кож- 

ний стан а автомата А невщргзнюваний вщ стану у (а) = Ь 

такого, що а е Ы  Ь мктить ус1 стани автомата А, невщрхзнюваш 31 ста

ном а.

3 останнього зауваження випливае, зокрема, що вс1 стани автомата 2 

попарно неекв1валентш. 1накше, якщо припустити, що кнуе пара р1зних 

сташв Ь 1 Ь' автомата 2, невщр1знюваних М1Ж собою, то, 

вважаючи, що Ь\Ь' Ф 0 , розглянемо стан аеЬ\Ь'. Тод1 з того, що стан а 

нев1др1знюваний вщ стану Ь 1 з невщр13нюваност1 сташв Ь \ Ь' одержи

мо, що стан а еквталентний ус1м станам, яю входять у Ь', однак не мк

титься в Ь'. Це суперечить принципу побудови множини 0  станш авто

мата 2. Отже, автомат 2  —  мш!мальний.

Доведемо, що автомат 2  мае найменшу можливу юльюсть сташв 

серед ус1х автомапв класу К. Припустимо, що у множит К кнуе ав

томат IV з меншою юльюстю сташв. 1з того, що автомата 2 { IV нале

жать класу К, випливае, що вони екв1валентш (невщр1знюваш) М1Ж 

собою. За означениям невщр13нюваност1 для кожного стану автомата

2 кнуе екв1валевтний йому стан автомата IV. Оскшьки кшьккть ста

шв автомата IV менша, то остання вщповщшсть неш’ективна, 

й кнують принаймш два стани Ь 1 Ь' автомата 2, яким вщповщае 

один 1 той самий екв1валентний 1м стан автомата IV. Тод1 внаслщок 

транзитивност! стани Ь 1 Ь' екв1валентш, що суперечить м1шмальнос- 

Т1 автомата 2.

Нарешп, нехай 2' —  шший мшмальний автомат у клаа К. Автомата

2  \ 2’ екв1валентн1 (невщр1знюваш), 1 кшьккть сташв автомата 2! дор1в- 

нюе юлькосп сташв автомата 2. Справд1, якщо припустити, що юльюсть 

сташв одного з цих автомата менша, то, повторюючи наведеш вище м1р- 

кування, одержимо суперечшсть з умовою мш1мальност1 шшого автома

та. Невщр1знювашсть автомата 2  \ 2', а також р1внопотужшсть множин

2  та 0! Тх стан!в дае змогу побудувати взаемно однозначну вщповщшсть 

Г) м1ж ^  та 0' таку, що пари (Ь, Ь')е г| складаються з невщр1знюваних м1ж 

собою сташв Ье <2 та Ь'е Неважко переконатися, що для 1] виконують

ся спшвщношення (7.6), тому Г| —  130морф13м для автомата 2 \ 2'. Теоре

му доведено.

Доведена теорема подае лише шформашю про структуру й основну 

щею (принцип) побудови м1шмального автомата, однак не мктить мето

ду (алгоритму) його побудови. Для того щоб, виходячи з якогось задано- 

го сюнченного автомата А, побудувати еквшалентний йому мш1мальний 

автомат 2, потр1бно мати конструктивну процедуру, за допомогою якоТ 

можна знайти класи екв1валентних (невщр1знюваних) сташв автомата А. 

Ця процедура не випливае безпосередньо з означення вщношення нешд- 

рпшованост!, бо для пщтвердження невщр1знюваност1 стан1в а. 1 а авто

мата А потребно встановити р1вн1сть в1дображень ф̂  1 фл', область визна

чення X  яких несюнченна (зл1ченна).

Наступний роздш присвячено одному з методов побудови мш1- 
мального автомата, що мае назву методу мш1м1зацй ск1нченних авто- 

мат!в.



7.4. Задач! / вправи

1. Довести, що для б1екцн Г] з доведения теореми 7.2 виконуються умови

(7.6).

2. Довести, що мнпмальш автомати з того самого класу К невцфгзнюваних 

автомапв воморфш М1Ж собою.

3. Довести справедливють твердження, оберненого до одного з тверджень тео

реми 7.2: якщо автомат А з класу К вс1х невщр1знюваних м1ж собою сюнченних ав

томат мае найменшу можливу кшьюсть статв серед уих автомалв класу К, то А

— мМмальний автомат.

7.5. Алгоритм м1шм1зацн скшченних автоматов

В основ1 розглядуваного нижче алгоритму мш1м1зацн скшченного ав

томата лежить теорема 7.2. Сутшсть алгоритму полягае в послщовнШ 

процедур! побудови клаав екв1валентних (нев!др1знюваних) сташв для 

множини стан 1 в заданого автомата А = (X , У, II, 5, А).

Назвемо стани а., ае. II автомата А к-пев1()ргтюваиими. якщо 

ф ’л(р) = ф^'(р) для ВСIX ВХ1ДНИХ СЛ1В р  ДОВЖИНИ к, тобто ДЛЯ ВС1Х р е Х к. Поз

начимо вщношення Л-невщр!знюваност1 через Нк, к = 1, 2, ... .

Безпосередньо з наведеного означення випливають там твердження.

Лема 7.1. Якщо стани а., а е II  А-невщр13нюваш, (д., а)е Нк, то а. 

1 а /-невщр!знюваш, (а., а )е  Нп для / < к.

Лама 7.2. Стани а., а е  I! автомата А невщр1знюваш тод1 й тшьки то- 

Д1, коли вони Л-невщр13нюваш для будь-якого к - 1,2.......

Лема 7.3. Вщношення А-невщр1знюваност1 Нк рефлексивне, симет

ричне та транзитивне, тобто е вщношенням етвалентност! на множиш 

стан!в V автомата А.

Позначимо фактор-множину ШНк через 2 к, а класи екв1валентнос- 

Т1 (класи Л-нев!др1знюваност1) множини ()к —- через С/'0. Як шдекс 

класу оберемо шдекс будь-якого стану а. € II, що мктиться в клас1 

С"°. Для однозначност! можна брати найменший з ус1х таких ш- 

декав.

1з леми 7.1 випливае, що

С/*>с С /0 для / < к й у ск  / < \1У |. (7.8)

Доведемо важливу властивють вщношення Л-невщр!знюваност1.

Лема 7.4. /-невщр1знюваш стани а. 1 а автомата А будуть 

(/ + 1)-неВЩр13НЮВаНИМИ ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли для довшьного вхщного 

сигналу хеХ  стани а, = 8(а., х) 1 = 8(а., х) /-невщр!знюваш.

Доведения. Справд1, припуспмо, що стани а. I а (/ + 1)-невщр!знюва- 

н!, однак для якогось х 'еХ  зазначеш стани я 1 не е /-невщр!знювани- 

ми. 3 останнього припущення випливае, що кнуе таке вхщне слово 

р е Х 1, що ф^'(р) Ф Фр(р). Тод1 31 сшввщношення (7.4) маемо 

Фр ’р) = Ч а :, х')ц^(р) \ фр ' р )  = Ц а/г х')ц>^(р). Отже, фр ' р )  Ф фр ' р )  для 

х 'реХ /+|, що суперечить припущенню про (/ + 1 )-нев1др!знювашсть ста

шв а 1 а.1 ^
Навпаки, нехай для /-невщмзнюваних сташв а. 1 а. та довшьного хеХ  

стани а, = 8(а/, х) [ ап - 8(а , х) /-невщр!знюваш. Тод1 за лемою 7.1 вони 

1-невщр13нюваш, тобто для будь-якого хеХ  фл'(х) = ф'(х), або 

Х(а., х) = АЦ, х). Отже, для довшьного вхщного слова реХ  1 будь-якого 

хеХ  маемо ф̂(дгр) = Ца,, х)<р^(р) = Х(а/г х)у^(р) - ф](хр), хреХ1+', що й 
доводить (/ + 1)-невщр1знювашсть сташв а. 1 а .

31 сшввщношень (7.8) випливае, що класи А-невщр!знюваносп е пщкла- 

сами (пщмножинами) клас1в /-невщр!знюваност1 для К  к. 1накше кажучи, 

розбиття множини V на класи (/ + 1)-невщр!знюваносп е пщрозбиттям V 

на класи /-невщр1знюваност1. Оскшьки множина сташв V автомата А скш- 

ченна, а значить, 1 множина ГГ розбитг1в сшнченна, то обов’язково юнуе та

ке число к, що виконуватиметься р1вшсть С/*+ '* = С/*’ для вс1х /, тобто 

дк = 2 к+1,чш11/Нк=11/Нк+].

Теорема 7.3. Якщо для якогось к ^ к = (або IIIНк - ШНк + ) ,  то 

^ к- ^  (або ШНк = ШН), тобто вщповщн! класи А-нев1др1зшованост1 е 
шуканими класами невщр!знюваност1 для множини стан1в V заданого 

автомата А.

Доведения. 3 умови б* = , ! леми 7.4 можна дШти висновку, що

будь-як1 стани а. 1 а. з одного класу />невщр!знюваност! е 

(к + 1)-невщр1знюваними, тому для довшьного хеХ  стани а^ = 8(я , л-)

1 а = 8(а , х) також належатимуть одному класу Л-невщр13нюваност1. 

Водночас за умовою теореми стани а, 1 належать одному класу 

(к + 1)-невщр1знюваност1. Тод! з (к + 1)-невщр!знюваност1 пар ста

шв (а, а/)е Н к + ] 1 (о( , а^)еН к + 1 1 леми 7.4 випливае, що стани а1 1 
а/ (к + 2)-невщр13нюваш. Отже, ^  = 0 к + г

ПОБТОрЮЮЧИ Ц1 М1рКуВаННЯ, ОДерЖИМО, ЩО <2к = ^ | ДЛЯ ВС1Х / > к, тоб

то з умови = 2* +, випливае, що будь-як1 Л-нев!др!знюван1 стани а. й а



будуть /-невщргзнюваними для 1> к. 3 леми 7.1 одержимо /-нев1др1зню- 

ванкть цих сташв для ВС1Х I < к. Отже, стани а. 1 а. 

/-невщр1знюваш для будь-якого /= 1 ,2 ,  3, ..., 1 за лемою 7.2 вони невщ- 

р 1знюван1 (еквшалентш). Теорему доведено.

Пщсумовуючи все вищесказане, можна сформулювати такий 

щдуктивний алгоритм знаходження класш еквшалентност! на множит 

сташв II заданою оконченного автомата А = (X, У, II, 8, X) за вщношенням 

невщр]знюваност1 Н , на якому грунтуеться загальний алгоритм побудови 

мшмального автомата 2, екв1валентного автомату А.

Алгоритм знаходження класгв екв1валентност! 

на м ножит V

1. Стани а., а.е II вщнесемо до одного класу 1-нев1др1знюваност1 С/0 

Т0Д1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли Х(а., х) = А.(а, х) для будь-якого хеХ .

2. Стани а. \ а  з одного класу /-невщр1знюваност1 С ‘° (/ > 1) вщнесе- 

мо до одного класу (/ + 1)-невщр1знюваност1 С*'+11 тодг й тшьки тод1, ко

ли для будь-якого х е Х  стани а. = 8{а., х) 1 а = 8(а., х) належать 

тому самому класу /-невщр13нтованост! С®.

У  раз! ж кнування такого сигналу х, що стани 8Ц , х') 1 8(а., х') нале

жать р1зним класам /-нев1др|'знюваност1, стани а. й а вщносимо до р1з- 

них клас1в (/ + 1)-нев1др1знюваност1 С (/+ 0 1 С (/+ ]\ При цьому класи С (/+11

1 С " + 0 е пщкласами (пщмножинами) класу С®. Будемо говорити, що за 

допомогою вхщного сигналу х' клас /-нев1др!знюваност1 С (/) розщеплю- 

еться на класи (/ + 1)-невщр1знюваносп С.</+ 0 1 С (/+1(.

3. Якщо для якогось к жоден 13 клас1в /:-нев1др13нюваност1 не роз- 

щеплюеться на пщкласи, тобто для в с 1Х / С.(*) = С (* + |), або ()к = <2к + 1, 

то алгоритм завершуе свою роботу, й одержане розбиття &к е шука- 

ним розбиттям 0  множини II на класи екв1валентних (нев1др1знюва- 

них) сташв.

В шшому раз1 0 к,,) повторимо крок 2 для розбиття (24 +,. Одер

жавши множину б  клаЫв екв1валентност1 сташв автомата А, будуемо 

функщю переходов 8' 1 функцш виход1в X' м1н1мального автомата

2  = (X, V, б , 8', X') за формулами (7.7). Задачу мш1м1зацп автомата А 

розв’язано.

Приклад 7.5. Розглянемо процедуру мш1м1зацГГ автомата А, табли- 

щ переход1в 1 виход1в якого подано на рис. 7.6.

За таблицею функцй' виход1в X одержимо розбиття <2{ на класи 

I -нев!др1знюван0ст1, об ’еднуючи у класи екв1валентност1 стани, стов-

пчики значень для яких у цш таблиш збиаються: 2, = {С*0, С,01}, де 

С,10 = {ах, а6}, С2(П = {а2, ар а4, ар я7}. Вщтак будуемо допом!жну табли- 

цю для розбиття ^  замшюючи в таблищ переходов автомата А стани на 

вщповщш класи 1-неводрознюваносто (рис. 7.7).

5 а 2 а, аА а.Э аи а ,

а1 а 1 а„ а, °4 " ,

а, а5 а, °7
а, " ,

а1 а4 а, а1 а. " .

X " 1 а , " , "4 °5 "о "7

х , * У1 > 1

Х2 ^2 Уг >2

Х \ ^2 У, > 2

Рис. 7.6
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Х2
/̂ (|>

1 1 Сг,п /-ЧП
2 С2(П ^ 2 С‘»

Х,
С0) С2(" /̂ (1)

2
Г*(1)
2 2 С ‘‘> С2"'

Рис. 7.7

За допомогою одержано'! таблиц! знайдемо класи 2-неводрознюваност! 

множини II. Сигнал х розщеплюе клас 1-неводрознюваносто С2(|) на два 

класи 2-невщрознюваносто С2(2) = {а2, а4, аь, ап] 1 С3(2) = {а3}. Клас С,(2) не 

розщеплюеться, оскшьки обидва стовпчики для сташв д[ 1 а( збогаються, 

тобто С(2) = С,0’. Отже, (?2 = {С®, С2(2), С3(2)}. Аналопчно будуемо табли- 

цю для розбиття ()2 (рис. 7.8).

Нарешто, при побудово розбиття <9, за допомогою останньо'о таблиц! 

виникае ситуацоя, коли жоден оз класов 2-неводрознюваносто не розщеп

люеться на пщкласи (для всох станов з одного класу С (2) всо стовпчики в 

таблиц зб!гаються, / = 1, 2, 3). Отже, (3, = б 2> Т0МУ шукане розбиття ^  

множини сташв V на класи невщргзнюваност! мае вигляд



д  = {{а,, ай}, Ц ,  а4, а,, а,}, {а,}}. Позначимо одержат класи невщр1з- 

нюваносп через 6, = {а,, а6}, 62 = {а2, а4, а5, а7}, 63 = {а3} та побудуемо 

таблищ функцй переход1в 8/ 1 функщ! виход1в X' шуканого мйпмального 

автомата 2  = (X , У, 8', X') за допомогою таблиць автомата А та формул

(7.7) (рис. 7.9).

С(2> с (2) с,12'
6*-’

а^ а2 а. О, а>

X]
С<2) я су2' С,121 С,121 С,12'

X, /̂ <2)
'-1

/~(2)
1 сг(2> С2'2' с т 2)

2 С‘2>

С,121 с ф с а> ,-12>
'-г

пф
1 сг(2> с т

Рис. 7.8

6' 6, ь, Г К Ьг Ь,
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х. Ьг Х2 У 2 У2 Уг

X, А, Х> Уг у> У,

Рис. 7.9

Можна розбити множини сташв I I заданого автомата А на класи не- 

в1др1знюваност1 також за допомогою спещально! таблищ. Пропонова- 

ний метод —  це шша форма запису основного алгоритму. О пишемо цей 

метод, шюструючи його застосування для автомата А з останнього прик

ладу.
Побудуемо трикутну таблицю, рядки яко! вщповщають станам 

аг а}, .... а , а стовпчики —  станам а ,, а , , ..., а . ,. Юйтинкам таблищ вщ

повщають невпорядковаш пари сташв {а., а.}, / >./ (рис. 7.10).

Заповнимо щ юптинки за таким правилом. Якщо для сташв а. 1 а. 1с- 
нуе такий вхщний сигнал хеХ, що Х(а., х) Ф Х(а., х), то вщповщну клггин- 

ку перекреслимо хрестиком. Таким чином ми позначаемо пари сташв, 

як1 не е 1-невщр1знюваними й потрапляють у р1зш класи

1 -невщр1зтованост1.
Для автомата А потр1бно, наприклад, перекреслити юптинки {а2, а,}, 

{а,, а,}, {а4, а,} тощо. Для пар сташв {а., я.}, яю е 1-невщр1знюваними, у 

вщповщну юптинку таблищ запишемо вс! пари сташв {а , а. }, в яю пе-

реходить автомат А 31 стан1в а. 1 а шд д!ею кожного хеХ: а. = 8(а, х),

а. = 8(а;, х) 1 таю, що », {а, а ) *  {ау а } .

Одержимо таблицю, що вщповщае етапу побудови розбиття та 

частково мютить також шформацио, яку раньше можна було одержати з 
таблищ розбиття (рис. 7.7).

Вщтак в одержанш таблищ потр1бно закреслити юптинки, яю мю- 
тять пари, що в1дповщають закресленим рашше юптинкам.

У таблищ на рис. 7.10 слщ закреслити юптинки для пар сташв 

{а}, а2}, {а4, а}}, Ц , о,}, {а7, о3}, бо вони мктять пару {аь, а}). Пюля цьо
го таблиця набирае вигляду, поданого на рис. 7.11.

Остання таблиця вщповщае етапу побудови розбиття (?2 на класи 2- 
нев1др1знюваност1, а також таблищ розбиття Ог

В одержашй таблищ знову закреслимо вс1 Т1 юптинки, яю мктять па

ри сташв, що вщповщають закресленим юптинкам. Д1станемо таблицю 

розбиття 03 1 т. д. Процес завершиться тод1, коли утвориться таблиця, в 
яюй не можна закреслити жодно! юптинки.

У розглянутому приклад1 таку властивють мае таблиця на рис. 7.11. 

Ус1 незакреслеш юптинки пщсумково! таблищ вщповщають парам не- 
в!др1знюваних сташв.



Для автомата А маемо таю пари невщр1знюваних сташв: {«6, а,}, 

{ а 4, а ,} ,  { а „  а 2} , { а 7, а2}, {а5, аА), { а 7, а 4}, { а 7, а 5}. Враховуючи, що вщно

шення нев1др13нюваност1 транзитивне, одержимо класи нев1др1знюва- 

ност1 {я,, а6}, {а2, аА, аь, а,}. Кожен стан, що не ввшшов у жоден 13 побу- 

дованих клаав невщр1знюваност1, не мае екв1валентних серед сташв 

розглянутого автомата й утворюе одноелементний клас невщр1знюва- 

ност1. Додаючи щ  класи, одержимо шукане розбиття 0-

Остаточно для автомата А маемо 0  = {{«,. я6}> {а2, а4, а5, а7}, {а3}}.

Рис. 7.11

Реал1зуючи описану процедуру послщовного закреслення клшшок 

таблищ, не обов’язково на кожному крош перерисовувати одержану таб- 

лицю, а можна виконати черговий етап безпосередньо для клшшок ви- 

хщно1 таблиш.

7.5. Задач/ / вправи

1. Довести леми 7.1-7.3.

2. Довести, що коли в автомап А = (X, У, V, 8, X) для фактор-множин за 

вщношенням &-нев1др1знюваноеп виконуеться нер1вшсть * (>к + ,, то

\Як\*к+ 1.

3. Довести, що стани а, 1 а. автомата А = (X, У, II, 8, X) в1др1знюваш ТОД1 й 

тшьки тод1, коли 1снуе слово реХ" довжини не бШЬШв \Ц\ - 1, для якого 

ф »  * ЧИР)-

4. Довести, що для довшьного автомата А = (X, У, II, 5, А) мае м1сце р1вшсть

0 ,-1  = 0> де * = \Ь].

5. Довести, що стани а. I а автомата А = (X, У, II, 5, к) нев1др1знюваш тод1 й 

тшьки тод1, коли вони А-невщр13нюван1 для к=\Ц\- 1.

6. Для довшьного натурального п побудувати автомат з п станами, у якому ю- 

нуе пара сташв а та Ь таких, що вони (я-2)-невщр13нюваш, однак не е (я-1)-не- 

вщр1знюваними.

7. Довести, що стани а 1 а автомата А = (X, У, II, 5, X) нев1др1знюваш то;и й 

тшьки тод1, коли стани ап = 8(а, и') 1 а 1 = 8(а, и>) невщр^знюваш для будь-якого 

мг е Х ‘.

8. Формально обгрунтувати описаний алгоритм знаходження к л ас I в невщр13- 

шованосп на множшп сташв заданого сюнченного автомата за допомогою три- 

кутно! таблищ.

9. За допомогою обох описаних у роздш метод! в знайти мшмальний автомат

2 для сюнченного автомата А, заданого сумщеною таблицею переход!в/виход1в. 
Для зручност1 в таблицях зам1сть стану я пишемо тшьки його шдекс /, а замють 

вихщного сигналу у. — 1ндексу.

(а) (б)

ЫХ 1 2 3 4 5 6 7

х , 2/1 3/1 6/1 3/1 3/1 4/1 3/1

Х2 1/2 5/2 3/2 7/2 4/2 6/2 2/2

х, 7/2 4/1 3/1 2/1 5/1 5/2 4/1

5/Х 1 2 3 4 5 6 7

х, 7/2 6/2 7/2 7/2 6/2 6/2 6/1

Х2 1/2 1/1 4/2 3/2 4/1 1/2 4/1

Х, 5/1 3/2 2/1 2/1 1/2 6/1 6/2

10. Перев1рити нев1др1знювашсть двох заданих сум1щеними таблицями пере- 

ход1в/виход1в скшченних автомат А{ \ А2.

(а )А,:

8,/Х, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3/1 3/2 3/2 5/2 3/1 1/2 8/2 3/1 3/2

6/1 7/1 7/2 6/2 7/1 6/2 7/2 4/1 4/1

Х> 3/2 6/2 3/1 2/1 3/2 9/1 2/1 3/2 4/2

А -

« А 1 2 3 4 5 6 7

*| 7/2 6/2 7/2 7/2 6/2 6/2 6/1

1/2 1/1 4/2 3/2 4/1 1/2 4/1

5/1 3/2 2/1 2/1 1/2 6/1 6/2



(б) Л,:

5./Х, 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3/2 8/1 7/1 2/2 9/2 3/2 3/2 2/2 8/1

4/1 7/2 7/2 1/1 5/1 1/1 7/1 8/1 8/2

9/1 1/2 6/2 3/1 9/1 2/1 1/1 4/1 6/2

А2:

5Д , 1 2 3 4 5 6 7

4/2 7/2 4/2 2/1 4/2 4/2 3/1

1/1 2/1 6/1 5/2 6/1 3/1 2/2

Х3 7/1 1/1 1/1 1/2 1/1 1/1 1/2

Побудувати вщповщш гомоморфы! Й 130М0рфш вщображення.

7.6. Дв1 модел! скшченних автоматов: 
автомат М ш  та автомат Мура

Скшченний автомат називаеться автоматом Мура, якщо його фун

кщя виход1в X залежить тшьки вщ стану та не залежить вщ вхщного сиг

налу, тобто для будь-яких х', х "еХ  1 ае II виконуеться р1внють

Х(а, х') = Х^а, х,г).

Вилучивши ф1ктивну змшну, природно вважати функщю виход!в 

автомата Мура унарною функщею типу II -> У. Традицшно цю фун

кцто позначають ц та називають функцию вгдм/ток, оскшьки вона 

кожному стану а ставить у вщповщшсть вщмггку —  вихщний сигнал 

У = И(я).
Розглянута вище загальна модель сшнченного автомата називаеться 

автоматом МЫ. Обидв! модел! названо на честь американсысих мате- 

матиюв, як1 одними з перших почали Тх систематичш дослщження. Без

посередньо з означення випливае, що автомат Мура —  це окремий випа- 

док автомата Мш.

Способи задания автомат Мура е модифшащею вщповщних спосо- 

б1в задания автомата Мш.

Так, замють двох таблиць автомата Мш для задания автомата Мура 

використовують одну таблицю, яка називаеться в’гдм'шеною таблицею 
переходов. Це звичайна таблиця переход1в для функцп 8, 

у якШ додатково записано ще один рядок над рядком сташв ар а2, ..., а .

У цьому рядку над кожним 31 сташв а. записують вихщний сигнал — 

значения |1(а) функцп вщмггок для стану а..

У граф1 автомата Мура вихщний сигнал записують не на дугах, 

а бшя вершин. Вершину, що вщповщае стану а., позначають вихщним 

сигналом д(а).

Нарешп, матрищ переход1в автомата Мура утворюють так само, як 1 для 

автомата Мш, а замють системи матриць виход̂ в використовують одну 

лхл-матрицю IV; елемент и> /-го рядка тау-го стовпчика матрищ IV дор1внюе

1, якщо у. = |!(а), 1 доргвнюе 0 — в шшому раз1.

Автомат дорожнього руху О з прикладу 7.1 неважко перетворити в 

автомат Мура. Вщм1чену таблицю переходов, граф 1 матрицю виход1в ав

томата Б  подано на рис. 7.12.

Ц У , У г У , У  А У , У .4

8 а г а , ° 4 ° 5

а 1 а, а . а г

* 2 а 5 а 4 а г а ь

IV

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

Поняття розширеноТ функцп переход1в залишаеться для автомата 

Мура таким самим, як 1 для автомата Мш1. Дещо зм1нюеться друге 31 

сшввщношень (7.3) в означенш автоматного вщображення, набираючи 

вигляду

ф >А(рх) = Ф А(р) ц (8 (а ,, рх)). (7.9)



Потребують уточнения також поняття гомоморф1зму, 13омор- 

ф1зму та нев1др13нюваност1 (екв1валентност1) сташв для автомата 

Мура.

Так, в означенш (X, У, Ь^-гомоморФ^му 0зоморф1зму) для автома

пв Мура А , = (Х{, Г,, 1!х, 8,, р,) 1 Аг = (Х2, У2, Ц , 82, р,) другу умову 

13 (7.5) потр1бно замшити на умову у^р^а)) = р2(у3(а)), а другу умову 

13 (7.6) —  на р,(а) = р,(у(а)).

Стан ае  (У, автомата Мура А = (X, У, 8|; р,) 1 стан Ь.е II2 автомата 

Мура В = (X ., У, 11,, 8„ р2) називаються нев/др/знюваними, якщо для до

вшьного вхщного слова р&Х" виконуеться р1вшсть фА(р) = Ф,/(/>) та, кр1м 

того, р,(о() = р,(6у). Шсля цих уточнень поняття невщр1знюваносп (еквь 

валентносп) автоматов Мура та м1шмального автомата Мура формулю- 

ють так само, як 1 для автомапв Мш.

3 урахуванням наведених уточнень для автомапв Мура можна сфор- 

мулювати й довести теореми, аналопчш теоремам 7.1-7.3. Нескладно! 

модифжацп потребуе також алгоритм мш1м1зацй автоматов. А саме, пот- 

р1бно ввести поняття 0-невщр1знюваносп, вважаючи стани а. 1 а  автома

та Мура А О-невццмзнюваними, якщо р(а.) = р(а). Вщтак на першому 

крощ м1н1м1зацй' автомата Мура потр1бно розбити множину стан1в V ав

томата А на класи 0-невщр1знюваносп. Подалыш кроки алгоритму зали- 

шаються без змш.

Незважаючи на те, що автомат Мура е окремим випадком автомата 

Мш, можливосп цих двох моделей збцаються.

Теорема 7.4. Для довшьного автомата М ш  кнуе екв1валентний йому 

автомат Мура.

Доведения. Нехай задано автомат Мш А = (.X, У, II, 8, X), де 

X  = {х|; х2, ..., хт}, и  = {а,, а2, ..., а}. Означимо автомат Мура 

В = (X , У, IV, 8', р) так. Множиною сташв автомата В е IV = {(а, х ) | ае 

е и, х.еХ} и  V, тобто И/ = (У х 1 и (/ .

Позначимо стан (а., х.) множини И7через Ь.., а стан а; е (У с IV—  через

Ь.0. Функцйо переход1в 8' автомата В для стану Ь е IV та вхщного симво

лу х,е X  означимо так:

1) якщо у = 0, тобто Ью = а., то 8\ЬЮ, х,) = Ъа = (а., х,);

2) якщо у Ф 0, тобто Ь.. = (а., х ), то 8\Ь.., х ) = Ьк1 = (ак, х), де ак = 8(а., х.), 

тобто 8'((а., х ), х() = (8(а , х), х,).

Функцйо в1ДМ1ток р  для станш Ь.0 можна означити довшьно, а для 

решти сташв (/ Ф 0) р(6//) =  А(а , х).

Доведемо, що стан а. е II автомата М ш А та стан Ь.0е IV автомата Му

ра В нев1др1знюван1, тобто для довшьного вхщного слова р е Х ' викону

еться Р1ВШСТБ ц\(р) = ф',°(р).
Доведения проведемо методом математичноУ шдукци за довжиною 

слова р.

1. База шдукци. Якщо \р\ = 0, тобто р  = е, то ф^(е) = ф'"(е) = е.

Якщо ж \р\ = 1, тобто р  = х ^Х , то ср'(х;) = Х(а., х), а фДх,) =

= и(8'(*;о>х)) = № ,)  = ^ а,’ х)-
Кр1м того, для довшьного хке Х

8'(Ь.0, х Л ) = 8'(8'(Ь.0, х,), хк) = 8'(Ь1Г хк) = 8'((«, х ,), хк) = (8(а., х ,), хк)

та р (8 '(6 ,0, х Л )) =  Х (8 (а /, х), хк).

2. Крок 1НДуКЦ11. ПрИПуСТ1МО, ЩО ДЛЯ ВС1Х ВХ1ДНИХ СЛ1В р  д ов ж и н и  п > 1 

в и к он у ет ь ся  р 1в н 1сть  ф ’А(р) = ф ‘°(р), а  т ак ож  що р ( 8 ' ( 6 ю, рх,)) = 

=Щ (а,, р), X,).

Тод1 для довшьного слова р х ^ Х ” + 1 довжини «+ 1  маемо ф ‘А(рх) = 

= ф;(/5)А(8(а,, р), х,) = ф;°(р)р(8,(6,0> рх)) = ф"(рх,).

Теорему доведено.

Тут варто зазначити, що невщр1знювашсть автомапв А \ В, про яку 

йдеться в доведенш теорем!, е “одноб1чною”. Для кожного стану автома

та М ш  А 1снуе екв1валентний йому стан автомата Мура В, однак оберне

не твердження не виконуеться.

Радимо побудувати автомат Мура, екв1валентний автомату М ш  пос- 

Л1Довного дв1Йкового суматора з прикладу 7.2 .

Отже, п ри  д0сл 1д ж еш п  м ож ливостей  автомат1в 1 р е а л 1зацй' алгорит- 

М1в 31 ск1н чен ною  п ам ’яттю  м о ж н а  к ори ст ув ат и ся  Т1ею чи  1н ш ою  модел- 

л ю  ск 1н ч ен н ог о  автом ата, о б и р а ю ч и  ту з н их , як а  з р у ч ш ш а  та  бш ь ш е  в щ 

п ов щ ае  р о з в ’я зу в ан ш  зад ач а

7.6. Задач! / вправи

1. Сформулювати детальш означення для автоматного вщображення, гомо- 

морф1зму й 13оморф|эму автомат1в 1 невщр13нюваност1 (екв1валентност1) стан]в 1 

автоматов для модел1 автомата Мура.

2. Сформулювати 1 довести для автомат1в Мура теореми, аналопчш теоремам 

7.1-7.3.

3. Сформулювати модифжацпо алгоритму м1н1м1зац11 автомата для модел! ав

томата Мура.

4. Перев1рити невщр1знювашсть двох заданих автоматов Мура А , 1 А г



(а) Л, Аг

И, 1 2 1 1 1 1 1 1 2 ^2 1 2 1 1 2 1 1

8, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 «2 1 2 3 4 5 6 7

3 3 3 1 3 5 8 3 3 7 6 7 7 6 6 6

6 4 7 7 4 7 6 б 4 *2 4 1 4 4 1 3 3

3 4 3 9 3 2 9 3 7 2 4 5 2 3 6 6

(б) А, А2

И, 1 1 1 1 1 1 2 2 1 1*2 1 2 2 1 2 2 1

5, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 §2 1 2 3 4 5 6 7

2 7 8 9 2 3 2 9 7 7 4 4 5 7 4 6

5 8 7 4 6 1 8 7 8 *2 1 3 5 3 2 6 2

3 6 5 9 3 2 5 1 6 4 1 1 1 1 1 1

Побудувати ВЩПОВЩШ ГОМОМОрфш Й 130М 0рфН1 вщображення.

5. Побудувати автомат Мура, еквшалентний заданому автомату Мш:

(а) (б)

б 1 2 3 1 2 3

*1 3 2 3 2 1 1

*2 1 1 2 *2 1 1 2

5 1 2 3 X 1 2 3

2 2 1 х , 1 2 1

Х2 1 3 1 *2 2 1 1

7.7. Основш пробдеми теорн автоматчв
Щодо зовн1шн1х умов функцюнування розр1эняють два ТИПИ ПОВеДШ- 

ки та два вщповщш типи скшчениих автомата.

Перший тип поведшки —  це розглянуте вище 1 вже знайоме нам пе

ретворення вхщних СЛ1В у вихщш, тобто реал1защя автоматних вщобра

жень. Автомата, що реал1зують зазначений тип поведшки, називають ав- 

томатами-перетворювачами.

Другий тип поведшки —  це розшзнання певних множин вхщних 

сл1в. Автомат-розтзнавач, або автомат-акцептор, для будь-якого

вхщного слова р  дае змогу визначити, належить це слово певшй мно

жит чи ш. У раз1 позитивно! вщповдо на поставлене питания 

кажуть, що слово р  розтзнаеться, або сприймаеться, автоматом, 

а не то вважають, що слово р  не розтзнаеться, або вщкидаеться.

Найпоширешшу модель пищального автомата-розтзнавача 

А = (X , У, II, 8, X) означають так. Множину сташв I I розбивають на дв! 

шдмножини Л/, 1 IIг Вважають, що слово р е Х ' розтзнаеться автоматом 

А, якщо 8(а,, р)е 0 {, в шшому раз1 (5(0 ,, р)е II2) слово р  В1дкидаеться. 

Аналопчно, розбивши на дв1 тдмножини множину вс!х вихщних сигна- 

лш У, можна означити умову розшзнавання вхщного слова залежно вщ 

того, якШ 13 цих пщмножин належить вихщний сигнал А(я,, р) (для авто

мата Мура —  д(5(я|, /?)))-

1снуе юлька можливостей 1нтерпретувати зазначеш типи автома- 

т1в. Наприклад, автомат-перетворювач можна розглядати як при- 

стр1Й, що перекодовуе (перекладае) слова з одшеТ мови в шшу, або як 

пристрш, що реал1зуе алгоритм розв’язання задач певного типу, пе- 

ретворюючи умови задач1 (вхщш слова) у записи вщповщних 

розв’языв (вихщш слова). Можна 1нтерпретувати автомат-перетво- 

рювач 1 як пристр1Й, що реал1зуе певиий зворотний зв’язок: автомат 

одержуе шформацио 13 зовн1шнього середовища у вигляд1 вх1дних 

СЛ1В 1 виробляе В1ДПОВ1ДН1 КеруваЛЬН! ПОСЛ1ДОВНОСТ1 у ВИГЛЯД1 ВИХ1Д- 

них сл1в тощо. Автомат-розп1знавач можна 1нтерпретувати як анал1- 
затор, що р0зп1знае (сприймае) певш синтаксичн1 конструкцп 

(формули, правильн! слова, речения, програми тощо).

Кожен 13 розглянутих тип1в повед1нки автомапв можна звести до 

шшого. Якщо вхщне слово р  = хпх12...х1к, то послщовшсть вщповщей 

автомата-розшзнавача на вхщш слова хпх/2, ..., хпх.г ..х.к утворюе 

вих1дне слово ^ — результат автоматного вщображення срА(р). 

3 1ншого боку, ус1 ВХ1ДН1 слова ре  X" автомата-перетворювача можна 

класифшувати залежно вщ останнього символу вихщного слова 

Ф » -
Однак попри зазначений ткний зв’язок цих тишв поведшки е 

проблеми, як1 легко 1 природно формулюються та розв’язуються для 

одного типу автомата й ктотно ускладнюються при Гх переформу- 

люванн! для 1ншого типу. Тому в теорп автомат1в зазначен1 типи роз- 

глядають окремо.

1н о д 1 в и д ш я ю т ь  о к р е м и й  в и п а д о к  п е р ш о го  т и п у  п о в е д ш к и , р е а л 1- 

зо в а и и й  т а к  зв а н и м и  автономными, а б о  породжувальними, а в то м а та м и .



Вхщний алфав1т автономного автомата складаеться тшьки з одного сиг

налу. Отже, поведшка автомата визначаеться тшьки тими вихщними сло

вами, як1 здатний породжувати автономний автомат.

Основними проблемами теори автомапв для кожного з тишв поведш- 

ки 1 тишв автомапв вважають проблеми анал1зу та синтезу.

Проблема анал/зу полягае в тому, щоб за заданим автоматом визна

чити його поведшку та дослщити певш и властивосп. Як правило, 

розв’язання проблеми анал1зу принципових трудноицв не викликае, 

оскшьки зазвичай разом 13 заданиям автомата наводять правила опису 

його поведшки.

У задач1 синтезу потр1бно, виходячи 13 заданих умов поведшки, по

будувати (синтезувати) автомат, що реал1зуе цю поведшку. Одна з пер

ших проблем, що виникае в ход1 розв’язання задач 1 синтезу, —  це дос- 

лщження питания, яю з умов поведшки взагал1 можна реал1зувати в ав

томатах, 1 зокрема в скшченних автоматах. Вщтак постае проблема 

побудови власне алгоритму синтезу.

7.8. Анализ I синтез автомат1в-перетворювач1в

Задачу анал1зу, тобто побудову автоматного вщображення ф4шпцаль- 

ного автомата-перетворювача А, можна розв’язати за допомогою форму

ли (7.3) для автомапв М ш  чи формули (7.9) для автомапв Мура.

Нагадаемо дв1 важлив! властивосп, ям задовольняе автоматне В1- 
дображення та яю названо вище (див. розд. 7.2) умовами автомат- 

ностг.

1) для будь-якого слова р  И = |ф»1;

2) якщо р  = Р\Р2 1 %(р) = Я&, Де \р,\ = |<7,|, то <?, = ф ^ ,) .

Умови кнування розв’язку та метод розв’язання задач1 синтезу для 

автомат1в-перетворювач1в дае така теорема.

Теорема 7.5. Щоб вщображення ф : X ' —> У' можна було реал1зувати 

деяким автоматом А, необхщно й достатньо, щоб воно задовольняло 

умови автоматност!.

Доведения. Нео6х(дшсть теореми випливае безпосередньо з означен

ия автоматного вщображення, йпцшованого автоматом А.

Д остатн  'ють. Нехай вщображення ф вхщних сл1в у вихщш задо

вольняе умови автоматносп. Розглянемо автомат А = (X, У, Х\ 8, X), 

множина сташв якого збцаеться з множиною вс1х сл1в у алфавт X.

Початковим станом автомата А вважатимемо порожне слово е. Функ

цш переход1в 5 означимо сшввщношенням 8(р, х) = рх, реХ "  1 хеХ . 

Значениям функцй' виход1в Х(р, х) вважатимемо вихщний сигнал у  

е У, що е останшм символом слова ф(рх). Неважко перекоиатися, що 

побудований автомат А шщное вщображення ф ,̂ яке зб1гаеться 13 за

даним вщображенням ф.

1з доведено! теореми випливае, що умови автоматносп р1вносильш 

можливосп реал1зацй вщображення ф: X" —> У* в якомусь автомап. Бу

демо називати вщображення ф типу X ’ —> У* автоматним  

воображениям, якщо воно задовольняе умови автоматносп.

Побудований у теорем17.5 автомат А, що реал1зуе задане автоматне В1- 
дображення ф, не е сюнченним, оскшьки множина X* його стан1в несмн- 

ченна. Навггь шсля застосування до нього процедури м1шм1зацй вщповщ- 

иий мпимальний автомат 2 може бути, взагал1 кажучи, несюнченним. Нас- 

тупна теорема дае додатков1 необхщш й достатш умови, ям мае 

задовольняти задане автоматне вщображення ф для того, щоб його можна 

було реал1зувати якимось сюнченним автоматом.

Нехай задано автоматне вщображення ф: X ’ —> У'. Для довшьного 

вхщного слова реХ*  означимо вщображення ф̂ : X" —> У', яке нази

вають залишковим вгдображенням для вщображення ф. Якщо 

р 'е Х ‘, р "  = рр ' 1 ф(р") = ф(р)д, то вважатимемо фр(р') = с/. 1накше ка

жучи, результат залишкового вщображення ф/; для довшьного входно

го слова р 'е Х ' можна одержати, утворивши слово р"=  р р ', визначив- 

ши вихщне слово ф(р") та вщкинувши в останньому початковий вщ- 

Р130К довжини \р\.

Позначимо через Ф множину вс1х залишкових вщображень для зада

ного автоматного вщображення ф. Будемо називати вагою автоматного 

вщображення ф потужшсть множини Ф.

Теорема 7.6. Автоматне вщображення ф: X ' —> У* можна реал1зувати 

деяким сюнченним автоматом А тод1 й тшьки тод1, коли воно мае сюн- 

ченну вагу.

Доведения. Нео6х1дшсть. Припуспмо, що вщображення ф = фя шщ1- 
юе сюнченний автомат А = (X, У, II, 8, X). Тод| для довшьного вхщного 

слова реХ* залишкове вщображення ф;; збнаеться з вщображенням ф', де 

а = 5(0!, р) (див. сп1ввщношення (7.4)). Отже, |Ф| < \И\\ р1вшсть мае 

мюце, коли автомат А зведений.

Достатнгсть. Залишков1 вщображення ф/;, р е Х '  для автоматного 

вщображення ф визначають на множиш вхщних сл1в X ' таке вщно-



шення Я: (р , р")е Я для р', р " е Х ’ тод1 й тшьки тод1, коли ф/;, = ф/Г. Вщ- 

ношення Я рефлексивне, симетричне 1 транзитивне, тому е екв1ва- 

лентшстю. Фактор-множина Х'/Я  р1вноиотужна множит Ф. Якщо 

автоматне вщображення ф мае сюнченну вагу, то фактор-множина 

Х '/Я  скшченна.

Позначимо, як 1 ранше, через [р\ клас вхщних сл1в з X *, яю екв!ва- 

лентш слову р. Залишков1 вщображення з множини Ф, породжеш вс1ма 

вхщними словами, що екв1валентн1 слову р е Х ’, позначимо фм, 

[р]б Х'/Я.

Розглянемо скшченний автомат А = (X , У, Ф, 8, X), множиною сташв 

якого е смнченна множина Ф = {фм | \р\&Х'/Я} залишкових вщображень 

для ф. Початковим станом автомата А е ф[с], де [е] —  клас аш , екв1вален- 

тних порожньому слову ееХ '. Означимо функцйо переход1в автомата А 

сшввщношенням 8(фи, х) = ф[;и]. Значениям функцй ВИХ0Д1В А(фм, х) вва

жатимемо ф|н(х), тобто останшй символ слова ф(/;.г).

Неважко переварите, що автомат А шщше задаие автоматне вщобра

ження ф. Теорему доведено.

На перший погляд може здатися, що умови автоматност1 досить жорс- 

тю та значно зменшують клас тих вщображень типу X" —> У', яю можна 

реал1зувати автоматами. Однак юнуе нескладний споаб, за допомогою 

якого довшьне вщображення ф типу X ’ —» К* можна перетворити у вщпо- 

вщне автоматне вщображення фж Цей способ носить назву стандартного 

способу вир/внювання довжин сп1в [7]. Вш грунтуеться на доповненш 

вхщного га вихщного алфавтв X 1 У спещальним символом а, вщмшним 

вщ у ах  символ1в цих алфавтв. Символ а  називають порожшм 

символом, х його появу на вход1 чи виход1 автомата штерпретують як 

вщсутнють будь-якого сигналу.

Припуст1мо, що задане вщображення ф слову р е Х ' ставить у вщпо

вщшсть вихщне слово с/е У’, при цьому |/?| = и 11</| = т. Позначимо через 

р 1 слово ра'" 1 через —  слово а"с/, де а* —  це слово а а . ..а  довжини к. 

Покладемо ф^(р,) = «у,.

Доозначимо вщображення ф4 на вс1х початкових вщр1зках слова р { 

такими сп1ввщношеннями:

Ф (̂ПА(Р,)) = Л*(фл(Р,)) = к = 0, 1, 2, ..., т  + п. (7.10)

Через гц(и') позначено початковий вщрхзок слова и> довжини к, 0 < к <  |н>|; 

вважатимемо, що Т|0(н’) = е.

Безпосередньо з правил побудови ф4 випливае, що вщображення ф ( 

задовольняе обидв1 умови автоматностх. Покажемо, що при застосуванш 

розглянутого способу побудови ф4 не виникае неоднозначное™, 1 ф/( —  

функцюнальиа вщповщшсть.

Неоднозначнють може вииикнути тод1, коли одне й те саме слово р  в 

алфавт X  и  {а} е початковим вщр1зком двох р1зних айв \ р 2 

в цьому самому алфавт, й при застосуванш доозначення за формулою 

(7.10) результати для р  можуть виявитися р1зними.

Розглянемо дв1 можлив1 сшуацй.

ПрипуСТ1М0, ЩО СЛОВО Р  МЮТИТЬ принаймн1 ОДИН СИМВОЛ а , ТОД1 

р  = р а 1, 1 < / < т . Це означае, що слово р 2 мае вигляд р а к, а з однознач

ное^ вихщного вщображення ф випливае, що р х = р 2.

Припуспмо тепер, що слово р  не м1стить жодно'Г лггери а . У  такому ра- 

31 \р I < \р\ 1 фА(р') = а г для ВС1Х СЛ1В, початковим ВЦЦНЗКОМ яких е р .

Значения запропонованого методу полягае в тому, що вш дае змогу 

для довшьного вщображення типу )С  —■> У* (словесного вщображення) 

побудувати вщповщне автоматне вщображення фл, тобто вщображення, 

яке можна реал1зувати якимось автоматом.

7.7. Задач/ / вправи

1. Побудувати (синтезувати) автомат-перетворювач, що функцюнуе в алфави

тах X = У = {0, 1} 1 реал1зуе таке автоматне вщображення ха ■■■

- х^ У цУц-У*
(а)Я1)=Я2) = 1,Х< + 2)=х(0;

(б) у к = 1, ЯКЩО ХаХ12...Х1к М1СТИТЬ / одиниць, у1к = 0, в шшому ра31.

(в) у = 1, якщо кшькють одиниць у слов1 хаха ... х1к кратна 3, у.к = 0, в 

шшому раз1;
(г) у(Ъ - 1) = х(21 - 1), у(Ъ) = х(2() Ф у(Ъ - 1);

(д) >>(1) = 1, у(! + 1) = х(1) © х(1 + 1);

(е) у(Ъ( - 2) = х(31 - 2) 0  1, у(31 - 1) = х(31 - 2), у(31) = х(31) д у(31 - 1), 

/ = 1,2,... .

2. Побудувати автомат-перетворювач, що функшонуе в алфавгеах 

Х= У = {0, 1} та 1нвертуе кожен четвертий символ вхщно1 послщовност!, тобто 

у(4к) = —а(4к) 1 у(1) = х(I) для 1Ф Ак, к= 1,2, ... .

3. Нехай А = (X, У, V, 8, X) —  скшченний автомат, \Ц\ = х [хеХ.

(а) довести, що вихщна послщовшсть 2, що вщповщае вхщнш 

послщовност! IV = ххх..., перюдична;



( б )  ошнити довжину передпер1оду послщовност1 г  через параметри авто

мата^;

(в) чому дор1внюе максимальна довжина перюду послщовносп г?

4. Довести, що для сшнченного автомата-перетворювача А = (X, У, II, 5, А), на 

вхщ якого подано перюдичну послщовшсть вхщних символ ш \1'= ххх ...,хеХ , су

ма довжин перюду та передперюду вщповщно! послщовносп вихщних символ1в 
не перевищуе вагу автоматного вщображення срг

5. Довести, що сюнченний автомат-перетворювач перетворюе перюдичш

П0СЛ1Д0ВН0СТ1 ВХЩНИХ СИМВОЛ1В у ПерЮДИЧШ ПОСЛ1ДОВНОСТ1 вихщних сим- 

ВОЛ1В.

6. Нехай А = (X, У, 11, 5 ,1~) — сюнченний автомат-перетворювач, на вхщ яко

го подано перюдичну послщовшсть вхщних СИМВОЛ1В ' . . .  з перюдом у/ 
довжини к та передперюдом V довжини ё, м>, уеХ '. Довести, що перюд вщповщ

но! вихщно! послщовносп ц не перевищуерк, дер — вага автоматного вщобра

ження ф/Г Оцшити довжину передперюду послщовносп д.

7.9. Зображення пом’й в автоматах
Наступт роздши присвячено проблемам аншпзу та синтезу для 

автомат1в-розшзнавач1в. При досшдженш автомат1в-розшзнавач1в 
зручно користуватись автоматами Мура. Можна вважати, що стани 

автомата-розшзнавача Мура А в1дм1чено двома вихщними сигналами

0 1 1 , як1 розбивають множину сташв V автомата А на два класи —  V

1 Иг Зафксуемо один 13 цих клас1в, позначимо його через Р  1 будемо 

називати стани з класу Р  заключними, або финальными станами 

автомата А. Оскшьки для автомат1в-розшзнавач1в нас цшавитиме для 

кожного вх1дного слова лише значения розширено! функцп переход1в 
на цьому слов1, то доцшьно розглянути ще одну модель автомата, яку 

називають автоматом без виход!в.

Автомат без выхоЫв А = (X, II, 8, а,, Р) означають так. Перил три 

об’екти X, I I 1 8 мають той самий смисл, що й ранние: а,е I I —  початко

вий стан, Р —  множина заключних сташв автомата А, Р  с  II. У найближ- 

чих роздшах будемо розглядати без додаткових застережень шщальш 

скшчент автомата без виход1в.
Множину Р сл1в у вхщному алфавт X, тобто Р с. X ' , будемо називати 

подкю в алфавт X. Цей термш став традицшним у теорп автомата, хо- 

ча вш не мктить шчого принципово нового: можна було б користувати- 

ся просто термшом “множина СЛ1В в алфавт X ’. 1нший термш для цьо

го поняття —  мова.

Под1я Р зображувана в автомат/ А = (X, V, 8, о,, Г) (або автомат А 

зображуе подио Р), якщо 8(а,, м>)е Р  тод1 й тшьки тод1, коли и- е Р. Кож

ному автомату А = (X, II, 8, а,, Г) вщповщае зображувана в ньому под1я 

Р. Й зручно прошюструвати за допомогою графа автомата А: под1я Р 

складаеться з ус1х вхщних сл1в, вщповщш шляхи яких у граф1 автомата 

А ведуть з вершини а, у вершини з множини Р.

Под1я Р називаеться зображуваною (в автомат!), якщо кнуе автомат 

А, який и зображуе. 1нпп термши для цього поняття: множина, або мова, 

яку вазначае, допускае чи розтзнае автомат.

Можлива ситуащя, коли а^еР. Тод1 вважатимемо, що поди Р, зобра- 

жуванш в автомат! А, належить порожне слово е. Його не слщ плутати з 

порожньою иодкю. Автомат А зображуе порожню подш, якщо не кнуе 

жодного вхщного слова, яке переводить автомат А з початкового стану а ] 

в будь-який 13 заключних сташв. Порожню подш будемо позначати сим

волом порожньо! множини 0 .

Теорема 7.7. Будь-яка ск1нченна множина сл1в Р = {и»,, м>2, ... ,м к} в 

алфавт X  (скшченна под1я) зображувана в скшченному авто

мат!.

Доведения. Нехай (2 = {Т|/(и’/) | / = 0, 1...... 1^1;У = 1> 2, ..., к}, тоб

то скшченна множина ^  складаеться з ус1х початкових вщр!зк!в сл1в 
з множини Р, зокрема Розглянемо автомат без виход1в
А = (X, 2  и  {/}. 5, е, Р). Множина сташв автомата А —  це множина

2, доповнена деяким станом/(/ё 0 ;  початковим станом автомата А 

е порожне слово е, а множиною заключних сташв —  Р. Функщю пе- 

реход1в 8 автомата А означимо для ые 0  й х е Х  так: 8^ ,  х) = ма, як

що 1 8(>у, х) = /, якщо на е 2 - Кр1М того, Ъ{/, х) = /для ВС1Х
х еХ .

Оскшьки 8(е, м>) = ж для /=  1, 2 ,..., к, то автомат А розтзнае вс1 сло

ва множини Р й тшьки щ слова.

Приклад 7.6. На рис. 7.13 подано граф автомата Л, що зображуе по- 

Д1Ю Р  — {ХуХ^с^, Х1Х]Х2, х р хххх2, Нижче виписано вс1 слова мно

жини ^  та В1ДПОВ1ДН1 1м стани автомата А. Заюночш стани автомата А 

позначено подвшними колами.

е —  ар х.х^ а4, х ]х2х1 а7,

х, —  а2, х,х,х, —  а5, х ]х,х,х2 —  а,,

Х,Х, а}, Х\Х\Х2 °6’ Х1Х2Х\Х1 °9'



Рис. 7.13

Теорема 7.8. 1снують поди, не зображуваш в сюнченних автоматах. 

ПОД1Я Р, яка складаеться з уск сл1в и> в алфавт X  = {х,, х2} таких, що 

слово м> мктить однакову кшьюсть символ1в х, та х2, не зображувана в 
жодному скшченному автомап.

Доведения. Справедливкть першо'Г частини теореми випливае з таких 

теоретико-множинних м1ркувань. Зафксуемо сюнченний алфавит. Поз

начимо через А/ сукупнкть уск шщальних автомата без виходш, мно

жина сташв яких мктить д елеменпв: I/ = {а,, а2, ..., а }. Множина век 

вщображень типу 1/хХ-* I/ (тобто множина век можливих функщй пе- 

реходш) скшченна. Кшьюсть можливих вар1анпв для вибору множини Р  

заключних станш з множини V також скшченна. Отже, множина М  скш
ченна.

Множина век сюнченних 1шщальних автомата без виход1в, що фун- 

кцюнують в алфавтX, дор1внюе А /=  А/, и  М , и . . . и  А / и . . .  , тому вона 

е зл1ченною. Кожен з автомапв множини А/ зображуе одну подш в алфа

в т  X. Отже, множина подш в алфавт X, зображуваних у сюнченних ав
томатах, зл1ченна.

Водночас множина век подш в алфавт X  е булеаном зл1ченно'1 мно

жини X  та зпдно з теоремою 1.7 е незл1ченною (точнипе, множиною по- 

тужносп континуум). Отже, киують поди в алфавт X, не зображуваш в 

сюнченних автоматах. 1з теореми 1.6 випливае, що множина таких подш 

мае потужшсть континуум.

Перший приклад поди, не зображувано! в жодному сюнченному ав

томат!, запропонував С.-К. Юнш. Ця подш складаеться з уск сл1в у не- 

порожньому алфавт X, довжини яких дор1внюють квадратам цших чи

сел. У цш теорем 1 розглянуто шший приклад поди, не зображувано! в 

сюнченних автоматах.
Доведения проведемо методом вщ супротивного. Припуспмо, шо 

под1я Р зображувана в якомусь скшченному автомап А = 

= (X , V, 8, о,, Р). Розглянемо посладовшсть сташв = 5(а(, х[), 

к — 1,2, ... (через позначатимемо слово що складаеться з

к сл1в або лггер хг; вважаемо м’° = е). 31 скшченносп множини сташв 

I! автомата А випливае, що кнують таю числа г \ I (г Ф !), що а. -а. . 

Тод1 зпдно 31 зробленим припущенням автомат А розшзнае слово х\х[ 

1 вщкидае слово х[х[, тобто а' = 5(ор х'х^)е Р  \ а" - 8(о,, х[х2)ё. Р. Але 

8(а,, х 'х^ = 8(8(0,, х,0 , х2) = 8(а., хр  1 8(0 ,, х'хр = 8(8(о,, х'), х,') = 

= 8(а,, х20. Отже, а = о". Одержана суперечшсть завершуе доведения 

теореми.

7.8. Задач/ / вправи

1. Побудувати автомат-розшзнавач, що зображуе подио Р:

(а) Р = { ■*|*Г*Г5С2Г)С1* Х1Х\Х\Х\Х2> } ’
(б) Р = {е, х[х2х1х1х1х2, х ^ х ^ х ,^ ,  Ххх ^ р {).

2. Нехай под1я Р зображувана в скшченному автомап А й ей Р . Як побудува

ти новий скшчениий автомат А', що зображуе и од 110 Р и  {е}?

3. Побудувати автомат-розшзнавач, який зображуе подио в алфавт 

В = {О, 1}, що складаеться з уих сшв, котр! иочинаються та заюнчуеться парами 

символов 00 або 11, тобто мають вигляд ООиОО або 11/>11, XV, ре В .

4. Нехай задано автомат без виход1в А = (X, V, 5, о,, Г), I! = {о,, а2, ..., а }. 

Позначимо через Д/(и') матрицю, означеиу в задач1 7.2(6) для м>еХ, через р 

5-вим1рний вектор (1, 0, 0, ..., 0), а через / —  двшковий вектор-стовпчик 

(г{, 2г, ..., г)т, у якому д = 1, якщо а е Р, 2: = 0 —  в 1ншому раз!. Подйо називати

мемо матрично зображуваною в автомат! А, якщо рМ(\х)/> О ТОД1 й тшьки тод1, ко

ли XV е Р. Довести, що для того щоб под1я Р була зображуваною в автомап А, 

необхщно й достатньо, щоб вона була матрично зображуваною в А.

5. Будемо говорити, що автомат А розшзнае несюнченну послщовшсть сим- 

ВОЛ1В XV = х.х. . . . х . якщо автомат А зображуе иодто Р, що складаеться з ус1х 

початкових вцф13К1в П0СЛЦ10ВИ0СТ1XV. Р = {х ,х X .Х^Х'ХЦ ...}. Довести, що не- 

пер1одичну послщовшсть символ1В XV не можна розшзнати жодним ск1нченним 

автоматом.

6. Довести, що множина Р сл1в у алфавт X, довжини яких е точними квад

ратами, не зображувана в жодному скшченному автомат!.



7. Побудувати скшченний автомат для розтзнавання певно'Г синтаксичноТ 

конструкции

(а) щентифжатор;

(б) число з ф1ксованою крапкою;

(в) простий арифметичний вираз;

(г) коментарь

7.10. Алгебра регулярних пом’й
У попередньому роздйп ми навели приклад класу подш —  клас 

скшченних подш, яю завжди зображуваш у скшченних автоматах, а 

також приклад поди, незображуваноТ в скшченних автоматах. Зрозу

мшо, що в скшченних автоматах зображуваш не тшьки сюнченш по

ди. Бажано було б мати засоби, за допомогою яких можна було б 

описувати поди, зображуваш у скшченних автоматах. Один 13 таких 

засоб1в, запропонований С.-К. Юпш й у подальшому розвинутий I 

вдосконалений В. М. Глушковим, Р. Ф. Мак-Нотоном та шшими, но

сить назву моей регулярних виразгв. Ця мова належить до класу так 

званих алгебричних мов, бо и основою е вирази в певшй алгебр1, яка 

називаеться алгеброю регулярних подш.

Нехай Т5,, Р2 с  X" —  поди в алфавт X. Розглянемо три операци над 

под1ями, яю назнватимемо регулярними операциями.

1. Об’еднання (шод1 диз ’юнкцш) под1й Р х и  Р  —  це звичайне теоре- 

тико-множинне об’еднання.

2. Множення (конкатенащя) подш Р )Р2 —  це под1я, яка складаеться

з ус1х таких сл1в и^и’,, що I м'2е Рг Зазвичай операцто множення

подш використовують без спещального позначення. Для зручност1 поси- 

лання на цю операцто позначатимемо ГГ через •.

3. 1теращею поди Р називаеться под1я Р' = {е} и  Р  и  Р2 и  ...

... и  Р" и  ... = Р "■ Тут через Р° позначено подто {е}, а через Р" —
«=0

подто РР ... Р (п разгв). 1нод1 операцто 1тераци поди Р познача

ють {Р}.

Звершмо увагу на те, що введене нами вище позначення X ' для мно

жини вс!х сл1в у алфавт X  = {х] ,х 2, ..., хт} 1 позначення X" операци 1те- 
рацп для поди X  мають той самий смисл. С правд], под1я 

X ' = ({х,} и  {х2} и  ... и  {хт}) складаеться з ус1х сгпв (включаючи й по

рожне слово) в алфавтX. Через Р* позначимо подто /^{е}.

Ус1 три операци е всюди визначеними на множит подш в алфавт X. 

Алгеброю подш в алфавт X назвемо алгебру Е = = <р(А"), {и , •, *}>, но- 

с1ем якоТ е множина век подай в алфавт X  (булеан множини X*), а сигна

тура складаеться з уведених регулярних операцш: двох бшарних (об’ед

нання та множення) й одшеТ унарноГ (пераци).

Окремо видшимо деяю важлив! поди. Подто, що мктить ус1 слова в 

алфавт X, тобто Х\ назвемо загалъною подгею. Подто, яка не мостить 

жодного слова, назвемо порожньою, або неможливою, 1 позначимо сим

волом порожньоТ множини 0 .

За допомогою оператора суперпозицп 5 для операцш алгебри Е 

можна одержувати вирази {формулы в алгебр1 Е), яю задають певш 

поди в ал ф авт  X. Щ об зменшити юльюсть дужок у виразах, домови- 

мося про таю прюритети для регулярних операцш: спочатку викону

еться йгеращя, В1дтак —  множення 1 н ареп т  —  об ’еднання. Якщо 

потр1бно змшити встановлений порядок виконання операцш, вико

ристовують круГЛ1 дужки.

Вирази в алгебр1 Е називають равносильными (еквшилент ним и), як

що вони задають ту саму подш. Р1вносильшсть вираз1в позначають зна

ком =. Безпосередньо з означень випливають таю властивост1 регуляр

них операцш, яю ми запишемо у вигляд1 р1вносильних сшввщношень 

для вираз1в у алгебр! Е.

Нехай Р, (3 [ Т —  довшьш поди. Тод1
1 ) ( Р и О ) и Т  = Р и Ш и Т ) ,

(РО)Т = Р«2Т), (асоцштившсть)

2) Р  и  б  = б  и  Р, (комутатившсть об ’еднаиня)

3) Р {д ^Т ) = Р б ^ Р Т ,

(Р и  0)Т= РТ и  (^Т, (дыстрибутйен 1сть)

4) Р  и  Р = Р, (гдемпотентшсть об ’еднання)

5) (/>*) = р\ р 'р ' = р\ (/д&ипотентн/сть тераци)

6) РР = Р'Р,

7 ) /  = {е }^^ , ,̂, = ({ е } ^ / ,)', (7И )

{е}Р = Р{е) = Р, {е}* = {е}, (властивоспи поди {е})

8) Р 0  = 0 Р =  0 ,

Р  и  0  = Р, 0* = {е}, (властивоспи порожньо1 поди 0 )

9) (Р и  О) = (/>* и  0*)* = (/>*0*)\

10) (Р и  О) = (Р и  О ),

11)Р* = ({е} и Р и ^ и  ... и РИ ')(Р").

Зазначимо, що операщя множення подш некомутативна.



Поди {х}, дех еХ, називають елементарними. До елементарних по

дш вщнесемо також подто {е}.

Под1ю Р називають регулярною, якщо вона е результатом застосуван

ня сличенного числа операцш об’еднання, множення та 1тераци до еле

ментарних ИОД1Й.

Точшше, шдуктивне означения регулярних подШ таке:

1) елементарш поди {е} 1 {х}, х. еХ, /=1 ,2 , ..., т  — регулярш;

2) якщо РХ '\Р, — регулярш поди, то 1\ и  Р2, Р1Р2 та Р\ —  регулярш 

поди;

3) шших регулярних подш, шж побудоваш за правилами 1) 1 2), 

немае.

Позначимо через К клас (множину) век регулярних подай в алфавт X. 

Клас К замкнений вщносно ВС1Х трьох регулярних операцш. Отже, мож

на розглянути алгебру Е/( = <К, { и , •, *}>, яка називаеться алгеброю ре

гулярних подш 1 е пщалгеброю алгебри под!й Е. Безпосередньо з озна

чения випливае, що множина елементарних подш е сюнченною систе

мою тв1рних (бшыпе того —  базисом) алгебри Е , тому алгебра 

регулярних подш — скшченно-породжувана.

3 означения випливае також, що кожну регулярну подио можна 

зобразити (задати) деяким виразом (формулою), що складаеться 31 скш

ченного числа регулярних подш (операндов) 1 знаыв регулярних опера- 

ц!й. Таю вирази називають регулярними. Регулярним виразом для по- 

рожньо/ поди вважатимемо символ 0 .

Регулярш вирази називаються ркносильними (екв1валентними), як

що вони задають ту саму регулярну подйо.

Ус1 наведет вище р1вносильш стввщношення (7.11) справедлив! 

в алгебр! регулярних подш Е/(, тобто мають мкце також для довшь- 

них регулярних вираз1в. Як завжди в алгебрах, щ р!вносильност1 да- 

ють змогу виконувати р!вносильш перетворення (зокрема, оштапза- 

цйо, або спрощення) регулярних вираз1в. Однак на вщм!ну вщ 

вищезгаданих клас!в екв!валентност1 (булевих формул, формул в ал

гебр! Жегалкша, скшченних автомат1в та ш.) для клас1в екв1валент- 

них регулярних вираз1в на сьогодш не кнуе поняття каношчноХ фор

ми, що 1стотно ускладнюе розв’язання проблеми перев1рки р1вно- 

сильност1 для регулярних вираз1в.
Будь-яка иод1я {х. х  ...х^}, що складаеться з одного слова в алфа

в т  X  , регулярна, оскшьки вираз {х .^х  }... {х.}, що зображуе цю

подпо, регулярний. Бшьше того, будь-яка скшченна под1Я 

р  = {IV , М>2, ..., е регулярною, 1 и можна задати виразом 

{и’1}и{и ’2}и  ... и  {м',}. Регулярною е також загальна под1яX  , оскшь

ки X" = ({х ,}и{х2}и  ... и {хт}) .

Зауважимо, що для зручност! та компактност1 запису регулярних 

вираз 1В часто випускають фпурш  дужки в позначеннях елементар

них ПОД1Й 1 ЗЭМ1СТБ ПОДШ (множин) {х.} записують просто X.,

/ = 1 , 2 , т , а замкть {е} —  е. 1нод1 для бшьшо! коректноеп замкть 

{х.} пишуть х. або х..

7.9. Задач/ / вправи

1. Нехай Р, О, К \ 8 —  поди в алфавт X. Довести, що коли Р с  К 

1 0  с  5, то Р<2 с  КЗ. Чи правильним е обернене твердження?

2. Визначити вс1 можлив1 поди Р 1 О в алфавш {0, 1}, для яких 

/>б= {01, 010, 0101, 0111, 01000, 010111}.

3. Довести, що для скшченних п о д ш  Р \ О виконуеться нер1внють

(а) I? и  0| < |Р| + |0|;

(б) т  <  Ш \ .
Для яких Р та О мае мкце р1вшсть?

4. Виписати вс1 слова поди Р‘, довжина яких не перевищуе к:

(а) Р = {аЬ, Ь), к = 5;

(б) Р = {а, аЬ, Ьа}, к=1\

(в) Р = {аа, аЬа, Ьаа), к = 9.

5. Скшьки сл1в довжини к М1стить под1я, задана регулярним виразом г:

(а) г = (а и  Ь)\ к = 3; (в) г = (а и  Ь)\ к = п;

(б) г = (аа и  Ь)‘, 3 < к < 7; (г) г = (аа и  Ь)\ к = гП

6. Навести приклад тако! поди Р, що подгя Р мостить:

(а) шестибуквених СЛ1В не менше, шж семибуквених;

(б) шестибуквених сл1в не менше, шж восьмибуквених.

Чи 1снуе под1я Р, для яко*1 Р’ М1стить шестибуквених сл1в не менше, шж дванад- 

цятибуквених?

7. Довести, що коли Р с  О, то Р‘ с  О'.

8. Нехай Р = {аа, Ьа) та 0  = {аа, Ьа, аааа). Довести, що Р‘ = О*.

9. Нехай Р = {аа, Ьа} та О = {аа, Ьа, ааа}. Довести, що Р' * О* 1 Р с  О .

10. Навести приклад таких подш Р I <2, що:

(а) Р с О ,  однак Р' = ;

(б) Р‘ = О’, однак Р а  О (символ сг позначае, що не виконуеться жодне 31 сп1в- 
вщношень э , э , с ,  с , =).



11. Нехай X — довшьний алфавгс Чи кнуе нетрив1альна подш Р в алфавт X 

(Р Ф 0 , Р Ф Х'), для я ко! виконуеться таке стввщношення:

(а) Р" = Р для вс1х пе.№;

(б) Р’ = Я?

12. Нехай для непорожньо! поди Р виконуеться р!вшсть Р1 = Р. Дове

сти, що:

(а)ееР; (б) Р' = Р.

13. Навести приклад подш Р 1 О, для яких поди (Р и О) та Р и  О не збиають- 

ся. Що можна сказати про поди Р 1 <2, якщо виконуеться р1внють 

(Р и  О)’ = Р" и  О*?

14. Побудувати подш Р, для яко! Р’ мютить ус1 слова в алфавт X  = {а, Ь), 

довжини яких кратш 3,1  тшьки так1 слова.

15. Довести, що под1я Р’ замкнена вщносно операцп конкатенацп, тобто для 

ДОВШЬНИХ СЛ1В [), С( 6 Р ВИКОНуСТЬСЯ рЦ 5 Р .

16. Нехай О —  под1я, замкнена вщносно конкатенацп, 1 Р с  О. Довести, що 

Р ‘ с  О.

17. Позначимо через [Р] замикання поди Р вщносно операци конкатенацп 

(див. розд. 2.5). Довести, що [!'] = Р '.

18. Довести, що Р * е найменшою множиною, яка мютить Р 1 замкнена вщ

носно конкатенацп.

19. Визначити, якою е найменша множина, замкнена вщносно конкатенацп, 

що мютить поди Р 1 01

20. Написати регулярний вираз в алфавт X  = {0, 1}, який задае подш, що 

складаеться з ус1х таких 1 тшьки таких сл1в:
(а) у яких кшьюсть СИМВ0Л1В 0 кратна 3;

(б) ЯК1 М1СТЯТЬ Р1ВН0 3 символи 1;

(в) як1 зак1нчуються на 00 або на 11;

(г) як1 М1стять 00 або 11 тшьки один раз;

(д) ям не мютять пщслова 111;

(е) як1 М1стять парну к1льк1сть 1;

(е) у яких сьомим символом е 0;

(ж) у яких трепм символом вщ К1нця е 1;

(з) у яких жодн1 дв1 1 чи жодн1 два 0 не стоять поруч;

(и) у яких нуш утворюють пщслова парно! довжини.

21. Довести справедливють р1вносильних сп1ВВ1дношень (7.11) для вираз1в у 

алгебр! Е.

22. Описати словами подш, задану таким регулярним виразом:

(а) а(а и  Ь)’;

(б) (а а и аЬ и Ьа и ЬЬУ;

(в) (а а  и  ЬЬ и  (а Ь и  Ь а )(а а и  Ь Ь )'(а Ь и  Ь а )) ';

(г) (а и  Ь )'а (е и  ЬЬЬ);

(д) (а (а и  ЬЬ)*)’;

(е) (а (а а У Ь (Ь Ь )’ У ;

( с ) (Ь (Ь Ь У )\а (а а ) 'Ь (Ь Ь У)*;

(ж) ((а и  Ь )а )‘ .

23. Побудувати ск1нченний автомат, що “вщшуковуе” у вхщному тексп (сло- 

В1) певний фрагмент, наприклад автомат, що переходить у заключний стан, якщо 

вхщне слово в алфавт X = {а ,  Ь ) мюгить пщслово аЬЬа.

24. Довести так1 р1вносильн1 сп1ввщношення для регулярних вираз1в:
(а) (а и  Ь)’аЬ(а и  Ь)' и  Ь'а‘ = (а и  Ь)‘;

(б) (а Ь ) 'а = а (Ь а ) ';

(в) (о* и  Ь )' = ( а и  Ь )';

(г) ( а 'Ь ) ’ а ' = а '(Ь а ’ ) ;

(д) ((а и Ь Ь )'а а )’ = е и  (а  и  ЬЬ )’ а а ;

(е) ( а а ) \ е и  а ) = а ’ ;

(е) ( а ’ ЬЬЬ) а ’ = а ’ (ЬЬ Ьа’ )  ;

(ж) а (Ь а и а ) ’ Ь = а а Ь ( а а ’ Ь ) .

25. Довести чи спростувати твердження про р1вносилыйсть таких регуляр

них вираз!в:

(а) (а Ь и  а ) ’а  = а (Ь а и  а ) ’ ;

(б) (а Ь и а ) 'а Ь  =  (а а 'Ь ) ’ ;

(в) ( а и  Ь )’ Ь = (а ’ Ь )’ ;

(г) Ь(аЬ и  Ь )’а  = а а 'Ь (а а 'Ь ) ’ ;

(д) (а и  Ь )' = а \ Ь а ) ‘ ;

(е) а(а и  Ь)’ и  Ь(а и  Ь)' и  е  = (а и  Ь)’.

7.11. Подп та джерела
Розглянемо спос1б задания подш за допомогою так званих в1дм1чених 

ор1ентованих мультиграф^в, або джерел.
Граф називаеться в1дм1ченим, якщо його ребрам поставлено у вщпо

вщшсть символи з якогось алфавпу X. Нагадаемо, що граф називаеться 

мультиграфом, якщо пари його вершин можна з’еднувати бшып шж од

ним ребром; щ ребра називають кратными. Кр1м того, вважатимемо, що 

мультиграф може мютити петль
Як було зазначено вище, у граф! шщального автомата без виходгв по- 

Д1Я, зображувана цим автоматом, складаеться з ус1х вх1дних сл1в, вщпо-



вщщ шляхи яких у граф1 автомата ведуть 13 вершини, що вщповщае по- 

чатковому стану, у вершини, яю вщповщають заключним станам. Анало

пчно, для задания множин СЛ1В (подш) можна використовувати вщм1че- 

ш ор(ентован1 мультиграфи певного виду, яю будемо називати джере- 

лами.

Джерелом над алфавггом X  називаеться ввдшчений ор1ентований 

мультиграф, в якому:

1) видшено початков! та заключи! вершини (вершина може бути од- 

ночасно 1 початковою, 1 заключною);

2) кожну дугу позначено символом з алфавггу X, або порожшм сим

волом е (таю дуги називають порожшми).

Кожне джерело й однозначно визначае певну подио Р в алфавт X, 
яка складаеться 31 сл1в у цьому алфавт, що вщповщають ус1м шляхам, 

котр1 ведуть 13 початкових вершин у заключи!. Якщо шлях мютить по- 

рожню дугу, то йому вщповщае слово р {ер2 = р ]р г Кажуть, що джерело
0 зображуе подгю Р.

Джерела називаються р1вносильними (ексивачентними), якщо вони 

зображують ту саму ПОД1Ю.

Граф 1шщального автомата без виход1в —  це окремий випадок дже

рела.

Для довшьного джерела юнуе р1вносильне йому так зване двополюс- 

не джерело 0 (>, яке мае тшьки одну початкову й одну заключну вершини. 

Джерело О0 можна одержати з О так. Якщо О мае декшька початкових вер

шин, то в Оп потр1бно ввести нову вершину у0, оголосити и единою почат

ковою вершиною джерела Оа та з’еднати з ус!ма початковими вершинами 

джерела порожшми дугами. Аналопчно, якщо О мае декшька заключ- 

них вершин, то в О 0 слщ увести нову вершину у;, оголосити и единою зак

лючною вершиною джерела О0 та з ус!х заключних вершин джерела И  

провести порожш дуги у вершину у,.

Теорема 7.9. Для будь-яко! регулярно!' поди Р юнуе двополюсне дже

рело, яке и зображуе.

Доведения. Теорему можна довести шдукщею за означениям регу
лярно!' пода.

1. База шдукцй. Елементарна под1я зображуеться джерелом, що скла

даеться з двох вершин —  початково!' та заключно!', —  1 дуги М1Ж ними, 

яку вщм1чено символом ще! поди: х.еХ, /=1 ,2 ,.., т, або е.

2. Крок шдукцп. Припуст!мо, що побудовано двополюсш джерела Б

1 А , яю зображують вщповщно регулярш поди Р| 1 Р2; початков! верши-

ни 0,1 0 2 —  у„" 1 V®, а заключш —  у,® 1 у,'2' вщповщно. Т0Д1 джерело Б  

з початковою вершиною у0 1 заключною вершиною у;, яке зображуе по- 

дйо Р —  результат регулярно!' операци над под!ями Р{ \ Рг, можна побу

дувати як зображеио на рис. 7.14.

1) Для Р = Р  и  Р2 джерело О  називатимемо “паралельним з’еднан- 

ням” О, 1 О, (рис. 7.14, а). Воно складаеться з джерел О, 1 О, та нових 

вершин у0 1 у : 13 вершини у0 потр1бно провести порожш дуги в у'" 1 у'-1, 

а з у® 1 у® —  порожщ дуги у вершину у; .

2) Для Р = Р{Р2 джерело О  будуемо “послщовним з’еднанням” /3,1 О, 

(рис. 7.14, б). 1з вершини у ®  проводимо порожню дугу у у® . Для джере

ла О початковою вершиною у0 оголосимо у0(|), а заключною вершиною у;..

вершину V®
3) Якщо Р = Р\, то для побудови джерела Б  проведемо в О, порожню 

дугу з у;®  у у®  (рис. 7.14, в). Вершину у0(|) оголосимо одночасио почат

ковою у0 та заключною у,, вершиною джерела О.

е

„(1)

0 V®

а б с

Рис. 7.14

Доведения того, що побудоваш таким чином джерела зображують 

вщповщш поди, нескладш.
Нехай Р = Р {Р2 та ы^Р. Тод1 уу = >у|уу2, де >у|е />| 1 м2е Р 2. Оскшьки 

джерело С, зображуе подио Р 1 1В 2 зображуе Р2, то в О, юнуе шлях 13 вер

шини у*'1 у у;0), що вщповщае слову и^, а в 0 2 юнуе шлях 13 у,'"1 

у у®, що вщповщае >у2. Тод1 за побудовою в О юнуе шлях 13 у0 = у,1, 11 
у у,, = у̂ 2', що вщповщае слову = и,|ен,2 = Отже, джерело О зобра

жуе вс1 слова поди Р.

I навпаки, будь-який шлях 13 вершини у0 у у,, у джерел1 О, якому вщ

повщае слово и’, проходить через вершини V,*.11 1 у̂ '1- Отже, слово мае 

вигляд н,|и'2, де ту, —  слово, що вщповщае шляху з у® у у,( \



а м>2 —  слово, що вщповщае шляху з у<2) у у;(2), тобто н^е Р] I м'2е Р2. Отже, 

ус! слова, зображуваш джерелом Д  належать поди Р.

Доведения для результата двох шших регулярних операцш —  об’ед- 

нання й 1терац11 —  аналопчш. Теорему доведено.

В ус1х попередшх побудовах було застосовано операцш додавання 

до джерел нових вершин 1 нових дуг. Користуючись означениям р1вно- 

сильност! для джерел, можна виконувати в певному розумшш обернеш 

р1вносильш перетворення —  “спрощення” джерел шляхом вилучення 

певних дуг 1 вершин.

Зазначимо деяю очевидш р1вносилью перетворення для джерел:

1) вилучення недосяжних вершин разом з уама дугами, що вхо- 

дять у щ вершини та виходять 13 них (недосяжною вершиною нази

ваеться вершина джерела, у яку не веде жоден шлях 13 початкових 
вершин);

2) вилучення тупикових вершин разом з ус1ма дугами, що входять у 

щ вершини 1 виходять 13 них (тупиковою називають вершину джерела, з 

яко! немае жодного шляху в заключи] вершини);

3) вилучення (стягування) деяких порожшх дуг разом з ототожнен- 

ням (“склеюванням”) вершин, яю з’еднували щ дуги, тощо.

7.10. Задач/ / вправи

1. Виконати повне доведения того, що иобудоваш за алгоритмом теореми 7.9 
джерела зображують вщповщш поди.

2. Побудувати джерело, що зображуе таку подш:

(а) множина таких сл1в в алфавт {0, 1, 2, ..., 9}, що остання цифра слова ш- 
де в ньому бшьше не зустр1чаеться;

(б) множина сл1в в алфавт {0, 1}, у яких р1вно два символи 0 1 кшьюсть оди

ниць, що !х розд1ляють, кратна 4 (зокрема, вона може дор1внювати 0);

(в) множина СЛ1В в алфавт {0, 1}, в яких серед останшх семи символ1в е при
найми! одна 1.

3. Побудувати джерело, що зображуе подш Р, задану регулярним ви
разом:

(а) аЬ’ и Ь(аЬ)\а и Ь’);

(б) (я и Ь'аЬ)\Ьа и а)'Ь;

(в) а (а и  Ь*У и  Ьа.

4. Довести, що вс1 наведеш в роздЫ перетворення для “спрощення” дже

рел р1вносильн1. Доповнити цей список правилами для вилучення деяких по
рожшх дуг.

5. Для ВС1Х джерел з рис. 7.14 виконаемо стягування порожшх дуг 

(див. розд. 4.10). Довести чи спростувати твердження, що щ перетворення р1вно- 

сильш.

6. Назвемо шверЫею (або транспозиц/ею) мови Ь мову /- ', що складаеться з 

ус!х сл1в мови Ь, порядок символ1в у яких змшено на протилежний. Наприклад, 

для Ь = {а, ааЬ, аЬЬаа} маемо /. ' = {а, Ьаа, ааЬЬа}. Довести, що:
(а) коли 1снуе сюнченний автомат, що зображуе Ь, то юнуе джерело, яке зоб

ражуе Ь~';
(б) коли 1сиуе джерело, що зображуе Ь, то юнуе й джерело, яке зобра

жуе Ь~\

7.12. Синтез автомат1в-розтзнавач1в
Оскшьки граф будь-якого ш1щального скшченного автомата без 

виход1в —  це окремий випадок джерела, то будь-яка под1я, зображу

вана в автомат^ зображувана також деяким джерелом. Обернене 

твердження не е очевидним, тому що не кожне джерело е графом 

скшченного автомата.

Джерело, яке можна штерпретувати як граф якогось шшального 

смнченного автомата без виход1в, тобто таке, що мае едину початкову 

вершину, не мютить порожшх дуг 1 з кожно! вершини якого виходить 

р1вно т  дуг, позначених символами х ,, х2, ..., хт алфав1ту X, називають 

детермшованим джерелом.
Наприклад, джерело О, яке зображуе задану регулярну подш 1 побу- 

доване за методом теореми 7.8, нав1ть шсля застосування до нього зазна

чених р1вносильних перетворень, узагал1 кажучи, не буде детермшова- 

ним джерелом.
Наступна теорема пропонуе метод перетворення джерела О в р1вно- 

сильне йому детермшоване джерело.

Теорема 7.10 (про детермш 'пацпо джерела). Для довшьного джере

ла О з и вершинами 1снуе р1вносильне йому детермшоване джерело О , 

яке мае не бшьше Н1Ж 2” вершин.

Доведения. Множину \У с  V вершин джерела О  назвемо замкненою, 

якщо з того, що у е  IV й юнуе порожня дуга з V у V , випливае, що V е  IV. 

Для джерела без порожшх дуг будь-яка пщмножина множини його вер

шин замкнена. Позначимо через (20 найменшу замкнену множину вер

шин джерела Д  яка мютить ус1 початков! вершини О.



Шукане детермшоване джерело /У будуемо так.

Утворимо ва замкнеш гадмножини 0, множини V вершин джерела О 

(Ух кшьккть не перевищуе 2" —  юлькосп елеменпв булеана (3( V)) ] кож- 

Н1Й такш ПЩМНОЖИШ поставимо у ВЩПОВЩШСТЬ вершину О '. Початко- 

вою вершиною О' оголосимо 0 О, а заключними вершинами ГУ —  у а  Т1 
шдмножини 0 ., як! мктять принаймш одну заключну вершину джере
ла О.

Утворивши вершини джерела /У, визначимо його дуги.

Якщо —  найменша замкнена множина, що мктить у а  верши

ни, у як1 з вершин множини 0 , в джерел! /3 ведуть дуги з вщмггкою 

х,еХ, т о  в джерел) О’ проведемо дугу з 0. в 0. 1 позначимо и симво

лом хг Якщо ж 13 в а х  в е р ш и н  множини 0, в джерел1 О  не ви ход и т ь  

Ж 0ДН01 дуги 3 ВЩМ1ТКОЮ Хр  ТО В О ’ ПрОВедеМО дугу 3 В1ДМ1ТКОЮ х 1 

з вершини 0 , у вершину 0 , яка вщповщае порожнш пщмножшп мно

жини вершин V. Отже, у джерел1 й ' для кожно! вершини 0, та кожно

го символу х ] алфав1ту X  кнуе р1вно одна дуга, що виходить 13 0 ., то

му й' —  детермшоване джерело. 1накше кажучи, й' е графом шщь 

ального скшченного автомата без виход1в А = (X , 11, 8, 0 О, Г). 

Описана процедура побудови дуг у О' визначае функцйо переход1в 
автомата А: 8(0., х )  =

Доведемо, що джерела О  та О' р1вносильш й отже, зображують ту са

му подио. Позначимо через Р 1 Р' поди, зображуваш вщповщно джерела- 
ми О 1 О'.

Для джерел О 1 О' мае мкце така властивкть: у джерел1 О' 

5(0„> м’) - С?! Для м еХ  тод1 й тшьки тод1, коли в /) для довшьно! верши

ни уе кнуе початкова вершина джерела /Зге (/ , з яко! веде шлях у V, 
що вщповщае слову и\

Доведения необхщно! та достатньо! умов цк! властивосп проведемо 
1ндукц1ею за довжиною слова м>.

1. Якщо и- = е, то з умови замкненосп маемо 8(0О, е) = 0. = 0О- Якщо 

ч> = х/ е  X, то зазначена властивкть виконуеться зпдно з правилом побу

дови дуг у джерел) О' (або згщно з означениям функцй переход1в 8 вщ- 
повщного автомата А).

2. Припуспмо, ЩО ВЛаСТИВ1СТЬ виконуеться ДЛЯ ВС1Х ВХЩНИХ СЛ1В дов

жини к \ \геХк. Нехай у джерел! ТУ 8(0О, м>х) = 0 . Якщо 8(0 и-)= = 0 , 
то 8(0 ,, х) = О.

Згщно з припущенням у джерел1 О для довшьно! вершини уе 0, кнуе 

шлях 13 яко!сь початково! вершини ге 0 О у вершину V, що вщповщае сло

ву м>. За правилом побудови з того, що у джерел1 /У кнуе дуга з 0, в 0. з 

В1ДМ1ТК0Ю хр випливае, що в О  для довшьно! вершини де 0, знайдеться 

вершина ге 0,, з яко! веде дуга в д з вщмггкою хг Отже, у джерел1 О  е 

шлях, що вщповщае слову иа, 1 веде з яко!сь початково! вершини г е  0 О у 

вершину де 0 ,.
Аналопчно доведемо обернене твердження.
1. Якщо в О для довшьно! вершини V з множини 0, кнуе дуга 

з в1дм1ткою хр що веде з яко!сь початково! вершини ге 0 О у V, то за побу- 

довою в /У маемо 8(0О, х) = 0..
2. Припуспмо, що зазначена властивкть виконуеться для вах вхщ

них СЛ1В довжини к.
Нехай у джерел1 /) для вах вершин де 0, кнуе початкова вершина 

ге0 о, з яко! в д веде шлях, що вщповщае слову м>х1е Х к Розглянемо 

множину вершин 0  , у яю слово м>еХк переводить у джерел1 О з верши

ни г. 1з припущення шдукци маемо в Б' р1вшсть 8(0О, и1) = 0,. Водночас 

для вершин множини 0 , кнують дуги з вщмггкою Хр яю ведуть у ва вер

шини множини 0,. Це означае, що у джерел1 О' виконуеться р1вшсть 

8(0,, х) = 0,. Остаточно маемо 8(0О, м/х) = 0,.
1з доведено! властивост1 й означения множини Р  заключних стан1в 

джерела В' випливае, що м/еР' тод1 й тшьки тод1, коли м/е Р. Отже, 

Р' = Р. Теорему доведено.

1з теорем 7.917.10 безпосередньо випливае одна з найважливших те

орем теори автомата, яку вперше дов1в С.-К. Клип.

Теорема 7.11 (синтезу). Для будь-яко! регулярно! поди Р 1снуе скш- 

ченний автомат, який и зображуе.
Побудова (синтез) шуканого автомата починаеться з побудови джере

ла Д  яке зображуе подйо Р, методом, запропонованим у теорем! 7.9. Вщ

так потр1бно детерм1нувати джерело О за допомогою процедури, описа

но! в доведенш теореми 7.10. На будь-якому з цих крок1в можна засто- 

совувати зазначеш вище ришосилып перетворення для можливого 

спрощення джерела. У результат! синтезований автомат може мати мен

ше шж 2" сташв.

Приклад 7.7. Побудуемо сюнченний автомат, який зображуе регу

лярну подйо Р, задану таким регулярним виразом:

( {х ,}{х 2}* и  {х3})({х ,}  и  { * 2} {х 3})*{х2} { * ,} '.

Спочатку будуемо джерело О, що зображуе подйо Р, за методом тео

реми 7.9 (рис. 7.15). При цьому деяю “зайвГ’ порожш дуги вилучено. 

Вершина 1 е початковою, а вершина 8 —  заключною.



и

Рис. 7.15

Вщтак детермшуемо побудоване джерело згхдно з алгоритмом теоре

ми 7.10. При цьому розглядаемо тшьки Т1 шдмножини вершин джерела

О, яю досяжн1 з початково! вершини {1}.

Таблицю функцп переход1в 8 детермшованого джерела О ', верши

нами якого е шдмножини вершин джерела Д  подано на рис. 7.16, а. Ос- 

кщьки така таблиця у процес1 и побудови “росте” внаслщок збшьшен- 

НЯ КШЬКОСТ! стан 1В, ТО зручно ПОМ1НЯТИ В Н1Й МЮЦЯМИ рядки та стовпчи

ки. Шсля позначення отриманих пщмножин символами з алфав1ту 

V = {а,, а2, ..., а } таблиця переход1в для О ' набирае звичайного вигля

ду таблиц! переход1в Ыщального скшченного автомата без виход!в 

А = (X, Ц, 8, я,, Г) (рис. 7.16, б).

Множина заключних сташв автомата А складаеться з тих сташв (пщ

множин), яю  мктять заключну вершину 8 джерела й, тобто 

Р  =  {о,, а6, аг а0}.

7.11. Задач1 / трави

1. Побудувати скшченний автомат, що зображуе подта Р, задану регулярним 
виразом:

(а) аЬ‘ и  Ь(аЬ)’(а и  Ьа');

(б) ((а и  Ь)' и  аЬ") (Ьа и  а)'Ь;

(в) а\а и  Ь')' и  (Ьа' и  аЬ);

(г) а\а и  с')' и  (Ьа’ и  са)Ь'.

5 х,
х,

" ,
й |(, а\

°2
а}

а , а(< “ и,

аА °4 а (, а т

а5 а.

“ С, ач а т " ,

а1 а 1 а/,

а(

а, аш

а ат

6

{1} {2,4} 0 {3,4}

{2,4} {4, 5, 7} {2, 4, 6, 8} 0

{3,4} {4, 5, 7} {6, 8} 0

{4, 5, 7} {4, 5, 7} {6, 8} 0

{2, 4, 6, 8} {4, 5, 7, 8} {2, 4, 6, 8} {4,7}

{6, 8} {8} 0 {4,7}

{4, 5, 7, 8} {4, 5, 7, 8} {6, 8} 0

{4,7} {4, 5, 7} {6, 8} 0

{8} {8} 0 0

0 0 0 0

а б

Рис. 7.16

2. Побудувавши вщповщш скшченш автомата, перев1рити р1внють подш Р , 1 
Рг, заданих регулярними виразами г, I г2:

(а) г{ =  а'Ь и  (аЬ)'а, г2 = ЬаЬ' и  а'Ь;

(б) гх = (а и  Ь)'а(а и  Ь)'Ь(а и  Ь)', г2 = (а и  Ь)'аЬ(а и  Ь)‘.

3. Нехай джерело О зображуе подио Р 1 а  Р. Як побудувати нове джерело О , 

що зображуе подио Р и  {е}?

4. Нехай джерело Л> зображуе подио Р в алфавт {0, 1} 1 01г Р. Як побудува

ти нове джерело О', що зображуе подто Р и  {01}?

5. Побудувати джерело з п + 1 вершиною, що зображуе подио Р, яка склада

еться з ус!х сл1в у алфавт X = {0, 1}, у яких п-й символ вщ инця —  1.

6. Довести, що детермшоване джерело, р1вносильне джерелу з попереднього 

прикладу, мае щонайменше 2" сташв.

7. Довести, що коли юнуе скшченний автомат, що зображуе под1Ю Р, то 1с- 
нуе деякий скшченний автомат, який зображуе шверс1ю Р 1 ще! поди.

8. Скшьки 1снуе попарно нер1вносильних детермшованих джерел 13 двома 

вершинами в алфавт В = {0, 1}?

7.13. Анал1з автомат1в-розшзнавач1в
Перейдемо до дослщження проблеми, яку можна вважати протилеж- 

ною до розглянуто! в попередньому роздш, —  проблема ана/изу, тобто 

опису подш, зображуваних заданими скшченними автоматами без вихо-



Д1В. Виявляеться (1 це також уперше дов1в С.-К. Клйй), що поди, зобра- 

жуван! у сюнченних автоматах, регулярш. Наступна теорема мютить до

ведения сформульованого твердження й алгоритм Мак-Нотона-Ямади 

побудови вщповщного регулярного виразу для поди, зображувано! зада- 

ним сюнченним автоматом.

Теорема 7.12 (аналгзу). Будь-яка под!Я, зображувана в скшченному 

автомат], регулярна.
Доведения. Опишемо шдуктивну процедуру побудови регулярного 

виразу для поди, зображувано! в заданому скшченному автомат 

А = (X , II, 8, а,, Г), 1]= {а,, а2, ..., а}.
Для довшьного вхщного слова IV 6 X* назвемо промгжними стани 

1, 2, . . . , Н - 1.

Позначимо через Р™ подш, що складаеться з ус1х вхщних шив и-, яю 

переводять автомат А 31 стану а. в стан а 1 таких, що пром1жними стана

ми для слова хг можуть бути тшьки стани з шдексами, не бшыиими вщ 

к, тобто тшьки стани з множини {а,, а , , ..., ак).

Доведемо, що —  регулярна под1я для вс1Х /, у = 1, 2, ..., 5

1 к = 0, 1, 2, ..., .5.
Доведения проведемо шдукщею за значениям к.

1. Для к = 0 под1я Р}0) складаеться з ус1х сл1в, яю переводять авто

мат з а в а. 1 не мають пром1жних сташв. Такими вхщними словами 

е або скшченна множина вхщних сигнал1в {х/(, х^, ..., х1г}, таких, що 

5(о, х,) = а., I = 1, 2, ..., г, або порожня множина 0 . Якщо / = у, то 

ее />‘0)! Отже, Р*'~" —  регулярна под1я. Регулярний вираз для Р ^ ] мож

на одержати безпосередньо з таблицх переход1в автомата А 

(/, / = 1, 2, ..., .?)•
2. Припуспмо, що поди Р ^  регулярш для вс1х к = 0, 1, 1 1

I,у = 1, 2, ..., д-. Доведемо, що

р(') _  рС-о и  />«-|) (̂<- оуро- и (7 .12)

Нехай м>еРЦ~ и  Якщо меРЦ ", то чеР^'К Як

що ж и’еР*'~ '\Р*~ ")'Р{,'1 ~ ", то слово можна подати у вигляд! 

м; = и>]н’2уи3, де ™^РЦ~ ", м>2<= (Р '‘" |,)‘ 1 м^е Р "  “ °. Отже, слово и- пере

водить автомат /1 31 стану а. в стан я у три етапи: спочатку з а в  а , вщ- 

так з а в а  й, нарепт, з а( в а. Для кожного з трьох СЛ1В м̂ , м>2

1 и». пром1жними е тшьки стани з шдексами, яю не перевищують I - 1.

Отже, и16 Р^\ 1 ми довели, що под1я з право!' частини стввщношення 

(7.12) включаеться в подш з л1во! частини.

Навпаки, нехай пеР® . Якщо при переведешп автомата А з! стану а. 

в стан а серед пром1жних сташв слова немае стану а{, то 

и’еРЦ ' °. Якщо ж при цьому переход! використано стан а, то процедуру 

переведения автомата А 31 стану а. в стан а. можна розбити на три етапи. 

Спочатку автомат А пщ д1ею вхщного слова и'| переходить 31 стану а. у 

стан а , використовуючи як пром1жш лише стани 

з множини {а|( а2, ..., а< ,}. Вщтак автомат А пщ Д1ею сл1в 

и''11, и'*2>, ..., м-’2г), ... може кшька раз1в переходити з е в  а, знову не вико

ристовуючи сташв з шдексами, що перевищують I-  1 .1 нареит, пщ Д1- 

ею слова м>3 вщбуваеться перехщ з а( в а , при цьому знову з використан- 

ням тшьки пром1ЖИИх сташв 13 множини {аг а2, ..., а/ ,}. Зрозумшо, що 

м^е Р^~ 1 н’3е Р1'~'\ а вс1 слова (зокрема, порожне слово е), яю реал1зують 

другий етап переходу, належать множиш (/,,<,'“|>) .

Отже, ч>еР^~ [)(Р{,'~°) Р^~'\ 1 ми довели обернене включения для сп1в- 

вщношення (7.12), а значить, довели й р1внють (7.12).

1з припущення 1ндукцп про регулярность под1й Р}]~ °, Л*'“ Р}]~ 0 1
Р}!~1) та формули (7.12), ус1 операщ!' яко'1 регулярш, випливае тверджен

ня про регуляри1сть поди РЦ\

Якщо Р  = {а., а ^ , ..., а^}, то подйо Р, зображувану автоматом А, мож

на записати у вигляд1 Р = и  Р (̂  и  ... и  Р\’) (з —  кшьюсть сташв ав

томата А). 1з регулярносп под1й Р[‘\ г = 1, 2 , 1  регулярносп опера

цш иаведеного виразу випливае регуляршсть подй' Р.

Теорему доведено.

Доведения ще'! теореми по суй е алгоритмом анал1зу, тобто рекурен- 

тною процедурою побудови шуканого регулярного виразу, що задае по

дйо Р, зображувану в заданому сюнченному автомат! А.

Приклад 7.8. Продемонструемо алгоритм Мак-Нотона-Ямади 

побудови регулярного виразу для поди Р, зображувано! в автомат! А, 

граф якого подано на рис. 7.17. Заключш стани автомата А — аг '\ а3, 

д = 3.



Рис. 7.17

Обчислимо подио /5|(23, и  Р^\ Маемо

Р«? = е их ,, Р,® = 0 , р т  = х2,
р ( 0 ) _  п (0 )_  р ( 0) _

21 25 '  22 ’ 23 л |»

/>(°) = 0  /><0) = х Р (0) = е и х
 ̂ 31 Г  )2 1> Г 33 2*

Одержавши вирази для вс1х подш /^0), 1, 2, 3, побудуемо вирази

для Р®, /,_/' = 1,2,3, за допомогою формули (7.12). При цьому спрощуемо 

деяю з цих вираз1в, користуючись тотожностями (7.11):

Р® = е и  х, и  (е и  х,)(е и  х,)*(е и  х,) = (х,)\

Р® = 0  и  (е и  х,)(е и  х,)*0 = 0 ,

Р,® = х2 и  (е и  х,)(е и  х1)*х2 = (е и  ((е и  х,)(е и  х,)*)х2 = (е и  х|)*х2 =

=

Рп = х2 и  х2(е и  х.И е и  *,) = Х2(Х|)*>

Р® = е и  х2(е и  х,)”0  = е,

р п = Х1 и  х2(е и  Х|)Ч = х| и  Х2(Х|)Ч>

Р,® = 0  и  0(е  и  х,)*(е и  х,) = 0,

Р3® = х, и  0(е и  х,)*0 = х,,

Р3(з* = е и  х2 и  0(е и  х,)*х2 = е и  х2.

Дал1

Рп*= (Х|)* и  0 (е)*х2(х,)* = (х,)*,

Р® = 0  и  0(е)"е = 0,

Р™ = (х,)’х2 и  0 (е)*(х, и  х2(х,)*х2) = (х,)'х2.

Р2? = Ф\ У  и  Ф ) 'х2(х()* = х2(х|)’>

Р® = е и  е(е)'е = е,

Р<32) = X, и  х2(х,)'х2 и  е(е)*(х, и  х2(х,)*х2) = *, и  х2(х,)*х2,

Р3(2) = 0  и  х1(е)*х2(х,)* = х,х2(х,)*,

Р3(2)=х, их,(е)*е = х|,

Р3(2) = е и  х2 и  х,(е)*(х, и  х2(х,)*х2) = е и  х2 и  х,х, и  х,х2(х,)*х2.

Нарепгп, маемо

Р[32> = 0  и  (х,)’х2(е и  х2 и  х,х, и  х,х2(х1)*х2)х| = (х,)*х2(х2 и  х,х, и  

и  х]х2(х|)*х2)‘х|,

Р® = (*,)\ и  (х|)*х2(е и  х2 и  х^, и  х|х2(х|)*х2)*(е и  х2 и  х,х, и

и  х,х2(х,)*х2) = (х,)*х2(х2 и  х,х, и  х,х2(х,)*х2)*.

Отже, подио Р, зображувану автоматом А, можна задати регулярным 

виразом (х|)’х2(х2 и  х,х, и  х|х2(х|)*х2) (е и  х,).

Наведений та шли алгоритми анал1зу смнченних автомата дають, 

узагал1 кажучи, досить складш та гром1зды регулярю вирази. Ц1 вирази 

можна певною м1рою спростити за допомогою р1вносильних перетво- 

рень (7.11).

Зауважимо, що в алгебр1 регулярних подш юнуе алгоритм для перевар

ки р1вносильност1 будь-яких двох регулярних ВИра31В 1 г2. Спочатку, ко

ристуючись алгоритмом синтезу, потр1бно побудувати автомата Л, 1А2, як\ 

зображують пода, задаш виразами г, 1 гг Вщтак, мшМзувавши автомата А , 

1А2 й поравнявши вщповщш мйимальш автомата (каношчга форми автома- 

Т1в А1 1 А2), можна пщтвердити чи вщкинута припущення про р1вносиль- 

нють заданих регулярних вираз1в.
Однак в алгебр1 регулярних подш дос1 немае нетрив1альних мето-. 

Д1в пошуку мтшального (оптимального) регулярного виразу, р1вно- 

СИЛЬНОГО даному, ЮТОТНО В1ДМ1ННИХ вщ трив1ального методу повного 

перебору, який грунтуеться на сформульованому алгоритм! перев1р- 

ки р1вносильност1 регулярних вираз1в. Отже, метод мш 1м1зацп регу

лярних вираз1в у принцип! 1снуе, однак вш настшьки складний 1 гро- 

М1здкий, що недоц1льно вести мову про його практичне застосу

вання.

С р1зш критери ощнки оптимальност1 регулярних вираз1в, основ- 

Н1 з яких —  цикл 14на глибина регулярного виразу та його довжина. 

Пщ цикл1чною глибиною розум1ють максимальну кшьк1сть вкладе- 

них одна в одну пар 1теращйних дужок ( )*, використовуваних для 

позначення операцп ггерацп. Довжиною регулярного виразу вважа

ють кшькють його операнд1в. Розробляють евристичш алгоритми



анал1зу, яю дають змогу для переважно'1 бшыпосп сюнченних авто

мапв одержувати вщповщш регулярш вирази, що мало вщр1зняють- 

СЯ В1Д оптимальних.

Як наслщок двох останшх теорем 7.11 1 7.12 справедлива така 

центральна теорема теори автомата.

Теорема 7.13 (КлШ). Под1я Р зображувана в сюнченному автомат! 

тод1 й тшьки тод1, коли вона регулярна.

Теорема Юпш визначае ту центральну роль, яку вццграють регу

лярш поди та вщповщш регулярш вирази в теорп автомата. Глибше 

й детальшше дослщжують властивосп алгебри регулярних подш 

Е1( - <К, {и , •, *}>, розробляють р1зш критерп, що дають змогу виз- 

начати, чи належить певна под1Я до класу регулярних подш тощо.

Зокрема, виявляеться, що множина регулярних подш К замкнена та

кож вщносно теоретико-множинних операцш доповнення 1 перетину. 

Справд1, якщо подио Р  зображуе сюнченний автомат А = (X , V, 8, ах, Р), 

то подйо Р=Х'\Р зображуе сюнченний автомат А' = (X, II, 8, а{, II \Р), у яко

му множину заключних сташв утворюють п й тшьки п стани множини II, 

яю не е заюпочними в автомап А.

Вщтак, якщо поди Р̂  1 Р2 регулярш, то 31 стввщношення 

Р, п  /*2 = /*, и  Р2 та замкненосп множини регулярних подш вщносно 

операщй доповнення й об’еднання випливае регуляршсть поди 

Р1 гл Рг Наведене стввщношення задае також метод, за допомогою 

якого, виходячи з джерел 0 ,1 0 ,, що зображують подп 1\ 1 Р2, можна 

побудувати шукане джерело О, яке зображуе регулярну подш 

Рх п  Р2. Детерм1Н1зувавши джерело Д  можна одержати вщповщний 

сюнченний автомат.

Наведет факти дають змогу розширити сигнатуру алгебри Ек, до

давши до не'1 операцп доповнення та перетину. Гснують й шли операцп, 

щодо яких множина регулярних подш Р. замкнена (наприклад, р1зниця, 

симетрична р1зниця та т.).

1з замкненосп множини регулярних подш К вщносно теоретико-мно

жинних операцш об’еднання и ,  перетину п  та доповнення ~ випливае, 

зокрема, що алгебра <Р, {и, п, 0 , Х '}>  регулярних подш в алфавтX  

е булевою алгеброю.

Цшавою, непростою й дуже важливою е проблема розв’язування р1в- 

нянь 1 систем р1внянь в алгебр1 регулярних подш. Наприклад, розгляне

мо “лшшне” р1вняння X  = ХР  и  У якому Р —  вщом1 поди, а Х — 

шукана под1я. Розв’язком цього р1вняння е (ЗР*. Якщо ее Р, то остання

под1я не единий розв’язок р1вняння. Неважко перев1рити, що в цьому 

випадку подхя X  = (<2 и  Я)Р' також задовольняе дане р1вняння для до

вшьно! поди К.

Зауважимо, що на методах розв’язання систем р1внянь в алгебр! регу

лярних подш базуеться ще один алгоритм анал1зу сюнченних автомата, 

вщмшний вщ алгоритму Мак-Нотона-Ямади.

Нарешп, розглянемо комбшований вариант швдального скшченного 

автомата—  розтзнавач-перетворювач А = (X, У, V, 8, А, а,, Г). Це авто- 

мат-розшзнавач, у якому означено функщю переход1в
II х X  -» У. Отже, автомат А шщше автоматне вщображення 

ф̂ : X ' —> У’. Нехай Р —  под1я в алфавтX, яку зображуе автомат А. Наз

вемо множину СЛ1В I  = {ф/иО | и'б Р) под1ею в алфавт У, породжува- 

ною автоматом А.

Неважко переконатися, що будь-яка под1я I ,  породжувана шодаль- 

ним сюнченним автоматом розтзнавачем-перетворювачем А, е регуляр

ною под1ею в алфавт У. Справд1, якщо з дуг графа автомата А вилучи- 

ти вс1 вхщш В1дм1тких. еХ, / = 1, 2, т, то утвориться джерело Д  яке 

зображуе подш I  в алфавт У. Детерм1шзуючи джерело Д  одержимо 

сюнченний автомат, що зображуе подш I .  Звщси за теоремою анализу 

7.12 випливае, що под]я I  —  регулярна.
Отже, сюнченш автомати-перетворювач1 перетворюють регулярш 

подп в алфавт X  у регулярш поди в алфавт У.

7.12. Задача / вправи

1. За допомогою алгоритму Мак-Нотона-Ямади побудувати регулярний вираз 

для подп, зображувано! в автомап:

(а) ‘ (б)

Множина заключних сташв: 1) Р = {1, 3}; 2) Г = {2, 3}.

2. Побудувати таю два скшченш автомати, що кожне слово в алфавт 

В = {0, 1} розтзнаеться в одному з цих автомапв, однак жодне слово в алфавт 

В не розшзнаегься одночасно обома автоматами.

3.Побудувати (синтезувати) сюнченний автомат, що зображуе подио Р. Подш 

Р задано регулярним виразом:

(а) Ьа и  а(Ьа)' и  (аЬа и  Ь"а')\ (б) а\Ь и  а')" и  Ь'а.



4. Позначимо через Р 1 <2 подп, задан! регулярними виразами г 1 Написати 

регулярний вираз, що задае подш Р п  ():

(а) г = (а и  Ь)'а, ц = Ь(а и  Ь)';

(б) г = (а и  Ь)’а, ? = ( а и  Ь)‘аа(а и  Ь)’;

(в) г = (а и  Ь)Ь(а и  Ь)\ д = Ь(а и  Ь)';

(г) г = (Ь и  аЬ)\а и  е), д = (а и  Ь)'аа(а и  6)’;

(д) г = (6 и  а/>)*(а и  е), ^ = (а и  6а)‘а;

(е) г = (аЬ')'а, ^ = 6(а и  6)‘ ;

(е) г = (аЬ’У а, д = а(а и  6)’;

(ж) /- = (аа и  аЬ и  Ьа и  6/))*, = 6(а и  6)*.

5. Написати регулярний вираз, що задае подио Р Г) О в алфавт В = {0, 1}, де 

Р —  множина ВС1Х СЛ1В непарно! довжини, а 2  —  це множина вс1х сл1в, 
яю:

(а) починаються з 0;

(б) м1стять парну кшьюсть нул1в;
(в) М1СТЯТБ непарну КШЬЮСТЬ НуЛ1В.

6. Побудувати (синтезувати) сюнченний автомат, що зображуе подш Я, п  Р 

де подп Р1 1 Р2 задано регулярними виразами г, 1 г2. г1 = (а и  Ь)Ь(а и  Ь)\ 

г2 = Ь(а и  Ь)\

7. Довести, що регулярна под1я Р, зображувана в скшченному автомап з п 

станами, несюнченна Т0Д1 й тшьки тод1, коли вона М1стить таке слово XV, що

п<\м’\< 2п.

8. Сформулювати ефективну процедуру, що дае змогу для заданого скшчен

ного автомата .4 перев1рити, скшченною чи нескшченною е зображувана в ньо

му ПОД1Я.

9. Довести, що для несюнченно! регулярно! подн Р будь-яке достатньо довге 

слово \\> еР  можна записати у вигляд1 XV = Р]РР2 (р Ф е) так, що для ВС1Х 

к = 0,1,2,... виконуватиметься р ^ кр2е Р (“лема про накачку”).

10. Користуючись “лемою про накачку” чи шшими методами, довести, що по- 

Д1я Р не регулярна:

(а) Р = {<Л>А | к = 0, 1,2, ...};

(б) Р = {XVXV \ м'б {а, Ь}'};

(в)Р=  (<Л>*+11 к=0, 1, 2, ...};

(г) Р = {акЬкак | * = 0, 1, 2, ...};

(д) Р = {</ | к —  просте число};

(е) Р=  {акЬк\ к = п2,п = 0, 1,2, ...};

(е)Р={ак'\к = 0, 1, 2, ...};
(ж) Р = {акЬ1 \к>1}.

11.Нехай Р= {ак\ к> 0, к —  не просте число}. Довести, що:

(а) ПОД1Я Р нерегулярна;

(б) под1я Р задовольняе умову “леми про накачку”.

12. Нехай Р —  ПОД1Я в алфавт X. Означимо вщношення К на множит 

X *: (и , у)е К тод! й тшьки ТОД1, коли для будь-якого слова х м е Х *  виконуеться або 

и хуе Р \ уи'ё Р, або 1т ч Р  1 учи. Р. Довести, що вщношення Р —  екв1валентшсть. 

Довести також, що ПОД1Я Р регулярна тод! й ильки тод к коли фактор-множина 

X'/К скшченна.

13. Довести, що множина регулярних подш в алфавт X  замкнена вщносно 

операцп:

(а) р1зниця; (б) симетрична р1зниця.

14. Нехай Х1 1 Х2 —  скшченш алфав1ти, Х = Х {Х Х2 1 XV еХ '. Якщо 

XV = (в,, Ъх)(а2, Ь2)...(аг, Ьп), то слова а1аг ..ап 1 Ь1Ь1...Ьп називатимемо вщповщ

но першою та другою проекц1ями слова XV, позначатимемо !х ргДуу) та рг2(и'). 

Якщо Р с  X ’, то рг (Р) = {рг(и>) | н-б Р), / = 1, 2. Довести, що для довшьно! 

регулярно! поди К в алфавт X  множина рг (К) е регулярною под 1 сю в алфа

в т  X., /= 1 ,2 .

15. Навести приклад тако! нетрив!алыю! регулярно! поди /? в алфавт 

X (К Ф X’ та К Ф 0 ) 1 нерегулярно! поди 0, що под1я
(а) К и  <2 —  регулярна; (б) подш Ки  —  нерегулярна.

16. Нехай К —  регулярна под1я, а 5 —  скшченна под1я. Довести регуляршсть 

поди:

(а)Д и5 ; (б) Р \ 8.

17. Нехай О —  нерегулярна подш, а 5 —  скшченна подш. Довести, що подш 

Т нерегулярна:

( а )Г = 0 и 5 ;  (б)Г=0\ 5.

18. Довести, що алгебра А = <Р, {и, п, 0 , Х}>  регулярних подш в алфа- 

В1Т1 X  е булевою алгеброю .

7.14. Абстрактна та структурна 
теори автомат1в

У рамках описано! вище теори ми абстрагуемось як вщ внутр1ш- 

ньо! структури й штерпретаци самого автомата, так 1 в1д змштовного 

трактування його станхв, вхщних 1 вихщних сигнал1в тощо. Сдиним 

вщступом, зробленим у бк  штерпретаци ще! математично! модел1, 
була згадка про автоматний час. Такий пщхщ д1став назву абстрак-



тноХ (або повеЫнковоС) теорп автоматов. Не щкавлячись способом 

реал1заци автомата, абстрактна теор1я вивчае тшьки проблеми, 

пов’язаш з зовшшньою поведшкою автомата, 13 тим, як вш перетво- 

рюе ВХ1ДНУ 1НформаЦ1Ю у ВИХЩНу та у ВЩПОВЩНу ПОСЛЩОВШСТЬ ста

шв автомата, або з тим, яю множини онв у певному ал ф авт  може 

розшзнати (В1др1знити) такий автомат. Дослщжувану таким чином 

модель називають також абстрактным (сюнченним) автоматом. 
Абстрактна теорхя по сут1 е частиною (роздшом) загально! теорп ал- 

горитм1в (у цьому раз1 —  алгоритм 1в 31 скшченною пам’яттю), б1ЛЬ- 

писть властивостей яких можна вивчати (дослщжувати) безвщносно 

до способу реал1зац11.
На В1дм1ну вщ абстрактно! теорп автомата у так званш структурнш 

теорп роблять подалыш кроки в напрям1 змютовно! 1нтерпретацп та 

врахування бшыпого числа властивостей реальних дискретних пристро- 

Тв. Основна вщмггна особливкть структурно! теорп автомата полягае в 

т1м, що вона враховуе структуру вхщних 1 вихщних сигнал1в автомата, а 

також його внутрпнню структуру. 3 погляду структурно'! теорп авто

мат —  це композиц1я (структура, схема, з’еднання, мережа), складена з 

прост1ших (елементарних) автомата. Отриманий таким способом авто

мат називають структурным (сюнченним) автоматом (автоматною, 
або лог1чною, схемою).

Абстрактна 1 структурна теорп автомата —  це два роздши загаль

но! теорп автомата, що взаемопов’язаш, взаемодноть 1 доповнюють 

один одного. На р1вш абстрактно! теорп прост1ше, природшше й 

ефектившше можна розв’язувати задач! визначення об’ему пам’ят! 

(складност!) автомата, р1вносильних перетворень 1 оптим1зацп алго

ритму ЙОГО роботи, розробки Р13НОМЭН1ТНИХ мов для опису поведш- 

ки автомата 1 пор1вняння можливостей та дослщження властивостей 
цих мов.

Основш задач1 структурно! теорп автомата —  це також задач1 анал1зу, 

синтезу й оптим1зацй (мш1м1зацп) схеми автомата. Остання задача полягае 

в побудов1 схеми автомата, що мктить найменшу можливу юльюсть еле

менпв. Окр1м опттпзащ! автомата за юльюстю елеменпв до задач струк

турно! теорп автомата належать забезпечення надшносп, перешкодостш- 

кост1, економ1Чност1, швидкодп схем, тобто задач1 опттпзацГ! схем за р13- 

ними техшчними параметрами 1 показниками. У структурнш теорп 

автомата зазвичай розглядають лише математичш формальш методи 

розв’язання названих техшчних задач.

Центральною в структурнш теорп автомата, безумовно, е задача син

тезу, тобто побудова схеми (композицн елементарних автомат1в), що ре- 

ал1зуе задану поведшку. Початковою шформащею для структурного син

тезу зазвичай служить опис автомата в термшах абстрактно! теорп. Цю 

ситуашю доречно описати в алгебричнш термшологй. У структурнш те

орп ми по суп маемо справу з алгеброю, носкм яко! е множина елемен

тарних автомата, а сигнатура складаеться з точно означених операцш 

композицн для елементарних автомата (останш, до реч1, задають за допо

могою вищеозначених моделей абстрактно! теорп). Ця алгебра под1бна до 

алгебри комбшацшних схем (див. розд. 6.14), 13 ткю вщмшшспо, що ал

гебра структурних автомата мае справу з ктотно складшшими елемен- 

тами, а також використовуе складшпн композицп.

7.15. Методи композицп автоматов
До основних способ 1в композицп автомата вщносять паралельне 1 

послщовне сполучення, а також сполучення 31 зворотним зв’язком.

1. Паралельне сполучення. Результатом паралельного сполучення 

автомата А{ = (X, Г,, Л/,, 5,, А,) 1 А =(Х , У2, Ц, 52, Х2) називатимемо такий 

автомат А = (X, У, II, 8, X):

•  множина станш —  II = С/, х Ц ;

• вихщний алфавп —  У = ф (У, х У,);
• функщю переходш 8: 11 х Х-> I!  означено так: якщо ат = (аИ|, ат̂ & II, 

то 8(дт, х )  = (8,(0^, хк), 82(атг, х*));

• функцгю виходав X: С1 х X  —> У означено так:

Ч а т, хк) = хк), \(атг, хк))\

• ср: У, х У2 -» У —  деяке вщображення.
Паралельне сполучення автомата Ах '\ А2 зручно зображати за допо

могою тако! Д1аграми (рис. 7.18).

Рис. 7.18



Тут розглянуто паралельне сполучення автомапв, що фунюцонують 

у спшьному вхщному алфавт. Под1бним чином можна означити пара

лельне сполучення автомапв, яю мають вщмшш вхщш алфавпи. Неваж

ко узагальнити введену операцш на довшьну кшьюсть елементарних ав

томата, а також означити и для модел1 Мура.

2. Посл1довне сполучення. Результатом послщовного сполучення 

двох автомапв А1 = (X, У,, II^ 8,, X ) 1 А2 = (Х2, У2, Ц, 82, Х2) за умови 

Х2 - У] назвемо такий автомат А = (X , У2, II, 8, X):

• множина сташв —  II = Ц] х I I ;

• функцш переход1в 8 : X  х II н> II означено так: якщо ат =

= (%> а,„2)е и> то **) = (5, ( V  **)> 52(«„,2, ^ (аю|, х<)));

• функцш виходхв X: X  х II —» У задано сшввщношенням

Щ т, хк) = Х2(атг, *.,(<*, (|, **)).

Вщповщну д1аграму подано на рис. 7.19.

X

Рис. 7.19

3. Сполучення з/ зворотним зв’язком. Результатом сполучення 31 зво- 

ротним зв’язком автомата А: = (X,, Ур Ц, 8,, А,,) 1 Л2 = (А'2, К,, Ц, 8,, Ц), де 

Л2 —  автомат Мура 1 Х2=Ур назвемо такий автомат А = (X, У, и, 8, А):

• множина стан1в —  I! = I I1 х I I ;

• вхщний 1 вихщний алфавита —  Х = Х < 1 У= У2;

• функцйо перехода 8: X  х V -> V означено так:

якщо а , = а,„2)еЦ  то

6(а,„>х)  7(**> ^(а,„2))). 82(% , 7(^, Ц(«„2)))));

• функцш виход1в X: X  х I I  У мае вигляд

Х(ат,х к)= Х ^ а т^ х к, ц(а,2)));
• у. Х ) х У2 —> Х 1 — якесь алфав1тне вщображення.

Д1аграму, що вщповщае сполученню 31 зворотним зв’язком двох ав

томата, подано на рис. 7.20.

Застосовуючи до елементарних автомапв описаш вище методи 

композици, можна отримувати як завгодно складш та ргзномаштш 

схеми. Власне композищя автомапв полягае в ототожненш (в абс

трактному теоретичному трактуванш) або з’еднанш (у практичному 

техшчному розумшш) елементарних вхщних 1 вихщних канал1в (сиг-

Рис. 7.20

нал1в) об’еднуваних у едину схему елементарних автомата. Для того 

щоб будь-яка з операцш композици була завжди виконуваною 

й коректною, необхщно, щоб ус1 елементарш автомати мали той са- 

мий спшьний алфавгг (вхщний 1 вихщний). Такий алфав/т називають 

структурним. На практищ структурним алфавитом найчаспше е 

двшковий алфавгг {0, 1}.
Мають бути виконаш також умови коректно'1 побудови схеми струк

турного автомата (або умови коректносп виконання операщй композици 

в алгебр1 структурних автомата) [8]. Неформально основш умови корек- 

тност1 схеми можна звести до таких:
• у будь-який момент автоматного часу в усзх каналах схеми е сигнал;

• неприпустима неоднозначнють сигнагпв у канал!, тобто не можна 

ототожнювати декшька вихщних сигнал1в з одним вхщним;

• зворотш зв’язки у схем1 мають бути побудоваш коректно.
Розглянемо метод розв’язання проблеми а н шизу у структурнш теорп

автомата. Якщо 5 — схема, складена з автомата А ,, А2, ..., Ап за допомо

гою розглянутих вище операцш композици, то неважко побудувати вщ

повщний абстрактний автомат А, що описуе поведшку схеми 5 мовою 

автоматних вщображень.

Видшимо у схем1 5 вхщш канали х ., х.̂ , ..., х^ автомата А., 

/ = 1,2, ..., п, яю не було ототожнено з жодним вихщним каналом. При- 

родно називати таю вх\дт канали зовншнши. Аналопчно видшимо зов- 

шшн1вих1дш канали у , у , ■■■>У1- Множиною сташв автомата А е сукуп- 

шсть вектор1в (а,, а ,, ..., а; ) сташв автомапв А{, А2, ..., Ап вщповщно. 

Поставимо у взаемно однозначну вщповщшсть кожному з вектор)в зна

чень вхщних 1 вихщних канал 1 в схеми деякий символ з абстрактних ал- 

фавп1в X  1 У вщповщно. Так само кожному з вектор1в сташв 

(а , а,, ..., а; ) поставимо у взаемно однозначну вщповщшсть деякий 

символ (абстрактний стан) з алфав1ту II. Функцш перехо- 

д1в 8 1 функцш виход1в X шуканого абстрактного автомата (X, У, II, 8, X) 

можна визначити посл1довно за допомогою оператора суперпозицп й



описаних вище правил композицп для функцш 5,, 52, 8п 1 Я,,Д , ... Д„ 

елементарних автомата. 1з ще! побудови, зокрема, випливае, що число 

сташв автомата А не перевищуе добутку кшькостей сташв ус1х автоматов 

А ,, А2, Ап.

7.13. Задач! / в прав и

1. Побудувати таблищ, граф 1 матрищ переход1в 1 виход1в автомата, який е па- 

ралельним сполученням автомаив А] \ А,, заданих сумиценими таблицями Пере

ход 1В/ВИХ0Д1 В.

8Д аг а,

*| а/ 0 а/\ а/1

а/0 а/0 а/0

« А К

Ь/1 ь/о

Ь/1 Ь/1

Функцюнальне перетворення ф означено сшввщношенням ф((>\, у }) = у((у., у:)), де 
У(а) — номер двШкового кортежу а (див. розд. 6.1).

2. Означити паралельне сполучення двох автомаив Мура.

3. Означити паралельне сполучення п автомаив Мш Ак = (Хк> Ук, IIк, Ък, \к),

к=1,2,...,п . - •

4. Довести, що для будь-яких регулярних подШ 1 /?, вщповщно у скшчен

них алфав1тах Х: 1 Х2 декарпв добуток Л, х Я2 е регулярною подйею в алфавт 

Х=Хх хХ2.

5. Побудувати таблищ, граф 1 матрищ перехощв 1 виход1в автомата, що е ре

зультатом послщовного сполучення автомаив А, [ А2, заданих сумщеними таб
лицями переход1в/виход1в.

Л

« А К Ь,

0 ЬМ ь/у, ЬА

1 ЬМ Ь,/у2 Ь/У<

8 А а, аг

*, а/0 а/1

а/ 1 а/1

*> а/0 а/0

6. Визначити автомат, що е результатом сполучення 31 зворотним зв’язком ав- 
томаив А: 1А2, заданих таблицями.

Л,

8Д аг

*. а/0 а/0

Х2 а/1 а/ 1

Х, а/0 а/0

И У, У, Уг

8; К ь,

0 ьг Ь,

1 Ь, Ь, к

Функцюнальне перетворення у задано таблицею.

У У1 Уг Уу

х , 0 1 1

хг 1 1 0

х, 0 0 1

7. Розв’язати задачу анализу для структурних автомапв, побудованих у зада

чах 1,5 16.

7.16. Каношчний метод
структурного синтезу автомат1в

Як було зазначено вище, основною задачею структурно! теорп ав

томата е задача знаходження загальних прийом1в побудови (синтезу) 

структурних схем автомата на основ1 композицп автомата, що нале

жать до наперед заданого скшченного набору тишв автомата. Точш- 

ше, задачу структурного синтезу автомата можна сформулювати 

так.

Нехай е якась скшченна множина елементарних автомата у одно

му й тому самому структурному алфавт С (припускаемо, що кожен 

з елементарних автомата е у вдй множиш в необмежешй кшькостО. 

Нехай задано також довшьний абстрактний скшченний автомат А. 

Потр1бно знайти алгоритм, який даватиме змогу за задании автома

том А будувати деяку композицно елементарних автомата так, що от- 

риманий у результат! композицп структурний автомат (схема) реал1- 
зуе вщображення, що продовжуе вщображення, шдуковане автома

том А.

Слщ зазначити, що далеко не для кожного набору елементарних 

автомата ця задача мае розв’язок. Тод1 ж, коли вона мае розв’язок



(для довшьного скшченного автомата А), будемо говорити, що зада

на система елементарних автомата е структурно повною (або е ба

зисом).

€ багато р1зних структурно повних набор1В елементарних автомата. 

Однак на сьогодш немае скшьки-небудь ефективних засоб1в (гстотно 

простших, шж метод перебору вах можливих вар1анта) для розв’язан

ня основно1 задач 1 структурного синтезу в раз1 довшьного вибору струк- 

турно П0ВН01 системи елементарних автомата. Тому розглянемо так зва

ний каношчний метод структурного синтезу автомата, який застосову

ють для структурно повних систем елементарних автомапв спе_дального 
виду.

Каношчний метод структурного синтезу оперуе з елементарними 

автоматами двох тишв. До першого типу належать автомати 

з пом ’яттю  {елементи пам 'япи, або запам ’ятовувалъш елементи). Таю 

автомати мають бшьше шж один внутршгаШ стан. Другу групу 

становлять автомати без пам ’япи (тобто автомати з одним внутршшм 

станом —  комбтацшш, або логлти, елементи). Результатом композици 

лопчних елеменпв завжди е автомат без пам’ят1 або комбшащйна схема. 

Кожну комбшашйну схему можна охарактеризувати функщею виход1в 
у(0 = Цх(1)), де х(1) —  структурний вхщний сигнал, у(1) —  структурний 

вихщний сигнал у той самий момент часу (.

Основна щея каношчного методу структурного синтезу полягае 

в тому, щоб звести задачу структурного синтезу довшьного автомата до 

задач! структурного синтезу деяко'г комбшашйноУ схеми, тобто схеми ав

томата без пам’ят1. Щоб реал1зувати цю щею, потр1бно спещальним 

чином в1Д1брати до базису елементи пам’ят1. А саме, при каношчному ме

тод! структурного синтезу автоматами з пам’яттю, що входять до базису, 

обирають автомати Мура, яю мають властивост1 повноти систем перехо- 

Д1В 1 ВИХОД1В. Означимо Ц1 ВЛЭСТИВОСП.

Повнота системи переходы у автомат! А =(Х, У, V, 8, (I) означае, 

що для будь-яко! впорядковано!' пари його сташв е вхщний сигнал, 

що переводить автомат 13 першого стану у другий. 1накше кажучи, 

для повноти системи переход1в необхщно й достатньо, щоб для до

вшьно'! пари (а, Ь) його сташв кнував вхщний сигнал х, для якого 
Ь = Ъ{а, х).

Повнота системи виход1в в автомат! Мура означае, що кожному 

стану автомата вщповщае свш власний вихщний сигнал, вщмшний 

вщ вихщного сигналу, що вщповщае будь-якому шшому стану.

1накше кажучи, в автомат! Мура з повною системою виход1в функщя 

вщмггок (X реал1зуе взаемно однозначну вщповщшсть М1Ж множиною 

сташв 1 множиною його вихщних сигнал1в. 1з цього означення безпо

середньо випливае, що в автомат! Мура з повною системою виход1в 
можна ототожнити внутргшш стани та вщповщш вихщш сигнали ав

томата. Отже, операцп кодування сташв 1 кодування вихщних сигна- 

Л1в у таких автоматах можна об’еднати, тому стани та вщповщш ш 

вихщш сигнали можуть набути однакових значень код1в у структур

ному алфавт. Це дае змогу використовувати той самий структурний 

алфавн для кодування як вхщних 1 вихщних сигналов, так 1 внутр1ш- 

шх сташв автомат!в.
Для автомата з повною системою переход1в уведемо таке озна

чення.
Функщею входов к автомата А = (X, У, V, 8, |Л.) з повною системою пе- 

реход1в назвемо функцш, яка довшьшй пар! стан 1 в а, Ье И автомата А 

ставить у вщповщшсть множину вхщних сигнал1в х е Х  таких, що 

Ь = Ь(а, х).

У таблищ функцп входов автомата А рядкам 1 стовпчикам вщповща

ють його стани. На перетиш /-го рядка, що вщповщае стану а.,

1 /-го стовпчика, що вщповщае стану а , записують множину к(а., а ) вхщ- 

них сигнал1в, що зумовлюють переход автомата А 31 стану а. 

в стан а..
Теоретичним обгрунтуванням каношчного методу структурного син

тезу е така теорема.

Теорема 7.14 (про структурну повноту). Будь-яка система елемен

тарних автомата, яка мютить автомат Мура з нетрив1альною пам’яттю, 

повною системою переход1в \ повною системою виходов, а також будь-я

ку функщонально повну систему лопчних елемента, е структурно пов

ною системою. 1снуе загальний конструктивний споаб (каношчний ме

тод структурного синтезу), що дае змогу в цьому раз1 звести задачу 

структурного синтезу довшьного скшченного автомата до задач! струк

турного синтезу певних комбшащйних схем.

Доведения. Нехай задано довшьний абстрактний сюнченний автомат 

А = (X , У, V, 8, X). Вгзьмемо р  елементарних автомата Мура 

з пам’яттю А{, А2, ..., Ар, що мають повш системи переход!в 1 виход1в. 
Кшьюсть потр1бних автомата визначае стввщношення |̂/| < 1(7,1 ■ |Ц| 

... • |(/;)|, де V. — множина сташв автомата Аг



Закодуемо стани автомата А, зктавивши кожному абстрактному стану 

а автомата А впорядкований наб1р (<х, а , а.) станш автомапв А.,

у = 1 , 2 р. Використовуючи властивкть'повноти системи виходхв, ко- 

ди сташв {а. , а ., а. ) можна ототожнити з кодами вихщних сигналив 

(у., у.̂ , ..., у. ) автомапв Л2, де у. — вихщний сигнал, що вщ

повщае в автомат! А стану а... Позначимо структурний вихщний сигнал 

(чи, що те саме, структурний стан) (у , у ,.. ., у ) структурного автомата 

через у.

Закодуемо вхщш сигнали заданого автомата А, зктавивши абстрак

тному сигналу х  структурний вхщний сигнал (х., х . , хХ

Тод1 функцш переходов ) закон функщонування автомата А можна за

писати у вишяд1 а(1 + 1) = 8(а(/), х(1)) або (з урахуванням взаемно одноз

начно! вщповщносп сташв 1 вихщних сигналов) у вигляд!

у(<+ 1)=8(у(/),х(0). (7.13)

Перехщ автомата А 31 стану у(0 в стан у(/ + 1) складаеться з вщ

повщних переход1в в елементарних автоматах Аг А2, ..., Ар. Для за- 

безпечення переходу автомата А 31 стану у (1) в стан у.(1 + 1) вщповщ- 

но до задано! функцп переходов 8 потребно в момент часу I подати на 

вх1д елементарного автомата А. певний вхщний сигнал 

I = 1,2, р. Виходячи з властивосп повноти системи переход1в ус1х 

елементарних автомата А., покладемо и(1) = л (у (/), у.(1 + 1)), де п. —  

функщя вход1в автомата А., /' = 1, 2, ..., р, а для и (  с) обрано один з 

елемента п множини значень.

Природним чином отримаемо структурний вхщний сигнал пам’яп 

схеми 5 автомата А:

и( 0 = я(у(0 ,г(/+ 1)). (7.14)

Пщставивши у сшввщношення (7.14) значения у(/ + 1) з формули (7.13), 

одержимо

и(0 = л(у(0, 8(у(0, *(0)) = р(^(0> *(0)- (7.15)
Задана щею формулою функщя р(у, х) називаеться (векторною) 

функцьсю збудження схеми 5 автомата А, або функщею вхосНв 

пам’ятг. Вона визначае, який структурний вхщний сигнал «(?) в 

будь-який момент часу I потр!бно подати на входи елемента пам’яп 

схеми 5 автомата А, що перебувае у сташ у(/), якщо зовшшшм струк- 

турним вх1дним сигналом е х{1), а у наступний момент часу I + 1 схе

ма 5 мае опинитися в сташ у(/ + 1), визначеному заданою функщею 

переход1в 8.

Завдяки збиу вс1х сигналш у сшввщношенш (7.15) за часом сигнал 

и(Г) можна розгпядати як вихщний сигнал яко!сь комбшацшно! схеми, на 

вхщ яко! подано об’еднаний структурний вхщний сигнал (у (0 , Реа- 

Л1зувавши цю комбшащйну схему за допомогою наявних лопчних еле- 

ментш 13 функцюнально повно! системи, ми забезпечимо тим самим 

можливкть реал1зацн ВС1Х переход1в 31 стану в стан, передбачених фун

кщею переходов 8 заданого автомата А.

Побудовану таким чином комбшащйну схему називають схемою зво- 

ротних зв ’язк/в, а ршняння, що виражають залежшсть сигнал 1в, як! по- 

дають на входи запам’ятовувальних елеменпв, 1 вихщних сигнал1в схе

ми вщ сигнал1в, як1 надходять на вхщ схеми (автомата) в цшому, 1 сигна- 

Л1в, що зн!мають з виход1в елеменпв пам’ят1, називають канотчними 

(векторними) ркняннями схеми 5 автомата А. Перше з каношчних р!в- 

нянь мае вигляд

и=р(у,дс). (7.16)

Зауважимо, що функцш збудження р(у, х) схеми автомата визна- 

чаеться, взагал1 кажучи, неоднозначно, бо неоднозначним у загальному 

випадку е виб!р значения функцп вход1в л елементарних автомапв 

Ах, А2, ..., А'. Цим можна скористатися для одержания проспшо! схеми. 

Тнтпе джерело оптишзацп синтезовано! схеми — виб1р того чи шшого 

способу кодування сташв (так звана проблема кодування).

I нарешп, розглянемо питания про реал1зашю шуканою схемою 

функцп ВИХОД1В автомата А. Залежно вщ того, чи е заданий автомат А 

автоматом М ш  або автоматом Мура, утворення його вихщних сигна- 

Л1в буде визначатися або законом у(1 + 1) = Х(у([),х(1)), або законом 

у(1) = ц(у(/)), що задае друге каношчне р1вняння схеми 5. В обох ви- 

падках потр1бний структурний вихщний сигнал реал1зуе комбшацш- 

на схема, яку називають схемою выходов. Для автомата М ш  ця схема 

реал1зуе векторну функцш у = А(у, дс), а для автомата Мура —  вектор- 

ну функцш у = |л(у). Для обох моделей автомата можливкть реал1за- 

цц схеми виход1в випливае з функцюнально! повноти системи лопч- 

них елеменпв. Теорему доведено.

Структурна схема будь-якого автомата, синтезованого вщповщно до 

каношчного методу структурного синтезу, мае вигляд, поданий на 

рис. 7.21. У каношчному метод1 структурного синтезу традищйно зобра- 

жають структурну схему автомата у вигляд! двох частин: набору елемен

тарних автомата з пам’яттю, що складають пам 'ять (або запим ’ятову-



вальну частицу), I двох комбшащйних схем —  схеми виход1в 1 схеми зво- 

ротних зв’язк1в, як1 зазвичай об’еднують в одну комбшацтну частину 

(рис. 7.21).

V

и

Рис. 7.21

На закшчення ще раз пщкреслимо, у чому полягае основна перевага 

каноничного методу структурного синтезу: проблема синтезу довшьного 

сличенного автомата зводиться до проблеми синтезу в1дповщних комбь 

нацшних схем —  схеми зворотних зв’язюв для р та схеми виход1в для X. 

Наведемо загальну схему реал1зацп цього методу.

О сн овт  етапи структурного синтезу

1. Обрати структурний алфавгг С.

2. Поставити у вщповщшсть кожному символу х. е Х  входного алфа- 

впу абстрактного автомата А сигнал лс у структурному алфавт С, тоб- 

то зд1Йснити кодування вх 'к)них сигнатв.

3. Аналопчно виконати кодування абстрактных вихгдних сигналю у. 

е У у тому самому структурному алфавт С.

4. Вибрати елементарний автомат, що задовольняе умови повноти 

системи переход1в I повноти системи виход1в. Визначити потр1бну кшь- 

юсть елементарних автомат обраного типу.

5. Здтснити кодування стангв, тобто поставити у вщповщшсть 

кожному абстрактному стану аке II наб1р сташв ас елементарних ав

томате.

6. Визначити лопчн1 (перемикальш) функци: функцию збудження 

и =  р(у, х) 1 функщю ВИХОД1В у = Х(у, х) (або у =  Ц(у)).

Розглянемо приклад застосування каноничного методу структурного 

синтезу.

Приклад 7.9. Нехай задано абстрактний автомат Мш А = (X, У, V, 6, X) 

за допомогою його таблиць переход!в 1 виход1в

а 1 о, а \ “а

х , У, У2 У, У4

х, Уг У, У5 У,

х , У* У, Уг У;

8 а 1 а , ° А

х , а 2 в Э “ ^

Х 2 ° А

Х , а 4 а , а1

1. Оберемо структурний алфав1т С = {1, 2, 3}.

2. Виконаемо кодування абстрактних вхщних сигнал1в, поставивши у 

вщповщшсть символу х. вхщного алфав1ту автомата А сигнал (код дов- 

жини 1) / в структурному алфавт С, / = 1, 2, 3.

3. Закодуемо у структурному алфавт С вихщш сигнали: символу у1 

поставимо у вщповщшсть код (1, 1), символу у, —  код (1, 2), символу 

у} —  (2, 1), символу у4 —  (2, 2), символу у5 —  (3, 1).
4. Елементарним автоматом Мура з пам’ятпо та повною системою 

переход1в 1 повною системою виход!в оберемо автомат 2 , заданий вщмь 

ченою таблицею переход1в

м 1 2 3

5 а Ь с

1 а с Ь

2 Ь а с

3 с Ь а

Враховуючи взаимно однозначну вщповщшсть м1ж множиною стан1в

1 множиною вихщних сигнал1в цього автомата, ототожнимо Гх: 1 —  а,

2 —  Ь, 3 —  с. Тод1 таблиця переходов елементарного автомата 2  набере 

вигляду

5 1 2 3

1 1 3 2

2 2 1 3

3 3 2 1

Кшьисть елементарних автомат1в 2, потр1бних для реал1зацп даного ав

томата А, дор1внюе 2, бо 4 < 3 • 3.



5. Виконаемо кодування сташв автомата А: стану а] поставимо у вщ- 

повщшсть код (1, 2), стану а2 —  код (3, 1), стану а} —  код (2, 2), стану 

а4 —  код (2, 3). Зауважимо, що обраний вариант кодування е лише одним 

13 багатьох можливих. Для зручност: укладемо так зваш кодоваш табли- 

цю переход1в 1 таблицю виход1в автомата А.

5 0,2) (3, 1) (2, 2) (2, 3) X (1,2) (3,1) (2,2) (2, 3)

1 (3, 1) (2, 2) (2, 3) (1,2) 1 (1,1) (1,2) (2, 1) (2,2)

2 (2, 2) (2, 3) (1,2) (1,2) 2 (1,2) (2, 1) (3, 1) (1, О

3 (2, 3) (1,2) (1,2) (1,2) 3 (2, 2) (2, 1) (1,2) (1,2

Запишемо таблицю функцн вход1в елементарного автомата 2, тобто таб

лицю функцп к:

я 1 2 3

1 1 2 3

2 2 3 1

3 3 1 2

6. Перейдемо до визначення функцп збудження 1 функцн виход1в шу- 

каноТ схеми, тобто до укладання таблиць цих функцш (рис. 7.22). Опи- 

шемо процедуру заповнення першого рядка ще'1 таблищ.

Якщо стан (у|5 V,) структурного автомата в момент часу I дор1внюе 

(1, 2) (другий 1 третш стовпчики таблиц!), а на його вхщ подано 

структурний сигнал 1 (перший стовпчик таблищ), то зпдно з кодова- 

ною таблицею переход1в для функцп 8 в момент I + 1 вш мае опини- 

тися у сташ (3, 1) (останш два стовпчики таблищ). Отже, перший 

елементарний автомат 2 : мае змшити св1й стан з 1 на 3, а другий 2 , —

з 2 на 1. Перший 13 цих переход!в буде забезпечено, якщо на вхщ 2, 

подати сигнал г/((/) = л(1, 3), який дор1внюе 3 (див. таблицю функцп 

вход1в л). А перехщ для 22 буде виконано шд д1ею сигналу 

кХО = л(2, 1)> що дор1внюе 2. Водночас при так1й комбшацп “стан— 

вх1дний сигнал” на виход1 схеми сл1д забезпечити сигнал (1, 1), тоб

то .у,(0 = 1 1 у2(!) = 1.
Таким чином, три перил та два останш стовпчики  таблищ слщ за- 

повнювати за допомогою кодованоУ таблиц! переход1в. Четвертий 1 
п’ятий стовпчики отримаемо, виходячи 31 сп1вв1дношень

11^ 1) = л(у,(0, + 1)) I м2(0 = П(У2((), у2(1 + 1)). Значения для >,(/) й

у 2(1) можна визначити за допомогою кодовано'1 таблищ виход1в:

(у,(0. У2(0) =  у2(1)), х (0).

40 V.» у2(0 «,(0 и20) У<«) >',(0 у,(/+1) у2(/+1)

1 1 2 3 2 1 1 3 1

1 3 1 1 2 1 2 2 2

1 2 2 3 1 2 1 2 3

1 2 3 2 1 2 2 I 2

2 1 2 2 3 1 2 2 2

2 3 1 1 3 2 1 2 3

2 2 2 2 3 3 1 1 2

2 2 3 2 1 1 1 1 2

3 1 2 2 1 2 2 2 3

3 3 1 3 2 2 1 1 2

3 2 2 2 3 1 2 1 2

3 2 3 2 1 1 2 1 2

Рис. 7.22

Отже, слщ побудувати дв1 окрем! комбхнац1Йн1 схеми (зворотних зв’яз- 

К1в 1 виход1в), кожну з трьома вхщними каналами х, 1 у; та двома вихщ- 

ними каналами, вщповщно ир и2 таугу2, або одну об’еднану схему з трьо

ма вхщнимих, V, 1 у2 та чотирма вихщними каналами ир и2,}\,у2- Для прак

тично! реал1зацп тако!' схеми потрхбна функщонально повна система 

базових комбшацшних елемент1в, що реал1зують перемикальн1 функцн в 

алфавт С = {1, 2, 3}, тобто функцп типу С" —> С.

Алфав1т С = {1,2,3} було обрано для того, щоб продемонструвати мож- 

лив̂ сть побудови схеми в довшьному структурному алфавт. Однак на 

практищ зазвичай структурним алфав1том е двшковий алфав1т В = {0, 1}. 

Розглянемо ще один приклад структурного синтезу схеми для випадку 

двшкового алфав1ту.

Приклад 7.10. Нехай задано сюнченний частковий автомат Мш1 А 

за допомогою його таблиць переход1в 1 виход1в.



X а , °2 а, а4

х , Уг У, У, -

Х2 - У, у, -

X, У1 - У4 Уг

5 а, аг °4

■\ а, «4 °4 -

х1 - -

х, а, _ О, Я,
' ■

1. Структурний алфавит —  С = {О, 1}.

2. Виконаемо кодування абстрактних вхщних сигнал1в, поставив

ши у вщповщшсть сигналу х [ вхщного алфавиу автомата А си

гнал (код) (0, 0) у структурному алфавт С, х2 —  код (1, 0), х, —  код 

(0, 1).
3. Закодуемо у структурному алфавт С вихщш сигнали: символу 

V, поставимо у вщповщшсть код (0, 0), уг —  (1, 0), у} —  (0, 1), у4 —  

(1, 1).
4. Елементарним автоматом Мура з пам’яттю та повною системою 

переход1в 1 повною системою виход1в оберемо автомат 2, заданий вщм1- 
ченою таблицею переход] в

Ц 0 1

5 а Ь

0 а ь
1 Ь а

3 урахуванням взаемно однозначно!' вщповщност1 М1ж множи-ною 

сташв 1 множиною вихщних сигнал1в зробимо таю ототожнення: 0 —

а, 1 —  Ь. Тод1 таблиця переход1в елементарного автомата 2  набере 

вигляду

5 0 1

0 0 1

1 1 0

Кшьюсть елементарних автомата 2, потр1бних для реал1зацй даного ав

томата А, дор1внюе 2, бо 4 = 2 ■ 2.

5. Закодуемо стани автомата А: стану а < поставимо у вщповщшсть 

код (0, 0), стану а2 —  код (0, 1), стану а3 —  код (1, 0), стану аА —  код 

(1, 1). Кодоваш таблищ переход1в 1 виход1в автомата А матимуть такий 

вигляд:

X 00 01 10 11

1 10 00 01 -

2 - 01 00 -

3 00 - 11 10

6 00 01 10 11

1 00 11 11 -

2 - 10 00 -

3 01 - 01 10

Таблиця функци ВХОД1В п автомата 2  мае вигляд

71 0 1

0 0 1

1 1 0

6. Таблиц! функци збудження та функци виход1в шуканоТ схеми буду- 

емо як 1 рашше.

*,(0 х20) »,(/) «,(0 и2(0 Л<() У20) у,(/+ 1) у,(/+1)

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0 0 0 1 1

0 0 1 0 0 1 0 1 1 1

1 0 0 1 1 1 0 1 1 0

1 0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

0 1 1 0 1 1 1 1 0 1

0 1 1 1 0 1 1 0 1 0

Запишемо ДЦНФ для функцш збудження та функцш виход1в:

«, = V V х & й  V ̂ х 2у,^;

и2 =  ъ т  V  х ,Г 2^ 2 V  V  ^ х , у , ^  V  ^ х 2У,У2;

Ух = т а ч  У У

ГНсля роздшьноГ мйшпзаци останшх формул отримаемо таю ви- 

рази:



и, =  х , у х 2у ,у2 у л ;у2;

и2 = X, V V Х,У2;

У, =  х ,у , V х,ТрГ;

V, = Х У1Н УХ, У,.

Фрагмент комбшацшно! схеми, що вщповщае функцн збудження и] 

зображено на рис. 7.23.

Рис. 7.23

Аналопчно можна накреслити схеми для шших функщй и2, у , та 

у2. Зокрема, якщо взяти до уваги те, що друга функц1я збудження мае 

вигляд и2 = у2 V х̂ х2 ццч х^с2у,у2, то вих1д схеми, що вщиовщае у2, мож

на використати для побудови й оптим1зацГ! схеми, яка реал1зуе фун- 

кщю и2.

Слщ зазначити, що тип елементарного автомата визначаеться техно

логией) I стандартами виробництва засобгв обчислювальноУ техшки. Для 

перших комп’ютер1в це були разного виду тригери й елементи затримки 

та комбшащшп елементи для реал1заци функцюнально повно! системи 

булевих функщй I, АБО та Ш. Згодом, 13 появою штегральних схем, “бу- 

Д1вельн1 блоки” стали ютотно складшшими та багатофункщональними. 

Однак основна щея конструювання схеми (мереж!), що реал1зуе заданий 

алгоритм функцюнування, з множини елементарних автомат1в залиши- 

лася незмшною.

Практично вс1 елементарш запам’ятовувальш пристро'Г, застосо- 

вуваш в реальних цифрових автоматах, являють собою автомата Му

ра з повною системою переход1в 1 повною системою виход1в. Описа- 

ну процедуру побудови функцш збудження пам’ят! автомата можна 

1стотно спростити, якщо використовувати певш типи елементарних 

автомат1в (тригери затримки, тригери з лгчильним або роздшьними 

входами тощо).

Рекомендований алгоритм синтезу структурного автомата можна зас- 

тосувати лише до сюнченних авто мат! в п пор1вняно невеликим числом 

внутр1шшх сташв. Для складних автоматов попередньо здшснюють Тх 

розбиття на функцюнальш блоки (декомпозицт), кожен з яких синтезу- 

ють окремо.

Окрема проблема процедури синтезу —  оптгшьзащя схеми, зокрема 

за ктыаспо елементш. Оскшьки число елементарних автомате з 

пам’яттю визначаеться числом стан1в заданого автомата А, то вс! зусил- 

ля 31 зменшення загально'У кшькост1 елеменэтв у схем1 зосереджують на 

комбшацшшй частиш.

Викладеш в розд. 6 методи мш1м13ацй формул алгебри лопки та 

безл1ч шших метод1в, що залишилися за межами нашого розгляду, 

було розроблено саме для спрощення схем обчислювальноТ техшки. 

Для кожно'1 з функщй збудження чи виход1в щ методи можна застосо- 

вувати окремо. Однак якщо в синтезованих комбшацшних схемах 

припустим! модул1 з декшькома виходами (так зваш схеми з розгапу- 

женнями), то так1 модул1 можна використати для одночасноУ реал1за- 
цп кшькох булевих функщй, що може значно скоротити загальну 

кшьюсть елемент1в. Методи мштхзаци, що дозволяють отримати для 

задано!' сукупност1 булевих функщй формули, в яких окрем! пщфор- 

мули зб1гаються, дштали назву метоЫв стльноI мш'шхзаци систем 

булевих функцш. Результат стльно! м1шм1заци, в якому шдсумкова 

кшьюсть потр1бних елеменпв визначаеться без урахування повтор 1В 
у спшьних шдформулах, може виявитися значно оптимальшшим, шж 

результат роздшьно! м1шм1зацй.

7.14. Задач! / вправи

1. Визначити (з точшстю до 13оморф13му) ВС1 автомати Мура з двома ста

нами, що мають властивосп повноти системи переход 1В 1 повноти системи

ВИХОД1В.



2. Побудувати два р!зш автомата Мура з трьома станами та повними систе

мами переход1в 1 виход1в.
3. Побудувати таблищ функщй збудження та функщй вюодщв структурного 

автомата, алгоритм робота якого задано сумщеною таблицею переход)в-виход1в 
абстрактного автомата А. Структурний алфав1т С = {0, 1, 2}, а автомат Мура з 

повними системами переход1в 1 виход1в мае таку вщм1чену таблицю переход1в 

(як 1 ранше, у таблицях заметь сигналов х.,у/ 1 сташв ак записуемо вщповщш ш- 

декси /, у, к)\

и 2 1 3

8 1 2 3

1 2 2 1

2 1 3 3

3 3 1 2

(а) А (б) А

5Д. 1 2 3 4 5 6

1 2/1 1/2 1/3 6/4 6/4 4/1

2 3/3 3/3 1/1 2/2 6/4 5/1

3 1/2 2/2 4/1 5/3 6/4 1/1

4 4/3 5/1 4/2 6/3 3/4 2/4

5 1/3 2/2 3/3 4/1 3/1 2/4

5/Х 1 2 3 4 5

1 2/1 1/1 3/1 1/2 5/2

2 4/1 1/2 2/3 1/1 3/2

3 5/3 1/3 2/3 3/1 4/2

4 1/2 1/1 3/3 5/3 5/1

4. Побудувати схему структурного автомата, алгоритм робота якого задано су- 

мпленою таблицею переход1в/виход1в абстрактного автомата Л. Структурний алфа- 

вге В = {0,1}, а автомат Мура з повними системами переход1в 1 виход1в мае таку вщ- 

М1чену таблицю переход!в:

Ц 2 1

5 1 2

1 2 1

2 1 2

(а) Л (б) А

ЗА. 1 2 3 4 5 6

1 2/1 1/2 3/2 6/1 6/1 6/1

2 5/2 3/1 1/1 2/2 3/1 5/1

3 6/2 2/2 4/1 5/1 6/2 1/1

4 4/1 5/1 3/2 6/2 3/2 2/2

5 1/1 2/2 3/1 4/1 3/1 2/1

8Л 1 2 3 4 5

1 2/1 1/4 3/1 5/2 5/2

2 5/1 2/2 2/3 1/1 3/2

3 5/3 1/4 3/3 3/1 4/4

4 1/2 4/1 3/3 5/3 5/1

5 3/4 2/3 1/1 4/2 2/1

Попередньо заетосувавши до вираз1в, що задають функцп збудження та 

функцп виход1в комб1нащйно'1 частини схеми, методи мш1м1зацп, викладеш в роз- 

д. 6.16-6.19, намагатися максимально IX спростити.



В1ДПОВ1Д1, ВКА31ВКИ, 
РОЗВ'ЯЗАННЯ
1. Множини I в1лношення

1.1. 1. (а), (в). 2. (а) {2, 3, 4, 5, 6}; (б) {-2, -1, 0, 1, 2};

(в) {1, 2, 3, 4, 6, 9}. 3. (б), (г), (е), (ж). 4. (а), (г), (е), (з). 5. (г), (е).

6. (б), (в), (е). 7. (а), (б), (г), (д), (е), (и), (1). 8. (а), (б), (д), (е), (е).

9. В = {0}, А = 0 .  10. (а) {0 , {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, 

{ 1, 2 , 3}}; (б) {0 , {0 }}; (в) {0 , {1}, {{2 }}, {{ 1, 2}}, { 1, {2 }}, 

{ 1, {1, 2}}, {{2}, {1, 2 }}, { 1, {2 }, {1, 2}}}; (г) ( 0 , {0 }, {{1, 2}}, 

{0 , {1, 2}}}. 11 . (а) {0 , {0 }, {{1}}, {{2 }}, {{1, 2}}, {0 , {1}}, 

{ 0 , {2}}, { 0 , {1, 2}}, {{1}, {2}}, {{1}, {1, 2}}, { { 2}, {1, 2}}, 
{0 , { 1}, {2 }}, {0 , {1}, {1, 2 }}, {0 , {2 }, {1, 2 }}, 

{{1}, {2}, {1, 2}}, {0 , {1}, {2}, {1, 2}}}; (б) {0 , {0 }, {{0 }}, 

{0 , {0 }}}-

1.2. 1. (а) {1, 2, 3, 5, 6 , 7}; (б) {4, 6}; (в) 0 ; (г) {1, 2, 3, 5, 6, 7};

(д) {2, 6, 7}; (е) 0 . 3. (а) Наприклад, А = {1, 2}, В = {2, 3}. Тод1 
(А\В)и В - {1, 2, 3} Ф А. Доведемо, що (А\В)'иВ =  А тод1 й тшь- 

ки тод1, коли В с  А. Нехай (А\В)'иВ = А. Розглянемо довшьний 

елемент хеВ . За властивостями операцп об ’еднання з х еВ  

випливае хе(Л\В)иВ. Отже, за умовою хеА. Припустимо, що 

В с, А. Для встановлення рхвност! (А\В)и В = А доведемо так1 два 

включения: (А\В)^ В с  А 1 А с  (А\В)'иВ. Нехай хе(Л\В)иВ; тод1 
((хеА\В) або (хе В)) => (((хеА ) 1 (хг В)) або (хеВ)) => 

=> ((хеА ) або (хеА )) => хеА . Навпаки, нехай хеА . Тод1 
((хеА) 1 ((хеВ) або (х&В))) => (((хеЛ) 1 (хеВ )) або ((хеА) 1

(хёВ))) => ((хеВ) або (хеА\В)) => хе(А\В)иВ. (б) Наприклад, 

А = {1, 2}, В - {2, 3}. Тод1 (А иВ)\В = {1} * Л. Необхщною й достат- 

ньою умовою виконання ще'1 р1вност1 е А п В  = 0 . 4. (а) 0 ; (б) {0};

(в) {0}; (г) {0 , {0}}; (д) {{0}}; (е) {0}. 5. (а) НехайЛ с  В. До

ведемо, що В с  Л. Розглянемо довшьний елемент хеВ ; тод1 хе В.

3 умови матимемо хёА , отже хе А. Нехай В с, А. Доведемо р1в- 

шсть А<иВ = 5, тобто два вщповщш включения. Для доведения 

першого включения в1зьмемо х е А и В  => ((хеА) або (хеВ)) => 

=> ((хеЛ ) або (хеВ)) => ((* ёВ ) або (х еВ )) => ((х еВ ) 

або (хеВ)) => хеВ . 3 шшого боку, якщо хеВ , то за властивктю 

операцп об ’еднання маемо хеЛ и В . Для доведения того, що з 

Л и В  = В випливае А п В  = А, в13ьмемо х е А п В  => ((хеА) 

1 (хеВ)) => хеА. Навпаки, якщо хеА, то х еА и В , тому, за умовою 

хеВ. 3 хеА 1 хеВ  за означениям операцп перетину маемо хеА п В . 

Нехай виконуеться р1вшсть А п  В - А. Доведемо, що А\В - 0 . Засто- 

суемо метод доведения вщ супротивного. Припуст1мо, що 1сиуе еле

мент хеА\В => ((хеА) 1 (хе В)) => ((хеА) 1 (х ёА п В )) => 

=> ((хеА) 1 (хеА)). Прийшли до суперечност1. Отже при- 

пущення, що множииа А\В непорожня, неправильне. Нарешт1, нехай 

А\В = 0 . Доведемо включения А с, В. Розглянемо елемент 

хеА. Якщо припустити, що хеВ, то отримаемо хеА\В, що су пере

чить умов1. Отже, хеВ. Таким чином, доведено р1вносильшсть ус1х 

п’яти сшввщношень. 6. (а) А = В. Справд1, якщо А = В, то А и  

и  В = А п  В. Навпаки, нехай А и  В = А пВ . Розглянемо хеА => хеА и  

и  В => х е А п В  => хеВ. Аналопчно, якщо хеВ => хеЛ и  В => 

=> х е А п В  хеА. (б) А = В; (в) А = В ; (г) А = В = 0 ;

(д )А п В  = 0 ;  (е) А с  В; (е) А = В = 0 ; (ж) А п В  = 0 . 7. (а) Доведемо 

методом вщ супротивного, що так1 множини А, В 1 С  не 1снують. 3 

умови А п В  Ф 0  випливае, що 1снуе елемент хеА п В , тобто хеА й 

хеВ. 1з другоТ умови маемо хеС. Отже, хе(АпВ)\С, що суперечить 

останнш умов1. (б) №. 8. Доведемо дв1 р1вност1 (А п  В) и  А = А 1 
(А 'иВ)пА =А .Н ехаР 1 х е (А п В )и А  => (((хеА) {(хе В)) або (хеА)) => 

=> ((хе А) або (хеА)) => хеА. Навпаки, якщо хеА, то за властивхстю 

операцп об’еднання хе(А п В )и А . Для доведения друго! р1вност1 
розглянемо х е (А и В )п А . Тод1 ((хеЯиВ) 1 (хеА)) => хеЛ. Якщо ж 

хеА, то хеА<иВ. Отже, х е (А и В )п А .  9. Такими умовами е 

А с  В або В с  А. Справд1, якщо виконуеться одна з цих умов (наприк

лад, А с  В), то р(Л) с  (3(В), |3(Л) и  (3(5) = (3(В), Л и В  = В 1



$(А и  В) = (3(5). Навпаки, якщо (З(Л)и (3(6) = (3(Л и  В), то для довшь- 

но'1 шдмножини С с  А и  В маемо Се(3(Ли6) => Се (3(Л)и|3(6) => 

=> ((Се (3(Л)) або (Се (3(6))) => ((С с  А) або (С с  В)). Звщси випливае, що 

або А'иВ с  А, або АиВ  с  6 , тобто або А и  В = А, або А и  В = В. Остан- 

ш стввщношення р1вносильш в1дпов1дно В с, А або А с, В (див. за

дачу 1.2.5(а)). 10. (а) 6 = 0 . Якщо 6 = 0 , то ААВ = А. Навпаки, нехай 

ААВ = А 1 припуст1мо, що В *  0 . ЕНзьмемо хе В та розглянемо два ви- 

падки: якщо хеЛ, то хеА\В 1 х& В\А, отже хе ААВ; якщо ж хёА, то хеВ\А 

1 хеААВ. В обох випадках отримали суперечшсть щодо умови ААВ = А.

(б) В = Е; (в)А = В ; (г) А = 6 ; (д)А = В ;(е)А пВ  = 0 . И. (а)НехайА п В с С .  

ЕНзьмемохеЛ => ((хеА) 1 ((хеВ) або (хеб))) => (((хе/!) 1 (хеВ)) або ((хеА) 

1 (хе В))) => ((хе А п  В) або (хе В)) => ((хе С) або (хе В)) => хе 6и  С. Навпа

ки, нехай А с  Ви  С. хеА п В  => ((хеА) 1 (хеВ)) =>((хе6 о С )  1 (хеВ)) => 

=> (((хеВ) або (хеС)) 1 (хе 5))=> (((хеб) 1 (хе В)) або ((хеС) 1 
(хе В))) => ((хе 0 ) або (хе С)) => хе 0  и  С => хе С.

1.3. 1. (а) {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (2, 4)}; (б) {(2, 1), (2, 2), (3, 1), 

(3, 2), (4, 1), (4, 2)}; (в) {(2, 2), (2, 3), (2, 4), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 2), (4, 3),

(4,4)}; (г) {(3, 1), (3,2), (4, 1), (4,2)}; (д) {(1,2, 1), (1, 2, 2), (1, 3,1), (1, 3,2), 

(1, 4, 1), (1, 4, 2), (2, 2, 1), (2, 2, 2), (2, 3, 1), (2, 3, 2), (2, 4, 1), (2, 4, 2)};

(е) {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4)}. 2. (а) Будь-як1 мно

жили А [ В таю, що А Ф В. Р1вшсть виконуеться, коли А = В. (б) Нершшсть 

виконуеться для ВС1Х множин, бо кортеж! ((а, Ь), с) 1 (а, (Ь, с)) нер1вш.

3. (а) (х, у)е(А х  В)Г\(В х  А) <=> ((х, у) е А х  В [ (х, у)еВ х  А) <=> 

<=> ((хеА 1 уеВ) 1 (хеВ \уеА)) <=> (хеА \хеВ \ уеА \уеВ) <=> (хеА пВ  \ 

уеА пВ ) <=> (х, >')е(А п В ) х (АпВ), (б) (х, у)е(А х В )и  (В х  А) <=> 

<=> ((х, у)еА х  В або (х, у)еВ  х Л) <=> ((хе/) й уеВ) або (хе В 1 уеА)) => 

=> ((хеА и  В [уеАиВ) або (хеА и  6 [уеА и  6 )) <=> (х, у)е (/(и  В) х  (АиВ).

4. 3 анал1зу доведения включения попередиво!' задач1 випливае, що такою 

умовою е А = В. Тод1 з умов хеАиВ 1 уеАиВ  матимемо вщповщно хе А 1 
хеВ  та уеА 1 уеВ, тобто вс! переходи в доведенш р!вносильш.

5. (а) (0 ,'0 , 0), (0, {1}, 0), (0, {2}, 0), (0, {1, 2}, 0), ({1}, 0 , 0), 

({2}, 0, 0), ({1, 2}, 0, 0), ({1}, {2}, 0), ({1}, {1, 2}, {1}), ({1, 2}, {1}, {1}), 

({2}, {1, 2}, {2}), ({1, 2}, {2}, {2}), ({1,2}, {1, 2}, {1,2}). 6. (а)хеРг,(/( х В ) «  

<=> Буе В: (х,у)еА х  В <=> (хеА \ уе В) <=> хе А.

1.4. 1. (а) Рг,С, = {а, Ь, </}, Рг2С, = {1, 3, 4, 5}; (б) С ,и С 2 = 

= {(а, 1), (а, 3), (а, 4), (а, 5), (Ь, 1), (Ь, 2),

(Ь, 3), (с, 1), (</, 2), (а, 3), (с1, 4), (</, 5)}; (в)

С ,п С 2 = {(а, 5), (Ь, 3), (а , 2 » ;  (г) С,\С2 = {(а , 1),

(о, 3), (*, 1), (</, 3), (с!, 5)}; (д) С , = {(а, 2), (а, 4), (Ь, 2), 

(6, 4), (Ь, 5), (с, 1), (с, 2), (с, 3), (с, 4), (с, 5), (</, 1), («/, 2)};

(е) С ,’ 1 = {(1, а), (3, а), (5, а), (1, Ь), (3, 6), (3, 4), (4, </), (5, </)}. 2. (а) С,

о О, = {(а, а), (а, у), (Ъ, Р), (Ь, у), (с, а), (с, (3), (</, а), (с1, у)}; (б) С, ° 

С~' = {(а, Ь), (Ь, с), (Ь, сГ), (с, с), (с, О), (с, Ь), (Л, Ь)}\

(в) {(Ь, 4), (Ь, 1), (Ь, 2), (Ь, 3), (с, 2), (с, 4), (с/, 2), (с1, 4), (<У, 1), (й, 3)}.

3. Графшом в1дпов1дност1 С, е зовшшня частина круга рад1усом 1 13 

центром у початку координат. Граф1к С2 —  це внутргшня частина 

(разом 13 межовими л1шями) квадрата з вершинами в точках (0, 3), 

(3, 0), (0, -3), (-3, 0). Графшом С3 е зовшшш частини двох парабол: 

у2+ х = 0 й у2- х = 0. Позначимо через К квадрат 13 вершинами в точ

ках (0, 2), (2, 0), (0, -2), (-2, 0). Граф1ком вщповщност С4 е ус1 точки 

смуги хе [-0,5; 0,5], що лежать за межами К, а також ус1 точки всере- 

дин1 квадрата К, для яких виконуеться х < -0,5 або х > 0,5.

4. С 2*-0  = С 1 С(2к) = {(х, у)| |х| = \у\, |х| < 1}, кеМ. 5. Ьс + с1 = ас! + Ь.

6. (а) Л с  6 . Нехай 1А с А  х В. Тод1 для довшьного елемента хе/1 ма

емо: (х, х)е1л, (х, х)еЛ х 6 1 хеб. Навпаки, якщо А с  В, то 

(х, х)егл => хеЛ 1 хеВ  => (х, х)еЛ х В. (б) АпВ  = 0 ; (в) А = В;

(г) АпВ  = 0 ; (д) А = В; (е) |/1| = |6 | = 1. 7. (а) Нехай 

хеРг,0 => 3у: (х , у )еО  => (х, у )е С 1 ° С2 => (3г: (х, г)еС, 1 
(г, у)еС2) => хеРг,Сг Аналопчно можна довести друге включения,

(б) Нехай С ] ° С2 = 0 . Припустимо, що кнуе елемент 

ге Рг2С |пРг,С2 => (геР^С, 1 геРг,С2) => (Зх: (х, :)еС , 1 

3_у: (г, у)еС2) => (х, у)еС, ° С2. Останне суперечить умов1, отже 

Рг2С,пРг1С2 = 0 . Навпаки, нехай Рг2С,пРг,С2 = 0 . Знову застосуемо 

метод доведения В1д супротивного 1 припустимо, що 1снуе елемент 

(х, у)е С, 0 С2. Тод1 (Зг: (х , г )еС > 1 (г , у )е С 2) =$ (геРг2С, 1 
геРг^;,) => 2еРг2С|пРг,С2. Отримали суперечшсть щодо умови. От

же, множина С 1 ° С2 не може м1стити елемент1в 1 е порожньою. 8. (а) 

С —  всюди визначена вщповщшсть; (б) С —  функцюнальна: (в) С — 

ш’ективна; (г) С —  сюр’ективна; (д) С — взаемно однозначна, або 61-



ективна. 9. (а) С}, С4, С5; (б) С2, С3, С5; (в) С}, С5; (г) Ср С4, С5; (д) С3, 

С,. 10. Нехай/—  вщображення з А в В. ЕЙзьмемо довшьний елемент 

хе А; тод1 (х, х)е / . 31 всюди визиачеиост1 /  випливае, що юнуе такий 

елемент уеВ , що (х,у)е/  => (у, х)е/ " '  => (х, х)е/  0 /  "'• Для дове

дения другого включения розглянемо елемент (х, у)6 /  °/ ' => (Эг: 

(х, 2)е /  4 1 (2, > )е / )  => ((г, х)е / 1  (г , у )е / ) .  1з функцюнальност1 
вщображення/ випливае, що х = у, отже (х, у)е /д. Навпаки, нехай ви- 

конуються включения ^ с / ° / -' й/  1о/ е  *г Розглянемо довшьний 

елемент хеА => (х, х)е => (х, х)е / ° / _| => (Эу: (х, _у)е/ 1  (у, х)е

3 останнього твердження випливае всюди визначешсть /. Припусть 

мо, що для деякого хе А юнують елементи (х, у)е/ 1  (х, г)е/  Звщси 

( (х ,у )е /  1 (г,х)е/- ‘) => (г, у )е /- ,а/=>  {г,у)е 1в => г =у. Отже, вщпо

вщшсть /  —  функцюнальна. 11. Н е х а й / , / , / и /  —  вщображення з 

А в В. Припуспмо, щ о /  Ф/ .  Тод1 юиуе елемент (х, у ) е /  1 (*. дОй/  

або 1снуе (х, г)е /  I (х, -)г / .  Розглянемо перший 13 цих випадк1в (для 

другого м1ркування аналопчш). 3 умов (х, у)ё /  1 /  —  вщображення, 

випливае, що кнуе такий елемент/ Фу,  що (х,у')е / .  Тод1 матимемо, 

що (х, у)6 /  и / ,  (х, / ) е /  и /  1 у *  / .  Цей висновок суперечить умов1 

функщональност1/ и / .  Отже, /  = / .  Якщ о/ = / ,  т о /и / 2 = /  1 обер- 

нене твердження випливае з умов задача 12. (а) Довшьному кортежу 

(а , а ., а^)еАк поставимо у вщповщшсть вщображення/еА *к, оз- 

начене такою умовою: для покладемо _Д/) = а., а .еА ,

/ =  1, 2, к. (б) Довшьшй множит Ве(3(Л) поставимо у вщповщ

шсть вщображення /ё {0, I}"1, означене так: для хеЛ вважаемо 

Дх) = 1, якщо хеВ, а не тоДх) = 0. 13. Див. доведения задач! 1.4.10.

1.5. 1. (а) Б1екшею м1ж А \ А е, наприклад, тотожна вщповщ

шсть / . (б) Якщо А ~ В, то юнуе б]екщя/ м1ж А 1 В. Неважко довести, що 

/ '  буде бккщею м1ж В 1 Л; (в) Якщо/ — б1екщя М1Ж А \ В, ъ.% —  б1екц1я 

м1ж В \ С, то можна довести, що вщповщшсть/ ° §  е б1екщею М1Ж А 1 С.

2. (а) (2л - 1, п), яе<У; (б) (и, (-1)" [«/2]), ие Л1; (в) (л, кп), пеЫ. 3. (а) Так. 

Шуканою б1екщею може бути, наприклад, 1Л. (б) №. Наприклад, N ~ 2, 

одиак N Ф 2. 4. (а) Доведемо це твердження методом вщ супротивного. 

Нехай А —  скшченна множина, В —  и власна пщмножина й юнуе б1ек- 

ц]я/М1Ж А 1 В. 3 умов випливае, що е такий елемент аеА, що а<ё В; поз-

начимо його а,. Розглянемо послщовшсть елеменив о,, а2, а}, ..., де 

а2 = /(а,), а, =Да2) , ... . Неважко довести, що аеА  1 а. Ф а для / Ф у, /,/е N. 

Отже, множина елемент!в ще'1 послщовносп е несюнченною, що супере

чить умов1 скшченносп множини А. 5. ЕНзьмемо такий довшьний еле

мент Ь, що ЬёА1и А г Покладемо В< = А: х {Ь} I В2 = А2 х {Ь}. 6. Якщо 

/  —  б1екц1я М1ж А 1 В, а §  —  б1екщя М1Ж С 1 О, то можна довести, що вщ

повщшсть, яка елементу (х, у)еА х С ставить у вщповщшсть елемент 

(/(х), §(у))е В х О, е шуканою б1екщею М1Ж А х С \ В х  О.

1.6. 1. Припустивши супротивне, отримаемо суперечшсть, тому що 

об’еднання ск1нченних множин е скшченною множиною. 2. Нехай А —  

нескшченна множина. Тод1 за теоремою 1.2 з не'1 можна 

видшити зл1ченну шдмножину В - {Ь{,Ь2, Ь п, ...}. Неважко встанови- 

ти б1екщю м!ж множиною (А\В)<иВ = А 1 множиною (А\В)и 

и{д2,Ь}, Ьп, ...}=А\ якаевласною П1дмножиною множини А. Для до

ведения достатносп можна використати доведения задач1 1.5.4(а). 3. Не

хай А —  зл1ченна або скшченна множина; тод1 А р1внопотужна N або Ык. 

Позиачимо через/ 1  % в1дпов1дн1 б1екци м1ж N \ А ча Nк \ А .У  першому 

випадку шукане вщображення з N в А збиаеться з /  У другому б1екцш §  

М1Ж Ык 1А доозначимо до в1дображення §' з N в А, поклавши для вс1х еле- 

мент1в п, бшьших к, §'(п) = а, де аеА. Навпаки, нехай А е множиною зна- 

чень деякого вщображення/з N в А. 3 властивосп функцюнальиост1 /  

випливае, що його область значень мае потужшсть не бшьшу, Н1Ж потуж- 

Н1сть област1 визначення/ бо кожен елемент област1 визначення при В1- 
дображенн1 мае не бшьше одного образа. Отже, множина А е скшченною 

або зл1ченною. 4. Позначимо дану зл1ченну множину через А, тод! мно

жина вс1х сюнченних послщовностей довжини п, як1 складаються з еле- 

мент1в множини А, е А", а множина В вс1х таких послщовностей дор1в- 

нюе А и А 2и А ^ и ... и  А" и ... . Оскшьки кожна з множин А" зл1ченна 

(див, наслщок 1.4.4), то за теоремою 1.4 множина В гакож зл1ченна.

5. Зрозумшо, що множина Сп ус1х и-елементних п1дмножин зл!ченно'1 
множини А мае не бшьшу потужшсть, шж потужн1сть множини А" ус1х 

послщовностей довжини п, як! складаються з елемент1в множини А, 

ТОМу Сп С ЗЛ1ЧеиНОЮ МНОЖИНОЮ. Множина С ВС1Х ск1нченних П1ДМНОЖИИ 

множини А дор1внюе С0<иС1и С 2 и ... , тобто е злаченною. 6. Вщомо, що 

будь-який В1дкритий 1нтервал на дШсшй прямш М 1сти ть принайми) одну 

точ!^, як1Й вщповщае рац!ональне число. Данш множит вщкритих !н- 

тервал1в можна поставити у взаемно однозначну в1ДП0вщн1сть множину 

А, що складаеться з таких точок. Оскшьки потужшсть множини А не



бшьша вщ П0ТУЖН0СТ1 множини <2 ВС1Х рацюнальних чисел, то множина 

А е сюнченною або зл1ченною. 7. Див. доведения попереднього твер- 

дження.

1.7. 1. (а) Розмктити квадрати так, щоб IX площини були пара- 

лельш, а вершини знаходились на ребрах чотирикутноТ шрамщи. 

Прям1, що проходять через вершину шрамщи 1 перетинають площи

ни квадрат1в, задають б1ективну вщповщшсть м1ж множинами точок 

цих квадрат1в. (б) Розмштити квадрат паралельно площиш. Побуду

вати правильну чотирикутну шрамщу, основою яко? е даний квадрат, 

а вершина знаходиться на площиш. Довшьнш точщ А квадрата пос- 

тавимо у вщповщшсть точку В площини за таким правилом: 1) 13 точ

ки А опустимо перпендикуляр на площину; 2) 13 центра квадрата про- 

ведемо пряму, що проходить через точку перетину перпендикуляра

з б1чною гранню шрамщи; 3) В —  це точка перетину щеУ прямоУ з 

плошиною. (в) Таку взаемно однозначну вщповщшсть можна встано- 

вити, наприклад, за допомогою вщображення /: Я -» ЯГ, де Дх) = а1, 

а > 0, а Ф 1. (г) Розм1стити пряму так, щоб вона дотикалася до кола в 

точщ, д1аметрально протилежнш вилученш точщ А. Множина вс1х 

пар точок кола 1 даноУ прямо!, яю знаходяться на прямих, проведених 

через точку А, утворюе шукану б1екщю. (д) Див. розв’язок поперед- 

ньоТ задача 2. Нехай Ах, Аг, ... —  довшьш континуальш множини. 

Позначимо через Вп континуальну множину точок вщр1зка [п - 1; п). 

Тод1 множина иА к р1внопотужна множиш Д2и ... и В р

тобто множиш точок вщр1зка [0; к), а множина А1иА 2и ...и А ки ... р1вно- 

потужна В1 и  В2и ... и Й ,и ..., тобто множ!Ш1 точок гивпрямоТ [0; °°). Обид- 

В1 ид множини континуальн1. 3. Кожнш тамй послщовност1 ку ...,кп, ... 

поставимо у вщповщшсть двшковий др1б 13 штервалу [0; 1) за правилом: 

шсля коми, що вщдшяе цшу частину 0 вщ дробово!-, записуемо кх - 1 оди- 

ницю, за нею пишемо 0, П1сля нього —  к2- 1 одиницю, знову 0 1 т. д. Уста

новлена взаемно однозначна вщповщшсть М1ж множиною А послщовнос- 

тей 1 континуальною множиною чисел з 1нтервалу [0; 1) доводить контину

альность множини А. 4. Помилка полягае в тому, що до складу булеана Р(А,Г) 

окр1м ус1х ск1нченних п1дмножин входять також ус1 (не врахован1 
в “доведенш”) нескшчешп п1дмножини множини N. 5. Так. Наприклад, 

множина вс1х кш Ь центром у початку координат 1 рад1усом г, де г проб1гае 
множину дшсних чисел Я (або штервал (0; 1)). 6. Н1. Кожен круг мютить 

точку, обида координата яко! ращональн!. Отже, потужшсть будь-яко!' мно-

жини таких круг!в не перевищуе потужшсть множини ()2, яка е зл1ченною.

7. №. Див. розв’язання попередньоТ задач1. 8. Так. Див. 1.7.5.

1.8. 1. Це твердження е переформулюванням теореми 1.8 (Канто

ра— Бернштейна). 2. Множина точок будь-якого квадрата (а; Ь) х 
х (а; Ъ) р1внопотужна множит точок квадрата (0 ; 1) х (0 ; 1), а мно

жина точок вщр1зка (с; с/) р1внопотужна множит точок штервалу 

(0; 1). Оскшьки вщношення р1внопотужност1 множин транзитивне 

(див. задачу 1.5.1 (в)), то для доведения цього твердження достатньо 

довести, що р1внопотужними е множини точок квадрата 

(0; 1) х (0; 1) та штервалу (0; 1). Позначимо першу з цих множин 

через А, другу —  через В та скористаемося теоремою Кантора— 

Бернштейна. Нер1вшсть |#| < \А\ випливае з того, що для 

А' = {0,5} х (0; 1) маемо В ~ А' 1 А' е  А. Для обгрунтування проти- 

лежно'1 нер1вност1 розглянемо таку вщповщшсть/ М1Ж А 1 В: довшь- 

нш точщ (0,а1а2...; 0, Ь]Ь2...) квадрата А поставимо у вщповщшсть 

точку 0 ,аД а2&2... вщр1зка В. Ця вщповщшсть е всюди визначеною, 

функцюнальною 1 сюр’ективною, однак вона неш’ективна (!). Усу- 

нувши “зайв1” точки (тобто точки, що порушують умову ш’ективнос- 

Т1 для /) 13 В1др1зка В, отримаемо п1дмножину В', для яко!/буде б1ек- 

Ц1ею м1ж А 1 В'. Отже, \А\ < |В|. За теоремою Кантора— Бернштейна 

матимемо \А\ = |б|. 3. Вище доведено так! стввщношення: (0; 1) ~ Я, 

(0; 1) х (0; 1) ~ Я2 1 (0; 1) х (0; 1) ~ (0; 1). Використовуючи властивос- 

Т1 вщношення р!внопотужност1 (див. задач! 1.5.1 1 1.5.6), отримаемо 

Я ~ Я1, Я2 ~ Я\ Я3 ~ Я\ ... . Отже, Я" ~ Я"1 для довшьних п, т  > 1.

4. Доведения можна виконати за допомогою методу математичноУ ш- 

дукцп. Для обгрунтування бази шдукщУ (» = 2) й шдукцшного кроку 

використати задачу 1.8.2. 5. (а) Покласти В' = А. (б) 3 умов задач1 
випливае, що кнують таю пщмножини В' с  В та С' с  С, що А ~ В' \ 

В ~ С'. Позначимо вщповщш б1екц11 через /  1 §. Нехай С" = &(/(Л))- 

Тод1 можна довести, що вщповщшсть/° я е шуканою б1екц1ею М1ж 

шдмножиною С" с  С 1 множиною А. (в) Нехай/\ §  —  б1екцп м1ж А1 

1А2 та 5, 1 В2, В ' с  В1 1 В ' ~ А{. Останню б1екщю М1Ж В' та А] позна

чимо через И. Тод1 в1дпов1дн1сть §■”' ° И ° / е  б^екщею М1Ж п1дмножи- 

нами В ' с  В2 (В2 = §(В ')) та множиною Аг (г) Нехай/ —  в1дображен- 

ня з А на В. Утворимо п1дмножину А' с  А, обравши для кожного Ае В

з п о  одному елементу с. Вщповщн1сть {(Ь, с) \ для вс1х Ь&В} е 

б1екщею М1ж В й А'. 6. Нехай ае А. Тод1 покладемо В' = {а} х А с  А х 

х А. Очевидно, що А ~ В'. 7. Позначимо через/\ §  б1екцй М1Ж А̂  \ В'



та А2 1 В2 В1ДП0В1ДН0 (В ' С  В,, В ' С  В2). (а) ВЩПОВЩШСТЬ 

/ и  (яЧ^| х 5')) (або вщповщшсть §  и  (/ \ (А2 х В'))) е б1екщею м1ж 

А и  А2 1 деякою пщмножиною В" множини В' и  В', тобто пщмножи- 

ною множини В, и  В2. (б) Вщповщшсть к, яка елементу 

(а,, а2) е А 1х А 2 ставить у вщповщшсть елемент (Да,), #(я2)) е 

е В ' х В ', е б1екщею м1ж Л1 х Аг 1 В ' х В2 с  В, х В2.

8. Маемо |ДЛ)| < И| (задача 1.8.5(г)) 1 \А\ < |Р(Л)| (теорема 1.9). Отже, 

|ДЛ)| < |Р(Л)|, 1 р1вн1сть множин /{А) та (3(Л) неможлива. 9. (а) Конти

нуум. Ця множина рхвнопотужна множиш вс1х зл1ченних послщов- 

ностей натуральних чисел (див. задачу 1.7.3). (б) Континуум. Кожно

му монотонному вщображенню / типу N —» /V поставимо у взаемно 

однозначну вщповщшсть двшковий др1б з штевалу [0; 1) за таким 

правилом: пишемо 0 (цша частина дробу), ставимо кому, дал1 запису- 

емоД1) - 1 одиницю, пишемо 0, за нимД2) - Д 1) одиниць, пишемо 

0, за ним/(3) -/(2) одиниць, знову 0 1 т. д. (в) Континуум. Запишемо 

дану множину у вигляд1 0  = 7?! х В2 х ... х К. х ..., де В; = В для 

вс1х /еА'. Для доведения континуальност! Б  використаемо р1внопо

тужшсть пар множин й 1 В" (узагальнення задач1 1.4.12(а)), В 1 
(див. задачу 1.8.9(а)), N х N \ N (наслщок 1.4.4), а також твердження 

про р1внопотужн1сть множин (Ан)с 1 Ан * с, РА та СА, А1’ 1 А1' для Р  ~ С, 

у справедливоеп яких пропонуемо переконатися самостийно. Тод1 
матимемо: О ~ В", В" ~ {М У, { И У  ~ №  * ”, N х N ~ ~

/'/л ~ В. Отже, Б  ~ В. (г) Континуум. Кожнш функцп/ типу N  -> {0, 1} 

поставимо у вщповщшсть др1б <Л = 0,а^агау .. за таким правилом: як

що натуральне число ке Рг/, то покладемо ак =Ак), а в шшому раз1 
ак = 2. Тод1 данш множиш функцш вщповщатиме множина дроб1в, 

як1 е записом у тршковш систем1 числения вс1х дшсних чисел з 

штервалу [0; 1]. Зауважимо, що ця вщповщшсть е всюди визначе- 

ною, функциональною та сюр’ектиною, але не е ш ’ективною (наприк

лад, двом р 1зним функщям вщповщатиме те саме число 

0,1000... = 0,0222...). Однак множина образ1в з [0; 1], для яких пору- 

шуеться ш’ектившсть, е пщмножиною множини ращональних чисел 

13 [0; 1], отже е зл1ченною (див. доведения теореми 1.7). (д) Контину

ум. Див., наприклад, попередшй пункт. 3 шшого боку, дана множина 

р1внопотужна Р(Л/) (див. задачу 1.4.12(6) та теорему 1.7). (е) Конти

нуум. Нехай г{, г2, ..., гп, ... —  якась послщовшсть ращональних чи

сел. Кожному неперервному вщображенню / типу В —> В поставимо 

у вщповщшсть послщовшсть дшсних чисел Л ^), Д/-2), ■■■ ■

Ця вщповщшсть взаемно однозначна, оскшьки якщо розглянемо в1- 

дображення / 1  §  так1, що /  *  то 1снуе дшсне число х, для якого 

Лх) *&(*)• Розглянемо послщовшсть ..., <7п, ... ращональних чи
сел, що зб1гаеться до х. Тод1 р1вн1сть Цс]к) = х(с/к) виконуеться не для 

вс1х к, оскшьки в шшому раз1, з урахуванням неперервносп вщобра- 

жень / 1  §  матимемо /(х) = 1ип /{с/к) = 1ип %(дк) = #(х). Отже, множина 

вс1х неперервних вщображень типу В -» В р1внопотужна множиш О", 

яка е континуальною, оскшьки О? ~ Л'д 1 Л̂л ~ В (див. пункт (в) дано! 

задач!), (е) Континуум, 0ск1льки будь-яке монотонне вщображення 

типу В —̂ В однозначно визначаеться послщовн1стю сво'1х значень на 

зл1ченнш множин1 точок з В: у точках розриву (див. задачу 1.6.7) 

1 в точкахгг г2, . . . ,  г., це г. е ^ , I = 1,2, ... (див. попередшй пункт),

(ж) Континуум (див. пункт (в)), (з) Бшьшою Н1Ж континуум, бо влас- 

ною пщмножиНою дано!' множини е множина {0, 1}л, що р1внопотуж- 

на Р(В) (див. задачу 1.4.12(6), а також теорему 1.9). 10. Власною пщ

множиною дано'1 множини е, зокрема, множина {0, 1}<0; р1виопо- 

тужна Р((0; 1)) (див. 1.4.12(6)).

1.9. 1. (а) Множина (х, у), де х е батьком батька у. (б) Множина 

(х, у), де х —  донька доньки у. (в) Множина (х, у), де х —  батько, 

в якого е донька, а у —  або мати ше! доньки, або у ■= х. (г) Множина 

(х, у), де х —  людина жшочоТ стат1 й або х та у мають спшьного бать

ка, або у = х. (д) Множина (х, у), де х —  онука, а у —  И дщусь. (е) По

рожня множина. (е) Множина (х, у), де у —  людина жшочо'1 стат1 
й або х та у мають спшьного батька, або х = у. (ж) Порожня множина.

2. (а) УуеРг2В <=> Зх: (х, у)еК  <=> Зх: (у, х)еВ"‘ о  уеР^ВЛ  (б) Див.

(а), (в) Нехай Р^В = М. Тод1 для довшьного елементахе М послщовно 

маемо: (х, х)е 1М1 хеРг,В <=> Зу: (х,у)еВ о  (у, х)е В-1 => (х, х)еВ °/Г '. 

Доведемо обернене твердження. Розглянемо довшьний елемент хе М. 

Тод1 (х, х)е 1М, 1 з умови матимемо (х, х)еВ ° В"1. Зв1дси отримаемо, 

що 1снуе уе М такий, що (х, у)& В 1 (у, х)е В"1. Отже, хе Рг,В, тому до

ведено включения М  с  Рг^. Обернене включения випливае з озна

чения проекцй вщношення. (г) Див. (в). 3. (а) У(х, ^)е(В, ° В,)4 <=> 

<=> (у, х)еВ, °В2 <=> Зг: (у, г)еВ,, (г, х)еВ2 <=> Зг: (х, :)еВ2', (г,у)&Я~' о  

<=> (х, у)е В21 °В“'. (б) Нехай В, 0 В, = 0 . Припуст1мо супротивне, а саме, 

що 1снуе елемент геРг2В|пРг|В2. Тод1 1 геРг^,, тобто 1сну-

ють так1 елементи х 1 у, що (х, г)е В, г (г, у)е К2. Отримаемо (х, у)е В, °

0 В2, що суперечить умов1. Отже, Рг2В|пРг,В2 = 0 . Навпаки, нехай



Рг2/?,пРг,Л2 = 0 . Знову застосуемо метод доведения вщ супротивно

го: припуст1мо, що 1снуе елемент (х, у )еЯ  °К . Тод! матнмемо

З2: (х, г)е/?|; (г ,у )еЯ2 => (ге?т2Я 1 1 26 Рг,/?,) => геРг2В]ПРг|Т?2. 

Отримано суперечшсть, отже Я] ° Я2 = 0 . 4. Для жодних. Припустив

ши 1снування деякого такого вщношення Я, матимемо: якщо (х, х)еЯ, 

то (х, х)е Я 1 1 (х, х)й $якщо ж (х, х)е В, то знову прийдемо до супереч- 

ност1, тому що отримаемо (х,х)е/7_| 1 (х,х)еЛ5. (а) Я , Я„ Я4;

(б) У?5; (в) /?,, /?3; (г) /?,, /?5; (д) Яг 6. Ус1 д1агональш елементи матри- 

щ рефлексивного вщношення дор1внюють одинищ, а антирефлексив- 

иого —  нулю. Матриця симетричного вщношення е симетричною. 

У матрищ антисиметричного вщношення будь-як1 нед1агональш еле

менти а та а (/' Ф/) або обидва нульов1, або тшьки один з них дор1в- 

нюе одинищ. Графж рефлексивного вщношення цшком включае в се

бе д1агональ у = х (для вс1х х, що належать основной множит М  да- 

н о г о  вщношення), а  г р аф 1 к  а н т и р е ф л е к с и в н о г о  вщношення не 

М1ст ить  ж о д н о г о  з елеменпв щеГ д1агонал1. Графпс с и м е т р и ч н о г о  вщ

ношення е симетричним вщносно д1агонал1 у = х, а графж антисимет

ричного вщношення не мктить жодноУ симетрично'1 вщносно д1аго- 

нал1 пари елеменив (окр1м елемент1в само! д1агонал1). Граф рефлек

сивного вщношення мае петл1 в кожнш вершит, а граф 

а н т и р е ф л е к си в н о г о  не мае ж одно'Г  петль У граф1 симетричного в щ н о 

шення для кожно1 дуги, що йде з /-1 в /-ту вершину, е протилежна ду

га, яка веде з / в У граф1 антисиметричного вщношення немае пар 

протилежних дуг. Якщо у граф1 транзитивного вщношення е дв1 ду

ги, що ведуть з / в / та зу в к, то е й дуга, яка веде з / в к. 7. (а) Нехай 

(х, у)е <2°Я г Т од 1 1снуе г такий, що (х, г)е ̂  1 (г, у )еЯ {. Враховуючи 

умову, матимемо (х, 2)е <2 1 (2, у)е Я2, отже (х, у)е 0  ° Я2. (б) Див. по- 

передне доведения, (в) (х, у)еЯ~' <=> (у, х)еЯ^ => (у, х )еЯ2 <=>

о  (х, у)е Я~'. 8. (а) Нехай Я —  рефлексивне вщношення на множит М. 

Тод! для довшьного елемента хе М  матимемо (х, х)е /м (за означениям 

/д/) та (х, х)еЯ  (за умовою), тобто 1М с  Я. Навпаки, припуст1мо, що 

с  Я. Тод1 для довшьного хеМ  матимемо (х, х)е/'и. Звщси, за умо

вою отримаемо (х, х)е Я, тобто Я —  рефлексивне. (б), (в) Доведения 

д и х  тверджень можна виконати аналопчно доведению пункту (а). 

Кр1м того, можна довести, що обидва щ сшввщношення р1вносильт 

М1ж собою та р1вносильн1 умов1 (а), (див. задачу 1.2.5(а)).

9. Я, = {(1, 2), (2, 3), (3, 1)}, Я2 = {(2, 1), (3, 2), (1, 3)}. 10. (а) Припус-

т1мо, що Я — симетричне вщношення. Розглянемо довшьний еле

мент (х, у)еЯ , тод1 {у, х)еЯ  1 (х, у )е Я '. Аналопчно, якщо (х, у)е Я 

то (у, х)еЯ  1 (х, у)еЯ. (б), (в) Обидв1 щ умови р1вносильш умов1 (а), 
бо для довшьних вщношень Л 1 Л, з Л с  Я2 випливае Я~' с  Я2' та, 

кр1м того, (Я-1) ' = Я. 11. Нехай для симетричних вщношень /?, 1 Я21х 

композищя Я1 0 Я2 е симетричним вщношенням. Розглянемо довшь

ний елемент (х, _у)е ^| ° Я ,. Маемо таку послщовтсть р1вйосильних 

тверджень: (у, х)е Я, ° Я2 <=> (3г. (у, г)е Ях 1 (г, х)е Я2) <=> (Зг: (г, у)е

1 (х, г)ей2) <=> (х ,у )еЯ 2 ° Яг Отже, доведено р1вшсть Я1 ° Я2 = Я2 ° Яг 

Навпаки, ирипуст1мо, що для симетричних вщношень Я1 1 Я2 викону

еться Я1 ° Я2 = Я2 ° Я{. Розглянемо довшьний елемент (х, у )еЯ : ° Я2, 

тод1 матимемо (х, у )еЯ2 “ Л, «  (Зг: (х, г)еЯ2 1 (2, у )еЯ ,) <=> (Зл: 

(г, х )еЯ2 1 (у, г)еЯ^) <=> (у, х )еЯ ] ° Яг Симетричшсть ° Я2 доведе

но. 12. Нехай Я —  антисиметричне вщношення на множит М 1 
(х, у )е Я п Я  ', тод1 (х, у)еЯ  1 (х, у)еЯ~', тобто (х, у )еЯ  1 (у, х)еЯ. 3 

умови антисиметричност1 Я матимемо х = у. Отже, (х, у)е 1М. Навпа

ки, припуст1мо, що виконуеться включения Л п/Г1 с  /м. Розглянемо 

елементи (х, у )еЯ  1 (у, х)еЯ . Зв1дси матимемо: ((х, у )еЯ  та 

(х, у)е Яг') => (х, у)е Я п  Я ' => (х, у)е 1М => х - у. Отже, Я —  антиси

метричне вщношення. 13. Припустимо, що для антисиметричних вщ

ношень Я { 1 Я2 об’еднання Я,и/?2 е також антисиме- 

тричним вщношенням. Розглянемо довшьний елемент (х ,у )еЯ {п Я 2', 

тод1 посл1довно матимемо ((х, у )е Я { 1 (х, у)е /?2')<=>

о ((х , у )еЯ 1 1 О, х)еЯ2) => ((х, у ) е Я ^ Я 2 та О, х ) е Я ^ Я 2) => 

=> х = у => (х, у)е 1М. Навпаки, нехай для антисиметричних вщношень 

Ях 1 Я2 виконуеться включения Я[Г\ Я~' с  1М. Доведемо антисиметрич- 

Н1ст ь  об’еднання Я хи Я 2. Для цього розглянемо елементи 

(х, у )еЯ ['иЯ2 1 (у, х )еЯ ['иЯу Отримаемо таку послщовтсть твер

джень: (((х, у )еЯ { або (х, у )еЯ 2) 1 ((у, х )еЯ ] або (у, х)еЯ2)) <̂> 

<=> (((х, у )еЯ , 1 (у, х)е/?,), або ((х, у )еЯ { 1 (у, х)еЯ2), або ((х, у )еЯ 2 1 
(у, х)еЛ,), або ((х, у )еЯ2 1 (у, х)еЯ2)) => ((х = у) або ((х, у )еЯ ] 1 
(х, у )еЯ 2'), або ((у, х)еЯ~' 1 (у, х)е/?,), або (х = у)) => ((х = у) або 

((х, у )еЯ 1п  Я2' або (у, х)е Я ,П Я2' або (х = у)) => ((х = у) або (х, у)е /м 

або (у, х)е /м або (х =у)) => х =у. 14. Припуст1мо, що Я —  транзитив- 

не вщношення 1 (х, ̂ )е Я ° Я. Тод11сиуе 2 такий, що (х, г)е Я 1 (2, у̂ )е Я. 

Отже, (х, у)еЯ  (за властив1стю транзитивности Я). Навпаки, нехай 

виконуеться включения Я ° Я с  Я. Розглянемо елементи (х, у)еЯ  1



(у, г)е Я. Тод1 (х, г)е Г  /(л з умови отримаемо (х, г)е Я. Отже, Я —  

транзитивне вщношення. 15. Нехай для транзитивних вщношень Я{ 1 
Я2 виконуеться ргвшсть Я] ° Я2 — Я2 ° Я г Розглянемо елементи 

(х, у)е /?, ° Я2 1 (у, г)е Л, ° Я2. Тод1 (х, г)6 (Л, ° /?2) 0 (/?, ° Я2). 3 асоща- 

тивност1 операци композици, умови ще'Г задач!, результату поперед- 

ньоТ, а також задач1 1.9.7 отримаемо: (К, ° Я2) 0 (Я] ° Я2) = = Я] ° (Я2 ° 

/?,) 0 я2 = Я 1 ° (Я] ° Л2) ° Я, = (Я, ° Л,) ° (Л2 0 Л2) с  /?, ° Л2. Отже, 

(х, г)е/?! ° /?г 16. Якщо Рг,Л * М, то 13 симетричност1 та транзитив- 

ност1 вщношення Я не випливае його рефлексившсть. Наприклад, 

вщношення Я = {(1, 3), (3, 1), (1, 1), (3, 3)} симетричне та транзитив

не, але не рефлексивне на множиш М - {1, 2, 3}. 17. Рефлексившсть 

Т випливае з того, що для ВС1Х дшсних х виконуеться нер1внкть 

|х — х| < 1, отже (х, х)е Т. Симетричшсть Т випливае з р1вност1 
|х -у| = \у - х|. 18. Я, = /ми{(1, 2), (2, 1)} I Я2 = 1М и{(2, 3), (3, 2)}, 

Я, ° Я, = Л, и  Л, и  и{(1, 3)}. 19. Доведения проведемо методом ма- 

тематично'1 шдукцп. Для к = 1 твердження справедливе, оскшьки за 

означениям Я<0 = Я. Припустимо, що для рефлексивного та транзи

тивного вщношення Я виконуеться рдвшсть Я(п) = Я для якогось п > 1. 

Для доведения р1вност1 Я("+|) = Я розглянемо довшьний елемент 

(х, у)е Я{"+|). Оскшьки Я(" + '* = Я1п) ° Я, то кнуе елемент г такий, що 

(х, 2)еЯ (л) 1 (г, у)е Я. За припущенням шдукцп маемо (х, г)е Я ] 

(г, у)е Я, отже (х, у)е Я (тому що Я — транзитивне). Таким чином, до

ведено включения Я(" + 0 с  Я. Для обгрунтування оберненого 

включения в13ьмёмо довшьний елемент (х, у)е Я. За припущенням 

шдукцй (х, у )еЯ {"\ а з рефлексивности Я випливае, що 

кнуе елемент (у, у)еЯ . Отже, (х, у )еЯ <-") ° Я = Я(" + °.

20. Якщо (а, Ь)е Я , то за означениям транзитивного замикання кнуе 

послщовшсть елеменпв а {, а2, ..., актака, що а, = а, ак = Ь 1 а,Яа2, 

а2Я аг, ..., ак ] Я а к. Звщси доходимо висновку, що а^Я^" Х)ак, тобто 

аЯ {к~ "6 для деякого к (к>  2). Отже, (о, 6)еЯ(|)и Я (2)и  ... и Я (4,и  ... . 

Навпаки, нехай (а, Ь)& Я(|)и  Я(2|и  ... и Я ,4)и  ... .  Тод1 (а, Ь)еЯ{к) для я- 

когось к, к = 1, 2 ,.... 3 означення вддношення Я№ 1 властивостей опе- 

рацпкомпозици випливае, що кнуе наб1р елеменпв 2,, г2> ..., гк + ], для 

яких виконуються сшввщношення 2, = а, гк + , = Ь та г.Яг. + , для 

/ = 1, 2 к. Отже, (а, Ь)еЯ . 21. Якщо Я транзитивне вщношення, 

то можна довести, що Л'4’с  Я для вах ке N (див. задач! 1.9.14

1 1.9.7). Оскшьки Я11) = Я, то Я = Л(|)и/?,2,и Я (3)и ... = Я (див. попе-

редню задачу та задачу 1.2.5(а)), Навпаки, нехай Я+- Я. Розглянемо 

елементи (х, у)еЯ  \ (у, ~)е Я. Тодд (х, г)е Я<1}, отже (х, ~)еЯ \ тому 

(х, г)е Я. 22. Якщо к = 0, то С*0) —  це одинична матриця порядку п. 

Для к > 1 слщ довести (застосувавши метод математично! 1ндукц11 за 

параметром к), що елемент с(4> /-го рядка 1 у-го стовпчика матриц! С{к) 

дордвнюе 1 тод! 1 тшьки ТОД1, коли вщповщний елемент матрищ С* 

не доргвнюе 0. Отже, задача побудови матрищ О к] зводиться до об- 

числення 4-го степеня матриц! С вщношення Я.

1.10. 1. (а) Рефлексившсть Я випливае з того, що а + Ь = Ь + а, си- 

метричшсть —  13 того, що коли а + <1= Ь + с, то с + Ь = с/ + а. Для об

грунтування транзитивностд розглянемо пари ((а, Ь), (с, сГ))еЯ

1 ((с, сГ), (е, /))еЯ . Тод1, додавши почленно р1вност! а + с1 = Ь + с 

та с + /  = ё + е, отримаемо а + / =  Ь + е, тобто ((а, Ь), (е, /))е  Я.

(б) Рефлексившсть () випливае з того, що аЬ = Ъа, а симетричшсть — 

13 того, що коли ас! = Ьс, то сЪ = с/а. Транзитившсть отримаемо, пом

ноживши почленно вщповщш р 1вност1. 2. (а) [(1,1)] = {(1,1)}, 

[(2, 2)] = {(1, 4), (4, 1), (2, 2)}, [(4, 3)] = {(1, 12), (12, 1), (2, 6), (6, 2), 

(3, 4), (4, 3)}, [(1, 23)] = {(1, 23), (23, 1)}, [(6, 8)] = {(1, 48), (48, 1), 

(2, 24), (24, 2), (3, 16), (16, 3), (4, 12), (12, 4), (6, 8), (8, 6)}. 3. (а) Реф- 

лексившсть Я випливае з того, що т /т  = 1 = 2° 1 Ое 2, а симетричшсть

—  13 того, що коли т/п = 2к, то п/т = 2 *. Транзитившсть отримаемо, 

помноживши почленно вщповщш р1вност1. (б) Два. [1]/( = [2]я = [4] , 

оскшьки \Я2 та 2ЯА. Клас [3];, вщмшний вщ ус1х шших. (в) Три.

[6]й = [12]л = [24]л = [48]л, [7]я = [28],(. Трет1м класом е [42]л. 4. (а) 

Вщношення Я означаеться через р1вшсть множин, яка е рефлексив

ною, симетричною 1 транзитивною, (б) Чотири класи: {0, {3}}, 

{{1}, {1, 3}}, {{2}, {2, 3}}, {{1, 2}, {1, 2, 3}}. (в) {{2, 3, 4}, {1, 

2,3,4}, {2, 3,4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5}}. (г) 8 клас1в, кожей з яких мктить

4 елементи. (д) 2'" клас1в, у кожному з яких 2" ” елеменпв. 5. Нехай 

Я., /е I  довшьна сукупнкть вщношень екв1валентност1 на множиш М

1 0  = П  Я.. Оскшьки для будь-якого ае М пара (а , а)е Я, для ВС1Х /е /, 

то (а, а)е й. Отже, И — рефлексивне вщношення. Якщо (а, Ь)е О, то 

(я, Ь)е Я1 для вс!х /е /. Кожне Я. симетричне, тому (6, а)е /?. для вс1х 

/е /, тобто (Ь, а)& О, тому О — симетричне. Аналопчно, розглядаючи 

пари (а, Ь)ей 1 (Ь, с)ей, доводимо транзитившсть й. 6. Див., наприк

лад, вщповщь до задач1 1.9.18. 7. Нехай в1дношення Я,, Я2 1 Я^иЯ, е 

екв1валентност1. Доведемо р1внкть Я ^ Я 2 = Я^0 Я2. Розглянемо еле-



мент (а, 6)еЛ|и/гг Тод1 (а, Ь )еЯ ] або (а, Ь)еЯ2. 1з рефлексивности Я]

1 Я  ̂ маемо (Ь, 6)еЛ, 1 (а , «)€/?,, отже в обох ситуащях отримаемо 

(а, Ъ) еЯ] 0 Я,. Для доведения оберненого включения розглянемо до

вшьний елемент (а, Ь )еЯ ] ° /?,. Тод1 1снуе елемент с такий, що 

(а, сЭеЛ, 1 (с, Ь)еЯг Використавши властивосп операцп об’еднання, 

маемо (а, с )е Я 1 и Я 2 1 (с, 6)6/?, и/?2. За умовою, вщношення /?,и/?2 

транзитивне, тому (а, Ь ) е Я ^ Я г  Необхщшсть доведено. Припусти- 

мо, що для екв1валентностей Я 1 1 Т?2 виконуеться р1вшсть /?,и /?2 =

° Я,. Рефлексившсть 1 симетричшсть об’еднання Л,и/?2 неважко ви- 

вести з рефлексивносп 1 симетричносп Я[ 1 /?,. Для доведения тран- 

зитивносп вщношення Я ]'иЯ2 розглянемо пари (а, Ь )еЯ { и/?2 1 
(6, с)е Я1 и В,. Останш умови р1вносильш такш сукупносп сшввщно- 

шень: або 1) (а, Ь)еЯ^ та (6, с)е Л(; або 2) (а, Ь)еЯ{ 1 (6, с)е/?,; або 3) 

(а, 6)е/?, 1 (6, с)бЛ(; або 4) (а, 6)е/?2 та (6, с)еЯг Для 1) або 4) з тран

зитивности /?, 1 Я2 отримаемо вщповщно (а, с)€Л, або (а, с)еЯ2, 

звщки матимемо (а, с ) е Я ^ Я г У випадку 2) маемо (а, с)е/?, ° /?2, 

тому (а , с )еЯ ]и Я 2 (за умовою). Наренгп, для 3) послщовно отрима

емо: (Ь, а )еЯ 2 1 (с, Ь )еЯ] (симетричшсть Л, 1 Я2) => (с, а )еЯ ] ° й2 => 

=» (с, а)е /?! и  Я2 => (а, с)е /?, и  Я2 (оскшьки Я̂  и  Я2 —  симетричне вщно

шення). 8. Нехай (а , Ь)еЯ ° Я. Тод1 1снуе с такий, що (а, с)еЯ  1 
(с, Ь)е Я. Оскшьки Я транзитивне, то (а, Ь)е Я. 3 шшого боку, якщо 

(а, Ь)еЯ, то з рефлексивноси Я маемо (Ь, Ь)еЯ  1, отже, (а, Ь)еЯ  ° Я.

9. Рефлексившсть композицп легко виводиться з рефлексивности Я [ 1 
/?,: для довшьного елемента аеМ  (а, а)еЯ^ 1 (а , а )еЯ 2, отже, 

(а, а )еЯ 1 ° Яг Для доведения симетричносп розглянемо елемент 

(а, Ь )еЯ 1 ° Я2. Тод1 послщовно маемо: (а, Ъ)е Я ^ Я 2 <=> ((а, Ь )еЯ{ 

або (а, Ь )еЯ2) => ((Ь, а )еЯ ] або (Ь, а)е/?2)<=> (Ь, а)еЯ^ и/?, <=> 

<=> (Ъ, о Я2. Для обгрунтування транзитивносп Я, ° Я2

в1зьмемо пари (а, Ь)еЯ^ ° Я2 та (Ь, с)еЛ, 0 Я2. Тод1, за умовою, 

(а, Ь)& Я{и  Я2 1 (й, с )е Я [и Я 2. Дал1 див. доведения достатност1 в 

задач1 1.10.7. 10. Неважко довести, що с  0 Я2

(див. задачу 1.10.7). Припустимо, що деяка екв1валентшсть 

м1стить Я ^ Я 2, тобто виконуеться включения Л(и Л 2 с  

с  (). Тод1 Я{ ° Я2с  ( Я ^  Я,) ° (Я^и Я2) с<2 0 б  = в  (див. задач1 1.9.7 1
1.10.8). И . (а) 0  - /ми  {(2, 4), (4, 2), (3, 1), (1, 3)}. (б) 0  = /„и {(2, 1), 

(1, 2), (2, 3), (3, 2), (1, 3), (3, 1)}. 12. Нехай Я —  вщношення екв1ва- 

лентност! на множин! М. Тод! (х, у)& (Я ° Я~') и  1М <=> ((х, у)е Я 0 Я ' або

(а-, у)е /м) <=> ((Зг: (х, г)еЯ 1 ( г ,  ^ е Я '1) або (х = у)) => (((х, г)ей 1 
(у, г)е /?) або (х = _у)) => (((х, г)е Я \ (х, ^)е Я) або (х = у)) => ((х, у)е Я 

або (х = ̂ )) ==> (х, у)е Я (оскшьки в1дношення Я — рефлексивне). При

пустимо, що (х, у)еЯ, матимемо: ((х, у)еЯ  1 ( у ,  у)еЯ) => ((х, у)еЯ  1 
(у, у)еЯ~') (х ,у )еЯ  0 Я~' => (х ,у)еЯ  0 Навпаки, нехай вико

нуеться дана р1вн1сть, доведемо екв1валентн1сть Я. Для довшьного 

хеМ  => (х, х)е/м => (х, х)е(/? 0 Я ')  и  1М => (х, х)еЯ .

Отже, Я —  рефлексивне. Розглянемо елемент (х, у)еЯ  <=> (х, у)е 

е(Я  ° Я~') и /м »  ((х, у)еЯ  ° Я~' або (х, _у)е/'м) «  ((Зг: (х, г)еЯ  1 
(г, у)е/?4) або (х = у)) <=> ((Зг: (г, х)еЯ~' 1 (у, г)вЯ) або (х = у)) <=> 

(()', х)е Я ° Я~' або (у, х)е /м) ( у ,  х)е (/? ° Я '1) и  /д/ ^  (у, х)е Я. Таким

чином, Я —  симетричне вщношення. Для доведения транзитивност1 
Я розглянемо елементи (х, >’)е Я та (у> 2)е Оскшьки /? —  симетрич

не, то (х, у)& Я 1 (2, у)е /?. Звщси ((х, >;)е Я \ (}>, ~)е /Г1) => (х, г)б /? ° /? 1 => 
=> (х, г)е (/? °Л“')о  /м о  (х, г)е Л, тобто Я —  транзитивне. 13. Див. оз

начения класу екв1валентност1 [х] 1 доведения теореми 1.10. 14. Ек- 

в1валентн1сть Я випливае з того, що Я означаеться через вщношення 

р1вност1. Покладемо/]([х]л) =У(х). Неважко переконатися, що/| —  61- 
екщя мхж А/Я 1 /(Л). Тод! для довшьного хеА  (е ° / 1)(х) = (\(г(х)) = 

= / ,(М л) =Ах), тобто/ =  е ° / г 15. (а) /м. (б) М 1. 16. Оскшьки вщно

шення Я рефлексивне, то число к - п дор1внюе кшькост1 недхагональ- 

них елеменпв вщношення Я. Це число парне внаслщок симетричнос- 

Т1 Я.

1.11. 1. Я —  не лшшний порядок, оскшьки непор1внюваними е, на

приклад, числа 7 14, -11 1 10, П  2 тощо. 2. Ш. Вщношення Я — рефлек

сивне 1 транзитивне, але не антисиметричне, тому що з р1вност1 
ААВ = САй не внпливають р1вност1 А = С  та В = О. Наприклад, 

М = {1, 2, 3, 4}, А = {1, 2, 3}, В = {1, 2, 4}, С = {1, 3}, О  = {1, 4}. 3. Ус4 

три необхщн1 властивост1 вщношення < неважко вивести з вщповщних 

властивостей вщношень < ( 1 <в. 4. Для спростування цього твердження 

сл1д узяти таи дв! пари елемент1в: а <А Ь, а, ЬеА (аФ  Ь) та с! </( с, с, с1е В 

(с Ф с1). Тод1 елементи (а, с), (Ь, с!)е Ах. В будуть непор1внюваними за в1д- 

ношенням < . 5. (а) Я —  частковий порядок, (б) Я не е вщношенням ль 

ншного порядку. Наприклад, елементи (0, М) 1 (Л/, 0 ) непор)внюван1.
6. Нехай Я — частковий порядок на множиш М. Розглянемо елемент 

(х, у)е Я П Я~' ((х, у)е Я 1 (х, у)е /Г1) <=> ((х, у)е Я 1 (у ,  х)е Я) => х = у <=>

(х, у)е /д(. Якщо (х, х)е /д(, то внаслщок рефлексивност! Я (х, х)е Я, тому



(х, х)е/Г'. Отже, (х, х)еКпК '. Навпаки, нехай К —  транзитивне вщно

шення 1 К П К ' = !м. Тод1 для довшьного хе М (х, х)е 1М <=> 

<=> (х, х)е К п  К~' => (х, х)е Я; отже, К —  рефлексивне. Розглянемо елементи 

(х, у)<в /? 1 (у, х)е /?. Тод1 (х, у)еЯ [ (х, _у)еЛ“‘. Звщси (х, у)е п  /? 1 <=> 

<=> (х,у)е /д/ <=> х =у, тобто /? —  антисиметричне. 7. Припустимо, що Я,, /?,

1 /?, и  Л, е вщношеннями часткового порядку на М. Розглянемо довшьний 

елемент (х,у)еК[ ° ° Лг Тод1 послщовно матимемо: (х,у)еК] 0 К2

або (х, у)еК2 ° /?! <=> ((Зг: (х, г)е/?, 1 (г, у)е Я,) або (Зм>: (х, и')е Я, 1 
(и', >’)е/?,)) => (((х, 2)е/?,и/?2 1 (г, у)еЛ,иЛ2) або (((х, и-)е /?, и  Л, 1 
(уу, у)е /{ и  Яг 3 обох останшх тверджень внаслщок транзитивное™ 

Я, и  К, матимемо (х, у)еК1 и/?2. Нехай (х, у)е п/?21 <=> ((х, у)е 1 
(х, у)еЛ2') «  ((х, >>)еЛ, 1 (у, х)е/?2) => ((х, дОе/^и/?., 1

(у, х)е Я, и  /?,) =} х =у <=> (х, у)е V  -Якщо ж розглянемо (х, х)е /м, то з реф

лексивное^ 1 Л, отримаемо, що ((х, х)е/?, 1 (х, х)еЛ,) <=> 

<=> ((х, х)еЛ, 1 (х, х)еЛ~') <=> (х, х)еЛ,п/?2'. Необхщшсть доведено. Не

хай Л, 1 Л ,-вщношення часткового порядку, 1 виконуються СП1ВВЩНО-

шення Л, ° Л,и/?2 ° Л, с  Л,и/г21 /?,пЛ2' = Доведемо, що Л, и  Л, — 

частковий порядок на М. Для довшьного хе А/ (х, х)е/?|5 отже 

(х, х)еЛ|иЛ,, тобто /г,иЛ2 —  рефлексивне. Розглянемо пари 

(х, у)еК['и К, 1 (у, х)еК] и  Л,. Отримаемо таку р1вносильну сукушпсть 

сшввщношень: або 1) (х, у)е /?, 1 (у, х)е 5,; або 2) (х, у)е Л, 1 (у, х)е К2, або 

3) (х, у)е К2 [ (у, х)е Л,; або 4) (х, у)е Л21 (у, х)е Л,. Дтя 1) 14) безпосеред- 

ньо з антисиметричноеп К] 1 /?2 матимемо х = у. Для 2) або 3) неважко 

вивести, що (х, у)е.К^(ЛК2 або (у, х)еЛ1пЛ21 вщповщно (див. задачу

1.9.13). Отже, матимемо (х, у)е 1М або 0 ’, х)е (м. тобто х = у. Антисимет- 

ричшсть Л,иЛ2 доведено. Для доведения транзитивност» Л,и/?2 розгля

немо пари (х, у )е Я ^ К ,  1 (у, 2)еЛ,и/?2. У вщповщнш р1вносильшй су- 

купност! сшввщношень для випадкхв 1) або 4) з транзитивное™ К1 або К2 

матимемо (х, :)&К[ або (х, г)е К2 вщповщно, звщки (х, г)еЛ, ий2. У ви- 

падках 2) або 3) отримаемо (х, г)е ° К2 або (х, г)е/?2 ° К[ вщповщно. 

Звщси (х, 2)е Л, ° Я2и/?2 ° Я,, тобто (х, г)е /?(и  /?2. Твердження доведено.

8. У множиш М  обов’язково кнуе принаймш один максимальний еле

мент я (див. задачу 1.11.10). ПокладемоДя) = к 1 вилучимо елемент я з 

множини М  (вщповщно вилучимо з вщношення часткового порядку, оз- 

наченого на М, ус1 пари, що мктять я). Множина М\{а} буде частково 

впорядкованою (довести це) 1 мктитиме принайми! один максимальний 

елемент Ь. Означимо ЦЬ) = к - И  вилучимо Ь з множини М  \{а} 1 т. д. 

(Описана процедура називаеться топопогтним сортуванням елеменпв

частково впорядковано! множини [24]). 9. (а) Для будь-якого натурально

го п (п, п + 1)е <, однак (и, п + 1)ё € < ° < . (б) Нехай (т , я)е < “ <<=> (3к: 

(т , к)е < 1 (к, и)е < ) <=> (т < к 1 к < п) => т  < п <=> (т, п)е < . Розгляне

мо (т , л)е < => ((/и, т)е < 1 (т , п)е < ) => (/и, «)е < ° < . (в) Включения 

< ° > с  уУ2 випливае з означения в1дношення на множиш N. Нехай 

(п, т )е N 2. Тод1 виконуеться принаймш одна з нер1вностей п < т  або 

п > т . Якщо п < т , тобто (я, /и)е < , то (/и, т)е  >, тому (п, т)& < ° > . Як

що ж п > т, тобто (и, /я)е > , то (п, и)е < 1 знову матимемо (и, т)е  < ° > .

10. Для обгрунтування ]снування м1н1мального елемента у множин1 А 

використаемо метод доведения вщ супротивного. Припу стимо, що А не 

М1стить жодного м1Н1мального елемента. Тод1 для довшьного елемента 

аеА  кнуватиме а {еА такий, що а, < а. V свою чергу, для а ] 1снуватиме 

а2еА, для якого виконуватиметься а2 < а,, 1 т. д. Таким чином, множина 

А включатиме нескшченну п1дмножину {а,, а2, а}, ...}, що суперечить 

умов1. Аналог1чно доводиться кнування максимального елемента.

11. Якщо частково впорядкована множина А мае найменший елемент я,

то В1Н е единим м1шмальним елементом у щй множин1. Припустивши ж 

кнування ще одного м1н1мального елемента Ь (Ь ф я), отримаемо супе- 

речн1сть, бо тод1 мае виконуватись нер1вн1сть я < Ь. Нехай сюнченна час

тково впорядкована множина А мктить р1вно один м1шмальний елемент

а. Доведемо, що а буде найменшим елементом множини А. Припустимо 

супротивне. Це означатиме, що у множиш А кнуе елемент о, непорхвню- 

ваний з я. За умовою Ь не може бути мш1мальним елементом, тому кнуе 

Ь] [ < Ь. V свою чергу, для Ь[ кнуватиме Ь2, для якого Ь < Ь , 1 т. д. 31

ск1нченност1 множини А випливае, що ця послщовшсть мае завершитесь 

деяким Ьк. Елемент Ьк непоршнюваний з я, тому що Ьк < а суперечить 

умов1 м 1Н1м ал ьн ост ! елем ента я, а з я < Ьк м о ж н а  вивести я < Ь, що супе

речить непор]внюваност1 я 1 Ь. Таким чином, Ьк е шшим м1н1мальним 

елементом множини А, що суперечить умов1 задач1. Отже, единий мшь 

мальний елемент пор1внюеться з ус1ма елементами множини А, тому е и 

найменшим елементом. Для несшнченних частково впорядкованих мно

жин дане твердження не е справедливим. Розглянемо, наприклад, мно

жину А = 2 и  {0,5}, на якш означимо частковий порядок К так: на мно

жин! 2  дк традицшне в1дношення порядку, а елемент 0,5 е пор1внюва- 

ним лише сам 13 собою. Множина А, частково впорядкована за 

вщношенням Я, мктитиме единий м1н1мальний (максимальний) елемент

0,5, однак не матиме ш найменшого, Н1 найбшьшого елемент1в. 12. (а),

(б) Ш. (в) Так. 13. Ск1нченн1 множини. Якщо М  —  неск1нченна множи-



на, на якш задано повний порядок Я, то з множини М  можна видшити 

зл1ченну шдмножину А = {а{, а2, ап, для елеменпв якоТ ь кону- 

ватимуться нер1вност1 а { < а2< ... < я < ... . Тод1 Я'' не буде повним по

рядком на М, оскшьки для шдмнож,,ни А не юнуватиме найменшого еле- 

мента за вщношенням Я '. 14. Припустимо, що таке монотонне вщобра

ження/ юнуе. Позначимо через В шдмножину вшх тих елеменпв а з А, 

для яких виконуеться Да) <  а. Тод1 юлу с о, що е найменшим елементом 

множини В. Для елемента Ь маемо Д6) < Ь. Позначимо с =Д  Ь)\ тод1 з с<Ъ  

й монотонносп / отримаемо Дс) <ДЛ), тобто Дс) < с. Отже, се В й с < о. 

Це суперечить припущенню, що Ь — найменший елемент ми жини В. 

Зауважимо, що можна також довести, що для множини А не юнуе такого 

монотонного б1СКТИвного вщображення § множини А в себе, що для дея

кого аеА  виконуеться а < §{а). Отже, единиммонотоннимб1ективнимВ1- 
дображенням цшком упорядковано! множини А в себе е тотожне вщоб

раження 1Л.

1.12. 1. У д1аграм1 решггки для будь-яко!' пари вершин а та Ь вико- 

нуються так1 умови: 1) юнуе принаймш одна вершина, з яко!' ведуть 

шляхи 1 в а, 1 в Ъ\ 2) множини вершин, що лежать на ВС1Х шляхах, як1 
ведуть в а або Ь, мають принаймш один сшльний елемент (вважають, 

що з вершини а у вершину а веде шлях довжини 0, який складаеться 

з вершини а). Щ  умови забезпечують кнування точно!' верхньо!' гра- 

ш для {а, Ь). Аналопчно можна сформулювати умови, що вщповща- 

ють ситуаци кнування ш?{а, Ь). 2. Припустимо, що в ренптщ Ь е 

максимальний елемент а, який не е найбшьшим. Це означае, що в I  

юнуе елемент Ь, не пор1внюваний з а. Нехай с = зир{а, Ь}. Тод1 а < с 

та Ъ < с. 3 умови максимальносп а випливае с = а, тому Ь < а. Остан- 

ня нер1внють суперечить непор1внюваносп елеменпв а та Ь. 3. Мето

дом математично! шдукци слщ довести, що зир{о|, а2, ..., ап) = 

= 5ир{...{5ир{8ир{а|, а,}, а3}, ...}, а,} та тГ{а,, а2, ..., ап} =

= тГ{...{тГ{тГ{а,, а2}, а3}, ...}, ап}. Тод1 5ир{а1; а2, ..., ап} е найбшь

шим, а тГ{а,, а2, ..., ап} —  найменшим елементом решетки 

/, = {а , а2> ..., ап}. 4. (а), (б) випливають безпосередньо з означень.

(в) з а < с \ Ь < с випливае, що с е верхньою гранню множини {а, Ъ}, 

отже зир{а, Ь} < с. (г) Див. (в), (д) Якщо а < Ь, то Ь е верхньою 

гранню для {а, Ь} 1, очевидно, Ь е найменшою верхньою гранню. Як

що ж зир(а, Ь) = Ь, то Ь —  верхня грань для {а, Ь}, отже а < Ь. (е) Див.

(д). (е) Позначимо /  = зир(с, с!). 3 умов задач1 та нер1вностей с < /  

1 с1 < /  матимемо а < / 1  Ь < /  Отже, / — верхня грань для {а, Ь) 1

зир(а, Ь} </. (ж) Див. (е). (з) 3 а < с й \пЦЬ, с) < с отримаемо перше сгнв- 

вщношення 8ир(о, с)) < с (див. (в)), а з а < а й М(6, с) < Ь —  друге 

сшввщношення зир(а, тв[^, с)) < зир(а, Ь) (див. (е)). Застосувавши до 

обох цих сшввщношень твердження з пункту (г), дютанемо 

зир(о, М(&, с)) < 1п1'(зир(а, Ь), с), (и) Нехай 5ир(а, Ь) = М(а, Ь). Позначи

мо цей елемент через с. Тод1 з означень зир й 1пГ маемо а < с й Ь < с та 

с < а й с < Ь. Звщси а = с та Ь = с, тобто а = Ь. Якщо а = Ь, то $ир(а, а) = а 

й шДа, а) = а (див. (а)). 5. (а) Обидв1 р1вност1 випливають безпосередньо 

з означень: елемент а, очевидно, е верхньою гранню для {а, а) 1 вш е 

точною верхньою гранню, бо для будь-яко! шшоТ верхньо'1 граш Ь мно

жини {а, а} виконуеться а < Ь. (б) Для доведения першого сшввщношен

ня позначимо зир(а, $ир(/>, с)) через /  а зир(хир(а, Ь), с) —  через /  Тод1 

отримаемо: а < с/, 5ир(6, с) < Л => а < с!, Ь < й, с < й =$ 8ир(я, Ь) < с1, 

с<й =ь зир(8ир(а, Ь), с) < с! =>/< с1. 3 1ншого боку, знову використавши 

результата попередньоУ задач1 (див. (б), (в)), маемо: 5ир(а, Ь) < /, 

с< /=>  а < / ,Ь < / , с </=> а < /  8ир(6, с) </=> 5ир(а, зир(й, с)) </=» с! </. 

Отже, с1 = /  Друге сп1вв1дношення можна довести аналопчно. (в) Позна

чимо 5ир(М(а, Ь), а) через с. Тод1 шГ(а, Ь) < с й а < с. 3 шшого боку: 

М(а, Ь) < а, а < а => 5ир(шГ(«, Ь), а) < а (див.1.12.4(в)) => с < а. Отже, 

с = а. 6. Якщо I  —  решика, то юнування $ир/( й т14 для довшьно! ск1н- 

ченно!' непорожньо! множини А можна обгрунтувати, як у задач 1 1.12.3. 

Обернене твердження випливае з того, що 5ирЛ й т Ы  1снують, зокрема, 

1 для двоелементних п1дмножин А. 7. (а), (б), (в), (д) Так. (г) Ш. Наприк

лад, не юнуе точно!' верхньо'1 гран1 для {/?', К"), де Я' = {(а, Ь)\ й 

Я" = {(Ь, а)} —  антисиметричш вщношення на множиш М = {а, Ь). 8. (а),

(б), (в) №. Для першо! з цих множин не юнуе верхньо!" граш, для друго!

—  нижньо!’ гран1. Третя множина не е повною реппткою (зокрема, тому, 

що включае в себе перпн дв1 множини). 9. №. Наприклад, для множини 

сл1в {а, аа, ааа, ...}, аеА  не юнуе верхньо!' граш. 10. Для довшьно!'мно

жини А = {а,|, с12, ..., с!к} дшьншав числа п юнують числа зи- 

рА = НСКЦ, с1г, ..., с!) й ЫА = НСДЦ, с12, ..., с1), як1 е дшьниками п. 

Нулем 0 Ц1С1 репйтки буде число 1, а одиницею 1 —  число п. 11. Для обг- 

рунтування цього твердження див. розв’язання задач1 1.12.3. 12. (а) Ви- 

користовуючи означения та результата задач) 1.12.4, маемо: 1) 

т {(а, Ъ) < а, 1п1'(а, с) < а => зир(1пГ(а, Ь), тГ(а, с)) < а;

2) М(а, Ь) < Ь, М(а, с) < с => зир(1п1'(а, Ь), М(а, с)) < зир(6, с). 3 1) 1 2) 

випливае (див.1.12.4(г)), що $ир(тГ(я, Ь), т!(а, с)) < Ы (а, зир(й, с)),

(б) Це твердження можна довести аналопчно попередньому.



2. Алгебричн! системи
2 .1 . 1. (а ) , (в ), (е ) зам к н ен ! в щ н о с н о  + , (а )  -  (е ) зам к н еш  в щ н о сн о  х . 

2. (а ) , (в ), (е). 3 . ( а ) 0 © А  =  А© 0 = А,1 © 1 = 2, 1© 2  = 2 Ф 1 = 0 ,2 © 2 = 1 ;  

0 ® к  = к ® 0  = 0, 1 ® к  = к ® 1 = к ,  2 ® 2 = \ ,  к = 0, \, 2.

(б) О Ф * = * Ф 0 = А, 1 Ф 1 = 2, 1 © 2  = 2 ® 1 = 3 ,  1 Ф З  = З Ф 1 = 0 ,

2 ©2 = 0, 2 © 3 = 3© 2= 1 ,ЗФ З= 2 ;0< 8> *= А ® 0  = 0, \®к = к ® 1 = к ,

2 ®2  = 0,2 ® 3 = 3 ® 2 = 2, 3 <8> 3 = 1, к = 0, 1,2, 3. (г) О Ф0 = 1 Ф 1 =0, 
0 Ф 1 = 1 Ф 0 = 1 ; 0 ® 0  = 0 ® 1  = 1<8>0 = 0, 1 <8> 1 = 1. 4. (а), (б) Так.

(в) ® дистрибутивна вщносно Ф. 5. (а) Так. (б) №, бо слова х\р 

та рм>, взагал1 кажучи, р1зш для довшьних XV, ре А . 6. Результатом ком- 

позицн (ф°ф)°Г| е шдстановка а  = {(а, ((ф°ф)°П)(а)) | аеМ} =

= {(а, Г|((ф°ф)(а)) \аеМ} = {(а, Г|(ф(ф(я))) | аеМ ), а результатом ком

позици ф°0)/ог|) —  шдстановка Р = {(а, (ф°(ф°г|))(а)) \ аеМ} = 

= {(а, (ф°Г|)(ф(а))) | аеМ } = {(а, Г|(ф(<р(а))) | аеМ ). Отже, а =  р. Для

доведения некомутативност1 композици розглянемо, наприклад, п о 

становки ф = (1 3 2) та ф = (2 1 3) множини М = {1, 2, 3}. Тод1 
ф ° ф = (2 3 1), а ф ° ф = (3 1 2). 7. п\ 8. (а) п. (б), (в) Так. (г) Так. Як

що шдстановщ /  вщповщае зсув на к позицш, то, наприклад, для 

т  = НСК(Л, п)/п матимемо/1"0 = е. Зокрема,/|т) = е для вах от = кп1,

I = 1, 2, ... .9. Усюди визначешсть 1 функцюнальшсть вщповщност1/  

випливають з означення. Для обгрунтування ш’ективност1 припусти

мо, що для якихось 5, !еМ (л>  I) мае мкце р1вшстьДя) = ДО- Це 03" 

начае, що ка = т1{ + р  та к1 = от/, + р. Звщси к(з — I) = т(1х — /2). Оскшь

ки к й от — взаемно прост1 числа, то 5 - / мае бути кратним от. Однак 

останне неможливо, бо а — I < т  — 1. Неважко довести, що з ш’ектив- 

ност1 перетворення /  скшченнох множини М  випливае, що /  

сюр’ективне, а отже, що/ — шдстановка. 10. (а) Розглянемо посл1- 
довшсть шдстановок/(0), / (|), / (2), ••• • 31 скшченност1 множини Рм 

випливае, що кнують числа к й / (к < Г), для яких /  **’ = / (/). Тод1 

/ (1' к) = е. Бшьше того,/"1'"*” = е для вс1х п = 1, 2, ... . (б) И = / ' |0&. 

(в) = & °/_|. 11. Вщношення К рефлексивне, бо для будь-якого аеМ

Да) = а. Нехай аКЬ, тобто / {т\а) = Ъ. Використовуючи результат по- 

передньо'1 задач1, оберемо число к, для якого / (*} = е 1 к > от. Тод1 
/ {к~"'\Ь) = а, тобто ЬКа. Отже, вщношення К — симетричне. Нехай 

аКЪ та ЬКс, тобто/(л,,(а) = Ь 1 / (к\Ь) = с. Тод1 / ,т + *)(а) = с, отже аКс \ 

К — транзитивне.

2.2. 1. Покладемо М  = 2  де 2  —  множина вс1х цших чисел, крат- 

них натуральному числу к. Вщповщним 13оморфним вщображенням е 

7(и) = кп, пе2. 2. (а) Покладемо у(х) = -х, хе /Г. Вщображення у 

взаемно однозначне, 1 для нього виконуеться сшввщношення

7(х + у) = Ах + У) = (~х)
“ а Ь "

-Ь
3. (а) Покладемо у

( - у )  =  '{(х) +  т О ). (б )  тО’ )  =  1/р . р^М у 

= а + Ы . Неважко довести, що у—  б1ек-

Ц1Я, 1 для у виконуються так! сшвв1дношення: у(А + В) = у{А) + у( В).

ХАВ) = т(А)у(В), А, ВеМ.. (б)У
а 0 

0 а

(г) У
а 0 

0 Ь
= (а,Ь) . (д) у({а,Ь)у-

//

■а (В) у 

Ь

( а  Ь 

2 Ь а
— а + Ь\! 2 .

4. (а) №, тому що не

1снуе взаемно однозначного вщображення для Я I (). (б) №. Припустимо, 

що 1снуе 13оморфне вщображення у алгебри А{ на алгебру А, та 

у(1) = а + Ы. Позначимо у(х) = с + сИ, хе К. Оскшьки для будь-якого хе Р. 

мають виконуватися у(1 х х) = у(1) х у(х) = (а + Ы){с + сИ) = 

= (ас - Ьс1) + (ас/ + Ьс)1 й у([ хх) = у(х) - с + сИ, то, поклавши, зокрема, 

с = с!= 1, отримаемо а = 1 й Ь = 0. Отже, у(1) = 1 + 0/ = 1. Звщси у(2) = 

= 7(1 + 1) = у(1) + т(1) =1 + 1=2. Позначимо х = у'(1 + /) йу = у~'(1 - /). 

Тод1 у(х + у) = т(х) + т(у) = 2 та т(х х у) = т(х) х т̂ )’) = 2, тобто, з урахуван- 

ням б1ективност1 у, х+ у = 2 й х х у  = 2. Однак не 1снуе дшсних чисел 

х та у, як1 задовольняють останн1 дв1 умови. (в) №. Якщо припустити 1С- 

нування 13оморфного вщображення у для А< \ Аг, то т(0) = к, кеN. 

Тод1 для довшьного цшого числа п мають виконуватися 

7(п х 0) = у(п) х т(0) = 7(«) х к та 7(п х 0) = т(0) = к, тобто 7(и) = 1 для 

вс1х пе2, що неможливо для б1ективного в1дображення у. (г) №. Засто- 

сувати метод, под1бний до описаного в пункт! (б), (д) №. Припустимо, 

що 1снуе 13оморфне в!дображення у алгебри А] на алгебру А, та у(0) = а , 

у(1) = Ь, у(-1) = с. Тод1 матимуть м1сце так1 сп1вв1дношення: 

7(0 + 1) = 7(1) = у(0) х 7(1), у(0 + (-1)) = * - 1) = у(0) х т(-1), 7(1 + (-1)) = 

= 7(0) = 7(1) х т(-1), тобто Ъ - а Ь ,с - а с ,а -  Ьс. Однак не 1снуе трьох по

парно р1зних дшсних чисел, що задовольняють щ сп1ввщношення. (е), 

(е) № (див. (д)). 5. у(а + Ь\12) = а — Ьу/2, а, Ье <2. 6. Якщо у— 13оморф13м, 

то ф = у 1. Навпаки, нехай для гомоморфпму 7 алгебри А, в А2 кнуе го- 

моморф1зм ф алгебри Аг в А , для якого 7 0 ф = / 1 ф ° У = ■ Доведемо,

що тод! вщображення у ш’ективне та сюр’ективне, тобто взаемно одноз-



начне. Нехай (х, у)е у та (г, у)е у. Оскш ьки за умовою  

для будь-якого уе М2 кнуе елемент м>, для якого (у, н’)е ф, то (х, и’)е у ° ф 

та (г, ч’)е  у ° ф. Отже, (х, ™)е /д/ 1 (г, и’)е  /м => (х = м’ та " =  м>) => х = г, що 

доводить ш ’ектившсть у. С ю р ’ектившсть у випливае з такого ланцюга 

тверджень: ае А/, => (а, а)е /и => (а, я )еф  0 у => (ЭЛ6 Л/,: (а, />)е ф та

(7), а)е  у). Отже, для довшьного а е М 2 кнуе елемент ЪеМ{ такий, що 

(Ь, а)е у.

2.3. 1. Слщ  довести, щ о коли т = п (той р) \ к = I (той р), то 

т + к = п + I (той р) 1 т х  к = п х  / (той  р). 2. 1зоморфним в о о б р а 

жениям е у([А];<) =  к, Ае 3. Оскш ьки х тод1 й тшьки тод1, коли 

х -у, то сш ввщ нош ення ф (а |) а2, ..., ап)/мф (а ,, а2, ..., а ;) матиме мкце 

для будь-яко!' операцп феГ2 та довшьних елеменпв а,, а2, ..., аеМ. 4. 

Вщ нош ення I  рефлексивне, симетричне та транзитивне. Якщ о ы[Ы 2 
\ р^р„  то И\р̂\\\р2, тому ЩО 3 р1ВН0СТеЙ ДОВЖИН СЛ1В И*, 1 М>2 т а р , 1 

р , випливае р)вшсть довжин сл1в и 1 м>2рг А’И = {А0, А', А2, . ..} , а 

вщ повщ ну оп еращ ю  на А'И означим о так: А" ° Ат = А" + ” , 

п, т = 0, 1, 2, ... . 5. Див. р о зв ’язання попередньо! задача 6. В щ н о

шення Р е екв1валентнктю. О к р 1М того, якщ о для «-вим1рних векто- 

р 1в у,, у,, и',, м>2 виконуеться у, Р 1 у2 Р м>2 (тобто перпп координати 

вектор1в у, 1 н1, та у, 1 м>2 збнаю ться), то вектори у, + у2 1 и', + и>2 та Гу,

1 1м>, також мають однаков1 перни координати, 1еК. Отже, 

(у, + у,) Р (м>, + и ’2) 1 /у, />» |, тому В —  конгруенщя. Позначимо через

IV множину векторов з /?", перша координата яких дорхвнюе а, аеК. 

Тод1 Р"/Р = {IVа| ае/?}, а вщповщш операцп фактор-алгебри А/Р оз- 

начають так: \Уа + №ь = 0 ^  та = й ,̂ а, Ь, 1еК. 7 .1зоморфним в1- 

дображенням е у(И/',) = а, ае/?. 8. (а) Так. (б) Ш, бо з ревностей 

||а|[ = ||/>|| та ||с|| = 11с/||, взагал1 кажучи, не випливае р1вшсть 

||а + с|| = ||6 + с11|. 9. Вщношення /? е екв1валентшстю. Розглянемо еле

менти (а, Ь) /? (с, аО 1 (е,./) /? (&, /г), тобто так1, що ас!= Ьс 1 е/г =/&. То- 

Д1 ((а, А) ± (е, у» /? ((с, </) ± (&, /г)) або (а/ ± Ье, Ь/) /? (с/г ± М),

тому що (а/ ± />е) с1И - Ь/ (с/г ± с/§). Аналопчно ((а, 6) х 

х (е, /)) /? ((с, б/) х (#, /г)) або (ае, Ь/) /? (с&, <//г), бо аес]/! = Ь/с§. Нареш- 

т1, якщо е 0 та §  Ф 0, то неважко обгрунтувати, що 

((а, 6) : (е, /)) /? ((с, </) : (я, /?))• 10. Гзоморфним вщображенням е 

у((а, />)) = а/Ь, (а, Ь)в М.
2.4. 1. (б) Включения [М,] с  [[М,]] випливае безпосередньо з о з 

начения замикання множини. Я кщ о ае[[Л /]], то а е результатом 

деякоТ пох1дноТ операц п / на аргументах множини [Л/,]. О скш ьки ко

жей 13 цих аргуменпв, у свою  чергу, е результатом похщних операц 1й

на аргументах 13 Л/,, то з означення суперпозиц11 випливае, що а е ре

зультатом операцп з [Л]у на аргументах з М {. Отже, ае [Л/,], (в) Нехай 

ае [Л/ ]. Це означае, що а е результатом деякоТ похщно! операщГ / на ар

гументах 13 множини Л/,. Оскшьки с  Л/, то вс1 Ц1 аргументи е також 

елементами множини М2. Отже, ае[М2]. (г) Якщо ае[М|пА/,], то а е 

результатом деякоТ похщно! операцп, аргументи яко! належать множи- 

Н1 Л/,пЛ/2, тобто кожен 13 цих аргуменпв е елементом 1 множини М ., 1 
множини М2. Це означае, що ае [М{] 1 ае [Л/,], тому ае [Л̂ ] п  [Л/2]. Зау- 

важимо, що обернене включения, взагал1 кажучи, не виконуеться. (д) 

Нехай ае [А/,] и  [А/,]. Тод1 а е ^ ]  або ае[А/,]. Якщо ае[М,], то 

ае [М, иМ,]. Аналопчно, якщо ае[А/2], то а е ^и А /,] . Отже, в обох 

випадках отримуемо, що ае [А/, и  М,]. (е) Якщо М2 —  замкнена множи

на, то [М2] = М  1 справедлив1сть твердження випливае з (в). 2. (а) 

К] с  К2 (див. 2.4.1(г)), але можливим е й строге включения с

(б) /С, <2 /С,. Наприклад, для алгебри /1 = ( /V, { х } > покладемо 

А/, = {ЗА | Ае/V} и  {ЗА + 2 | АеЖ} 1 А/, = {6А + 2 | Ае /V} и  

и  {6А + 3 | АеТУ}. Тод1, зокрема, 33 е [А/,\ А/,] = А',, однак 33 г [А/,]\ [А/,] = 

= К2, оскшьки 33е [А/,] 1 33 е [Л/,]. 3 шшого боку, 40е К2, однак 40€ Кг

(в) с  К2, але можливо К1 с  Кг Маемо М]̂ >(М2глМ:)  = 

= (М{ иА/2) п (М^и А/3). Дал1 див. 2.4.1(г). (г) К2 с  К> або К2а  Ку, тому 

що М[п (М 2и М }) = (А/|пА/,)и(А/1пА/3). Дал1 див. 2.4.1(д). (д) К ^ К Г 

М1\(М[ п  А/,) = А/,\М2. Якщо А/, с  М,, то А/, п  Л/, = А/„ дал1 див. пункт (б).

3. Г=  {А + 1, А + 2, ..., 2А, 2А + 1}. 4. Базисом алгебри Л е, наприклад, 

В - {(1, 0, ..., 0), (0, 1, ..., 0), ..., (0, 0, ..., 0, 1)}. 5. Нехай Р — скшченна 

система тв1рних алгебри А. Кожен з елеменпв ае Р може бути породже- 

ний 31 сюнченно! сукупносп операцщв, що належать систем! тв1рних Т 

(тобто а е результатом деяко! похщно'1 операцп для аргуменпв 13 Т). 

Множина вс1х цих операнд1в утворюе шукану скшченну систему тв1р- 
них Т'. 6. Нехай Т —  скшченна система тв1рних алгебри А. Якщо Тне е 

базисом, то кнуе елемент Ь{еТ, для якого [Т\ {/>,}] = М. Якщо, у свою 

чергу, система тв1рних Г, = 7\{Л]} не е базисом, то вилучимо з не! вщпо- 

В1дний елемент Ьг Продовжуючи цей процес, на певному кроц1 отрима

емо скшченний базис Тк. 7. Припустивши, що алгебра А скшченно-по- 

роджувана, отримаемо суперечшсть 13 результатом попередньо! задач1.

2.5. 1. Теоретико-множинна операщя перетину п  асоц1ативна та 

комутативна. Одиницею швгрупи А е множина М, тому що для будь- 

яко!' множини Ве р(А/) виконуеться ВглМ = МглВ = В. Однак А не е 

швгрупою 31 скороченням, б о з В п С = О п С ,  взагал! кажучи, не ви-



пливае р1вн1сть В = О. 2. Операщя композици вщношень на множит 

М  всюди визначена й асощативна, однак вона не комутативна. Оди- 

ницею швгрупи А е д1агональне вщношення /м, тому що для будь- 

якого Яе V виконуеться Я ° /д/ = /м ° Я = Я. 3. Операщя * всюди визна

чена, а в и асошативкост! можна переконатися, розгортаючи вирази 

(п * от) * к й п * (от * к) за означениям ! використовуючи властивост! 

асощативност! й комутативност! операщй додавання та множення 

для Ц1лих чисел. 3 останшх властивостей випливае також комутатив- 

тсть операцп *. Одиницею алгебри А е число 0. 4. Одиницею алгеб

ри А е число 1. Алгебра А не е швгрупою 31 скороченням, тому що з 

тах(&, п) = тах(от, п), взагал1 кажучи, не випливае р1вшсть к = от.

5. Операщя * всюди визначена, а и асощатившсгь випливае з того, 

що порядок виконання операцп * не мае значения, бо результатом ви- 

разу е а тод1 й тшьки тод1, коли вс1 його операнди дорхвнюють а. (а) 

Так. (б) Так. Одиницею алгебри А е елемент Ь. (в) Ш, тому що 

а * Ь  = Ь * Ь т а Ь * а  = Ь * Ь ,  однак а Ф Ь. 6. Ш. Наприклад, 

(а * а) * Ь - а, однак а * (а * Ь) = Ь. 7. Для зручносп не писатимемо знак 

операцп х . 1з першого означения, зокрема, випливае, що для довшьного 

елемента а юнують так1 елементи х та у, що ха = е й ау = е. 1з р1вностей 

хау = х(ау) = хе = х та хау = (ха)у = еу = у отримаемо х = у. Навпаки, не

хай виконуються умови другого означення. Тод! для довшьних а, Ье М, 

елемеитами, що задовольняють умови ха = Ь й ау = Ь, е х = Ьа~' й у = а~'Ь.

8. Нехай а' 1 а" —  елементи, обернет до а. Тод1 а”ас/ = 

= а"(аа ) = а"е = а" й а"аа' = (а"а)а' = га! = а '. Отже, а" = а'. 9. Якщо 

ас = Ьс, то а = (йс)с'1 = Ь(сс~') = Ье = Ь. Аналопчно можна довести 

властив1сть л1вого скорочення. 10. (а х Ь) х (6_| х а~') = а х (Ь  х Ь~') х 

х а ' = а х е х а ' = а х а ' = е. Аналопчно, (А"1 х а ') х (а х Ь) = е. 

Отже, Ъ~' х а~' е оберненим елементом до а х Ь. 1з властивосп еди- 

ност1 оберненого елемента (див. 2.5.8) маемо (а х Ь )' = Ь~1 х а ' .

11. Припуст1мо супротивне: у мультиилIкатившй груп1 А = (М , { х }) 

юнують р1вно два зазначен1 елементи а та Ъ. Розглянемо елемент 

с - а х Ь х а. с Ф е, бов шшому раз1 матимемо а х Ъ — а~[ = а, тобто 

Ь = е. Якщо припустити, що с = а, то Ь х а = е, тобто а = Ъ~' = Ъ. Не

хай с = Ь. Тод1 а х Ь = Ъ х а. Позначимо с! = а х Ь. 31 зроблених при- 

пущень матимемо: с1Фе, с1Фа, с1фЬтаёхс1=е. Якщо ж с Ф Ъ, то зно- 

ву прийдемо до суперечност1, бо с х с = е. 12. Для алгебри 

А = ({а, Ь), {*}) операцпо * означимо такими сшввщношеннями: 

а *  а = Ь * а = а й а *  Ь = Ь * Ь = Ь. Операщя * всюди визначена й асо-

щативна, бо значения виразу х * у * г в алгебр1 А завжди дор1внюе г для 

вс1х х, у, 2€ {а, Ь} й тому не залежить вщ порядку' виконання операцш у 

цьому вираз!. Для * виконуються умови л1вого та не виконуються умови 

правого скорочення. Отже, А е скшченною швгрупою з Л1вим скорочен

ням. Однак А не група, тому що ш елемент а, ш елемент Ь не е нейтраль- 

ними, бо а * Ь * Ь * а. 13. А = (М, {*}), де е * х = х * е = х, хеМ, 

а * Ь = Ь * а = е й а * а = Ь, Ь * Ь - а. 14. Операцш * всюди визначена й 

асощативна. Одиницею алгебри А е елемент (1, 0). Елементом, оберне

ним до (а, Ь), е (с, -сЬ), де с = 1/а. Некомутатившсть групи А випливае з 

того, що р!вн1сть ас1 + Ь — сЪ + с1 виконуеться не для вс1х дшсних чисел

а, Ь, с, (1 (а Ф 0, с *  0). 15. Нехай а, Ь —  довшьш елементи групи О, й 

а х Ь  = с. 3 умови випливае, що кожен елемент а обернений до себе. То- 

Л\а = с х Ъ т ъ Ь  = а х  с. Отже, Ь х а = (а х с) х (с х Ь) = 

= а х ( с х с ) х Ъ  = а х е х Ь  = а х Ь .  16. (а) Операщя звичайного число

вого множення мае вс1 потрхбш властивосп. Одиницею групи А е 1, а ко

жен и елемент буде оберненим до себе, (б) Одиницею групи А с 1. Обер

неним елементом до -1 е -1, до 1 —  1, до / —  -/, до -/ —  /. (в) Ус1 
необхщш властивост! операцп додавання магриць грунтуються на вщпо- 

вщних властивостях операцп додавання чисел. Нейтральним елементом 

(нулем) групи А буде нульова матриця, а оберненим елементом до будь- 

яко*1 матрищ Т —  матриця —Т, тобто матриця, у якш ус1 елементи зам1не- 
но на протилежн!. (г) Одиницею групи А е единична матриця,

' а  -ЬЛ ' X ->■
а елементом, оберненим до , —  матриця

1ь V , У х ;
х = а/(а2 + Ь2), у = —Ы{аг + /г). 17. Алгебра (Ы х /V, { + }) е комутатив- 

ною швгрупою 31 скороченням, бо вс1 необх1дн1 властивосп опера-цн 

+ випливають 13 в1дпов1дних властивостей операцп додавання нату- 

ральних чисел. Так само можна обгрунтувати, що (/V х /V, { х }) — ко

мутативна швгрупа. Дистрибутивн1сть х вщносно + випливае з 

таких сшввщношень: (и, т ) х ((к, /) + (р, г)) = (п, т ) х (к + р, I + г) = 

= (п(к + р) + т(1 + /'), п(1 + /*) + т(к + р)) = (пк + т ! + пр + тг, п1 + тк + 

+ пг + тр) = (пк + т1, п1 + тк) + (пр + тг, пг + тр) = (п, т ) х (к, Г) + 

+ (и, т) х (р, г). 18. Неважко довести, що (/V х /V, { + }> —  комутативна 

швгрупа 31 скороченням, а (/V х /V, { х }) —  комутативна швгрупа. Дис- 

трибутившсть операцп х вщносно + випливае з вщповщно1 дистрибу

тивное™ множення вщносно додавання для натуральних чисел: 

(и, от) х ((к, [) + (р, г)) = {п, от) х (к + р, 1 + г) = (п(к + р), т(1 + г)) = (пк + 

+ пр, т1 + тг) = (пк, от/) + (пр, тг) = (п, от) X (к, Г) + (п, т ) х (р, г). Оди-



ницею А е елемент (1, 1). 19. (а) 1з р1вностх Ь + 0 = Ь, яка виконуеться для 

довшьного Ье М, маемо, що для будь-якого ае М а х (Ь + 0) = 

= а х  Ь, або (внаслщок дистрибутивности) а х Ь + а х 0 = а х Ь = а х Ь + 

+ 0. Користуючись властивютю скорочення для операцп +, отрима

емо а х 0 = 0. Аналопчно можна довести, що 0 х  а = 0. (б) 0 = 1 + (-1), 

тод1 для довшьного ае М  маемо 0 = 0 х  а = (1 + (-1)) х а = 1 х  а + 

+ (-1) х  а. Отже, елемент (-1) х а е  оберненим до а. Внаслщок еди- 

ност1 оберненого елемента (див. 2.5.8) доходимо висновку, що 

(-1) х а = - а. (в) Для довшьних а, Ье М  маемо: а + (-а) = 0 => (а + 

+ (-а )) х Ь = а х Ь + (-а) х Ь  = 0 х Ь - 0 .  Звщси доходимо висновку, 

що (—а) хЬ  — елемент, обернений до а х  Ь, тобто (-а) х Ъ =-{а х Ь). Ана

логично доводимо, що а х (—Ь) = -{а х Ь). Отже, (-а) х Ь  = а х  (-Ь). (г) Ко

ристуючись результатом попереднього пункту, отримаемо 

(-а) х (-Ь) = а х (-(-Ь)) = а х Ь ,  бо неважко переконатися, що будь-який 

елемент Ь збиаеться з елементом, оберненим до його оберненого, тобто 

з елементом -(-Ь). 20. (а) Так. (б) Ш. Не виконуеться умова дистрибутив

ности композицп 0 вщносно + , бо для довшьних дшсних вщображень/ 

К, И, узагал! кажучи, (/+ §) ° к ф / °  И + §  ° И. Це випливае з того, що р1в- 

шсть /?((/'+ #)(х)) = к(/{х) + %(х)) = Н(/[х)) + Ь(§(х)), яка мае виконуватися 

для будь-якого хе К, мае мкце лише для деяких вщображень /,' §, И.

21. №, тому що в комутатившй швгруш ф(М), {и}) не виконуються умо

ви скорочення: з Л и С  = В и  С, взагаш кажучи, не випливае р1в- 
шсть А = В. 22. (М, { + }) —  комутативна група, нулем

яко! е число 0 + 0л/2 або 0, а елементом, оберненим до а + Ь л/2, —  чис

ло (-а) + (-Ь) у/2 (М\{0}, { х  }) —  комутативна група, одиницею 

яко! е 1 + 0 72 або 1, а елементом, оберненим до а + Ь 72, — 

число (а/с) + (-Ыс) л/2, де с = а1 - 2Ь2 (зауважимо, що не 1снуе рац10наль- 

них чисел а та Ь, для яких а2 -2Ь~ - 0). Кр1м того, операщя х дистрибу

тивна вщносно + . 23. (а) №. \{0}, {©}) не е групою, бо, наприклад,

для елемента 2 не юнуе оберненого. (б) Так. (ДО , {©}) — комутативна 

фупа, нулем яко! е 0, елементом, оберненим до 0, е 0, а 1 1 2 е елемен- 

тами, оберненими один до одного. (Л̂  \{0}, {®}) —  комута

тивна група, одиницею яко! е 1, Г 1 = 1 та 2Л = 2. Операщя ® дистри

бутивна вщносно ©. (в) Так (див. розв’язання (б)). 24. (Л^(), {©}) — 

комутативна група, нулем яко! е 0, елементом, оберненим до 0, —  0, 

а елементом, оберненим до к (к Ф 0), —  елемент р  — к. (Л^, {®}) — 

комутативна швгрупа з одиницею 1. Якщо р  —  складене число, то

(Л̂0))\{0}, {Щ ) не е групою. Справд1, нехай р = кт. Тод1 к <8> т  = 0. 

Отже, операщя <Е> е невизначеною для к, теМ А{Щ . Операщя ® дистри

бутивна вщносно ©. Якщо ж р —  просте число, то (№(р)\{0}, {®}) —  ко

мутативна група. Доведемо, що в цьому раз1 для будь-якого ке Л'̂ \{0} ю- 

нуе обернений елемент т  = к~\ Розглянемо сукупн^сть елемент1в 

1 ® к, 2 ® к ,. . (р - 1) ® к. Жоден 13 цих елемент1в не дор1внюе 0, бо жо- 

ден 13 вщповщних добутк1в к,2к, ...,(р~ \)к не може бути кратним прос

тому числу р. Жодш два ̂  ® к та / ® к з цих елемент!в не збнаються М1ж 

собою, бо в шшому раз1 за означениям операцп ® 

число 1к-зк-(1- х)к було б кратним р, що знову суперечило б простои 

числа р. Отже, у зазначенш вище сукупносп е вс1 елементи множини 

{1, 2, зокрема, у цш сукупност1 е й шуканий елемент т, для

якого т  ® к = 1. Отже, (№ , {©, ®}> е полем, якщо р — просте число.

25. (К1, { + }) —  комутативна група, нулем яко! е (0, 0), а елементом, 

оберненим до (а, Ь), —  елемент (-а, -Ь). (Я2\{(0, 0)}, { х }) —  комутатив

на група, одиницею яко! е (1, 0), а елементом, оберненим до (а, Ь), —  

елемент (а/с, -Ь/с), дс с= сг  + Ъ1. Операщя х дистрибутивна вщносно + .

26. 1зоморфне вщображення у((а, Ь)) = а + Ы, (а, Ь)е К2. 27. (а) Нехай 

а V Ъ — а л Ь. Тод1 а V (а V Ь) = (а V а) V Ь = а V Ь та 

Ь V (а V Ь) — (Ь V а) V Ь - (а V Ь) V Ь = а V (Ь V Ъ) = а V Ь. Маемо 

а V (а V Ь) = Ь V (а V Ь). 3 умов задач1 та правил погаинання отримаемо 

а V  (а V  Ъ) = а V  (а л Ь) = а та Ь V  (а V  Ь) = Ь V  (а л  Ь) = 

= Ь V (Ь л а) = Ь. Отже, а = Ь. Обернене твердження випливае з власти- 

востей щемпотентносп операцш V та л . (б) Нехай а V Ь = Ь. Тод1 
а л  (а V Ь) = а л Ь 1, за правилом поглинання, а = а л  Ь. Навпаки, якщо 

а л  Ь =  а, то Ь V (а л  Ь) - Ь V а. Використовуючи комутатившсть обох 

операцш 1 друге правило поглинання, отримаемо Ь = а V Ь. 28. Нехай 

р  = (М, {и, п}, { < }) —  реиптка, ноаем яко! е частково впорядкована 

множина М. Ототожнимо операци и  1 V та о  1 л . Доведемо, що для Р 

виконуються вс1 властивост1 репнтки, означено! в даному роздш. Усюди 

визначешсть операцш и  та о  випливае з означения, а !х асощатившсть 1 
комутатившсть — 13 тверджень задач! 1.12.5(а, б). 1демпотентшсть обох 

операцш обгрунтовано в задач1 1.12.4(а), а правила (або закони) 

поглинання —  в 1.12.5(в). Навпаки, нехай задано репптку 

К = (М , { V , л }) як алгебру 13 зазначеними в цьому роздш властивостя- 

ми. Означимо на множит М  вщношення < таким чином: для а, Ье М  вва- 

жатимемо а < Ь тод1 й тшьки тод1, коли а лЬ = а. Доведемо, що < — час

тковий порядок на М. Рефлексившсть < випливае з щемпотентност! опе-



рацй л . Нехай а < Ь та Ь < а. Тод1 а  л А = а  та Л л а  = Ь. Оскшьки опера

цш л комутативна, то а л Ь  — Ь л а \ а ~ Ь .  Розглянемо сшв- 

вщношення я < Ь та Ь < с. Тод1 я а Ь = я та 

Ь л с  = Ь = > ал (Ь  л с) = а=> (а л Ь )л с  = а = > а л с  = а<=>а< с. Дове

демо, що в частково впорядкованш множит М  для будь-яких я, Ье М  1с- 
нують 1п1'{я, Ь) та зир{я, Ь). Для цього доведемо, що тГ{«, Ь} = я д Ь та 

$ир{я, Ь} = я V Ь. Маемо: (я л Ь) л а = я л (Ь л я) = я л (я л Ь) =

- (а л а) л Ь = а л  /1. Звщси випливае, що я л Ь < а. Аналопчно виведе- 

мо а л Ь < Ь. Отже, я л Ь —  нижня грань для {я, Ь}. Нехай х —  довшьна 

нижня грань для {я, Ь}, тобто х < а  й х < Ь, що равносильно х а я = х та 

х л Ь=х . Тод1 х л (я л Ь) = (х л я) л Ь = х л Ь = х, тобто х < я л Ь. Таким 

чином, алй —  точна нижня грань {я, Ь), або тГ{я, Ъ}. Використовуючи 

результат попередньо!' задач1 (див. 2.5.27(6)) та пров1вши аналопчш М1р- 

кування стосовно а V Ь, доведемо, що я V Ь —  точна верхня грань для 

{я, Ь}. 29. Означеш операцп V та а  всюди визначеш, аеощативш та ко- 

мутативн!. 1х щемпотентшсть випливае з р1вностей НСК(&, к) = к й 

НСД(&, к) = к. Доведемо перше правило поглинання, тобто р1вшсть 

НСК(А, НСД(&, т)) = к. Якщо НСД(А, т ) = с{, то с1 —  дшьник числа к, тому 

НСК(Л, с!) = к. Аналопчно можна обгрунтувати й друге правило погли

нання: НСД(Л, НСК(А, т)) = к. Отже, А —  репитка. Перший закон дистри- 

бутивносп в репптцх А мае такий вигляд: НСК(А, НСД(/, т)) = 

= НСД(НСК(4, /), НСК(Л, т)). Для доведения обох закошв дистрибутив- 

пост! слщ використати таке твердження: якщо I = р\'р"2-...р''гг 1 
6- = р"'р22...р"'г — каношчш розклади натуральних чисел I й л- на прост1 
множники, то НСД(/, л) = р\хр^...р\г 1 НСК(/, л) = р"'р“2...р"гг де 

г = т ш( IV, ж )  й и. = тах(у, мл), / = 1,2, ..., г. Нулем репнтки А е дшьник

1, а одиницею — число л.

2.6. 1. Для доведения слщ переконатись, що для А справджуються вс1 

цпсть пар аксюм булево!' алгебри. 2. Означимо на М  вщношення < : вважа- 

емо, що я < Ь тод1 й тшыш тод1, коли я л Ь = я. Таким чином множина М  

перетворюеться на репптку, де зир{я, Ь) =а\/ Ь й шДя, Ь} = = а л Ь (див. 

2.5.28). Тод1 неважко довести, що атом —  це м)шмальний елемент множи

ни М  {0}. (а) Якщо х —  мЫмальний елемент, то я = х. В шшому раз! 1снуе 

я, < х. Якщо я, —  мипмальний елемент, то я, —  шуканий атом. 1накше, ю- 

нуе я, < я, 1 т. д. Внаслщок ск1нченност1 множини М цей процес завершу- 

еться для деякого к, й ак —  шуканий атом, (б) Осюльки а лх = т^{я,х}, то 

я а х < я. 3 останньо'1 нер1вност1 й означения атома випливае, що або 

я а х = я, або я а х = 0. Кр1м того, обидва щ сп1ввщношення не можуть ви-

конуватися одночасно, бо а Ф 0. (в) Обидва ш сшвв1дношення не можуть 

виконуватись одночасно, бо тод1 отримаемо суперечшсть: я а я = 

= (я А  х) А  (я А (-сс)) = (я А  я) А  (х А  -л) = я л 0 = 0. Якшо а < X (або 

а а  х = я), то твердження справедливе. Якщо ж не виконуеться я < х, то 

я а х  =  0, бо я а  х < я (див. (6)). Тод1 я = я а 1 = я а ( х у  (—а)) = 

=  (я А х) V  (я А  (-0.-)) =  О V  (я А  (- .х ) )  =  я а  (-тх). Останне сп!ввщношен- 

ня ргвносильне нер1вност1 я < —ос. 3. Означимо на множиш М частковий 

порядок < як у попередшй задач1, перетворивши М на реиитку. (а) :е  

е А1(х а  у) <=> (г — атом 1 :  < х  а  }’) о  (г —  атом I (- <х  \ :  < у)) <=?> (ге 

е А1(х) 1 ге А1(у)) <=> ге А1(х) п  А!(у). (б) Див. (а), (в) Зауважимо, що Аг(1)

—  множина вс1х атом1в алгебри А. ге А/(—ьт) <=> !<&. А1(х) (див. 2.6.2(в)) <=>

0  ге А1(1)\ А*(х). (г) Нехай А1(х) =  А1 (у)  1 припустимо, що х Фу.  Тод! при

найми! одне з тверджень х < у або у < х хибне. Припустимо, що хибним 

е х < у, тобто х а  у ф х. Тод1 х а  (-лу) Ф 0, бо шакше для х а  (-,у) = 0 отри

маемо суперечшсть: х = х а  ! = х а  (у V -,у) = (х а  у) V (х а  

а  (-у)) = (х а  у) V  0 =  х а  у. Внаслщок 2.6.2(а) !снуе атом 

я < х а  (-у); звщси яе А1(х) [ яе А!(—у), тобто яе А1(х) 1 яё А1(у) (див. (а)

1 (в)). Отже, отримали нер1вшсть А1(х) Ф А1(у), яка суперечить припущен- 

ню. Аналог1чн1 М1ркування проводимо для випадку, коли хибним е твер

дження у < х. (д) Це твердження випливае безпосередньо з означень ато

ма та множини А*(х), бо А1(х) складаеться з ус1х таких атом1в я, що я < х. 

(е) 1з того, що я. < V я2 V ... V ак, / = 1, 2 , ..., к, 

1 пояснень до попереднього пункту маемо {я,, я2, ак} с  

с  А\(а] V я, V ... V я,). Для обгрунтування оберненого включения при

пустимо, що аеАг(а1 V я2 V ... V ак) й я Ф я, /' = 1, 2, ..., к. Тод1 я а а = I) 

для вс1Х /' = 1, 2, к (див. 2.6.2(6)), отже я а  (я1 V я, V ... V ак) = 

= (а А я,) V (я А Я2) V ... V (я А як) = 0, що суперечить припущенню.

4. Позначимо через I  множину вс1х атом 1 в алгебри А. Тод1 вщображення 

у(х) = А1(х) е поморфпмом алгебри А в алгебру А'. Властивост! 1н’ектив- 

ност1 та сюр’ективност! у випливають 13 тверджень (г) 1 (е) задач! 2.6.3. 

Отже, у —  б(екшя. Сгаввщношення (2.1) з означения 130морф13му вико

нуються зг!дно з твердженнями (а), (6), (в) попередньо\' задач! та ршнос- 

тями у(0) = А1(0) = 0 1 у(1) = А1(1) = Ь. 5. За доведеним у попереднш за

дач! твердженням кожна з алгебр А > 1 /1, 1Эоморфна деякш алгебр! мно

жин А' = (Р(/-,), {и, п, “  , 0, I,}) 1 А' = ((}(/.,), {и, п, , 0, Ь2}) 

в1дпов1дно. 3 умови маемо |р(/-,)| = |Р(^2)| або 1̂ 1 = \Ь2\. Будь-яка 61СКЦ1Я 
М1ж множинами Ь1И 2е !зоморф1змом алгебр А' 1 А'г 1з властивостей си- 

метричност! 1 транзитивност! в1дношення изоморфизму випливае !зомор-



ф1зм алгебр А1 \ А,. 6. Оскшьки за теоремою Стоуна (задача 2.6.4) будь- 

яка скшченна булева алгебра А = (А/, { V , л , — О, 1}) изоморфна деякШ 

булевш алгебр1 множин А' = (РОО, {и ,  п, ~ , 0 , Ь}), то \М\ = |Р(1)|, а за 

теоремою 1.1 |Р(̂ )| = 2|Л|. 7. Наприклад, булев1 алгебри множин 

А = (Р(/,), {и, п, _ , 0 , /,}) для будь-яко!' множини I ,  що складаеться з 

одного, двох або трьох елеменпв. 8. Ь = Ь л 1 =

= Ь л (а V —.а) =  (Ь л  а) V (Ь л  -па) = О V (6 л —.а) = 

= 6л —.а. У той же час —.а = —.а л 1 = —.а л (а V Ь) = (—.а л а) V (—.а лЬ) = 

= О V (—,а л Ь) = —.а л Ь. Отже, Ь = —>а. 9. (а) -1—1 а = — .а л 1 = 

= —I—\и л (а V —1 а) = (—1—>а л а) V (—.—«г/ л —1а) = (—г-.а л а) V 0 = — .а л а. 

Кр1м того, а = а л 1 = а л  (-1—10 V —.а) = (а л — .а) V (а л —.а) = 

= (а л —.—.а) V 0 = а л —г-1а. Отже, —1—10 = а. (б) —.0 = —1О V 0 = 0 V —>0 = 1 

(послщовно застосовано аксюми 4, 2 та 6). —11 = —11 л 1 = 1 л —11 = 0. (в) 

Довести, що —1(—\а л -чЬ) = а V Ь, переконавшись у тому, що 

(а V Ь) V (-,а л ~лЬ) = 1 й (а V Ь) л (-.а л -лЬ) = 0. Вщтак скористатися 

результатами задач1 2.6.8 1 пункту (а). Друге сшввщношення можна 

довести аналопчно. 10. Р1вносильшсть (а) 1 (б) обгрунтовано в задачI 

2.5.27(6). Доведемо р1вносильнють (в) 1 (г). Нехай виконуеться (в). То- 

Д1 —1 (а л —1Ь) = —|0 = 1, а —,(а л —.6) = —.а V (—1—\Ь) = —.а V Ь (див. 

2.6.9(в, а)). Аналопчно можна обгрунтувати, що з (г) випливае (в). 

Вщтак доведемо ргвносильнють сшввщношень (а) 1 (в). Нехай 

«л Ь = а, тод1 а л (—1Ь) = (а л Ь) л (—\Ь) = а л (Ь л —<Ь) = а л 0 = 0. Нав

паки, нехай виконуеться (в). Тод1 а л Ь = (а л 6) V 0 = (а л Ь) V

V (а л (—16)) = а л  (Ь V —<Ь) = а л 1 = а. 11. Нехай

(а л (—16)) V (—.а л 6) = 0. Тод1 /) = () V 0 = 4 V ((а л (~'6)) V

V (—.а л 6)) =  (Ь V (а  л  (—.6))) V (—.а л  Ь) =
= ((Ь V а) л (Л V —.6)) V (—.а л Ь)-  ((Ь V а) л 1) V (—.а л й) = (6 V а) V

V (—,а л Ь) = Ь V (а V (—1 а л Ь)) = Ь V ((а V  —>а) л (а V  6)) =

Ъ '/(1 л (<а ч Ь ) )  = = Ь\/{а'уЬ) = а ч Ъ ч Ъ  = а\/Ь. Аналопчно виведе- 

мо, що а = в у 0  = а у ( ( а л  (~'&)) V (—'Я л Ь)) = ... = а у  Ь. Отже, а = Ь. 

Навпаки, якщо а = 6, то (а л (-16)) V (—.а л Ь) =

= (а л —.а) V (—.а л а) = 0 V 0 = 0.

3. Математична лопка
3.1. 1. (а), (в), (д), (з), (и) —  ютинш, (б), (г) —  хибш висловлення. 

2. (а), (в), (г), (д) —  ютинш, (б), (е), (е) —  хибш висловлення. 3. (а) 

1стинне висловлення а —> Ь, де а —  висловлення “Трикутник е р1вно- 

стороннш”, Ъ —  “Трикутник е р1внобедрений”. 4. (а) 1. (б) 1.

5. (а) (00001011). (б) (01001000). 6, 7. Побудувати вщповщш таблищ 

ютинносп. 8. (а), (б), (в), (е) —  тавтолоп'Г, (г), (д) —  нейтрально

9. (а) Правильне твердження. (б) Неправильне твердження, бо воно 

не виконуеться для будь-яко!' нейтрально!' формули А. (в) Правильш 

обидва твердження. (г) Правильне твердження. Обернене твердження 

не виконуеться, наприклад, якщо А —  тавтолопя, а В —  нейтральна 

формула або суперечшсть. (д) Правильне твердження. Обернене 

твердження не виконуеться, наприклад, якщо А —  нейтральна фор

мула або суперечшсть, а В —  тавтолопя. (е) Неправильне тверджен

ня, бо не виконуеться, наприклад, для двох суперечностей А 1 В.

10. (а) Твердження не виконуеться для нейтрально!' формули А.

(б) Правильне твердження. (в) Неправильне твердження, бо не вико

нуеться для будь-яко!" нейтрально!' формули А [ В = -лА. Обернене 

твердження правильне. (г) Правильне твердження. Обернене твер

дження не виконуеться, якщо А —  нейтральна формула або тавтоло

пя, а В —  суперечшсть. (д) Твердження не виконуеться, наприклад, 

якщо А —  суперечшсть, а В —  довшьна формула, (е) Див. 3.1.9(е).

11. Ця формула набувае значения 1, якщо вс1 а операнди дор1внюють 

1. 12. Побудувати вщповщш таблищ 1стинн0ст1. 13. (а), (в), (г) —  ргв- 

носильносп. 14. (в), (д), (е) —  так. 15. Припуспмо, що формули А 1 
В равносильно Тод1 для будь-якого набору значень пропозицшних 

зм1нних формула (А ~ В) матиме вигляд 0 ~ 0 або 1 - 1 ,  тобто 

дор1внюватиме 1. Навпаки, нехай (А ~ В) —  тавтолопя, однак форму

ли А 1 В нер1вносильш. Останне означае, що 1снуе наб1р значень, на 

якому формули А 1 В набувають р1зних значень. Тод1 на цьому набор! 

формула (А ~ В) дор1внюватиме значению 0 ~ 1 або 1 ~ 0, тобто 0, що 

суперечить умовь 16. (в), (д), (е) —  так. 17. А е суперечшстю. 18. По

будувати таблищ ютинносп формул А 1 В. 19. А — суперечшсть. 

20. За означениям сильшшо! формули А набувае значения 1 на вс1х 

тих наборах, на яких В дор1внюе 1. 21. (а), (в), (д), (е) —  так. 22. Да

на формула не е виконуваною тод1 й тшьки тод1, коли Аш —  супереч- 

нють, а Аг А2, ..., Аш , —  тавтологн. Отже, множина формул 

{А}, А2, ..., Ат} —  суперечна. Обернене твердження не виконуеться, 

наприклад, якщо А< — суперечшсть, а решта формул —  тавтологп.

23. Суперечна. 24. Б. 25. (а) Б. (б) Б сказав правду, а А \ В —  неправ

ду. 26. Несуперечна.

3.2. 1. (а), (б), (г) —  так. 2. (а) —  так. 3. (а) Р\: а -> Ь\ Р2: а с; 

РЗ: МР(Г1, А5) = (а с) -> (а -> (6 л с)); Р4: МР(Р2, ГЗ) = а ^> (Ь л  с).



(б) Л : 5(я, А, с)(а, я, 6)Л5 = (а —» а) —> ((а —> 6) —» (я —> (я л 6)));

Л :  а —> я (див. приклад 3.2); Л : МР(Л, Л )  = (а ^Л )- > (а- » (в л  6)); 

Л : 5(я, 6)(6, я)Л1 = 6 -» (а -н> 6); Л :  6; Л :  МР(Л, РА) = а -4 6;

П :  МР(Л, П ) = а ч  (й л А); Л : а; Л>: МР(Л, Л )  = я л 6.

(в) Л : а -> 6; Р2: а  -> Л : МР(Л, Л9) = (я -» -.6) -> -,я;

Л :  МР(Л, РЗ) = -,я. (г) Р\: а -> Ь; Г2: Ь -> с; КЗ: МР(Л, Л2) = 

= (я —> (6 —» с)) —> (а —» с); /-'4: 5(я, Ь) (6 —> с, я)

А\ = (6 —» с) —» (а —» (6 —» с)); Л :  МР(Л, Л )  = а —> (6 —> с);

Л :  М Р(Л , РЗ) = а -> с. 5. (а) Л :  Щ )(а)А З = а л а -> а.

(б) Л  : 5(6, с)(я, я)/15 = (а —> а) —> ((я —> а) —> (а —> (а л а))); Р2: а —> о; 

/г3: МР(Л, Л )  = (а -> а) -> (о -> (я л а)); Л :  МР(Л, Л )  = а 4 ( а л  а).

(в) Л :  5(6, с)(а, а)А8 = (а —> я) —» ((я —» а) —» ((а V  я) —> а)); Л :  я —> я; 

/ГЗ: МР(Л, Л )  = (а -> а) -> ((я уй)-> а); Л : МР(Л, РЗ) = (я V а) -» я.

(г) Л :  5(6)(я)/<6 = я —> (я V я), (д) Л :  5(6, с)(я, 6)Л5 =

= (я —* а) —> ((я —» 6) —> (я —» (я л 6))); Л :  я —» я; /\3: МР(Л, Л )  =

= (я -»/>)-» (я —> (я л 6)). (е) Л : 5(с)(я V с)/18 - (я —> (я V с)) —> 

—» ((6 —> (а V с)) —> ((я V 6) —> (я V с))); Р2: 8(Ь)(с)А6 = я —» (я V с); 

Л : МР(Л, Л )  = (6 н> (я V с)) -> ((я V 6) - »(я V с)), (е) Л :  5(я)(с)Л8 = 

= (с —» с) —» ((Л —> с) —> ((с V 6) —> с)); Л :  5(я)(с)(я —> я) = с —» с;

Л : МР(Л, Л )  = (6 -> с) -» ((с V 6) -> с); Л : 5(6, с)(я, 6)Л  =

=  (я — » 6) — » ((6 V я) — » 6). (ж) Л : 5(я, 6)(я - 4  (я V 6), я л  6)Л1 =  

= (я -» (я V 6)) -> ((я л Ь) -> (я -» (я V 6))); Л :  МР(Л6, Т7!) =

= (я л Ь) —̂ (я —» (я V 6)); Л :  5(а, 6, с)(я л Ь, а, а V 6)Л2 =

= ((я л  6) — > я) — » (((я л  6) — > (я — > (я V 6))) — > ((я л  6) — > (я V 6))); 

/•4: МР(/ГЗ, Л )  = ((я л Ь~) —̂ (я —̂ (я V 6))) -» ((я л 6) -> (я V 6)); 

Г5: МР(Л, /-'4) = (я л Ь) -> (я V 6). (з) Л :  5(с)(6 V я)^8 = 

= (я —» (Ь V я)) —» ((6 —> (6 V я)) —» ((а V 6) -> (6 V я))); 

Л :  5(я, Л)(Л, я).47 = я —> (6 V я); Л :  5(я, />)(6, я)/(6 = Ь —» (6 V я);

/74: М Р(Л , Л )  = (6 -> (Ь V я)) -4 ((я V 6) ^  (6 V я));

Л :  М Р(Л , /*4) = (я V 6) -> (Ь V я), (и) Л :  5(я, с)

(я л Ь, а)А5 = ((я л Ь) —> 6) —> (((я л 6) —» я) —> ((я л 6) —» (6 л я))).

(1) Л :  5(6, с)(я V Ь, я)Л5 = (я -» (я V 6)) -»

—» ((я —» я) —> (я —> ((я V Ь) л я))); Л :  МР(Л6, ^1) = (я —> я) —> 

—» (я -» ((я V 6) л я)); Л :  я —> я; /г4: МР(Л, Л )  = я —> ((я V 6) л я). 

(1) Л :  5(6, с)(я л 6, я)Л8. 6. (а) Обгрунтуемо вивщшсть: (я -» 6) —> я, 

я —> 6 |—  6. /-'1: (а —> 6) — я; Л : я —> 6; Л : МР(Л, Л )  = я;

Л : МР(Л, Л )  = 6. (б) я —> с, я |—  Ь V с. Л :  я —» с; Л :  я;

Л :  М Р(Л , Л )  = с; ^4: 5(я, 6)(6, с)Л7 = с -» (6 V с);

Л :  МР(РЗ, Л )  = 6 V с. (в) Доведемо ->я -> 6, -.6 |—  я. Л : -.я -> 6; 

Л :  —.6; Л :  5(я, 6)(-,6, —.я)^ 1 = -,Ь -> (-.а -> -.6);

Л :  М Р(Л , Л )  = -.я -> —16; Л :  5(а)(->а)А9 = (-.я -> 6) -> 

^  ((-.я —» -.6) -> —■—1я); Л :  МР(Л, Л )  = (->я —» -16) —> -т-та;

Л : МР(Л, Л )  = -та; Л :  МР(Л, ^10) = я. (г) я -» —.6, 6 |--- .я.

Л : я —> —,6; Л :  6; Л :  5(я, 6)(6, я>41 = 6 -» (а -» 6); Л :  МР(Р2, Л )  = 

= я 6; Л :  МР(Л, Л9) = (я -» -.6) -.а; Л :  А /^Л , Л )  = -.я.

(д) —16 —> —1Я, я |— 6. Л : —>6 —> —>я; Л : я; Л :  5(6)(—.6)/Л = и —> (—&> —> я);

Л :  МР(Л, Л )  = -16 -> я; Л :  5(я, 6)(-,6, я)Л9 = (-.6 -> я)

—> ((-.6 —) -.я) —> —>—16); Гб: МР(Л, Л )  = (-16 —» —из) —> -пЬ;

Л :  М Р(Л , Л )  = —,—.6; Л :  5(я)(6)/110 = —.—.6 -> 6; Г9: МР(Л, Л )  = 6.

(е) я |—  —I—1Я. Л :  я; Л :  (я —> —>6) —> (6 —> —!я); (див. (г)), 

Л :  5(я, 6)(—|Я, я )Л  = (-,я -> -.я) -> (я -г-.я); Л :  я -> я; 

Л :  5(я)(—>я)Л = —,я —> —.я; Л :  МР(Л, Л )  = я ->->я; Л : МР(Л, Л )  =

- — ,я. (е) (я —» 6) (я —» с), я, 6 |—  с. Л : (я —> 6) —> (я —> с); Л :  а; 

Л : 6; Л :  5(я, 6)(6, а)А1 = Ь -> (я -» 6); Л :  МР(Л, Л )  -  а —> 6; 

Л :  МР(Л, Л )  = я —» с; Л : МР(Л, Л )  = с. (ж) я -> (6 с), я -> 6,

я |—  с. Л : я —» (6 —» с); Л : я 6; Л : я; Л : МР(Л, Л1) = 6 —» с; 

Л : МР(ГЗ, Л )  = 6; Л :  МР(Л, Л )  = с. 7. Для обгрунтування (а)! (б) ви

користати в1Дпов1Дно акс10ми /18 1/15. (в) Доведемо таку вивцнисть: Г,

Л -» Л, -.6  |--- Л. Г1: А —» 5; Л :  -тВ; Л : 5(я, 6)(-.В, ,-1).41 =

= -,В —.Я); Л :  МР(Л, Л )  - А —> -.В; Л :  5(я, 6)(,1; Я)Л9 =

= (Л -> В) -> ((Л -» -.В) -> -1 )̂; Л :  МР(/Г1, Л )  = (Л -> -,В) ->

Л : МЯ(Л, Л )  = -тЛ. Отже, за МТД Г, /1 -» В |----|В —>

8. (а) Див. 3.2.7(в). (б) Л :  .4; Л :  -^4; Л :  5(я, 6)(-,В, ,4)/(9 =

= (—<В —* А ) —> ((—>В —> —1/1) —> —1—<В)', Л :  5(я, Ъ)(А, —\В)А 1 =

= л _> (_,б /1); Л :  МР(Л, Л )  = -.В —> А\ Л :  МР(Л, Л )  =

= (-,В —> -тЛ) —> —I—1В; Л :  5(я, Ь)(—Я, \В)А 1 = -Л —> (->В —> -1̂ ); 

Л :  А/В(Л, Л )  = -пВ —> -тЛ; Л :  МР(Л, Л )  = -.-.В; ЛЮ: 5(я)(В)/110 = 

= -,-,В -> В; Л 1: МР(Я9, ЯЮ) = В. (в) Л :  /1 л -Л; Л :  5(я, 6)(/(, -Л)ЛЗ = 

= (А л ^А ) -> А; Л :  М Р(Л , Л )  = .4; Л :  5(я, 6)(^, -^)Л4 =

= (/1 л -и4) -» -̂ 4; Л :  М Р(Л , Л )  = -и4. Дал1 див. (б), (г) 1) А, -А \—  В

(див. (б)). 2) В, -лА\—  В (див. 3.2.4(а, в)). 3 1)12) матимемо А V В,

—1/1 |—  В (див. 3.2.7(а)). 9. (а) 1) я л 6, -.я |—  я; 2) я л 6, -пя |--- .я;

3) —.я |---|(я л 6); 4) я л 6, —161—  6; 5) я л 6, —>61--->6; 6) —>61--->(я л 6).

1з 3) 1 6) матимемо —>я V —.6 [---->(я л 6) (див. 3.2.7(а)). Отже,

|--  (—|Я V —16)  —> —|(Я Л 6). (б ) 1) —■(—|Я V —16), —1Я |-----,я V - 16;

2) — 1(— 1Я V — .6), — .я |------ 1(— 1Я V — 16); 3 ) — 1(— >я V — \Ь) |--------1— >я; 4 ) - п я  | я;



5) —1(—<а V —,/>) |—  я; 6) аналопчно отримаемо —.(—.я V —<Ь) |—  Ъ\ 7) \з 5) 1
6) матимемо —.(—.я V —.6) |—  я д Ь (див. 3.2.7(6)); 8) |--- .(—.я V —,Ь) —»

—> (а л Л); 9) —> (я л Ь) —■—■(—■ а V —\Ь) (див. 3.2.7(в));
10) —{а л Ь) |-1-1 (-.я V -.Л); 11) —.—.(— V -,Ь) \--------й V —,Ь;

12) —.(а л 6) |—— .а V —,6. Отже, |--- .(а л Л) —> (—.а V —,6). 10. Модиф1ку-
вавши доведения 3.2.8(в, б) (зам1ною —>5 на Л), можна довести теорему 

(я л -.я) —> - А  Тод1 матимемо Р\: 5(я)(я л -,а)Л9 = ((я л -,я) -»  Ь) —» 
—> ((я л —>я) —> —.6) —> —.(а л - 1  я); Р2: (а л —.а) —> Ь; РЗ: (я л —.а) —» —,Ь; 

Р4: МР(/-2, /П ) = ((я л —.а) —» —Л) —» —.(а л —.а); ,Г5: М Р ^ ,  /-4) = 
= —,(я л -па).

3.3. 1. (а) Я(А) = 1 для к = 6, 12, 18. (6) 0(А) = 1 для к = 2то, 

то = 1, 2, ..., 10, 1 для к = 3п, п = 1, 2, ..., 6. 2. Характеристичною мно

жиною даного предиката е {(-2, -2), (-2, -1), (-2, 0), (-1, -2), (-1, -1), 

(0, -2), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}. 3. Позначимо через А, 

В, С множини 1стинност1 предикапв Р, д  1 /? вщповщно. (а) /4 и  В.

(б) (А и В )п (А и !}  = (А п $ и ( А п  В), (в) А . (г) Збкаеться з (6).

4. (а) Ч(а) л Ч(/>) а  (Б(с, а) л Б(с, 6) V М(с1, а) л М(</, Ь)).

(б) Ч(я) л Б(с, а) л  М(й ,̂ а) л (Б(/~, с) л Б^, Ь) V М ^, с) л М ^, Ь)).

(в) Ч(я) л Б(я, с) л (Б(с, Ь) V М(с, Ь)). (г) Ч(я) л -,4(6) л (Б(</, а) V

V М(с/, а) V Е(/, Ь) л М(/; Л)) л (Б(с, я) V М(с, с1) V Б(с, /)  V М (с,у)).
3.4. 1. (а) Зх (->Р(х)). (6) —.(За- Р(х )). (в) -.(Х/х Р{х)). (г) Ух (-^ (х )). 

2. (а) х — вшьна. (6) у —- вшьна змшна в Р(у). (в) у —  вшьна. (г) х — 

вшьна змшна в х > 3. (д) Ус1 змшш зв’язаш. 3. (а) Ух Бу (х < у).

(6) Уг 3>’ Ух (хг = ху). (в), (г) 1стинш висловлення. (д) Уд Эр Ух (х2 + 

+ рх + <7 > 0). (е) Хибне висловлення. 4. (а), (6) Хибш. 5. Нехай М  — 

множина прямих на площиш. Тод1 Ух Эу (х || у) —  ктинне висловлен

ня, а Эу У х (х 11 у) —  хибне. Якщо Б(х, у) —  предикат 13 3.3.4, то 

Уу Зх Б(х, у) —  ктинне висловлення, Зх Уу Б(х, у) —  хибне. 6. Пер

ше висловлення ктинне, друге —  хибне.

3.5. 1. Нехай М  —  довшьна непорожня ушверсальна множина, 

Р(х) — довшьний предикат на М. Якщо Р(х) тотожно ктинний в област1 

М, то формула Р(х) V —'Р(у) також буде тотожно ктинною в М, в шшому 

раз1 кнуе се М, для якого Р(с) = 0, або -^Р(с) = 1, тобто формула 

Р(х) V —\Р(с) [стинна для вс1х хе М. Друга формула також е ЛЗЗ. 

2. (а) Застосуемо метод доведения вщ супротивного. Припуст1мо, що к- 

нуе ун1версальна множина М, для яко! дана формула хибна. Це 

означае, що А = Эх (Р(х) л <2(х)) Iстинна, а В = Зх Р(х) л Эх ()(х) хибна 

формула. Хибшсть В означае, що 1стинна принайми! одна з формул

Ух (-1 Р(х)) або У(-10(х)). Однак ктиншсть кожно! з цих формул супере

чить 1стинност1 А. Дане твердження можна довести й шшим способом. 

Нехай М —  довшьна непорожня предметна область, Р(х) 1 (2(х) —  будь- 

як1 предиката на М. Розглянемо випадок, коли антецедент 

Зх (Р(х) л б(х)) набувае значения 1. Тод1 кнуе таке се М, 

що Р(с) л (){с) = 1, тобто Р(с) = 1 1 (1(с) = 1. Отже, у цьому раз1 й консек- 

вент Зх Р(х) л Зх б(х) 1стинний в М. Якщо антецедент хибний, ця фор

мула ктинна незалежно вщ значения консеквента. (б) Нехай М — до

вшьна непорожня предметна область, Р(х) \ ()(х) —  деяк1 предиката на 

М. Якщо <2(х) виконуваний на М, то обидва операнди операци екв1вален- 

тност1 матимуть значения 1, отже дана формула ктинна. Якщо ж преди

кат (2(х) тотожно хибний в М, то значения операщив екв1валеитност1 за- 
лежатимуть вщ предиката Р(х). Коли Р(х) тотожно 1стинний в М, то 

обидва Ц1 операнди дор1внюватимуть 0, а не то (якщо предикат Р(х) ви

конуваний) —  вони набувають значения 1. Отже, 1 за тако'Т 1нтерпретац11 
дана формула 1стинна. 3. (б), (в) —  тотожно ктанш. Наприклад, 

розглянемо таку штерпреташю формули (а): М =  {а, Ъ} 1 для предикат1в 
Р(х) 1 2(х) виконуеться Р(а) = 1 1 Р{Ь) = (2(а) = б(Ь) = 0. У щй 

1нтерпретац11 дана формула буде хибною, бо Р(а) л (Р(Ь) —> ЩЬ)) —> 

-> (()(а) V У(Ь)) = 0. 4. (а) Нехай М —  довшьна непорожня предметна об

ласть, Р(х) 1 ()(х) —  ДОВ1ЛЫИ предиката на М. Розглянемо ситуашю, коли 

формула^ набувае значения 1. Це означае, що кнуе елемент сеМ, для 

якого Р{с) V ()(с) = 1, тобто Р(с) = 1 або О(с) = 1. У цьому раз1 формула 

В також 1стинна. Припустимо, що формула А хибна в обранш штерпре- 

тацп. Тод1 для вс1х елемент1в х \ъ М  виконуеться Р(х) V ()(х) = 0, тобто 

Р(х) = 0 1 2(х) = 0. Звщси випливае, що й формула В набувае значения 0. 

Отже, доведено, шо при довшьнш штерпретаци формули А 1 В набува

ють однакових значень, тобто вони р1вносильш. 5. (а), (б) М = {я, Ь}, 

Р(а) = д(Ь) = 1, Р(Ь) = д(а) = 0. (в) М  = {а, Ь}, Р(а) = 1, 

Р(Ь) = д(а) = д(Ь) — 0. 6. (а) А \ В — равносильно (б) Контрприк- 

лад: М = {а}, Р(а) = д(а) = 1, К(а) = 0. (в) М  = {а, Ь}, Р{а) = д(а) = 0, 

Р(Ь) = д(Ь) = 1. (г), (д) М  = {я, Ь), Р{а) = 1, Р(Ь) = д(а) = д{Ь) = 0. 7. 1),

3), 4). Розглянути предиката Р(х): “х кратне 4” 1 д{х): “х —  точний квад

рат”. Записати даш твердження у вигляд1 формул лопки предикапв. 8. 

Введемо на множин1 А/ус1х чотирикутниюв таю предиката: Р(х) —  “х — 

чотирикутник, вписаиий у коло”, д(х) —  “х — прямокутник”, Р(х) — “х



—  паралелограм”. Тод1 припущення можна записати у вигляд1 таких пре- 

дикатних формул: 1) Зх (Р(х) л 0{х)\ 2) Ух (<2(х) -» Я(х)), а висновок — 

у вигляд! формули Зх (Р(х) а  Р(х)). 1з припущення 1) випливае, що для 

якогось ае М виконуеться Р(а) а  ()(а) = 1, тобто Р(а) = 1 та @(а) = 1. Звщ- 

си 1 з припущення 2) маемо Я(а) = 1. Отже, Р(а) л Я(а) = 1, тому форму

ла Зх (Р(х) л Я(х)) ктинна в М. 9. Означимо на множит N натуральних 

чисел таю предиката: Р(х) —  “х кратне 51”, (Хх) —  “х кратне 17”, Я(х)

“х кратне 3”, Т(х) — “сума цифр числа х кратна 3”. Припущення 

матимуть такий вигляд: 1) Ух (Р(х) —> (0(х) л Р(х))), 2) Ух (Я(х) —» Т(х)),

3) -,Т( 10712), а висновок---<Р( 10712). Послщовно маемо: 13 3) випли

вае 7X10712) - 0, 1з 2) —  Я(10712) = 0, а з 1) —  Д10712) = 0. Отже, 

—,/>(10712) —  ктинне твердження. 10. Означимо на сукупност1 множин 

так] предиката: Р(х) —  “х —  зл1ченна”, 0(х) —  “х —  несюнченна , Я(х) 

__“х __ незл1ченна”, 7'(х) —  “х —  сюнченна”. Припущення можна за

писати у вигляд1: 1) Ух (Р(х) —> 2(х)), 2) Ух (Я(х) —» 0(х)), 3) Т(А),

4) Ух (Т(х) ->2(х)), а висновок —  Зх (->Р(х) а  - ,/? (х )) . Т од1 з 3) та 4)

маемо д(А) = 0, а з 1) 12) —  Р(А) = 0 1 Я(А) = 0. Отже, -,Р(А) а  -,Я(А) = 1, 

тому формула Эх (—.Р(х) л —./?(х)) ктинна. 11. Додамо до предикапв по- 

передньоТ задач1 предикат 5(х) —  “множина х р1внопотужна деякш свош 

власнш шдмножиш”. Припущення матимуть вигляд: 1) Ух (0х) -» 5(х)), 

2) Ух (Т(х) -> ->5(х)), а висновок: Ух (0(х) -» ->7’(х)) а  Ух (Т(х) ->2(х».

Розглянемо випадок, коли для деякоТ множини А (2(А) = 1. Тод1 з 1) 

випливае, що 5(Л ) = 1, а з 2) —  ЦА) = 0. Отже, для вох таких множин А 

висновок буде ютинним. Якщо ж @(А) = 0, то обидв! формули з висновку 

д(А) -> ^Т(А) 1 Т(А) -» -.004) ютинш. 12. М1ркування неправильне. Озна

чимо на множин! студенпв М  таю предиката: Р(х)

“х може розв’язати дану задачу”, О(х) —  “зд1бний студент х здатен 

розв’язати цю задачу”, Я(х) —  “х —  зд1бний студент”. Припущення 

матимуть такий вигляд: 1) Эх Р(х) —> (Зх (Я(х) л(?(х))), 2) Я(а) а  (~лР(а)), 

де а —  студент Петренко. Висновок можна записати у вигляд! Ух (—./"(х)) 

або -,(Эх Р{х)). Розглянемо ситуацш, коли в множит А/юнуе шший зд1б- 

ний студент Ь, який може розв’язати цю задачу (Р(Ь) = <2(Ь) = Я(Ь) = 1). То- 

Д1 обидва припущення ютинш, а висновок —  ш. 13. Означимо на сукупнос- 

Т1 множин таю предиката: Р(х) —  “х —  нескшченна”, 2(х) —  “х —  зл1чен- 

на”, Я(х, у) —  “потужшсть х не менша, шж потужшсть у”, Т(х, у) —  “у — 

шдмножинах”. Посилки: 1) Ух (Р(х) —> 3у (<2{у) а  Т(х, 7 ))), 2) Р(Г), де /

множина 1рращональних чисел, 3) Ух У у (Т(х,у) —> Я(х, V». Висновок: 

Зх (<2(х) а  Я(1, х)). 3 1) 1 2) випливае ктиншсть формули 

зу ((?(>’) А Т{1, у)), а з 3) —  ктиншсть У у (Т(1, у) -> Я(1, у)). 1з першоТ з 

отриманих формул доходимо висновку, що юнуе така множина А, що 

<2(А) = 1 1 Т(/, А) = 1, аз другоТ —  що Я(1,А) = 1. Отже, <2(А) а  Я(1,А)= 1. 

тому висновок 1СТИННИЙ. 14. Означимо так! предиката: Р(х) —  “х —  мно

жина”, 0(х, }’) -“ ПОТужНЮТЬ X бшьша, Н1Ж потуж!псть у”, Я(х, у) —  “у

—  пщмножина х”. Посилки: I) Р( V), 2) Ух 3у @(у, х), 3) Ух У у (Я(х, у) —> 

—> х)), 4) Ух Я(У, х). 3 1), 3) та 4) випливае ктиншсть формули

Уу (-<б(у, И)), а з 1) 1 2) —  1стинн1сть формули Эу ()(у, У). Однак 

одночасна ктиншсть обох цих формул неможлива (перша з них равно

сильна формул! -п(Э_у (2(у, К)). 15. Предиката на множит мешканщв М1С- 
та АТУ: Р(х) —  “х —  цирульник”, (?(х, у) —  “х голить у".

Посилка: Ух (Р(х) —> Уу (<2(х, у ) -- '()(}’, у))). Припуст1мо супротив-

не: Зх Р(х), тобто для деякого а Р(а) = 1. Тод1 ктинною буде формула

Уу ((?(«, у )-- Ш  >’))• Однак це неможливо, бо а е мешканцем мкта

NN, отже ктинним мае бути вираз 0(с/, а )-- .^(а, а). Отримана супе-

речн1сть спростовуе припущення про кнування цирульника. 16. Мае

мо таку послщовтсть р1вносильних формул: Эх (-1Л(х)) а  Зх (—.^(х)), 

Эх Ь/Чх)) а  Зу (-.0(у)), Эх (~1Р(х) лЗу (-,00'))), Зх (Зу (-.0(у)) а  -.Р(х)), 

Зх Эу (—̂ О ’) а \Р(х))у ЗхЗу {-\(<2(у) V 7>(х))). Обидв1 останн1 формули е 

випередженими формами дано! формули.

3.6. 1. Використати той факт, що для скшченно! предметно! облас- 

Т1 М  = {а,, а„ ..., ап} предикатна формула Ух Р(х) р1вносильна фор

мул! 7,(а|) а  Р(а2) а  . . .  а  Р(ап) для будь-якого предиката Р(х) на А/.

2. Нехай М = {а, Ь, с} [ Р(а) = Р(с) = 1, Р(Ь) = 0. Тод1 перша з формул 

р1вносильна Р(у), а друга — 0 —> Р(у). 3. (а) Доведемо, що формула А 

е ЛЗЗ. Розглянемо довшьну непорожню предметну область М 1 до

вшьний предикат Р(х) на М. Якщо Р{х) тотожно ктинний в М, то фор

мула А тотожно ктинна в А/, в шшому раз1 (предикат 

Р(х) —  не тотожно ктинний в М), А р1вносильна формул! 0 —> Р(у), 

що також е тотожно ктинною. Для доведения того, що формула В не 

е ЛЗЗ, можна розглянути, наприклад, штерпретащю з попередньо! за

дач!. (б) В —  ЛЗЗ, А —  ю. 4. (а) Для довшьно! штерпретацп розгля

нути два випадки: Р(х) —  тотожно 1стинна й Р(х) —  не тотожно 1с- 
тинна формула, (б) Розглянути випадки, коли Р(х) —  виконувана 1



коли Р(х) —  тотожно хибна формула. 5. (в), (г) —  так. 6. (а), (б) — ш.

7. Застосуемо метод доведения вщ супротивного. Припуст1мо, що 1С- 
нуе штерпретащя, у якш формула А —> В(х) —  ЛЗЗ, а формула 

А —» Ух В(х) —  ш. Останне означатиме, що кнують таке значения с 

змшно'Г х, для якого В(с) = 0, 1 такий наб1р значень с1, на якому фор

мула А набувае значения 1. Оскшьки формула А не мктить вшьних 

входжень зм1нно1 х (тобто змша значения х не виливае на значения 

формули А), то за вищезазначених умов формула А —» В(х) також на

бувае значения 0, що суперечить припущенню про и тотожну ктин- 

шсть у данш хнтерпретацп. 8. Див., наприклад, иопередне доведения.

9. Для спростування твердження 7 розглянемо таку штерпрета- 

цио: предметна область —  множина N натуральних чисел, формула 

А —  х > 3, формула В —  х > 2 (отже, А мктить вшьне входження х). 

Тод1 формула А —» В(х) —  тотожно ктинна, а Л —> Ух В(х) —  не е то

тожно 1СТИИНОЮ в N.

3.7. 1. (а) Ух ((21 | х) -> ((3 | х) л (7 | х))). (б) Ух ((60 | х) -> ((10 | х) л 

л (6 | х))) л -.(Ух (((10 | х) л (6 | х)) —> (60 | х))). (в) Позначимо через Т{х)

предикат “х —  трансцендентне число”, 1 через /(х) —  “х —  1ррацюнальне 

число”. Ух (Т(х) —> /(х)) л —.(Ух (/(х) —> Т(х))), або Ух (Т(х) —>

—> /(х)) л Зх (/(х) —> —I Т(х)). 2. (а) Ух У у Зг (х + у = г), Ух У у Зг (х х у = г).

(б) -.(Ух Уу Зх (х-у = ~)) або Зх 3у У т. (—.(х -у = ~)). 3. (а) Ух((хеЛД5) ~

~ (((хе А) а  —|(хе В)) V ((хе В) л  —.(хе /1)))). (б) Ух У у (((х, у)е А х В) ~ 

~ ((хеА ) а (уеВ ))). 4. У А 3 В У С  ((С с  А) —> (Се В)). 5. Розглянемо 

таю предиката: Р(С) —  “С —  в1дповщн1сть М1Ж А 1 В” та V, Г, 8 ,1 \ В — 

предиката, що вщповщають властивостям всюди визначеност!, функцю- 

нальност!, сюр’ективност1, 1н’ективност1 та бкктивность

(а) УС  (Р(С) ~ (С с  А х В)), (б) УС  (К(С) ~ Р(С) л Рг,С = А).

(в) УС (Г(С) ~ Р(С) а  ((а, Ь)еС  -,((а, ф С  л -,(& = с/)))).

(г), (д) Див. (б) 1 (в), (е) УС (В(С) ~ Р(С) л У(С) л Р(С') л 5(С) а  /(О)).

6. Позначимо через У(К) предикат “К —  вщношення на М\ через Р(К) — 

“/? — рефлексивне в1дношення”, через А(К) —  “Л — антисиметричне вщ

ношення”. (а) УК (У(Я) - (Р с М х М ) ) .  (б) У Я (Р(К) ~ (У(Я) л (/д, с  /?))).

(в) УК (А(К) ~(У(К) а (((а, Ь)еК а  (6, а)е/?) -4 (а = 6)))). 7. (а) “я — верх- 

ня грань А” ~ Ух (хеА —> х < а)), (в) “а —  точна верхня грань А”~ 

~(У(а) а  Ух (У(х) —> (а < х))), де У(х) — предикат “х —  верхня грань А”

(див. (а)), (д) “а —  найбшьший елемент А” ~ ((аеА ) а  Ух (хе/( —> х < о)) 

або р1вносильне означения (аеА) л У(а) (див. (в)), (е) “а —  макси

мальний елемент А” ~ ((аеА) л  (-.(Зх ((хеА) л  (а <  х))))). 8. (б), (в) —  

1СТИНН1. 9. (в), (г) —  1СТИНН1. ВлаСТИВЮТЬ Щ1ЛЬНОСТ1 числовой множини.

10. (а) Ух (хе(А\В)пС ~ (хеА\В а хеС) ~ (хеА л -,(хеВ) л хе С) ~ 

~ ((хе А а хе С а —.(хе В)) V (хе А л хе С л —.(хе С))) ~ (хе А л хе С л 

а  (-.(хе В) V -.(хе С))) ~ (хе АпС л  -.(хе В п  С)) ~хе(АпС)\ (Вп  С)).

11. Покладемо а = 4, Ь = 5 { х = 0. Тод1 з ах = Ьх = 0 виведемо а = Ь 

або 4 = 5, тобто 2-2 = 5.

4. Теор1я граф|в

4.1. 1. (а) А =

(б) А =

"0 0 1 О 1 0 0 1 0"
0 0 1 1

, в =
0 1 0 0 1

1 1 0 1 1 1 1 0 0
1

V
1 1 0

У
0

ч
0 1 1 1

У

'0 0 0 1 Г а 0 0 0 0 0 Г

0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0

0 1 0 0 1 , В  = 0 1 0 1 0 0 0

1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 0

1
V

1 1 1 0
У

0 0 1 1 0 1 1
У

А —  матриця сум1жност1, В — матриця шцидентност1. 2. (а) Е =  {(а, Ь), 

(а, с), (а, е), (Ь, с1), (Ь, е), (с, е)}. (б) Е = {(а, Ь), (а, е), (Ь, с), (с, (I), (с1, ё)}.

3. (а) У= {1, 2, 3, 4, 5}, Е =  {(1,2), (1, 5), (2, 3)}. (б) У= {А, В, С, Д  Е, Г}, 

Е = {(А, Ц), (В, О), (С, Е), (С, Р)}. 4. (а) Порядок матрищ. (б) Половина 

кшькосп одиничних елеменпв матрищ А. (в) Визначити множини У 1 Е 

та утворити матрицю В (див. 4.1.1). 5. Розглянемо елемент с. матрищ 

ВВТ: с0 = ЪкЬшЬ'к], де Ъ.к = 1 та Ь'к/ = Ь)к = 1 тод! й тшьки тод1, коли ребро з



номером к шцидентне вершинам / та у. Оскшьки кожне ребро в граф1ш- 

дидеитне лише двом вершинам, то с.. = а для / *у. Для вс1х г с. дор1вню- 

ватиме числу ребер, шцидентних вершиш з номером /, тому для отри- 

мання матрищ А щ елементи слщ замшити нулями. 6. Нехай С  = (У, Е)

—  граф 13 цистьма вершинами. Для довшьноТ вершини уе К у граф! С  

мае мкце одна з двох ситуацш: або 1) V сум1жна деяким трьом вершинам 

и',, XV2, н>3; або 2) у несум1жна з жодною з вершин деяко!' тршки вершин

и,, и2, иу Якщо в иершому випадку яккь дв! з вершин и1,, \\>г, м>3сум1жш, 

то разом 13 у вони утворюють шукану тршку попарно сум1жних вершин. 

Якщо ж жодн1 дв1 з цих вершин несум1жн1, то вони е шуканою тршкою 

попарно несум1жних вершин. Аналопчш М1ркування проводяться 1 для 

друго1 ситуаци.

4.2. 2. п(п - 1)/2. 3. (а), (в), (г) — так. 4. п(п - 1)/2 - к (див. 4.2.2).

5. За означениями операцш об’еднання та доповнення граф1в =

- (У, И2)), тобто е повним графом. 6. Якщо розглядати елементи мат- 

риць сум1жн0ст1 графив як булев1 константи, то матрищ для граф1в (а) 

1 (б) можна отримати як результат вщповщно поелементно'1 диз’юнк- 

цп 1 кон’юнкцп матриць А ! 1 А2, а матрицю графа (г) —  як заперечен- 

ня вс1Х нед1агональних елеменпв матрищ Аг 7. Шуканою бккцкю е 

вщповщшсть у  = {((V, И'), (ф(у), ф(м>))) I (V, и’)е Е г (ф(у), ф(м>))е Ег}.

8. Однакова кшьккть вершин е наслщком взаемно однозначно!' вщпо- 

в1дност1 М1ж множинами вершин, а однакова кшьк1сть ребер —  нас- 

л1дком б1екц11 М1ж множинами ребер (див. попередню задачу).

9. Справедлив1сть твердження випливае з таких властивостей б1ек- 
цп: 1) 1у —  б1екщя; 2) якщо/  —  б1екщя, то/ " ' —  б1екщя; 3) якщо

§  В1ДПОВ1ДН1 б1екцп, то/°% —  б1екц1я. 10. 3 означения доповнення ма

емо: (у, хг)еЕ тод1 й тшьки тод1, коли (у, хг)^Е. 11. Граф 13 задач1
4.1.1 (в). 12. Якщо т  —  кшькклъ ребер самодоповнювального графа 

С  = (У, Е) з п вершинами, то п(п- 1)/2 - т  = т  (див. 4.2.4 14.2.8), тоб

то п(п - 1) = Ат. 1з того, що число п(п - 1) кратне 4, випливае, що 

п = Ак або п = Ак + 1, кеМ. 13. 1з попередньо'Г задач1 маемо, що кшь- 

К1сть ребер самодоповнювального графа С  з п вершинами дор1внюе 

т  = п(п - 1)/4 1 п = А к або п = Ак + 1. Зв1дси отримаемо т = Акг -к  або 

т  = Ак2 + к, кеЫ. 14. О = (У, Е), де У = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Е = {(1, 2), 

(1,3), (2, 3), (2, 5), (3, 4), (5, 6)}.

4.3. 1. п - 1. 2. Стешнь вершини у з номером / дор1внюе сум1 еле- 

мент1в /'-го рядка матрищ А або матрищ В, бо ця сума визначае кшь- 

К1сть вершин (для А) чи кшьк1сть ребер (для В), вщповщно сум1жних

або 1нцидентних у. 3. Елемент а (.2) матриц! А2 дор1внюе а (2) = Ъа.как. = 

= Х а2 = Ла1к, бо а1к = ак. [ а..е {0, 1}. Отже, а.(2) = 8(у/) (див. попередню 

задачу). Див. 4.1.5. 5. 1з формули (4.1) випливае, що для куб1чного 

графа з п вершинами 1 т  ребрами виконуеться р1вшсть Зп = 2т. От

же, п —  кратне 2 \т —  кратне 3. 6. Припуст1мо, що такий куб1чний 

граф О  з п вершинами 1снуе. Тод1 з того, що степеш вс1х вершин гра

фа О та його доповнення дор1внюють 3, випливае, що (п - 1) - 3 = 3, 

тобто п = 7. Звщси Х5(у;) = 3 ■ 7 = 21, що суперечить твердженню те- 

ореми 4.1. 7. Припуст1мо, що 1снуе граф С  з п вершинами, ус1 степе- 

Н1 вершин якого попарно р1зш. Ц1 степен! можуть дор1внювати

0, 1,2, . . . , « -  1. Однак якщо в граф! С  е вершина степеня 0 (13ольо- 

вана), то в ньому не може бути вершини степеня п - 1. Отже, степеш 

принаймш двох вершин збпаються. 8. №. Якщо припустити, що та

кий граф О 1снуе та що в ньому е тшьки дв1 вершини у 1 х\> з однако- 

вими степенями, то для 8(у) = б(м') = 0 матимемо, що степеш решти 

и - 2 вершин набувають ус1х значень 13 множини {0, 1,2, 3}, а

для випадку 8(у) = 8(и’) = п - 1 — вщповщно 13 множини 

{2, 3, . . . , « -  1}. 9. Футбольному туршру поставимо у вщповщшсть 

граф О = (У, Е), у якому У —  це множина команд, а (у, м/)&Е тод1 й 

тшьки тод1, коли команди у 1 XV знрали м1ж собою. Степенем верши

ни буде кшьюсть матч1в, зираних вщповщною командою. Степеш 

вс1х вершин даного графа не можуть бути непарними (див. теорему

4.4). 10. Нехай графи С, = (К,, Е{) 1 0 2 = (У2, Е2) 130М0рфш, а ф —  в!д- 

пов^дне взаемно однозначне в1дображення У] на Уг Розглянемо до- 

вшьну вершину уе Уг Якщо 8(у) = к, то в граф1 С7( кнуе р1вно к 1нци- 

дентних вершиш у ребер (у, у (), (у, у2), (у, Ук)е Е г Тод1 за означен

иям 13оморф13му в граф1 С 2 для вершини ф(у) 1снуватиме також р1вно 

к шцидентних Тй ребер (ф(у), ф(у,)), (ф(у), ф(у2)), ..., (ф(у), ф(у4))еЕ2. 

Отже, 8(ф(у)) = к.

4.4. 1. Розглянути граф О = (У, Е), де У = {и, у, XV, х, (}, Е = {(у, I), 

((, и), (и, ^), (I, а), ((, иО}. 2. Використати метод доведения вщ супро

тивного та результат леми 4.2. 3. Розглянемо деякий достатньо дов- 

гий (наприклад, максимальний) ланцюг I  у даному граф), що почина- 

еться з деяко1 вершини у. Цей ланцюг, зайшовши вперше в будь-яку 

пром1жну вершину хг по деякому ребру (г, и»), за умовою задач1 може

ПрОДОВЖИТИСЬ ПО ШШОМу ребру (XV, I), 1НЦИДеНТНОМу XV (I Ф г). Оскшь

ки множина вершин графа сюнченна, то на якомусь крощ  в ланцюз!



Ь деяка з пройдених рашше вершин повториться. Отже, ланцюг /- 

мктить шуканий цикл. 4. Припустгмо, що в деякому зв’язному граф1 

С  два прост1 ланцюги 1 Ь2 максимально!' довжини не мають жодно'Т 

спшьно! вершини. Нехай V, 1 у2 —  початков!, а м>х 1 уу, —  заюночш вер

шини ланцюпв I ,  1 I ,  в1дпов1дно. Позначимо через г, 1 г, найближч1 
вершини ланцюпв ^  1 Ь2, тобто вершини, що зв’язаш М1ж собою 

простим ланцюгом найменшо'Т довжини. Пор1внявши довжини чоти- 

рьох простих ланцюпв, як1 починаються з г, або у,, заюнчуються у \г] 

або та проходять через 2 , 1 г р  дктанемо суперечшсть умов1 макси

мальное™ ланцюпв 1 /,2. 5. Якщо V 1 м’ незв’язаш, го вони 

знаходяться у р1зних компонентах зв’язност1 С ] 1 С,. Тод1 сума степе- 

шв ус1х вершин пщграфа С, (або С 2) непарна, що суперечить теоре- 

М14.3. 6. (а) У= {1, 2, 3}, Е =  {(1,2), (2, 3)}. (б) У = {1,2, 3,4}, Е = {(1,2), 

(2, 3), (3, 4)}. (в) У = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Е = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), 

(2, 5), (3,6)}. (г) Кп. 7. Перша нершшсть випливае безпосередньо з озна

чень рад1уса 1 Д1аметра графа О. Назвемо простий ланцюг дгаметраль- 

ним, якщо вщстань м1ж його початком 1 кшцем доршнюе д1аметру графа. 

Для обгрунтування друго'Т нершност1 слщ довести, що будь-який д1амет- 

ральний ланцюг у граф1 С  проходить через центральну вершину. 8 .1з не

равное™ 0(0 ) > 3 випливае, що в граф1 С  кнуе простий ланцюг 

р, (р, г), г, (г, я), 5, ( ,̂ О, I такий, що вершини р  1 1, р  1  ̂та г \ I несум1ж- 

Н1. Проанал1зувавши ВС1 можлив1 пари вершин у та и’ (под1бно до того, як 

це зроблено в доведенш теореми 4.6), дшдемо висновку, що вони зв’яза- 

Н1 в граф1 С  , а також, що н) < 2 для ВС1Х вершин V Ф г, н’ Ф х 1 
с/(г, а) < 3. 9. Якщо якийсь самодоповнювальний граф С  незв’язний, то за 

теоремою 4.6 його доповнення С  —  зв’язний граф, що суперечитиме 

умов1 1зоморф1зму граф1в О та С . 10. Якщо О(С) = 1, то С  —  повний 

граф, а жоден нетрив1альний повний граф не е самодоповнювальним. 

Нехай О(С) > 3, тод1 й(О) < 3 (див. 4.4.8). У такому раз1 графи С  1 Сне 

можуть бути 13оморфними. Для самодоповнювального графа С  13 задач1 
4.1.1(в) й(С) = 3, а для С = С, 0(0 ) = 2 .11. Див. розв’язаннязадач14.3.10.

12. К, = К, = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Е, = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (3, 6)} 1 

Е, = {(1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (4, 6)} або Е, - {(1, 2), (1, 3), (1, 6), (2, 3), 

(2, 4), (3, 4), (4, 5), (5, 6)} I Е, = {(1, 2), (1, 5), (1, 6), (2, 3), (2, 4), 

(3, 4), (4, 5), (5, 6)}.

4.5. 1. (а), (б), (в) —  так. 2. (а) За теоремою 4.9 а ^  дор1внюе кшь- 

кост! шлях1в довжини 3, що починаються 1 закшчуються у вершин! /.

Ця К1ЛЬК1СТЬ УДВ1Ч1 бшьша В1Д числа ТрИКуТНИК1В 13 вершиною /, тому 

що 1 снуе два способи обШти кожен 13 цих трикутник1в, починаючи 1 

завершуючи обх 1д у вершин! /. (б) У кожному трикутнику кнуе 6 р1з- 

них простих цикл1 в, що в 1 др1зняються початком 1 напрямком обходу,

1 вс1х IX П1драховують у сум1 д1агональних елеменпв матриц! А3 (див.

(а)). 3. Справедливкть твердження випливае з теореми 4.8 1 того, що 

вщстань М1Ж вершинами е довжиною найкоротшого шляху, який Гх 

з’еднуе.

4.6. 1. Розв’язки бшьшост1 задач цього роздшу див. у [16, 21, 24].

4.7. 1. Ш. Якби деякий зв’язний граф з п вершинами й п - 1 реб

ром мав цикл, то, вилучивши будь-яке ребро, що належить цьому 

циклу, ми отримали б зв’язний граф з п вершинами й п — 2 ребрами 

(див. теорему 4.7). ОстаннШ висновок суперечить наслщку 4.8.1. 

2. Позначимо кшьккть кшцевих вершин у даному дерев1 через к. То- 

Д1 2(п - 1) = Х5(у) > 3(« - к) + к, зв1дки випливае к > п/2 +1.3. Поз

начимо кшьккть ребер графа С  через т. 3 умови випливае, що т  < п. 

Р1внкть т  = п призводить до суперечност1, бо, з одного боку, 

Х5(у) = 2т  (теорема 4.3), а з шшого —  Х5(у) = т  (ус1 вершини кш- 

цев1). Якщо т  = п - \, то О —  дерево, у якому едину нек1нцеву вер

шину з’еднано п - 1 ребром з ус1ма шшими. Якщо ж т  < п — 1, то 

граф С  незв’язний (див. наслщок 4.8.1). 4. Р1вшсть

п(п - 1)/2 - (п - 1) = п - 1 (див. 4.2.4) виконуеться для п = 1 або п = 4, 

що в1дповщае трив1альному графу або графу 13 задач1 4.1.1 (в). 5. Див. 

попередню задачу та задачу 4.2.11. 6. Алгоритм побудови кктяково- 

го дерева для зв’язного графа описано в наслщку 4.11.5. Навпаки, як

що граф О = (У, Е) мае юстякове дерево Т = (К, Е7), то зв’язшеть С 

випливае 31 зв’язност1 Т 1 включения Е. 7. Це твердження е нас- 

л1дком нижньо! оц1нки для к1Лькост1 ребер графа С  (див. теорему

4.8). 8. (а) Якщо С  —  лк, то у(С7) = 0 (див. наслщок 4.11.3). Нехай 

граф С з п вершинами мае к компонент зв’язност1 1 у(С) = 0. Тод1 
кшьккть його ребер т  = п — к, тобто збкаеться з нижньою ощнкою 

для числа ребер (див. теорему 4.8). Такий граф ацшапчний (див. 

розв’язання задач1 4.7.1). (б) Нехай граф О  мае тшьки один простий 

цикл. Тод1 шеля вилучення будь-якого ребра цього циклу отримаемо 

ацикл1чний граф С  13 ткю самою кшьк1стю компонент зв’язность За 

результатом попереднього пункту у(С") = 0. Отже, \'(С) = 1. Нехай 

для графа С  з п вершинами та к компонентами зв’язносп виконуеться 

у(О) = 1. Тод1 кшьккть його ребер т  = п — к + 1, 1 за наслщком 4.11.4



у О е принаймш один цикл 2. Шсля вилучення ребра з циклу 2  графа 

С  отримаемо граф О' з п вершинами, к компонентами зв’язност1 й 

п - к ребрами. Оскшьки = 0, то С ' —  ациюпчний граф. Отже, 

цикл 2 — единий у граф1 С. 3 единое™ 2  випливае його простота, (в) 

Це твердження можна довести методом математично! шдукци за 

кшькктю цикл1в у граф1 С. 9. пт. 10. Дерево Т е ациюйчним графом, 

тому не мктить жодного циклу непарно! довжини. Отже, за наслщ- 

ком 4.12.1 теореми Кешга Т —  двочастковий граф. Повними двочас- 

тковими графами е дерева виду К1 п або Кп1,п >  1. Для вс1х шших пов- 

них двочасткових граф1В Кпт(п>  1, т  > 1) маемо пт > п + т , тобто 

кшьккть ребер у них не менша числа вершин, тому вони мають цикл 

(див. наслщок 4.11.4). 11. Пряма сума двох повних граф!в Кп 1 Кт. 12. 
Так, бо кожне натуральне число к можна подати у виглядд добутку 

двох натуральних множншав, наприклад к=  1 ■ к (див. 4.7.9). 13. Най- 

менша —  п - 1, найбшыиа —  п2/4 для парного п 1 (л2 - 1)/4 для непар

ного п. 14. Див. результат попередньо'Г задачь 15. Якщо п > 1 1 т  > 1, 

то д1аметр 1 рад1ус збпаються 1 дор1внюють 2. Якщо одна з часток 

складаеться з одше! вершини, а шша —  бшьше шж з одше!, то Д1а- 
метр дор1внюе 2, а рад1ус —  1. Нарент, И(К],) = Я(К],) = 1. 16. Для 

доведения твердження слщ використати результата теорем 4.9 1 4.12.

4.8. 1. Якщо з плоско! карта вилучити будь-яке ребро, то отрима

емо плоску карту. 2. Вщ одше! (вершина лежить усередиш граш) до 

к граней (вершина належить межам к р1зних граней). 3. Доведения 

можна провести методом математично! шдукци за кшькктю вершин 

дерева. Одна грань —  зовншня. 4. 2(п - 1) (див. теорему 4.11 1 лему

4.5). 5. К2. 6. (а) Н!, бо для нього не виконуеться твердження наслщ- 

ку 4.13.2. (б) Так. Тр1ангулящя. 7. Ш. Для обгрунтування використа

ти формулу Ейлера (4.3) 1 нер1внкть 13 наслщку 4.13.2. 8. Див., нап

риклад, 4.8.6(6). 9. Якщо плоский граф не мктить трикутниюв, то 

Дг > 4 для вс1х ге Р. Шукану нер1вшсть отримаемо 31 сп1вв1дношень 

2т = 1А( > 4|/>| = 4(т  - п + 2). 10. Припуст!мо супротивне. Тод1 отри

маемо несумкну систему нер1вностей: 2т  =Х5(г’) >Ъ п\ 2т-  ХАг ^ 

> 61/3! = 6(т  - п + 2). 11. Припуспмо, що кнуе максимальний плос

кий граф С, який не е тр1ангулящею. Тод1 в ньому е грань Г, обмеже- 

на не трикутником, а простим циклом, який мктить не менше чоти- 

рьох вершин V,, у,, у3, у4, . . . .  За означениями граш 1 плоского графа 

неможливо, щоб ребра (у,, у3) та (у2, у4) одночасно належали О. За- 

лежно В1Д того, чи е Г внутршньою або зовшшньою гранню,

вщсутне 31 згадано! пари ребро можна провести в граф1 С  так, що 

дктанемо плоский граф. Це суперечить максимальное™ графа С. 

Навпаки, нехай О —  тр1ангулящя. Оскшьки граф О зв’язний, то будь- 

яке ребро, шсля додавання якого О  залишаеться плоским, мае розби- 

вати деяку грань графа С  на дв1 гран1. Однак у тр1ангуляцгГ вс1 граш 

обмежено трикутниками, 1 жодну з них не можна розбити на дв1 
шляхом додавання ребра. 12. За лемою 4.5 для тр1ангуляци матимемо 

3|Р| = 2\Е\. Використовуючи цю р1вн1сть, 13 формули Ейлера (4.3) от

римаемо \Е\ = Зп - 6 1 |Р| = 2п - 4.

4.9.1. (а) п. (б)-(г), (е) 2. (д) 3. 2. п-  1. 3. Можна довести, що граф 

б!хроматичний тод1 й тшьки тод1, коли В1н двочастковий. Вщтак ви

користати теорему Кен1га. 4. (а) Наприклад, незв’язний граф О, скла

даеться з двох трикутник1в С3, а С 2 = С6. (б) С, = КА, а С 2 —  пряма су

ма вс1х иростих цикл1в графа К4. (в) С, = (К,, /?,), У1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 

Е1 = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4), (3, 6), (4, 5), (5, 6)} 

1 0 2 = (У2, Е2), У2 = V,, Е2 = {(1, 2), (1, 6), (2, 3), (2, 5), 

(2, 6), (3, 4), (3, 5), (4, 5), (5, 6)}. 5. Доведения проведемо, як у тео

рем! 4.18, шдукщею за кшькктю п вершин планарного графа. Для 

п < 5 твердження виконуеться. Припустимо, що хроматичне число 

будь-якого планарного графа з ( вершинами не перевищуе 5. Розгля

немо довшьний планарний граф С  з I + 1 вершиною 1 вилучимо з ньо

го вершину у, стешнь яко! не перевищуе 5. Позначимо отриманий 

граф через О'. Нехай 5(у) —  множина сишв вершини у. Якщо 

|5(у)| < 4, то, розфарбувавши за припущенням шдукци вершини О' у 

п’ять кольор1в 1 повернувши вершину у на мкце, зможемо пофарбу- 

вати и в один 13 и’яти кольор1в, який не було використано при роз- 

фарбуванн! вершин 13 5(у). Якщо ж |5(у)| = 5, то в множиш 5(у) е при

найми! дв1 несум1жш вершини у, \ у2 (в 1НШОму раз1 граф С  мктив би 

К5 1 не був планарним). Виконаемо в граф! О' ототожнення (або злит- 

тя) вершин у, 1 у2 у вершину и'. Отримаемо плоский граф С", який за 

шдуктивним припущенням розфарбуемо у п’ять кольор1в, 1 заф1ксуе- 

мо це розфарбування. У граф1 С  вершини у, 1 у2 пофарбуемо в кол1р 

вершини ц', а вершину у —  у кол1р, який не було використано у роз- 

фарбуванн1 вершин з 5(у). Так д1станемо шукане правильне розфар

бування графа О  п’ятьма фарбами. 6. %(Кп) = п, а И1сля вилучення до- 

вшьно! вершини з Кп отримуемо повний граф Кп |; хроматичне чис

ло якого дор1внюе п - 1.7. Припустимо, що якийсь критичний граф



С  незв’язний 1 С х, С2, ..., Ок —  його компонента зв’язносп. Вилучи- 

мо довшьну вершину з тк! компонента С., хроматичне число яко! не 

перевищуе хроматичш числа решти компонент зв’язнос™. Отримае

мо суперечшсть, бо шсля такого вилучення хроматичне число графа

О не змшиться. 8. Сдиний 2-критичний граф —  К2. Ус1 3-критичш —  

це Си, де п = 2к + 1, ке N.

4.10. 1. Необхщшсть твердження випливае з того, що будь-який

цикл у граф1 можна зобразити у вигляд1 об’еднання простих цикл1в, 

яю мктяться в ньому (див. лему 4.2). Припустимо, що граф С  можна 

подати у вигляд1 об’еднання простих циюпв 12, —  один 13 них. Якщо 

2, мктить у с I ребра графа О, то С  —  ейлергв граф. Вщтак повторимо 

М1ркування, наведет в доведенш достатност1 теореми 4.20. 

2. Кожна вершина е вершиною деякого ребра, а кожне ребро даного 

графа належить його ейлеровому циклу. 3. и —  непарне. 4. Для пар- 

них п 1 т. 5. Доведения даного твердження под1бне до доведения те

ореми 4.20. 6. “Подво!мо” кожне ребро даного графа О, перетворив- 

ши його в мультиграф С ' (див. роздш 4.13). Степею вс1х вершин О' 

парт, тому за теоремою Ейлера в О' кнуе цикл, що мктить ус! його 

ребра. Цьому циклу вщповвдае шуканий циюйчний маршрут у граф1
О. 7. Граф, для якого кнуе такий маршрут, мае бути ейлеровим (див. 

розв’язання попередньо! задачу. 8. Нехай множиною вершин повно- 

го графа Кп е V = {1, 2, ..., п}. Тод1 1, (1, 2), 2, (2,3),..., и - 1, (и - 1, л), 

п, (п, 1), 1 —  гамшьтонш цикл. 9. Припустимо, що даний граф О мае га

мшьтонш цикл 2. Тод1 окр1м двох вершин V1 степеня 3 вс1 шли верши

ни и,, и2, ..., ип повинн1 мати стешнь 2, тому що граф, у якому е кшцева 

вершина, не е гамшьтоновим. Гамшьтонш цикл 2  графа О мктитиме ус1 
ребра, шцидентш вершинам их, и2, ..., ик, 1 по два

з трьох ребер, шцидентних V та ж  Кожне з ребер, що не потрапило 

в 2, не може з’еднувати вершини V 1 ^  (за умовою вони несум1жш). 

Кр1м того, Ц1 ребра не можуть бути шцидентш жоднш 13 вершин

и2, ..., ик (1х степен1 дор1внюють 2). Прийшли до суиеречност1. От

же, С не може мати гамшьтонового циклу. 10. Граф, що складаеться з 

двох (або бшыне) трикутнимв з единою спшьною вершиною, е ейле

ровим, але не е гамшьтоновим. К4 —  гамшьтошв, але не ейлергв.

4.11. 2. У сум1 (а) п1драховано кшьккть початюв ус1х дуг орграфа

О. Ця к1льк1сть дор1внюе числу дуг \Е\, а також числу кшщв ус1х дуг 

орграфа С, яке обчислюеться у (б). 3. Так, якщо в орграф! дозволено

петл1, в шшому раз1 —  ш. 4. Твердження можна довести методом ма- 

тематично'Т шдукщ‘1 за числом вершин повного орграфа. 5. Повний 

орграф С  може не мати жодно'Т недосяжноТ (тупиковоТ) вершини, 

якщо вш гамшьтон1в. В1н може мати тшьки одну недосяжну (Тулико

ву) вершину, 1 вона буде единим джерелом (стоком) орграфа О (див. 

попередню задачу). Припущення про кнування бшыпе шж двох не- 

досяжних (тупикових) вершин у повному орграф! призведе до супе- 

речност! з результатом попередньо! задач1. 6. (а) К1льк1сть дуг у пов

ному орграф! О збнаеться з числом ребер у в!дпов1дному неоркнто- 

ваному граф! О', тобто у граф1, який можна отримати з О, замшивши 

в ньому вс1 ор1ентован1 дуги на неор!ентован1 ребра. Другу суму, роз- 

кривши дужки, можна перетворити до вигляду п (п-1) -

- п(п - 1)/2. 3 шшого боку, цю суму можна розглядати як суму шв- 

степешв заходу вс1х вершин орграфа О, бо в повному орграф1 
п - 1 - 5+(у.) = 8 (V.), / = 1, 2, 3, ..., п. (б) Р1вност1 можна довести ме

тодом математично! шдукцп за числом вершин повного орграфа.

7. Твердження доведемо методом математично! шдукци за числом п 

вершин повного орграфа С. Неважко переконатись у справедливое™ 

цього твердження для л = 2 1 п = 3. Припустимо, що це твердження 

виконуеться для вс1х повних орграф1в 13 к вершинами 1 розглянемо 

довшьний туршр С  = (V, Е) з к + 1 вершиною. Вилучимо будь-яку 

вершину V з орграфа О. Отримаемо повний орграф О', у якому за при- 

пущенням шдукцп кнуе гамшьтошв ланцюг Ь. Нехай и,, и2, ик —

послщовтсть вершин, через ЯК1 проходить ланцюг Ь. Якщо (у, г/,)е Е, 

то V, ир и2, ..., ик —  послщовтсть вершин шуканого ланцюга для тур- 

шру О. Якщо ж (и]У у)е Е, то розглянемо першу вершину и. ланцюга 

X, для яко! (V, и )еЕ  (якщо така вершина кнуе). Тод! (и. , у)е Е,

1 Мр и2, . . . ,  и. р  V, и, . . . ,  ик —  послщовнхсть вершин гамшьтонового 

ланцюга. Якщо тако! вершини и. не 1снуе, то шуканою послщовшстю 

вершин буде и{, и2, ..., ик, V. 8. Необхщнкть. Нехай О —  сильно зв’яз

ний орграф 1 2  —  його замкнений маршрут, що проходить через мак

симально можливе число вершин ир и2, ..., ик, иг Якщо цей маршрут 

не к1стяковий, то розглянемо вершину у, яка не потрапила до нього. 

Оскшьки С  сильно зв’язний, то кнують маршрута 2  ̂ \ 22, як\ склада

ються з послщовностей вершин и{, м>1( м>2, м>х, V та V, у г у2, ...,у1,и [ 

в1дпов1дно. Тод1 посл1довн!сть ир и2, ..., ик, г/р \г2, ..., 

н,1, V, ух, у2, ..., ур их вщповщае замкненому маршруту, який мктить 

б1льше число вершин, шж у 2, що суперечить припущенню про мак-



симальшсть 2. Отже, 2  —  кктяковий маршрут. Достатшсть випливае 

з того, що наявшсть в орграф! С  замкненого юстякового маршруту 

гарантуе кнування шляху, який веде з будь-яко!' вершини V в будь-я- 

ку шшу вершину и' орграфа С. 9, 10. Див. розв’язання задач! 4.11.8.

11. Неважко довести, що ациюпчний орграф О завжди мае принаймш 

один ст1к. Нехай и] —  СТ1К даного орграфа С. Покладемо Ды,) = п [ ви

лучимо з С  вершину иу Отримаемо ациюпчний орграф О,, в якому к- 

нуватиме СТ1К иг Нехай/(и2) = п - 1 1 вилучимо и2 з С,. Продовжую- 

чи цю процедуру, отримаемо шукану правильну нумерацию. 12. Слщ 

довести, що транзитивний повний орграф е ациюпчним 1 скориста- 

тись результатом попередньо'1 задачь 13. Нижня оцшка випливае з то

го, що сильно зв’язний орграф С  мае замкнений кктяковий маршрут 

(див. 4.11.8), кшьккть дуг у якому не менша вщ кшькост1 вершин 

орграфа С. 1з кожно'1 з п вершин орграфа С  можна провести п - 1 ду

гу в ус1 шип його вершини, тому максимальне число дуг у О 

дор^внюе п(п - 1). 14. Для доведения твердження використаемо ре

зультата задач 4.11.7 1 4.11.8. У будь-якому повному орграф!

О = (V, Е) кнуе гамшьтошв ланцюг I .  Нехай вершина и1 —  початок, 

а вершина ик —  юнець ланцюга Якщо (ик, и{)е Е, то, додавши 

(ик, и!), и] до /., отримаемо замкнений кктяковий маршрут в орграф!

О. В шшому раз1 змшимо спочатку оркнтацйо дуги (и,, ик), 1 тод1 до- 

дамо пару (ик, м,), до Ь. 15. Дане твердження можна довести так са

мо, як теорему 4.9. 16. Доведения даного твердження под1бне до до

ведения теореми 4.20. 17. Див. задач1 4.11.7 1 4.11.8.

5. Комбинаторика
5.1. 1. (б) |0|, И\5|, \ААВ\, \А иВ|, \А\ + |5|. 2. Розглянути випадки 

А п В  = 0 \ А п В ф 0 .  3. (а), (б) Однакова юльюсть, бо М1Ж сукупнос- 

тями даних шдмножин можна встановити бккцйо. Наприклад, для

(а) такою бккцкю буде В1ДП0В1ДН1СТЬ {(С, А\С) | С с  А}, (в) Тих, що 

не включають множину В. 4. (а) 6. (б) 10. 5. (а) 80 %. (б) 20 %. (в) 

60 %. (г) 70 %. 6. (а) Позначимо через Ак множину чотиризначних на- 

туральних чисел, що дшяться на к. Загальна кшьккть чотиризначних 

натуральних чисел дор1внюе 9000, тому шукану кшьк1сть можна об- 

числити за формулою 9000 - |Л3и Л 5и Л 7|. Кр1м того, \Ак\ = [9999/к] -

- [999/к] 1 Акп А , = Ат, де т  —  найменше спшьне кратне чисел к 1 /. 
Для обчислення суми даних чисел слщ вщ суми ВС1Х чотиризначних 

натуральних чисел вщняти суму чисел, що дшяться на 3, 5, або 7.

Кшьккть —  4114, сума —  22624427. (б) 6600 1 36306000 (див. (а)). 7. 46. 

Обчислити значения 199 - \А2и А ]и А 5и А 7и А и'иА1}\ (див. попередню 

задачу). 8. Позначимо вщповщш множини студенпв через Д, М, А 1 П. 

ТОД1 |ДпМ| = |Д| + |М| - |ДиМ| > 70% + 75% - 100% = 45% 1 

|АпП| > 65 %. Отже, для кшькост1 сгудент1в, що склали вс1 чотири 

1спити, матимемо |ДпМпАпП| = |ДпМ| + |АпП| - |(ДпМ)и 

и (А п П)| > 45 % + 65 % - 100 % = 10 %. 9. ЗЗ3-104. 10. 8!. € в1с1м 

способ1в розм1стити першу туру на перш1Й вертикал! шахгвнищ, С1м 

способ1в розм1стити другу туру на ДРУГ1Й вертикал! 1 т. д., один спо

соб розмктити восьму туру на останн1й вертикал!. 11. 

тп(т - 1 )(п - 1). Першу туру можна поставити на одну з тп юптинок 

шах1внищ, а другу — на будь-яку з решти (т  - 1)(и - 1) юптинок, що 

не знаходяться на одшй вертикал! 1 на одн1й горизонтал1 з кл^тинкою, 

яку займае перша тура. 12. (а) 9 • 10” "2. Перпп дв! цифри можна обра

ти дев’ятьма способами, а для вибору кожно!' з решти п -2  цифр е 10 

вар!антгв. (б) 9". (в) 5". (г) 9 1 0 " -  5”. Вщ числа всгх и-значних де- 

сяткових чисел слщ вщняти кшьюсть и-значних чисел, ус1 цифри 

яких непарн!. (д) 8 ■ 9” 1. (е) 9 • 10""1 - 8 ■ 9"~1 (див. (г) 1 (д)). 13. 3". Роз

глянемо таблицю, два стовпчики яко'1 вщповщають плдмножинам X  1 
У множини А, а рядки —  елементам множини А. У юнтинку таблиц! 

записуемо 1, якщо вщповщний елемент належить В1ДПОВЩН1Й 13 пщ- 

множин (X  або У), 0 —  в шшому раз1. Ситуац!'!, коли шдмножини X  

та У не перетинаються, вщповщае таблиця, в як1й у кожному рядку 

записано одну з трьох пар: (0, 0), (0, 1) або (1, 0). 14. (а х + 1 )(а2 + 1) ••• 

(аг + 1). Будь-який дшьник числа п можна подати у вигляд1 р\'р\2-■ -рьгг, де 

Ь] - 0, 1, 2,..., а., I = 1, 2, ..., г. 15. Кожним чотирьом вершинам «-кутни- 

ка взаемно однозначно вщповщае пара дгагоналей, що перетинаються в 

одшй точщ всередин1 и-кутника. Отже, шукана кшьюсть збкаеться з 

кшьк1стю невпорядкованих четверок вершин, яка дор1внюе 

п(п - 1)(и - 2){п - 3)/4!. 16. тп(п - 1)/2 + тп(т - 1)/2 = тп(т + п - 2)12.

17. (а) 4 • 5"" ’. (б) Якщо п —  парне, то 3 • 4"/2; якщо п —  непарне, то 

З2 ■ 4<""т . (в) 42 • 5""2. 18. (а) Оскшьки вгдповщнкть С м!ж А 1 В —  це до- 

вшьна пщмножина декартового добутку Ах. В, то кшьккть таких вщпо- 

вщностей дор1внюе юлькосп елементш булеана множини А х  В, яка мк

тить пт елементш. За теоремою 1.1 це число доршнюе 2™. (б) Будь-яку 

в1дп0в1днкть С М1Ж А 1 В можна однозначно задати множиною образ1в 
С (а), аеА. Для всюди визначено'1 вщповщност! С кожна з цих мно

жин (що е пщмножиною множини В) мае бути непорожньою. Кшь

юсть непорожшх шдмножин множини В дортвнюе 2" - 1. За прави



лом множення кшьккть всюди визначених вщповщностей дор1в- 
нюватиме (2"' - 1)". (в) Множиною образ1вДа) функционально!' вщпо- 

вщносп / М1ж А [ В для кожного аеА  може бути або деяка одноеле- 

ментна шдмножина множини В, або порожня множина. Отже, е т  + 1 

вар1ант обрати образ для кожного з п елеменпв множини А, тому 

кшьккть функщональних вщповщностей дор1внюе (т  + 1)".

(г) (2” - 1)'" (див. (б)), (д) (п + 1)"' (дин. (в)), (е) и!, якщо п = т , 0 —  в 

шшому разг. 19. Нехай т  = пг, к = пг - п, / = к/2, (а) 2'". Кшьккть вщ

ношень на множит М  дор1внюе числу елеменпв булеана множини 

М  х М, яка мктить т  = п1 елеменпв. (б) 2к. Будь-яке рефлексивне вщ

ношення Я на множит М  можна подати у вигляд1 Я = /ми  В', де В' ■— 

множина недхагональних елеменпв 13 М х М. Кшьккть вар1анпв об

рати Я' дор1внюе кшькосп елеменпв булеана множини (А/ х М)Мм, 

що мктить к = п2 - п елеменпв. (в) Це число дор1внюе р1знищ кшь- 

костей ус1х вщношень 1 рефлексивних вщношень на М, тобто 

дор^внюе 2т - 2к. (г) 2* (див. (б)), (д) 2"' - 2* (див. (в) 1 (г)), (е) Оскшь

ки жодне вщношення на А/ не може бути одночасно рефлексивним 1 
антирефлексивним, то шукане число дор1внюе ргзниш кшькосп вс1х 

вщношень 1 суми кшькостей рефлексивних \ антирефлексивних вщ

ношень: 2"'- 2 • 2* = (2" - 2)2* (див. (б) 1 (г)), (е) Будь-яке симетричне 

вщношення на А/ можна однозначно задати, вибравши довшьну пщ- 

множину д1агонал1 гм 1 довшьну шдмножину з елеменпв, розмпцених 

над (або пщ) д1агоналлю. Кшьккть елеменпв, з яких здшснюеться 

виб1р, дор1внюе п + I = п(п + 1)/2 , тому число симетричних вщно

шень —  2" + /. (ж) 2'" - 2п + 1 (див. (в) 1 (е)). (з) Для того щоб утворити 

антисиметричне вщношення Я, слщ узяти довшьну шдмножину д1а- 

гонал1 гм (2" способгв) 1 додати до не'! деяку множину нед1агональних 

елемент1в, ураховуючи те, що з пари (а, Ъ) та (Ь, а) симетричних не- 

д1агональних елеменпв до Я може входити або лише один 13 цих еле

менпв, або не входити жоден (3' способ1в, бо кшьккть таких пар 

дор1внюе Г). Отже, кнуе 2" - 3' антисиметричних вщношень на множи- 

Н1 М. (и) 2'. (О 2к - 2' = 2'(2' - 1). (Г) 3' (див. (з)). (й) 2'. (к) 2'(2' - 1). (л) 

3' (див. (з)).

5.2. 1. С(п, к). 2. С(6, 2)€(14, 5). 3. (а) С(50, 3) + 50С(50, 2). Сума 

трьох чисел парна, якщо або вс1 вони парш, або два з них непарш й 

одне парне, (б) С(50, 3) + 50С(50, 2). (в) 2С(33, 3) + С(34, 3) + ЗЗ2 - 34.

4. С(п, р ) + С(п, р  + 1) + ... + С(«, п). 5. 8!. 6. п\т\С(п, т). Розсадимо 

спочатку за столом уах  п чолов1К1в. 1снуе п мкць М1ж ними, яю мо- 

жуть займати жшки, щоб не сидпи поруч. т  жшок можуть зайняти щ

мкця С(и, т ) способами. Для кожного розташування кнуе п\ спосо

бов шакше розсадити чоловшв 1 т\ способ1в —  жшок. 7. С(л + 1, к). 

Запишемо спочатку вс1 п нул1в. 1снуе п + 1 мкце (одне перед першим 

нулем, п - 1 —  М1ж нулями й одне —  п1сля останнього нуля), на ЯК1 
можна записувати по однш одиниц1, щоб вони не стояли поруч. От

же, для кожного заданого розмнцення слщ обрати к мкць 13 п + 1 

можливих. 8. Нехай А = {а,, а2, ..., ап}, В = {6,, Ь2, Ьт}, а. < а. + 1> 

I = 1, 2, ..., п-  1, Ъ. < ^ +1,7 = 1, 2, ..., т -  1,2 = (Ь^, Ь.̂ , ..., Ъ}) —  век

тор значень певного монотонного в1дображення /, тобто Ь = А ак)’

Ь. еВ  тау4 <_/ , к = 1,2, ..., п - 1. Вектору г поставимо у вщповщ

шсть двШковий кортеж за таким правилом: спочатку запишемо у, — 1 

одиницю, за ними —  0, шсля цього нуля запишемо /2 - у, одиниць, 

знову 0 1 т. д., П1сля останнього и-го нуля запишемо т  -]п одиниць. 

Неважко переконатися, що описана вщпов1дшсть взаемно однознач

на, а кожен 13 кортеж1в м1стить п нул!в 1 т  - 1 одиницю. Отже, шука

не число збкаеться з числом таких кортеж1в 1 дор1внюе 

С(и + т  - 1, т  - 1). 9. 28!/(7!)4. 10. (а) (п + т  + к)\/(п\т\к\). (б) Розгляне

мо довшьне слово м>, утворене з ус1х символ1в а 1 Ь. Кшьк1сть таких сл1в

—  (п + т)\/(п\т\), а довжина кожного з них —  т  + п. У слов! н' п + т  + 1 

позицш, на як1 можна записувати по одному символу с, щоб вони не опи- 

нилися поруч. Це можна зробити С(п + т  + 1, А) способами. Отже, шу- 

кана кшьккть —  С(п + т  + 1, к)(п + т)\/(п\т\).

5.3. 1. (а) 16х4 - 128х3 + 384х2 - 512л: + 256. (в) 1 - 5х3 + 10хб - 10х9 + 

+ 5х12 - х15. 2. (а) 721 1 -676. (б) С(3, 3) + С(4, 3) + ... + С(15, 3) 1 
С(5, 5) + С(6, 5) + ... + С(15, 5). 3. Для т  < к С(А, т) + С(А + 1, т) + 

+ ... + С(я, /я); для т  > к С(т, т ) + С(т  + 1, т) + ... + С(п, т).

4. (а) 0,976. (б) 1039,36. 5. (а) С(и, 5) = С(и, 12) => п = 17.

(б) С(и, 5) - С(и, 4) = С(л, 6) - С(и, 5) => п = 7 чи п = 14. (в) п = 11 або 

п = 12. Шукаш натуральш числа п е розв’язками системи з двох нер1в- 

ностей: С(л, 1)2"-1- З7 > С(п, 6)2" 6-36 1 С(п, 1)2"~1-Ъ1 > > С(п, 8)2"“8- З8.

6. (а) 9. (б) 10. (в) 4. (г) 13. 7. (а) п = 18, т  = 8. (б) п = 6, т  = 3. 8. (г) Лша 

частина е розкладом бшома (1 + 2)". (д) Використавши р1внкть 

(л + 1)/(А + 1 )С{п, к) = С(п + 1, А + 1), або С(и, А)/(А + 1) = 

= С{п + 1, А + 1 )/(л + 1), перетворимо лшу частину до вигляду 

С(п + 1, 1)/(« + 1) + С(и + 1, 2)/(« + 1) + ... + С(« + 1, п + 1)/(и + 1) 1 зас- 

тосуемо тотожшсть 3 з (5.8). (е) Використавши р1вшсть кС(п, к) = 

= пС(п - 1, А - 1), перетворимо Л1в у  частину до вигляду пС(п -1 ,0 )  + 

+ пС(п - 1, 1) + ... + пС(п - 1, и - 1) 1 застосуемо тотожшсть 3 з (5.8).



(е) Див. (е) 1 тотожшсть 4 з (5.8). (ж) Використати тотожшсть 2 з (5.8). (з) 

Див. (е) 1 тотожшсть 6 13 (5.8). 1нший метод —  додати тотожносй (е) 1 (е). 
(и) Вщняти ТОТОЖНОСТ1 (е) 1 (е). (1) Можна використати спочатку ршшсть 

13 розв’язання (е), а тод1 —  тотожност1 (е) та 3 з (5.8). 1нший метод вико- 

ристовуе тотожшсть (1 + х)" = ТкС(п, к)х*. Продиференщюемо обида» и 

частини по х, помножимо на х 1 знову продиференщюемо. Вщтак шдста- 

вимо в одержанш р1вност! замкть х значения 1. 9. Позначимо через с1 

НСД даних чисел. Послщовно застосовуючи тотожшсть 2 з (5.8), отри

маемо, що А —  дшьник числа С(п - к, 0). Отже, с1~ 1. 10. Розглянемо до- 

вшьне число С(л, к), розмщене всередиш л-го рядка трикутника Паска- 

ля, к - 1,2,..., п- 1.1з формули(5.5) маемо к\(п-к)\С(п, к)-п\. Оскшь

ки права частина дшиться на л, то й Л1ва дшиться на л. Однак ш к\, аш 

(л - А:)! не можуть дшитися на л, тому з простота л випливае, що С(п, к) 

дшиться на л. 11. х3 + у3 + 23 + Зх2_у + Зх2г + Зху1 + Зу2г + Зхг2 + Зут2 + 6хуг.

12. (а) С9(5, 4, 0) + С9(6, 1, 2) = 378. (б) С7(2, 4, 1) + С7(3, 1, 3) = 245.

(в) -12С10(7, 2, 1) + 16С,0(6, 4, 0) + 9С]0(8, 0, 2) = -555. 13. Шуканий 

коефщкнт доршнюе К = пС2(\, 0 ,..., 0, 1) + (л- 1)С2(0, 1, 0,..., 0, 1, 0) + 

+ 2(л - 2)С2(0, 0, 1, 0, ..., 0, 1, 0, 0) + ... . Останнш член ще'1 суми зале- 

жить вщ л 1 дор1Внюе к(п - к)С2(0, 0, ..., 0, 1, 1, 0, ..., 0) для непарного л 

(к = (п — 1 )/2) та п2С2(0, 0, ..., 0,2, 0, ..., 0)/4 —  для парного л. Обидва щ 

випадки можна об’еднати, якщо записати коефщкнт К 

у ВИШЯД1 л + 1 (л - 1) + 2(л -2 )+ .. .+  (л — 2)(л - (л - 2)) + (л — 1)(л —

- (л - 1)) + л = 2л + л(1 + 2 + ... + (л - 1)) - ( I2 + 22 + ... + (л - I)2) = 

= 2л + л2(л - 1)/2 - л(л - 1)(2л - 1)/6 = л(л2 + 11)/6.14. Сума век коефщь 

ент1в розкладу многочлена дор1внюе його значению при х, = 

= х2 = . . . = х к= \ .
5.4. 1. Для розв’язання наступних задач слщ використати правило 

множення 1 той факт, що розм1ри прямокутно!' с1тки квадрата, у якш 

1снуе С(л, к) траекторШ, що ведуть 13 Л1В01 нижньоУ у праву верхню 

вершину, дорхвнюють к х (л — к) або (л — к) х к. (а) Ус1 траекторн, що 

ведуть 13 початково'1 вершини 0(0, 0) у вершину А{к, л - к) 0х кшь

ккть —  С(л, к)), сл1д розбити на три групи за допомогою точок 

А 1 (к, п - к - 2 ) , А2(к - 1, л - к - 1) 1 А3(к - 2 ,п -  к). Врахувати, що з 

А2 в А веде дв1 траекторн (у той час, якзЛ1 в А таз АЗ в А —  по од- 

Н1Й ). (б) Розглянути множину Т траекторш, що ведуть з 0(0, 0) у вер

шину А(п, п) (кшьк1сть таких траекторШ —  С(2л, л)). Розбити множи

ну Г на п1дмножини Тк траектор1Й, що ведуть з О в А 1 проходять че

рез точки Ак(к, п - к), к = 0, 1, ..., п. Число траекторш, що ведуть з О

в Ак, доршнюе С(к + (л - к), к) = С(п, к ),а зА квА —  С((л -к) + к, п-к) = 

= С(л, л - к). Отже, за правилом множення число траекторш у шд- 

множин1 Тк дор1внюе (С(л, к))2, (в) Цшьова вершина —  А(к, п - к), а 

вершини в1дпов1дного розбиття —  А1п(т, к - 2), т  = 0, 1, ..., п — к. (г) 

Цшьова вершина —  А(к, п + т  - к), вершини розбиття —  А,„(т , п ~ 

т  - 0, 1, ..., к. (д) Цшьова вершина —  А(п - к, к + 1), вершини роз

биття —  Ат(т > к), т  - 0, 1, ..., л - к. Вщповщна шдмножина Тт роз

биття —  це множина траектор1й, як1 проходять через ребро, що з’ед- 

нуе вершини Ат(т, к) 1 Вт(т , к + 1). Число таких траекторш дор1внюе 

числу траекторш, яю ведуть 13 початково\' вершини в Ат, бо 1снуе еди

на траектор1я, яка веде з Ат в А та проходить через ребро А В . (е) Ц1- 
льова вершина —  А(т - 1, л + 1), вершини розбиття — Ак(к, л), 
к = 0, 1, ..., т  - 1. Див. попередню задачу, (е) Цшьова вершина — 

А(п, т), вершини розбиття —  Ак(п - 1, к), к - 0, 1, ..., т. Див. (д).

(ж) Цшьова вершина —  А(п - т  + к + 1, пг). Под1бно до трьох попе- 

редшх задач множину Т траекторш, як1 ведуть з О  в А, можна розби- 

ти на П1ДМНОЖИНИ Г, траекторш, що проходять через ребро А Д , де 

А:(к, Г) 1 В [к + 1, Г). Число елеменпв множини Т] дор1внюе добутку 

кшькостей траекторш, як1 ведуть з О  в Ар 1 тих, що ведуть 13 В; в А.

5.5. 1. С( 11, 4). 2. (а) Множину вар1анпв розподшу сл1д розбити 

на ситуацп, коли порожними е дв1, одна або жодна з урн: 

С(5, 2)С(14, 2) + С(5, 1)С(14, 3) + С(14, 4) = 3731. (б) С(14, 4). (в) 

Шукана кшьккть К дор1внюе кшькост! цшочислових розв’язюв р1в- 

няння х1 + х2 + ... + х6 = 25, як1 задовольняють умови 0 < х; < 5, 

/=1,2 , ..., 6. П1сля замши у. = 6 - х., / = 1, 2, ..., 6, отримаемо р1внян- 

ня у1 +у2 + ... + У6 = 11, кшьккть розв’язк1в якого в натуральних чис

лах збнаеться з К. Отже, К = С(10, 5). 3. С(л, т)С(к - 1, л - т  - 1). 4. 

Це число збкаетсья з кшькктю розподшв л предмета по т  урнах за 

умови, що жодна з урн не залишаеться порожньою. 5. М1ж множина

ми розв’язк1в даних р1внянь можна встановити таку взаемно одноз- 

начну вщповщшсть: розв’язку (а,, а2, ..., ат) першого р1вняння вщпо

вщае розв’язок («! + 1, а + 1, ..., а + 1) другого р1вняння.

6. С(л + т  — I, т  — \) + + С{п + т  - 2, т  - I) + ... + С (т  - 1, т - 1).

7. Кшьккть способ1в збкаеться з числом невщ’емних Ц1лих роз- 

в’язюв Р1ВНЯННЯ х + у + г = п 1 дор1внюе С(л + 2, 2).

8. С(л + 1, 1 )С (т  + 2 ,2 ) = (л + 1 )(т  + 2)(т + 1)/2. 9. Шукана кшьккть 

способ1в К збкаеться з кшькктю зображень чис

ла л у вигляд! суми к натуральних доданк!в, к - 1,2, ..., л. Зображен-



ня, що В1др1зняються порядком ДОДаНЮВ, вважають р13НИМИ. 

К = С(п — 1, 0) + С(л - 1, 1) + С(п - 1, 2) + ... + С(п - 1, п - 1) = 2" '.

10. Число способ1в розподшити 4 кул1 одного кольору по 6 пакетах до- 

р1внюе С(9, 5), тому за правилом множення шукана кшьюсть—  (С(9,5))3.

11. С(п + р  - 1, р  - 1 )С(т  + р  - 1, р  - 1 )С(к + р  - 1, р  - 1), С(л - /, + 
+ р- 2 ,р- 2 )С (т - 1 2+ р-2 ,р-2 )С (к-1}+ р- 2 ,р- 2 ). 12. С(2л, л). 13. 

Нехай у першш урш опинились х бших, у червоних 1 г сишх куль. То- 

Д1 дктанемо р1вняння х + у + г = Зл, де 0 < х, у, г < 2л. Загальна кшь

ккть розв’язюв цього рхвняння у невщ’емних цших числах дор1внюе 

С(3л + 2, 2). Вщ не! слщ вщняти число розв’язюв, у яких значения 

принаймш одше! з невщомих перевищуе 2л. Кшьккть розв’язюв, 

у яких х > 2и, збпаеться 13 загальним числом розв’язюв у невщ’ем- 

них цших числах р!вняньу + г = к для к = 0, 1, 2, ..., л - 1. Це число 

дор1внюе С( 1, 1) + С(2, 1) + ... + С(л, 1) = 1 + 2 + ... + л = и(л + 1)/2. 

Аналопчно можна пщрахувати кшьккть розв’язюв, коли у>2п  

1 2>2п. Отже, шукана кшьккть способ1в розподшу дор1внюе 

С(3п + 2, 2) - Зл(л + 1)/2 = Зл2 + Зл + 1. 14. Поставимо у вщповщшсть 

кожному з л сорпв тктечок умовну урну. Тод1 будь-якому вибору к 

тктечок вщповщатиме певний розподш к куль по л урнах. Отже, 

юльюсть способ1в вибору дор1внюе С(к + л - 1, л - 1). 15. Нехай а —  

довшьний представник 13 заданих л груп елеменпв. Кшьккть сполук 

з л по т  13 повторениями, яю мктять единий елемент а, збиаеться з 

юльюстю сполук з л — 1 по т  - 1 13 повторениями, тобто дор1внюе 

С(л + т  - 3, л - 2). Аналопчно, юльюсть сполук з л по т  13 повторен

иями, яю мктять по два елементи а, збшаеться з юльюстю сполук з 

л - 1 по т - 2 з повторениями 1 дор1внюе С(л + т  - 4, п - 2) 1 т. д. От

же, шукана юльюсть —  1 С(л + т  - 3, л - 2)+ 2 С(л + т  - 4, л - 2) + 

+ ... + (т  - 1)С(л - 1, л - 2) + тС(п  - 2, л - 2) = С(л + т  - 1, л) 

(див. 5.3.8(ж)). Той самий результат можна отримати шляхом шших 

М1ркувань. Число ус1х сполук з и по и  13 повторениями дор1внюе 

С(л + /и — 1, л — 1). Загальна кшьккть елеменпв, яю входять до них,

—  /иС(л + т  - 1, л - 1). О скшьки кожен з елеменпв повторюеться у 

щй су купно сп однакову юльюсть раз1в, то шукане число дор1внюе 

тС(п + т  — 1, п - 1)/л = С(л + т  - 1, л).

5.6.1. (а) 382 1 813. (б) 100 19930. (в) 8 1 16. 2. (а) Покладемо Ьп = 1/а . 

Тод1 матимемо Ь — Ь . + 116=1 . Отже, Ь = л 1 а = 1/л. (б) Покладемол л - 1 I 7 л л
Ьп = а\ Дктанемо таке рекурентне сшввщношення Ьп = 

= 2ЬК_Х + 1. Неважко переконатися, що для послщовносп {Ьп} викону-

еться Ьп + 1 = 2(Ь + 1), тобто послщовтсть {Ьп + 1} е геометрич-

ною прогрескю 31 знаменником 2 1 6, + 1 = 2. Отже, Ьп + 1 = 2" 1 ап = 

= л/2" -1. 3. Почленно вщшмемо р1вносп ап = Аап_ 1 + Вап_2 + С 1 ап , = 

= А а^ 2 + Ба„ _, + С. Отримаемо а„ - а„_, = А(ап _, - а„_ 2) + б(а„_ 2 - ая_,), 

тобто Ь = Л6 + ВЬ ,.4. (а) С,(- 3)” + С,(- 4)”. (б) С,(2 - 3/)” + С,(2 + 

+ 30". "(В) с ’ (-30" + С2(30". (Г ) С’,2" + С2((7 -741 )/2)" + С3((7 + 

+Т4Т)/2)". (д) (С, + С2лХ- 1)". (е) С,(1 + 0" + С2(- 1 + 0" + С,(- 1 - 0" + 

+ С4(1 - 0"- 5. (а) 5 ■ 2" - 3"+'. (б) 3" + Г + (-/у. (в) 3 2" + 2(- 3)" + 4".

(г) С, + С2л + С3(- 2)", де С1 = (14 - Ь - 4с)/9, С, = (6 + с - 2а)/3, 

С3 = (26 - а - с)/18. (д) созла. (е) ап =-\/51-4"-1 -35 . Зробити зам1ну 

= а2, л = 1, 2, ... . 6. (а) и(л - 1)/2 + 1. Частинний розв’язок шукаемо 

у вигляд1 С(п) = Ъ{п2 + Ъ2п. (б) 50 ■ 2" + 6,5 ■ 3"+ 0,5 - (4л3 + 13л2 + 50л).

7. (а) л(л + 1)(2л + 1)/6. (б) п(п + 1)(2л + 1)(3«2 + Зл - 1)/30. 8. Викорис- 

таемо метод математично! 1ндукцЙ за л. База шдукцп: для л = 2 маемо 

сшввщношення Рт + 2 = + /г2/ т +, = Рт + Рт + 1, яке виконуеться для

вс1х т  > 1. 1ндукщйний крок: припустимо, що дане сшввщношення 

справджуеться для вс1х л < к (к > 2), 1 розглянемо випадок л = к + 1. Пос

лщовно матимемо Р.  ̂ = Р. . + Р.  ̂ , = (Р, ,Р +^  А : + 1 + / и  к +  т к +  т -  \ ' к -  \ т

+ ^ Л +. ) + ( ^ * .л  + ^ Л ,  + 1) = ( V ,  + + + =
= Рт + Рк+1Рт + 1- (б) Використати метод математично! 1ндукщ'1 за к 1 ре

зультат попередньо! задачь (в) Нехай с1 —  найбшыний спшьний дшьник 

чисел Рп 1 Ри + г 31 сп1ввщношення Рп + ] = Рп + Рп , матимемо, що с/ — 

дшьник ,. Под1бним чином встановимо, що о'—  дшьник ус1х попе- 

редшх чисел Р„_2, Р„_}, Р2, Р г Оскшьки Р2 = Р̂  = 1, то с1= 1. (г) Заме

нимо в сум1 перший доданок Р  на Рг Послщовно згортатимемо лшу час

тину, використовуючи таю ршносп: Р2 + Ръ = Р4> Р4 + Р^ = Рь, ..., 

Р2п + Р2п+ , = Р ^  + г- (д) Замшити перший доданок 1 на Р г Див. (г).

(е) Для перетворення л1во! частини використати таю р1внос- 

п: Р  + Р  = Р  Р  . + Р  = Р  ., Р  = Р  + Р  . (е) Застосува-п п + 1 л + 2? /1 + 2 л + З /» + 4’ и + 5 /1 + 4 л + 3 4 / ^

ти метод математично! шдукци за л. Використати тотожшсть

р  Р  - Р 2 = (Р  + Р  ,)Р - Р 2 = Р (Р  - Р )  + Р2 = Р 2 - Р  Рл+1/7-1 п у п п -к /»-1 л лу л-1 лу л-1 л-1 л л- 2
(ж) Застосувати метод математично! шдукцп за л 1 використати бшомш 

тотожносп.

5.7. 1. 1) (1 - О"1; 2) (1 - с1) '\ 3) с1/( 1 - с1)2', 4) (1 - I)"2; 5) с//(1 - О2;

6) ?/(1 - О2 + с/(1 - 0; 7) <(1 + 0/(1 - О3; 8) де 0(1) —  генератри- 
са послщовносп Ъ = к"~'; к = 0, 1, 2, ... ; 9) - 1п( 1 - 1)/с, 10) е'; 11) ес'\



12) (1 - /)-,л + 2. 1) (ДО - а0)Н; 2) (ДО - Ч  + в.О)/*2; 3) (ДО а,„Г
т= О _

4) д о  + (1 -  О'1; 5) ДО + с(1 -  О'1; 6) сДО; 7) сдо + -  О"; 

8) д о  -У\атГ  ; 9) Г ДО- 10) Д  0(1-0; Н ) (Д 0 0 ~ 0  ~а0)П\
т=0 '

12) Д0(1 - О"1; 13) 1ГХ0; 14) ^ ' ( 0  + ^ " ( 0 ;  15) (|/г(х)А)//. 3. П0СЛ1-
о

довшсть (Зп е результатом множення послщовностей рл ,

1 (1, I, 1, ..О- К генератриса дор1внюе Д0(1 - 0", л = О, 1, 2, ... .

4. I) а0 = с, ак=0  для А > 0; 2) ап = 1 1 ок = 0 для кф п;3) ак = 1; 4) = А + 1;

5) ак = С(п + к- 1, к); 6) а* = ^; 7) а* = Ас*; 8) а* = сА; 9) а* = А2; Ю) а =  ^А2;

П) а, = О, А = О, 1, ..., л - 1; ак = С(А, л) для к > л; 12) ак = О, 

к = О, 1, ..., л - 1; а* = С(А - 1, л - 1) для к > л; 13) а* = (-1)41/2)/*!; 

14) а0 = И  ак = (-4)41/2)*/*! = -2С(1к-2, к-\)/к для к> 0; 15) а* = С(л, А), 

А = О, 1, 2, ..., л, й ак = 0 для А > л; 16) ак = С(п, к)сксГ к,к  = О, 1, 2, ..., л, 

й ак = 0 для А > л; 17) ак = 0 для к < л, А > 2л 1 ак = (-1)*""С(л, к-п) для 

А = л, л + 1,..., 2л; 18) ак = 0 для к = 2т + П  ак = (1/2)т(-л),/ш! для А = 2т, 

т  = О, 1,2, ...; 19) а0 = О 1 а* = (-1)*~'/А для А > 0; 20) а0 = 0 й ак = 1/А для 

А > 0; 21) а0 = 0 й ак = с*/А для А > 0; 22) ак = 0 для А = 2от 1 ак = с*/А для 

А = 2т + 1, т  = О, 1, 2, ...; 23) = О 1 а2Л +, = (—1) /(2А + 1), 24) аи - О,

а, = И  = (2А - 1)! !Д(2А)! !(2А + 1)) для А > 0. 5. ДО = 0  - 0 20  - О"2 = 

= (1 - 2С + I2") (1 + 21 + 3? + ... + к?~ ‘+ ...). Шуканий коефнцент ак при 

/* дор1Бнюватиме А + 1 для А = О, 1,2,..., л — 11 дор1внюватиме 2л — А— 1 

для А = л, л + 1, ..., 2л — 2; ак = 0 для А > 2и — 2. 6. (а) 

(1 + I )" - С(л, 0) + С(л, 1)? + С(и, г)/2 + ... + С(и, л)/* =

= х  С(л, А)Г*, (1 - Г2)" = С(л, 0) - С(л, I)*2 + С(л, 2 /  - ... + (-1)"С(л, л)/2",

(1 - / ) “" = С(л-1,0)+ С(л, 1)/ + С(л + 1,2)Г2+...+ С(л + А- 1,А)<*+... . 

Перемножимо останш два розклади та визначимо коеф!щент при 1к.
[кД]

В1н доР1внюватиме ЕИ У С (и  + к -21-1 , к-  21)С(п, Г). Звщси випли

вае вщповщна тотожшсть, бо С(л + А - 2/ - 1, А - 20 = С(л + А - 2/ - 1, 

л - 1). 7. (а) Розглянемо тотожшсть (1 + 0"(1 - 0" = (1 ~ (2У * визна- 

чимо коефнцент при Г в обох п частинах. У лЫй вш дор1внюватиме

5р(л, АХ - 1)*С(л, л - А) = Х  ( - ! ) * № , А))2, а в правш —  (-1)"/2С(л, л/2), 
*=0 к=О

якщо л —  парне число, 1 0, якщо л непарне. (б) Пор1вняти коефшенти 

при Г"'1 у тотожно си (1 + 0"(1 + О"”-2 = (1 + О""'"'2- (в) ((1 + I)" + 

+ (1 - О")2 = (1 + О2" + 2(1 - С2)” + (1 - О2"- (г) ((1 + 0" + (1 - О”) 

((1 + 0" - (1 - 0") = (1 + О2" - (1 - О2"- 8. (а) ДО = (/0 + (/\ + Ь®()/ (1 +Ь( + 

+ с?2). (б) Якщо 1 + Ы + с/2 = (1 - а,0(1 - а /)  1 а, * а2, то §(п) = 0 {а"~ 0 ,а”, 

° , = (/;+(/> + а / 0)/Ц - а2), / = 1, 2. У раз1, коли а] = а2 = а, то фт) = 

= (/о+ (/I ~ «/^)л/а)а". 9. (а) Розглянемо послщовшсть Р = (Ьк)к=0 ^ = а  ° а. 

3 означения операщ! множення послщовшстей 1 заданого рекурентного 

сп1ввщношення випливае, що Ьк = ак+1, к = 0, 1,2, ... . Отже, р = Д^. Не

хай ДО 1 0(0 —  генератриси послщовшстей а  та р вщповщно. Тод! 

0(0 = ДОДО = Р  2(0 1 0(0 = (ДО -  а0)/1 (див. (5.38)). Звщси 

Р\1) = (ДО - 1)/̂ , тобто ДО = (1 - (1 - 401/2)/2л (б) Використати розклад 

функцн (1 - 40'/2(див. 5.7.4(14)). §(л) = С(2л, л)/(л + 1). 10. Позначимо 

5(0 = (1 + 0”. (а) Генератрисою послщовност1 (1С(л, 1),

2С(л, 2), ..., лС(л, л)) е функц1ею ДО = В'(1) = л(1 + 0 " " тому шукана 

сума дор1внюе Д1) = п2"' (б) ДО = (1В(1)), Д1) = (п + 2) -2”“ '.

(в) ДО = ((ДО - т \  Д1) = (л - 2)2" -1 + 1. (г) ДО = 2В\1) + 5(0, 

Д1) = (и + 1)2". (д) ДО = (?(1 - О"), Д1) = 0. (е) ДО = 4В'(0 - ДО + 1,
I

Д1) = (2л - 1)2" + 1. (е)Д0= \в(г)йг —  генератриса послщовност1 

(О, С(л, 0)/1, С(л, 1)/2, ..., С(л,° л)/(л + 1)), Д1) = (2"+ 1 - 1)/(л + 1).
I

(ж) /^(?) = |(1-2)"<12:, Д1) = 1/(л + 1). 11. Див. приклад 5.14. 12. Нехай
О

ДО —  генератриса дано'1 послщовшсп. Помноживши обидв1 частини за

даного рекурентного сп1ввщношення на Г (л = 0, 1, 2, ...) 1 додавши от- 

римаш р1вност1, матимемо (ДО - / 0 - /,0/?2 + 2(Д0 - / 0)/1 -

- 8Д0 = (1 - 20-', тобто ДО = = ((1 - 4/0 - 2/,)/2 + / /  + /„)/ 

((1 - 202(1 + 40) = = (- (>  + 20/(3(1 - 202(1 + 40), або 

ДО = ((1 - 20 "2 - (1 + 40“’)/12. Розвинувши функщю ДО в ряд, отрима

емо розв’язок рекурентного сп1ввщношення: %(п) = ((и + 1)2" - (-4)")/12. 

13. (а) Позначимо послщовно вершини (А + 2)-кутника символами 

А]г А2, ..., Ак + Г Розглянемо множину розбитпв, як1 м1стять трикутник 

А]Ак+2Ат, де 2 < от < А + 1. Кшыасть таких розбитпв дор1внюе добутку числа 

розбитпв от-кутника А[А2...Ат 1 числа розбитт^в (А - от + 3)-кутника 

ЛтЛт+г..Лк+2. Перше з цих чисел дор1внюе ат 2, а друге —  ак т+[. Змшюю-



чи положения точки Ат, тобто надаючи то ус1х можливих значень 

2, 3, к + 1, дастанемо таке рекурентне стввщношення: ак = а0ак_ 1 + 

+ а1ак_2 + а2ак_3 + ... + ак̂ а 0, к=  1,2,... (для зручносп покладемо а0 = 1). 

Отже, ак = С(2к, к)/(к + 1) (див. 5.7.9). (б), (в) Див. (а), (г) Нехай на площиш 

проведено к — 1 прямих. Проведемо ще одну пряму. Вона перетнетъся з раш- 

ше проведеними прямими у к — 1 точках, 1 роз1б’сться ними на к частин, кож- 

на з яких вщповщатиме одшй новш частшп площини. Отже, ак — ак_1 + к 1

а = 1. Звщси а = к(к + 1)/2 + 1. 14. (а) П (1  + <*) - 1. (б)П (1 - /*) 1 - 1.
0 «,  К оо к=0 т к=1

(в)П(1 + 1“-')- 1- (г) П(1 - Г - 1- (Д) П(1 - П '-  15- (а) (1 - ОЛ
4=1 к=\ к=1

а = С(/и + п - 1, л), (б) Г( 1 - ОЛ а = 0 для и = 0, 1, ..., /и - 1, 1 а =

= С(и - 1, /и - 1) для п > то - 1.

6. Булев! функци
6.1. 1. (а) 2"-*. (б) 2. (в) С(и + 1, 0) + С(и, 1) + С(и - 1, 2) + 

+ ... + С (п - т +  1, то), де то = [(« + 1)/2]. Див. задачу 5.2.7. (г) п + 1.

(д) 2" Це число дор1внюе С(и, 0) + С(п, 2) + ... + С(п, 2к), 

к = [п/2] (див. (5.8)). (е) 2"~] (див. (д)). 2. (а) (10101). (б) (1111111111).

(в) (10011100010001). (г) (1110000). 3. (а) (01101). (б) (0010100111).

(в) (0010100000). (г) (1111111111). (д) (11...1) (то одиниць), бо 2м - 1 = 

= 2"’-' + 2"’ " 2 + ... +2' + 2°. (е) (10...0). (е) (100...01). (ж) (1011...1).

(з) (11011... 11). 4. (а) 2" - 2к. (б) 2к~'. 5. Нехай вектори а = (я,, я2, ..., яв) 

1 Ь = (6,, 6,, ..., 6в) протилежш. Тод1 |я, - 6.| = 1 1 а. + 6. = 1 для век 

/ = 1, 2, ..., п. Отже, у(я) + у(Ь) = (а,2"“1 + а,2я~2 + ... + ав ,2 + ав) + 

+ (6,2"-1 + 6,2""2 + ... + 6„_ ,2 + 6в) = (а, + 6,)2"“ 1 + (а2 + 62)2"^2 + 

+ ... + (а + 6„_,)2 + (а + 6„) = 2 " '1 + 2"~2 + ... + 2 + 1 = 2"- 1. Припус

тимо, що для вектор1в я = (я,, я2, яв) 1 * = (6,, 62, ..., 6л) виконуеться

ртвнють у(а) + у(й) = 2" - 1 = 2я “1 + 2" -2 + ... + 2 + 1. Розписавши у(я) та

у(А) за формулами, дктанемо я. + 6, = 1, або |я.-6.| = 1, 

для / = 1, 2, . . . ,  п. Отже, р(я, А) = п. 6. Нехай вектори а = (я,, а2, ..., яв)

1 А = (6 , 6 , ..., 6и) —  сусщш ТОД1 кнуватиме такий номер А, що 

|а4 - 64| = 1 1 |я. - 6| = 0 для вс1х г * А. Отже, |у(я) - у(й)| = 

= |я - Ьк\ 2"~к = 2"~к. Обернене твердження неправильне. Наприклад, як

що у(в) = 2* 1 у(й) = 2 * - то |у(я) - у(6)| = 2*"', однак а 1 Ь не е су- 

сщшми векторами, бо р(я,А) = 2. 7. (а)С(и,||я||). (б) п. (в) 1.

(г) С(п, к + 1) + С(п, к + 2) + ... + С(п, и). 8. (а) п2"~'. Для кожного 

з 2" векторш множини В" кнуе п сусщшх. Отже, ел 2" упорядкованих пар 

сусщшх вектор1в, а кшьккть невпорядкованих удв1Ч1 менша.

(б) 2”. Для кожного з 2" векторш кнуе единий протилежний йому.

(в) С (и, А)2". 9. Вщношення р1вност1 ваг рефлексивне, симетричне 1 тран

зитивне, тому К —- еквшалентнкть. 1ндекс в1дношення К дор!внюе п + 1. 

Якщо ||а|| = к, то юлькхсть елеменпв у клаа [а\1( —  С(п, к). 10. С(2"*' - 1, 

2" - 1). Див. задачу 5.2.8. 11. (а) хг, дг3; як = (10). (б) х3, х4;

ак = (1001). 12. Якщо х(|, х . , ..., х —  ф1ктивн1 ЗМ1НН1 функцй' /  

а2> а„) = 1) то/набувае значения 1 також на вс1х 2* - 1 набо

рах, яю в1др1зняються вщ (а,, а2, ..., ап) змшою значень координат з 

номерами /2, ..., /4. Отже, дане твердження можна пщсилити: якщо 

функц1я / мае не менше к фштивних змшних, то |А̂| кратне 2*.

6.2. 1. (а) (00010111). (б) (11101000). (в) Наприклад, (01010101).

(г) Наприклад, (01100110). 2. Поставимо у вщповщшсть членов! А. бу

леву зм1нну х., вважаючи, що х. = 1 тод1 й т1льки тод1, коли А бере 

участь у засщанш компету, /' = 1, 2, 3, 4. Запишемо умови вщвщуван- 

ня засщань за допомогою булево! функцп: Дх,, х2, х3, х4) = х2х3х4 V

V х1х2х3 V х,х4. Якщо А} не бере учасп в засщанш (тобто х3 = 0), то для 

з’ясування того, чи А2 обов’язково повинен бути на цьому засщанш, 

слщ визначити, чи функц1я /(х,, х2, 0, х4) набувае значения 1 на яко- 

мусь набор1 виду (я,, 0, 0, а4). Оскшьки У(х|; 0, 0, х4) = Х!Х4, то 

7(1, 0, 0, 1) = 1, тому засщання компету може вщбутися без учасп 

як А3, так 1 Аг 3. Поставимо у вщповщшсть повщомленням А, В я С  

булев! ЗМ1НН1 х,у 1 2  в1дпов1дно. Вважаемо, що булева змшна дор[внюе

1 тод1 й тшьки тод1, коли передано в1дпов1дне повщомлення. Под1ям 

1), 2) 1 3) вщповщатимуть вирази (х л у), х ~ (у л г) та х V г, 

а загальну ситуащю описуе булева функщя Дх, у, г) = (х л у) л 

л (х ~ (у л г)) л (х V г). Для вщповцц на поставлене питания сл1д з’ясу- 

вати, чи формула Дх, у, г) —> (у л г) тотожно дор1внюе 1. В1дпов1дь пози

тивна. 4. (а) (1011). (б) (10001111). 5. (а), (б), (в) 2"~'. 6. (а) 2’" - 1, де 

то = 2". (б) 2т - к, де т  - 2". (в) 2Р, де р  = 2"~'. 7. 2', де (-  3 ■ 2"~г. Функц1я 

/, що задовольняе умови задач1, може набувати довшьних значень на

2 • 2”“2 наборах, у яких (х., х.) = (0, 0) або (х., х.) = (1, 1). Окр1м того, зна

чения функцй'/ на набор1, в якому (х., х.) = (0, 1) (число таких набор1в — 

2" “ 2), мае зб1гатися 31 значениям /  на набор1, де (х., х) = 

= (1,0). Отже, для задания функци / за допомогою и стовпчика (вектора)



значень кнуе 3 • 2"'2 позицш вибору з двох можливих вар1ант1в: 0 або 1.

8. |М —  кшьккть наборш значень, на яких функцш /  дор!внюе 1, 

а Цлг)} —  кшьккть одиниць у вектор1 значень функцн/

6.3. 1. (а) Формула, (б) Не формула, але за допомогою додавання 

дужок може бути перетворена у формулу. 2. (а) /,(х, / }(х, у, г)), 

/з№  У), *, /,(х, *)), ф ,  у, 2), /,(х, у), /,(*, 2). (В) /,(Х, (X у)), 

/ 2(Х,/(у ® 2, х)) -4 2 .Х 4  У,/2( Х ,ф  ® 2, х)),/г( х , ф  0  2, х)),/(у ® 2, х), 

у ® 2. 3. Застосувати шдукщю за означениям формули (суперпозицп).

5, 6. Обидва твердження е наслщками шдуктивного правила побудо

ви формули. 7. (а) (10100000). (б) (10011000). (в) (00100010). 8. (а) 

(1101). (б) (1100111100001101). 9. Розв’язання задач такого типу пот- 

ребуе систематичного перебору формул, утворених у результат! су- 

перпозицш функщй 13 множини О. Тако1 систематичност1 можна до- 

сягти за допомогою, наприклад, упорядкування отримуваних формул 

за складшстю або за кшькктю крок1в Ьс побудови. (а) {1, х, у, х -> у, 

у —» х, х л у, х V у, х ~ у}. (б) {0, 1, х, у, х © 1, у Ф 1, х ® у, х ® у © 1}. 

(В) Рг{2).
6.4. 1. (аНд) ршносильш. 5. (б) Довести, що, наприклад, формули 

(х _»_у) _> 2 1х -»(у -» 2) нер1вносильш. (е) Довести, що, наприклад, фор

мули х V (уШ1) 1 (х V у) © (х V г) нер1вносильш. 7. (а) х V у = х л у.

( б ) х - > у  =  х л у ’ ( в ) х \ / у  =  - 1х - * у . ( г ) х ® у  =  ~1 (—”|(х V  у )  V  -|(-|Х V  -!>'))■

(д) X Ф у = (х-» у) -» X -> у, див. (в) 1 (г), (е) х V  у = (х I х) I (у I у), (е) Див.

(г) 1 (е). (ж) х -> у = х | (у | у), (з) х л у = (х I  х) 4 (у 4 у), (и) х у = 

= ((х 4 х) 1у) 4 ((х 4 х) 4 у). 0)х |у= ((х 4 х) X (у 4 у)) 4 ((х 4 х) 4 (у 4 у)).

(1) х ~ у  = (х^>у)л (у->  х). 8. (а) Вщ супротивного. Припуспмо, що к- 

нуе формула Р(ху х2, ..., хп) над Я, ршносильна ̂  тобто виконуеться то- 

тожнкть х, = Я*,, х2, х ). Пщставимо в цю тотожн!сть замкть змш-

них наб1р значень (1, 1, ..., 1). О скшьки результата вах операцш з Я  до- 

ршнюють 1, коли Ух операнда набувають значения \, то Р(1, 1,..., 1) = 1. 

У той же час у Л1В1Й частиш тотожносп дктанемо 1=0. Отримали супе- 

речнкть, яка спростовуе припущення про юнування формули над Я, 

що задае функцйо заперечення. (б), (в) Див. (а). Розглянута на-

б1р значень (0, 0.......... 0). (г) Див. (а). 9. (а) {0}.

(б) {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)}. 10. {(1, 1, 1)}. И . (а)

2" - 1. Ршняння задовольняють ус! набори з В”, окр1м (0, 0, ..., 0).

(б) 2"~'. Ршняння задовольняють двшков1 вектори, вага яких парна (див.

6.1.1 (д)). (в) 2. (г) 2п~1 + 1. Ртвняння задовольняють ус1 двшков! вектори, 

вага яких непарна, а також вектор (0, 0, ..., 0) (див. 6.1.1(е)). (д) 2” 1 -  1, 

якщо п непарне; 2"~\ якщо п парне, (е) 2"~1 + 1, якщо п непарне; 2" 2 + 1, 

якщо п парне. 12. (а) 2 " “ '. Будь-який розв ’язок другого р 1вняння задо- 

вольняе перше ршняння. (б) Один розв ’язок (1, 1, ..., 1), якщо п парне, 1 
жодного розв ’язку, якщо п непарне. Розв’язками першого р!вняння е на

бори (0, 0, ..., 0) 1 (1, 1, ..., 1). (в) Два розв ’язки (0, 0, ..., 0) 1 (1, 1, ..., 1), 

коли п непарне, 1 один розв ’язок (0, 0, ..., 0), коли п парне (див. (б)), (г) 

2" ' 1 -  2 для непарного п 12” ~1 - 1 для парного. Перше р 1вняння задоволь

няють ус1 двшков! вектори, окр1м (0, О, . . . ,0 )1  (1,1, ..., 1). Друге Р1ВНЯН- 

ня задовольняють двшков1 вектори, кшьккть одиниць у яких парна, при- 

чому вектор (1, 1, ... 1) буде розв ’язком лише для непарного п. 13. (а) {0}.

(б) {(0, 0)}. 14. (а) Один розв ’язок (1 ,1 ,... ,1 ) , якщо п парне, жодного 

розв ’язку —  в шшому раз1. (б) К, якщо п парне; К + 1 —  в шшому раз1, 

де К = 2"-■2 + 2"-4 + ... + 2"-24 = 2" -2\22к -  1)/3, к - [и/2]. Розв’язками не- 

Р1ВНОСТ1 будуть двшков! вектори (а,, а2, ..., а), в яких а2к = 0 1 

а\ =  а2 = ... =  а2к ! =  1 для к - 1, 2, ..., [л/2], а також вектор (1, 1, ..., 1), 

якщо п непарне. 15. Нехай задано булев1 функцн/\ §. Неважко переко- 

натися, щ о /  < # тод1 й лише тод1, коли а, < а (див. приклад 1.17(4)).

16. Пара нер1вностей а) < и ! а < а/ равносильна р 1вност1 а =  а ч и / =  % 

(див. попередню задачу).

6.5. 1. (а) Дх,, х2, х,) = х ,/|(х2, х3) V х / ( х ;, х,), де = (0111), в = 

= (0010). ( б ) /х , ,  Х2, Х3, Х4) =  хгх/и(х2, Х4) V х,х / 12(х2, Х4) V х ,х / 2|(х2, Х4) V

V Х\Х/22(х2, Х4), де а/и = (1011), =  (1000), = (0110), а  =  (0110).

2. (а) х,(х2 Ф  Х3) V Х (Х2. (б) х2х4 V х^х-х^ V З̂ Х4 V З ^х ,. 3. Перев1рити ви

конання обох  сшввщ ношень для набор1в значень зм1нних, щ о мають 

вишяд (0, а2, а3, ..., а) 1(1, ар ау ..., а). 4. (а)3^х2. ( б ) щ  у х ^ х ^ .

(в) х,х2х3х4 V  З^х2х3х4 V х ,х “2х^х4 V х ^ ^ х ,  V  х ^ х ^ .  5. Побудувати спо- 

чатку таблицю ктинност 1 для формули А, вщтак шукану Д Д Н Ф .

(а) ху V ху. (б) хуг V хуг V хуг V хуг. 6. Для формули, що зображуе 

булеву функцйо /  яка не д ор1внюе тотожно 0, такою Д Н Ф  е, на

приклад, Д Д Н Ф  функцп /  в ш ш ом у р а з 1 вщ повщ на Д Н Ф  мае 

вигляд 0 (константу 0 називають елементарною кон ’ю нкц кю  рангу



0). 7. Використати тотожност1 задач1 6.4.2 та основш тотож- 

ност1 (6.3). (а) хуг V хуг (б) хг V хуг.

6.6. 1. Вщношення Я р1вносильност1 формул означено через р1в-

шсть вщповщних функцш, яка мае властивост1 рефлексивности 

симетричност1 1 транзитивность 2, 3. Застосувати шдукцпо за числом 

кроюв побудови формули С. 4. Шукану взаемно однозначну вщповщ

шсть ф М1Ж Ф/Я I Р означимо так: для довшьно! формули Р  над Н 

Ф([Л) = Де / —  функщя, яку реал1зуе Р. Нехай с  —  якась /7-арна 

операщя з Н ,/г / 2, . . . , / е Р  \ формули Р ^ Р 2, ..., Рп зображають фун- 

кцп/'|, /„ вщповщно. Тод1 результатом И вщповщно! операци с ' 

для / 2, ..., /„ вважаемо функцпо з Р, яку реал1зуе формула 

а (Р г Р„ РпУ,"записуемо И = а '(/г / 2, 5. Наприклад, умови

(2.1) для вщображення у, будь-якоТ /7-арно'! операцп а  з Н  1 довшьних 

формул Р х, Р2, ..., Р„ над Н матимуть вигляд у(о(/7,, Р2, ..., О )  = 

= ст'(У(/г,). У(^). •••> У(/\,)). Виконання цих р1вностей грунтуеться на 

означениях вщображення у 1 вщповщних операцш ст (див. поперед- 

ню задачу). Отже, у —  гомоморф13м. 1зоморф1зм вщображення 8 вип

ливае 3 ТОГО, ЩО 8 - 61СКЦ1Я 1 для 5 виконуються умови (2.1), бо для

довшьно! /7-арно! операцп о  фактор-алгебри И/Я 1 довшьних клас1в 
р1 В Н О С И Л Ь Н И Х  формул [У7,], [ /г2], [р„] виконуеться р1ВН1СТЬ

8(ст([/г|], [р2], .... [р ,})) = а /(8([г,]), 8([/г2]), ..., 8([/гп])). Для обгрунту- 
вання останньо! р1вност1 слщ використати сшввщношення 

о([/г1], [/г2], [/\,]) = [а(Г,, Р2, ..., Р,)] 1 8([Л) = та вищенаведе-

Н1 М1ркування.

6.7. 1. (а) ху V хуV ху. (б) хуг V хул/ хуг V хуг V луг. (в) хугV хугV V лугV

V хуг V хуг V хуг V хуг. 3. (а) Утворити диз’юнкщю вс1х елементар

них кон’юнкцш рангу /7, яю не вв^шли до О г (б) Визначити множину 

вс1х елементарних кон’юнкщй, що входять або до .О,, або до И2 

1 утворити диз’юнкщю цих елементарних кон’юнкцш. (в) Утво

рити диз’юнкщю елементарних кон’юнкщй, яю одночасно входять 

до О, 1 О,, (г) Перетворити формулу О, ® Ог до р1вносильно! форму

ли (Б л О,) V (/), л Б2) та використати результати попередшх 

задач, (д) О, -> 0 2 = О, V ° 2’ дал1 див- 1
(е) О, ~ О, = (О, а  Б2) V (О, л Э2), дал1 див. (а), (б) 1 (в). 4. (а) 

С = Э , А О,, дал! див. 6.7.3(а, в), (б) С = О , V Г>2, дал! див. 6.7.3(а, б).

5. На будь-якому набор! значень змшних не бшыпе шж одна елементар- 

на кон’юнкшя в ДДНФ набувае значения 1, тому шсля замши

V на Ф дютаемо р1вносильну формулу. Для довольно! ДНФ зазначена 

властивкть не виконуеться (розглянути, наприклад, ху V уг).

6. (а) (^" V Х2) А V ^ ) . (б) (х, V Х2 V Х3) А А (х, V Х2 V X,) А (х, V X, V Х?) А

л ( ^ V x 2 VЦ). (в ) (х 1 у х 2 у х ^ у х 4) а ( х ,  у ^ у х , у х 4) а ^ V x 2Vx3 V x 4) л

А (х; V Х2 V Х~3 V Х4) А (х; V Х2 V Г3 V Х^) А (х^ V X, V X, V х“).

7. (х V у  V г) а  (х V у  V г) а  (х V у  V г) а  (х V у  V г). 8. Шсля виконання 

першого кроку дастанемо ДКНФ формули А, а шсля виконання другого — 

ДДНФ формули А - А. 9. 1) Виписати диз’юнкщю вс1х елементарних 

кон’юнкцш, що не ввшшли до А. 2) Замшити а  на V , V —  на а  , х —  на 

х., х . —  на х . 10. (а) ДДНФ формули А —  це диз’юнкшя век елементар

них кон’юнкшй, що не ввшшли до ДДНФ формули А. ДКНФ формули А 

отримаемо, якщо в ДДНФ формули А замшимо а  на V, V —  на а , х( —  на 

х, х —  на х . (б) Для ДДНФ див. 6.7.3(6). Отримавши ДДНФ формули 

(А V В), будуемо ДКНФ за процедурою з 6.7.9. (в) Для ДДНФ див. 

6.7.3(в), для ДКНФ —  6.7.9. (г) А —> В = А\/ В, дал! див. (а) та (б).

6.8. 1. (а) (1100). (б) (01111111). (в) (0111110011101010). 2. (а), (б),

(г) — так. 3. За правилами побудови вектора значень ар якщо а. — 

значения функци /  на набор1 (6,, Ь2, ..., Ь:) , то у = у((6|, ..., Ь:)) =

= Ь{2"~1 + Ь22"~2 + ... + Ьп [2 + Ъп. Нехай (с,, с2, ..., сп) —  довшьний 

двшковий наб1р, [ у((с,, с2, ..., сп)) = I. Тод1 / ( с , ,  с2, ..., сп) =

= А с 2, ..., с )  = ат 1 т  = у((с,, с ,̂ .... ~сп)) = (1 - с,)-2" 1 +

+ (1 - с2) 2 ” " 2+ ... + ( 1  - с п. , ) 2  + (1 - с „ ) ’(2” -  1 ) - ( с , 2 " - 1 + с,2" 2 + ... +

+ сп_,2 + сп) = (2" - 1) - У((с,, с2, ..., с,)) = (2" - 1) - /. Отже, /-й еле

мент (нумеращя починаеться з 0) вектора значень функци /* зб1гаеть- 

ся 13 запереченням елемента, розм!щеного на 1-й позицп вщ правого 

юнця у вектор1 аг 4. (а) Нехай аг= (а 0, а р ..., а ) ,  к -  2" - 1. Оскшьки 

1̂/1 = 11а/11 (див. 6.2.8), то з результату попередньо! задач1 випливае, що

Щ  + 1̂ ,1 = К  + + ••• + «*) + + « Г ,  + ••• + Ц ) = («о + ао) +

+ (а1 + а )̂ + ... + (ак + = 2", бо Ь + 1 для ЬеВ. (б) Оскшьки

1̂/1 + 1̂ ,1 = 2" (див. (а)), то |Лу - |Л̂| = 2|Л̂| - 2". (в) Оскшьки \Ь - с\ =

= |с- 6| для с, ЬеВ, то р(ар а )  = \а0-Щ  + \а{ - “ | + ... + \ак - =

= 2(|а0 - Щ  + |а, -~а^_ ,| + ... + |ат -~а̂ _т|), де от = 2 " '1 - 1. 5. Пор)вня-



ти вщповщш таблищ ктинност1. 6. Справедливкть твердження вип

ливае з того, що коли/ =  з, то/* = я*. 1 навпаки.

6.9. 1. (а) Див. 6.4.8(г). (б) Можна довести (наприклад, шдукщею 

за кшькктю операцш —>), що будь-яка формула над {-4} набувае зна

чения 1 не менше шж на половиш набор1в значень сво1х операщцв. 

Формула А не мае такоТ властивост1. (в) Див. (б), (г) Можна довести 

(наприклад, шдукщею за числом операцш V 1 —>), що функщя 

%(х , х„ ..., х ), задана довшьною формулою над {V, —»}, мае власти- 

вкть: кнуе таке к, що #(хр х2, ..., хк, ..., хп) > хк. Функщя/не задо- 

вольняе цю умову. 2. (а) х V у — х—> у, х л у = х —»у(б) 0 = (хдх )© х , 

X Л у = (х л у) ® 0,х=  (х ~ х) 0  X. (в) Х= X ® X ® X, X V  у = х-> у.

(г) х = х —» 0, х V у = х—> у. (д) 1= х ® 1. (е) 0 = х ® х, дал1 див. (г).

3. Див. приклад 6.1(4) або задачу 6.4.8(а).

6.10. 1. 1, якщо к = 0; А' = 2Л(2Г("'к) - 1) для к > 0, де 5  = С(п, 0) +

+ С(и, 1) + ... + С(п,к- 1). 2. 1, якщо А= 0 ,1 К/2 для к> 0 (див. поперед

ню задачу). 3. С(2”, /и). 4. Застосувати стандартний метод перев(рки р1в- 

носильносп формул. 5. (а) ху ® х ® 1. (б) ху: © ху ® г.

(в) хуги* ® хуч> ® у:\г © хгн> © у\г © © 1. 6. (а) ху © х ® у. (б) хуг © ху ©

© х- © г. (в) хум> Ф у:IV © хм’ © иг © 1. 7. Необхщшсть: якби ктотна змш- 

на х( не входила явно в полшом Жегалкша функцп/ то змша значения х. 

не впливала б на значения функцн/ 1 це суперечило б ктотност1 змшшл 

х . Достатнкть. Нехай х. входить у полшом Жегалкша Р(хр х2, ..., хп) фун

кцп /. Подамо полшом Р у вигляд1 Р(ху х2, ..., хп) =

= хДх,, Х2, ..., х . . , , ^ , ,  ..., хп) © /?(х,, Х2, ..., х; х1+,, ..., х„). Оскшьки 

X явно входить у Р, то полшом О  не дор1внюе тотожно 0. Тому 

кнуе наб1р значень (а,, а2, ..., а  ,, а. +,, ..., ап), на якому дорш- 

нюе 1. Пщставимо цей наб)р у вищенаведений розклад, дктанемо 

й(х() = Р(а1, а„ ..., а.+ |7..., ап) = х. ® 6, де 6 = Л(ар а2> -1 ’ а> +1’
..., а /  Отже, (а,, а,, ..., а(_,, 0, я  + |, ..., я„) = я(0) = 6 * 1 © 6 = #(1) = 

=Да" а2, ..., а ,, 1,"а. +,, ..., а), тому х; —  1стотна змшна функцп/

6.11. 1. Див. зауваження до розв’язання задач 6.3.9. (а) {х ,х ,у ,у} . 

(б) {0, х,у, х ©у}, (в) {0, 1 ,х ,у ,х ,у } .(г) {1 гх,у, х -> у , у х ,  х V у}.

(д) {х, у}, (е) {0, 1, х, у, х, у, х ~ у, х Ф у } . 2. (а) Дх) = х -» 0. 

(б) Дх, у) = ((х I  х) I  (у I  у)) X (х 4 у), (в) Дх, у) = (х -> у) у. 3. (а),

(д) — замкнеш. Наприклад, для функцш <р2, ф41 ср8, що належать мно- 

жинам (б) та (е), функщя ф8(ф2(х, у), ф4(х, у)) не входить у щ множи-

ни (див. табл. 6.3). Для (в) розглянути функцш ф6(ф6(х, у), ф()(х, у)), а 

для (е) — ф|(ф,(х, у), у). У результат суперпозицп полшом1в 13 мно

жини (г) можна отримати полшом степеня бшьшого, шж 2. 4. (а) Зас

тосувати метод, шдобний до використаного в доведенш лем 6.1-6.4. 

(б) Розглянути, наприклад, об’еднання Т0и Т 1 1 суперпозищю 

(х V у) -» (х © >’). 5. (а) Включения [А] с  [[А]] виконуеться за озна

чениям замикання. Нехай /е[[А]]. Тод1 /  е суперпозищею функцш 

Яр 82у ■ ■ ■ > Ек 3 [̂ ]- "У свою чергу, кожна з функщй е суперпозишею яки- 
хось функщй Ип, ка, ..., Н.т з К, / = 1, 2, ..., к. Звщси внаслщок шдуктив

ного означения суперпозицп можна твердити, що/е суперпозишею фун

кщй /г,у =1,2 ,... , т., / =1,2 ,. .. ,  к, яю належать К. Отже, /е [К\. (б) Не

хай /е[А^]. Тод1 / е суперпозицкю функцш §2, ..., §кеК {. 3 умови 

випливае, що вс1 щ функцп належать також К2. Тому /е [А',], (в), (г) Див. 

(б). 6. Класу Т0 и  Т{ належать (а), (б), (в); класу /  \ Тд —  не належить жод

на з функщй; класу Г0\ /  —  належить (а), (в); класу 7'ап  7| — (б). 7. Об- 

числити значения формули А на наборах (0, 0, 0) 1 (1, 1, 1). 8. (а) /ё Т0 для 

будь-якого п\/еТ{ для непарного п. Отже,/е /  1 /г 7’ \ Г для ВС1Х «; 

/е Т0\ Т] для парних п [/е Г0П Г, для непарних п. (б) Див. (а), (в) /ё /  для 

будь-якого пх/еТ^ для п = 4к + 2 або п = 4к + 3, ке /V, бо кшьккть до- 

данк1в у формул! А доргвнюе С{п, 2) = п{п - 1)/2. Далх див. (а), (г)/е  Т0 

для вс!х п 1 /е  Г, для п = 4к + 3, ке N. бо число доданюв в А дор1внюе 

С(п, 3) = п{п - 1 )(п - 2)/6. Дал1 див. (а). 9. (а) Нехай Дх,, х,, ..., хя)е Т*. 

Це означае, що кнуе така функщя х2, ..., х п) е  Т0, що §  =/'. Зв1д- 
сиД1, 1, ..., 1) = §'(1, 1, 1) = ^(0, 0, ..., 0) = 1, тобто/е  Ту Навпа

ки, припуст1мо, що Дх(, х2, ..., хп)е Ту Тод1 /*(0, 0, ..., 0) = 

= /  (1, 1, ..., 1) = 0, тобто /*е Г0. Звщси випливае/ё 7̂*, бо (/*)’ = /  

(б) Див. (а). 10. Позначимо К = 2". (а), (б) 2К~1. Наприклад, будь-яка 

функщя Дх,, х2, ..., хп) 13 класу Т0 може набувати довшьних значень (0 або

1) на 2" - 1 наборах значень сво'1Х зм1нних (окр1м набору (0, 0, ..., 0)). (в) 

2*-2. (г) 3• 2А“2. |Г0и7 ’|| = |7у + [Т1,! - |Г0оГ,| (див. (аМв)). (д) 2"-2. 

17’„\7’,1 = 1/1 ~ \Т0п  7\\ (див. (а), (в)), (е) 2К 2 (див. (д)). (е) 2К~1 (див.(д),

(е)). (ж) 2К~'. (з) 3 ■ 2к~г (див.(в)). (и) 2к~г (див. (г)). И . (а), (б), (в) — не- 

Л1Н1ЙН1. 12. Побудувати В1ДПОВ1ДНУ таблицю 1СТИИНОСТ1 функци /  В1ДТЭК

—  полшом Жегалкша. (а) Лшшна. (б) Нел1н1йна. 13. Застосувати метод 

невизначених коефщкн™. (а) (1001), х © у © 1. (б) (10010110), 

х © у © 2 © 1. (в) (10011001), у © г © 1. 14. Застосуемо метод доведен

ия В1д супротивного. Припуст1мо, що якась змшна х. ф1ктивна. ТОД1



на сусщшх наборах, як1 вщр1зняються лише 1-ю координатою, фун

кщя /  набуватиме однакових значень, що суперечитиме умовь При- 

пуст1мо, щ о /—  нелшшна функщя. Тод1 шляхом пщстановки замкть 

п - 2 ГТ зм1нних певних булевих констант /  можна перетворити у не- 

лйийну бшарну булеву функщю ^(х., х.) = хх. © ах. ® 6х. © с (див. ле- 

му 6.7). Використовуючи умову задач!, 31 сшввщношень #(0, 0) = 

= #(0, 1) = #(1, 0), я(1. 1) = ̂ (0, 1) = #(1, 0) дктанемо систему р1внянь: 

с = Ь ® с  = а ® с ,  \ ® а ® Ь ® с = Ь ® с  = а ®  с. Ця система несумк- 

на. Обернене твердження неправильне (розглянути, наприклад, фун- 

кциоДх,, х„ х3) = х, Ф х3). 15. Якщо Дх,, х2, ..., х )  —  лшШна функщя, 

то и полшом Жегалкша мае вигляд а,х, ® а2х2 Ф ... Ф а х п Ф ап + г 

Оскшьки/вщмшна вщ константи, то принаймш один 13 коефщкнпв 

ак дор!внюе 1, к = 1, 2, ..., п. Функщя/ набуватиме протилежних зна

чень на наборах, що вщр1зняються лише к-ю координатою. Отже, 

кшьккть набор1в, на яких /  набувае значения 1, дор)внюе половин! 

вщ уах можливих, тобто |Л̂| = 272 = 2"''. Обернене твердження неп

равильне (див., наприклад, 6.11.11(6, в)). 16. 2С(п, к). Якщо 

Дх,, х2, ..., хп) — лшшна функция, то и полшом Жегалкша мае вигляд 

а|х| Ф а2х, Ф ... Ф а х п Ф ап+{. Функщя/ктотно залежить вщ х. тод1 
й тшьки тод1, коли а. = 1 (див. 6.10.7). Отже, кнуе С(п, к) способ1в обра

ти к ктотних зм1нних серед п можливих 1 2 способи обрати значения 

вшьного члена ап+,. 17. Позначимо К = 2". (а) 2" + '. Це число способ1в об

рати значения 0з двох можливих) для п+ 1 коефщкнта а,, а2, ..., ап, а„+, 

вщповщного пол 1 нома Жегалкша. (б) 2". Вшьний член ап+1 вщповщного 

полшома Жегалкша мае дор1внювати 0. (в) 2". Серед коефщкнпв вщпо

вщного полшома Жегалкша кшьккть одиничних мае бути не

парною. Отже, шукане число дор1внюе С(и + 1, 1) +

+ С(п + 1, 3) + ... + С(п + 1, 2к+ 1), де к = [(п - 1)/2] (див. б1Н0мш то- 

тожносп (5.8)). (г) 2А"1 + 2”. Ц = |Г0| + |Ц - \Т0Г\Ц (див. 6.11.10(а) 1 
пункта (а) I (б) ще'1 задачу, (д) 2" ' (див. (б) 1 (в)), (е) 3 • 2К~2 + 2"~'. Зас- 

тосувати формулу включення-виключення (5.1) 1 результати попередн1х 

задач, (е) 2". |П7’,| = \Ц - |^пГ,|. (ж) 2"-'. |(7’0\7’|)Ш | = |(7’0п/,)\7’,| = 

= \Т0п Ц  - |7’0п7’,пХ|. (з) 2 " '1. Ь\(Т0и Т )  = (1\7’0)\7’1, дал1 див. (б), (в),

(и) 2К 2 + 3-2"-1. (1) 2К-1 - 2", див. (г). СО 2*~1 + 2". Р2ЧТ,\Ь) = 

= (Р,\Т1) и/., див. (г). 18. НехайДх,, х2, ..., хп)еС . Тод1 кнуе така шнш- 

на функщя %(хр х2, ..., х )  = дг,х, Ф а2х2 Ф ... Ф ах, Ф аи + [, Щ о /=  ,?'• 

Звщси Дх,, х,, ..., хп) = а,х”, Ф а2Т2 Ф ... Ф я / ,  Ф ап + , =

= а,(х, Ф 1) Ф а2(х2 Ф 1) Ф ... Ф ап(хп Ф 1) Ф ап+, Ф 1 = а,х, Ф а2х2 Ф ... Ф

Ф ахп Ф (а, Ф а 2® ... Ф  ап Ф  ап+1 Ф 1), тобто/е/,. Навпаки, припуст1- 
мо, що Дх,, х2, ..., хп)е1, тобто Дх,, х,, ..., х_) = а,х, © а2х, © ... © 

© ахп © ап + ,. Розглянемо лшшну функц1ю ^(х,, х2, ..., хп) = 

= а.х, © а,х, © ... © ах  © (а. © а. ® ... ® а Ф  а .. © 1). Неважко пе-I I  22 /»/?' •  1 2 п л+1 у
реконатися, що § = / ,  т ом у /е  V. 19. (а), (б) —  так. 2 0 .1з результату за

дач! 6.8.3 випливае, щ о для вектора значень (а0, а ,, .. ., а ,) самодвоУсто!' 

функци Д х,, х2, ..., хл) виконуеться а. =  а / =  0, 1, . . .,  к , к =  2" -  1. 

Отже, ои + / =  а  _ =  0, 1, .. ., т. 21. Твердження е насл1дком резуль

тату попередньо '1 задач1 1 тотожност1 6 + 6= ЬеВ. 22. (а), (б) Для не

парного п,6о А" = А ©  (1 ©  1 ©  ... ©  1), 1 доданок у дужках мктить п + 1 

одинипю. (в) Для непарного п, якщо а = 0, 1 для парного п, коли а = 1 

(див. (а)), (г) За допомогою тотожносл а V Ь = аЬ ® а ® 6 дана формула 

перетворюеться до р1вносильно1 формули з пункту (б). 23. (а) Спочатку 

зазначимо, щ о / V / *  =  1, бо в 1ншому раз1 / = 1 та/* = 0,1  не виконуеться 

умова |М = |А̂ ,|. Н а будь-якому набор1 (а,, а ,, ..., а(|) одна й тшъки одна з 

функщй/  або /  набувае значения 1, томуДа,, а2, ..., ап) = Г(а{, ..., а)
1 /  =  /* . Якщ о припустити, що кнуе такий наб1р ( а ,  а,, ..., а ) ,  

для якого / ( а , ,  а2, ..., ан) =  1 1 / " (а ,, а ,, ..., ап) =  1, то на протилеж- 

ному набощ  (о-,, а~2, . . ., я л) маемо / (а '^ сГ ,,  .. ., ^ л) =  1 

1/*(й[, ц, .. ., а) = 1. А  це означае, щ о |Ад <  |Лу, бо з , . , а )  = 0 вип- 

л и вае/(а ,, а2, ..., а)=  1. ( б ) /©  ( / л / )  = / л / *  = / / / ,  дал1 див. (а). 24. 2"', 

де т = 2"~'. У  вектор1 значень самодвоктоУ функцй' можна довшьно оби- 

рати значения (0 чи 1) лише для половини його координат (див. 6.11.20).

25. Позначимо К = 2" 1 т = 2 " ' (а) 2"'~'. (б) 2Л ‘ 1 + 2‘" ~ (в), (г), (д) 

2т '  '. (е) 2". Лш ш на функщя а,х, ©  а2х2 ©  ... ©  ахи ©  ап + , 

СаМ0ДВ01СТа ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, КОЛИ К1ЛЬК1СТЬ п коеф1Ц1ент1в

а,, а2, .. ., ап, що дор1внюють 1, непарна (див. 6.11.18 та 6.11.17(в)).

(е) 2"‘~1 + 2"_ '. (ж) 2АГ" 1 + 2"|_ 1 + 2"~'. Застосувати формулу включен

ня-виключення (5.1) 1 результати попередшх задач, (з) 2"'-1 + 2" '. (и), 

(0 0. (I) 2". 26. (а) Слщ довести, що булева функщя Дх,, х2, ..., хп) нале- 

ЖИТЬ КОЖН1Й 13 даних МНОЖИН ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, КОЛИ вона Л1Н1ЙНЭ 1 в 

и пол1ном1 Жегалк1на а,х, ©  а,х, ©  ... ©  ах  ©  а , вшьний членI I  2 2 и п п + I
ап+, =  0, а число одиничних коефщкнт1в серед а  , а2, . . .,  ап непарне.

(б) Функщя належить буДЬ-ЯК1Й 13 ЦИХ МНОЖИН ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, КОЛИ 

вона самодвокта 1 збер1гае константу 0 (що р1вносильно тому, що во



на самодвоТста \ збериае константу 1). 27. Довести, що для довшьних 

множин булевих функщй А \ В виконуються так1 ревности 

(Л и  В) = А’ и  в ' , (А пВ)' = А* глВ* 1 (А\В)' =А'\В\ Вщтак, використа

ти, що множини С Ы  самодвоУст! (див. 6.11.18), а Тв = Т] 1 Г, = Т0 (див. 

6.11.9(а)). 28. Якщо /гМ , то юнують так1 набори с 1 й, що с < (I \ 

Дс) > /(</). У раз! р(с, О) = 1 твердження справедливе. Прииусимо, що 

р (с,<Г) = к \ к> 1. Розглянемо послщовшсть сусщшх набор1в 
А0, А,, ..., Ик, де /»0 = с , Ик = Л ! А, , < А., / = 1, 2, ..., к. Оскшьки ДА0) = 1 

1 ДА() = 0, то 1снуе /', для якогоДА. ,) > .ДА.),у = 1,2, ..., к. Тод! а = А. ,

1 А = А —  шукаш набори. 29. Перев1рити обидва сшввщношення для 

набор1в (0, я„ ..., я„) 1 (1, а2, ..., я„) та скористатися там, що нер1вшсть 

с < б/ р]вносильна с V с1= сИ с л с1= с для с, с1е В. 30. (а), (в), (г) — мо

нотонн!. 31. Застосувати метод математичноУ шдукци за числом змш- 

них, за якими здШснюеться розклад за допомогою формул 13 задач! 

6.11.29. 32. (а) 0. (б) 2. (в) п + 2. М п 1  = {*,, х2, ..., хп, 0, 1}. (г) п.

(д) 2" - 2. Данш множиш належать лйпйш функцй, у полшом1 Жегал

кша я,х, © я,х, © ... © а х п © а„+,яких число одиничних коефвдента 

серед я,, я2, ..., ап парне 1 не дор1внюе нулю (див. 6.11.25(е)). 

33. Якщо Дх,, х„ ..., хп)вМ, то для будь-яких а = (а,, я2, ..., яи) 

1 А = (6,, 6.,, ..., А„) таких, що а < А^виконусться нер1вшсть Да) <ДА). 

Позначимо а = (^, о,, . . .2  я) 1 Ъ = (А,,_ ,̂ •••, />„)• Тод1 а < А р1вносильно 

Ь < а /(Ь ) = ДА),/(а) =/а), тому/ (А) < / (я). Отже,/еМ . Уа наведе- 

Н1 М1ркування оборотш, тому /е М ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД!, коли/ Е М. 34. 

Нехай / —  монотонна функщя. Якщо /ё / ,  т о /  = 1, тобто/е Г, 1 /ё Ь. 

Якщо /ё  Г,, то / = 0 1  /е  Т0, / е  I .  Якщо /ё  Ц то /  *  сопз1, отже /е  / ,  

/ё Г,.35. Розглянемо полшом Жегалкша я,х, © я,х, © ... © япхл © яп+, 

довшьноУ лшхйно! функщУДх,, х2, ..., х„). Якщо ап+, = 0, то/е Г0. Якщо 

я = 1 1 число к коефшенпв серед я., я2, ..., яп, яю дор1вню- 

ють I, парне, то/ё 7’,. Якщо ж число А непарне, то/еС  (див. 6.11.18, 

6.11 25(е), а також 6.11,32(в)).

6.12. 1. (а) №. I  с  I .  (б) №. 2 с  Т0. (в) №. X с  Тг (г) Так. 2. (а) №. 

I  с  Т0. (б), (в) Так. 3. (а), (в) №. 4. (а) {0, х -> у}, {х 0  у, х -> у).

(б) {х © у, х -) у}. 5. (а) Повна. (б) Неповна. §  = 0 й/= 0. 6. (а) Повна. 

Наприклад, {т(х, у, г), $ х © у © 1} с  I .  (б) Неповна. I  с  Г,.

(в) Неповна. Е с А .7 .  3 /ё 7'()и  Г, випливае ДгМ. Якщо припустити, що 

/е /., то з урахуванням /ё Г0и  7’,, Д1стали б, що /ё С (див. 6.11.25(е)), а це 

суперечить умов!. 8. (а) { | }, {I}. (б) {©, ->}, {-, Н-}, {->, +>}•

(в) {©, а}, {©, V}. 9. №. Побудувати критер1альну таблицю для вс!х

таких функцш 1 переконатися, що не юнуе шших базисов, окр!м наведе- 

них у попереднШ задач1.
6.13.2. (а) (1011). (б) (00101111). 4. Перетворити спочатку' А до р1вно- 

сильно! формули, яка мае к операщда. (а) (я + Ь) * с. (б) ~'а + ~'Ь + -,с. (в) 

("’я + Ь) * (а + с), (г) (а + Ь) * (-•я + с). 5. Вщповщна формула —  

А ~ к1 * (к2 + к}), де А, —  контакт голови комитету. 6. (а) А, + к2 + + к} + А4. 

(б) А, * (к2 + къ + к4) + к2 * (к3 + к4) + к} * кА. (в) к̂  * к2 * к3 * к4.

(г) А, * к2 * (к3 + к4) + к^*к4* (А, + к2). 7. кх * к2 * А3 + -к 2 * -к 4.

6.14.1. (а) (х—̂ ̂  —> х —> у. (б) ха у л у л г (в) Визначити вщповщиий 

полином Жегалкша. (г) ((х V у V г V (м> © 1)) © 1) V ((х V у V

V (г 0  1) V м>) ©  1) V (((х ©  1) V у V  (г ©  1) V (и1 ©  1)) ©  1) V (((х ©  1) V

V (у © 1) V (г 0  1) V м>) © 1)) © 1, бо я а  Ь = ((я © 1) V (Ь © 1)) © 1.

2. Визначити ДДНФ 1 максимально спростити и за допомогою р^вно- 

сильних перетворень. 3. Перетворити А до прост1шо1 р1вносильно1 

формули. (а) а(ЬV <1) V ЬсЛ. (б) я V Ь(/ V сё/). 4. Справедливють твер

дження випливае з изоморфизму алгебри РК схем Я 1 алгебри булевих 

формул О'. 5. Нехай функщя Дх,, х2, ..., хл) набувае значения 1 не 

бшыпе н1ж на половит вс1Х набор1в. Тод1 и ДДНФ мютить не бшьше 

2"~1 - 1 диз’юнкц1й 1 не бшьше (п - 1)2""1 кон’юнкщй, тобто загаль- 

иа к1льк1сть бшарних операц1й у ДДНФ не перевищуе п 2" ~1 - 1. Як

що ж |л̂| > 2 ” ' то ДКНФ функц11 /  м1ститиме не бшыпе шж 
п(2»-1 _  1) _  1 диз’юнкщй 1 кон’юнкцШ.

6.15. 1. (а) {х, ху, уг}. (б) {ху}. (в) {хг, уг, хугм>). 2. (а) {ху, уг}. 

(б) {уг, хг, ху, хуг}. 3. Припуспмо, що проста !мшиканта IV монотон

но! функцп Дх,, х2, ..., хп) М1стить заперечення якоУсь змшноУх.. Тод|

IV = хУ, де V — елементарна кон’юнкщя. Розглянемо множину 

дв1Йкових набор 1В довжини п, на яких IV (1 функц1я/ )  набувае значен

ия 1. Нехай (я,, я2, ..., я. ,, 0, я.+ |, ..., яи) е Т о д !  внаслщок моно- 

тонност1 функци/матимемоДя,, я2, ..., я. ,, 1, я. + |, ..., а )  = 1. Це оз- 

начатиме, що х У —  також !мшпканта функцй'/. Якщо ~хУ \хУ —  1мп- 

лжанти /, то 1мпл!кантою /  буде й V, що суперечитиме припущенню 

про простоту IV. 4. 2\ де 5 = 2" - 2"'*, боДх,, х2, ..., хп) мае набувати 

значения 1 на ВС1Х 2"~к наборах, у яких к координат, що вщповщають 

змшним 1мпл1каити К, мають певн! ф^ксоваш значения. 5. Застосува-



ти метод математично! шдукцй за числом змшних п 1 формулу (6.6) 

розкладу булево! функци за одш ею  змш ною . 6. Нехай А'] =  х“1х“2...х“" 

1 К2 = х*'х*2...х\ П означим о через 8(К{, К2) елементарну кон ’юнкцпо, 

утворену з К} викресленням тих букв х‘‘‘, для яких а. /  Ъ.. М ож н а до

вести, щ о довшьну 1МПЛ1 канту (зокрема, й иросту) ф у н к ц и /м ож н а  

зобразити у вигляд! 5(К, Ь), де К 1 Ь — певш елементарш кон ’юнкцп 

з Д Д Н Ф  функци /  7. Для доведения н еобхщ н осп  застосувати шдук- 

щ ю  за числом змшних 1мшпканти К. 8. Див. попередш задач1.

6.16. 1. (а) х V у. (б) хгч угу хуг. (в) хугу хг. 2. (а) х V у V г. 
(б) хугч уг. 3. (а) х у у  ху V хг. (б) хг\/ угу ху. (в) хугм/ V хум> V

V уг н7 V хуг V угугу хугм/ V хуг у хуы .
6.18. 1. (а) у г у угу ху, у г V угу хг—  тупиков1 та м ш 1мальш Д Н Ф . 

(б) хг V ху. (в) X2Й'V хм> V гмг V хуг, хги>у хн> V 2 »  V ху и' —  тупи

ков! 1 м 1н1мальн1 Д Н Ф . 2. (а) хг, ху, угXV. (б) хуг, хуг. (в) х\г, уг, уа>, 
хугм/. 3. (б), (в) Туликова, м 1шмальна 1 найкоротша Д Н Ф . 4. 58 тупи- 

кових 1 12 мш мальних.

6.19. 1. (а) хуу уг. (б) Зс>^ хг\/ уг. (в) хг V  г »  V  ум> V  уг V  ху.
2. (а) хуг V  уг V  хг. (б) хуй'Ухг ил/ хуг V  у гм/ V  хуг V  угм> V  хгм> V хум>.
3. (а) хг V  ху. (б) у г V  хг (в) у ги> V хгм> V  ум/ V  х у г  V  х г  V  х  у м>.

7. Теор1я автомат1в
7.1. 1. Покладемо х, —  лопчний зсув праворуч, х2 —  арифметичний 

зсув праворуч, х3 —  циюнчний зсув праворуч. Станами автомата 2 
будуть уС1 В1С1М МОЖЛИВИХ Вар1анТ1В трирозрядного ДВ1ЙКОВОГО коду. Су- 

мицена таблиця автомата 2 мае такий вигляд.

ЪГК ООО 001 010 011 100 101 110 111

000/0 000/1 001/0 001/1 010/0 010/1 011/0 011/1

Х2 000/0 000/1 001/0 001/1 110/0 110/1 111/0 111/1

х , 000/0 010/0 100/0 110/0 001/1 011/1 101/1 111/1

2. Сум1щена таблиця автомата Р  мае такий вигляд.

ЫХ 000 001 010 011 100 101 110 111

0 000/0 010/0 100/0 110/0 000/1 010/1 100/1 110/1

1 001/0 011/0 101/0 111/0 001/1 011/1 101/1 111/1

3. Позначимо початковий стан автомата А через П. Вихвдний сигнал 1 

вшповщатиме переходу в стан Г, а 0 —  переходу в стан Н.

8/Х п Т Н

х , Т/1 Т/1 Н/0

Х2 Н/0 Т/1 Н/0

Х , Н/0 Н/0 Н/0

4. Позначимо через П початковий стан автомата В, через Ц —  стан, у 

якому автомат В знаходиться, якщо на його вх1д подано послщовтсть 

цифр, що вщповщае цшш частит дшсного числа (31 знаком або без 

знаку), через Д —  стан, що вщповщае дробовш частит числа, через 

Н —  стан, що вщповщае послщовносп символ1в, яка не е числовою кон

стантою. Вихщний сигнал автомата В дор1внюе 0 тод1 й лише тод1, коли 

автомат переходить у стан Н.

8 ГК П Ц д н

*| Ц/1 Н/0 Н/0 н/0
Ц/1 Ц/1 Д/1 Н/0

Х У Д/1 Д/1 Н/0 Н/0

ХА Н/0 Н/0 Н/0 Н/0

5. Позначимо через 0 стан автомата затримки, який “запам’ятовуе”, 

що в попереднш момент часу на його вхщ було подано сигнал О, 

а через 1 —  стан, що “запам’ятовуе” вхщний сигнал 1.

Ы Х 0 1

0 0/0 0/1

1 1/0 1/1

6. Позначимо через 0 сигнал, що вщповщае оч^куванню бажано! четв:р- 

ки символ1в, 1 —  стан, що фшсуе появу на вход1 автомата першого 0 чет- 

В1рки, 2 —  стан, що вщповщае появ! пари 01, 3 —  стан, що вщповщае 

появ1011,14 —  стан, у який автомат переходить, коли останш вхщш сиг- 

нали —  0110.

Ы Х 0 1 2 3 4

0 1/0 1/0 1/0 4/1 1/0

1 0/0 2/0 3/0 0/0 2/0



7. Розглянемо сумщену таблицю “генератора парностГ. Вш потрапляе у 

стан 3, якщо кшьюсть одиниць серед перших двох символ1в чергово'Г 

тршки непарна, у стан 4 —  якщо ця кшьюсть парна. Автомат опиияеть- 

ся у сташ 5, якщо вхщна тршка символов мктить непарну кшьюсть оди

ниць, 1 в сташ 6 —  якщо ця кшьюсть парна.

Ь/Х 0 1 2 3 4 5 6

0 1/0 4/0 3/0 5/0 6/0 0/0 0/1

1 2/1 3/1 4/1 6/1 5/1 0/0 0/1

8. Покладемо х, = (0, 0), х2 = (0, 1), х, = (1, 0), х4 = (1, 1). Позначимо через 
0 початковий стан 1 одночасно стан, що вщповщае р1вност1 обох даних 

чисел, а через 1 —  стан, що вщповщае ситуацп “перше з чисел е бшь- 

шим”, через 2 —  стан, що вщповщае ситуацп, коли друге число бшьше 

першого.

д/Х 0 1 2

х, 0/0 1/0 2/0

2/1 1/0 2/1

1/1 1/1 2/0

4̂ 0/1 1/1 2/1

9. Позначимо через П початковий стан автомата, через Т —  стан, що фйс- 

суе правильну вщповщшсть дужок у вхщному слов1, а через Н —  стан, 

що свщчить про помилку в запису дужок у виразь Стан к вщповщае си

туацп наявносп к незакритих л1вих дужок, к = 1, 2, ..., п.

5/Я П 1 2 3 я-  1 п Т Н

*1 1/0 2/0 3/0 4/0 п/0 Н/0 Т/1 Н/0

Н/0 П/0 1/0 2/0 п -  2/0 и - 1/0 Т/1 Н/0

Х.я П/0 1/0 2/0 3/0 л-1/0 и/0 Т/1 Н/0

Т/1 Н/0 Н/0 Н/0 Н/0 Н/0 Т/1 Н/0

10. Позначимо через Г вихщний сигнал, що вщповщае руху вгору, через Н 

—  руху вниз 1 через С —  ситуацп, коли л1фт не рухаеться.

ы х 1 2 3 4

1 1/С 1/Н 1/Н 1/Н

2 2/Г 2/С 2/Н 2/Н

3 3/Г 3/Г 3/С 3/Н

4 4/Г 4/Г 4/Г 4/С

7.2. 1. 1) Для х еХ  Х(а., х) визначають за таблицею виход1в автомата.

2) Для довшьного слова р е Х * 1 довшьного вхщного сигналу хеХ  

Х(а/, рх) = Х(5(аРр), х). 2. 1) Першу властивють доведемо методом мате- 

матично!' шдукци за довжиною вхщного слова р. База шдукци: для \р\ = 0 

маемор  = е та !ф((р)| = \е\ = 0. Якщо '\р\ = 1, тобтор  = х. 1 х е X , то срА(р) - 

= УА(х) = ф/ех.) = ул(е)Цах, х ) = еЦах, х ) = \(ах, х) = ук 1 уке Г, тому 

\р\ = |ф4(/))|. Ьщукцшний крок: нехай дана р1вшсть справджуеться для 

вс1х сл1в р е Х '  довжини п, п > 1. Розглянемо довшьне слово р  = рх. дов- 

жини п + 1, де \р\ = п. Тод1 уА(р') = фА(рх) = фл(р)Ц а{, рх). Звщси 

\%(р')\ = \%(РХ)\ = |ф.>)1 + \Чах,рх)\ = И  + 1 = \р'\. Першу властивють 

доведено. 2) Для доведения другоУ властивост! розглянемо слово

Р2 = ХПХ, V х*- Т°Д1 Ф > Л )  = Ф>Л|*в-*й) = Ф>Л|*,2"'Х,*- ,) 
Щ .Р & ,хй-х,*) = % (р1хпх12.:х.к_2)ц а {, р 1хпх^...х1к_ 1) Ц а ^ р ^ .- . х . )  = 

= ... = <рл(р1)Ц а1,р 1х1])Ц а[,р ]хпх12)...\(а1,р 1х.]х.г ..х1к) = цхцг За умовою 

\р,\ = |<?,|, а з першо'1 властивост! маемо \рх\ = |ф//?,)|. Отже, |ф,(/?,)! = |̂ ,|, 

тому з урахуванням отриманого вище стввщношення доходимо висно- 

вку, що ф//?,) = <7Г 3. Доведения проведемо методом математично'1 шдук- 

цй за довжиною слова р2. База шдукци. Для [р2| = 0, тобто рг = е 

маемо ф р хр 2) = ф;(р,е) = ф'(р,) = ф »  = Ф » , ; ' ( е )  =

= ф>,)фГ(р2)- Якщо \р 2I = 1> тобто Рг=х] [ Х1еХ > то Ф > Л )  = Ф>|^) =
= Ф > ]Ж «|. Рхх) = у ‘{ р х)Щ (а., р х), х) = у р х)Ц ап, х.) = ф>,)ф''(х.) = 

= ф̂ '(/5, )ф̂ ,' (/?,)- Окр1м того, виконуеться стввщношення 8Ц , р хр2) = 

= &(ах, р,х) = 8(8(а,, /?,), х) = 8(8(0 ,, р ) ,  р 2). 1ндукцшний крок. Припус- 

Т1МО, ЩО ДЛЯ ВС1Х СЛ1В р2 довжини п (п > 1) виконуеться Р1ВЮСТЬ 

Ц>А(Р1Р2) = ф ^ ,)ф ’](Р2), де ап = 8(а,, /?,), а також, що мае мюце СП1В- 
вщношення Ъ(ах,р хр ^  = 8(8(ах,р^),р^. Розглянемо довшьне вхщне слово 

р  = р хр'2 для \р2\ - п + 1, тобто р 2 = РуХ, р 2еХ*, \р2\ = п та хеХ. Тод) после

дов но матимемо ф ‘А(рхр 2) = ф > ,р 2х) = ф;(р|р 2)^(а., р хр 2х) =

= 'Рл(Р1) (?А(Р2) Ц ^ ( а . , р 1р 2),х) = ф ;(р|)ф ;'0 2)Х,(8 (8 ( а |,/?1) , р 2), х) =

= Ф > , ) Ф ^ 2) Л)> Х) = Ф >1)ф>2Ж а,Т Р2Х) = Ф,'(Р,)Ф^2Х) =

= ф;/л)ф>;). 4. (а) 01011. (б) 100000. (в) 010100011. 5. (а) 00000.

(б) 101001. (в) 010100010. 6. Доведения проведемо методом матема- 

тично'1 шдукцп за довжиною слова 1) Для |н’| = 1, тобто м> = х. та 

х. е Х  маемо М(м>) = М(х. ), бо Ъ(а., н’) = 8(а., х. ). 2) Припустимо, що 

твердження виконуеться для вс1х сл1в довжини п (п>  1). Розгляне-



мо довшьне вхщне слово м>' = м>х: довжини п + 1, м> = х. х. ...х. \х:еХ. 

Доведемо, що М(м>') = М(м/)М(х). Елемент т.(м>') матрищ М(п') до- 

р1внюе 1 тод! й тшьки тод1, коли а. = 8(а., ту ). Вщповщний елемент 

матрищ М(м>)М(х) можна обчислчти за формулою р  = т п(ч’)т^(х) + 

+ т 12(м>)ту(х) + ... + т  .(м>)т ̂ х ) , де 5 = \Ц\. 1з властивостей матрищ 

переход1в випливае, що остання сума дор1внюе 1 тод1 й лише тод1, 
коли кнуе значения к, для якого т  (м')тк{х^ = 1, що р1вносильно 

т л(уу) ~ 1 й т к,(х)  = 1 або ак - 8(а., м>) \ а = 5(ак, х). 1з двох останшх 
сшввщношень маемо а = 8(8(а., м>), х,) = 5(а., м>х) = 8(а., м>'). 

Отже, р.. = 1 тод1 й лише тод1, коли а. = 8(а., и1'), тобто т^м>’) = р... Вра- 

ховуючи припущення шдукцй, отримаемо М(м>') = М(м>)М(х^) =

- М(х. )М(х. ) ••• М(х. )М{х). 7. Твердження можна довести методом ма- 

тематично! шдукцй за довжиною вхщного слова м> (див. попередню за

дачу).
7.3. 1. Вщношення невщр1знюваноеп сташв означено через р1в- 

шсть вщповщних вщображень, а вщношення р1вност1 рефлексивне, 

симетричне 1 транзитивне, тобто е екв1валентшстю. Рефлексившсть 

вщношення невщр13нюваност1 автомата випливае з того, що будь- 

який стан автомата невщр1знюваний вщ самого себе. Властивоеп си- 

метричносп1 транзитивное™ е безпосередшми наслщками означения 

вщношення невщр13нюваност1 автомата, а також симетричносп 1 

транзитивноси вщношення р1вност1. 2. Нехай у —  1Эоморф1зм автома- 

Т1в А ! 1 Аг. Для доведения твердження слщ довести, що для будь-якого 

стану а автомата А1 стани а та у(а) невщрпнюваш (див. теорему 7.1). 

Справедливкть даного твердження випливае також 13 того, що 13омор- 

ф^зм е окремим випадком гомоморфизму. 3. Наприклад, автомат 

А = (.X, У, V,, 8„ \), д е*  = {х}, У = {у}, Ц = {1}, 5,(1, х) = 1, V 1- *) = У 

1 автомат В = (X, У, 112, 82, Х2), де Ц  = {1, 2}, 82(1, х) = 2, 8,(2, х) = 1, 

Х2( I , х) = /Ц(2, х) = у. 4. Нехай у, 1 у2 —  гомоморфгзми автомата Л, на Л2 

1 на А3 вщповщно. Для доведения твердження достатньо показати, що 

для довшьного стану а автомата А2 стани а [ Ь = у2(с), сеу~\а) невщ- 

р1знюваш (див. теорему 7.1). 3 шшого боку, 13 теореми 7.1 випливае, 

що автомата А , 1А2, а також А^\АЪ невщр1знюваш.1з властивостей вщ

ношення невщр1знюваност1 автомата (див. задачу 7.3.1) отримаемо 

нев1др1знювашсть автоматов Л2 1 Ау

7.4. 1. Нехай 2  =  (X , У, д , 8', X’)  1 2 ' =  (X , У, 8", X "). Друга власти- 

вкть Х'(Ь, х) - Х"(г\{Ь), х) випливае з того, що Х\Ь, х) = ф*(х), 
Х"(г\(Ь), х) = ф̂ (х), Ь' = Ц(Ь), 1 з того, що стани Ь 1 Ь' невщр1знюваш. Ста-

ни Ь 1 Г)(6) невщр1знюван1, тому для вс1х х е Х  1 р е X ’ маемо ф*(х/з) = 

= ф^(хр), Ь' - Г)(Л). Звщси Х'(Ь, х ) ^ -  х)(р) = Х\Ь\ х)ф^"('’'' х)(р), тобто 

ф® <Л’ х)(р) = ц>рь ,х>(р). Це означае, що стан 8'(Ь, х) автомата 2 1 стан 8"(Ь', х) 

автомата 2' невщр1знюваю. Отже, виходячи з означения вщповщноси т), 

матимемо т\(8'(Л, х)) = 8"(ц(Ь), х). 2. Розглянемо мш1мальш та невщр1з- 

нюван1 автомата 2  = (X , У, 8', X') 1 2' = (X, У, (У, 8", X"), як! належать 

одному класу К. 1з доведения теореми 7.2 випливае, що кнуе бкктивна 

вщповщшсть г) м1ж множинами стан1в 0  1 @ така, що пари (Ъ, Ь')е Г| 

складаються з нев1др1знюваних стан1в. Згщно з попередньою задачею 

для Г| виконуються умови (7.6), тому т) е 13оморф13мом для автомат1в 2 \ 

2'. 3. Використовуючи метод доведения вщ супротивного, припуспмо, 

що автомат А = (X, У, I/, 8, X) не е мтмальним. Тод1 серед його стан1в е 

нев1др)знюван1. Застосуемо до автомата А процедуру, описану в доведен- 

Н1 теореми 7.2, 1 побудуемо вщповщний автомат 2  = (X, У, <2, 8', X'). Ос

кшьки 2еК\ |21 = \иЩ <\Ц, то отримуемо суперечн1сть стосовно припу

щення, що автомат А мае найменшу можливу кшьккть сташв серед устх 

автомата класу К.

7.5. 1. Для доведения леми 7.1 розглянемо довшьне вхщне слово р 

довжини 1,1<к. Додавши до нього будь-яке слово г довжини к-1, за умо

вою леми отримаемо ф ’А{рг) = ф\{рг). Зв1дси за формулою (7.4) 

фр г )  = ф'(р)ф^(г) 1 ф\{рг) = ф'(р)ф'1(г), де а.( = 8(а, р) й ац = 8(а., р). 

Виходячи з умов автоматност1 для вщображення ф ,̂ отримаемо 

|ф'(/?)| = \р\ = |ф'(р)|, отже <р'А(р) = Ф'А(р)- Справедлив1сть леми 7.2 випливае 

з того, що кожне вх1дне слово ре  X  мае певну довжину к, к = 0, 1,2, ... . 

Властивосп екв1валентност1 для />невщр1знюваност1 можна обгрунту- 

вати под1бно до того, як це було зроблено для вщношення невщр1знюва- 

ност1 станш (див. задачу 7.3.1). 2. Доведения проведемо методом матема- 

тично1 шдукцй. Нехай к = 1 та 2, *  б 2- Припустимо, що |2,| = 1. Це оз

начае, що будь-як1 стани а. й а. автомата А, а також стани а = 8(а., х) 1
а. = 8(а , х) для вс1х х е Х е 1-невщр1знюваними. За лемою 7.4 стани а. 1 а 

будуть 2-нев1др13нюваш, тому 2, = 0 2> шо суперечить умов1. Отже, 

|2,| > 2 = А + 1. Базу 1ндукцЙ доведено. Припустимо, що твердження 

сираведливе для к = п (п>  1) 1 виконуеться |2„+ ,| Ф 1б„ + 21- ^ останньо! 

нер1вност1 випливае, що |2„| * 1б„ + ,|, бо за теоремою 7.3 р1вшсть 

|2„| = 12„+ ,1 тягне |2„+ ,1 = 12„ + 2|- Отже, за припущенням 1ндукцЙ маемо 

|2„, ,| > « + 1. Як було показано вище, класи 2„ +, е пщкласами 2„, тому як-



ЩО б„ * б„ + ,, то |0л + ,| > |0я|. Отже, |2л + ,| > |0я| > и + 1, тобто 

|С?Л + ,| > и + 2.-3. Якщо таке слово р  кнуе, то вщповщш стани, очевидно, 

вщршповаш. Для доведения оберненого твердження припустимо, що 

для деяких вщр1знюваних сташв а. та а автомата А = (X , У, (У, 8, X) не к- 

нуе вхщного слова р  довжини не бшьше \ Ц - 1, для якого ф'(р) Ф <рА(р). 

Це означатиме, що стани а. й а. належать одному класу А-невщшнюва- 

ност1 для к= 1,2, I. Водночас з кнування вщпзнюваних станш

а та а. випливае, що ^ кФ ^ к+̂ для вс1х /с = 1,2, ..., |1/| - 1 (в шшому раз1, 
за теоремою 7.3 мали б бути невщр1знюваними вс! стани, що опишшися 

в одному клас1). Тод1 з твердження попередныл задач1 випливае нер1в- 

шсть |0(_ ,| > .V для ^ = \ Ц - 1, яка свщчить, що розбиття ^  , складаеть- 

ся з одноелементних шдмножин множини II, тому стани а. й а не мо

жуть належати тому самому класу. Отримана суперечшсть 1 доводить 

твердження. 4. Припустимо, що _, Ф ^ !, тод1 _ ,| 5: 5 (див. задачу 

7.5.2). Отже, класи розбиття | е одноелементними пщмножинами 

множини сташв С/, 1 уже не може бути пщрозбиттям для тобто 

<2, -!= б,- 5- Якщо стани а. та а невщргзнюваш, то вони, очевидно, будуть 

А-невщр1знюваш й для к = \Ц- 1. Навпаки, нехай стани а. й а автомата 

А = (X, У, II, 8, X) /с-невщр1знюваш для к = \Ц\ - 1.1з твердження поперед- 

ньоГ задач! 1 теореми 7.3 випливае, що (|СУ| — 1)-невщр13нюваш стани 

будуть взагал1 невщр1знюваними. 6. Сумщена таблиця шукаиого автома

та мае такий вигляд:

Ь/Х а . а2 а4 ая

0 а/0 а,/0 а/0 а/0 а/0 а/0

1 а/1 а/0 а/0 а/0 ап /0 ая ч/0

Стани ал_1 та ап е (п - 2)-невщр1знюваними, бо для будь-якого вхщного 

слова р  довжини п - 2 фА~'(р) = ФА(р) = 00...0. Водночас для слова 

н, = 11...1 довжини л-1 ф”"'(>»') = 00...01 1 ф”(^) = 00...00.

7. Припустимо, що стани а та а. автомата А = (X, У, I/, 8, X) невщр1зню- 

ваш. Розглянемо довшью вхщш слова и», н'|еХ ’. Тод1 ф^ту,) = 

= Ф#*'*',)- За формулою (7.4) = Ф ^ ^ ' Ю ,  де а = 5(а, 1
а = 8(а, н<). Звщси з урахуванням ршносп ф (̂н’) = фДи») матимемо

Ф̂ Чн-,) = фДи’,). Отже, стани а 1 а невщр1знюваш. Навпаки, нехай 

стани а ̂ = 8(а., м>) \ а  = 8(а, м>) иевщр1знюваш для довшьного ыеХ'.

Зокрема, ця умова виконуеться 1 для ч/ = е, тобто стани а. - Ь(а., е) 

1 а = 8(а, ё) невщр1знюваш. 8. Обгрунтуванням даного алгоритму е ре

зультат попередньо1 задачи якщо для сташв а. 1 а. автомата 

А = (X , У, V, 8, К) кнуе вхщне слово м>&Х*, для якого стани = 8(а, и-’) 

й а - 8(а , и') вщр1знюваш, то стани а. 1 а. також вщр1знюваш1 належать 

р1зним класам невщр1знюваност1. 9. (а) 6, = {а,, а6}, Ь2 = 

= {а2, а4, а5, а,}, Ьг = {а3}. (б) 6, = {а,, а3, а4}, = {а2, а5}, Ь} = {а6},

= {а7}. Вщповщн1 сумщен1 таблиц1 мшмальних автомат1в мають 

такий вигляд:

(а) (б)

Ь/Х К

х , 6/2 6,/2 Ь/2 6/1

Х2 ьр. 6/1 Ь /2 6/1

х> 6/1 6,/2 ь,п 6/2

ЫХ ь2

Х1 6/1 6/1 6/1

6/2 Ь/2 6/2

*Э Ь/2 6/1 6/1

10. (а) Побудуемо мгшмальш автомата 2, 1 22 для Ау \ А2. для автомата

А] —  Ъх — {а,, а5, а8}, Ъ2 = {а2, а9}, = {я3}, — {я4, а6, а7}, для Аг

с, =  { а , ,  а 3, а 4} ,  с 2 =  { а 2, а 5} ,  с 3 =  {а () ,  с4 = { а , } .  Сумпцеш таблищ мш1- 

мальних автоматов 1 2г мають такий вигляд:

6Д Ьг ь,

6/1 6,12 Ь/2 6,/2

*/1 Ь/ 1 Ь/2 6/2

Ь/2 Ь/2 6/1 6/1

8 А С, С2 с, С4

*1
С/2 с /2 с ,а с/1

С,/2 с/1 с /2 с/1

С/1 с /2 с/1 с,/2

Гомоморф1зм автомата А: на автомат 2,: у, = {(а,, 6,), (а5, 6,), (а8, 6,), 

(а2, 62), (а9, Ь2), (я,, Ь}), (а4, Ь ), (а6, Ь4), (а7, Ь4)}, гомоморф1зм автомата Л2 

на автомат 22: у2 =  {(а,, с,), (а3, с,), (а4, с,), (а2, с2), (а5, с2), (а6, с3), (а7, с4)}. 

Вщображення г| = {(6^ с4), (Ь2, с2), (Ь3, с3), (й4, с,)} е 13оморф1змом авто

мата 21 на автомат 2,. Отже, автомата Л, 1 ̂ 2 невщр1знюван1. (б) Побуду

емо мш1мальш автомата 2{ 1 22 для /4, 1 А2: для автомата /4, — 

Ь, = {а,, а4, а5, а6}, 62 = {а2, а}, а9}, Ь} = {а7, а8}, для автомата Л2 — 

С} — с2 — {#2, ^3, Я6}, с3 —* {#4, ^7}.



8 А С1 с2 с ,

* > с , /2 с,а
ф

*2 с ./ 1 с2л
ф

*3 с,' 1 С / 1
ф

5 Д * 2

Ь / 2 VI V2

* 2 VI V2 VI

*3 VI 6,/2 6 / 1

Принцип побудови гомоморф1зм1в у, 1 у2 див. у попереднШ задача Вщоб

раження Г) = {(&,, с,), (Ь2, с3), (Ь3, с2)} е 13оморф13мом 2] на 2у тобто авто

мата А 1 А2 нев1др1знюван1.
7.6. 4. (а) Результатом мш!м1зацн автомата Л1 е автомат 2,, у якому 

Ь{ = {а,, ау ар а8}, Ь2 = {а2, а9}, Ь3 = {а4, а6, а7}, а результатом мппмгзащУ 

автомата А2е автомат 22, у якому с, = {а,, а3, а4}, с2 = {а2, а,}, с3 = {а6, а7}.

В]дм1чен1 таблищ переходов автомат!в 2 ,12г мають такий вигляд:

2, 22

1 2 I

§, *2 6,

А,

*2 6,

К

^ 2 1 2 1

8 , с , С2 с з

*1 с , С, с ,

*2 с ! С, с ,

*3 С2 С, с з

Гомоморф13м автомата А1 на автомат 2,: у, = {(а,, 6,), (а3, 6,), (ар Ьх), 

(а8, 6,), (а2, 62), (а„, Ь2), (а4, 63), (а6, Л,), (а7, 63)}, гомоморфгзм автомата А2 

на автомат 2,: у2 = {(а,, с,), (а3, с,), (а4, с,), (а2, с ), (а„ с2), (а6, с3), (а7, с3)}. 

Вщображення Г| = {(Ьг с3), (62, с2), (63, с,)} буде 13оморф13мом автомата 2, 

на автомат 2,. Отже, автомати Л, 1 Л2 невщр1знюваш.

(б). Мш1М1зуючи автомат Аг отримаемо автомат 2,, у якому

6, = {а,, а4, а5, а6, ), Ь2 = {а2, ар а9}, Ъъ = {а7, а8}, а мйпм1зуючи автомат Аг, 

отримаемо 22, у якому с[ = {а,}, с2 = {а2, а3, а5, а6}, с3 = {а4, а7}. Вщм1че- 

ш таблищ переход1в автоматов 2Х 122 мають такий вигляд:

/  7'61 2

^ 2 1 2 1

» 2 с , С2 с з

с , с , С2

* 2 с , С2 С2

Х \ с , С ! С 1

I 1 2
8, К ь,

*2 ъ, Ьг
Л2 А, К

*2 Ь,

Принцип побудови гомоморф1зм1в у, 1 у, див. у попереднш задача Вщоб

раження Г) = {(/?,, с,), (Ь2, с3), (Л3, с2)} е 13оморф13мом 2, на 2,, тобто авто

мати А]\ А2 нев1др1знюваш. 5. Вщмхчеш таблищ переход1в шуканих ав

томата Мура мають такий вигляд:

(а)

ц - - - 1 2 2 1 1 1

5 К, V К *,2 К V V

ь п Ьг, К *2, К К V

2̂ К К V *,2 К К V V

(б)

и - - - 2 - 1 1 1 1 2

5 *2„ К К Кг V Ьгг V

К К К К V Ьп V V

2̂ *,2 К Кг *32 Кг V Ь\г V Ьгг

7.7.1. (а) Автомат Мш, що реал1зуе задане вщображення, перебувае 

в сташ 1, якщо двома останшми вхщними сигналами були 11, 

у сташ 2 — якщо 10, у сташ 3 —  якщо 00 1 в сташ 4 -— якщо 01. Його су- 

м1щена таблиця мае такий вигляд:

5 Д 1 2 3 4

0 2 / 1 3 / 1 3 / 0 2 / 0

1 1 /1 4 / 1 4 / 0 1 / 0

(б) Сумпцеш таблищ щуканого автомата для / = 0 та для / > 0 мають та

кий вигляд:

/ =  0 * />0
5 А 1 2 3 / / +  1 1 +  2 / +  3

0 1 / 0 2 / 0 3 / 0 1/0 /  +  2 / 1 /  +  2 / 1 / + 3 / 0

1 2 / 0 3 / 0 4 / 0 / +  1 / 1 / + 3 / 0 / + 3 / 0 / + 3 / 0

8 Д 1 2

0 1 /1 2 / 0

1 2 / 0 2 / 0

(в), (г) Нижче подано сум^щеш таблищ вщповщних автомата. Автомат

(в) перебувае в сташ 0, якщо поточна кшьюсть одиниць у вхщному сло- 

В1 дор1внюе 3к, у сташ 1 —  якщо вона дор1внюе 3к+ 1, у сташ 2 — як-



що ЗА: + 2, к = О, 1, 2, ... . Автомат (г) перебувае в сташ 1, 

якщо на його вхщ подано сигнал х(2( - 1), у сташ 2 —  якщо подано сиг

нал х(21) 1 попередшм вихщним сигналом був 0, у сташ 3 — якщо пода

но сигнал х(2() I попередн1м вихщним сигналом була 1.

(в) (г)

5Л 0 1 2

0 0/1 1/0 2/0

1 1/0 2/0 0/1

8/Х 1 2 3

0 2/0 1/0 1/1

1 3/1 1/1 1/0

(д), (е) Нижче подано сумщеш таблищ в1дпов1дних автомат1в. Автомат

(д) перебувае в сташ 1 у початковий момент часу, у сташ 2 — якщо по

передшм вх1дним сигналом був 0, у сташ 3 —  якщо попередшм вхщ- 

ним сигналом була 1. Автомат (е) перебувае в сташ 1, якщо на його вхщ 

подано сигнал х(3( - 2), у стан] 2 —  якщо подано сигнал х(3( - 2) 1 по

передшм вхщним сигналом був 0, у сташ 3 — якщо подано сигнал 

х(31 - 2) 1 попередшм сигналом була 1, у сташ 4 — якщо подано сиг

нал х(3() 1 попередшм сигналом був 0, у стан! 5 —  якщо подано сигнал 

х(3[) 1 попередшм сигналом була 1, / = 1, 2, ... .

(д) (е)

5/Х 1 2 3 4 5

0 2/1 4/0 5/1 1/0 1/0

1 3/0 4/0 5/1 1/0 1/1

8/Х 1 2 3

0 2/1 2/0 2/1

1 3/1 3/1 3/0

2. Нижче подано сумндену таблицю шуканого автомата. Авто

мат перебувае в сташ 0, якщо на його вхщ подано сигнал х(4/), у сташ 1

—  якщо х(4[ + 1), у сташ 2 —  якщо х(41 + 2), у сташ 3 —- якщо х(4( + 3), 
1 = 0 , 1, 2 , . . .  .

8/Х 0 1 2 3

0 1/1 2/0 3/0 0/0

1 1/0 2/1 3/1 0/1

3. (а) Позначимо а. = 8(0,, х*). Тод1 внаслщок сюнченност1 множини V

для посл1довност1 сташв а., а ., а . , . . . ,  а. кнуватимуть таю значения у та

I, що / = 1п 0 < / < / < Нехай'/1 ) —  найменпи числа, для яких викону-

ЮТЬСЯ Ц1 умови. Т0Д1 ф)(х/_/) е перюдом ВИХ1ДН01 П0СЛ1Д0ВН0СТ1 2, а ф|(х')

—  п передперюдом. Зауваження. Якщо автомат А не мш1мальний 1 вага 

його автоматного вщображення ф̂ 1 доршнюе р, то ва наведеш вище м1р- 

куванняматимуть мкце для послщовностс сташв а^, а , о.̂ , ...,а. ,р<в.

(б), (в) 1з доведения пункту (а) випливае, що довжина передперюду пос- 

лщовност1 г не перевищуе р - 1 (/ = р - 1, / = р), а максимальна довжина 

перюду доршнюе р  (/ = 0, / = р). Для зведеного автомата р = х. 4. 

Анал1зуючи розв’язок задач1 7.7.3(а), дктанемо, що сума довжин перю

ду 1 передперюду В1ДП0В1ДН01 ВИХ1ДН01 П0СЛ1Д0ВН0СТ1 дор1внюе 

\х'~’\ + |х'| = (/ -у) + у = /, 1 для / викону-еться I < р. 5. Нехай на вхщ авто- 

мата-перетворювача А = (X, У, V, 8, X) подано перюдичну послщовшсть 

вхщних сигналш V, м>еХ. Припустимо, що вага автоматного

вщображення ф| доршнюе р. Розглянемо послщовшсть сташв

а. - 8(а,, ш>г) 1 В1ДП0В1ДНУ послщовшсть залишкових вщображень фл' для

I = 0 ,1,2,..., р. 3 означения ваги випливае, що для ф  ̂кнуватимуть таю зна

чения у 1 /, що залишков1 вщображення ф^ 1 ф', збпаються або ж, що те са

ме —  стани а. \ а  невццлзнюваш, 0 <у < / < р. Тод1 за формулою (7.4) от

римаемо <7 = ф^уи'и'ил..и»...) = Ф^Ч^Оф^(^ Оф^(^ Оф^(^ Оф^С1̂  0 - Де

о = 8(о , и'7“О, о, = 8(а , м/1'1) 1 о, = 8(о, , и-'“0, г = 2,3, ... . Оскшьки
'I !/ 1 7  . г . . г -  1 . .

стани а. 1 а. невщрвнюваш, то невщрпнюваними оудуть 1 вщповщш ста- 

ни о. 1 а , у якх автомат А переходить пщ дкю того самого слова и>''' (див. 

задачу 7.5.7). Под1бш М1ркування обгрунтовують невщшнювашсть сташв 

а 1 о , я та о( 1 т. д. Отже, вщповщна вихщна послщовшсть д матиме 

вигляд Ш2 ...2 ..3., де и = ф'(у>у/) 12 = ф^и»1 6. Анал1зуючи розв’язання

попередньо1 задач1, д1станемо, що довжина перюду послщовност1 ц 

дор1внюе \г\ = = к(1 - у), а довжина передпер10ду — |и| = |ун-'| = с1+ к),

бо за умовою |н’| = к I |у| = с1. О скшьки для у та / виконуються нер1вност1

О <у <1<р, то максимальним значениям для р1знищ / -у е р  (/ = 0 й / =р), 

а максимальним значениям для у е р  - 1. Отже, максимальним значениям 

для довжини перюду послщовност1 д е рк, а для довжини передперю

ду—  <1+ к(р- 1).

7.8. 1. Таблшц переходш вщповщних автоматш мають такий вигляд. 

Для зручност! в них зам1сть стану о. записуемо тшьки його 1ндекс /. Зак

лючи! стани пщкреслено.



(а)

5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1Д /

х , 2 3 4 6 I / 9 10 10 / /

•V, / / 5 7 8 10 Р / / / /

(б)

8 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 /

х . 2 3 / 9 6 7 / / 10 / / /

Х2 / 4 5 / / / 8 / / 11 8 /

2. Автомат А' вщр1зняеться вщ автомата А тшьки тим, що множина його 

заключних сташв Г ' = Г и  {<аг,}, де ^  —  множина закточних стан 1 в ав

томата А. 3. Таблиця переход!в шуканого автомата мае такий вигляд. Зак

лючи! стани пщкреслено.

8 1 2 3 4 5 6 7 8 2 10

0 2 3 4 5 5 10 7 7 7 10

1 6 10 3 3 3 7 8 9 9 10

4. 3 означения задач1 7.2.6 випливае, що елемент т^м ’) матрищ М(м>) 

дор1внюе 1, якщо а. = 8(а., н'), 1 дор1внюе 0 — в шшому раз1. Тод1 коор

дината I. векторарМ(м>) дор1внюе 1, якщо а. = 8(13!, х\>), тобто якщо сло

во хг переводить автомат А 31 стану а, у стан а., шакше I. = О, 

/ = 1,2, ..., 5. Отже, рМ(м/у= 1 тод1 й тшьки тод], коли слово XV пере

водить автомат А з початкового стану а, у деякий заключний стан. Р1в- 

шеть рМ(хх’)/ = 1 в цьому раз! р1вносильна нер1вност1 рМ(хх’)/ *  0 або 

рМ(ы)/ > 0. 5. Припусимо, що кнуе сюнченний автомат А, який роз- 

П13Нае деяку непер10дичну ПОСЛЩОВШСТЬ ВХЩНИХ СИМВОЛ1В XV 1 ТШЬКИ

и. Розглянемо послщовшсть сташв а. = 8(0 ,, г|4(н')), к = 0, 1,2, ... . 

3 умови випливае, що вс1 стани а. заключш. Оскшьки автомат А сюн- 

ченний, то кнуватимуть так! значения у {/, що /. = 1р / < /. Тод: автома- 

т А розшзнае також перюдичну послщовшсть вхщних символ!в 

XV' = У2Г...2..., де V = х х ...х, 1 г = х х ...х . Цей висновок супере-

чить зробленим припущенням. 6. Доведения проведемо методом вщ суп

ротивного. Припуспмо, що под1я Р е зображуваною в деякому сюнченно- 

му автомат! А = (X, II, 8, а {, Г). Розглянемо послщовтсть сташв

а. = 8(а,, х Д  к = 0, 1,2,...; х {е Х .  31 ск1нченност1 множини станш I Iвип

ливае, що юнуватимуть таю числа / 1 /, що г =  1р / <  /. За умовою слова х !

1 х{* + 1)2 розшзнаються, а з р1вност1 сташв а. = 8 (а|; х ' ) !

а = 8Ц , х'2) випливае, що й слово х['2 + 2‘ + 0 також розшзнаються 

автоматом А. Отже, /2 + 2/ + 1 е квадратом якогось натурального числа I. 

1з нер1вностей /2 < /2 + 2/ + 1 < (/ + I)2 або I2 < I2 < (I + I)2 випливатиме 

хибний висновок, що кнуе натуральне число /, для якого К  К 1+ 1, /е Л'. 

Отримана суперечшсть спростовуе зроблене вище припущення. 7. (а) 

Позначимо через х; вхщний сигнал, що вщповщае букв1, х2 —  вхщний 

сигнал, що вщповщае цифр1, 1 через х3 —  вхщний сигнал, що вщповщае 

будь-якому 1ншому символу вхщного алфав1ту. Таблицю иереходш вщ

повщного автомата наведено нижче (заключний стан автомата —  2). (б) 

Позначимо через Ц вхщний сигнал, що вщповщае цифр!, через 3 —  сиг

нал, що вщповщае знаку (+ або -), через К — сигнал, що вщповщае крап- 

щ (ком1) м1ж цшою та дробовою частинами числа, 1 через I —  сигнал, що 

вщповщае будь-якому шшому символу вхщного алфавпу. Таблиця пере- 

ход1в автомата мае такий вигляд (заключи! стани — 4 та 5).

(а) (б)

8 1 2 3 4 5 6

Ц 4 4 5 4 5 6

3 2 6 6 6 6 6

К 3 3 6 5 6 6

I 6 6 6 6 6 6

8 1 2 3

2 2 3

*2 3 2 3

*5 3 3 3

(в) Простим арифметичним виразом вважатимемо вираз, у якому опе

рандами е щентифжатори або константи, операциями —  деяю бшарш 

операци, а вкладешеть дужок —  не бшыые 2. Позначимо через х{ опе

ранд, х2 —  л1ву дужку (, х3 —  праву дужку ) 1 через х4 —  знак бшарноТ 

операцп. Таблиця переходов автомата мае такий вигляд (за- 

ключними станами е 4 та 9).



6 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

2 14 4 14 6 14 В 14 14 11 14 13 14 14

5 14 5 14 10 14 11 14 14 14 14 14 14 14

X, 14 14 14 14 14 14 14 9 14 14 14 14 14 14

Х4 14 3 14 3 14 7 14 7 3 14 12 14 12 14

(г) Коментарем вважатимемо послщовшсть символ1в, щ о мае такий виг

ляд: /* <  текст коментаря > */. Позначимо через х, символ /, через хг 

символ * 1 через хъ —  довшьний символ, В1дмшний в!д / 1 *. Таблиця ав

томата мае такий вигляд (заюпочним станом е стан 5).

6 1 2 3 4 5 6

х, 2 6 3 5 3 6

х. 6 3 4 4 4 6

х, 6 6 3 3 3 6

7.9. 1. Нехай xVеР^ => к  = и',*'.,, и>{еР , м-2е 0  = и ^ 2, и^еЯ,

е 5 => xVе Я5. Обернене твердження не е справедливим. Наприклад, для 

Р = {Ю}, б  = {0Ю}, К = {1, 01}, 5 = {0010, 11}, X  = {0, 1}.

2. Р = {0}, 0  = {1, 00, 101, 111, 1000, 10111}. 3. (а) Якщо xV&Рк^^, то 

XV е Р  або 0. Кожен елемент у, що належить одночасно Р  1 <2, у л!вШ

частит \Р и  0[ пщраховуеться один раз, а в правш частиш \Р\ + \0\ ДВ1- 
41. Отже, кшьюсть елеменпв у /’ и  0  не перевищуе кшькост1 елеменпв у 

Р I В 0. Р1ВН1СТЬ виконуеться ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли Р о б  = 0 . (б) Од- 

не й те саме слово XV&Р^ можна утворити, взагал1 кажучи, з бшьше н1ж 

одше! пари сл1в, що належать Р та <2- Наприклад, 0110 = м>]ы1 для и», = 0

1 хч1 = 110, и-, = 01 1 и'2 = 10 та ш. Тому в множит Р() сл1в не бшьше шж 

\р\\0\. Р1ВН1СТЬ виконуеться ТОД1 Й ТШЬКИ ТОД1, коли кожне слово 3 Я2  мож

на утворити не бшьше н!ж одним способом 31 СЛ1В подШ Р 1 (). 4. (а) {е, 

аЬ, Ъ, аЬаЬ, аЬЬ, ЬаЬ, ЬЬ, аЬаЬЬ, аЬЬаЬ, ЬаЬаЬ, аЬЬЬ, ЬаЬЬ, ЬЪаЪ, ЬЬЬ, аЪЪЬЪ, 

ЬаЬЬЬ, ЬЬаЬЬ, ЬЬЬаЬ, ЬЬЬЬ, ЪЪЪЪЪ). 5. (а) 8. (б) 29. (в) 2 . 6. (а), (б) 

Р = {011, 101}. Не юнуе. Якщо <2= {^р ^  •••> ^г) —  множинавс1х шес' 
тибуквених сл1в 13 Р', то множина ВС1Х дванадцятибуквених сл1в поди Р 

мктить у соб1 множину {XVмг. | /,_/ =1 ,2 , кшьюсть елеменпв у яюй

не менша вщ |0 7. Якщо и-е Р\ то слово уу е результатом конкатенацп

ДеЯКИХ СЛ1В 13 Р. Оскшьки Р с  2, то И>6 @ . 8. Оскшьки Р  с  0  то Р' с  0  

(див. попередню задач}'). Сдине слово, яким В1др1зняються поди Р та 0

—  це слово аааа. Однак воно може бути утворене в результат! конкате- 

нацн сл!в аа 1 аа, що належать Р. Тому вс1 слова з 0  можна утворити за 

допомогою конкатенацп 31 слш поди Р. Отже, 0  с  Р ’. 9. /* с  Й  тому 

Р" с  б*- Водночас ааае 0 ,  однак слово ааа не можна утворити за 

допомогою конкатенацп 31 СЛ1В подп Р, тобто ааа<& Р\ 10. (а) Див. 7.9.8. 

(б) Р  = {аа, Ьа, ЬаЬа}, О. = {аа, Ьа, аааа}, дал1 див. 7.9.8. 11. (а), (б) Нехай 

\Х\ > 1 1 аеХ. Тод1 обидва стввщношення виконуються для 

Р =  {ак \ к = 0, 1, 2, ...}. 12. (а) Неважко переконатися, що в будь-якш по

ди Р е неподшьне слово XV, тобто слово, для якого не кнуе СЛ1В а, 1еР, 

В1ДМ1ННИХ вщ порожнього слова е 1 таких, що и< = $1. Нехай XV —  непо

дшьне СЛОВО дано'1 ПОДИ Р. ТОД1 ЗГ1ДНО з умовою УУбР2. 

Останне стввщношення можливе лише тод1, коли ее Р. (б) Методом 

математично1 шдукци можна довести, що Р" = Р для вс1х 

пе N (використати результат задач! 7.9.1). Тод1 матимемо 

Р — {е}и/’и />2и / >3и ... = {е}иРи/эи / >и ... - {е}иР. Враховуючи 

твердження попереднього пункту, отримаемо рхвшсть Р' = Р.

13. Покладемо Р={а},<2={Ь} для алфавитуХ =  {а, Ь). Тод: аЬе(Ри0\  

однак аЪ&Р' и 0 .  Необхщною й достатньою умовою виконання дано'1 
р^вност! е Р с  2  або <2 с  Р. С правд!, нехай мае М1сце р1вшсть 

( Р и 0 *  = Р' и  б*, однак не виконуеться жодне з включень, тобто юнуе 

аеР  1 а « б  та 0  1 Ы Р . Тод1 аЬе(Ри ())', але аЬ еР 'и0*, бо аЬ& Р' 1 
айёб*- Навпаки, нехай Р с  Тод1 Рк^^ = ^ ,  Р' \

Р' ̂  б* = б* = (Р и  О) ■ Под1бн1 М1ркування можна провести й у раз1, коли 

^  с  Р. 14. Р = {е, ааа, ааЬ, аЪа, аЬЬ, Ьаа, ЬаЬ, ЬЬа, ЬЬЬ}. 15. Нехай 

р, деР'. Тод1 реР к 1 деР"' для деяких цших невщ’емних к \ т. Звщси 

рдеРк+"', тому рд<= Р . 16. Нехай 2  —  подш, замкнена вщносно конкате- 

нацй, тод1 О1 с  Звхдси 0  с  0  для ВС1Х кеМ, отже 0 =  0. 3 умови 

Р  випливае Р с  0  (див. 7.9.7). Отже, Р  с  17. Безпосередньо з оз

начения замикання випливае, що [71] = Р и Р 2'иР3и ... . Отже, [Р] = Р .

18. Найменшою множиною, що мктить Р 1 замкнена вщносно конкате- 

нацй, е [Р] (див. означения замикання множини в розд. 2.5). Тод1 
за результатом попередньо\' задач! Р '=  [Р]. 19. (Ри  0 .

20. (а) Ги(ГОГоГОГ)* . (б) 0*10*10*10*. (в) {0,1}*(00и 11).

(г) (01)*00(10)*и(10)‘ 11(01)*. (д) (0и01 и011)*и(0и 10и 110)*и  (Ои 

и01 и  101)*и(0и  10и 101)*. (е) (0*10*10*)*. (е) Х в0Х\ (ж) П Х 2.



(з) Р и 1Р и Р 0и 1Р 0 , де Р = (01)*. (и) (Г(ОО)Т)*. 21. 3. м е Р ^ и Т )  о  

<=> XV = м>^2, xVxеР, м>2е (?и Г  <=> XV = хг^2, хг:еР , (хг2е б  або хг2еТ) о  

<=> XV = и'1м>1, ((н,]е />, хг2е 0  або (и\еР, хг2е 7)) <=> хге Р(3 або xVеРТ <=> 

<=> хке Р ( )и  РТ. 5. Якщо хге (Р ’У , то V е результатом конкатенацп 

ДеЯКИХ СЛ1В XV ̂  XV 2, ..., XV к<Е Р ’ . У СВОЮ Чергу, КОЖНе СЛОВО XV.,

/ = 1, 2, ..., к е результатом конкатенацп сл1в 13 Р. Отже, хуеР'. Обер

нене включения випливае з означения операци хтерацп. 7. РР' = Р , 

тому {е} и РР ' = Р ' . 9. Використовуючи означения 1терацй та власти- 

вост1 1-4 операци об’еднання 1 конкатенацп, кожен 13 даних 

вираз1в можна перетворити до вигляду и Р '0  'Р 2(3 2... Р  "0 ", 

де об’еднання здШснюеться за вс^ма м о ж л и ви м и  наборами 

к , /и,, к2, пг2, ..., кп, т п невщ’емних цших чисел, п = 1, 2, ... . 22. Да

на под1я складаеться з ус1х сл1в в алфавт {а, Ь}: (а) що починаються з 

а\ (б) що мають парну довжину; (в) у яких р1зниця м1ж юлькостями вход- 

жень символ1в а 1 Ь е парною; (г) яю заюнчуються або на а, або на аЬЬЬ;

(д) яю утворюються з а 1 ЬЬ та починаються з а\ (е) яю мктять однакову 

юльюсть фрагментов о* 1 Ь', де к, I —  непарш числа, а також 13 иорожньо- 

го слова е\ (е) яю утворюються 13 фрагмента «* та Ь1 для непарних к [ I, 

та з порожнього слова е. Непорожш слова починаються з фрагмента Ь’”, 

за яким слщуе однакова кшьюсть о41Ь1; (ж) утворених з аа 1 Ьа, та порож

нього слова е. 23. Множина сташв (7= {1,2,3,4, 5}, 1 —  початковий стан,

5 —  заключний стан. Функцио переход1в задамо такими сшввщношення- 

ми: 8(1, а) = 8(2, а) = 8(3, а) = 2, 8(1, Ь) = 8(4, Ъ) = 1, 8(2, Ъ) = 3, 8(3, Ь) = 4, 

8(4, а) = 8(5, а) = 8(5, Ь) = 5. 24. Позначимо подио, яку задае регулярний 

вираз у Л1В1Й частши р1вност1, через Р]У а подио право! частини —  через 

Р2. (а) Р2 —  це множина вшх сл1в в алфавт {а, Ь), тому Р  с  Р . Нехай 

\1>еРг Розглянемо два випадки: слово XV мктить пщслово аЪ \ протилеж- 

ну ситуацио —  слово XV не мктить шдслово аЬ. У першому випадку 

XV = и\аЬх\>2, де XV,, XV2е {а, Ь}’ = Р2, а в другому —  XV = Ькс1, к, 1 = 0, 1,2,..., 

тобто VI’€ {Ь}" {а}'. Отже, Р2 с  Р  , тому Р} = Р . (б) хх’Е Р х » №  = (аЬ)ка, 

к = 0, 1, 2,... , <=> XV = а(Ьа)к, к = 0, 1,2, ... <=> хуеРг (в) Р } с  Р2 (див. (а)).

3 шшого боку, оскшьки {а, Ь} с  {а}*и{6}, то Р2 с  Р х (див. 7.9.7).

(г) и’е Р̂  о  XV = (ак'Ь)(а‘2Ь)...(ак"Ъ)аг\ к{, к2, ..., кт, п = 0, 1, 2, ... 

« и > = ̂ \Ь^2)(Ь^)...(ЬсГ), кх,к2, ...,кт,п = 0,1,2, . . .  ^ х у е Р 2.(р )Р 2^ Р 1, 

бо ееР] [ {а, ЬЬ} 'аас: {{а, ЬЬ}' аа}’ . Нехай хуеРг Тод1и; = еабо ч> = у>хаа, 

де XV1 —  слово, що складаеться з а 1 ЬЬ. Анал1зуючи регулярний вираз у

правш частиш, доходимо висновку, що >уе Ру (е) Будь- 

яке слово з Р 1 \ Р2 мае вигляд с/, к = 0, 1, 2, ... . (е) Див. (г),

(ж) хх,е Р 1 <=> XV = аа'(Ьа)"1 а*2(6а)”2...а"(Ьа')""Ь, к., т. = 0, 1, 2, ...; 

/ = 1, 2, ..., п <=> XV = а а 1 Ь(а{Ьа) '1 ' а 2(Ьа')2... ак"(Ьа)'""Ь), к., лг. = 0, 1,2, ...; 

/ = 1, 2, ..., п О  XV = аак'Ь(аЬ)т' 'а а 2Ь(аЬ)"'2 Уа а 3Ь...аа"Ь(аЬ)"" ', к. > 0, 

т. > 1, / = 1, 2, ..., п <=> ху&Р2, бо аа 'Ье {а} {а}‘ {Ь} 1 (а Ь , 

ааЪ е({а}{а}'{Ь})', г = 1, 2, ..., п. 25. Позначимо подио, яку задае вираз 

у Л1В1Й частин1, через Р {, а подйо з право! частини —  через Р2.

(а)Р х = Р2, б оxVеР  ̂<=>ху = (аЬ)к'ат 1 {аЬ)2а"2...а п(аЬ')"а, к., т. = 0, 1, 2,...; 

/ = 1, 2, ..., п о  XV = а(Ьа)к[а "1 {Ьа)2а 2...(Ьа) ", к., т. = 0, 1, 2, ...; 

/'= 1, 2, ..., п <=> ■п’е Р 2. (б) Р { *  Р2, бо е<&Р{ 1 ееРг (в) Див. (б), (г) Р { Ф Р2, 

бо Ьае Р х \ ЬаёР2. (д) Р2<^Р{. Навпаки, нехай xVеР|, тод1

XV = ак'Ь"''ак2Ь"'2...ак"Ь"'", к., т. = 0, 1, 2, ...;; = 1, 2, ..., п. Неважко переко- 

натися, що XVе {аУ[{Ь} {а}*)*, тобто и’е Р2. (е) Рх —  це под1я, що склада

еться з ус1х сл1в у алфавт {а, Ь}, яю починаються з а або з Ь, а також по

рожнього слова е. Отже, Р. = Рг

7.10. 2. (а) Джерело складаеться з початково! 1 заключно! вершин 5 1 
Р та десяти вершин у0, ..., у(). У кожну з вершин V. з початково! верши

ни 5 веде порожня дуга. 1з вершини V. у вершину V веде 9 дуг (петель), 

позначених цифрамиз множини {0, 1,..., 9}\{/}, а з у Р~веде дугаз вщ- 

м1ткою /. (б), (в). Таблищ джерел зображено нижче. Початковими верши

нами джерел е 1. Заключними вершинами для джерела (б) е 7, а для дже- 

рела (в) —  3, 4, ..., 9.

(Ф (в)

5 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 2 2 4 5 6 7 8 9 2

1 3 3 3 3 3 3 3 3 3

5 1 2 3 4 5 6 7

0 2 7 - - - 7 -

1 1 3 4 5 6 3 7

6. (а) Шукане джерело I) побудуемо, використовуючи граф С  автома

та А, що зображуе мову Ь: змшимо напрямок ус1х дуг у С  на проти- 

лежний, додамо до О нову вершину у0, яку вважатимемо початковою 

вершиною О, 1 з’еднаемо и порожшми дугами з ус1ма заключними 

станами А. Заключною вершиною И е початковий стан А. (б) 

Див. (а).



7.11. 1. (а) Множина сташв и  = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Початковий стан

—  1, заключш —  2, 4, 5. Функцно переход1в задамо такими сшввщно- 

шеннями: 8(1, а) = 8(2, Ь) = 2, 8(1, Ь) = 8(4, Ь) = 3, 8(2, а) = 8(4, а) = 

= 8(5, Ь) = 8(6, а) = 8(6, Ь) = 6, 8(3, а) = 4, 8(3, 6) = 8(5, а) = 5. 3. До 

джерела О  слщ додати порожню дугу, що веде з початковоТ вершини 

у заключну. 4. До джерела О  додати нову вершину и-' 1 провести дугу О 

13 початково! вершини у и> та дугу 1 13 и’ у заключну вершину. 5. Мно

жиною вершин джерела И с {1,2, ..., п + 1}, вершина 1 —  початкова, 

а вершина п + 1 —  заключна. Дуги джерела О  задамо за допомогою та

ких сшввщношень: 8(1, 0) = 1, 8(1, 1) = {1, 2} 1 8(/, 0) = 8(/, 1) = / + 1 

для 1 = 2, 3, ..., п. Для формального обгрунтування того, що О —  шу- 

кане джерело, слщ довести шдукщею за довжиною вхщного слова \г 

так1 два твердження: 1) шлях, що вщповщае довшьному вхщному сло

ву р, веде в джерел1 О  з вершини 1 у вершину 1; 2) шлях веде у дже- 

рел1 О  з початково!" вершини 1 у вершину / + 1 тшьки тод1, коли йому 

вщповщае вхщне слово в якому /-й символ вщ кшця е 1.

6. Детермшоване джерело (синченний автомат) А, що зображуе подйо Р, 

мае за допомогою свогх вершин (сташв) “запам’ятовувати” вс12" можли- 

вих комбшацш останшх п символ1в вхщного слова. Отже, воно мкти- 

тиме щонайменше 2" вщповщних вершин. В шшому раз1 кнуватиме 

стан а, в який А потрапляе пкля появи на його вход1 двох р1зних слш

= ххх2...хп 1 м>2 = у 1у2...уп в алфавт {0, 1}. Оскшьки и», ^  м>2, то кнуе 

такий шдекс к, що хк Фук, к=  1, 2,...., п. Припустимо, що хк = 1 тъук = 0. 

Якщо к~\,юм>хе Р  \ м>2€ Р. Отже, стан а мае бути одночасно заюпочним

1 незаключним. Якщо ж к > 1, то розглянемо стан Ь, у який автомат А 

потрапляе 31 стану а шсля подання слова 0*" *. Знову отримаемо супе- 

речнкть, бо стан Ь, у який ведуть в А слова м̂ О* 1 1 м>20к~113 початково- 

го стану, мае бути й не бути заключним, тому що м̂ О* 'е Р  \ м>20к~'ёР.

7. Шуканий скшченний автомат можна отримати в результат! детермш!- 

зацп джерела, що зображуе подпо Р 1 (див. 7.10.6 (а)). 8. 11.

7.12. 1. (а) е и  х^(х2 и  х1х|)*х1 и  (хг и  хх(х2 и  х1х])*х|х2)(л:1 и  х2(х2 и  

и  хххх)'ххх2) (е и  х, и  х2(х2 и  хух $х [е  и  х2)). (б) х|‘х2(х7х|’х2) (е и  

и  х ^х ^х 'х ^ ’х^) (х^^х^)'}. 2. Умови задач1 задовольняють там ав

томата: Ах = (В, V, 8, а х, Г), А2 = (В, V, 8, ах, 1ЛР). 3. Спочатку слщ побу

дувати скшченний автомат А = (X, V, 8, а , Г), що зображуе по- 

дпо Р. Шуканим автоматом буде А' =(Х, V, 8, ах, 1ЛГ). 4. (а) Ь(а и  Ь)' а.

(б) (а и  Ь)"аа(а и  Ь)'а. (в) ЬЬ(а и  Ь)’ . (г) 0. (д) а. (е) 0. (е) (аЬ*)' а.

(ж) (Ьа и  ЬЬ)(аа и  аЬ и  Ьа и  ЬЬ)’ . 5. (а) 0(00и01 и  10 и  11)’ . (б) Нехай 

г = (00 и  11)*. Тодг д = г((01 и  10)г(01 и  10))* г задае подш, що скла- 

даеться 31 сл1в у алфавт {0, 1}, яи мктять парну кшьюсть нул1в \ 

одиниць. Шуканий регулярний вираз мае вигляд с/к/, (в) с/0д (див.

(б)). 6. Множина сташв 11= {1, 2, 3, 4}, 1 —  початковий, 3 —  заключ- 

ний стани. Функщя переход1в задаеться такими сшввщношеннями: 

8(1, а) = 8(2, а) = 8(4, а) = 8(4, Ь) = 4, 8(1, Ь) = 2, 8(2, Ь) = 8(3, а) = 

= 8(3, Ь) = 3. 7. Регулярна под1я Р, зображувана в скшченному авто- 

май А з п станами, е нескшченною тод! й тшьки тод1, коли в граф] авто

мата А е маршрут М, що веде з початкового стану а х у деякий заключний 

стан а}\ мктить у соб1 цикл Т.. У свою чергу, маршрут М 1 цикл 2 мктять 

у соб1 в1дпов1дно гфостий ланцюг I ,  що веде з а ( в ар ! простий цикл С, 

який мае з Ь спшьну вершину. Довжини Ы  С  не перевищують п - 1, то

му в граф1 автомата А кнуватиме маршрут, що вщповщае слову №зР, 

довжина якого задовольняе нер1вност1 п < |н’| < 2п. Навпаки, нехай дана 

подш Р мктить слово IV довжини, не меншо'1 п. Тод] у вщпов1дному мар

шрут! М  деяка вершина (стан) з’являеться бшьше одного разу, 1 в!Н ма- 

тиме вигляд ах, (ах, Ьх), Ьр (Ьх, Ь2), ..., Ь., ..., Ь., (Ьх, Ь1 + 1), а;. Нехайр,

—  слово, що вщповщае дшянщ маршруту М, яка веде з а х в Ь., р  — сло

во, що вщповщае переходу з Ь1 в Ь., 1 р 2 —  слово, яке забезпечуе перехщ 

13 Ь: в аг Тод1 вс1 словар хркр2, к = 0, 1,2, ... , переводять автомат А з по

чаткового стану ах у заключний стан а , тому належатимуть Р. Отже, по

дш Р  неск1нченна. 8. Сл1д перев1рити вс1 слова \г у вх1дному алфавт за- 

даного автомата А, довжини яких мктяться в д1апазош вщ п до 2п. По- 

Д1я , зображувана в А, буде нескшченною в тому й тшьки тому раз1, коли 

принаймш одне з цих СЛ1В переводитиме автомат А з початкового стану 

в заключний (див. попередню задачу). 9. Див. доведения достатносп в 

задач1 7.12.7. 10. (а) Припустимо, що подш Р  регулярна. Тод! вона задо

вольняе “лему про накачку”, 1 для достатньо великого к слово = <$Ьк 

можна подати у вигляд1 и = р хрр2 так, що р хр"р2е Р для Вс1х п = 0, 1, 2, ... . 

Слово и можна записати так: а1(ак~1Ь'")Ьк~"‘, дер х = с/,р = с^~'ЬГ,р2 = Ьк~"‘,

I, т  = 0, 1, 2, ..., к. Однак для будь-яких припустимих значень /1  т  сло
ва с1(с/~ 1Ь'")"Ьк~для вс1х п = 0, 1, 2, ... не можуть мати вигляд а'Ь', тоб

то належати поди Р. (б)-(е) Див. (а), (ж) Под1я Р задовольняе “лему про 

накачку”, колир х = с/ \р = а тар 2 = Ь‘. Припустимо, що Р —  регулярна



та зображувана в автомат! А з п станами. Розглянемо слово н> = с̂ Ъ' щех 

поди, у якому к> 1> п. Год1кнуватимуть так1 значения 11 я (0 < г < я < п), 

що слова с/ 1 а ' переводять автомат А з початкового стану в той самий 

стан. Це означатиме, що разом з и» поди Р мають належати слова 

и = о*“(>-п"Ъ' для т  =  1, 2,... 1 к > (з - 1)т. Отже, кнуватиме значения т, 

для якого и е.Р, ит = аЪ‘ \ г < I, що суперечитиме означению поди Р.

11. (а) ПрипуСТ1МО, що под1я Р регулярна 1 зображувана в сличенному 

автомат! А. Розглянемо послщовшсть сташв Ь., у яю А переходить !з по

чаткового стану при подач1 на його вхщ сл1в а ', де р {,р 2, • ••,/>„, —  пос-

лщовнкть ус1х простих чисел. Остання послщовшсть несюнч^нна, тому 

кнуватимуть так1 значения / 1 / (/ < /), що Ь. = Ьг Тод1 ВС1 слова
Р: + (/>/ - />,)«' . /

ит = а 7 1 переводитимуть автомат А з початкового стану в стан о.,

який за означениям поди Р не е заключним, тому итЧР  для т  - 1, 2, ... . 

Однак для т  = р. слово ите Р. Отримана суперечшсть спростовуе припу

щення про регулярность поди Р. (б) Будь-яке слово поди Р можна запи

сати як а1"', де т  — просте число, а 1 = 2,3, ... . Для /> 2 кожне таке сло

во можна перетворити до вигляду р хрр2, де р х = р  = р"\ р 2 = о'"(/_2) 1 р ]ркр 2 

належатиме Р для ВС1Х к = 0, 1,2,.... 12. Неважко довести виконання ВС1Х 

трьох властивостей екв!валентност1 для вщношення Р. Для доведения 

другого твердження припуст1мо, що под1я Р регулярна. Тод1 кнуе авто

мат А = (X, I/, 8, ах, Р), що зображуе Р. Розглянемо вщношення К' на мно

жин! X *: (V, и>)еР' <=> 8Ц , у) = 8(0 ,, и1). Р' —  екв1валентшсть ! кнуе 

взаемно однозначна вщповщшсть /  М1Ж фактор-множиною Х '/Р ' \ мно

жиною сташв II автомата А. А саме, класу екв!валентност1 [у]ё1*/Р' /  

ставить у вщповщшсть стан ае  II, у який автомат А переходить 13 почат

кового стану а х пщ дкю ВС1Х шив 13 [у]. Отже, Х '/Р ' —  ск1нченна множи

на. Доведемо, що Р' = Р: ( у ,  м>)е К' <=> 8(ах, у) = 8(а,, м>) о  8(ар VI) = 

= 8(а,, л\’() для будь-якого 1&Х" <=> ((5(а|; у 1)еР I 8(а,, м’1)ер ) або 

(8(а,, у1)Ч Р  \ 8(а,, н7)ё Р) для 1еХ') о  ((у/еР 1 \\пеР) або (у/ё Р  та Р) 

для /еХ*) <=> ( у ,  и’)е К. Навпаки, припуспмо, що для даного вщношення 

Р фактор-множина Х '/Р  —  скшченна. Розглянемо сюнченний автомат 

А = (X , Х '/Р , 8, [е], Р), у якому функцио переход1в означено сшввщно- 

шенням 8 ([у ], х )  =  [у х ], а Р  складають класи еквшалентност!, що мютять 

ус1 слова поди Р. Оскшьки 8([е], и>) = [м>], то автомат А допускае вс1 сло

ва з Р й тшьки ц! слова, тобто зображуе подио Р. 1з теореми 7.12 випли

вае, що П0Д1Я Р —  регулярна. 13. (а) Якщо Р ^  Р2 —  регулярш поди в ал

фавт X, то Р\.Р-: = Р1п Р 1. Множина регулярних подш замкнена щодо оие-

рацш доповнення 1 перетину, тому Р {\Р2 —  регулярна под1я. (б) А Р2 = 

= (Рх\ Р2) и  (Р2'\ Р {) (див. (а)). 14. Твердження можна довести 1ндукцкю за 

означениям регулярно! поди. При цьому слщ обгрунтувати 1 використати 

таи спшвщношення: рг(Т31 и  Р2) = рг.(/»,) и  рг(Р2), рг//5,/5,) = рг(/’|)рг(Р2), 

Р^(Р’ ) = (рг/,)’ ,

1=\,2,РХ\Р2 —  пода в алфавт X. 15. (а) Р = {а"Ъ" \ т, п = 0, 1,2, ...} — 

регулярна под!я, заданарегулярним виразом а Ь ', <2= { с1Ь‘ \к> 1} —  не

регулярна под1я (див. 7.12.10(ж)). Р и  2  = К. (б) Р = {аЬ}, ^  = {акЬк \ 

к = О, 1, 2, ...} (див.7.12.10(а)). 16. Оскшьки скшченна подш 5 —  регу

лярна (див. теореми 7.7 1 7.12), а множина регулярних подШ замкнена 

вщносно операшй об’еднання 1 р!зниц1, то поди Р и  5 1 Р\$ —  регуляр

на 17. (а) Припустимо, що под1я —  регулярна! автомат А зображуе 

цю подио. Вилучимо з множини заюпочних сташв автомата А стани, у 

як1 ведуть слова 31 ск1нченно'1 множини 5 \ 0. Отримаемо автомат А', що 

зображуе подш <2, а цей висновок суперечить умов1 про нерегуляршсть 

2- (б) Припустимо, що б  \5 — регулярна под1я. Тод1 под1я 
(2 \5) и  5=  2  ^  5 також регулярна (див. 7.12.16(а)). Отриманий висно

вок суперечить твердженню попереднього пункту. 18. Справедливкть 

твердження випливае 13 замкненост1 множини регулярних П0Д1Й в1днос- 

но теоретико-множинних операщй об’еднання, перетину 1 доповнення. 

Отже, виконуватимуться вс1 акс10ми булево!' алгебри (див. розд. 2.7).

7.15. 4. Якщо А \А2 —  ск!нченн1 автомати, що зображують поди Р { 1 
Р2вщпов1дно, то паралельне сполучення автомат1в А} \ А2 зображуе по- 

дио Р { х Р2.
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екв1валентш 371 

рхвносильн1 371 

Вислщ 94

Висловлювальна форма 119 

Висловлення 

елементарне 94 

зм1нне 95 

1стинне 95 

просте 94 

складене 96 

хибне 95 

Висловлення 

несумюш 102 

СУМ1СН1 102 

Висновок 94 

1МПЛ1каци 101 

Вщношення 42 

антирефлексивне (1ррефлексивне)

45

антисиметричне 45 

бшарне (двом1сне) 42 

екв1валентносг1 48

конгруентносп за модулем 48 

обернене 44 

одном!сне 42 

порядку 51

—  досконалого (лш1Йного) 52

—  часткового 51

—  нестрогого 51

—  строгого 52 

рефлексивне 45 

симетричне 45 

толерантне 46 

транзитивне 45 

унарне 42 

и-арне 42 

я-мюне 42

Вщображення 21 

автоматне 340, 357, 363

—  залишкове 363 

б1ективне 22 

взаемно однозначне 22 

гомоморфне 70 

13оморфне 71, 151 

каношчне 50 

монотонне 207, 244 

природне 50

Вщповщшсть 19 

биективна 22 

взаемно однозначна 22 

всюди визначена 21 

д1агональна 22 

ш ’ективна 22 

обернена 21 

сюр’ективна 22 

функцюнальна 21 

часткова 21 

Вщстань 

в орграф1 190 

у граф! 157 

Хеммшга 241 

Включения множин 10 

строге 10 

Властивоеп 

вщношень 44,45 

ДДНФ 258 

ДКНФ 266



елеменпв О 1 1 253 

поди {е} 371 

порожньо'1 поди 371 

ВхОДЖеННЯ ЗМШН01 

вшьне 134 

зв’язане 135

Генератриса послщовносп 228 

Пперграф 189 

Ппотеза 94 

континуума 41 

чотирьох фарб 183 

Глибина рекурентного 

стввщношення 219

Г0М0М0рф13М

автомата 342, 343, 358 

алгебр 70 

каношчний 76 

Грань (елемент частково 

впорядковано'1 множини) 

верхня 53 

нижня 53 

точна верхня 57 

точна нижня 57 

Грань плоского графа 176 

внутршня 176 

зовшшня 176 

Граф 147 

автомата 334 

ацикл1чний 170 

б1хроматичний 182 

В1дм1чений 375 

вщношення 43 

В1ДПОВ1ДНОСТ1 20 

гамшьтошв 187 

двочастковий 173

—  повний 173 

ейлер1в 186 

зважений 169 

зв’язний 157 

критичний 184 

куб1чний 155 

неор1ентований 147 

ор1снтований 189 

планарний 176

—  максимальний 179 

плоский 176

повний 152 

позначений 169 

порожнш 147 

реберний 188 

самодоповнювальний 154 

тпчшальний 147 

що стягуеться 180 

Л-критичний 184 

Графи 

гомеоморфш 180 

130М0рфн1 151 

Граф1к 

вщношення 43 

В1ДПОВ1ДНОСТ1 20 

Група 83 

абелева 84 

комутативна 84 

подстановок 84

—  симетрична 84 

Групоу! 82

Дв1йков1 вектори 

протилежш 241 

сусщш 241 

Декарт1в 
добуток множин 17 

стешнь множини 18 

Дерево 170 

вхщне 192 

каркасне 173 

мстякове 173 

кореневе 192 

Детермш1защя джерела 379 

Джерела 

екв1валентш 376 

р1ВНОСИЛЬН1 376 

Джерело 376 

двополюсне 376 

детермшоване 379 

Джерело (в орграф^ 191 

Диз’юнктивна нормальна форма 

(ДНФ) 257 

булево! функци 257

досконала (ДДНФ) 257 

мш1мальна (МДНФ) 308 

найкоротша (НДНФ) 308 

скорочена (СДНФ) 310 

тупикова 310 

Диз’юнкщя 72, 89, 95, 245 

Дистрибутившсть 253, 273, 371 

Д1агональ 22

Д1агональний метод Кантора 33, 

140 

Д1аграма 

автомата 334 

Вейча 326 

Венна 13 

вщношення 43 

В1ДПОВЩНОСТ1 20 

графа 147 

Ейлера 13 

орграфа 189 

частково впорядковано'1 
множини (щаграма Гессе) 59 

Д1аметр графа 158 

Добуток вщповщностей 21 

Доведения 94 

Довжина 

кортежу 17 

маршруту 157, 190 

полшома Жегалкша 274 

регулярного виразу 387 

шляху 157, 190 

Додавання 85 

за модулем 2 245 

контакте 291 

лопчне 245 

послщовностей 232 

Доповнення 

графа 153 

множини 14 

Досконала нормальна форма 

диз’юнктивна (ДДНФ) 257 

кон’юнктивна (ДКНФ) 266 

Дуга 

орграфа 189 

порожня 376

Екв1валентн1сть 48,99,100 

Ексцентриситет вершини 

графа 158 

Елемент 

алгебри

—  нейтральний 82

—  обернений 83

—  симетричний 83

—  нуль 82

—  одиниця 82 

бютабшьний 289, 301 

двопозицшний 289, 301 

запам’ятовувальний 398 

комбшацшний 301, 398 

лопчний 301, 398 

множини 8

—  максимальний 54

—  мш1мальний 54

-— найбшьший 53

—  найменший 53 

пам’ят1 398 

розбитгя 48

Елементарна кон’юнкщя 257 

Елементарне стягування графа 181 

Елементи пор1внюваш 52

Жорданова крива 176

Задания множини 9 

Задача 

ком1вояжера 195 

структурного синтезу автомапв

397

Закон

алгебри висловлень 97 

виключення третього 95, 98, 112 

виключення суперечносп 95, 98 

де Моргана узагальнений 269 

подв1йного заперечення 253 

суперечност! 116 

ТОТОЖНОСТ1 98 

Закони 

де Моргана 15, 253 

нап1вдистрибутивност1 62 

поглинання 61, 86



Замикання множини 79 

Замкнена множина 68, 79 

Заперечення 72, 89, 95 

контакту 291 

предиката 122 

Зв’язування змшно! 124 

Згортка послщовностей 232 

Змшна 

булева 240 

вшьна 125 

двшкова 240 

зв’язана 125 

вдивщна 134 

неютотна 242 

предметна 120, 134 

пропозищйна 95 

фштивиа 242 

Знак

включения 10

—  строгого 10 

надежности 9

Значения функцп 22 

Зображувашсть подШ 336 

ЗсуВ  ПОСЛ1ДОВНОСТ1 233

1демиотентнють 14, 371 

1зоморф1зм

автомат1в 342, 343, 358 

алгебр 71 

графив 151 

орграф 1В 190 

1мшиканта 308 

проста 309

—  зайва 310

—  1стотна 321 

1мпл1кац1Я 95, 245

зворотна 246 

1нверс1я 244 

мови 379 

1ндекс
вщношення екв1валентност1 49 

1мпл1канти 317 

розбиття 49 

[ндукщя трансфшггна 55 

1н’екщя 22

1итерпретащя

стандаргна формально!

арифметики 139 

формально! теорй 140

—  правильна 141 

1нтущююзм 64 

1нцидентнють

вершини та дуги 189 

вершини та ребра 147 

1терац1я поди 370

Каношчна форма 263 

Каношчш рхвняння 

автомата 333 

схеми 401 

Кардинальне число 38 

Карта Карно 326 

Квантифжашя 124 

Квантор 123 

загальноеп 123 

юнувания 123 

Кшьце 85 

з одиницею 85 

Юнець 

ребра 147 

дуги 189 

шляху 157 

Юстякове дерево 173 

Кютяковий Л1С 173 

Клас
екв1валентност1 49 

невщр!зшованост1 318 

розбиття 48 

Коеф1щенти 

бшомш 208

полшома Жегалкша 274 

Кол1р вершини 182 

Комбшацшна схема 302 

Комб1нац1Йний елемент 301 

Комб1нацши1 схеми екв1валеитш 

304

Комбшащя 204

з повторениями 216 

Композиция 82 

автомат1В 393-395

вщношень 45 

вщповщностей 21 

послщовностей 232 

Компонента зв'язносп графа 157 

Комутатившсть 14, 253, 273, 371 

Конгруенц1я 75 

Конкатенацк 68 

подш 370 

Консеквент 1мпл1кацй' 101 

Константа 

щцивщна 134 

предметна 134 

Конструктив13м 64 

Контакт реле 289 

замикання 290 

постшно замкнений 290

—  роз1мкнений 290 

розмикання 290

Контур 190 

гамшьттошв 192 

ейлер1в 192 

Кон’юнкщя 72, 89, 95, 245 

елементарна 257 

предикапв 121 

Координата вектора 17 

Кортеж (вектор) 17

р1ВН1СТЬ 17

Крива жорданова 176 

Критерш повноти 79, 285

Ланцюг (лшшно впорядкована 

множина) 52 

максимальний 55 

Ланцюг 

в орграф1 190

—  гамшыоюв 192

—  ейлер1в 192

—  простой 190 

у граф! 157

—  гамшьтошв 188

—  ейлер1в 188

—  замкнений 157

—  простой 157

—  д!аметральний 454

—  циюичний 157

Лексикограф1чний порядок 49 

Лема 

про накачку 390 

Цорна 55 

Лю 170 

каркасний 173 

кютяковий 173 

Лопка висловлень 102 

Лопцизм 63 

Лопчне 1 245

Лопчне слщування 100, 246 

Лопчний наслщок 100

Максимальний елемент 50 

Маршрут 

в орграф1 190

—  замкнений 190

—  юстяковий 191

—  циюичний 190 

у граф: 157

—  замкнений (циюичний) 157 

Матриця

автомата

—  виход1в 334

—  переходов 334 

бшарного вщношення 43 

ДОСЯЖНОСТ1 163 

зв’язност1 163

1НЦИДеНТИОСТ1

—  графа 148

—  орграфа 189 

сум1жноеп

—  графа 148

—  орграфа 189 

Мед1ана 269

Межа гран! 176 

Метазмшна 108 

Метамова 94 

Метатеорема 94 

дедукцн 111

—  обернена 112 

Метаформула 108 

Метод

Блейка 325

включення-виключення 199



д1агональний 33,140 

доведения вщ супротивного 112 

зведення 271 

каношчний структурного 

синтезу 398 

Квайна 315 

Мак-Класю 318 

невизначених коефщ1ента 275 

Петржа 322 

побудови полшома 

Жегалкша 275 

розв’язувальний 118 

СП1ЛЬН01 МШ1М13аЩ1 409 

стандартний перев1рки 

р1вносильност1 формул 228 

структурного синтезу каношчний

398

траекторш 212 

Методи задания автомата 334 

Мш1мальна дизъюнктивна нормальна 

форма (МДНФ) 308 

Мш1М1зац1Я формул алгебри 

лопки 306 

Множення 

контакта 291 

лопчне 245 

подш 370

послщовностей 232

СЛ1В 68 

Множина 8 

булевих функцш

—  двоУста 269

—  самодво&та 270 

вершин графа 147

—  орграфа 189 

висловлень

—  несумюна 102

—  несуперечна 102

—  сумюна 102

—  суперечна 102 

внутриших сташв автомата 333 

ВС1Х пщмножин 11

вс1х сл1в у алфавт 17 

дуг орграфа 189 

замкнена 68, 79

зл1ченна 29 

континуальна 34 

лшшно впорядкована 52 

незл1ченна 33 

несюнченна 9 

основна алгебри 66 

порожня 10 

ребер графа 147 

сигнал! в автомата

—  вихщних 333

—  вхщних 333 

скшченна 9 

ушверсальна 13, 120 

характеристична 120 

щлком упорядкована 54 

частково упорядкована 51 

щшьна 31

Множини

Р1ВН1 10

не перетинаються 13 

р1внопотужш 26 

Мова 366 

Модель 67

Момент автоматного часу 333 

Монощ 82

Мультиграф 189, 375

Нав1шування квантора 124 

Найкоротша диз’юнктивна нормальна 

форма (НДНФ) 308 

Нашвконтур 191 

Наш в ланцюг 191 

Нашвмаршрут 191 

Нашвцикл 191 

Наслщок 94 

лопчний 100 

Невщргзшовашсть 

автомата 343, 358 

сташв 343, 348, 358 

Номер 
двшкового кортежу 241 

фарби вершини 182 

Норма дв1Йкового вектора 241 

Нормальна форма 263 

Носш 

алгебри 67

алгебрично! системи 66 

Нуль 

швгрупи 82 

повноГ решпки 60 

Нумеращя орграфа 193 

правильна 193

Об’еднання 85, 89 

граф1в 153 

множин 12 

подш 370 

Область 

визначення 20 

ди квантора 124 

значень 20 

1нтерпретац11 140 

1стинност1 предиката 120 

предметна 120 

Образ 

елемента 21 

множини 21 

Одиниця 

булево! функци 308 

швгрупи 82 

повно'1 реиптки 60 

Операнд 66

Оператор суперпозищ! 78, 247 

Операци в граф| 

вилучення вершини 150 

вилучення ребра 150 

пщрозбиття ребра 180 

стягування 181

—  елементарного 181 

Операци лопчш 95

диз’юнкщя 96, 121 

екв1валентн1сть 100 

заперечення 96, 121 

1МПЛ1КаЦ1Я 96

—  антецедент 101

—  консеквент 101 

кон’юнкщя 96,121

Операцп над графами 153 

Операци над множинами 12 

декарта (прямий) добуток 17 

доповнення 14

об’еднання 12 

перетин 12

Р13НИЦЯ 13

симетрична р1зниця 13 

Операци над послщовностями 232 

додавання 232 

зсув 233 

множення 232 

множення на число 233 

Операцп регулярш 370 

ггеращя 370

множення (конкатенашя) 370 

об’еднання 370 

Операшя 

бшарна 66 

нульарна 66 

похщна 78 

регулярна 370 

унарна 66 

я-арна 66 

Опти.\пзашя схеми 

К0Мб1НаЦ1ЙН01 303 

релейно-контактно'1 295 

Орграф 189 

ацикл1чний 190 

безконтурний 190 

гам1льтон1в 192 

ейлер!в 192 

ш’ективний 192 

зв’язний

—  одноб!чно 191

—  сильно 191

—  слабко 191 

повний 191 

транзитивний 192 

функщональний 192

Орграфи 13оморфн1 190 

Основне правило 

комб1наторики 200 

Основн1 проблеми алгебри 

РК схем 295

ОСНОВШ ТОТОЖНОСТ1 

алгебри Жегалкша 273

—  лопки 253



Парадокси теори множин 62 

Кантора 63 

Рассела 62 

цирульника 62, 134 

Перестановка 205 

Перетворення 21 

д1агональне 22 

р1вносильне 253 

тотожне 22 

Перетин 85, 89 

граф1в 153 

множин 12 

Петля 43, 189 

ГОвгруиа 82 

вшьна 82

з двостороншм скороченням 82 

з правим (твим) скороченням 82 

з одиницею 82 

комутативна 82 

перетворень 83

—  симетрична 83 

ГОвкшьце 85 

комутативне 85 

Швстепшь 

виходу 190 

заходу 190 

Пщалгебра 68 

Пщграф 150 

Пщмножина 10 

власна (строга) 10 

Шдрозбиття ребра 180 

Подстановка 22, 68 

Пщформула 248 

Плоска карта графа 176 

Плоске укладання графа 176 

Поведшка автомата 340 

зовшшня 340 

Повна система елеменпв (система 

тв1рних) 79 

Повнота системи 

виход1в автомата 398 

переход1в автомата 398 

ПОД1Я 366 

елементарна 372 

загальна 371

зображувана 367

—  в автомап 367

—  матрично 369 

породжуваиа автоматом 389 

порожня (неможлива) 371 

регулярна 372

Покриття туиикове 321 

Поле 85

Полшом Жегалкша 274 

Порядок 52 

досконалий 52 

лексикограф1чний 53 

Л1Н1ЙНИЙ 52 

трив1альний 52 

частковий 51

—  нестрогий 51

—  строгий 52 

Порядок рекурентного 

стввщношення 220 

По силка 94

1мплгкацп 101 

Послщовшсть виконання лопчних 

операцш 102 

Початок 

дуги 189 

шляху 157 

Правила 

де Моргана 15, 253 

побудови ДДНФ 258 

побудови ДКНФ 266 

поглинання 254 

Правило 

введения

—  заперечення 112, 114

—  квантора 135

—  кон’юнкци 114 

виведення 93

—  похщне 110

—  числения висловлень 107

—  числения предиката 135 

вилучення диз’юнкци 115 

висновку 107, 135

замши 261

комбшаторики основне 200 

композици 114, 115

контрапозици 115 

ланцюгового висновку 114 

множення 200 

подстановки 107, 260 

розкладу вщображення 51 

розгортання 313 

розщеплення 265, 313 

силопзму 114 

узагальнення 135 

факторизацп вщображення 51 

тойиз ропепз 107, 135 

тос1и5 1о11епз 115 

Предикат 120 

багатосортний 120 

бшарний 120 

двом1Сний 120 

екв1валентност1 138 

1стинний 120 

одном1сний 120 

Р1ВНОСТ1 138 

тернар ний 120 

тримюний 120 

унарний 120 

хибний 120 

я-м1сний 120 

Предметна область предиката 120 

Принцип 

абстракци 65

включення-виключення 199 

ДВ01СТ0СТ1 268 

згортання 65 

шдукци 139 

Припущення 94 

Проблема 

анал1зу 362, 383, 395 

кодування сташв 401 

несуперечиосп 117 

повноти 79, 117, 271 

розв’язност1 100, 118 

синтезу 362 

чотирьох фарб 183 

Проекщя 

кортежу 19 

множини кортеж 1в 19

Прообраз 

елемента 21 

множини 21 

Пропозишйна форма 119 

Пряма сума граф1в 153 

Прямий добуток 16 

Псевдограф 189

Рад1ус. графа 158

Ранг елемеитарно! кон’юнкци 257 

Ребра графа 

кратш 189, 375 

сум1жн! 147 

Ребро графа 147 

що з’еднуе вершини 147 

Регулярш вирази 372 

екв1валентн1 372 

р!ВНОСИЛЬН1 372 

Результат 

ди
—  реле 291

—  релейно-контактно! схеми

293

операци 66 

Рекурентне (зворотне) 
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та пол1граф1чно1 продукци
Видавництво: ( 044) 525- 61-85
Вщдш реал1заци: 490- 95-17
Е-таП: ор1@1арт.ес1и.иа

Вщдш реклами: 490- 95-18
Е-таН: рег50па1тагке1@1арт.ес1и.иа

Факс: 490- 95-19

15ВМ 978-966-608-863-8


