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Вступ 

1. При математичному описі таких контактних 
явищ на нано- та мікрошорстких поверхнях твердих 
тіл, як адсорбція, адгезія, змочування, електроосмос, 
електрофорез, тертя, зношування та мащення, 
теплопровідність, електропровідність, випаровування, 
конденсація тощо, необхідно знати параметри 
шорстких поверхонь. 

2. В [1] приведений огляд літературних джерел 
інформації, що описують методи, параметри, 
математичні та фізичні моделі опису нанометричної та 
мікрометричної шорсткості поверхонь твердих тіл за 
допомогою теоретико-математичних моделей, при 
цьому особливо продуктивним виявилося 
використання теорії випадкового поля [2, 3]. 

3. Для математичного опису статистично 
однорідної ізотропної поверхні в [4–9] при дослідженні 
поверхні океану при хвилюванні і в [10] при вивченні 
ізотропної поверхні твердого тіла застосували 
випадкову функцію для двох змінних z=z(x,y), яка має 
автокореляційну функцію (АКФ) R(x,y) [10]. 

Лонґет-Гіґґінс отримав співвідношення для 
щільності піків анізотропної ґауссовської поверхні [7, 
8], а в [4] розглядає питання про кутові коефіцієнти та 
ґрадієнти такої поверхні. 

Найяк [10] отримав математичні вирази для 
щільності ймовірностей розподілу висот вершин, 
середньої кривини у вершині та ґрадієнт ізотропної 
поверхні. 

В [11 – 19] отримані математичні вирази для 
щільності ймовірностей розподілу висот вершин, 
розподілу середньої висоти виступів, середньої 

кривини, повної кривини, головних кривин, та 
співвідношення головних кривин у вершинах нано- та 
мікронерівностей анізотропних шорстких поверхонь, з 
яких витікали аналогічні результати Найяка [10] для 
ізотропних поверхонь, при цьому автори використали 
модель випадкового поля шорсткої поверхні, не 
пов’язуючи її з АКФ якогось певного виду і не 
використовуючи припущення, які прийняті для опису 
поверхні одномірними випадковими функціями або 
поверхні з сильною анізотропією і орієнтованими 
мікронерівностями, а також, не припускаючи певної 
форми нерівностей. 

4. Мета роботи полягала в детальному розгляді 
процедури отримання математичних співвідношень 
сподіваних значень ґрадієнта шорстких анізотропних 
та ізотропних поверхонь твердого тіла, змодельованих 
випадковим полем. 

І. Загальні означення та подання чисел 
і функцій 

1. Нехай анізотропна шорстка поверхня описана 
рівнянням: 

z = z(x, y),    (1) 
де z – випадкова функція для двох змінних х і у 
(випадкове поле); х, у – декартові координати на 
середній площині висот шорсткої поверхні. 

Але разом з тим статистичні характеристики 
поверхні залежать від напрямків θ = arctg(ky/kx) та 
інваріантні до переміщення початку координат на 
поверхні (однорідна поверхня). 
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Випадкова функція z, яка описує таку шорстку 
статистично однорідну анізотропну поверхню, має 
автокореляційну функцію R (x, y) і допускає її 
спектральний розклад Фур’є Ф (kx, ky) на гармонійні 
компоненти, де kx, ky – компоненти хвильового 
вектора k , який дорівнює k = 2π / λ з довжиною хвилі 
λ. 

2. Моменти спектральної щільності. Завдяки 
статистичній однорідності випадкової поверхні її 
характеристики можна виразити через моменти 
спектральної щільності mpq або їх інваріантні 
комбінації. Спектральна щільність (СЩ) Ф (kx, ky) має 
вигляд [8, 10]: 

 
2
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∞ ∞
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∫ ∫
 (2) 

де автокореляційну функцію (АКФ) за визначенням 
[8, 10] запишемо так: 
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Якщо шорстка поверхня ізотропна, то функція 

R (x, y) залежить лише від змінної 22 yxr +=  і не 
залежить від полярного кута θ = arctg(у/х). Зворотне 
перетворення Фур’є записується так [8]: 
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З виразу (3) видно, що R (0, 0) = σ2, де σ2 – 
дисперсія, а σ – середнє квадратичне (стандартне) 
відхилення висоти нерівностей [8, 10]. Тому з (4) 
витікає [8, 10]: 

2 ( , )  .x y x yk k dk dk
∞ ∞

−∞ −∞

σ = Φ∫ ∫      (5) 

3. Моменти СЩ визначаються так [8,10]: 

Re ( , ) ,p q
pq x y x y x ym k k k k dk dk

∞ ∞

−∞ −∞

= Φ∫ ∫   (6) 

де р=0,1,2,3,4; 
 q=0,1,2,3,4; 
 Rex – дійсні значення частини числа [21]; 

• для анізотропної поверхні: m00, m02, m20, m11, 
m04, m40, m22, m31, m13 [12, 15]: 

згідно (6) маємо: m00 = σ2; 
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• для ізотропної поверхні: m0, m2, m4, при цьому: 
m00=m0; m20=m02=m2; m11=m13=m31=0; 3m22=m40=m04= 
=m4 [8, 10]. 

4. Загальна теорія випадкового поля приведена в 
[2, 3]. Для означень інтегральних перетворень 
використали [20, 21]. 

5. За [10, 12] змінні позначені так: 

z=1ε ; xz ∂∂= /2ε ; yz ∂∂= /3ε ; 22
4 / xz ∂∂=ε ; 

yxz ∂∂∂= /2
5ε ; 22

6 / yz ∂∂=ε ,     (17) 

а змінні   , , , 1εϕρ ′t  пов’язані з 1654  , , , εεεε  
рівностями: 

( ) 1/ 2
4 22cos   ;t mε ρ φ= +   (18) 

( ) 1/ 2
5 22sin   ;mε ρ φ=       (19) 

( ) 1/ 2
6 22cos   ;t mε ρ φ= −           (20) 

1
1

00

,
m
ε

ε ′ =   (21) 

де 1ε ′  – нормована висота. 
6. Визначник 

20 11
1

11 02

 .
m m
m m

∆ =   (22) 

 
 
7. Г(х) – гама-функція (інтеґрал Ейлера другого 

роду) [22, 23]: 

( ) ( ) 1

0

exp , Re 0 ;xx t t dt x
∞

−Γ = − >∫     (23) 

( ) ( )1 !n nΓ = −              (24) 

8. Циліндричні функції Бесселя m-го порядку 
[21]: 

• функція Бесселя 1-го роду: 
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• функція Бесселя 2-го роду (або функція 
Неймана): 
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На рис. 1 показані графіки функцій Бесселя та 
Неймана J0(x), J1(x), N0(x), N1(x) для m=0; 1; z=x>0. 

 
Рис. 1. Графіки функцій Бесселя 1-го роду (Jm(x)) та 2-
го роду (функція Неймана) (Nm(x)) для z=x>0 та m=0; 1 
[21]. 

9. Інтеґральні форми функції Бесселя [21]: 
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На рис. 2 показані графіки дійсних функцій 
Бесселя J0(z), J1(z), J2(z), J3(z) для дійсних чисел z=x. 

 
Рис. 2. Графіки функцій Бесселя J0(х), J1(х), J2(х), J3(х) 
для дійсного арґумента z=x для m=0; 1; 2; 3 степені 
[21]. 

10. Гіперболічні функції [21, 24]: 
• гіперболічний косинус: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

exp exp exp 2 1
;

2 2 exp
x x x

Ch x
x

+ − +
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• гіперболічний синус: 
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Sh x
x
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• зворотній гіперболічний косинус: 

( ) ( )2ln 1 , 1 .Arch x x x x= + − ≥      (34) 

11. Повні еліптичні інтеґрали Лежандра [21]: 

• 1-го роду  ( )
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12. Приєднані функції Лежандра n-степеня  
m-порядка першого m

nP  та другого n
mQ  родів є 

рішення диференціального рівняння [21]: 
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де n, m – дійсні або комплексні числа. 
Рівняння (37) при m=0 можна привести до 

диференціального рівняння Лежандра: 

( ) ( )
2

2
21 2 1 0 ,d dx x n n
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ω ω
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де z=x. 
Рівняння (38) задовольняють [21]: 



Ґрадієнт анізотропної нано- та мікрошорсткої поверхні твердого тіла… 

 211 

• многочлени Лежандра 1-го роду для z=x: 
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• функції Лежандра 2-го роду Qn(z); для z=x,  
–1<x<1 функції дорівнюють [21]: 
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Якщо n, m – дійсні цілі числа, z=x – дійсне число в 
межах –1≤х≤1, а х=cosθ, то рівняння (37) задовольняє 
приєднані функції Лежандра 1-го роду [21]: 
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(n≥m; n=0; 1; 2; …; m=0; 1; 2; …; n), при цьому: 
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На рис. 3 приведені відповідні графіки приєднаної 
функції Лежандра ( ) ;1

1 xP  ( ) ;1
2 xP  ( ) .1

3 xP  

 
Рис. 3. Графіки приєднаних функцій Лежандра (m=1; 
n=1, 2, 3): 1 – ( ) ;1

1 xP  2 – ( ) ;1
2 xP  3 – ( )xP1

3  [21]. 

 
Інтеґральні властивості приєднаних функцій 

Лежандра [21]: 
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t mt dt

π

π

− +
= + − ×

×

∫  (53) 

( 0;1; 2; ...; 0;1; 2; ...; ) ;n m n= =  

( ) ( ) ( )
( )

1

1

!2 ,
2 1 !

n mm m xn r nrn n m
P x P dx δ

−

+
= ⋅

+ −∫  (54) 

( , 0;1; 2; ...; 0;1; 2; ...; ) ;n r m n= =  

( ) ( )
( )

1
2

0

!1
,

2 1 !
n mm

n n n m
P x dx

+
⋅

+ −
  = ∫        (55) 

( 0;1; 2; ...; 1; 2; ...; ) ;n m n= =  

( ) ( )
( )

2
1

2
0

1
,

21
!
!

m
nP x dx

x
n m

m n m⋅
   =

−
+
−∫       (56) 

( 0;1; 2; ...; 1; 2; ...; ) ;n m n= =  
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ІІ. Теоретична частина 

Ґрадієнт поверхні q визначається таким чином 
[12]: 

22
2 2
2 3 .z zq

x y
ε ε

 ∂ ∂ = + = +  ∂ ∂   
      (57) 

Використовуючи центральну граничну теорему 
теорії ймовірності [12, 25] отримаємо спільну 
щільність ймовірностей змінних ε2, ε3 [12]: 

( )

( )
2 3

2 2
02 2 11 2 3 20 3

1

1

,

1exp 2
2

.
2

p

m m m

ε ε

ε ε ε ε

π

=

 
− − + ∆ =

∆

 (58) 

Введемо змінні ε2=qcosφ, ε3=qsinφ, знайдемо 
спільну щільність ймовірностей величин q і φ [12]: 

( )

( )
2

2 2
02 11 20

1

1

,

exp cos sin 2 sin
2

.
2

p q

qq m m m

φ

φ φ φ

π

=

 
− − + ∆ =

∆

(59) 

Зміна величин q, φ обмежено простором 
0 2 ;
0 .q

φ π≤ ≤
 ≤ < ∞

   (60) 

Враховуючи (60), отримаємо вираз для щільності 
ймовірностей р(q) змінної q [12]: 

( ) (

)

2 2
2

02
101

2
11 20

exp cos
22

sin 2 sin ;

q qp q m

m m d

π

φ
π

φ φ φ


= ⋅ − − ∆∆ 

− + 

∫
 (61) 

та математичне сподіване значення ґрадієнта 
анізотропної поверхні Еq [12]: 

(

)

2 2
2 2

02
10 01

2
11 20

1 exp cos
22

sin 2 sin ,

qEq q dq m

m m d

π

φ
π

φ φ φ

∞ 
= ⋅ − − ∆∆ 

− + 

∫ ∫
 (62) 

що відповідає [4]. 
Отримаємо вираз для ґрадієнта анізотропної 

поверхні в кінцевому вигляді. В [4, 12] показано, що 
щільність ймовірностей ґрадієнта поверхні має вигляд: 

( ) ( )2
2 1

1

2 2
0 2 1 1

exp 4

4 4 ,

qp q M q

J q M

= ⋅ − ∆ ×
∆

 × − ∆ ∆ 

     (63) 

де М2=m20+m02; 
 J0 – нульова функція Бесселя з уявним арґументом. 

Тоді, математичне сподівання ґрадієнта 
анізотропної поверхні набуде вигляду [12]: 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

1
1324 0

2 1

0 1 1
12 3240 2 1

2
1 1 0 0

1
1

1 1
1

1

1

4

4

4
exp

1 4

1 1 ,

Eq J
M

d
M

ν
µ

ν µ
ν

σ σ

ξ σ
σ

ξ

ν µ ξ ξ

∞

+ −

∆
= ×

− ∆

  ∆ − = ×
 − − ∆ 

×Γ + + − Ρ

∫

   (64) 

де  

 2
0

1

;
2
M

ξ =
∆

  (65) 

 
2
2 1 2

1
1

4
;

4
M

qσ
− ∆

=
∆

    (66) 

( )kΓ  – гама-функція; 

( )0
1

1

µ
ν ξ
−

Ρ  – приєднана функція Лежандра І-го 

роду 1ν – степеня 1µ  – порядку від арґументу 0ξ  
[21]. 
Співвідношення (64) правдиве за умови: 

( )1 1Re 1ν µ+ > − .  (67) 

З (67) видно, що для (64) умова (67) виконується, 
так як ν1=1/2; μ1=0. Враховуючи числові значення ν1 і 
μ1, а також те, що за [21] приєднана функція Лежандра 
1-го роду 1/2 степеня 0–порядку від арґумента chη1: 

( ) ( )

( )( )
0
1/ 2 1 1/2 1

1
1 1

2 exp 1 exp 2 ,
2

ch ch

E

η η

η
η

π

Ρ = Ρ =

 = − − 
 

     (68) 

де chη1 – гіперболічний косинус від арґумента η1 [21, 
24]. 

Вираз (64) можна привести до вигляду [12]: 

( )( )1 14
1 12

4
exp 1 exp 2 ,

2
Eq Eη

η
π
∆  = − − 

 
 (69) 

де зворотній гіперболічний косинус [21, 24]:  
2

1
1

;
2
M

Archη =
∆

  2

1

1 ;
2
M

≥
∆

 

Е1(æ) – повний еліптичний інтеграл Лежандра 2-го 
роду. 

Для ізотропної поверхні Δ1=m2
2; M2=2m2; η1=0, 

тоді вираз (69) набуде вигляду [12]: 

2 ,
2
mEq π

=   (70) 

що співпадає з [10]. 
У зв’язку з тим, що арґумент ξ0 функції Лежандра 

1-го роду повинен задовольняти умовам |ξ0–1|<2, 
математичний вираз (69) буде правдивим лише за 
умови: 

 2

1

3
2
M

<
∆

.    (71) 
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Далі отримаємо вираз для Eq, який є правдивим за 
будь-яких значень М2 і Δ1. Якщо вилучити із розгляду 
випадок, коли анізотропна поверхня уявляє собою 
систему паралельних плоских хвиль (при цьому Δ1=0), 
то явно видно, що в інших випадках: 

2
2
2 1

1.
4

M

M
>

− ∆
   (72) 

Означемо η2, як зворотній гіперболічний косинус, 
так [12]: 

2
2 2

2 1

,
4

MArch
M

η
 
 =
 − ∆ 

              (73) 

тоді математично сподіване значення ґрадієнта 
анізотропної поверхні буде мати вигляд [12]: 

( )
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σ η σ σ

ην π

µ ν π π
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−
−

−

∆
= ×

− ∆

∆
× − = ×

− ∆

× ⋅
+  

∫

 (74) 

де ( )2
2
2

1/2
1/2Q chµ

ν η
−
−  – приєднана функція Лежандра 2-

го роду ( )2
1

2 −ν  степеня ( )2
1

2 −µ  порядку від 

арґумента z=chη2 [21]. 
Співвідношення (74) правдиве, якщо виконуються 

умови: 
( )
( )

2 2

2

Re 0 ;

Re 1.ch

µ ν

η

+ >


>
  (75) 

Явно, що в розглянутому випадку μ2=3/2; ν2=0; 
chη2>1, тому вираз (74) набуває вигляду [12]: 
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3 1
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23
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1 2 2

2 2
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4 Q
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4 2
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MM sh

E
U

η η

ηπ

η η
η πη

η
η

η

−∆
= − ⋅ =

∆
= ⋅ ×

 
 
 

 −   × − −   − −  

    (76) 

де U1(æ) – повний еліптичний інтеграл Лежандра  
1-го роду. 

Так як функція Лежандра 2-го роду визначена при 
значеннях арґументу chη2>1, що, як показано вище, 
виконується, то вираз (76) правдивий для будь-яких М2 
і Δ1, окрім Δ1=0. 

Для математичного сподівання значення ґрадієнта 
ізотропної поверхні, коли Δ1=m2

2; M2=2m2; η2→∞, 
вираз (76) перетворюється у вираз (70). 

Для ізотропної поверхні 
2 2

q
m

π
= =  const для 

всіх значень нормованих висот. 
Звернемо увагу, що в [4] приведено наступний 

вираз для щільності ймовірностей змінної q: 

( )
2

2 2

exp .
2

q qp q
m m

 
= − 

 
  (77) 

З цього виразу випливає сподіване значення 
ґрадієнта ізотропної поверхні: 

( ) 2

0

.
2
mEq qp q dq π∞

= =∫   (78) 

Висновки 

1. Отриманий вираз для сподіваного значення 
ґрадієнта анізотропної нано- та мікрошорсткої 
поверхні твердого тіла на основі її математичної 
моделі випадкового поля, з якого за певних умов 
випливає вираз для сподіваного значення ґрадієнта 
ізотропної поверхні. 

2. Нормована величина ґрадієнта ізотропної 
шорсткої поверхні є сталою величиною для всіх 
нормованих висот нано- та мікронерівностей. 
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завідувач кафедри неорґанічної та фізичної хімії; 
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