
ПРИКАРПАТСЬКИЙ НАЦIОНАЛЬНИЙ УНIВЕРСИТЕТ
IМЕНI ВАСИЛЯ СТЕФАНИКА

Кафедра фiзики i хiмiї твердого тiла

ВОЗНЯК О.М.

РIЗНИЦЕВА СХЕМА ЧИСЕЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
ОДНОВИМIРНОГО РIВНЯННЯ ШРЕДИНГЕРА

(Навчальнi матерiали з пiдготовки фахiвцiв за магiстерською
програмою зi спецiальностей 104 - "фiзика та астрономiя"та 105 -

"прикладна фiзика i наноматерiали")

IВАНО-ФРАНКIВСЬК - 2021



Змiст
1 Рiзницеве одновимiрне рiвняння Шредингера 3

1.1 Рiзницева схема для одновимiрного рiвняння Шредингера . 3
1.2 Збезрозмiрювання рiвняння Шредингера . . . . . . . . . . . 4

1.2.1 Граничнi умови для збезрозмiреного рiвняння Шре-
дингера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.3 Чисельна реалiзацiя розв’язку рiвняння Шредингера . . . . 8
1.3.1 Знаходження власних значень для рiзницевого рiв-

няння Шредингера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3.2 Алгоритм методу пристрiлу (пристрiл) . . . . . . . . 9
1.3.3 Алгоритм методу прогону (прогiн) . . . . . . . . . . 10
1.3.4 Алгоритм методу прогону для задачi розсiювання . 18
1.3.5 Метод Нумерова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3.6 Приклад. Прямокутна потенцiальна яма . . . . . . . 25

2 Рiзницевий варiант оберненої задачi для одновимiрного
рiвняння Шредингера 27
2.1 Виведення умов повноти i ортогональностi

власних функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2 Розсiювання на потенцiалi скiнченого

радiуса дiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.3 Наближення потенцiалiв кусково-постiйними функцiями . . 34
2.4 Реконструкцiя потенцiалiв за допомогою багаторазового розв’я-

зування прямої задачi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3 Рiвняння Гельфанда-Левитана-Марченка 38

4 Алгебраїчна форма рiвняння Гельфанда-Левитана 41

5 Зв’язок коефiцiєнтiв K(n, m) iз потенцiалом V(n) 44

6 Приклади 48
6.1 Задача 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
6.2 Задача 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6.2.1 Реконструкцiя безвiдбивного потенцiала iз δ-ями. . . 56
6.2.2 Задача 2 iз двома рiвнями. . . . . . . . . . . . . . . . 57
6.2.3 Задача 2 iз κ1 = 1, 5κ iз двома рiвнями. . . . . . . . . 60

2



1 Рiзницеве одновимiрне рiвняння Шредин-
гера

На жаль, лише небагато задач квантової механiки вдається розв’язати
точно. Тобто, лише для невеликої кiлькостi потенцiалiв вдається знайти
розв’язок рiвняння Шредингера{

− ~2

2m

d2

dx2
+ V (x)

}
ψ(x) = Eψ(x) (1)

у аналiтичнiй формi. Для розв’язку iнших задач iснує ряд чисельних
методiв, серед яких є такi, у основi яких лежать рiзнi рiзницевi схеми.

1.1 Рiзницева схема для одновимiрного рiвняння Шре-
дингера

Для побудови рiзницевої схеми на iнтервал [0, a], на якому реалiзувється
розрахунок, наносять сiтку N рiвновiддалених лiнiй з кроком ∆.

У методi скiнчених рiзниць диференцiальне рiвняння замiняють рi-
зницевим на вибранiй сiтцi з вузлами у точках xn = n ·∆

ψ
′′

n +
2m

~2
(E − Vn)ψn = 0.

Для апроксимацiї похiдної ψ′ розглянемо лiву рiзницеву похiдну

ψ
′

n =
ψn − ψn−1

∆

та праву рiзницеву похiдну

ψ
′

n =
ψn+1 − ψn

∆

i запишемо середнє значення цих похiдних на промiжку [n − 1, n + 1],
використовуючи її симетричне визначення

ψ
′
(xn) =

ψn+1 − ψn−1

2∆
≡ dψ(x)

dx
.

Другу рiзницеву похiдну визначимо як

ψ
′′
(xn) ≡ ψ

′′

n ≡ d2ψ(x)

dx2
=

ψn+1−ψn

∆
− ψn−ψn−1

∆

∆
=
ψn+1 − 2ψn + ψn−1

∆2
,
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яка є триточковим визначенням другої рiзницевої похiдної, що дає дру-
гий порядок точностi по ∆, де ∆ - крок дискретизацiї, n - номер вузла
сiтки. Тодi рiвняння Шредингера набуває вигляду

ψn−1 − 2ψn + ψn+1

∆2
+

2m

~2
(E − Vn)ψn = 0, (n = 1, 2, ..., N − 1) (2)

де Vn - значення потенцiальної енергiї у вузлах сiтки, ψn - значення хви-
льової функцiї у вузлах сiтки. Або

ψn−1 +

[
2m

~2
(E − Vn)∆

2 − 2

]
ψn + ψn+1 = 0, (n = 1, 2, ..., N − 1) (3)

Для одержання частинного розв’язку рiвняння Шредингера до нього
зазвичай додають т.з. крайовi умови. У цьому випадку задача, яку слiд
розв’язати стає крайовою задачею. Крайовi задачi для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, яким є рiвняння (2) вiдрiзняються вiд задач Кошi
тим, що для крайових задач граничнi умови задають не у однiй точцi, а
на границях iнтервалу розрахунку. Зокрема для нашого одновимiрного
рiвняння Шредингера граничнi умови матимуть вигляд

ψ(0) = ψ0,

ψ(a) = ψa.

Незважаючи на позiрну близькiсть крайових задач i задач Кошi чи-
сельнi методи їх розв’язування суттєво вiдмiннi. Алгоритм розв’язування
задач Кошi полягає у тому, що починаючи iз заданих початкових умов
просто прораховують шуканi значення функцiї у вузлах сiтки через вi-
домi значення у попереднiй точцi. Для крайових задач, якщо записати
їх рiзницевi рiвняння граничнi умови записанi не на однiй, а на обидвох
границях iнтервалу [0, a], а тому невiдомi значення ψn у вузлах сiтки
пов’язанi мiж собою системою алгебраїчних рiвнянь. Чисельне розв’язу-
вання такої системи є окремою, i часто непростою, задачею.

1.2 Збезрозмiрювання рiвняння Шредингера

У рiвняння (3) входять величини рiзних порядкiв. Зокрема, крiм чи-
сла 2 воно мiстить масу електрона m = 9, 105 · 10−31 кг, сталу Планка
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~ = 1, 05 · 10−34 Дж с. Цей факт ускладнює застосування чисельних ме-
тодiв, тому що призводить до значних похибок рахунку. Цього ускладне-
ння можна уникнути, якщо збезрозмiрити рiвняння. Цей процес доцiль-
но вибрати таким, що приводить до величин, що мають близькi поряд-
ки. Пiсля того як спосiб збезрозмiрення вибраний, рiвняння Шредингера
слiд переписати у нових одиницях i лише пiсля цього розв’язати. Пiсля
проведення розрахункiв одержанi величини можна перевести у вихiднi
одиницi.

Один iз можливих способiв збезрозмiрювання можна реалiзувати так:
вибрати за одиницi вимiрювання сталу Планка ~, масу електрона m та
довжину iнтервала a i через них виразити всi iншi величини. Зокрема
за одиницю хвильового числа k0 можна взяти величину k0 = 1/a. Якщо
врахувати, що енергiя найнижчого енергетичного рiвня у нескiнченно
глибокiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi шириною a рiвна

E1 =
π2~2

2ma2

то за одиницю вимiрювання енергiї можна вибрати

E0 =
~2

ma2
.

Тепер безрозмiрнi величини матимуть вигляд

l̄ =
l

a
,

k =

√
2mE

~2
− > ka =

√
2ma2E

~2
− >

k

k0
=

√
2E

E0

,

k̄ =
√
2Ē.

(4)

Збезрозмiрене рiвняння Шредингера можна одержати помноживши рiв-
няння (2) на a2

ψn−1 +

[
2ma2

~2
Vn

(
∆

a

)2

− 2

]
ψn + ψn+1 = −2ma2

~2

(
∆

a

)2

Eψn. (5)

Якщо ввести безрозмiрну потенцiальну енергiю

vn =
2ma2

~2
Vn = 2

Vn
E0
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та безрозмiрне власне значення енергiї

ε =
2ma2

~2
E = 2

E

E0

,

перепозначивши ∆
a
= ∆̄ ≡ ∆ i уввiвши

un = ε− vn − 2

одержимо рiзницеве рiвняння у такому виглядi

ψn−1 + unψn + ψn+1 = 0. (6)

Числове значення E0 рiвне

E0 =
(1.055)2 · 10−68

9.11 · 10−31 · (10−9)2 · 1.6 · 10−18
= 0.7630 eB.

1.2.1 Граничнi умови для збезрозмiреного рiвняння Шредин-
гера

Оскiльки розв’язок рiзницевого рiвняння другого порядку визначається
двома довiльними сталими, то його частинний розв’язок можна одержа-
ти задавши двi додатковi умови. Якщо цi умови заданi у двох сусiднiх
точках, то таку задачу називають задачею Кошi. Якщо ж умови заданi
у двох точках, якi не є сусiднiми, то таку задачу називають крайовою.

Задача Кошi полягає у тому, щоб знайти розв’язок рiзницевого рiв-
няння Шредингера

ψn−1 + unψn + ψn+1 = 0 (7)

при додаткових умовах

ψ|n=0 = ψ0,

ψ|n=1 = ψ1.

Цi додатковi умови можна записати у iншому виглядi врахувавши, шо

∆ψ0 = ψ1 − ψ0 ≡ ψ̄1

i стверджувати, що для задачi Кошi додатковi умови заданi у однiй точцi
n = 0

ψ|n=0 = ψ0,

∆ψ|n=0 = ψ̄0.
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Крайова задача полягає у тому, щоб знайти розв’язок того ж рiв-
няння

ψn−1 + unψn + ψn+1 = 0 (8)

при додаткових умовах

ψ|n=0 =ψ0,

ψ|n=N =ψN .

У граничних вузлах n = 0 та n = N можна задати не лише значення
функцiї, але i їх рiзницi та комбiнацiї

α1∆ψ0 + β1ψ0,

α2∆ψN + β2ψN .

Тодi умови можна записати у виглядi

ψ0 =κ1ψ1 + µ1,

ψN =κ2ψN−1 + µ2.

Зазначимо, що при κ1 = κ2 = 0 останнi крайовi умови переходять у
умови першого роду

ψ|n=0 =ψ0,

ψ|n=N =ψN .

Якщо ж i κ1 i κ2 не рiвнi нулю i не рiвнi одиницi, то граничнi умови є
граничними умовами третього роду

−κ1 ∆ψ0 + (1− κ1)ψ0 = µ1,

κ2 ∆ψN + (1− κ2)ψ2 = µ2.

Розв’язок задачi Кошi знаходять безпосередньо iз рiзницевого рiвня-
ння Шредингера ψn+1, що дає рекурентне спiввiдношення

ψn+1 = −(un ψn + ψn−1)

при додаткових умовах

ψ0 =µ1,

ψN =µ2.

Розв’язок крайових задач є складнiшою задачею i вимагає спецiальних
методiв.
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1.3 Чисельна реалiзацiя розв’язку рiвняння Шредин-
гера

У розгорнутому виглядi рiзницевi рiвняння мають вигляд

n = 1 : (2 + v1∆
2)ψ1 − ψ2 = ε ∆2 ψ1,

n = 2 : −ψ1 + (2 + v2)ψ2 − ψ3 = ε ∆2 ψ2,

n = 3 : −ψ2 + (2 + v3)ψ3 − ψ4 = ε ∆2 ψ3,

.................................................... = .........

n = i : −ψi−1 + (2 + vi)ψi − ψi+1 = ε ∆2 ψi,

..................................................... = .........

n = N − 1 : −ψN−2 + (2 + vN−1)ψN−1 − ψN = ε ∆2 ψN−1.

Система рiвнянь (9) еквiвалентна рiвнянню Шредингера (1), але на вiд-
мiну вiд (1), яке може мати i нескiнченну кiлькiсть власних значень,
системi (9) вiдповiдає лише N зв’язаних станiв iз власними значеннями
Eλ(λ = 1, 2, ..., N). Тому ми одержуємо не лише дискретну, але i скiнче-
новимiрну (в сенсi розмiрностi простору Гiльберта хвильових функцiй)
квантово-механiчну модель. Обмеженiсть розмiрностi простору полегшує
розв’язок задачi, оскiльки вимагає обмеженої кiлькостi алгебраїчних опе-
рацiй.

У векторнiй формi систему рiвнянь (9) можна переписати як

Âψ⃗ = ε̂ψ⃗,

де матриця Â має вигляд

Â =


2 + v1∆

2 −1 0 0 . . . 0
−1 2 + v2∆

2 −1 0 . . . 0
0 −1 2 + v3∆

2 −1 . . . 0
. . . . . . . .
0 0 . . . 0 2 + vN−1∆

2 −1

 ,

(9)
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ψ⃗ - вектор-стовпчик

ψ⃗ =



ψ1

ψ2

ψ3

.

.

.
ψN−1


,

ε̂ = ∆2


ε1 0 0 . . . 0
0 ε2 0 . . . 0
0 0 ε3 0 . . 0
. . . . . . .
0 0 . . . 0 εN

 .

1.3.1 Знаходження власних значень для рiзницевого рiвняння
Шредингера

Задачi на власнi значення є крайовими задачами для диференцiальних
рiвнянь у яких правi частини залежать вiд одного чи кiлькох параметрiв.
Самi розв’язки крайової задачi iснують лише при певних значеннях па-
раметрiв, якi називають власними значеннями крайової задачi.

Вiдмiннiсть задачi на власнi значення полягає у тому, що метод зв’я-
зування слiд застосовувати не лише щодо лiвих граничних умов, якi -
невiдомi, але i щодо власних значень. Тобто до початкових умов яких не
вистачає слiд включити i початковi наближення для кожного iз власних
значень.

Власнi значення Eλ системи рiвнянь (9) можна знайти шляхом дiа-
гоналiзацiї матрицi Â. При цьому ми одержимо не всi власнi значення,
якщо N менше вiд їх кiлькостi у вихiднiй задачi, або у випадку коли N
бiльше вiд кiлькостi власних значень на iнтервалi [0, a], не всi знайденi
дiагональнi елементи вiдповiдатимуть розв’язкам вихiдної задачi.

1.3.2 Алгоритм методу пристрiлу (пристрiл)

Для розв’язку крайових задач iснує алгоритм, що має назву методу при-
стрiлу, який зводить крайову задачу до серiї задач Кошi з рiзними
початковими умовами. Суть цього алгоритму полягає у пробному задан-
нi невiдомих граничних умов на лiвiй границi iнтервалу i розв’язуваннi
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задачi Кошi методом бiжучого розв’язку. У нашому випадку не вистачає
однiєї початкової умови ψ′

(0).
Для запуску алгоритму пристрiлу задають для ψ′

(0) довiльне значен-
ня, з допомогою якого прораховують ψ(x) в усiх вузлах сiтки. Внаслiдок
довiльного вибору ψ

′
(0) на правiй границi iнтервалу [0, a] одержують

розв’язок, що не спiвпадає iз значенням ψ(b). На наступному кроцi виби-
рають iнше значення ψ′

(0), яке наблизить розв’язок до ψ(b). Продовжу-
ючи "пристрiл"по незаданiй початковiй умовi можна знайти правильний
розв’язок крайової задачi. Вибираючи пробнi початковi умови i розв’я-
зуючи серiю задач Кошi знаходять розв’язок рiвняння Шредингера iз
заданою точнiстю на iншiй границi iнтервалу.

1.3.3 Алгоритм методу прогону (прогiн)

Для чисельного розв’язку крайових задач часто застосовують ще один
метод - метод прогону. Спочатку розглянемо цей метод стосовно систе-
ми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, а потiм застосуємо його до розв’язку
звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку.

Метод прогону для системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Метод прогону для системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь є модифiкацi-
єю методу Гаусса для частинного випадку розрiджених систем – системи
рiвнянь iз тридiагональною матрицею. Запишемо систему рiвнянь у та-
кiй формi

b1x1 + c1x2 = d1,

a2x1 + b2x2 + c2x3 = d2,

a3x2 + b3x3 + c3v4 = d3,

...............................................................................................

aN−1xN−2 + bN−1xN−1 + cN−1xN = dN−1,

aNxN−1 + bNxN = dN .

(10)

Метод прогону, як i метод Гаусса, мiстить прямий i зворотний прогiн.
Прямий прогiн полягає у тому, що кожну iз невiдомих xn виражають
через xn+1 з допомогою коефiцiєнтiв прогону An i Bn

xn = Anxn+1 +Bn, n = 1, 2, ..., N − 1. (11)
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Iз першого рiвняння системи (10) знайдемо x1

x1 = −c1
b1
x2 +

d1
b1
.

Записавши вираз (10) для n = 1

x1 = A1x2 +B1, (12)

i порiвнявши його iз попереднiм виразом знаходимо, що

A1 = −c1
b1
,

B1 =
d1
b1
.

(13)

Тепер iз другого рiвняння системи (10) знайдемо x2, виразивши його
через x3, i, замiнивши x1 знайденим для нього виразом, одержуємо

a2(A1x2 +B1) + b2x2 + c2x3 = d2,

звiдки

x2 =
−c2x3 + d2 − a2B1

a2A1 + b2
,

а, порiвнявши знайдений вираз iз виразом

x2 = A2x3 +B2

знаходимо

A2 = − c2
a2A1 + b2

,

B2 =
d2 − a2B1

a2A1 + b2
.

У подiбний спосiб можна одержати коефiцiєнти прогону для будь-якого
номера n

An = − cn
anAn−1 + bn

,

Bn =
dn − anBn−1

anAn−1 + bn
, n = 2, 3, ..., N − 1.

(14)
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Зворотний прогiн передбачає обчислення невiдомих xn. Спочатку слiд
знайти xN . З цiєю метою використаємо спiввiдношення (12) при n = N−1
i останнє рiвняння системи (10), записавши їх у такий спосiб

xN−1 = An−1xN+BN−1,

aNxN−1 + bNxN = dN .

Виключивши з цих рiвнянь xN−1 знаходимо xN

xN = βN =
dN − aNBN−1

bN + aNAN−1

.

Далi, використовуючи формули (10) i вирази для коефiцiєнтiв прогону
(14) i (13), послiдовно обчислюємо всi xN−1, xN−2, ..., x1. Процес прогону
можна проiлюструвати такою блок-схемою (Рис. 1)

Рис. 1: Блок-схема методу прогону.
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Метод прогону для диференцiальних рiвнянь другого порядку

Розглянемо спочатку загальний пiдхiд до розв’язку звичайного ди-
ференцiального рiвняння другого порядку методом прогону, а потiм спе-
цiалiзуємо його до розв’язку рiвняння Шредингера.
Розглянемо рiзницеве рiвняння

anyn−1 − bnyn + cnyn+1 = fn, an ̸= 0, cn ̸= 0, n = 1, 2, ..., N − 1, (15)

що є рiзницевим аналогом диференцiального рiвняння

y′′(x) = f(x, y, y′).

До цього рiвняння слiд додати граничнi умови

y′(0) + κ1y(0) = µ1,

y′(L) + κ2y(L) = µ2,

рiзницевий аналог, яких можна одержати, записавши одностороннi рi-
зницевi похiднi y′(x) у початковiй та кiнцевiй точцi iнтервалу

y1 − y0
∆

+ κ1y0 = µ1,

yN − yN−1

∆
+ κ2yN = µ2.

Якщо ж апроксимувати похiднi рiзницями другого порядку точностi, то
граничнi умови набувають вигляду

y1 − y−1

∆
+ κ1y0 = µ1,

yN+1 − yN
∆

+ κ2yN = µ2.

У цi вирази входять значення функцiї у так званих фiктивних вузлах y−1

i yN+1, якi лежать поза iнтервалом у якому визначена функцiя. У цих
вузлах функцiю y(x) також треба визначити. Внаслiдок цього кiлькiсть
невiдомих значень функцiї у вузлах сiтки збiльшується на два. Для того,
щоб система рiвнянь була замкнутою, слiд додати ще два рiзницевих
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рiвняння при i = 0 та i = N + 1. Перетворивши останнi спiввiдношення
одержимо граничнi умови у такому виглядi

y0 − (1 + κ1∆)y1 = µ1,

yN+1 − (1− κ2∆)yN = µ2.
(16)

Визначивши матрицю Â розмiрнiстю (N + 1)x(N + 1) як

Â =



1 −κ1 0 . . . 0 0
a1 −b1 c1 0 . . . 0
. . . . . . . .
0 . . ai −bi ci . 0
. . . . . . . .
0 0 . . 0 aN−1 −bN−1 cN−1

0 0 . . . 0 −κ2 1


та ввiвши вектори

y⃗ = (y0, y1, ..., yN−1, yN),

f⃗ = (µ1, f1, ..., fN−1, fN),

крайову задачу можна переписати у матричнiй формi

Â · y⃗ = f⃗ .

Для розв’язку граничної задачi (15, 16) використаємо метод, що одер-
жав назву методу прогону, у якому припускають, що виконується спiв-
вiдношення, яке своєю формою нагадує граничнi умови

yn = αn+1yn+1 + βn+1 (17)

i мiстить невизначенi коефiцiєнти αn+1 i βn+1. Запишемо спiввiдношення
(17) для n− 1 вузла

yn−1 = αiyn + βn (18)

i пiдставимо його у рiвняння (15). Тодi одержимо

(an αn − bn)yn + cnyn+1 = fn − anβn.

Порiвнюючи одержаний вираз iз спiввiдношенням (17) знайдемо, що

αn+1 =
cn

bn − an αn
, n = 1, 2, ..., N − 1,

βn+1 =
anβn − fn
bn − an αn

, n = 1, 2, ..., N − 1.
(19)
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Порiвнявши граничну умову

y0 = κ1y1 + µ1, (20)

iз спiввiдношенням (18) записаним для i = 0

y0 = α1y1 + β1

знаходимо, що

α1 =κ1,

β1 =µ1.

Тепер, маючи α1 i β1 та переходячи вiд i до i+ 1 у спiввiдношеннях (19)
знайдемо αi i βi для усiх i = 2, 3, ..., N .

Використовуючи спiввiдношення (17) органiзуємо рекурсивний про-
цес, переходячи вiд i + 1 до i, тобто за вiдомим yi+1 знаходимо yi. Для
запуску рекурсивного процесу спочатку слiд задати yN , яке можна ви-
значити iз крайової умови

yN = κ2yN−1 + µ2

та умови (17) при i = N − 1

yN−1 = αN yN + βN .

Пiдставивши вираз для yN−1 iз другого рiвняння у перше, одержимо для
yN

yN =
κ2 βN + µ2

1− κ2αN
.

Тепер схема прогону набуває такого вигляду:

прямий прогон для розрахунку коефiцiєнтiв αn i βn

αn+1 =
cn

bn − an αn
, n = 1, 2, ..., N − 1, α1 = κ1,

βn+1 =
anβn − fn
bn − an αn

, n = 1, 2, ..., N − 1, β1 = µ1,
(21)

зворотний прогон для розрахунку значень функцiї y(x) у вузлах сiтки

yn = αn+1yn+1 + βn+1 n = N − 1, N − 2, ..., 2, 1, 0, (22)
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i значення функцiї для N - го вузла

yN =
κ2 βN + µ2

1− κ2αN
.

Стосовно рiзницевого рiвняння Шредингера

ψn−1 + unψn + ψn+1 = 0 (23)

значення констант є такими an = 1, bn = −un, cn = 1, fn = 0 i yn = ψn.
Для цього рiвняння константи αn+1 i βni+1 набувають вигляду

αn+1 =− 1

yn + αn
, n = 1, 2, ..., N − 1,

βn+1 =− βn
un + αn

, n = 1, 2, ..., N − 1,

(24)

Розглянутий метод прогону (21), (22), з допомогою якого визначення
yn реалiзується послiдовно справа налiво, називають правим прогоном.
У подiбний спосiб можна одержати i формули лiвого прогону. Для цього
виразимо yn+1 через yn подiбно до (17)

yn+1 = ζn+1yi + ηn+1 (25)

i пiдставимо вираз для yn+1 у рiвняння (15)

anyn−1 − bnyn + cnyn+1 = fn. (26)

Тодi
anyn−1 + (cnζn+1 − bn)yn + cnηn+1 = fn,

а
yn =

an
bn − cnζn

+
cnηn − fn
bn − cnζi

.

Порiвнюючи одержаний вираз iз виразом

yn = ζnyn−1 + ηn (27)

знаходимо, що

ζn =
an

bn − cnζn
,

ηn =
cnηn − fn
bn − cnζn

.
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Порiвнюючи вираз для yN

yN = ζnyN−1 + µ2

iз другою граничною умовою

yN = κ2yN−1

одержуємо, що

ζN = κ2,

ηN = µ2.

Так само на лiвiй границi iнтервалу

y1 = ζ1y1 + η1,

а за першою граничною умовою

y0 = κ1y1 + µ1,

Iз цих двох спiввiдношень одержуємо

y0 =
κ1η1 + µ1

1− κ1ζ1
.

Тепер схема прогону має такий вигляд:

зворотний прогон для розрахунку коефiцiєнтiв ζn i ηn

ζn =
an

bn − cnζn
, n = N − 1, N − 2, ..., 2, 1, ζN = κ2,

ηn =
cnηn − fn
bn − cnζn

, n = N − 1, N − 2, ..., 2, 1, ζN = µ2,

прямий прогон для розрахунку yn

yn+1 = ζn+1yn + ζn+1, n = 0, 1, .., N − 1, y0 =
κ1η1 + µ1

1− κ1ζ1
.
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1.3.4 Алгоритм методу прогону для задачi розсiювання

Якщо V (x) не рiвне нулю на промiжку [0, a] i, якщо падаючий потiк
нормований на одиницю, то на промiжку (−∞, 0]

ψ1(x) = eikx + re−ikx,

а при x > a
ψ3(x) = teik(x−a).

З умов неперервностi хвильової функцiї та її похiдної у точцi x = 0
одержуємо

ψ(0) = 1 + r,

ψ
′
(0) = ik(1− r)

та виключивши r знаходимо

ψ
′
(0) = ik(2− ψ(0)).

У такий спосiб приходимо до такої граничної умови

ψ
′
(0) + ikψ(0) = 2ik. (28)

Так само на правому краї iнтервалу

ψ
′
(a)− ikψ(a) = 0. (29)

Для рiзницевого аналога рiвняння Шредингера, для одержання пра-
вильних граничних умов крайової задачi, вводять "фiктивний"вузол сi-
тки x−1 та апроксимують похiдну на лiвому краї iнтервалу ψ′

(0) трито-
чковим виразом

ψ
′
(0) =

ψ1 − ψ−1

2∆
,

який також є величиною другого порядку малостi за ∆. Взявши у рiв-
няннi

ψn−1 + unψn + ψn+1 = 0, (30)

n = 0 та позначивши ε− vn∆
2 − 2 = un знайдемо, що

ψ1 + u0ψ0 + ψ−1 = 0 − > ψ−1 = −(ψ1 + u0ψ0)
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Тодi

ψ
′

0 ≡ ψ
′
(0) ≈ ψ1 + ψ1 + u0ψ0

2∆
=
ψ1 + 0.5u0ψ0

∆
. (31)

Пiдставивши знайдений вираз для ψ
′
(0) у (31) приходимо до такої

граничної умови на лiвому краї iнтервалу

ψ1 + 0, 5u0ψ0

∆
+ ikψ0 = 2ik − > ψ1 + (0, 5u0 + ik∆)ψ0 = 2ik∆. (32)

Так само для знаходження другої граничної умови введемо iнший "фi-
ктивний"вузол xN+1 та апроксимуємо похiдну на правому краї iнтервалу

ψ
′
(N) =

ψN+1 − ψN−1

2∆
.

Iз (9) при n = N знаходимо, що

ψN+1 = −(ψN−1 + unψN),

ψ′(N) = −ψN−1 + 0.5uNψN
∆

,

а враховуючи останнiй вираз у (29) знаходимо другу граничну умову

ψN−1 + (0.5un + ik∆)ψN = 0. (33)

Тепер система рiвнянь, що мiстить рiзницевi рiвняння (30) та граничнi
умови (32) i (33), набуває вигляду

ψn−1 + unψn + ψn+1 = 0, n = 1, 2, ..., N − 1,

ψ1 + (0.5u0 + ik∆)ψ0 = 2ik∆,

ψN−1 + (0.5uN + ik∆)ψN = 0.

Розв’язок рiвняння (30) шукатимемо у виглядi

ψn+1 = Rnψn. (34)

Пiдставивши (34) у (30) одержуємо

ψn−1 + unψn +Rnψn = 0 − > ψn = − ψn−1

Rn + un
.

З iншого боку
ψn = Rn−1ψn−1. (35)
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Звiдси випливає
Rn−1 = − 1

Rn + un
, (36)

що є рекурентним спiввiдношенням для коефiцiєнтiв Rn

Спочатку запишемо граничну умову для Rn на правiй границi iнтер-
валу, оскiльки для цього випадку вона буде однорiдною i незалежною
вiд хвильової функцiї. З цiєю метою у рiвняннi (33) зробимо замiну
ψN = RN−1ψN−1. Тодi

ψN−1 + (0.5un + ik∆)RN−1ψN−1 = 0,

Або
[1 + (0.5un + ik∆)RN−1]ψN−1 = 0.

Звiдси при довiльнiй функцiї ψN−1

1 + (0.5un + ik∆)RN−1 = 0 − > RN−1 = − 1

0.5un + ik∆
. (37)

Тепер починаючи iз RN−1, яке визначається спiввiдношенням (37) з
допомогою рекурентного спiввiдношення (36), шукатимемо RN−2 i т. д.
рухаючись вiд (N − 1) - вузла до вузла 0, послiдовно обчислюючи RN−2,
RN−3, ... , R1, R0, знайдемо всi N значень Rn, (n = 0, 1, .., N).

А тепер використовуючи вираз для R0 i пiдставивши його у рiвняння

ψ1 + (0.5u0 + ik∆)ψ0 = 2ik∆

одержимо
R0ψ0 + (0.5u0 + ik∆)ψ0 = 2ik∆,

а звiдси хвильову функцiю ψ0

ψ0 =
2ik∆

R0 + 0.5u0 + ik∆
. (38)

Тепер рухаючись у зворотному напрямку вiд вузла 0 до (N−1) - вузла за
допомогою (30) послiдовно знайдемо хвильову функцiю у всiх внутрiшнiх
вузлах сiтки ψ1, ψ2, ..., ψN .

Отже, алгоритм прогону полягає у тому, що ми використовуємо зна-
чення RN−1 i за формулою (37) обчислюємо коефiцiєнти Rn (n = N −
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2, N − 3, ..., 0), а потiм використовуємо R0 i за формулою ψn = Rn−1ψn−1

обчислюємо хвильовi функцiї ψn, (n = 1, 2, ..., N). У цiй процедурi гра-
ничнi умови нiби проганяють спочатку справа налiво, а потiм злiва на-
право, чим i пояснюється назва методу - "прогiн".

Наводимо приклад реалiзацiї алгоритму методу прогону для зада-
чi розсiювання на потенцiалi V (x) = − 2

(cosh(x−x0))
2 за допомогою пакету

Maple
> restart; > N:=100;
> L:=10;
> h:=L/N;
> step:=0.1;
> V (x) = −2/(cosh(x− x0))2;
> vj := (j)− > −2/(cosh((j −N/2) ∗ h))2;
> for i from 0 by step to L do > e:=i;
> k:=sqrt(i):
> v[N]:=evalf(vj(N)):
> u[N ] := evalf((e− v[N ]) ∗ h2 − 2):
> R[N-1]:=evalf(-2/(2*I*k*h+u[N])):
> for j from 99 by -1 to 1 do
> v[j]:=evalf(vj(j)):
> u[j] := (e− v[j]) ∗ h2 − 2:
> R[j-1]:=evalf(-1/(R[j]+u[j])):
> od:
> print("R[0]= R[0]):
> v[0]:=evalf(vj(0)):
> u[0] := evalf((e− v[0]) ∗ h2 − 2):
> psi[0]:= evalf(4*I*k*h/(2*R[0]+u[0]+2*k*h*I)):
> for j from 0 to 99 do
> psi[j+1]:=evalf(R[j]*psi[j]):
> od:
> print("psi[100]= psi[100]): > r[i]:=psi[0]-1;
> R[i]:=evalf(psi[0]-1)*conjugate(psi[0]-1);
> t[i]:=psi[100];
> T[i]:=evalf(Re((psi[100])*conjugate(psi[100])));
> od:
> with(plots):
> Tipoints := []:
for i from 0 by step to L do
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Tipoints := [op(Tipoints), [i, T[i]]]:
od:
pointplot(Tipoints);
Результати розрахункiв за наведеною програмою для потенцiала Га-

уса V (x) = −3 exp
(
− (x−x0)2

2

)
наведенi на рис.2.

Рис. 2: Результати розрахункiв коефiцiєта проходження для потенцiала
Гауса V (x) = −3 exp

(
− (x−x0)2

2

)
.

1.3.5 Метод Нумерова

Зручним методом чисельного розв’язування звичайних диференцiальних
рiвнянь другого порядку є метод Нумерова. Цей метод має переваги у
тому випадку, коли у рiвняннi вiдсутнi вклади iз першою похiдною вiд
шуканої функцiї. У цьому випадку метод забезпечує четвертий порядок
точностi. Для лiнiйних диференцiальних рiвнянь схему Нумерова можна
зробити явною. Рiвняння Шредингера є саме таким рiвнянням, тобто
воно не мiстить першої похiдної вiд хвильової функцiї i є лiнiйним.

Для розгляду методу Нумерова запишемо рiвняння Шредингера у
зручнiй для його застосування формi

d2ψ(x)

dx2
+ k2(x)ψ(x) = 0, (39)

де

k(x) =

√
2m(E − V (x))

~
.
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Розкладемо хвильову функцiю ψ(x) у околi точки x0 у ряд Тейлора до
четвертого порядку точностi включно

ψ(x) = ψ(x0) + ψ
′
(x0) (x− x0) +

1

2!
ψ

′′
(x0) (x− x0)

2+

1

3!
ψ

′′′
(x0) (x− x0)

3 +
1

4!
ψ

′′′′
(x0)(x− x0)

4 + ... .

При нанесеннi сiтки з кроком ∆ у областi дiї потенцiла введемо позна-
чення ψ(x0) = ψn, ψ(x0 + ∆) = ψn+1, ψ(x0 − ∆) = ψn−1 та запишемо
розклади хвильової функцiї для n+ 1 - го та n− 1 -го вузлiв сiтки

ψn+1 =ψn + ψ
′

n ∆+
1

2!
ψ

′′

n ∆2 +
1

3!
ψ

′′′

n ∆3 +
1

4!
ψ

′′′′

n ∆4 + ... ,

ψn−1 =ψn − ψ
′

n ∆+
1

2!
ψ

′′

n ∆2 − 1

3!
ψ

′′′

n ∆3 +
1

4!
ψ

′′′′

n ∆4 + ... .

Додавши цi два рiвняння одержимо

ψn−1 − 2ψn + ψn+1 = ψ
′′

n ∆2 +
1

12
ψ

′′′′

n ∆4. (40)

Оскiльки
ψ

′′

n = −k2n ψn,
а

ψ
′′′′

n = (ψ
′′

n)
′′
=
k2n−1 ψn−1 − 2k2n ψn + k2n+1 ψn+1

∆2
, (41)

то пiсля пiдстановки (41) у (40) одержимо

ψn−1 − 2ψn + ψn+1 = −k2nψn∆2 − 1

12
k2n−1ψn−1 +

1

6
k2nψn +− 1

12
k2n+1ψn+1.

Або звiвши подiбнi приходимо до такого рiзницевого рiвняння Шредин-
гера(

1 +
∆2

12
k2n−1

)
ψn−1 − 2

(
1− 5∆2

12
k2n

)
ψn +

(
1 +

∆2

12
k2n+1

)
ψn+1 = 0, (42)

яке можна розглядати як рекурентне спiввiдношення для процесу побу-
дови розв’язку злiва направо

ψn+1 =

(
2− 5∆2

6
k2n

)
ψn −

(
1 + ∆2

12
k2n−1

)
ψn−1

1 + ∆2

12
k2n+1

, (43)
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чи справа налiво

ψn−1 =

(
2− 5∆2

6
k2n

)
ψn −

(
1 + ∆2

12
k2n+1

)
ψn+1

1 + ∆2

12
k2n−1

. (44)

Зауважимо, що точнiсть даного методу є на порядок вищою, анiж то-
чнiсть методу Рунге-Кутта четвертого порядку. Вищою також є ефе-
ктивнiсть цього методу, оскiльки вiн вимагає розрахунку функцiї k2(x)
лише у вузлах сiтки.

Рiвнянню (42) можна надати зручнiшого вигляду, якщо ввести по-
значення

Tn =− ∆2

12
kn,

Fn =(1− Tn)ψn,

un =
2 + 10Tn
1− Tn

.

(45)

У цих позначеннях рiвняння (42) набуває вигляду

Fn+1 − unFn + Fn−1 = 0. (46)

Перевагою такого запису є те, що для цього рiвняння на один крок алго-
ритму для визначення Fn, потрiбне на одне множення менше, анiж при
визначеннi ψn.

Наступне перетворення служить для замiни рекурентного спiввiдно-
шення, що включає три точки на рекурентне спiввiдношення, що залучає
двi точки. Цiєї мети вдається досягнути, якщо ввести функцiю

Rn =
Fn+1

Fn
. (47)

Пiдставивши вираз для Rn у рiвняння (46) одержимо рекурентну фор-
мулу

Rn = Un −
1

Rn−1

. (48)

Вираз для Rn можна також записати у виглядi неперервного дробу

Rn = Un −
1

Un−1 − 1
Un−2−... 1

U1−
1

R0

.
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Величина Rn зручнiша при застосуваннi, анiж Fn, оскiльки на вiдмiну вiд
останньої не зростає експоненцiально у класично заборонених областях.

Рiвняння (51) можна iтерувати, якщо вiдоме початкове значення R0.
Зауважимо, що значення для R0, яке вiдповiдає спiввiдношенням ψ0 = 0,
ψ1 ̸= 0 рiвне R0 = ψ1/ψ0 → ∞. Якщо iтерацiї зупинити у довiльнiй
точцi xn, то значення Rn i 1/Rn−1, у цiй точцi – вiдомi без додаткових
розрахункiв. Iз цих значень, використовуючи формули (47) i (45), тобто
Fn = (1+Tn)ψn можна розрахувати хвильову функцiю у точках xn+1, xn
i xn−1.

ψn+1 =
Rn

1− Tn
ψn,

ψn =
Fn

1− Tn
,

ψn−1 =
Fn

Rn−1(1− Tn−1)
.

(49)

Рiвняння (46) можна iтерувати i у зворотному напрямку, тобто у на-
прямку зменшення iндексу n. Для оберненої iтерацiї визначимо коефiцi-
єнт

R̃n =
Fn−1

Fn
. (50)

Пiдставивши R̃n у рiвняння (46) одержимо двокрокову iтерацiйну фор-
мулу

R̃n = Un −
1

R̃n+1

. (51)

Цю форомулу можна застосувати, якщо вiдоме початкове значення RN .
Значення RN , яке вiдповiдає ψN = 0 i ψN−1 ̸= 0 вiдповiдає RN → ∞.

1.3.6 Приклад. Прямокутна потенцiальна яма

Потенцiал прямокутної потенцiальної ями нескiнченої глибини має ви-
гляд

V (x) =

{
0, 0 < x < a,
∞, x < 0, x > a.

Граничнi умови для цiєї задачi мають вигляд

ψ(0) = ψ(a) = 0.
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Ця задача має точний розв’язок вигляду

ψn(x) =

√
2

a
sin
(π
a
nx
)
,

E1 =
π2~2

2ma2
=
π2

2
E0 = 3.8150 eB.

Чисельно розв’язати цю задачу зручнiше, якщо значення хвильової
функцiї ψ(x) вiдомi у двох сусiднiх точках з одного краю промiжку [0,a],
тодi як у крайових задачах граничнi умови заданi на рiзних кiнцях iн-
тервалу. Тому, замiсть ψ(x) шукатимемо так званi регулярнi розв’язки,
якi за граничнi умови мають такi умови

φ(0) = 0 i φ
′
(0) = 1

для неперервного рiвняння Шредингера i

φ(0) = 0 i φ(1) = ∆ (52)

для його рiзницевого аналога. Умови (52) вiдповiдають вимозi того, щоб
рiзницева, як i неперервна, похiднi у початку координат була рiвна оди-
ницi. Справдi

φ(1)− φ(0)

∆
= 1.

Умова φ′
(0) = 1 випливає iз точного розв’язку цього прикладу, але ча-

сто використовується як стартова у методi пристрiлу i для потенцiалiв
довiльного вигляду.

Розв’язок, який вiдшукують ψ(x), можна виразити через φ(x), який
вiдповiдає неоднорiдним граничним умовам i який може бути визначе-
ний при довiльних значеннях енергiї E, тодi як ψ(x) iснують лише при
вибраних її значеннях Eλ. Лише при E = Eλ iснують обидва розв’язки,
i вони можуть вiдрiзнятися лише на постiйний множник. Тобто

ψ(Eλ, n) = cλφ(Eλ, n)

тому що одна iз граничних умов для обидвох розв’язкiв спiвпадає ψ(0) =
φ(0) = 0. Оскiльки розв’язок рiвняння другого порядку однозначно ви-
значається їх значенням у двох точках i у точцi n = 0 функцiї ψ(x) i φ(x)
спiвпадають, а у точцi n = 1 φ(1) = ∆, а ψ(Eλ, 1) = cλ, то домножив-
ши φ(n) на множник cλ = ψ(Eλ, n)/∆ дiстаємо функцiю, що спiвпадає iз
ψ(n) у двох точках n = 0 i n = 1, а, отже i у всiх iнших точках.
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Числовi коефiцiєнти cλ пiсля обчислення φ(Eλ, n) можна знайти iз
умов нормування

N∑
n=1

ψ2(Eλ, n)∆ =
N∑
n=1

c2λφ
2(Eλ, n)∆ = 1.

c−2
λ = ∆ ·

N∑
n=1

φ2(Eλ, n). (53)

Отже, задавши значення φ(n) у двох сусiднiх точках на краю iнтерва-
лу, на якому реалiзують обчислення, можна знайти iз першого рiвняння
системи (9) функцiю φ(2)

φ(2) = (2 + [v1 − ε]∆2)φ(1).

З другого рiвняння цiєї системи, за вiдомими φ(1) i φ(2), можна знайти
φ(3)

φ(3) = (2 + [v2 − ε]∆2)φ(2)− φ(1)

i так далi на усьому промiжку [0, a]. Загальний вираз для хвильової
функцiї у довiльнiй точцi сiтки має вигляд

φ(Eλ, n+ 1) = (2 + [vn − ε]∆2)φ(n)− φ(n− 1).

2 Рiзницевий варiант оберненої задачi для
одновимiрного рiвняння Шредингера

Розглянемо обернену задачу у пiдходi, що базується на методi скiнчених
рiзниць. Задання сталих cλ визначає значення хвильової функцiї ψ у
точцi n = 1 при E = Eλ, яка визначається виразом

ψ(Eλ, 1) = cλ ·∆.

Тобто ми знаємо хвильову функцiю у двох точках: при n = 0, де вiдпо-
вiдно до граничних умов ψ(0) = 0 i n = 1, де ψ(Eλ, 1) = cλ ·∆. Проте цих
даних недостатньо для того, щоб розв’язати обернену задачу, оскiльки
для її розв’язку треба знайти не лише ψ(Eλ, n = 2, 3, ...), як це було у
випадку прямої задачi, але i v (n = 1, 2, ...). Рiвнянь (9) для цього недо-
статньо, тому, тепер у задачi невiдомих 2N − 2, а рiвнянь лише N − 1.
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Зокрема, у першому рiвняннi системи (9) при n = 1 i E = Eλ тепер вже не
одна, а двi невiдомих: ψ(Eλ, 1) i v(1). Перехiд до наступного рiвняння си-
стеми щоразу дає нове алгебраїчне рiвняння з двома новими невiдомими.
Для розв’язку задачi тепер необхiднi додатковi рiвняння, якi пов’язують
невiдомi величини. Такими додатковими рiвняннями можуть бути умови
ортогональностi та повноти системи власних функцiй

N∑
λ=1

ψ(Eλ, n)ψ(Eλ,m) =
δmn
∆

, (54)

N∑
n=1

ψ(Eλ, n)ψ(Eµ, n)∆ = δλµ. (55)

2.1 Виведення умов повноти i ортогональностi
власних функцiй

Важливим для одержання умов повноти i ортонормованостi системи
власних функцiй є наявнiсть для неї дискретного спектру. Оскiльки ми
розглядаємо обернену задачу на прикладi нескiнченно глибокої прямоку-
тної потенцiальної ями, то ця умова безумовно виконується. Для ви-
ведення цих умов домножимо рiвняння Шредингера для хвильової фун-
кцiї ψλ(n), яка вiдповiдає власному значенню λ на ψλ′ (n) ·∆, а рiвняння
для хвильової функцiї ψλ′ (n), яка вiдповiдає власному значенню λ

′ до-
множимо на ψλ(n) ·∆. Тодi прийдемо до таких двох рiвнянь

ψλ(n− 1)ψλ′ (n)− [vn∆
2 + 2]ψλ(n)ψλ′ (n) + ψλ(n− 1)ψλ′ (n)

∆
= ελ ∆ ψλ(n)ψλ′ (n)

ψλ′ (n− 1)ψλ(n)− [vn∆
2 + 2]ψλ′ (n)ψλ(n) + ψλ′ (n− 1)ψλ(n)

∆
= ελ′ ∆ ψλ′ (n)ψλ(n)

Пiдсумуємо кожне iз одержаних рiвнянь по всiх n та вiднiмемо вiд
першого одержаного рiвняння - друге. Зважаючи, що суми по n вiд до-
буткiв хвильових функцiй рiзних вузлiв

N∑
n=1

ψλ′ (n± 1)ψλ(n)∆ = 0
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внаслiдок ортогональностi хвильових функцiй. Вклади

[vn∆
2 + 2]ψλ′ (n)ψλ(n)

у обох рiвняннях спiвпадають, тому їх рiзниця також рiвна нулю. Пiд-
сумково одержуємо

(ελ − ελ′)
N∑
n=1

ψλ(n)ψλ′ (n) ·∆ = 0. (56)

Якщо λ ̸= λ′, то власнi функцiї ортогональнi i вiднормувавши їх на
одиницю одержимо

N∑
n=1

ψλ(n)ψλ′ (n) ·∆ = δλλ′ .

Умову повноти можна одержати, якщо останнє рiвняння домножити
на ψλ′(m) i просумувати по всiх λ′

N∑
λ
′
=1

(
∆

N∑
n=1

ψλ(n)ψ
′

λ(n)

)
ψλ′ (m)∆ =

N∑
n=1

∆
N∑

λ
′
=1

ψ
′

λ(n)ψλ′ (m)

ψλ(n) =
N∑

λ
′
=1

ψλ′ (m)δλλ′ .

Звiдси видно, що вираз у дужках у другому виразi, пов’язаний iз симво-
лом Кронекера. Тобто

N∑
λ
′
=1

ψλ′ (m)ψλ′ (n) =
δmn
∆

. (57)

Застосуємо умову ортогональностi (54) хвильових функцiй у рiзних
точках iнтервалу для того, щоб вилучити невiдому функцiю ψ(Eλ, 2) у
першому рiвняннi системи (9) iз n = 1 i E = Eλ. З цiєю метою домножимо
це рiвняння на ψ(Eλ, 1) та пiдсумуємо по всiх λ. Завдяки цьому одержимо
рiвняння iз однiєю невiдомою v(1)

(2 + v(1))
N∑
λ=1

ψ(Eλ, 1)ψ(Eλ, 1)+
N∑
λ=1

ψ(Eλ, 1)ψ(Eλ, 2) =
N∑
λ=1

Eλψ(Eλ, 1)ψ(Eλ, 1).
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Сума у першому доданку рiвна

N∑
λ=1

ψ(Eλ, 1)ψ(Eλ, 1) =
δ11
∆

=
1

∆
,

а у другому доданку

N∑
λ=1

ψ(Eλ, 1)ψ(Eλ, 2) =
δ12
∆

= 0.

Тому, остаточно

(2 + v(1))
1

∆
=

N∑
λ=1

Eλ ψ
2(Eλ, 1),

звiдки знаходимо, що

v(1) = ∆
N∑
λ=1

Eλ ψ
2(Eλ, 1)− 2, (58)

де ψ(Eλ, 1) = cλ∆. Тим самим ми на першому кроцi визначили значення
для потенцiалу у точцi n = 1 через набiр спектральних даних {Eλ, cλ}.
Визначивши v(1) iз першого рiвняння системи (9) знайдемо значення
хвильової функцiї у наступнiй точцi, тобто ψ(Eλ, 2)

ψ(Eλ, 2) =
{
∆2[v(1)− Eλ] + 2

}
ψ(Eλ, 1).

Повторюючи подiбну процедуру у наступнiй точцi знайдемо v(2) i ψ(Eλ, 3)
i так далi. Отже, у рiзницевому пiдходi розв’язок оберненої задачi поля-
гає у почерговому застосуваннi формул

v(n) = ∆
N∑
λ=1

Eλ ψ
2(Eλ, n)− 2, (59)

i
ψ(Eλ, n+ 1) =

{
∆2[v(n)− Eλ] + 2

}
ψ(Eλ, n)− ψ(Eλ, n− 1). (60)

Як видно з останнiх формул, на вiдмiну вiд прямої задачi, використання
умови повноти системи власних функцiй у процес розв’язку включенi
стани всього спектру системи.
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2.2 Розсiювання на потенцiалi скiнченого
радiуса дiї

До задач iз неперервним спектром i потенцiалом скiнченого радiуса дiї
також можна застосувати методику,що базується на рiзницевому рiвнян-
нi Шредингера, якщо залучити R-матричну теорiю розсiювання. Основ-
на iдея теорiї R-матрицi полягає у подiлi усього простору, у якому шу-
кають розв’язок на двi чи бiльше областей, у яких властивостi системи
суттєво рiзнi. У кожнiй iз цих областей iснують свої хвильовi функцiї, якi
пов’язанi мiж собою на вiдповiдних границях з допомогою R-матрицi.

Для сил, якi мають скiнчений радiус дiї, досить знати хвильову фун-
кцiю на iнтервалi [0, a], оскiльки поза областю дiї потенцiала розв’язок
рiвняння Шредингера має вигляд вiльних хвиль. На границi областi взає-
модiї асимптотична функцiя ψ(x) повинна гладко зшиватися з хвильовою
функцiєю при x < a. Задання функцiї iз рiвняння

ψ(x) ≈ i

2

[
e−ikx − s(k) eikx

]
|x=a

при x = a еквiвалентне заданню логарифмiчної похiдної ψ
′
(x)

ψ(x)
|x=a =

ℜ−1(E) на краю областi взаємодiї. У рiзницевiй схемi ℜ−1(E) визнача-
ється як

ℜ−1(E) =
ψ(N + 1)− ψ(N)

ψ(N)

a

∆
.

А використовуючи злiченнiсть множини власних функцiй на iнтервалi
[0, a] у рiзницевому рiвняннi Шредингера вдається дискретно параме-
тризувати неперервну залежнiсть вiд енергiї логарифмiчної похiдної у
точцi a, а разом з тим i данi розсiювання. Особливо компактний вигляд
для параметризацiї можна одержати для величини R(E), яка пов’язана
iз ℜ(E) таким спiввiдношенням

R(E) =
ℜ(E)

1 + ℜ(E) a
∆

.

Функцiю R(E) називають R-матрицею, яка у одновимiрному випадку є
просто скалярною функцiєю, але в лiтературi прийнято застосовувати
загальний термiн як у тривимiрних так i у одновимiрних задачах. Пiд-
ставивши у цю формулу вираз для ℜ(E)

ℜ(E) = ψ(N)

ψ(N + 1)− ψ(N)

∆

a
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одержуємо зв’язок мiж функцiями ψ(N) i ψ(N + 1)

ψ(N) = R(E) ψ(N + 1)
a

∆
. (61)

На межi двох областей асимптотичну хвильову функцiю ψ(x) можна роз-
класти по дискретному набору власних функцiй

u(Eλ, n) ≡ uλ(n)

рiвняння Шредингера, але за умови на границi областей виберемо одно-
рiднi граничнi умови

uλ(0) = uλ(N + 1) = 0.

За цих умов енергетичнi залежностi R(E) i s(E) параметризуються дис-
кретним набором параметрiв, кiлькiсть яких, до того ж, у рiзницевiй
схемi є скiнченим i рiвним 2N . Цi "допомiжнi"функцiї uλ(n) спiвпада-
ють з функцiями зв’язаних станiв ψ(Eλ, n), але тепер у точцi n = N + 1
замiсть нескiнченої потенцiальної стiнки

V (N + 1) = 0,

але ми все ж таки виставимо вимогу

uλ(N + 1) = 0.

Тепер роль констант нормування cλ вiдiграють iншi параметри γλ, якi на
вiдмiну вiд cλ є значеннями власних функцiй не у точцi n = 1, а у точцi
n = N – на iншому кiнцi iнтервалу [0, a]. Тепер за набором {Eλ, γλ},
як i у випадку зв’язаних станiв можна вiдновити v(n). Проте тепер слiд
вiдбудовувати v(n) i uλ(n) переходячи вiд точки до точки у зворотному
напрямi вiд n = N до n = 0, замiнивши у формулах (59 i 60) n + 1 <->
n− 1.

Вираз дляR(E) можна одержати розклавши хвильову функцiю ψ(Eλ, n)
по повнiй системi власних функцiй uλ(n)

ψ(Eλ, n) =
N∑
n=1

Aλ(E) uλ(n). (62)
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Домножимо це рiвняння на uλ(n) i пiдсумуємо по всiх n = N . Тодi
N∑
n=1

ψ(Eλ, n) uλ(n) =
N∑
λ=1

Aλ(E)
N∑
n=1

uλ(n) uλ(n) =
Aλ(E)

∆
.

Тодi

Aλ(E) =
N∑
n=1

ψ(Eλ, n)uλ(n) ∆.

Домножимо рiзницеве рiвняння Шредингера

ψn−1 − 2ψn + ψn+1

∆2
− 2m

~2
Vnψn = −2m

~2
Eψn (63)

на uλ(n) i таке ж саме рiвняння для uλ(n)

un−1 − 2un + un+1

∆2
− 2m

~2
Vnun = −2m

~2
Eλun (64)

на ψ(E, n). Тодi

ψn−1un − 2ψnun + ψn+1un
∆2

− 2m

~2
Vnψnun = −2m

~2
Eψnun,

un−1ψn − 2unψn + un+1ψn
∆2

− 2m

~2
Vnunψn = −2m

~2
Eλunψn.

(65)

вiднявши вiд першого рiвняння перше i пiдсумувавши по всiх n одержимо
N∑
n=1

ψn+1un + ψn−1un − un+1ψn − un−1ψn
∆2

=
N∑
n=1

2m

~2
(Eλ − E)ψnun. (66)

Розписавши суму у лiвiй частинi рiвняння, враховуючи лише вираз у
чисельнику

ψ(2)uλ(1) + ψ(3)uλ(2) + · · ·+ ψ(N)uλ(N − 1) + ψ(N + 1)uλ(N)+

ψ(0)uλ(1) + ψ(1)uλ(2) + · · ·+ ψ(N − 1)uλ(N) + ψ(N)uλ(N + 1)+

−ψ(1)uλ(2)− ψ(2)uλ(3)− · · · − ψ(N − 1)uλ(N)− ψ(N)uλ(N + 1)−
−ψ(1)uλ(0)− ψ(2)uλ(1)− · · · − ψ(N)uλ(N − 1)− ψ(N + 1)uλ(N),

(67)

та враховуючи, що ψ(0) = 0, uλ(0) = 0, ψ(N + 1, uλ(N + 1) = 0 та
скоротивши подiбнi приходимо до

ψ(N + 1)uλ(N) =
N∑
n=1

2m

~2
(Eλ − E)ψnun,
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Звiдки, оскiльки
N∑
n=1

ψnun =
Aλ(E)

∆

одержуємо, що

Aλ(E) =
~2

2m∆

ψ(N + 1)uλ(N)

Eλ − E
.

Пiдставивши знайдений вираз для Aλ(E)у рiвняння (62) одержуємо

ψ(E, n) =
~2

2m∆

N∑
λ=1

uλ(n)uλ(n)

Eλ − E
ψ(E,N + 1). (68)

Увiвши позначення
~√
2ma

uλ(N) = γλ

iз рiвняння (68) при n = N одержуємо

ψ(E,N) =
N∑
λ=1

γ2λ
Eλ − E

a

∆
ψ(E,N + 1). (69)

Порiвнявши цей вираз iз виразом

ψ(E,N) = R(E)ψ(E,N + 1)
a

∆
(70)

знаходимо, що

R(E) =
N∑
λ=1

γ2λ
Eλ − E

. (71)

Якщо для потенцiала iснують зв’язанi стани, то параметри Eλ < 0 i γλ
можна одержати iз даних з розсiювання.

2.3 Наближення потенцiалiв кусково-постiйними фун-
кцiями

Прямокутнi потенцiальнi бар’єри та ями є найпростiшими моделями кван-
тової механiки. Потенцiали апроксимованi кусково-постiйними залежно-
стями зручнi i для одержання чисельних розв’язкiв прямих i обернених
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Рис. 3: Кусково-постiйна апроксимацiя для потенцiальної ями довiльної
форми.

задач для одновимiрного рiвняння Шредингера. Такий пiдхiд має ту пе-
ревагу, що при зростаннi енергiї можливiсть його застосування не погiр-
шується на вiдмiну вiд, наприклад, методiв, якi ґрунтуються на скiнчено-
рiзницевих схемах.

Важливою перевагою кусково-постiйних потенцiалiв є простий ви-
гляд хвильової функцiї на кожнiй iз його сходинок. Загальний розв’я-
зок рiвняння Шредингера на n-му iнтервалi xn−1 ≥ x ≤ xn на якому
Vn = const є сумою якихось двох лiнiйно-незалежних частинних розв’яз-
кiв iз довiльними коефiцiєнтами an i bn, наприклад

ψ(xn−1 ≥ x ≤ xn) = ane
iknx + bne

−iknx, (72)

де k2n = 2m
~2 (E − Vn). Такий вигляд розв’язок має за умови E > Vn. У

противному випадку розв’язок виражається через експоненцiально зро-
стаючi i спаднi функцiї, оскiльки kn = iκn.

З умови неперервностi хвильової функцiї та її першої похiдної можна
одержати систему рекурентних спiввiдношень для констант an i bn

ane
iknxn + bne

−iknxn =an+1e
ikn+1xn + bn+1e

−ikn+1xn ,

knane
iknxn − knbne

−iknxn =kn+1an+1e
ikn+1xi − kn+1bn+1e

−ikn+1xn .
(73)

Розв’язуючи цю систему рiвнянь знайдемо an i bn

an =
1

2

(
1 +

kn+1

kn

)
ei(kn+1−kn)xn an+1 +

1

2

(
1− kn+1

kn

)
e−i(kn+1+kn)xn bn+1,

bn =
1

2

(
1 +

kn+1

kn

)
ei(kn+1+kn)xn an+1 +

1

2

(
1 +

kn+1

kn

)
e−i(kn+1−kn)xn bn+1.
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Цi рiвняння можна записати у матричнiй формi(
an
bn

)
= M̂n

(
an+1

bn+1

)
,

де ми ввели матрицi переносу M̂i для кожної iз прямокутних областей

M̂n =
1

2

 (
1 + kn+1

kn

)
ei(kn+1−kn)xn

(
1− kn+1

kn

)
e−i(kn+1+kn)xn(

1 + kn+1

kn

)
ei(kn+1+kn)xn

(
1 + kn+1

kn

)
e−i(kn+1−kn)xn

 .

Використовуючи цi рiвняння при рiзних n можна розв’язати пряму за-
дачу, тобто знайти всi an i bn. Рiзнi граничнi умови, тобто на одному
чи рiзних краях iнтеграла iнтегрування рiвняння, враховують у той же
спосiб, як i для рiзницевого рiвняння Шредингера.

Рис. 4: Приклад кусково-постiйної апроксимацiї для осциляторної потен-
цiальної ями.

При розв’язку оберненої задачi на кожнiй сходинцi крiм an i bn треба
знайти ще i Vn. На вiдмiну вiд рiзницевих схем при кусково-постiйнiй
апроксимацiї значення потенцiала Vn входить у рекурентнi спiввiдноше-
ння нелiнiйно, тобто у аргументи функцiй sin i cos чи експонент через
k2n = 2m

~2 (E − Vn), що суттєво ускладнює одержання Vn. Для наочностi
розглянемо лише один крок розв’язку оберненої задачi.

У цьому випадку зручнiше використовувати iншу, еквiвалентну фор-
му розв’язку

ψ(xn−1 ≥ x ≤ xn) = An cos(knx) +Bn sin(knx), (74)
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Вважатимемо заданими значення хвильової функцiї uν(a) i її похiдної
u

′
ν(a) у точцi xN . Зшиваючи значення ψν(xN) у виглядi (74) i ψ′

ν(xN) на
N - iй сходинцi xN−1 ≤ x ≤ xN = a iз uν(a) i u′

ν(a) одержимо

AνN cos
(√

2m(Eν − VN)
a

~2
)
+Bν

N sin
(√

2m(Eν − VN)
a

~2
)
=uν(a),

− AνN

√
2m

~2
(Eν − VN) sin

(√
2m

~2
(Eν − VN)a

)
+

Bν
N

√
2m

~2
(Eν − VN) cos

(√
2m

~2
(Eν − VN)a

)
=u

′

ν(a).

Звiдси знаходимо AνN i Bν
N як функцiї параметра VN . Для визначення

VN використаємо спiввiдношення повноти i ортогональностi функцiй uν
(ν = 1, 2, ...) у рiзних точках iнтервалу [xN−1, xN ]

∞∑
ν

uν(x)uν(x
′ ̸= x) = 0. (75)

Пiдставивши у (75) їх вирази iз (74) при E = Eν та i = N
ψν(x) = AN cos(

√
2m(Eν − VN)

a
~2x) + BN sin(

√
2m(Eν − VN)

a
~2x) у яких

AνN i Bν
N явно вираженi через VN iз граничних умов

AνN = uν(a) cos
(√

2m(Eν − VN)
a

~2
)
− uν(a)√

2m
~2 (Eν − VN)

sin

(√
2m

~2
(Eν − VN)a

)
,

AνN = uν(a) sin
(√

2m(Eν − VN)
a

~2
)
− uν(a)√

2m
~2 (Eν − VN)

cos

(√
2m

~2
(Eν − VN)a

)
,

одержуємо нелiнiйне рiвняння для VN .

2.4 Реконструкцiя потенцiалiв за допомогою багато-
разового розв’язування прямої задачi.

Першi спроби використання потенцiалiв найпростiшого виду (прямоку-
тна яма, Саксона-Вуда i iн.), коли методом "проб i помилок"два-три па-
раметра взаємодiї пiдганялися для найкращого опису спостережуваних
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величин, i при кожнiй спробi знову розв’язували рiвняння Шредiнгера,
були вже, по сутi, розв’язком оберненої задачi за допомогою розв’язуван-
ня прямої. Згодом алгоритми цього пiдходу в оберненiй задачi удоскона-
лювалися. Спочатку це був єдиний спосiб вiдновлення потенцiалiв. Але i
пiсля появи рiвнянь Гельфанда-Левитана-Марченка у цього способу за-
лишаються свої важливi переваги. Зокрема, для нього не iснує обмежень
на вихiднi данi розсiювання (типу I = const або Е = const) - можна ви-
користовувати всi наявнi характеристики зв’язаних станiв i розсiювання
(в тому числi i перерiзи розсiювання). Певна його зручнiсть полягає i в
тому, що при конкретних розрахунках не використовуються спiввiдно-
шення повноти, хоча вони i потрiбнi при доведеннi збiжностi наближень.
Разом з тим необхiднiсть багатократного розв’язування рiвнянь руху ро-
бить цей метод менш економним порiвняно iз методами власне оберненої
задачi. Природно також, що труднощi пов’язанi iз нестiйкiстю процесу
обчислень, якi не давали про себе знати при малiй кiлькостi параметрiв
взаємодiї, проявляються тут сповна, тому що розширюється клас фун-
кцiй на яких шукають потенцiал. Так що некоректнiсть оберненої задачi
не вдається обiйти, розв’язуючи її за допомогою прямої.

Рис. 5: Реконструкцiя потенцiальної ями Вуда-Саксона шляхом пiдгону
за двома параметрами.

3 Рiвняння Гельфанда-Левитана-Марченка
Рiвняння Гельфанда-Левитана-Марченка виникає при описi квантових
зiткнень, якi описуються неперервними хвильовими функцiями, що за-
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лежать вiд неперервних змiнних i вiдповiдають неперервному спектру га-
мiльтонiана взаємодiючих частинок. Проте скiнчено-рiзницеве рiвняння
Шредингера для випадку взаємодiй скiнченого радiуса дiї зводиться до
скiнченої системи алгебраїчних рiвнянь. Тому iснує алгебраїчний аналог
теорiї Гельфанда-Левитана-Марченка, що має фiзичний змiст у кванто-
вiй моделi розсiювання iз дискретними просторовою i енергетичною змiн-
ними. Ми одержимо iнтегральнi рiвняння оберненої задачi з допомогою
граничного переходу ∆− > 0 iз їх рiзницевих аналогiв.

Розглянемо залежнiсть вiд енергiї розв’язкiв рiзницевого рiвняння
Шредингера iз граничними умовами φ(0) = 0 φ(1) = ∆ для нульово-

го потенцiала
◦
V (n) = 0

~2

2m∆2
{ ◦
φ(E, n− 1)− 2

◦
φ(E, n) +

◦
φ(E, n+ 1)} = E

◦
φ(E, n). (76)

Переконаємося, що φ(E) i ◦
φ(E) є полiномами n − 1 степеня вiдносно

енергiї. Справдi, оскiльки

φ(E, 1) =
◦
φ(E, 1) = ∆

розв’язки не залежать вiд енергiї E i тому є полiномами нульового степе-
ня по енергiї. У наступнiй точцi сiтки n = 2, як φ(E) так i ◦

φ(E) залежать
вiд енергiї E лiнiйно тому що вони виражаються iз (76) i (2) через енергiю
E, яка є множником у правiй частинi рiвнянь (76) i (2) та сталi

φ(E, 0) =
◦
φ(E, 0) = 0, φ(E, 1) =

◦
φ(E, 1) = ∆

При наступних перемiщеннях на один крок сiткою E збiльшує степiнь
полiнома у залежностi φ(E) i ◦

φ(E) вiд енергiї на одиницю. Вiдмiннiсть
полiномiв φ(E) i ◦

φ(E) визначається лише коефiцiєнтами при E. Можна
побудувати φ(E) за вiдомими ◦

φ(E), оскiльки полiноми φ(E, n) степiнь
яких n−1 у виглядi лiнiйної комбiнацiї вiдомих полiномiв ◦

φ(E,m) степенi
яких рiвнi m−1 = n−1, n−2, ..., 0, а коефiцiєнти при них K(n, m) мiстять
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усю iнформацiю про потенцiал взаємодiї.

φ(E, 1) =K(1, 1)
◦
φ(E, 1)∆,

φ(E, 2) =K(2, 2)
◦
φ(E, 2)∆ +K(2, 1)

◦
φ(E, 1)∆,

φ(E, 3) =K(3, 3)
◦
φ(E, 3)∆ +K(3, 2)

◦
φ(E, 2)∆ +K(3, 1)

◦
φ(E, 1)∆,

................................................................................................................. ,

φ(E, n) =K(n, n)
◦
φ(E, n)∆ +K(n, n− 1)

◦
φ(E, n− 1)∆ + ...+K(n, 1)

◦
φ(E, 1)∆,

.................................................................................................................. .

(77)

Множники ∆ у всiх сумах по координатнiй змiннiй введено щоб при
переходi до границi ∆ → 0, цi суми переходили у iнтеграли. Отже, для
знаходження функцiй φ досить визначити коефiцiєнти K(n,m), тому що
вони i є розв’язками оберненої задачi i тому через них, тобто K(n,m),
виражається V (n).

Оскiльки φ(E, 1) = ◦
φ(E, 1) = ∆, то iз рiвняння φ(E, 1) = K(1, 1)

◦
φ(E, 1)∆

видно, що K(1, 1) = 1
∆

. Виходячи iз того, що матриця (9) – тридiагональ-
на та враховуючи, що потенцiальна енергiя V (n) входить лише у дiаго-
нальнi елементи при послiдовнiй побудовi φ(E, n = 2, 3, ...) коефiцiєнт
при найвищому степенi En−1 формується вiд вкладiв, якi не залежать
вiд V . Мова iде про праву частину матричного рiвняння (9). Тому кое-
фiцiєнти при φ(E) i ◦

φ(E) будуть однаковими i рiвними K(n, n) ∆ = 1.
Тобто для дiагональних коефiцiєнтiв K(n, n) ми одержуємо значення

K(n, n) =
1

∆
.

Тепер систему рiвнянь (77)
φ(1)
φ(2)
φ(3)
.

φ(n)
.

 =


K1,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
K2,1 K2,2 0 0 0 0 0 0 0 0
K3,1 K3,2 K3,3 0 0 0 0 0 0 0
. . . . . . . . . .

Kn,1 Kn,2 Kn,3 . . . Kn,n 0 0 0
. . . . . . . . . .





◦
φ(1)
◦
φ(2)
◦
φ(3)
.

◦
φ(n)
.


.

(78)
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враховуючи, що матриця коефiцiєнтiв K(n,m) – трикутна можна пере-
писати у такiй формi

φ(E, n) =
◦
φ(E, n) +

n−1∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(m) ∆. (79)

В континуальному представленнi, яке можна досягнути переходом до
границi ∆ → 0, це рiвняння набуває вигляду

φ(E, x) =
◦
φ(E, x) +

∫ x

0

K(x, x
′
)
◦
φ(E, x

′
) dx

′
. (80)

4 Алгебраїчна форма рiвняння Гельфанда-
Левитана

Для визначення функцiй φ(E) використаємо одержану ранiше умову
повноти

∑N
λ=1 ψ(Eλ, n)ψ(Eλ,m) = δnm

∆
переписавши її у такiй формi

N∑
λ=1

c2λφ(Eλ, n)φ(Eλ,m) =
δnm
∆

(81)

та для функцiй ◦
φ(E)

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(

◦
Eλ, n)

◦
φ(

◦
Eλ,m) =

δnm
∆

. (82)

у яких
◦
Eλ – власнi значення рiзницевого рiвняння Шредингера при ну-

льовому потенцiалi V (n) = 0, а

◦
c
2

λ =

[
∆

N∑
n=1

◦
φ
2
(
◦
Eλ, n)

]−1

.

Спiввiдношення (82) є умовами ортонормування за змiнною Eλ для су-
купностi векторiв {φn} проте з рiзними ваговими множниками c2λ i ◦

c
2

λ.
Отже, перехiд вiд вiдомого базису { ◦

φn} у N -вимiрному векторному про-
сторi до нового базису {φn} можна трактувати як процедуру ортонор-
мування векторiв { ◦

φn} iз новими ваговими множниками c2λ замiсть ◦
c
2

λ. Iз
умови ортонормування можна визначити коефiцiєнти K(n,m).
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Сама процедура ортонормуванння органiзована у такий спосiб. За
перший вектор нового базису згiдно iз (80) виберемо вектор ◦

φ(E, 1). Ко-
ефiцiєнт K(2, 1) для одержання другого вектора φ(E, 2) знайдемо iз умо-
ви

φ(E, 2) ⊥ φ(E, 1)

еквiвалентної
φ(E, 2) ⊥ ◦

φ(E, 1),

оскiльки φ(E, 1) =
◦
φ(E, 1). Наступний вектор φ(E, 3) повинен бути ор-

тогональним i до φ(E, 2) i до φ(E, 1), тобто φ(E, 3) ⊥ φ(E, 2) i
φ(E, 3) ⊥ φ(E, 1), але оскiльки φ(E, 2) є лiнiйною комбiнацiєю ◦

φ(E, 2)

i ◦
φ(E, 1) iз умови φ(E, 3) ⊥ φ(E, 2) випливає умова φ(E, 3) ⊥ ◦

φ(E, 2).
Двi умови φ(E, 3) ⊥ ◦

φ(E, 2) i φ(E, 3) ⊥ ◦
φ(E, 1) визначають коефiцiєнти

K(3, 1) i K(3, 2)

φ(E, 3)
◦
φ(E, 2) =∆ K(3, 2),

φ(E, 3)
◦
φ(E, 1) =∆ K(3, 1).

Продовжуючи процедуру можна знайти коефiцiєнти K(n,m) iз n-го ряд-
ка системи рiвнянь (80) ортогоналiзуючи φ(E, n) до всiх φ(E,m) iзm < n

N∑
λ=1

c2λφ(Eλ, n)
◦
φ(Eλ,m) = 0, m < n. (83)

Пiдставивши φ(E, n) у формi (79) одержимо

0 =
N∑
λ=1

c2λφ(Eλ, n)
◦
φ(Eλ,m)

=
N∑
λ=1

c2λ
◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ,m) +

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)
N∑
λ=1

c2λ
◦
φ(Eλ, ρ)

◦
φ(Eλ,m)∆.

Перепишемо умову повноти множини власних функцiй у формi
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∑N
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(

◦
Eλ, n)

◦
φ(

◦
Eλ,m)− δnm

∆
= 0 i додамо її до другого доданка. Тодi

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)
N∑
λ=1

(
c2λ +

◦
c
2

λ −
δn,m
∆

)
◦
φ(Eλ, ρ)

◦
φ(Eλ,m)∆ =

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)
N∑
λ=1

c2λ
◦
φ(Eλ, ρ)

◦
φ(Eλ,m)∆+

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)
N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, ρ)

◦
φ(Eλ,m)∆+

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)(−δn,m)
N∑
λ=1

◦
φ(Eλ, ρ)

◦
φ(Eλ,m) = 0

(84)

Останнiй доданок дає вклад

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)(−δn,m)
N∑
λ=1

◦
φ(Eλ, ρ)

◦
φ(Eλ,m) =

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)(−δn,m)
δρ,m
∆

= −δn,m
∆

.

Другий доданок дає вклад

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)
N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, ρ)

◦
φ(Eλ,m)∆ =

n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)δρ,m = K(n,m).

Якщо ввести позначення

Q(n,m) =
N∑
λ=1

c2λ
◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ,m)− δn,m

∆
, (85)

або, врахувавши (82), переписати вираз для Q(n,m) в такому виглядi

Q(n,m) =
N∑
λ=1

c2λ
◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ,m)−

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ,m), (86)

рiвняння (90) можна записати так

K(n,m) +Q(n,m) +
n−1∑
ρ=1

K(n, ρ)Q(ρ,m) = 0, m < n. (87)
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де

Q(r, r
′
) =

∞∑
λ

c2
◦
φ(Eλ, r)

◦
φ(Eλ, r

′
)−

∞∑
λ

◦
c
2

λ

◦
φ(

◦
Eλ, r)

◦
φ(

◦
Eλ, r

′
). (88)

Рiвняння (87) для коефiцiєнтiв оротогоналiзацiї є алгебраїчним ана-
логом рiвняння Гельфанда-Левитана, яке одержується iз (87) при ∆ → 0

K(r, r
′
) +Q(r, r

′
) +

∫ r

0

K(r, r
′′
)Q(r

′′
, r)dr

′′
= 0. (89)

Перехiд до одновимiрного випадку здiйснимо зробивши у рiвняннi
(87) замiну

K(r, r
′
) → K(x, y),

Q(r, r
′
) → F (x+ y),

cλ → a(iκn).

(90)

Тепер рiвняння Гельфанда-Левитана набуває вигляду

K(x, y) + F (x+ y) +

∫ ∞

x

K(x, z)F (z + y)dz = 0, (91)

де

F (x) =
N∑
n=1

bne
−κnx

ia′(iκn)
+

1

2π

∫ ∞

−∞
r(k)eikxdk. (92)

Доданок
∑N

n=1
bne−κnx

ia
′
(iκn)

у F (x) враховує внесок вiд зв’язаних станiв, а дру-
гий доданок 1

2π

∫∞
−∞ r(k)eikxdk пов’язаний iз вiдбиванням частинок (r(k)

- коефiцiєнт вiдбивання) вiд областi у якiй дiє потенцiал V (x).

5 Зв’язок коефiцiєнтiв K(n, m) iз потенцiа-
лом V(n)

Для одержання виразiв для потенцiала через коефiцiєнти K(n,m) до-
множимо рiзницеве рiвняння Шредингера на ◦

c
2

λ

◦
φ(Eλ, n) та пiдсумуємо

по всiх λ. Тодi
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− ~2

2m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)φ(Eλ, n− 1) +

~2

m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)φ(Eλ, n)−

~2

2m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)φ(Eλ, n+ 1) +

N∑
λ=1

V (n)
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)φ(Eλ, n) =

N∑
λ=1

Eλ
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)φ(Eλ, n).

В одержане рiвняння пiдставимо вираз для φ(Eλ, n) у формi (79)

φ(E, n) =
◦
φ(E, n) +

n−1∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(m) ∆,

φ(E, n− 1) =
◦
φ(E, n− 1) +

n−2∑
m=1

K(n− 1,m)
◦
φ(m) ∆,

φ(E, n+ 1) =
◦
φ(E, n+ 1) +

n∑
m=1

K(n+ 1,m)
◦
φ(m) ∆.
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Тодi

− ~2

2m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n− 1)

◦
φ(Eλ, n) +

~2

m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ, n)−

~2

2m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n+ 1)

◦
φ(Eλ, n) +

N∑
λ=1

V (n)
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ, n)−

N∑
λ=1

Eλ
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ, n) +− ~2

2m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n− 1)

n−2∑
m=1

K(n− 1,m)
◦
φ(Eλ,m)∆+

~2

m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

n−1∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(Eλ,m)∆−

~2

2m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n+ 1)

n∑
m=1

K(n+ 1,m)
◦
φ(Eλ,m)∆+

N∑
λ=1

V (n)
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

n∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(Eλ,m)∆ =

N∑
λ=1

Eλ
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

n∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(Eλ,m).

Розглянемо кожен iз доданкiв окремо нумеруючи їх у тому порядку
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у якому вони записанi в останньому рiвняннi

1.
~2

2m

N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n− 1)

◦
φ(Eλ, n) = 0,

2.
N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ, n) = 1,

3.
N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n+ 1)

◦
φ(Eλ, n) = 0,

4.
N∑
λ=1

V (n)
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ, n) = V (n),

6.
N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n− 1)

n−2∑
m=1

K(n− 1,m)
◦
φ(Eλ,m)∆ = 0,

7.
N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

n−1∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(Eλ,m)∆ = 0,

8.
N∑
λ=1

◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n+ 1)

n∑
m=1

K(n+ 1,m)
◦
φ(Eλ,m) = K(n+ 1, n),

9.
N∑
λ=1

V (n)
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

n∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(Eλ,m)∆ = 0.

Врахувавши знайденi значення для доданкiв, рiвняння набуває вигляду

~2

m
+ V (n)−

N∑
λ=1

Eλ
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ, n) +K(n+ 1, n) =

N∑
λ=1

Eλ
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

n∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(Eλ,m).

Виконавши таку ж саму процедуру стосовно рiзницевого рiвняння Шре-
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дингера з нульовим потенцiалом V (n) = 0 одержимо

~2

m
−

N∑
λ=1

Eλ
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

◦
φ(Eλ, n) +K(n+ 1, n) =

N∑
λ=1

Eλ
◦
c
2

λ

◦
φ(Eλ, n)

n∑
m=1

K(n,m)
◦
φ(Eλ,m),

а врахувавши його у попередньому рiвняннi знаходимо, що

V (n) =
~2

2m
[K(n+ 1, n)−K(n− 1, n)]. (93)

Таким чином, розв’язок оберненої задачi зводиться до обчисленняQ(n,m)
у формi (85) за спектральними параметрами cλ, Eλ. Наступним кроком є
розв’язок рiвняння (87), а потiм за одержаними значеннями K(n,m) зна-
ходження потенцiала за формулою (93). Хвильову функцiю ψ(Eλ, n) =
cλφ(Eλ, n) знаходять за формулою (79).

У континуальному пiдходi замiсть рiвняння(93) одержуємо зв’язок
потенцiала V (r) iз ядром iнтегрального перетворення K(r, r

′
), додавши

справа у (93) величину [K(n, n)−K(n, n)]/2∆ та перегрупувавши додан-
ки у суму рiзницевих похiдних вiд K по першiй та другiй змiннiй, що
приводить при ∆ → 0 до повної похiдної вiд K

V (r) =
~2

m

dK(r, r
′
)

dr
. (94)

6 Приклади

6.1 Задача 1.

Знайти потенцiал, якщо дискретний спектр вiдсутнiй, а коефiцiєнт вiд-
бивання має лише один полюс

r(k) =
ib

k + ib
,

де b > 0 - деякий додатний параметр. Тобто у ядрi iнтегрального перетво-
рення F (x) перший доданок, який враховує вклади вiд зв’язаних станiв,
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буде вiдсутнiм i буде врахований другий доданок. Знайдемо Фур’є-образ
коефiцiєнта вiдбивання

F (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

ib

k + ib
eikxdk.

Для обчислення iнтеграла застосуємо методи теорiї функцiй комплексної
змiнної, зокрема представлення iнтеграла за допомогою контурного iн-
теграла. Якщо x > 0, то контур iнтегрування слiд замкнути у верхнiй
пiвплощинi, де пiдiнтегральна функцiя не має полюсiв, тому iнтеграл
буде рiвним нулю. При x < 0 контур iнтегрування замикається у нижнiй
пiвплощинi, де пiдiнтегральна функцiя має полюс у точцi k = −ib, тодi
iнтеграл буде рiвним лишковi, що визначається наявним полюсом, що
вiдповiдає iнтегральному представленню функцiї Гевiсайда.

Рис. 6: Контур iнтегрування при x<0.

Тодi
F (x) = bΘ(−x)ebx.

Внаслiдок наявностi Θ-функцiї в iнтегралi рiвняння (91) верхня межа
стає скiнченою i тодi

K(x, y) = F (x+ y) +

∫ −y

x

K(x, s)F (y + s)ds.

Тепер розглянемо два випадки, що вiдрiзняються знаком суми x + y.
Якщо x + y > 0, то внаслiдок визначення Θ-функцiї, яка при Θ(−x)
вiдмiнна вiд нуля при вiд’ємних x знаходимо, що F (x + y) = 0, як у
першому доданку, так i пiд iнтегралом (x + y < y + s < 0). У рiвняннi
K(x, y) права частина стає рiвною нулю, отже K(x, y) = 0. Якщо ж
x+ y < 0, то F (x+ y) = beb(x+y), i iнтегральне рiвняння набуває вигляду

K(x, y) = beb(x+y) + b

∫ −y

x

K(x, s)eb(s+y)ds. (95)
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Це рiвняння має розв’язок K = const. Постiйну можна знайти обчислив-
ши iнтеграл вiд експоненти, який рiвний

b

∫ −y

x

const eb(s+y)ds = const
(
1− eb(x+y)

)
.

Пiдставивши знайдений iнтеграл у рiвняння (95), одержуємо

const = b eb(x+y) + const+ const eb(x+y),

а K = b. Тодi
K(x, y) = bΘ(x, y).

Потенцiал знаходять диференцiюючи вираз для K(x, y) по x. Тодi

V (x) = 2
d

dx
K(x, x) = 2bδ(x).

Це так званий δ-функцiйний потенцiал.

6.2 Задача 2.

Знайти безвiдбивний потенцiал у спектрi якого є лише один зв’язаний
стан.

Iснує клас потенцiалiв для яких як пряма, так i обернена задача роз-
сiювання має точний розв’язок. Це т.зв. безвiдбивнi потенцiали, для яких
коефiцiєнт вiдбивання r(k) рiвний нулю при всiх k. Таким чином ядро
F (x) iнтегрального перетворення у рiвняннi Гельфанда-Левитана (Г-Л)
матиме вигляд

F (x) =
N∑
n=1

bn
ia′(iκn)

e−κnx =
N∑
n=1

βne
−κnx, (96)

де βn > 0. Саме рiвняння (Г-Л) має вигляд

K(x, y) + F (x+ y) +

∫ ∞

x

K(x, z)F (z + y)dz = 0

Зазначимо, що, оскiльки ядром iнтегрального перетворення є F (x) =∑N
n=1 βne

−κnx, то, оскiльки, e−κn(x+y) = e−κnxe−κny легко бачити, що рiв-
няння Гельфанда-Левитана є рiвнянням iз виродженим ядром i тому йо-
го можна легко розв’язати. Зокрема будемо шукати розв’язок K(x, y) у
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такому виглядi

K(x, y) =
N∑
n=1

Kn(x)e
−κnx.

Запишемо також необхiднi для пiдстановки у рiвняння для K(x, y) ви-
рази

F (x+ y) =
N∑
n=1

βne
−κn(x+y),

F (z + y) =
N∑
n=1

βne
−κn(z+y),

K(x, z) =
N∑
m=1

Km(x)e
−κmz.

Тодi

N∑
n=1

Kn(x)e
−κny+

N∑
n=1

βne
−κn(x+y)+

∫ ∞

x

N∑
m=1

Km(x)e
−κmz

N∑
n=1

βne
−κn(z+y)dz = 0,

або
N∑
n=1

{
Kn(x)e

−κny + βne
−κnxe−κny +

N∑
m=1

∫ ∞

x

Km(x)e
−(κn+κm)z βne

−κnydz

}
= 0,

або
N∑
n=1

{
Kn(x) + βne

−κnx +
N∑
m=1

Km(x) βn

∫ ∞

x

e−(κn+κm)zdz

}
e−κny = 0.

Розрахунок iнтеграла у цьому рiвняннi дає∫ ∞

x

e−(κn+κm)zdz =
e−(κn+κm)x

κn + κm
.

Тепер рiвняння набуває вигляду

N∑
n=1

{
Kn(x) + βne

−κnx +
N∑
m=1

Km(x) βn
e−(κn+κm)z

κn + κm

}
= 0.
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Звiдси знаходимо рiвняння для Kn(x)

Kn(x) +
N∑
m=1

Km(x) βn
e−(κn+κm)z

κn + κm
= −βne−κnx, (n = 1, 2, ..., N).

Цю систему рiвнянь можна записати у матричнiй формi, ввiвши квадра-
тну матрицю Â(x) розмiрнiстю N ×N iз матричними елементами

A(n)
nm = δnm +

βn
κn + κm

e−(κn+κm)x

та матрицi-стовпцi K⃗ = (K1, K2, ..Kn) i β⃗ = (β1e
−κ1x, β2e

−κ2x, ..., βNe
−κNx).

Тодi рiвняння (Г-Л) набуває вигляду

Â · K⃗ = β⃗.

Розв’язком системи рiвнянь для Kn(x) є

Kn(x) =
detAn(x)

detA(x)
,

у якому Â(n)(x) - матриця одержана iз матрицi Â(x) шляхом замiни n-го
стовпця на стовпець −βme−κmx, тобто

A(n)
mn = −βme−κmx, m = 1, 2, ..., N.

Оскiльки потенцiал V (x) можна визначити iз K(x), то знайдемо

K(x, x) =
1

detA

N∑
n=1

detA(n(x)e−κnx.

Застосовуючи правило диференцiювання визначникiв, вiдмiтимо, що чи-
сельник цього виразу є похiдною вiд detA. Тому

K(x, x) =
d

dx
(ln(detA(x))) ,

а вираз для потенцiала є таким

V (x) = −2
d2

dx2
(ln(detA(x))) .
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Ця формула дає повний опис усiх безвiдбивних потенцiалiв.
У найпростiшому випадку безвiдбивного потенцiала, коли для цього

потенцiала iснує єдиний дискретний рiвень з енергiєю E = −κ21, рiвняння
для Kn(x) при n = 1 набуває вигляду

K1(x) +
β1
2κ1

e−2κ1xK1(x) = −β1e−κ1x,

звiдки

K1(x) = − β1e
−κ1x

1 + β1
2κ1
e−2κ1x

.

Тодi
K(x, y) = K1(x)e

−κ1y,

а
K(x, x) = K1(x)e

−κx = − βe−2κx

1 + β
2κ
e−2κx

,

де ми здiйснили перепозначення κ1 ≡ κ, β1 ≡ β. Графiк функцiї K(x, x)
має вигляд

Рис. 7: Графiк функцiї K(1)(x, x) для безвiдбивного потенцiала з одним
рiвнем.

53



Тепер потенцiал V (x) буде

V (x) =− 2
d

dx
(K(x, x)) = 2

d

dx

(
βe−2κx

1 + β
2κ
e−2κx

)
=

2
−2βκe−2κx

(
1 + β

2κ
e−2κx

)
− βe−2κx (−β) e−2κx(

1 + β
2κ
e−2κx

)2 =

− 4βκe−2κx(
1 + β

2κ
e−2κx

)2 .
Графiк протенцiала iз одним рiвнем зв’язаного стану зображено на ри-
сунку

Рис. 8: Графiк функцiї V (1)(x).

Дослiдимо знайдений потенцiал, зокрема знайдемо його екстремальнi то-
чки. Для цього знайдемо похiдну вiд нього по координатi та прирiвняємо
її до нуля, тобто dV/dx = 0.

dV

dx

∣∣∣
x=x0

=
8βκ2e−2κx0

(
1 + β

2κ
e−2κx0

)2
+ 4βκe−2κx0

(
1 + β

2κ
e−2κx0

)
(−β)(

1 + β
2κ
e−2κx0

)4 = 0.

Перетворивши чисельник та врахувавши, що знаменник дробу вiдмiнний
вiд нуля приходимо до рiвняння

2κ− βe−2κx0 = 0,
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або
β

2κ
= e2κx0 .

Звiдси знаходимо, що

x0 =
ln
(
β
2κ

)
2κ

.

Пiдставивши знайдений вираз для x0 у вираз для потенцiала, знайдемо
екстремальне значення для нього

V (x0) = −4κ2.

Через x0 можна виразити i β

β = 2κe−2κx0

з допомогою якого можна записати вираз для потенцiала у зручнiй фор-
мi. Справдi

V (x) = − 4 (2κe2κx0)κe−2κx(
1 + 2κe2κx0

2κ
e−2κx

)2 = − 8κ2e−2κ(x−x0)

(1 + e−2κ(x−x0))
2 =

− 8κ2

(eκ(x−x0) + e−κ(x−x0))
2 = − 2κ2

cosh2(κ(x− x0))
,

де x0 = 1
2κ

ln(2κ
β
).

Якщо параметри потенцiала вибрати так, щоб x0 було рiвним нулю,
то у цьому випадку β = 2κ

K(1)(x, x) = − e−2κx

1 + e−2κx
,

а потенцiал V (x) набуває вигляду

V (x) = − 4κ2e−κx

(1 + e−2κx)2
= − 2κ2

cosh2(κx)
.

що є вiдомим безвiдбивним потенцiалом - модифiкованим потенцiалом
Пешль-Теллера з єдиним параметром κ.
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6.2.1 Реконструкцiя безвiдбивного потенцiала iз δ-ями.

Задачею теорiї розсiювання, що має точний розв’язок, є задача про роз-
сiювання на потенцiалi нульового радiуса дiї, тобто на δ-ями, який запи-
шемо у такому виглядi

V (x) = −αδ(x).
При E <= 0 у ямi iснує єдиний рiвень зв’язаного стану, який вiдповiдає
енергiї

E = −mα
2

2~2
,

i описується хвильовою функцiєю

ψ(x) =

√
mα2

~2
e−

mα|x|
~2 .

При E >= 0 енергетичний спектр системи - неперервний i її стан, для
правої задачi розсiювання описується хвильовими функцiями

ψ1(x) = eikx + r(k)e−ikx,

ψ2(x) = t(k)eikx,

де

r(k) =
iβ

1− iβ
,

t(k) =
1

1− iβ
.

Параметр розсiювання κ для цiєї задачi має вигляд

κδ =
mα

~2

на вiдмiну вiд випадку модифiкованого потенцiала Пешль-Теллера для
якого

κ1 = α.

Функцiя K(x, x) для цiєї задачi вiдрiзнятиметься вiд випадку потенцiала
Пешль-Теллера лище позначеннями

K(x, x) = − βδe
−2κδx

1 + βδ
2κδ
e−2κδx

.
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Вiдповiдно i потенцiал вiдрiзнятиметься вiд попереднього випаду лише
позначеннями

V (x) = − 4κ2δe
−κδx

(1 + e−2κδx)2
,

i його також можна звести до звичної попередньої форми

V (x) = − 2κ2δ
cosh2(κδx)

.

З цього можна зробити висновок, що безвiдбивнi потенцiали iз одним
рiвнем зводяться до ротенцiала Пешль-Теллера.

6.2.2 Задача 2 iз двома рiвнями.

Модифiкований потенцiал Пешль-Теллера з кiлькома рiвнями задається
рiвнянням (З.Флюгге, задача 2.39)

V (x) = −~2α2

2m

λ(λ− 1)

cosh2(αx)
, λ > 1

i для безвiдбивного потенцiала λ - цiлочисельне. Енергетичнi рiвнi зв’я-
заних станiв визначаються спiввiдношенням

En = −~2α2

2m
(λ− 1− n)2, n ≤ λ− 1.

Для ями з двома рiвнями слiд вибрати λ = 3 i n = 1 та n = 0. Тодi

E1 =− ~2α2

2m
,

E0 =− 4
~2α2

2m
.

Ями з одним, двома та трьома рiвнями зображено на рисунку

Система рiвнянь Гельфанда-Левитана-Марченка для ями iз двома
рiвнями має вигляд

K1(x) +K1(x)
β1
2κ1

e−2κ1x +K2(x)
β1

κ1 + κ2
e−(κ1+κ2)x = β1e

−κ1x,
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Рис. 9: Графiки ям з одним, двома та трьома рiвнями зв’язаних станiв.

K1(x)
β2

κ1 + κ2
e−(κ1+κ2)x +K2(x) +K2(x)

β2
2κ2

e−2κ2x = β2e
−κ2x.

Врахувавши, що для потенцiалу Пешль-Теллера κ1 = 2κ2, та перепо-
значивши κ2 = κ i κ1 = 2κ, одержимо систему рiвнянь у такому виглядi

K1(x)

(
1 +

β1
4κ
e−4κx

)
+K2(x)

β1
3κ
e−3κx = β1e

−2κx,

K1(x)
β2
3κ
e−3κx +K2(x)

(
1 +

β2
2κ
e−2κx

)
= β2e

−κx.

Визначник цiєї системи рiвнянь рiвний

detA(x) =

(
1 + β1

4κ
e−4κx β1

3κ
e−3κx

β2
3κ
e−3κx 1 + β2

2κ
e−2κx

)
,

detA(x) = 1 +
β1
4κ
e−4κx +

β2
2κ
e−2κx +

β1β2
72κ2

e−6κx.

Тепер розрахуємо визначники матриць A1(x) i A2(x)

detA1(x) =

(
β1e

−2κx β1
3κ
e−3κx

β2e
3κx 1 + β2

2κ
e−2κx

)
= β1e

−2κx +
β1β2
6κ

e−4κx.
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detA2(x) =

(
1 + β1

4κ
e−4κx β1e

−2κx

β2
3κ
e−3κx β2e

−κx

)
= β2e

−κx +
β1β2
12κ

e−5κx.

Тодi функцiї K1(x) i K2(x) будуть такими

K1(x) =
detA1(x)

detA(x)
=

β1e
−2κx + β1β2

6κ
e−4κx

1 + β1
4κ
e−4κx + β2

2κ
e−2κx + β1β2

72κ2
e−6κx

,

K2(x) =
detA2(x)

detA(x)
=

β2e
−κx + β1β2

12κ
e−5κx

1 + β1
4κ
e−4κx + β2

2κ
e−2κx + β1β2

72κ2
e−6κx

.

Функцiя K(x, y) матиме вигляд

K(x, y) = K1(x)e
−2κy +K2(x)e

−κy,

K(x, y) =
β1e

−2κ(x+y) + β1β2
6κ
e−κ(4x+y)

1 + β1
4κ
e−4κx + β2

2κ
e−2κx + β1β2

72κ2
e−6κx

+
β2e

−κ(x+y) + β1β2
12κ

e−κ(5x+y)

1 + β1
4κ
e−4κx + β2

2κ
e−2κx + β1β2

72κ2
e−6κx

,

а функцiя K(x, x) буде такою

K(x, x) =
β1e

−4κx + β2e
−2κx + β1β2

12κ
e−6κx

1 + β1
4κ
e−4κx + β2

2κ
e−2κx + β1β2

72κ2
e−6κx

≡ K(2)(x, x).

Прийнявши β1 = 4κ i β2 = 2κ одержимо для K(2)(x, x)

K(2)(x, x) =
2κe−2κx + 4κe−4κx + 2

3
κe−6κx

1 + e−2κx + e−4κx + 1
9
e−6κx

.

Графiк функцiї K(2)(x, x) має вигляд
Потенцiал V (2)(x) рiвний

V (2)(x) = −2
d

dx

(
K(2)(x, x)

)
= −

8e−2x + 32e−4x + 16
9
e−8x + 8

9
e−10x

(1 + e−2x + e−4x + e−6x)2
.

Потенцiал побудований у пакетi Mapple за останньою формулою та при
одночасному диференцiюваннi виразу для K(2)(x, x) командою
plot(2*diff((2*exp(-2*x)+4*exp(-4*x)+(2/3)*exp(-6*x))/(1+exp(-2*x)+exp(-
4*x)+(1/9)*exp(-6*x)),x), color=black);
має вигляд (Рис.11)
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Рис. 10: Графiк функцiї K(2)(x, x).

6.2.3 Задача 2 iз κ1 = 1, 5κ iз двома рiвнями.

Розглянемо задачу про реконструкцiю потенцiала рiвнi зв’язаних станiв
яких дають κ1 = 1, 5κ, а κ2 = κ. У цьому випадку система рiвнянь
Гельфанда-Левитана-Марченка матиме вигляд

K1(x)

(
1 +

β1
3κ
e−3κx

)
+K2(x)

β1
2, 5κ

e−2,5κx = β1e
−1,5κx,

K1(x)
β2

2, 5κ
e−2,5κx +K2(x)

(
1 +

β2
2κ
e−2κx

)
= β2e

−κx.

Визначник цiєї системи рiвнянь є таким

detA(x) =

(
1 + β1

3κ
e−3κx β1

2,5κ
e−2,5κx

β2
2,5κ

e−2,5κx 1 + β2
2κ
e−2κx

)
= 1 +

β1
3κ
e−3κx +

β2
2κ
e−2κx +

β1β2
150κ2

e−5κx.
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Рис. 11: Графiк функцiї V (2)(x).

A(1)(x) i A(2)(x) рiвнi

detA1(x) =

(
β1e

−1,5κx β1
2,5κ

e−2,5κx

β2e
−κx 1 + β2

2κ
e−2κx

)
= β1e

−1,5κx +
β1β2
10κ

e−3,5κx.

detA2(x) =

(
1 + β1

3κ
e−3κx β1e

−1,5κx

β2
2,5κ

e−2,5κx β2e
−κx

)
= β2e

−κx − β1β2
15κ

e−4κx.

Тодi функцiї K1(x) i K2(x) будуть такими

K1(x) =
detA1(x)

detA(x)
=

β1e
−1,5κx + β1β2

10κ
e−3,5κx

1 + β1
3κ
e−3κx + β2

2κ
e−2κx + β1β2

150κ2
e−5κx

,

K2(x) =
detA2(x)

detA(x)
=

β2e
−κx − β1β2

15κ
e−4κx

1 + β1
3κ
e−3κx + β2

2κ
e−2κx + β1β2

150κ2
e−5κx

.

Тепер вираз для K(1.5)(x, x) буде таким

K(1,5)(x, x) =
β1e

−3κx + β2e
−2κx + β1β2

30κ
e−5κx

1 + β1
3κ
e−3κx + β2

2κ
e−2κx + β1β2

150κ2
e−5κx

,
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а врахувавши, що β1 = 3κ, а β2 = 2κ одержимо

K(1,5)(x, x) =
2κe−2κx + 3κe−3κx + 1

5
κe−5κx

1 + e−2κx + e−3κx + 1
25
e−5κx

.

Графiк функцiї K(1,5)(x, x) має вигляд

Рис. 12: Графiк функцiї K(2)(x, x).
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Потенцiал V (1,5)(x) побудований у пакетi Mapple має вигляд (Рис.13)

Рис. 13: Графiк функцiї V (1,5)(x).

У загальному випадку безвiдбивний потенцiал залежить вiд 2N па-
раметрiв κ1, κ2, ..., κN , β1, β2, ..., βN .
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