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ПРО ОДНУ ОЦIНКУ R-ТИПУ ЦIЛОГО РЯДУ ДIРIХЛЕ ТА ЇЇ ТОЧНIСТЬ

Нехай (λn) — невiд’ємна зростаюча до +∞ послiдовнiсть, τ = lim
n→∞

ln n
λn

, а ρ — додатне чи-

сло. З класичної теореми Ж. Валiрона випливає, що для кожного цiлого ряду Дiрiхле вигляду
F(s) = ∑ anesλn правильна оцiнка

lim
σ→+∞

ln sup{|F(s)| : Re s = σ}
eρσ ≤ eρτ lim

n→∞

λn

eρ
|an|

ρ
λn .

В роботi доведено точнiсть цiєї оцiнки.
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ВСТУП

Нехай Λ — клас невiд’ємних зростаючих до +∞ послiдовностей λ = (λn). Для послi-
довностi λ ∈ Λ через D(λ) позначимо клас цiлих (абсолютно збiжних в C) рядiв Дiрiхле
вигляду

F(s) =
∞

∑
n=0

anesλn , s = σ + it, (1)

якi не зводяться до експоненцiальних полiномiв, i нехай

τ(λ) = lim
n→∞

ln n

λn
.

Покладемо D = ∪λ∈ΛD(λ). Максимум модуля i максимальний член ряду (1) визначимо
вiдповiдно за рiвностями

M(σ, F) = sup{|F(s)| : Re s = σ}, µ(σ, F) = max{|an |eσλn : n ∈ N0},

де N0 = N ∪ {0}, i для кожного ρ ∈ (0,+∞) (надалi ρ вважаємо фiксованим) покладемо

T(F) = lim
σ→+∞

ln M(σ, F)

eρσ , t(F) = lim
σ→+∞

ln µ(σ, F)

eρσ , K(F) = lim
n→∞

λn

eρ
|an|

ρ
λn .

Величина T(F) називається [2, с. 178] R-типом (типом за Рiттом) ряду F. З нерiвностi
M(σ, F) ≥ µ(σ, F) (аналог нерiвностi Кошi) випливає, що T(F) ≥ t(F). Крiм того, легко
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довести (див. нижче лему 5), що t(F) = K(F) для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D. Отже,
завжди T(F) ≥ K(F).

Ж.Ф. Рiтт [5] довiв, що умова τ(λ) = 0 є достатньою для того, щоб R-тип кожного
ряду Дiрiхле F ∈ D(λ) можна було обчислити за формулою T(F) = K(F). Зазначимо,
що твердження Ж.Ф. Рiтта випливає з наступної теореми Ж. Валiрона [9] (див. також [2,
с. 184], [4], [1]): якщо A > 0 i τ(λ) < A, то для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D(λ) виконується
спiввiдношення

M(σ, F) = o(µ(σ + A, F)), σ → +∞. (2)

Справдi, використовуючи (2), отримуємо

T(F) ≤ lim
σ→+∞

ln µ(σ + A, F)

eρσ = eρA lim
σ→+∞

ln µ(σ + A, F)

eρ(σ+A)
= eρAt(F) = eρAK(F).

З довiльностi A > τ(λ) випливає, що

T(F) ≤ eρτ(λ)K(F), (3)

а тому T(F) = K(F) за умови τ(λ) = 0. Крiм того, якщо τ(λ) < +∞ i K(F) = 0, то й
T(F) = 0, а тому T(F) = K(F). Згiдно з нерiвнiстю T(F) ≥ K(F), рiвнiсть T(F) = K(F)

правильна i у випадку K(F) = +∞.
Метою нашої роботи є доведення наступних теорем, якi вказують на точнiсть оцiн-

ки (3).

Теорема 1. Нехай послiдовнiсть λ ∈ Λ така, що τ(λ) < +∞, K ∈ [0,+∞] i T ∈ [K, eρτ(λ)K].
Тодi iснує ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), для якого K(F) = K i T(F) = T.

Теорема 2. Нехай послiдовнiсть λ ∈ Λ така, що τ(λ) = +∞, K ∈ [0,+∞] i T ∈ [K,+∞].
Тодi iснує ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), для якого K(F) = K i T(F) = T.

Зауваження 1. З теорем 1 i 2 випливає, що для кожної послiдовностi λ ∈ Λ такої, що
τ(λ) > 0, iснує ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), для якого T(F) > K(F). Отже, у випадку τ(λ) > 0,
на вiдмiну вiд випадку τ(λ) = 0, R-тип ряду Дiрiхле F ∈ D(λ) не можна, взагалi кажучи,
обчислити за формулою T(F) = K(F).

Зауваження 2. Нехай λ ∈ Λ, а λ∗ = (λ∗
k ) — пiдпослiдовнiсть послiдовностi λ. Розглянемо

довiльний ряд Дiрiхле F∗ ∈ D(λ∗) вигляду

F∗(s) =
∞

∑
k=0

a∗k esλ∗
k , s = σ + it, (4)

i для кожного n ∈ N0 покладемо an = a∗k , якщо λn = λ∗
k для деякого k ∈ N0, i an = 0, якщо

λn не є членом пiдпослiдовностi λ∗. Тодi для ряду Дiрiхле (1) з так визначеними коефiцi-
єнтами an маємо F(s) ≡ F∗(s), а тому F ∈ D(λ). Отже, якщо для деякої пiдпослiдовностi
λ∗ послiдовностi λ iснує ряд Дiрiхле F∗ ∈ D(λ∗), що володiє певною властивiстю, то iснує
ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), який володiє цiєю ж властивiстю.

Зауваження 3. Легко довести, що для кожної послiдовностi λ ∈ Λ i довiльної сталої ве-
личини K ∈ [0,+∞] iснує такий ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), що T(F) = K(F) = K. Справдi, з
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кожної послiдовностi λ ∈ Λ можна видiлити таку додатну пiдпослiдовнiсть λ∗ = (λ∗
k ),

що τ(λ∗) = 0. Покладемо тодi

a∗k =

(

Kkeρ

λ∗
k

)

λ∗
k

ρ

, k ∈ N0, (5)

де (Kk) — довiльна додатна послiдовнiсть, що прямує до K (у випадку K = +∞ беремо
Kk =

√

λ∗
k для всiх k ∈ N0), i розглянемо ряд Дiрiхле вигляду (4). За наведеною нижче

лемою 2 цей ряд є цiлим, а тому F∗ ∈ D(λ∗). Крiм того, для нього, як легко перевiри-
ти, K(F∗) = K. Тодi T(F∗) = K(F∗) = K за наведеним вище твердженням Ж.Ф. Рiтта.
Залишилось врахувати зауваження 2.

1 ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

Наведемо деякi допомiжнi результати, якими скористаємося при доведеннi теорем 1
i 2. Наступну лему доведено в роботi М.М. Шеремети [6].

Лема 1. З довiльної послiдовностi λ ∈ Λ, для якої τ(λ) > τ > 0, можна видiлити таку
пiдпослiдовнiсть λ∗ = (λ∗

k ), що ln k ≤ τλ∗
k + 1 для всiх k ∈ N i ln kj ≥ τλ∗

k j
для деякої

зростаючої послiдовностi (kj) натуральних чисел.

Нехай λ ∈ Λ. Розглянемо довiльний (не обов’язково цiлий) ряд Дiрiхле вигляду (1) i
покладемо

B(F) = {σ ∈ (−∞,+∞) : |an|eσλn = o(1), n → ∞}, β(F) =

{

−∞, B(F) = ∅;

sup B(F), B(F) 6= ∅.

Легко довести (див., напр., [7, c. 10]), що

β(F) = lim
n→∞

1
λn

ln
1

|an|
.

Приймемо також

h0(F) = lim
n→∞

ln n

− ln |an|
.

Правильна така лема (див., напр., [7, c. 10, 12]).

Лема 2. Нехай λ ∈ Λ, а F — довiльний ряд Дiрiхле вигляду (1). Якщо τ(λ) = 0 або
h0(F) < 1, то для того, щоб цей ряд був цiлим, необхiдно i досить, щоб виконувалась
умова β(F) = +∞.

Для кожної послiдовностi λ ∈ Λ введемо позначення

τ1(λ) = lim
n→∞

ln n

λn ln λn
.

Зауважимо, що якщо τ(λ) < +∞, то τ1(λ) = 0.

Лема 3. Нехай λ ∈ Λ, а F — довiльний ряд Дiрiхле вигляду (1). Якщо τ1(λ) <
1
ρ i K(F) <

+∞, то цей ряд є цiлим.
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Доведення. Зафiксуємо таке додатне число K, що K(F) < K. Тодi з означення величини
K(F) отримуємо

|an| ≤
(

Keρ

λn

)
λn
ρ

, n ≥ n0.

Отже,

h0(F) ≤ ρ lim
n→∞

ln n

λn ln λn
Keρ

= ρτ1(λ) < 1.

Крiм того,
1

λn
ln

1
|an|

≥ 1
λn

λn

ρ
ln

λn

Keρ
=

1
ρ

ln
λn

Keρ
, n ≥ n0,

звiдки випливає, що β(F) = +∞. Залишилось зiслатись на лему 2. ✷

Нехай Ω — клас додатних на (−∞,+∞) функцiй Φ таких, що Φ′ є додатною, неперерв-
ною, зростаючою до +∞ на (−∞,+∞) функцiєю. Для функцiї Φ ∈ Ω нехай ϕ — обернена
до Φ′ функцiя. Функцiя ϕ є неперервною, зростаючою до +∞ на (0,+∞). Покладемо

Ψ(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ)
, σ ∈ (−∞,+∞).

Функцiя Ψ називається, як вiдомо, спряженою за Ньютоном з Φ i є зростаючою до +∞ на
(−∞,+∞).

Лема 4. Нехай λ ∈ Λ, F — довiльний ряд Дiрiхле вигляду (1) такий, що β(F) = +∞, i
Φ ∈ Ω. Тодi ln µ(σ, F) ≤ Φ(σ), σ ≥ σ0, якщо i лише якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)), n ≥ n0.

Лему 4 доведено в [7, c. 18-19] у припущеннi, що F є цiлим рядом Дiрiхле (тодi, зро-
зумiло, β(F) = +∞). Однак, як легко переконатись, в доведеннi використовується лише
умова β(F) = +∞ (яка може виконуватися i для ряду Дiрiхле, що не є цiлим).

Прийнявши Φ(σ) = teρσ, σ ∈ (−∞,+∞), де t — додатне число, з леми 4 отримуємо
такий наслiдок.

Лема 5. Нехай λ ∈ Λ, F — довiльний ряд Дiрiхле вигляду (1) такий, що β(F) = +∞, а t —
додатне число. Тодi ln µ(σ, F) ≤ teρσ, σ ≥ σ0, якщо i лише якщо

|an| ≤
(

teρ

λn

)
λn
ρ

, n ≥ n0.

Для ряду Дiрiхле F вигляду (1) i всiх n ∈ N0 покладемо Sn = ∑
∞
k=n |ak|. Правильний

наступний критерiй цiлостi ряду (1) (див., напр., [2, с. 116]).

Лема 6. Нехай λ ∈ Λ. Для того, щоб ряд Дiрiхле F вигляду (1) був цiлим, необхiдно i
досить, щоб виконувалась умова

lim
n→∞

1
λn

ln
1

Sn
= +∞.

Поряд з рядом F вигляду (1) розглянемо ряд Дiрiхле

F̃(s) =
∞

∑
n=0

Snesλn . (6)
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Якщо ряд F є цiлим, то за лемою 6 маємо β(F̃) = +∞, тобто для ряду (6) його макси-
мальний член µ(σ, F̃) = max{Sneσλn : n ∈ N0} є визначеним для кожного σ ∈ (−∞,+∞).
Бiльше того, якщо коефiцiєнти an ряду F є невiд’ємними числами i ε > 0, то, як доведено
в [8], виконуються нерiвностi

µ(σ, F̃) ≤ M(σ, F) ≤ M(0, F) +
σ

ε
µ(σ + ε, F̃), σ ∈ (−∞,+∞).

Використовуючи цi нерiвностi, легко довести (див. також [3]) таке твердження.

Лема 7. Для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D вигляду (1) з невiд’ємними коефiцiєнтами an

правильна рiвнiсть T(F) = t(F̃).

2 ДОВЕДЕННЯ ТЕОРЕМИ 1

Нехай послiдовнiсть λ ∈ Λ така, що τ(λ) < +∞, K ∈ [0,+∞] i T ∈ [K, eρτ(λ)K]. Доведе-
мо, що тодi iснує ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), для якого K(F) = K i T(F) = T.

Згiдно iз зауваженням 3, доведення потребує лише випадок, коли τ(λ) > 0, K ∈
(0,+∞) i T ∈ (K, eρτ(λ)K] (в iнших випадках K = T).

Нехай τ = 1
ρ ln T

K . Тодi 0 < τ ≤ τ(λ). Виберемо довiльну додатну пiдпослiдовнiсть
λ∗ = (λ∗

k ) послiдовностi λ таку, що τ(λ∗) = τ (якщо 0 < τ < τ(λ), то iснування такої пiд-
послiдовностi випливає з леми 1, а якщо τ = τ(λ), то вiзьмемо λ∗ = (λn+1)). Покладемо

a∗k =

(

Keρ

λ∗
k

)

λ∗
k

ρ

, k ∈ N0.

Розглянемо ряд Дiрiхле (4) з так визначеними коефiцiєнтами a∗k . Оскiльки τ(λ∗) = τ <

+∞ i для ряду F∗ маємо, як легко бачити, K(F∗) = K < +∞, то за лемою 3 цей ряд є
цiлим. Отже, F∗ ∈ D(λ∗).

Доведемо, що T(F∗) = eρτK = T. Застосовуючи нерiвнiсть (3) до ряду F∗, маємо
T(F∗) ≤ eρτK, а тому досить довести, що T(F∗) ≥ eρτK.

З рiвностi τ(λ∗) = τ випливає iснування додатної збiжної до τ послiдовностi (τk) i
зростаючої послiдовностi (kp) натуральних чисел таких, що

ln k ≤ τkλ∗
k , k ∈ N0; ln kp = τkp

λ∗
kp

, p ∈ N0. (7)

Для всiх p ∈ N0 покладемо

mp =

[

kp + 1
2

]

, σp =
1
ρ

ln
λ∗

kp

eρτKρ
.

Оскiльки коефiцiєнти ряду F∗ є невiд’ємними числами, то

M(σ, F∗) =
∞

∑
k=0

a∗k eσλ∗
k , σ ∈ (−∞,+∞), (8)

а тому для всiх p ∈ N0 маємо

M(σp, F∗) ≥
kp

∑
k=mp

a∗k eσpλ∗
k =

kp

∑
k=mp

(

Keρ

λ∗
k

)

λ∗
k

ρ

(

λ∗
kp

eρτKρ

)

λ∗
k

ρ

≥
kp

∑
k=mp

( e

eρτ

)

λ∗k
ρ ≥

kp

∑
k=mp

e
λ∗mp

ρ

e
τλ∗

kp

= (kp − mp + 1)e
λ∗mp

ρ −τλ∗
kp >

kp

2
e

λ∗mp
ρ −τλ∗

kp = e
τkpλ∗

kp
−ln 2+

λ∗mp
ρ −τλ∗

kp ;
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крiм того,

λ∗
mp

≥ ln mp

τmp

≥ ln kp − ln 2
τmp

=
τkp

λ∗
kp
− ln 2

τmp

.

Тодi, врахувавши, що σp → +∞, p → ∞, i τk → τ, k → ∞, отримуємо

T(F∗) ≥ lim
p→∞

ln M(σp, F∗)
eρσp

≥ eρτKρ lim
p→∞

τkp
λ∗

kp
− ln 2 + 1

ρτmp
(τkp

λ∗
kp
− ln 2)− τλ∗

kp

λ∗
kp

= eρτK.

Отже, ми довели, що для пiдпослiдовностi λ∗ iснує такий ряд Дiрiхле F∗ ∈ D(λ∗), що
K(F∗) = K i T(F∗) = T. Тому (див. зауваження 2) iснує такий ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), що
K(F) = K i T(F) = T. Теорему доведено.

3 ДОВЕДЕННЯ ТЕОРЕМИ 2

Нехай послiдовнiсть λ ∈ Λ така, що τ(λ) = +∞, K ∈ [0,+∞] i T ∈ [K,+∞]. Доведемо,
що тодi iснує ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), для якого K(F) = K i T(F) = T.

Можемо вважати, згiдно iз зауваженням 3, що K ∈ [0,+∞) i T ∈ (K,+∞] (в iншому
разi K = T). Далi розглядаємо окремо три випадки у залежностi вiд значень, яких можуть
набувати величини K i T.

Випадок 1: K ∈ (0,+∞), T ∈ (K,+∞). Покладемо τ = 1
ρ ln T

K . Тодi 0 < τ < +∞, а
тому за лемою 1 з послiдовностi λ можемо вибрати таку пiдпослiдовнiсть λ∗ = (λ∗

k ), що
τ(λ∗) = τ. За теоремою 1 iснує ряд Дiрiхле F∗ ∈ D(λ∗), для якого K(F∗) = K i T(F∗) =

eρτ(λ∗)K = T. Тому (див. зауваження 2) iснує такий ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), що K(F) = K i
T(F) = T.

Випадок 2: K ∈ [0,+∞), T = +∞. Використовуючи лему 1, легко довести, що з послi-
довностi λ можна видiлити таку додатну пiдпослiдовнiсть λ∗ = (λ∗

k ), що τ(λ∗) = +∞ i
τ1(λ

∗) < 1
ρ .

Оскiльки τ(λ∗) = +∞, то iснують додатна зростаюча до +∞ послiдовнiсть (τk) i зро-
стаюча послiдовнiсть (kp) натуральних чисел, для яких виконуються рiвностi (7). Для ко-
жного k ∈ N0 покладемо

Kk =







K, якщо K ∈ (0,+∞);
1√
τk

, якщо K = 0.

Тодi
lim
k→∞

Kk = K, lim
k→∞

τkKk = +∞. (9)

Розглянемо ряд Дiрiхле (4) з коефiцiєнтами a∗k , визначеними за (5). Використовуючи
першу з рiвностей (9), легко отримуємо, що K(F∗) = K < +∞. Крiм того, τ1(λ

∗) < 1
ρ . Тодi

за лемою 3 розглянутий ряд є цiлим. Отже, F∗ ∈ D(λ∗).
Доведемо, що T(F∗) = +∞. Для всiх p ∈ N0 покладемо

mp =

[

kp + 1
2

]

, σp =
1
ρ

ln
λ∗

kp

Kkp
eρ

.
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Оскiльки коефiцiєнти ряду F∗ є невiд’ємними числами, то виконується (8), а тому для
всiх p ∈ N0 маємо

M(σp, F∗) ≥
kp

∑
k=mp

a∗k eσpλ∗
k =

kp

∑
k=mp

(

Kkeρ

λ∗
k

)

λ∗
k

ρ

(

λ∗
kp

Kkp
eρ

)

λ∗
k

ρ

≥
kp

∑
k=mp

1 = kp − mp + 1 >
kp

2
.

Тодi, врахувавши, що σp → +∞, p → ∞, i скориставшись другою з рiвностей (9), отриму-
ємо

T(F∗) ≥ lim
p→∞

ln M(σp, F∗)
eρσp

≥ lim
p→∞

ln kp − ln 2
λ∗

kp

Kkp
eρ = eρ lim

p→∞
τkp

Kkp
= +∞.

Отже, ми довели, що для пiдпослiдовностi λ∗ iснує такий ряд Дiрiхле F∗ ∈ D(λ∗), що
K(F∗) = K i T(F∗) = +∞. Тому (див. зауваження 2) iснує такий ряд Дiрiхле F ∈ D(λ), що
K(F) = K i T(F) = +∞.

Випадок 3: K = 0, T ∈ (0,+∞). З рiвностi τ(λ) = +∞ випливає iснування додатної
зростаючої до +∞ послiдовностi (τn) i зростаючої послiдовностi (nk) натуральних чисел
таких, що ln n ≤ τnλn, n ∈ N0; ln nk = τnk

λnk
, k ∈ N0. При цьому, зрозумiло, послiдовнiсть

(nk) можемо вважати зростаючою настiльки швидко, що для кожного k ∈ N0 виконую-
ться нерiвностi

[nk+1

2

]

> nk,
(

(T + 1)eρ

λnk+1

)

λnk+1
ρ

≤ 1
2

(

Teρ

λnk

)

λnk
ρ

. (10)

Приймемо mk =
[nk

2

]

. Тодi mk < nk < mk+1 за першою з нерiвностей (10). За iндукцiєю,
використовуючи другу з нерiвностей (10), отримуємо

(

(T + 1)eρ

λnk+j

)

λnk+j
ρ

≤ 1
2j

(

Teρ

λnk

)

λnk
ρ

, j ∈ N. (11)

Нехай Kk = Te−τnk
ρ, k ∈ N0. Зауважимо, що послiдовнiсть (Kk) є спадною до нуля. Для

довiльного n ∈ N0 покладемо an = 0, якщо n /∈ [mk, nk] для кожного k ∈ N0, i нехай

an =

(

Kkeρ

λn

)
λn
ρ

,

якщо n ∈ [mk, nk] для деякого k ∈ N0. Розглянемо ряд Дiрiхле (1) з так визначеними
коефiцiєнтами an i зауважимо, що його можна зобразити у виглядi

F(s) =
∞

∑
k=0

nk

∑
n=mk

anesλn .

Зрозумiло, що K(F) = 0. Доведемо, що ряд F є цiлим i для нього T(F) = T.
Нехай a > 0 — фiксоване число. Тодi функцiя y =

(

ae
x

)x є спадною до нуля на пiвiн-
тервалi [a,+∞). Отже, якщо k0 = min{k ∈ N0 : λmk

≥ ρK0}, то для всiх k ≥ k0 i кожного
n ∈ [mk, nk] маємо amk

≥ an ≥ ank
> amk+1 . Тому, прийнявши

Tk =
λnk

eρ
eτnk

ρ

(

Kkeρ

λmk

)

λmk
λnk

, Rk =
λmk

eρ
e

τnk
ρ− ρ

λmk

(

Kkeρ

λnk

)

λnk
λmk

,
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для всiх k ≥ k1 отримуємо

nk

∑
n=mk

an ≤ nkamk
= eτnk

λnk

(

Kkeρ

λmk

)

λmk
ρ

=

(

Tkeρ

λnk

)

λnk
ρ

, (12)

nk

∑
n=mk

an ≥ nk

e
ank

= eτnk
λnk

−1
(

Kkeρ

λnk

)

λnk
ρ

=

(

Rkeρ

λmk

)

λmk
ρ

. (13)

Оскiльки

λnk
≥ λmk

≥ ln mk

τmk

≥ ln nk − 1
τnk

= λnk
− 1

τnk

, k ≥ k2,

то для всiх k ≥ k2 маємо λnk
− λmk

= θk
τnk

, 0 ≤ θk ≤ 1, звiдки, зокрема, випливає спiввiдно-

шення
λnk
λmk

→ 1, k → ∞.

Далi покажемо, що limk→∞ Tk = limk→∞ Rk = T. Справдi, оскiльки Kk = Te−τnk
ρ, то при

k → ∞ отримуємо

Tk =
λnk

eρ
eτnk

ρ

(

Teρ

eτnk
ρλmk

)

λmk
λnk

=T

(

λnk

λmk

)

λmk
λnk

(

eτnk
ρλnk

Teρ

)

λnk
−λmk

λnk

=T

(

λnk

λmk

)

λmk
λnk

(

eτnk
ρλnk

Teρ

)

θk
λnk

τnk → T,

Rk =
λmk

eρ
e

τnk
ρ− ρ

λmk

(

Teρ

eτnk
ρλnk

)

λnk
λmk

=e
− ρ

λmk T

(

λmk

λnk

)

λnk
λmk

(

Teρ

eτnk
ρλmk

)

λnk
−λmk

λmk

=e
− ρ

λmk T

(

λmk

λnk

)

λnk
λmk

(

Teρ

eτnk
ρλmk

)

θk
λmk

τnk → T.

Покладемо Sp = ∑
∞
n=p an, p ∈ N0 i зафiксуємо довiльне ε ∈ (0, min{1, T}). З (12) випли-

ває, що
nk

∑
n=mk

an ≤ nkamk
≤
(

(T + ε)eρ

λnk

)

λnk
ρ

, k ≥ k3(ε).

Використовуючи (11), для всiх p ∈ (nk, nk+1] i k ≥ k4(ε) маємо

Sp =
nk

∑
n=mk

an +
∞

∑
j=1

nk+j

∑
n=mk+j

an ≤
(

(T + ε)eρ

λnk

)

λnk
ρ

+
∞

∑
j=1

(

(T + 1)eρ

λnk+j

)

λnk+j
ρ

≤
(

(T + ε)eρ

λnk

)

λnk
ρ

+
∞

∑
j=1

1
2j

(

Teρ

λnk

)

λnk
ρ

≤ 2
(

(T + ε)eρ

λnk

)

λnk
ρ

≤
(

(T + 2ε)eρ

λnk

)

λnk
ρ

≤
(

(T + 2ε)eρ

λp

)

λp
ρ

.

Звiдси i з леми 6 випливає, що ряд F є цiлим. Крiм того, розглянувши поряд з рядом F ряд
F̃, визначений за (6), i застосувавши до ряду F̃ лему 5, отримуємо нерiвнiсть ln µ(σ, F̃) ≤
(T + 2ε)eρσ, σ ≥ σ0(ε). Тодi t(F̃) ≤ T + 2ε.

З iншого боку, за (13) для всiх k ≥ k5(ε) маємо

Smk
>

nk

∑
n=mk

an >

(

(T − ε)eρ

λmk

)

λmk
ρ

,
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а тому за лемою 5 iснує така зростаюча до +∞ послiдовнiсть (σn), що

ln µ(σn, F̃) > (T − ε)eρσn , n ∈ N0.

Тодi t(F̃) ≥ T − ε.
Отже, T − ε ≤ t(F̃) ≤ T + 2ε, звiдки, завдяки довiльностi ε ∈ (0, min{1, T}), отримуємо

t(F̃) = T. Тодi T(F) = T за лемою 7. Теорему 2 повнiстю доведено.
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Hlova T.Ya., Filevych P.V. On an estimation of R-type of entire Dirichlet series and its exactness. Carpa-
thian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 208–216.

Let (λn) be a nonnegative sequence, increasing to +∞, τ = lim
n→∞

ln n
λn

, and ρ be a positive number.

It follows from a classical theorem of G. Valiron that for every Dirichlet series of the form F(s) =

∑ anesλn we have

lim
σ→+∞

ln sup{|F(s)| : Re s = σ}
eρσ ≤ eρτ lim

n→∞

λn

eρ
|an|

ρ
λn .

The exactness of this estimation is proved in the paper.

Key words and phrases: entire Dirichlet series, maximum modulus, maximum term, R-type.

Глова Т.Я., Филевич П.В. Об одной оценке R-типа целого ряда Дирихле и ее точности // Карпат-
ские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — C. 208–216.

Пусть (λn) — неотрицательная возрастающая к +∞ последовательность, τ = lim
n→∞

ln n
λn

, а

ρ — положительное число. Из классической теоремы Ж. Валирона следует, что для каждого
целого ряда Дирихле вида F(s) = ∑ anesλn имеет место оценка

lim
σ→+∞

ln sup{|F(s)| : Re s = σ}
eρσ ≤ eρτ lim

n→∞

λn

eρ
|an|

ρ
λn .

В работе доказано точность этой оценки.

Ключевые слова и фразы: целый ряд Дирихле, максимум модуля, максимальный член, R-
тип.


