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ПАРАМЕТРА

Встановлено умови iснування та єдиностi перiодичного розв’язку у просторi Соболєва для

лiнiйного рiвняння iз частинними похiдними зi сталими комплексними коефiцiєнтами, що за-

лежать вiд одного дiйсного параметра. Показано, що цi умови виконуються для майже всiх за

мiрою Лебеґа значень параметра.
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ВСТУП

Дiофантовi умови розв’язностi часто зустрiчаються в теорiї крайових задач для рiв-
нянь iз частинними похiдними в обмежених областях (зокрема, на торi) через так звану
проблему малих знаменникiв (див. [7, 17, 19]). З математичної точки зору ця проблема
проявляється в тому, що у розв’язки задач, якi зображаються у виглядi рядiв Фур’є, вхо-
дить безлiч членiв з коефiцiєнтами, знаменники яких можуть бути як завгодно близьки-
ми до нуля, що зумовлює розбiжнiсть цих рядiв. Для подолання проблеми малих знамен-
никiв ефективним виявився метричний пiдхiд [2, 4, 9, 10], який полягає у вивченнi мiри
множин параметрiв задачi (коефiцiєнтiв рiвняння, коефiцiєнтiв крайових (зокрема, не-
локальних) умов чи параметрiв областi), для яких дiофантовi властивостi (дiофантовi
нерiвностi) виконуються, або не виконуються безлiч разiв.

В останнi роки багато робiт присвячено вивченню глобальної гiпоелiптичностi i роз-
в’язностi лiнiйних диференцiальних операторiв на компактних многовидах, наприклад,
на торi (див. [1, 5, 6, 8, 13, 14] i посилання в них), де також виникає проблема малих зна-
менникiв, якi є полiномами L(k), k ∈ Zp, зi сталими коефiцiєнтами. Зокрема, у роботi
[8] показано, що диференцiальний оператор зi сталими коефiцiєнтами глобально гiпо-
елiптичний тодi i тiльки тодi, коли його повний символ задовольняє дiофантовi умови
типу Зiгеля. Однак, у бiльшостi з цих робiт сформульовано твердження, в яких присутнi
аксiоматичнi умови вигляду |L(k)| ≥ c|k|−δ на малi знаменники.
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В роботах [3, 11] при вiдшуканнi перiодичних розв’язкiв для рiвняння Шредiнгера на
двовимiрному торi та для хвильового рiвняння на (n + 1)-вимiрному торi у всiй повно-
тi застосовано методи теорiї чисел (дiофантових наближень) для встановлення оцiнок
знизу малих знаменникiв, якi мали вигляд квадратичних форм. Перiодичнi задачi iз за-
стосуванням метричного пiдходу також вивчались у роботах [12, 15, 16, 18].

1 ОСНОВНI ПОЗНАЧЕННЯ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Нехай Ω
p
2π

= (R/2πZ)p — тор, x = (x1, . . . , xp) ∈ Ω
p
2π

, k ∈ Z
p, (k, x) = k1x1 + . . .+ kpxp,

D — вектор диференцiювань з компонентами D1, . . . , Dp, де Dj = −i
∂

∂xj
, i =

√
−1.

Через Dsu позначимо мiшану похiдну Ds1
1 . . . D

sp
p u, а через ks — добуток ks1

1 . . . k
sp
p , де

s = (s1, . . . , sp) — набiр цiлих невiд’ємних чисел, |s| = s1 + . . . + sp.
Нехай Cm(I; R) — простiр дiйснозначних m разiв неперервно диференцiйовних на вiд-

рiзку I функцiй, а Cm(I; C) — простiр комплекснозначних функцiй, де m ≥ 0. Нехай
W

[
f1, . . . , fm

]
позначає вронскiан функцiй f1, . . . , fm з простору Cm(I; R).

Запровадимо шкалу гiльбертових просторiв Hq = Hq(Ω
p
2π
) для q ∈ R, де соболєвський

простiр Hq отримано поповненням множини v(x)= ∑
k

vk exp(ik, x) за нормою ‖·‖Hq , що

породжена скалярним добутком (v, u)Hq= ∑
k∈Zp

k̃2qvkūk, в якому k̃=
√

1 + (k, k).

Позначимо через meas A мiру Лебеґа вимiрної множини A ⊂ R, а через M — вiдрiзок
кривої у просторi Cp, який утворюють точки b(τ) =

(
b1(τ), . . . , bp(τ)

)
, якщо τ ∈ I.

В областi Ω
p
2π

розглянемо задачу про вiдшукання 2π-перiодичного (за всiма змiнни-
ми) розв’язку u = u(x) для лiнiйного рiвняння iз частинними похiдними

Lτ(D)u(x) ≡ ∑
|s|≤n

asDsu(x) +
p

∑
j=1

bj(τ)D
nj

j u(x) = f (x), x ∈ Ω
p
2π

, (1)

та сталими комлексними коефiцiєнтами as та bj, де f = f (x) — задана 2π-перiодична
функцiя, порядки n1, . . . , np похiдних не перевищують n, а коефiцiєнти b1, . . . , bp є ком-
плексними функцiями b1(τ), . . . , bp(τ) параметра τ на вiдрiзку I дiйсної прямої.

Основна мета роботи — встановлення умов єдиностi та умов iснування розв’язкiв рiв-
нянь (1) у просторi Соболєва Hq у термiнах дiофантових властивостей функцiй bj(τ).
При цьому використано метричний пiдхiд i доведено теорему про коректну розв’язнiсть
задачi для майже всix значень параметра τ ∈ I.

2 ЄДИНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ

Розв’язок u = u(x) задачi шукаємо у просторi 2π-перiодичних функцiй Hq, тому вiн є
таким рядом Фур’є:

u(x) = ∑
k∈Zp

ukei(k,x). (2)

Для визначення коефiцiєнтiв uk одержуємо низку алгебричних рiвнянь

Lτ(k)uk = fk, k ∈ Z
p, (3)

де fk — коефiцiєнти Фур’є функцiї f (x) = ∑
k∈Zp

fkei(k,x).
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Введемо для τ ∈ I множину Z
p
0 = Z

p
0 (τ) нулiв функцiї Lτ(k) за формулою

Z
p
0 (τ) =

{
k ∈ Z

p : Lτ(k) = 0
}

.

Для фiксованого τ кожне iз рiвнянь (3) має єдиний розв’язок uk = fk/Lτ(k), якщо
Z

p
0 = Z

p
0 (τ) = ∅.

Якщо ж Z
p
0 6= ∅ для фiксованого числа τ, то для цього τ розв’язок рiвняння (3) iснує

для тих i тiльки тих функцiй f , для яких fk = 0 для всiх k ∈ Z
p
0 . Тепер розв’язками

рiвняння (3) є довiльнi сталi uk = uk,0 для k ∈ Z
p
0 i числа uk = fk/Lτ(k) для k ∈ Zp \ Z

p
0 .

З цих тверджень сформулюємо двi теореми про єдинiсть розв’язку задачi.

Теорема 1. Для єдиностi (за фiксованого параметра τ ∈ I) розв’язку рiвняння (1) у про-

сторi Hq, де q ∈ R, необхiдно i достатньо, щоб алгебричне рiвняння Lτ(k) = 0 не мало

розв’язкiв у цiлих числах k1, . . . , kp, тобто Z
p
0 = ∅.

Теорема 2. Якщо fk = 0 для k ∈ Z
p
0 , то два розв’язки рiвняння (1) у просторi Hq мо-

жуть вiдрiзнятися один вiд одного сумою ∑
k∈Z

p
0

uk,0ei(k,x), де uk,0 — комплекснi сталi, якi

задовольняють нерiвнiсть
∥∥∥ ∑

k∈Z
p
0

uk,0ei(k,x)
∥∥∥

Hq

= ∑
k∈Z

p
0

k̃2q|uk,0|2 < ∞.

Зауваження 1. Якщо шуканий розв’язок пiдпорядкувати умовi (u, ei(k,·))Hq = 0 для всiх

векторiв k ∈ Z
p
0 , то в умовах теореми 2 рiвняння (1) не може мати двох рiзних розв’язкiв

iз простору Hq.

Розв’язок задачi iснує, якщо для всiх k ∈ Zp рiвняння (3) є розв’язним, а ряд (2) —
розв’язок рiвняння (1) — належить до простору Hq.

Припустимо, що для всiх k ∈ Z
p
0 виконується умова fk = 0. Тодi загальний розв’язок

u(x) задачi формально можна зобразити рядом

u(x) = ∑
k∈Z

p
0

uk,0ei(k,x) + ∑
k∈Zp\Z

p
0

fk

Lτ(k)
ei(k,x), (4)

де uk,0 — довiльнi комплекснi сталi.

3 МЕТРИЧНI ОЦIНКИ

Cимвол Lτ(k) оператора Lτ(D) впливає на збiжнiсть ряду (4), який визначає норму
розв’язку рiвняння (1) у Hq, оскiльки може як завгодно швидко наближатися до нуля для
множини векторiв k ∈ Zp. Отже, iснування 2π-перiодичного розв’язку u задачi пов’язане
з проблемою малих знаменникiв.

Для вирiшення цiєї проблеми скористаємося метричним пiдходом для оцiнок знизу
малих знаменникiв Lτ(k), де k ∈ Z

p, послiдовнiстю зi степеневою поведiнкою i власти-
вiстю δ-нормальностi множини. Реалiзацiя цього пiдходу вимагає встановлення оцiнок
зверху для мiр виняткових множин гладких функцiй.

Для довiльного δ ∈ R введемо поняття δ-нормальностi кривої M, що визначається
коефiцiєнтами b1, . . . , bp рiвняння (1).
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Означення. Крива M називається δ-нормальною щодо рiвняння (1), якщо iснує така ста-

ла C0 > 0, що для майже всiх (стосовно мiри Лебеґа в R) точок τ ∈ I нерiвнiсть

|Lτ(k)| ≥ C0k̃−δ (5)

виконується для всiх векторiв k ∈ Z
p \ Z

p
1 , де Z

p
1 = Z

p
1 (τ) — скiнченна множина.

Iз властивостi δ-нормальностi кривої випливає фредгольмовiсть розглядуваної задачi
для майже всiх точок вiдрiзка I.

Сформулюємо i доведемо теорему про умови δ-нормальностi кривої M.

Теорема 3. Якщо функцiї b1, . . . , bp належать до простору Cp+1(I; C) i виконується хоча

б одна з двох умов:

(i) min
τ∈I

∣∣W
[

Re b1, . . . , Re bp, 1
]
(τ)

∣∣ 6= 0,

(ii) min
τ∈I

∣∣W
[

Im b1, . . . , Im bp, 1
]
(τ)

∣∣ 6= 0,
(6)

то при δ > p2 − n0 крива M є δ-нормальною, де n0 = min{n1, . . . , np}.

Доведення. Припустимо, що виконується умова (i) теореми. Введемо множини

Bk =
{

τ ∈ I : |Re Lτ(k)| < εk}, k ∈ Z
p,

i множину B тих точок τ ∈ I, для яких безлiч разiв на Z
p cправджується оцiнка

|Re Lτ(k)| < εk =
C1

2(p + 1)n0/2
k̃−δ.

Для оцiнювання мiри множин Bk сформулюємо вiдповiдну терему iз роботи [20].

Теорема 4. Нехай F(τ, z) = f1(τ)z1 + . . . + fm(τ)zm, де z = (z1, . . . , zm) ∈ C
m, а також{

f1, . . . , fm
}

⊂ Cm(I; R). Якщо вронскiан W[ f1 , . . . , fm] функцiй f1, . . . , fm вiдмiнний вiд

нуля на I, то для всiх z ∈ Cm \ {0} i довiльного ε ∈ (0, C1|z|/2) виконується оцiнка

meas{τ ∈ I : |F(τ, z)| < ε} ≤ C2
m−1

√
ε/|z|,

де |z| = |z1|+ . . . + |zm|, додатнi сталi C1 i C2 визначають формули

C1 =
1

m
min
τ∈I

∣∣W
[

f1, . . . , fm
]
(τ)

∣∣
( m

∏
j=1

‖ fj‖C(m−1)(I;R)

m

∑
j=1

‖ fj‖−1
C(m−1)(I;R)

)−1
,

C2 = 4(
√

2 + 1)(m − 1)C
m/(1−m)
1

(
meas I max

1≤j,q≤m
|| f (q)j ||C(I;R) + C1

)
.

Позначимо m = p + 1, gk = Re ∑
|s|≤n

asks i запишемо вираз Re Lτ(k) у виглядi суми

Re Lτ(k) = Re b1(τ)k
n1
1 + . . . + Re bp(τ)k

np
p + gk.

Якщо z =
(
kn1

1 , . . . , k
np
p , gk

)
, fj(τ) = Re bj(τ) для j = 1, . . . , p i fp+1(τ) = 1, то з позначень

теореми 4 випливають рiвностi

F(τ, z) = Re Lτ(k), W
[

f1, . . . , fm

]
= W

[
Re b1, . . . , Re bp, 1

]
.
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Оскiльки |z| ≥ 1 для всiх k ∈ Zp \ {0} i виконуються нерiвностi

0 < εk <
C1

2(p + 1)n0/2
k̃n0 <

C1

2
|z| = C1

2

(
|k1|n1 + . . . + |kp|np + |gk |

)
,

то при кожному k 6= 0 за умовою (6) з теореми 4 маємо такi оцiнки для мiри Bk:

meas Bk ≤ C2
m−1

√
εk/|z| = C2

p

√
εk/|z| ≤ C3k̃−(δ+n0)/p, C3 = C2

(
C1
2

)1/p
.

Для вибраних δ ряд ∑
k∈Zp\{0}

meas Bk мажорується збiжним рядом C3 ∑
k∈Zp

k̃−(δ+n0)/p,

тому з леми Бореля-Кантеллi випливає, що мiра Лебеґа множини точок τ iз I, що потра-

пляють у нескiнченну кiлькiсть множин Bk, дорiвнює нулю, тобто meas B = 0.

Тодi при δ > p2 − n0 для майже всiх (стосовно мiри Лебеґа в R) чисел τ ∈ I нерiвнiсть

|Re L(τ, k)| ≥ εk виконується для всiх (крiм скiнченного числа) векторiв k. Iз означення

δ-нормальностi та нерiвностей

|Lτ(k)| ≥ |Re Lτ(k)| ≥
C1

2(p + 1)n0/2
k̃−δ = C0k̃−δ

випливає, що крива M є δ-нормальною зi сталими δ > p2 − n0 i C0 = C1/2(p + 1)n0/2.

Якщо виконується умова (ii) теореми, то вiзьмемо fj(τ) = Im bj(τ) для j = 1, . . . , p.

Далi результат отримуємо аналогiчно. Теорему доведено.

4 IСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКУ

Твердження доведеної теореми 3 використовуємо для встановлення такої теореми
iснування розв’язку розглядуваної задачi.

Теорема 5. Нехай δ > p2 − n0 i коефiцiєнти b1, . . . , bp рiвняння (1) задовольняють умови

теореми 3. Тодi для кожної функцiї f ∈ Hq+δ, яка задовольняє умову ортогональностi

fk = 0, якщо k ∈ Z
p
0 , для майже всiх (стосовно мiри Лебеґа в R) чисел τ ∈ I iснує 2π-

перiодичний розв’язок u рiвняння (1) iз простору Hq, який можна зобразити у виглядi

ряду (4).

Доведення. За умовами теореми крива M є δ-нормальною внаслiдок теореми 3. Це озна-

чає, що для майже всiх (стосовно мiри Лебеґа в R) точок τ ∈ I є iстинним твердження

(
∀ k ∈ Z

p\Z
p
0

)
|Lτ(k)| ≥ C4k̃−δ, (7)

де C4 = C4(τ) = min
{

C0, min
k∈Z

p
1\Z

p
0

|k̃δ Lτ(k)|
}

, Z
p
1 = Z

p
1 (τ) — скiнченна множина елементiв

k ∈ Zp, для яких не виконується нерiвнiсть (5), тому Z
p
0 ⊂ Z

p
1 . Iз формули для норми в

просторi Hq отримуємо таку оцiнку квадрата норми розв’язку (4):

‖u‖2
Hq

= ∑
k∈Zp

k̃2q|uk|2 ≤ ∑
k∈Z

p
1

k̃2q|uk,0|2 + C−2
4 ∑

k∈Zp\Z
p
1

k̃2(q+δ)| fk|2 ≤ S + C5‖ f‖2
Hq+δ

,

де C5 = C−2
4 , а величина S = ∑

k∈Z
p
1

k̃2q|uk,0|2 є cкiнченною сумою, тому S < ∞ для довiльних

чисел uk,0 ∈ C . Отже, ‖u‖Hq < ∞, тобто u ∈ Hq. Теорему доведено.
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Зауваження 2. Якщо в умовах теореми 5 для якогось τ множина Z
p
0 (τ) є порожньою, то

розв’язок (4) перiодичної задачi для рiвняння (1) iснує для кожної функцiї f ∈ Hq+σ та

єдиний.

Зауваження 3. Гладкiсть правої частини f рiвняння (1) в умовах розв’язностi зростає

разом iз розмiрнiстю p тора Ω
p
2π

i спадає зi зростанням мiнiмального з чисел n1, . . . , np.

З останньої теореми випливає фредгольмовiсть розглядуваної задачi для майже всiх
(стосовно мiри Лебеґа в R) точок τ ∈ I, оскiльки для цих τ задача має скiнченновимiрне
ядро у просторi Hq i кiлькiсть умов ортогональностi ( fk = 0) дорiвнює розмiрностi ядра.

ВИСНОВКИ

У роботi встановлено умови єдиностi та умови iснування 2π-перiодичного розв’язку у
просторi Соболєва для лiнiйного безтипного диференцiального рiвняння (1), комплекснi
коефiцiєнти b1, . . . , bp якого при фiксованих незмiшаних похiдних (порядкiв n1, . . . , np

вiдповiдно) залежать вiд дiйсного параметра τ.
Умовами (6) для δ > p2 − n0 визначено клас δ-нормальних кривих

M = {(b1(τ), . . . , bp(τ)), τ ∈ I},

для якого має мiсце розв’язнiсть розглядуваної задачi у просторi Соболєва для майже
всiх (стосовно мiри Лебеґа в просторi R) точок τ iз вiдрiзка I.

Отриманi результати можна поширити на випадок вiдшукання перiодичних роз-
в’язкiв за змiнними x1, . . . , xp з вектором перiодiв ω = (ω1, . . . , ωp) для рiвняння

Lτ(D)u(x) = 0, де x ∈ Ω
p
ω, Ω

p
ω — вiдповiдний тор.
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I’lkiv V.S., Savka I.Ya., Symotyuk M.M. Sobolev periodic solutions of a partial differential equation with

coefficients which depend on a parameter. Carpathian Mathematical Publications 2013, 5 (2), 249–255.

The conditions of existence and uniqueness of Sobolev periodic solution for linear partial dif-

ferential equation with constant complex coefficients, which depends on one real parameter, are

established. It is shown that these conditions fulfill for almost all (with respect to the Lebesgue

measure) parameter values.
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Илькив В.С., Савка И.Я., Сымотюк М.М. Периодические решения в пространстве Соболева для

уравнения с частными производными, коэффициенты которого зависят от параметра // Карпат-

ские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — C. 249–255.

Установлены условия существования и единственности периодического решения в про-

странстве Соболева для линейного уравнения с частными производными с постоянными ком-

плексными коэффициентами, которые зависят от одного действительного параметра. Пока-

зано, что эти условия выполняются для почти всех по мере Лебега значений параметра.

Ключевые слова и фразы: дифференциальное уровнение, периодическое решение, малый

знаменатель, диофантовое приближение, метрическая оценка.


