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ВСТУП

Виродженi параболiчнi рiвняння порядку 2b, якi узагальнюють рiвняння дифузiї з

iнерцiєю i мають довiльну скiнченну кiлькiсть груп змiнних, за якими є виродження па-

раболiчностi, дослiджено в [3, 5], i для них побудовано фундаментальний розв’язок (ф.р.)

задачi Кошi. З використанням властивостей ф.р. встановлено достатнi та необхiднi умови

точкової i рiвномiрної стабiлiзацiї iнтеграла Пуассона для цих рiвнянь. Зокрема, розгля-

нуто випадки, коли початкова функцiя має граничне середнє по областях, якi визначаю-

ться лiнiями рiвня ф.р. задачi Кошi. Для рiвняння високого порядку початкова функцiя

має граничне середнє по паралелепiпедах. Одержанi результати узагальнено результа-

тами робiт [2, 6]. Вони можуть бути застосованi в теорiї стохастичних процесiв [1]. Цi

результати можна узагальнити на випадок рiвнянь iз змiнними коефiцiєнтами в парабо-

лiчнiй частинi, а також на системи рiвнянь типу Колмогорова [4].

Введемо позначення: n — деяке фiксоване натуральне число; m1, m2, m3 — фiксованi

цiлi невiд’ємнi числа; n ≥ m1 ≥ m2 ≥ m3; N = n +
3

∑
j=1

mj; X = (x, y1, y2, y3), x ∈ R
n,

yj ∈ R
mj , j = 1, 2, 3; yj = (yj,1, yj,2, . . . , yj,mj

), N1 = n +
3

∑
j=1

(2j + 1)mj, x(j) = (x1, x2, . . . , xmj
),

y
(s)
j = (yj,1, yj,2, . . . , yj,ms

), j < s, X ∈ R
N1 ; аналогiчно Ξ = (ζ, η1, η2, η3), ζ ∈ R

n, ηj ∈ R
mj ,

j = 1, 2, 3; (x(1), Dy1) =
m1

∑
j=1

xiDy1j
, (y

(s)
s−1, Dys) =

ms

∑
j=1

ys−1Dysj
, s = 2, 3, ∆x =

n

∑
j=1

D2
xj

.

Розглянемо задачу Кошi

(Dt − (x(1), Dy1)− (y
(2)
1 , Dy2)− (y

(3)
2 , Dy3)− a∆x)u(t, x) = 0, (1)
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u(t, x)|t=τ = u0(X), X ∈ R
N, t > τ ≥ 0, a > 0, (2)

де u0(X) — вимiрна обмежена функцiя в R
N . Ф.р. задачi (1), (2) має вигляд ([3])

Z(t, X; τ, Ξ) = 12m1/2720m2/225200m3/2(4πa)−N/2(t − τ)−N1/2exp

{−ρ(t, X; τ, Ξ)

a

}

,

де

ρ(t, X; τ, Ξ) = |x − ζ|2(t − τ)−1 + 3(t − τ)−3|y1 − η1 + (x(1) + ζ(1))2−1(t − τ)|2

+180(t − τ)−5|y2 − η2 + (y
(2)
1 + η

(2)
1 )2−1(t − τ) + (x(2) − ζ(2))12−1(t − τ)2|2

+630(t − τ)−7|y3 − η3 + (y
(3)
2 + η

(3)
2 )2−1(t − τ) + (y

(3)
1 − η

(3)
1 )10−1(t − τ)2

+(x(3) + ζ(3))120−1(t − τ)3|2,

ρ(t, X; 0, Ξ) = r2 — сiм’я поверхонь рiвня ф.р. задачi (1), (2).

Через FX0
r,t позначимо тiло, обмежене елiпсоїдом

ρ(t, X; 0, Ξ) = r2, (3)

де Ξ — змiнна точка, а через υN — об’єм тiла, обмеженого поверхнею

|ζ|2+|η1 −
√

3ζ(1)|2 + |η2−
√

15η
(2)
1 −

√
5ζ(2)|2 + |η3 − 2−1

√
35η

(3)
2 +

√
21η

(3)
1 + 2−1

√
7ζ(3)|2 = 1.

Нехай MX
t (r) — середнє u0(x) по тiлах FX

r,t , обмежених поверхнями (3). Будемо ка-

зати, що функцiя u0(X) має граничне середнє MX(r) по тiлах FX
r,t, якщо iснує границя

lim
t→∞

MX
t (r) = MX(r).

1 ТОЧКОВА СТАБIЛIЗАЦIЯ IНТЕГРАЛА ПУАССОНА ЗАДАЧI КОШI (1), (2)

Теорема 1. Якщо u0(X) має граничне середнє по елiпсоїдах FX
r,t, яке майже при всiх r

дорiвнює MX(r), то iнтеграл Пуассона рiвняння (1) стабiлiзується (прямує при t → ∞) до

числа

ι = (2πa)−N/2υN

∫ +∞

0
rN+1e−r2

MX(r)dr.

Доведення. Розглянемо iнтеграл Пуассона для рiвняння (1)

u(t, X) =
∫

RN
Z(t, X; 0, Ξ)u0(Ξ)dΞ. (4)

Введемо замiну змiнних iнтегрування: x − ζ = −2
√

atα; y1 − η1 + x(1)t = −
√

t3aβ1/
√

3;

y2−η2+y
(2)
1 t+ x(2)t2/2=−

√
t5aβ2/6

√
5; y3 − η3 + y

(3)
1 t/2+y

(3)
2 t2 + x(3)t3/6=−

√
t7aβ3/30

√
7.

Тодi (4) набуде вигляду

u(t, X) = π−N/2
∫

RN
exp
{

− |α|2 − |β1 −
√

3α(1)|2 − |β2 −
√

15β
(2)
1 −

√
5α(2)|2

−|β3 −
√

35β
(3)
2 /2 +

√
21β

(3)
1 +

√
7α(3)/2|2

}

u0

(

t, x + 2
√

atα, y1 + x(1)t +
√

at3β1/
√

3,

y2 + y
(2)
1 t + x(2)t2/2 +

√
at5β2/6

√
5, y3 + y

(3)
1 t/2 + y

(3)
2 t2 + x(3)t3/6 +

√
at7β3/30

√
7
)

dE,

E = (α, β1, β2, β3), E ∈ R
N .

(5)
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Розглянемо додатно визначену квадратичну форму

|α|2 + |β1 −
√

3α(1)|2+|β2 −
√

15β
(2)
1 −

√
5α(2)|2

+|β3 −
√

35β
(3)
2 /2 +

√
21β

(3)
1 +

√
7α(3)/2|2 = ∑

(i,j,k,s)

Cijksα
iβ

j
1βk

2βs
3,

(6)

де (i, j, k, s) = |i|+ |j|+ |k|+ |s| = 2, i вiдповiдну дo (6) сiм’ю елiпсоїдiв, що не перетинаю-

ться: ∑(i,j,k,s) Cijksα
iβ

j
1βk

2βs
3 = r2. В iнтегралi (5) перейдемо до нових змiнних iнтегрування

α1 = rΦ(Ψ) cos Ψ1,

α2 = rΦ(Ψ) sin Ψ1 cos Ψ2,

· · · · · · · · · · · ·
α3m3

= rΦ(Ψ) sin Ψ1 sin Ψ2 . . . cos ΨN−1,

(7)

де Ψ = (Ψ1...ΨN−1), 0 ≤ r < +∞, 0 ≤ Ψj ≤ π, j = 1, . . . , N − 2, 0 ≤ ΨN−1 ≤ 2π, а функцiя

Φ(Ψ) визначається рiвнiстю

Φ2(Ψ) ∑
(i,j,k,s)

Cijksα
′ iβ

′ j
1 β

′k
2 β

′s
3 = 1

з α
′
1 = cos Ψ1, α

′
2 = sin Ψ1 cos Ψ2, . . . , β

′
3m3

= sin Ψ1 sin Ψ2 . . . sin ΨN−1. Якобiан перетворен-

ня (7) має вигляд J = rN−1 J1, де J1 = ΦN(Ψ) sinN−2 sinN−3 Ψ2 . . . sin ΨN−1.

Позначимо

u0(t, r, Ψ, X) = u0

(

2r
√

taΦ(Ψ) cos Ψ1 + x1, . . . ,

r
√

at3(30
√

7)−1Φ(Ψ) sin Ψ1 . . . cos Ψn+1 + y11 + x1t, . . . ,

r
√

at5(6
√

5)−1Φ(Ψ) sin Ψ1 . . . cos Ψn+m1+1 + y21 + y11t + 2−1x1t2, . . . ,

r
√

at7(30
√

7)−1Φ(Ψ) sin Ψ1 . . . sin ΨN−1+y3m3
+ y2m3

t+2−1y1m3
t2+6−1xm3 t3

)

.

Тодi

u(t, X) =π−N/2
∫ +∞

0
rN−1e−r2

dr
∫

Σ1

u0(t, r, Ψ, X)J1dΨ

=π−N/2
∫ +∞

0
e−r2 ∂

∂r

∫ r

0
ρN−1dρ

∫

Σ1

u0(t, r, Ψ, X)J1dΨdr

=2π−N/2
∫ +∞

0
re−r2

∫ r

0
ρN−1dρ

∫

Σ1

u0(t, r, Ψ, X)J1dΨdr,

де Σ1 — одинична сфера в R
N . Видiлимо MX

t (r):

u(t, X) =2π−N/2υN

∫ +∞

0
rN+1e−r2

(rNυN)
−1
∫ r

0
ρN−1dρ

∫

Σ1

u0(t, r, Ψ, X)J1dΨdr

=2π−N/2υN

∫ +∞

0
rN+1e−r2

MX
t (r)dr.

(8)

Залишилось здiйснити граничний перехiд пiд знаком iнтеграла (8) при t → ∞. Це можна

зробити на основi теореми Лебега, оскiльки iснує граничне середнє, а з обмеженостi u0(X)

безпосередньо випливає рiвномiрна (за t) обмеженiсть MX
t (r).
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Зауважимо, що достатньо вимагати граничного середнього в деякiй фiксованiй точцi

X1, звiдки вже випливає iснування граничного середнього в будь-якiй точцi X i факт ста-

бiлiзацiї на кожному компактi.

Теорема 2. Якщо u0(X) ≥ 0, то для стабiлiзацiї iнтеграла Пуассона (4) до нуля необхiдно

i достатньо, щоб u0(X) мала граничне середнє MX(r), яке майже скрiзь дорiвнює нулевi.

Доведення. Достатнiсть випливає iз теореми 1.

Покажемо, що зi стабiлiзацiї iнтеграла (4) випливає iснування нульового граничного

середнього по FX
r,t:

MX
t (r) =

1

mes FX
r,t

∫

FX
r,t

u0(Ξ)dΞ ≤ ct−N1/6
∫

RN

exp{−ρ(t1/3, X, 0, Ξ)}u0(Ξ)dΞ = c1u(t1/3, X). (9)

У нерiвностi (9) mes FX
r,t замiнено об’ємом куба зi стороною t1/6, який мiститься в FX

r,t.

Оскiльки u(t, X) → 0 при t → ∞, то з (9) випливає, що MX
t,r → 0 при t → ∞ для будь-

якого r.

2 РIВНОМIРНА СТАБIЛIЗАЦIЯ IНТЕГРАЛА ПУАССОНА

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння порядку 2b за змiнними x


Dt − (x(1), Dy1)− (y
(2)
1 , Dy2)− (y

(3)
2 , Dy3)− ∑

|k|=2b

akDk
x



 u = 0, (10)

де Dt − ∑
|k|=2b

akDk
x — параболiчний за Петровським оператор зi сталими коефiцiєнтами.

Ф.р. задачi Кошi (10), (2) задовольняє нерiвностi [6]

|Di
y1

D
j
y2

Ds
y3

Dk
xZ(t, X; τ, Ξ)| ≤ C(t − τ)−N2/(2b)exp{−ρ1(t, X; τ, Ξ)}, (11)

де N2 = |k|+ n + (2b + 1)(m1 + |i|) + (4b + 1)(m2 + |j|) + (6b + 1)(m3 + |s|),

ρ1(t, X; τ, Ξ) =
(

|x − ζ|(t − τ)−1/(2b)
)q

+
(

|y1 − η1 + x(1)|(t − τ)−(2b+1)/(2b)
)q

+

(∣

∣

∣

∣

∣

y2 − η2 + y
(2)
1 (t − τ) +

x(2)(t − τ)2

2

∣

∣

∣

∣

∣

(t − τ)−(4b+1)/(2b)

)q

+

(∣

∣

∣

∣

∣

y3 − η3 + y
(3)
2 (t − τ) +

y
(3)
1 (t − τ)2

2
+

x(3)(t − τ)3

6

∣

∣

∣

∣

∣

(t − τ)−(6b+1)/(2b)

)q

,

q = 2b/(2b − 1). Нехай u0(X) має граничне середнє

lim
b1→∞,...,bN→∞

1

22N ∏
N
s=1 bs

∫ b1

−b1

. . .
∫ bN

−bN

u0(Ξ)dΞ = ι, (12)

де bj → ∞ незалежно одне вiд одного, j = 1, 2, . . . , N.

Теорема 3. Для того, щоб iнтеграл Пуассона рiвняння (10) рiвномiрно стабiлiзувався до

l при t → ∞ необхiдно i достатньо, щоб u0(X) мала граничне середнє, яке дорiвнює l.
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Доведення. Нехай u0(X) має рiвномiрне граничне середнє, що дорiвнює 0. Це означає, що

для будь-якого ε > 0 знайдеться таке b0(ε), що при всiх bj > b0(ε) i при будь-якому X

виконується
∣

∣

∣

∣

∣

1

22N ∏
N
s=1 bs

∫ b1+x11

−b1+x11

· · ·
∫ bN+y3m3

−bN+y3m3

u0(Ξ)dΞ

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Звiдси випливає, що u0(X) має кутовi граничнi середнi, що дорiвнюють 0.

Зробивши в iнтегралi Пуассона замiну змiнних

x − ζ = −ζ′t1/(2b), y1 − η1 + x(1)t = −η′
1t(2b+1)/(2b),

y2 − η2 + y
(2)
1 t +

x(2)t2

2
= −η′

2t(4b+1)/(2b), y3 − η3 + y
(3)
2 t +

y
(3)
1 t2

2
+

x(3)t3

6
= −η′

3t(6b+1)/(2b),

одержимо

u(t, X) = tN3/(2b)
∫

RN
Z∗(t, X; 0, Ξ′)u0

(

x + ζ′t1/(2b), y1 + x(1)t + η′
1t(2b+1)/(2b),

y2 + y
(2)
1 t +

x(2)t2

2
+ η′

2t(4b+1)/(2b), y3 + y
(3)
2 t +

y
(3)
1 t2

2
+

x(3)t3

6
+ η′

3t(6b+1)/(2b)
)

dΞ′,

де Z∗(t, X; 0, Ξ′) — ф.р. задачi Кошi (10), (2) у нових змiнних,

N3 = n + (2b + 1)m1 + (4b + 1)m2 + (6b + 1)m3,

або iнакше

u(t, X) = tN3/(2b)
∫

RN

Z∗(t, X; 0, Ξ′)
∂N

∂ζ1 . . . ∂η3m3

∫ ζ1

0
. . .
∫ η3m3

0
u0

(

x + ζ′t1/(2b),

y1 + x(1)t + η′
1t(2b+1)/(2b), y2 + y

(2)
1 t +

x(2)t2

2
+ η′

2t(4b+1)/(2b),

y3 + y
(3)
2 t +

y
(3)
1 t2

2
+

x(3)t3

6
+ η′

3t(6b+1)/(2b)
)

dΞ′dΞ.

Проiнтегрувавши частинами, матимемо

u(t, X) = (−1)N tN3/(2b)
∫

RN

∂NZ∗(t, X; 0, Ξ′)
∂ζ1 . . . ∂η3m3

∫ ζ1

0
. . .
∫ η3m3

0
u0

(

x + ζ′t1/(2b), . . . ,

y3m3
+ y2m3

t + y1m3

t2

2
+

1

6
xm3t3 − η

′
3m3

t(6b+1)(2b)
)

dΞ′dΞ = I1 + I2 + I3,

(13)

де I1 — iнтеграл по областi, для якої виконується хоч одна iз нерiвностей

|ζs| > Bs, |ηij| > Bij, s = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, . . . , mi,

I2 — iнтеграл по областi {0 < hs ≤ |ζs| ≤ Bs, 0 < hij ≤ |ηij| ≤ Bij}; I3 — iнтеграл по областi

{|ζs| ≤ hs, |ηij| ≤ hij}.

Оскiльки
∣

∣

∣

∣

∂NZ∗(t, X; 0, Ξ′)
∂ζ1 . . . ∂η3m3

∣

∣

∣

∣

≤ CNt−N3/(2b)exp{−c|Ξ|q},
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то звiдси випливає, що можна вибрати великi Bs, Bij i достатньо малi hs, hij, залежнi тiльки

вiд ε, що для всiх X i t виконується

|I1| <
ε

3
, |I3| <

ε

3
.

Перейдемо до оцiнки I2. Позначимо

gt(Ξ) =
∫ ζ1

0
. . .
∫ ζ3m3

0
u0

(

x + ζ′t1/(2b), y3 + y
(3)
2 t +

y
(3)
1 t2

2
+

x(3)t3

6
+ η′

3t(6b+1)/(2b)
)

dΞ.

Зробивши замiну змiнних

x + ζ′t1/(2b) = a, y1 + x(1) + t′η1t(2b+1)/(2b) = α1,

y2 + y
(2)
1 t +

x(2)t2

2
+ η′

2t(4b+1)/(2b) = α2,

y3 + y
(3)
2 t +

y
(3)
1 t2

2
+

x(3)t3

6
+ η′

3t(6b+1)/(2b)) = α3,

gt(Ξ) запишемо у виглядi

gt(Ξ) = tN3/(2b)

x11+ζ11t1/(2b)
∫

x11

. . .

y3m3
+y2m3

t+y1m3
t2

2 +x3m3
t3

6 +η3m3
t(6b+1)/(2b)

∫

y3m3
+y2m3

t+y1m3
t2
2 +xm3

t3
6

u0(A)dA.

Оскiльки u0(X) має кутовi граничнi середнi, то для будь-яких X, |X| ≤ K, t > N0,

|gt(Ξ)|(ζ11 . . . η3m3
)−1

< δ виберемо

δ = C−1
N

ε

3

(

N

∏
s=1

Bs · ∏
i,j

Bi,j

∫

RN
exp{−c0|A|q}dA

)−1

,

тому |I2| < ε
3 , а |u(t, X)| < ε.

Необхiднiсть умови теореми доведемо методом вiд супротивного. Нехай

u(t, X) =
∫

RN
Z(t, X; 0, Ξ)dΞ → 0, t → ∞,

рiвномiрно по X, а початкова функцiя u0(X) не має рiвномiрного граничного середньо-

го (12), де l = 0. Це означає, що знайдеться таке ε0 > 0, що для будь-якого додатного n0

знайдеться B > n0 i така точка M, що

|S(B,M)| =
∣

∣

∣

∣

1

2BN

∫

VM
B

uo(Ξ)dΞ

∣

∣

∣

∣

≥ ε0,

де VM
B — куб зi стороною B i центром у точцi M.

Оскiльки ф.р. Z(t, X; 0, 0) можна записати як

Z(t, X; 0, 0) = t−N3/(2b)Z1

(

xt−1/(2b), (y1 + x(1)t)t−(2b+1)/(2b),

(

y2 + y
(2)
1 t +

x(2)t2

2

)

t−(4b+1)/(2b),
(

y3 + y
(3)
2 t +

y
(3)
1

t

2

2 +
x(3)t3

6

)

t−(6b+1)/(2b)

)

,
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де Z1 — цiла функцiя вказаних аргументiв при t > 0, i

∫

RN

Z(t, X; 0, 0)dx =
∫

RN

Z1(A)dA = 1,
∫

RN

Z1(A)dA =
∫

VB∗
Z1(A)dA+

∫

RN−VB∗
Z1(A)dA,

VB∗ — куб зi стороною B∗, що

∫

VB∗
Z1(A)dA <

ε0

4
,

∫

RN−VB∗
Z1(A)dA ≥ 1 − ε0

4
.

Пiсля вiдповiдної замiни змiнних iнтеграл Пуассона запишемо у такому виглядi:

u(t, X) =
∫

VB∗

Z1(A)u0

(

x + αt1/(2b), y1 + x(1)t + β1t(2b+1)/(2b),

y2 + y
(2)
1 t +

x(2)t2

2
+ β2t(4b+1)/(2b), y3 + y

(3)
2 t +

y
(3)
1 t2

2
+

x(3)t3

6
+ β3t(6b+1)/(2b)

)

dA

+
∫

RN−VB∗

Z1(A)u0

(

x + αt1/(2b), y1 + x(1)t + β1t(2b+1)/(2b), y2 + y
(2)
1 t +

x(2)t2

2
+ β2t(4b+1)/(2b),

y3 + y
(3)
2 t +

y
(3)
1 t2

2
+

x(3)t3

6
+ β3t(6b+1)/(2b)

)

dA = I1 + I2.

Для простоти будемо вважати, що |u0(X)| ≤ 1, B∗ вибрано так, що |I1| ≤ ε
4 .

Виберемо послiдовнiсть nk
0 → ∞, за нею знайдемо послiдовнiсть B(k) → ∞ i Mi(k) такi,

що |S(Bi(k),Mi(k))| ≥ ε0, та означимо послiдовнiсть ti(k) =
(

ε0
8NB∗Bi(k)

)2b
. Розглянемо

∣

∣

∣

∣

1

2NBN
i(k)

∫

V
Mi(k)
Bi(k)

u(ti(k), X)dX

∣

∣

∣

∣

=
∫

VB∗
Z1(A)dAS(Bi(k) ,Mi(k))

−
∫

VB∗
Z1(A)dA

∣

∣

∣

∣

1

2NBN
i(k)

[

∫

V
Mi(k)
Bi(k)

u0

(

x + αt1/(2b), y1 + x(1)t + β1t(2b+1)/(2b),

y2+y
(2)
1 t +

x(2)t2

2
+ β2t(4b+1)/(2b), y3 + y

(3)
2 t +

y
(3)
1 t2

2
+

x(3)t3

6
+ β3t(6b+1)/(2b)

)

dX

−
∫

V
Mi(k)
Bi(k)

u0(X)dX
]

∣

∣

∣

∣

− 1

2NBN
i(k)

∫

V
Mi(k)
Bi(k)

|I2|dX ≥ ε0

4

(

1 − ε0

4

)

− ε0

4
− ε0

4
≥ ε0

4
.

Iз цiєї нерiвностi випливає, що в кожному кубi V
Mi(k)

Bi(k)
є хоча б одна точка X(k), у якiй

u(t(k), X(k)) ≥ ε
4 , а t(k) → ∞, що суперечить рiвномiрнiй збiжностi.

Зауваження. При n = n1, n2 = n3 = 0 одержимо результат робiт [2, 6].
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Малицкая А.П., Буртняк И.В. О стабилизации интеграла Пуассона уравнений типа Колмогорова
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Исследуется стабилизация интеграла Пуассона для уравнений типа Колмогорова, что име-

ют три группы переменных, за которыми есть вырождение параболичности.
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