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НЕЛIНIЙНОГО УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

Розглянуто обернену задачу з iнтегральною умовою перевизначення для слабко нелiнiйно-
го ультрапараболiчного рiвняння з невiдомим, залежним вiд часу, множником правої частини
цього рiвняння. Знайдено умови, за яких узагальнений розв’язок задачi прямує до нуля при
зростаннi часової змiнної.
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ВСТУП

Ультрапараболiчнi рiвняння вперше введенi у працi [5] для опису неiзотропних про-
цесiв. Пiзнiше їх застосовували до вивчення багатьох явищ механiки, бiологiї, фiзики,
економiки [2, 7]. Вивченню задачi Кошi, мiшаних задач та властивостей їх розв’язкiв при-
свяченi, зокрема, працi [2, 8, 10, 11, 12].

Оберненi задачi пов’язанi з пошуком причин явищ за вiдомими їх наслiдками. З мате-
матичної точки зору це означає знаходження невiдомих коефiцiєнтiв рiвняння чи його
правої частини за додаткових умов на розв’язок цього рiвняння.

Iснування та єдинiсть розв’язку обернених задач для параболiчних, гiперболiчних чи
ультрапараболiчних рiвнянь встановлено, зокрема, у працях [1, 3, 4, 6, 9, 11, 14]. При цьо-
му використовувалися: метод iнтегральних рiвнянь та принцип Шаудера [3, 4, 6], iтера-
цiйнi методи [14], метод послiдовних наближень [1, 11], метод напiвгруп [9]. У працi [15]
показано, що розв’язок оберненої задачi з невiдомою правою частиною для параболiчно-
го рiвняння спадає до нуля при зростаннi часової змiнної за певних умов на вихiднi данi
задачi.

У цiй працi розглянуто обернену задачу з iнтегральною умовою перевизначення для
слабко нелiнiйного ультрапараболiчного рiвняння з невiдомим, залежним вiд часу, мно-
жником правої частини цього рiвняння. Встановлено умови, за яких розв’язок спадає до
нуля при зростаннi часової змiнної. Зауважимо, що властивостi розв’язкiв прямих мiша-
них задач для нелiнiйних ультрапараболiчних рiвнянь ранiше вивчалися у працях [8, 12].
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1 ОСНОВНI ПОЗНАЧЕННЯ ТА ФУНКЦIОНАЛЬНI ПРОСТОРИ

Нехай Ω i D — обмеженi областi вiдповiдно в R
n i R

l з межами ∂Ω ∈ C1 i ∂D ∈ C1;
x ∈ Ω, y ∈ D, t ∈ (0, T), де T — фiксоване число з iнтервалу (0, ∞), QT = Ω × D × (0, T),
G = Ω × D.

Позначимо: ΣT =∂Ω× D× (0, T), ST =Ω× ∂D× (0, T), Gξ = {(x, y, t) : (x, y) ∈ G, t = ξ},
ξ ∈ [0, T].

Введемо простори: L∞(QT) := {w : QT → R; w — вимiрна та iснує така стала C,
що |w(x, y, t)| ≤ C майже всюди на QT}, ‖w; L∞(QT)‖ = inf{C : |w(x, y, t)| ≤ C майже
всюди на QT}; L2(G) :=

{

w : G → R; w — вимiрна,
∫

G |w(x, y)|2 dxdy < ∞
}

, ‖w; L2(G)‖=
(∫

G |w(x, y)|2 dxdy
)

1
2; L2(0,T) :=

{

w : [0,T]→R; w — вимiрна,
∫ T

0 |w(t)|2dt <∞
}

, ‖w; L2(0,T)‖=
( ∫ T

0 |w(t)|2 dt
)

1
2 ; L2(QT) := {w : QT → R; w — вимiрна,

∫

QT
|w(x, y, t)|2 dx dy dt < ∞},

‖w; L2(QT)‖ =
( ∫

QT
|w(x, y, t)|2 dxdydt

)
1
2 ; W1,2( · ) — множина всiх розподiлiв w, якi разом

зi своїми похiдними першого порядку за всiма змiнними належать до простору L2( · ),
‖w; W1,2(Ω)‖=

( ∫

Ω
[|w(x)|2 +

n

∑
i=1

|wxi
(x)|2] dx

)
1
2 ; ‖w; W1,2(0,T)‖=

( ∫ T
0 [|w(t)|2 + |wt(t)|2] dt

)
1
2 ;

Ck(O) — простiр k раз неперервно диференцiйовних функцiй на O; V(0, T; W(G)) := {w :
[0, T] → W(G); ‖w(·, ·, t); W(G)‖ ∈ V(0, T)} (де V, W — банаховi простори); W1,2

0 (Ω) :=
{w : w ∈ W1,2(Ω), w|∂Ω = 0}; V1(QT) := {w : w, wxi

∈ L2(QT), i = 1, . . . , n, w
∣

∣

ΣT
= 0};

V2(G) := L2
(

D; W1,2
0 (Ω)

)

= {w : D → W1,2
0 (Ω); ‖w(·, y); W1,2

0 (Ω)‖ ∈ L2(D)}, ‖w; V2(G)‖ =
( ∫

G[|w(x, y)|2 +
n

∑
i=1

|wxi
(x, y)|2] dxdy

)
1
2 ; V3(QT) := {w : w, wxi

, wyj
∈ L2(QT), i = 1, . . . , n, j =

1, . . . , l, w|S1
T
= 0, w

∣

∣

ΣT
= 0}. Позначимо через 〈·, ·〉 скалярний добуток мiж просторами

V∗
2 (G) i V2(G).

Використовуватимемо такi нерiвностi:
"нерiвнiсть з ε":

|yz| ≤ 1
2

ε|y|2 + 1
2ε
|z|2, ε, y, z ∈ R, ε > 0, (1)

нерiвнiсть Фрiдрiхса:
∫

Ω
|v(x)|2 dx ≤ κ

∫

Ω

n

∑
i=1

|vxi
(x)|2 dx, (2)

яка виконується для функцiй v ∈ W1,2
0 (Ω), а стала κ залежить вiд Ω.

2 ФОРМУЛЮВАННЯ ЗАДАЧI

В областi QT розглянемо задачу для рiвняння

ut +
l

∑
i=1

λi(x, y, t)uyi
−

n

∑
i,j=1

(aij(x, y, t)uxi
)xj

+ c(x, y, t)u + g(x, y, t, u) = f (x, y, t) f0(t) (3)

з початковою умовою
u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ G, (4)

крайовими умовами
u|ΣT

= 0, u|S1
T
= 0 (5)
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та умовою перевизначення
∫

Gt

K(x, y)u(x, y, t) dxdy = E(t), t ∈ [0, T], (6)

де u(x, y, t), f0(t) — невiдомi функцiї, S1
T =

{

(x, y, t)∈ ST :
l

∑
i=1

λi(x, y, t) cos(ν, yi)< 0
}

, ν —

одинична зовнiшня нормаль до ST, причому припускаємо, що виконується умова

(S): Iснує така поверхня з додатною мiрою Лебега Γ1 ⊂ ∂D ⊂ R
l−1, що

S1
T = Ω × Γ1 × (0, T).

Нехай також виконуються умови

(A): aij ∈ L∞(QT), i, j = 1, . . . , n,
n

∑
i=1

aij(x, y, t)ξiξ j ≥ a0|ξ|2 для майже всiх

(x, y, t) ∈ QT та для всiх ξ ∈ R
n, a0 − додатна стала;

(C): c ∈ C
(

[0, T]; L∞(G)
)

, c(x, y, t) ≥ c0 для майже всiх (x, y, t) ∈ QT, c0 — стала;

(E): E ∈ W1,2(0, T);

(F): f ∈ C
(

[0, T]; L2(G)
)

;

(H): g(x, y, t, ξ) вимiрна за змiнними (x, y, t) в областi QT для всiх ξ ∈ R
1 i неперервна

за ξ для майже всiх (x, y, t) ∈ QT; iснує така додатна стала g0, що

|g(x, y, t, ξ)−g(x, y, t, η)| ≤ g0|ξ − η|для майже всiх (x, y, t) ∈ QT та всiх ξ, η ∈ R
1;

(K): K ∈ C1(D; C1(Ω)
)

, K
∣

∣

∂Ω×D
= 0, K|Ω×Γ2 = 0, де Γ2 = ∂D\Γ1;

(L): λi ∈ C(QT), λiyi
∈ C

(

[0, T]; L∞(G)
)

для всiх i = 1, . . . , l;

(U): u0, u0,yj
∈ L2(G), j = 1, . . . , l, u0|∂Ω×D = 0, u0|Ω×Γ1 = 0.

3 ОЗНАЧЕННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ОБЕРНЕНОЇ ЗАДАЧI

Означення 1. Пару функцiй (u(x, y, t), f0(t)) назвемо узагальненим розв’язком задачi
(3)–(6), якщо u ∈ V3(QT) ∩ C

(

[0, T]; L2(G)
)

, ut ∈ L2
(

0, T; V∗
2 (G)

)

+ L2(QT), f0 ∈ L2(0, T),
i цi функцiї для всiх v ∈ V1(QT) задовольняють iнтегральну рiвнiсть

∫ T

0
〈ut, v〉 dt +

∫

QT

[ l

∑
i=1

λi(x, y, t)uyi
v +

n

∑
i,j=1

aij(x, y, t)uxi
vxj

+ c(x, y, t)uv

+ g(x, y, t, u)v
]

dx dy dt =
∫

QT

f (x, y, t) f0(t)v dx dy dt

i, крiм того, функцiя u(x, y, t) задовольняє умови (4) та (6).

Нехай
∫

Gt
K(x, y) f (x, y, t) dx dy 6= 0. Iз рiвняння (3) та умови (6) випливає, що узагаль-

нений розв’язок задачi (3)–(6) задовольняє рiвнiсть

[

∫

Gt

K(x, y) f (x, y, t) dx dy
]

f0(t) = E′(t) +
∫

Gt

(

−
l

∑
i=1

(λi(x, y, t)K(x, y))yi
u

+
n

∑
i,j=1

Kxj
(x, y)aij(x, y, t)uxi

+ K(x, y)c(x, y, t)u + K(x, y)g(x, y, t, u)
)

dxdy, t ∈ [0, T].

(7)
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4 АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА УЗАГАЛЬНЕНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ОБЕРНЕНОЇ ЗАДАЧI

Введемо позначення: f1 = max
[0,T]

( ∫

Gt
( f (x, y, t))2 dxdy

)
1
2, K1(t) =

∫

Gt
K(x, y) f (x, y, t) dx dy,

λ1 =max
i

sup
QT

|λiyi
(x, y, t)|, c0 = sup

[0,T]

(

sup
Gt

|c(x, y, t)|2
)

1
2, Λ1 =max

{

sup
[0,T]

max
i

(

sup
Gt

|λi(x, y, t)|2
)

1
2 ;

sup
[0,T]

l

∑
i=1

(

ess sup
Gt

|λiyi
(x, y, t)|2

)
1
2
}

, a1=max
ij

ess sup
[0,T]

(

ess sup
Gt

|aij(x, y, t)|2
)

1
2 , k0 — додатна стала.

Нехай
n

∑
i=1

( ∫

G(Kxi
(x, y))2 dxdy

)
1
2 +

l

∑
i=1

( ∫

G(Kyi
(x, y))2 dxdy

)
1
2+

( ∫

G(K(x, y))2 dxdy
)

1
2 ≤ K1,

де K1 ∈ R,
( ∫

Gt
|g(x, y, t, 0)|2 dxdy

)
1
2 ≤ g1(t) для всiх t > 0, де g1 ∈ L2(0, T). Позначимо

β =
a0

κ

+ 2c0 − λ1 − 2g0 − 2 f1K1(g0 + Λ1 + c0)

k0
− f 2

1 na2
1K2

1

a0k2
0

− 1,

δ(t) = 3
(

1 +
f 2
1 K2

1

k2
0

)

(g1(t))2 +
3|E′(t)|2 f 2

1

k2
0

.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A), (C), (E), (F), (H), (K), (L), (S), (U) та |K1(t)| ≥
k0 > 0 для всiх t > 0 i β > 0. Нехай lim

k→∞

∫ k+1
k |E′(τ)|2 dτ = 0, lim

k→∞

∫ k+1
k |g1(t)|2 dt = 0.

Тодi для узагальненого розв’язку
(

u(x, y, t), f0(t)
)

задачi (3)–(6) виконуються такi збiж-

ностi: lim
t→+∞

‖u(·, ·, t); L2(G)‖ = 0, lim
k→∞

∫ k+1
k

∫

G

n

∑
i=1

|uxi
|2 dxdydt = 0, lim

k→∞

∫ k+1
k | f0(t)|2 dt = 0.

Доведення. У працi [13] доведено, що за умов теореми iснує єдина функцiя u ∈ V3(QT) ∩
C
(

[0, T]; L2(G)
)

, ut ∈ L2
(

0, T; V∗
2 (G)

)

+ L2(QT), яка є узагальненим розв’язком задачi
(3)–(6). З рiвностi (7) та рiвняння (3) випливає рiвнiсть

ut +
l

∑
i=1

λi(x, y, t)uyi
−

n

∑
i,j=1

(aij(x, y, t)uxi
)xj

+ c(x, y, t)u + g(x, y, t, u)

=
f (x, y, t)

K1(t)

(

E′(t) +
∫

Gt

(

−
l

∑
i=1

(λi(x, y, t)K(x, y))yi
u

+
n

∑
i,j=1

Kxj
(x, y)aij(x, y, t)uxi

+ K(x, y)c(x, y, t)u + K(x, y)g(x, y, t, u)
)

dxdy
)

.

(8)

Домножимо (8) на u та проiнтегруємо по Gt:

∫

Gt

[

utu +
l

∑
i=1

λi(x, y, t)uyi
u +

n

∑
i,j=1

aij(x, y, t)uxi
uxj

+ c(x, y, t)|u|2 + g(x, y, t, u)u

]

dx dy

=
1

K1(t)

(

∫

Gt

E′(t) f (x, y, t)u dx dy +
∫

Gt

f (x, y, t)u dx dy
∫

Gt

(

−
l

∑
i=1

(λi(x, y, t)K(x, y))yi
u

+
n

∑
i,j=1

Kxj
(x, y)aij(x, y, t)uxi

+ K(x, y)c(x, y, t)u + K(x, y)g(x, y, t, u)
)

dx dy

)

, t > 0.

(9)
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Оцiнимо окремо доданки рiвностi (9), використавши умови (A)–(L).

I1 :=
∫

Gt

utu dx dy =
1
2

d

dt

(

∫

Gt

|u|2 dx dy

)

;

I2 :=
∫

Gt

l

∑
i=1

λi(x, y, t)uyi
u dx dy ≥ 1

2

∫

Ω

∫

Γ2

l

∑
i=1

λi(x, y, t)|u|2 cos(ν, yi) dσ dx − λ1

2

∫

Gt

|u|2 dx dy;

I3 :=
∫

Gt

n

∑
i,j=1

aij(x, y, t)uxi
uxj

dx dy ≥ a0

∫

Gt

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy;

I4 :=
∫

Gt

c(x, y, t)|u|2 dx dy ≥ c0

∫

Gt

|u|2 dx dy;

I5 :=
∫

Gt

g(x, y, t, u)u dx dy ≤ g0
∫

Gt

|u|2 dx dy + g1(t)
(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)

1
2
;

I6 :=
E′(t)
K1(t)

∫

Gt

f (x, y, t)u dx dy ≤ |E′(t)|
k0

f1

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)1/2

;

I7 := − 1
K1(t)

∫

Gt

f (x, y, t)u dx dy
∫

Gt

l

∑
i=1

(λi(x, y, t)K(x, y))yi
u dx dy ≤ f1Λ1K1

k0

∫

Gt

|u|2 dx dy;

I8 :=
1

K1(t)

∫

Gt

f (x, y, t)u dx dy
∫

Gt

n

∑
i,j=1

Kxj
(x, y)aij(x, y, t)uxi

dx dy

≤ f1
√

na1K1

k0

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)1/2( ∫

Gt

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy

)1/2
;

I9 :=
1

K1(t)

∫

Gt

f (x, y, t)u dx dy
∫

Gt

K(x, y)c(x, y, t)u dx dy ≤ f1c0K1

k0

∫

Gt

|u|2 dx dy;

I10 :=
1

K1(t)

∫

Gt

f (x, y, t)u dx dy
∫

Gt

K(x, y)g(x, y, t, u) dx dy

≤ f1g0K1

k0

∫

Gt

|u|2 dx dy +
f1g1(t)K1

k0

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)1/2

.

Врахувавши оцiнки доданкiв I1 – I10, з (9) отримуємо

1
2

d

dt

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)

+
1
2

∫

Ω

∫

Γ2

l

∑
i=1

λi(x, y, t)|u|2 cos(yi, νi) dσ dx +
∫

Gt

(

a0

n

∑
i=1

|uxi
|2

+(c0 −
λ1

2
− g0)|u|2

)

dx dy ≤ |E′(t)| f1 + g1(t)(k0 + f1K1)

k0

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)1/2

+
f1K1(c

0+g0+Λ1)

k0

∫

Gt

|u|2 dx dy +
f1
√

na1K1

k0

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)1/2( ∫

Gt

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy

)1/2
,

(10)

t > 0. Використавши в (10) нерiвнiсть (1), отримаємо

1
2

d

dt

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)

+
1
2

∫

Ω

∫

Γ2

l

∑
i=1

λi(x, y, t)|u|2 cos(yi, νi) dσ dx +
∫

Gt

[

a0

2

n

∑
i=1

|uxi
|2

+
(

c0 −
λ1

2
− g0 − f1K1(c

0 + g0 + Λ1)

k0
− f 2

1 na2
1K2

1

2a0k2
0

− 1
2

)

|u|2
]

dx dy ≤ δ(t)

2
, t > 0.

(11)
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Застосувавши в (11) нерiвнiсть (2), отримаємо

d

dt

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)

+ β
∫

Gt

|u|2 dx dy ≤ δ(t), t > 0. (12)

Проiнтегрувавши нерiвнiсть (12), знайдемо
∫

Gt

|u|2 dx dy ≤ e−βt
∫

G0

|u0|2 dx dy +
∫ t

0
e−β(t−τ)δ(τ) dτ, t > 0. (13)

Проiнтегруємо (10) по t вiд k до k + 1, де k ∈ N. Врахувавши, що

1
2

∫

Gk+1

|u|2 dx dy +
1
2

∫ k+1

k

∫

Ω

∫

Γ2

l

∑
i=1

λi(x, y, t)|u|2 cos(yi, νi) dσ dx dt > 0,

отримаємо

a0

∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt+(c0 −

λ1

2
− g0)

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt ≤ 1
2

∫

Gk

|u|2 dx dy

+
( f1

k0

(

∫ k+1

k
|E′(t)|2 dt

)1/2
+
(

1 +
f1K1

k0

)(

∫ k+1

k
|g1(t)|2 dt

)1/2)( ∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt
)1/2

+
f1(c

0 + g0 + Λ1)K1

k0

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt

+
f1
√

na1K1

k0

(

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt
)1/2( ∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt

)1/2
,

(14)

де Qk,k+1 = G × (k, k + 1). Оскiльки

f1
√

na1K1

k0

(

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt
)1/2( ∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt

)1/2

≤a0

2

∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt +

f 2
1 na2

1K2
1

2a0k2
0

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt,

то з (14) випливає нерiвнiсть

∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt ≤ 1

a0

∫

Gk

|u|2 dx dy + β1

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt + µ(k), k ∈ N, (15)

де β1=
1
a0

( 2 f1(c
0+g0+Λ1)K1

k0
+

f 2
1 na2

1K2
1

a0k2
0

+ 3+λ1+ 2g0+ 2|c0|
)

, µ(k)= 2
a0

(

(1+ f 2
1 K2

1
k2

0
)
∫ k+1

k |g1(t)|2 dt+

f 2
1

k2
0

∫ k+1
k |E′(t)|2 dt

)

. Проiнтегрувавши (13) по t вiд k до k + 1, де k ∈ N, отримуємо

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt ≤ 1
β

e−βk(1 − e−β)
∫

G0

|u0|2 dx dy

+
1
β
(1 − e−β)

∫ k

0
eβ(t−k)δ(t) dt − 1

β

∫ k+1

k
e−β(k+1−t)δ(t) dt +

1
β

∫ k+1

k
δ(t) dt.

Тодi з (15) випливає оцiнка
∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt ≤ µ1(k) + µ(k), k ∈ N, (16)
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де
µ1(k) =

( 1
a0
+ β1

β (1 − e−β)
)

[

e−βk
∫

G0
|u0|2 dx dy +

∫ k
0 e−β(k−τ)δ(τ) dτ

]

+ β1
β

∫ k+1
k (1 − e−β(k+1−t))δ(t) dt.

Iз формули (7) випливає оцiнка
∫ k+1

k
| f0(t)|2 dt ≤ 2

k2
0

∫ k+1

k
|E′(t)|2 dt + 6 max

t∈[k,k+1]

∫

Gt

(

−
l

∑
i=1

(λi(x, y, t)K(x, y))yi

+K(x, y)c(x, y, t) + K(x, y)g0
)2

dxdy
∫

Qk,k+1

|u|2 dxdydt

+
6a2

1K2
1n

k2
0

∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dxdydt +

6K2
1

k2
0

∫

Qk,k+1

|g1(t)|2 dt, k ∈ N.

(17)

Iз (13) отримуємо нерiвнiсть
∫

Gt

|u|2 dx dy ≤ e−βt
∫

G0

|u0|2 dx dy + ∑
0≤k≤[t]

e−β(t−k−1)
∫ k+1

k
δ(τ) dτ. (18)

З умов теореми випливає, що ∑
0≤k≤[t]

e−β(t−k)
∫ k+1

k δ(τ) dτ → 0 при t → +∞. Тодi з (18)

знайдемо, що
∫

Gt
|u|2 dx dy → 0 при t → ∞. Оскiльки µ(k) → 0, µ1(k) → 0 при k → ∞, то з

(16) та з (17) випливає, що
∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt → 0 i

∫ k+1
k | f0(t)|2 dt → 0 при k → ∞.

Нехай a2 = max
ij

sup
[0,T]

(ess sup
Gt

|aijxi
|2)1/2,

n

∑
i,j=1

|
∫

G(Kxixi
(x, y))2 dxdy|1/2 ≤ K1, β2 = 2a0

κ
+

2c0 − λ1 − 2g0 − 2 f1(c
0+g0+Λ1+a2n+a1)K1

k0
− 1.

Теорема 2. Нехай виконуються умови (A), (C), (E), (F), (H), (K), (L), (S), (U) та aij, aijxi
∈

C
(

[0, T]; L∞(G)
)

, i, j = 1, . . . , n, E′ ∈ C
(

[0, T]
)

, K ∈ C1
(

D; C2(Ω)
)

, g1 ∈ C
(

[0, T]
)

i, крiм того,
|K1(t)| ≥ k0 > 0 для всiх t > 0 та β2 > 0. Нехай lim

t→∞
|E′(t)| = 0, lim

t→∞
|g1(t)| = 0.

Тодi f0 ∈ C
(

[0, T]
)

та для узагальненого розв’язку задачi (3)–(6) виконуються такi збiж-
ностi

lim
t→+∞

‖u(·, ·, t); L2(G)‖ = 0, lim
k→∞

∫ k+1

k

∫

G

n

∑
i=1

|uxi
|2 dxdydt = 0, lim

t→+∞
| f0(t)| = 0.

Доведення. Використаємо доведення теореми 1. Для розв’язку задачi (3)–(6) так само, як
у випадку теореми 1, використаємо рiвностi (7) та (8), записавши їх у виглядi

f0(t) = (K1(t))
−1

(

E′(t) +
∫

Gt

(

−
l

∑
i=1

(λi(x, y, t)K(x, y))yi
u −

n

∑
i,j=1

(Kxj
(x, y)aij(x, y, t))xi

u

+ K(x, y)c(x, y, t)u + K(x, y)g(x, y, t, u)
)

dxdy
)

, t ∈ [0, T]

(19)

та

ut +
l

∑
i=1

λi(x, y, t)uyi
−

n

∑
i,j=1

(aij(x, y, t)uxi
)xj

+ c(x, y, t)u + g(x, y, t, u)

= f (x, y, t)(K1(t))
−1

(

E′(t) +
∫

Gt

(

−
l

∑
i=1

(λi(x, y, t)K(x, y))yi
u

−
n

∑
i,j=1

(Kxj
(x, y)aij(x, y, t))xi

u + K(x, y)c(x, y, t)u + K(x, y)g(x, y, t, u)
)

dxdy
)

.

(20)
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За умов теореми всi функцiї правої частини рiвностi (19) неперервнi за змiнною t на [0, T],
тому f0 ∈ C

(

[0, T]
)

. Домножимо рiвнiсть (20) на u та поiнтегруємо її по Gt. Оскiльки

− 1
K1(t)

∫

Gt

f (x, y, t)u dx dy
∫

Gt

n

∑
i,j=1

(Kxj
(x, y)aij(x, y, t))xi

u dx dy ≤ f1(na2 + a1)K1

k0

∫

Gt

|u|2 dx dy,

а оцiнки iнших доданкiв з (20) повторюють оцiнки I1 − I7, I9, I10, то з (20) випливає

1
2

d

dt

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)

+
1
2

∫

Ω

∫

Γ2

l

∑
i=1

λi(x, y, t)|u|2 cos(yi, νi) dσ dx +
∫

Gt

[

a0

n

∑
i=1

|uxi
|2

+ (c0 −
λ1

2
− g0)|u|2

]

dx dy ≤
(

g1(t) +
f1(|E′(t)|+ g1(t)K1)

k0

)(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)

1
2

+
f1(c

0 + g0 + Λ1 + a2n + a1)K1

k0

∫

Gt

|u|2 dx dy, t > 0.

(21)

Використавши в (21) нерiвнiсть (1), отримаємо

1
2

d

dt

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)

+
1
2

∫

Ω

∫

Γ2

l

∑
i=1

λi(x, y, t)|u|2 cos(yi, νi) dσ dx +
∫

Gt

(

a0

n

∑
i=1

|uxi
|2

+
(

c0 −
λ1

2
− g0 − f1(c

0 + g0 + Λ1 + a2n + a1)K1

k0
− 1

2

)

|u|2
)

dx dy ≤ δ(t)

2
, t > 0.

(22)

Iз (22) та нерiвностi Фрiдрiхса випливає оцiнка

d

dt

(

∫

Gt

|u|2 dx dy
)

+ β2

∫

Gt

|u|2 dx dy ≤ δ(t), t > 0. (23)

Проiнтегрувавши (23), отримуємо нерiвностi

∫

Gt

|u|2 dx dy ≤ e−β2t
∫

G0

|u0|2 dx dy +
∫ t

0
e−β2(t−τ)δ(τ) dτ, t > 0, (24)

та
∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt ≤ 1
β2

e−β2k(1 − e−β2)
∫

G0

|u0|2 dx dy +
1
β2

(1 − e−β2)
∫ k

0
eβ2(t−k)δ(t) dt

− 1
β2

∫ k+1

k
e−β2(k+1−t)δ(t) dt +

1
β2

∫ k+1

k
δ(t) dt, k ∈ N.

Проiнтегрувавши (21) по t вiд k до k + 1, k ∈ N, та врахувавши, що 1
2

∫

Gk+1
|u|2 dx dy +

1
2

∫

Qk,k+1
∑

l
i=1 λi(x, y, t)|u|2 cos(yi, νi) dσ dx dt > 0, отримаємо

a0

∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt + (c0 −

λ1

2
− g0)

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt ≤ 1
2

∫

Gk

|u|2 dx dy

+

((

1 +
f1K1

k0

)(

∫ k+1

k
|g1(t)|2 dt

)1/2

+
f1

k0

(

∫ k+1

k
|E′(t)|2 dt

)1/2)
(

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt
)1/2

+
f1(c

0 + g0 + Λ1 + a2n + a1)K1

k0

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt.

(25)
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Тодi з (25) випливає

∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt ≤ 1

2a0

∫

Gk

|u|2 dx dy + β3

∫

Qk,k+1

|u|2 dx dy dt + µ2(k), (26)

де

β3 =
1
a0

(

f1(c
0 + g0 + Λ1 + a2n + a1)K1

k0
+

3
2
+ |c0|+

λ1

2
+ g0

)

, µ2(k) =
µ(k)

2
.

Зауважимо, що 1
2a0

∫

Gk
|u|2 dx dy + β3

∫

Qk,k+1
|u|2 dx dy dt ≤ µ3(k), де

µ3(k) =
( 1

2a0
+

β3

β2
(1 − e−β2)

)[

e−β2k
∫

G0

|u0|2dx dy +
∫ k

0
e−β2(k−τ)δ(τ) dτ

]

+
β3

β2

∫ k+1

k
(1 − e−β2(k+1−t))δ(t) dt.

Тодi з (26) випливає оцiнка

∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt ≤ µ2(k) + µ3(k), k ∈ N. (27)

Iз (19) також випливає, що

| f0(t)| ≤
1
k0
|E′(t)|+ K1

k0
|g1(t)|+ 1

k0
max
t>0

(

∫

Gt

(

−
l

∑
i=1

(λi(x, y, t)K(x, y))yi

−
n

∑
i,j=1

(Kxj
(x, y)aij(x, y, t))xi

+ K(x, y)c(x, y, t) + K(x, y)g0)2
dxdy

)
1
2
(

∫

Gt

|u|2dx dy

)
1
2

, t > 0.

(28)
Запишемо (24) у виглядi

∫

Gt

|u|2 dx dy ≤ e−β2t
∫

G0

|u0|2 dx dy + ∑
0≤k≤[t]

e−β2(t−k−1)
∫ k+1

k
δ(τ) dτ. (29)

З умов теореми випливає, що ∑
0≤k≤[t]

e−β2(t−k−1)
∫ k+1

k δ(τ) dτ → 0, t → +∞. Тодi з (29)

отримуємо
∫

Gt

|u|2 dx dy → 0 при t → ∞.

Зауважимо, що µ2(k) → 0, µ3(k) → 0 при k → ∞. Тому з (27) i (28) випливає, що

∫

Qk,k+1

n

∑
i=1

|uxi
|2 dx dy dt → 0 при k → ∞, | f0(t)| → 0 при t → ∞.
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The inverse problem with the integral overdetermination condition for a weakly nonlinear ultra-
parabolic equation with unknown time-dependent multiplier of the right-hand side of the equation
is considered. The conditions when a weak solution decreases to zero as the time variable increases
are found.
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Процах Н.П. Асимптотическое поведение решения обратной задачи для слабо нелинейного ультра-

параболического уравнения // Карпатские математические публикации. — 2013. — Т.5, №2. — C.
326–335.

Рассмотрена обратная задача с интегральным условием переопределения для слабо нели-
нейного ультрапараболического уравнения с неизвестным множителем правой части урав-
нения, который зависит от времени. Найдены условия, при которых обобщенное решение
задачи стремится к нулю при возростании временной переменной.

Ключевые слова и фразы: обратная задача, ультрапараболическое уравнение, обобщенное
решение.


