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Розглянуто один клас ультрапараболiчних систем рiвнянь другого порядку, що мають
три групи змiнних, за якими є виродження, i коефiцiєнти залежать тiльки вiд часової
змiнної. Побудовано фундаментальну матрицю розв’язкiв задачi Кошi, одержано оцiнки
цiєї матрицi та всiх її похiдних.

Ця стаття є продовженням робiт [1], [2], [5], де розглянуто системи вироджених
параболiчних рiвнянь колмогоровського типу. Зауважимо, що детальний опис дослi-
джень i розвитку теорiї вироджених параболiчних рiвнянь типу Колмогорова з двома
групами змiнних, за якими є виродження параболiчностi, зроблено в роботi С.Д. Ей-
дельмана, С.Д. Iвасишена, А.I. Кочубея [4]. Ми розглянули один клас систем рiвнянь
колмогоровського типу другого порядку, що мають три групи виродження параболiчно-
стi з коефiцiєнтами залежними вiд часової змiнної, для яких виконуються умови типу
умов Лаппо-Данилевського, встановили iснування, єдинiсть фундаментальної матрицi
розв’язкiв задачi Кошi (ФМРЗК), дослiдили властивостi i оцiнки похiдних ФМРЗК.

1 Позначення i постановка задачi Кошi

Нехай n0, n1, n2, n3, n4 — фiксованi натуральнi числа, причому n1 ≥ n2 ≥ n3 ≥ n4 i
4∑

j=1

nj = n0; p =
4∑

j=1

(2j − 1)nj; x = (x1, . . . , x4) ∈ Rn0 , де xj = (xj1, . . . , xjnj
) ∈ Rnj . Для

x, s ∈ Rn0 маємо (x, s) =
4∑

j=1

nj∑
m=1

xjmsjm. Всюди далi будемо використовувати позначення

x̄j = (xj1, . . . , xjnj+1
), ¯̄xj = (xj1, . . . , xjnj+2

), x′
j = (xj1, . . . , xjn4), x′′

j = (xjn4+1, . . . , xjn3),
x′′′
j = (xjn3+1, . . . , xjn2), x∗

j = (xjnj+1+1, . . . , xjnj
), x′ = (x′

1, x
′
2, x

′
3, x4), x∗ = (x∗

1, x
∗
2, x

∗
3, x4).
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Нехай

ρ(t, x; τ, ξ) = |x1 − ξ1|2/4(t− τ) + 3|x2 + (x1 + ξ1)(t− τ)/2− ξ2|2(t− τ)−3

+180|x3+(t−τ)(x̄2+ ξ̄2)/2+(¯̄x1− ¯̄ξ1)(t−τ)2/12−ξ3|2(t−τ)−5+63000|x4+(x̄3+ ξ̄3)(t−τ)/2

+(¯̄x2 − ¯̄ξ2)(t− τ)2/10 + (¯̄x1 +
¯̄ξ1)(t− τ)3/120 + ξ4|2(t− τ)−7, ξ ∈ Rn0 ,

d(t, x; τ, y) =
4∑

j=1

|xj − yj|2(t− τ)−(2j−1).

Розглянемо систему рiвнянь виду

∂tur(t, x)−
3∑

j=1

nj+1∑
m=1

xjm∂xj+1mur(t, x) =
n∑

l=1

n1∑
k,m=1

[arlkm(t, x)∂
2
x1mx1k

(1)

+arlm(t, x)∂x1m + arl0 (t, x)]ul(t, x), r = 1, . . . , n, (t, x) ∈ Π(0,T ],

де Π(0,T ] = {(t, x), t ∈ (0, T ], T > 0, x ∈ Rn0}. Припускатимемо, що коефiцiєнти arlkm(t, x),
arlm(t, x), arl0 (t, x) цiєї системи комплекснозначнi функцiї i такi, що система

∂twr(t, x) =
n∑

l=1

n1∑
k,m=1

[arlkm(t, x)∂
2
x1mx1k

+ arlm(t, x)∂x1m + arl0 (t, x)]wl(t, x), r = 1, . . . , n, (2)

є рiвномiрно параболiчною за Петровським у замиканнi Π[0,T ] множини Π(0,T ], в якiй
(x2, x3, x4) вважаються параметрами.

Для зручностi запишемо систему (1) у матричнiй формi

∂tu(t, x)−
3∑

j=1

x̄j∂xj+1
u(t, x) =

∑
|k|≤2

ak(t, x)∂
k
x1
u(t, x).

Знайдемо розв’язок системи (1), який задовольняє початкову умову

u(t, x)|t=τ = u0(x), x ∈ Rn0 , 0 ≤ τ < t ≤ T, (3)

де τ — задане число, u0(x) := col(u01(x), . . . , u0n(x)) — задана матриця-стовпчик.

Означення. Пiд ФМРЗК (1), (3) будемо розумiти квадратну матрицю G(t, x; τ, y),
{x, y} ⊂ Rn0 , 0 ≤ τ < t ≤ T , порядку n таку, що для будь-якої гладкої фiнiтної функцiї
u0(x) та довiльного τ ∈ [0, T ] формула u(t, x) =

∫
Rn0

G(t, x; τ, y)u0(y)dy, (t, x) ∈ Π(τ,T ],

визначає розв’язок системи (1), який задовольняє початкову умову (3).

2 Розв’язання задачi Кошi для системи iз коефiцiєнтами
залежними тiльки вiд t

Розглянемо задачу Кошi для системи (1), в якої коефiцiєнти arlkm(t), a
lr
m(t), a

lr
0 (t) —

неперервнi функцiї на [0, T ]
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∂tur(t, x)−
3∑

j=1

nj+1∑
m=1

xjm∂xj+1mur(t, x) =
n∑

l=1

n1∑
k,m=1

[arlkm(t)∂
2
x1mx1k

(4)

+arlm(t)∂x1m + arl0 (t)]ul(t, x), 0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn0 , r = 1, . . . , n,

ur(t, x)|t=τ = u0r(x), x ∈ Rn0 , r = 1, . . . , n, (5)

де u0r(x) — досить гладкi фiнiтнi функцiї. Оскiльки система (2) параболiчна, то (див. [1])

коренi λ1, . . . , λn рiвняння det
{( n1∑

k,m=1

arlkm(t)(is1k)(is1m)
)n

r,l=1
−λI

}
= 0, де I — одинична

матриця порядку n, i — уявна одиниця, задовольняють умову Reλr(t, s1) ≤ −δ0|s1|2,
s1 ∈ Rn1 , r = 1, . . . , n з деякою сталою δ0 > 0, незалежною вiд t, 0 ≤ t ≤ T .

Будемо вважати, що виконуються умови Лаппо-Данилевського для такої матрицi∑
|k|=2

ak(t0)(iP1(t, s
∗, c))k для будь-якого фiксованого t0 ∈ [0, T ], де

P1(t, s
∗, c) := (t3s41/6 + t2c′11/2 + tc′21 + c′31, . . . , t

3s4n4/6 + t2c′1n4
/2 + tc′2n4

+ c′3n4
;

t2s3n4+1/2 + tc′′1n4+1 + c′′2n4+1, . . . , t
2s3n3/2 + tc′′1n3

+ c′′2n3
;

ts2n3+1 + c′′′1n3+1, . . . , ts2n2 + c′′′1n2
, s1n2+1, . . . , s1n1),

c′lj, c
′′
kr, c

′′′
1s — дiйснi сталi, l = 1, 2, 3; k = 1, 2; j = 1, . . . , n4; r = n4 + 1, . . . , n3; s = n3 +

1, . . . , n2.
Зведемо задачу Кошi (4), (5) до задачi Кошi для систем диференцiальних рiвнянь

iз частинними похiдними першого порядку. Для цього компоненти u1, . . . , un розв’язку
задачi Кошi (4), (5) будемо шукати у виглядi оберненого перетворення Фур’є по s вiд
невiдомих функцiй v1, . . . , vn, тобто

ur(t, x) := F−1[vr(t, s)](t, x) := (2π)−n0

∫
Rn0

exp{i(x, s)}vr(t, s)ds,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn0 , r = 1, . . . , n. Враховуючи рiвностi ∂tF
−1[vr] = F−1[∂tvr],

xjm∂xj+1,m
F−1[vr] = F−1[−sj+1,m∂sj,mvr], а також ∂2

x1kx1m
F−1[vr] = F−1[(is1m)(is1k)vr] =

F−1[−s1ms1kvr], одержимо для v1, . . . , vn таку задачу Кошi

∂tvr(t, s) +
3∑

j=1

nj+1∑
m=1

sj+1,m∂sjmvr(t, s) =
n∑

l=1

n1∑
k,m=1

[−arlkm(t)s1ms1k (6)

+arlm(t)s1mi+ arl0 (t)]vl(t, s), 0 ≤ τ < t ≤ T, s ∈ Rn0 , r = 1, . . . , n.

vr(t, s)|t=τ = v0r(s), s ∈ Rn0 , r = 1, . . . , n, (7)

Оскiльки функцiї u0r(x) досить гладкi i фiнiтнi, то їх перетворення Фур’є є ана-
лiтичними функцiями, для яких виконуються нерiвностi: |v0r(s)| ≤ C(1 + |s|)−m, s ∈
Rn0 ,m ≥ n0 + 1, де

v0r(s) := F [u0r(x)] =

∫
Rn0

exp{−i(x, s)}u0r(x)dx. (8)
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У задачi (6), (7) s∗ — параметр. Система (6) є системою диференцiальних рiвнянь
iз частинними похiдними першого порядку, якi мають однаковi головнi частини. Згiдно
з [2, c. 146–148] така система еквiвалентна однорiдному лiнiйному диференцiальному
рiвнянню з частинними похiдними першого порядку для функцiї w вiд n+ 1 + n0 − n1

незалежних змiнних t, s11, . . . , s1n2 , s21, . . . , s2n3 , s31, . . . , s3n4 , v1, . . . , vn

∂tw +
3∑

j=1

nj+1∑
m=1

sj+1,m∂sjmw −
n∑

r,l=1

n1∑
k,m=1

[−arlkm(t)s1ms1k + iarlm(t)s1m + arl0 (t)]vr∂vlw = 0,

яке в свою чергу, як вiдомо, еквiвалентно системi звичайних диференцiальних рiвнянь

dt =
ds11
s21

= · · · = ds1n2

s2n2

=
ds21
s31

= · · · = ds2n3

s3n3

=
ds31
s41

= · · · = ds3n4

s4n4

=
dv1

n∑
l=1

n1∑
k,m=1

[−a1lkm(t)s1ms1k + ia1lm(t)s1m + a1l0 (t)]vl

= · · · = dvn
n∑

l=1

n1∑
k,m=1

[−anlkm(t)s1ms1k + ianlm(t)s1m + anl0 (t)]vl

.

З цiєї системи видiлимо
4∑

j=2

nj + n + 1 рiвнянь для знаходження
4∑

j=2

nj + n + 1 неза-

лежних iнтегралiв. З рiвнянь dt =
ds3j
s4j

, j = 1, . . . , n4, знаходимо

s3j = ts4j + c′1j, j = 1, . . . , n4, (9)

iз dt =
ds2j
s3j

, j = 1, . . . , n4, враховуючи (9), маємо

s2j = t2s4j/2 + tc′1j + c′2j, (10)

а iз dt = ds1j/s2j, j = 1, . . . , n4 i (10) одержимо

s1j = t3s4j/6 + t2c′1j/2 + tc′2j + c′3j. (11)

При j = n4 + 1, . . . , n3 iз dt = ds2j/s3j маємо

s2j = ts3j + c′′1j, (12)

тому iз dt = ds1j/s2j при j = n4 + 1, . . . , n3

s1j = t2s3j/2 + tc′′1j + c′′2j. (13)

Розглядаючи j = n3 + 1, . . . , n2, iз dt = ds1j/s2j одержимо

s1j = ts2j + c′′′1j. (14)



16 Буртняк I.В., Малицька Г.П.

Враховуючи (9)–(14), запишемо

s1 = (s11, . . . , s1n1) = (t3s41/6 + t2c′11/2 + tc′21 + c′31, . . . , t
3s4n4/6 + t2c′1n4

/2 + tc′2n4
+ c′3n4

,

t2s3n4+1/2 + tc′′1n4+1 + c′′2n4+1, . . . , t
2s3n3/2 + tc′′1n3

+ c′′2n3
, ts2n3+1 + c′′′1n3+1, . . . ,

ts2n2 + c′′′1n2
, s1n2+1, . . . , s1n1) := P1(t, s

∗, c), (15)

s2 = (s21, . . . , s2n2) = (t2s41/2 + tc′11 + c′21, . . . , t
2s4n4/2 + tc′1n4

+ c′2n4
, ts3n4+1+

+c′′1n4+1, . . . , ts3n3 + c′′1n3
, s2n3+1, . . . , s2n2) := P2(t, s

∗, c), (16)

s3 = (ts41 + c′11, . . . , ts4n4 + c′1n4
, s3n4+1, . . . , s3n3) := P3(t, s

∗, c), s4 ∈ Rn4 . (17)

Нехай P (t, s∗, c) := (P1(t, s
∗, c), P2(t, s

∗, c), P3(t, s
∗, c)), c := (c′, c′′, c′′′).

Пiдставимо (15)–(17) в систему рiвнянь dv =
∑

|k|≤2 ak(t)(is1)
kvdt, одержимо систему

рiвнянь на характеристиках (9)–(14)

dv(t, P (t, s∗, c), s4) =
∑
|k|≤2

ak(t)(iP1(t, s
∗, c))kvdt (18)

з початковою умовою

v(t, P (t, s∗, c), s4)|t=τ = v0(P (τ, s∗, c), s4). (19)

Задача Кошi (18), (19) має єдиний розв’язок для 0 ≤ τ < t ≤ T < +∞ i має вигляд

v(t, P (t, s∗, c), s4) = Q(t, τ, P (t, s∗, c), s4)v0(P (τ, s∗, c), s4), 0 ≤ τ < t ≤ T, (20)

де Q(t, τ, P (t, s∗, c), s4) — нормальна фундаментальна матриця розв’язкiв системи (18),
Q(t, τ, P (t, s∗, c), s4)|t=τ = I.

Знайдемо c′, c′′, c′′′ iз (9)–(14):

c′1j = s3j − ts41, c
′
2j = s2j − ts3j + t2s4j/2,

c′3j = s1j − ts2j + t2s3j/2− t3s4j/6, j = 1, . . . , n4, (21)

c′′1j = s2j − ts3j, c
′′
2j = s1j − ts2j + t2s3j/2, j = n4 + 1, . . . , n3, (22)

c′′′1j = s1j − ts2j, j = n3 + 1, . . . , n2. (23)

Пiдставивши (21)–(23) в P1(τ, s
∗, c), маємо

τ 3s4j/6 + c′1jτ
2 + c′2jτ + c′3j = s1j − (t− τ)s2j + (t− τ)2s3j/2− (t− τ)3s4j/6,

j = 1, . . . , n4; τ
2s3j/2 + c′′1jτ + c′2j = s1j − (t− τ)s2j + (t− τ)2s3j/2,

j = n4 + 1, . . . , n3; τs2j + c′′′1j = s1j − (t− τ), j = n3 + 1, . . . , n2. (24)
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Аналогiчно пiдставивши (21)–(23) в P2(τ, s
∗, c), P3(τ, s

∗, c), одержимо

τ 2s4j/2 + c′1jτ + c′2j = s2j − (t− τ)s3j + (t− τ)2s4j/2, j = 1, . . . , n4;

τs3j + c′′1j = s2j − (t− τ)s3j, j = n4 + 1, . . . , n3;

τs4j + c′1j = sj − (t− τ)s4j, j = 1, . . . , n4, (25)

Враховуючи (24), (25), одержимо

v(t, s) = Q(t, τ, s)v0(s
′
1 − (t− τ)s′2 + (t− τ)2s′3/2− (t− τ)3s4/6,

s′′1 − (t− τ)s′′2 + (t− τ)2s∗3/2, s
′′′
1 − (t− τ)s∗2, s

∗
1, s

′
2 − (t− τ)s′3 + (t− τ)2s4/2,

s′′2 + (t− τ)s∗3, s
∗
2, s

′
3 − (t− τ)s4, s

∗
3, s4). (26)

За побудовою, ця формула виражає розв’язок задачi Кошi для системи (6) з початковою
умовою (7). Далi обґрунтуємо, що u(t, x) — розв’язок задачi (4), (5) має вигляд

u(t, x) = (2π)−n0

∫
Rn0

exp xQ(t, τ, s)v0(s
′
1 − (t− τ)s′2 + (t− τ)2s′3/2

−(t− τ)3s4/6, s
′′
1 − (t− τ)s′′2 + (t− τ)2s∗3/2, s

′′′
1 − (t− τ)s∗2, s

∗
1, s

′
2 − (t− τ)s′3

+(t− τ)2s4/2, s
′′
2 − (t− τ)s∗3, s

∗
2, s

′
3 − (t− τ)s4, s

∗
3, s4)ds. (27)

У iнтегралi (27) зробивши замiну змiнних s′1−(t−τ)s′2+(t−τ)2s′3/2−(t−τ)3s4/6 = y′1,
s′′1−(t−τ)s′′2+(t−τ)2s∗3/2 = y′′1 , s′′′1 −(t−τ)s∗2 = y′′′1 , s∗1 = y∗1, s′2−(t−τ)s′3+(t−τ)2s4/2 = y′2,
s′′2 − (t− τ)s∗3 = y′′2 , s∗2 = y∗2, s′3 − (t− τ)s4 = y′3, s∗3 = y∗3, s4 = y4, матимемо

u(t, x) = (2π)−n0

∫
Rn0

exp{i(x1, y1) + i(x2 + x̄1(t− τ), y2) + i(x3 + x̄2(t− τ)

+(t− τ)2 ¯̄x1/2, y3) + i(x4 + x̄3(t− τ) + ¯̄x2(t− τ)2/2 + x′
1(t− τ)3/6, y4)}

×Q(t, τ ;B(t, τ, y))v0(y)dy, (28)

де B(t, τ, y) := (y′1 + (t − τ)y′2 + y′3(t − τ)2/2 + y4(t − τ)3/6, y′′1 + (t − τ)y′′2 + y∗3(t − τ)2/2;

y′′′1 + (t− τ)y∗2, y
∗
1, y

′
2 − (t− τ)y′3 + (t− τ)2y4/2, y

′′
2 + (t− τ)y∗3, y

∗
2, y

′
3 + (t− τ)y4, y

∗
3, y4).

Iнтеграли (27), (28) одночасно збiжнi або розбiжнi. Далi буде доведено оцiнку

|Q(t, τ ;B(t, τ, y))| ≤ A exp{−c0

4∑
j=1

|yj|2(t− τ)2j−1}. (29)

з деякими сталими A > 0, c0 > 0. Внаслiдок виконання (29) є збiжнiсть (28), можливiсть
в (27) диференцiювання пiд знаком iнтеграла, а також граничного переходу u(t, x) →
F−1Fu0 = u0 при t → τ+.

Скориставшись виразом (8), оцiнкою (29) i змiнивши порядок iнтегрування у фор-
мулi (28), одержимо

u(t, x) =

∫
Rn0

G(t, x; τ, ξ)u0(ξ)dξ, 0 ≤ τ < t ≤ T, {ξ, x} ⊂ Rn0 , (30)

де

G(t, x; τ, ξ) = (2π)−n0

∫
Rn0

exp{i((x1 − ξ1), y1) + i((x2 + x̄1(t− τ)− ξ2), y2)

+i((x3 − ξ3 + x̄2(t− τ) + ¯̄x1(t− τ)2/2), y3) + i((x4 − ξ4 + x̄3(t− τ)

+¯̄x2(t− τ)2/2 + x′
1(t− τ)3/6), y4)}Q(t, τ ;B(t, τ, y))}dy.



18 Буртняк I.В., Малицька Г.П.

3 Доведення оцiнки (29) у випадку сталих коефiцiєнтiв системи (6)

Розглянемо систему рiвнянь виду

dv(t, P (t, s∗, c), s4) =
∑
|k|=2

ak(iP1(t, s
∗, c))kv(t, P (t, s∗, c), s4)dt

таку, що

∑
|k|=2

ak(iP1(t, s
∗, c))k

∫ t

τ

∑
|k|=2

ak(iP1(β, s
∗, c))kdβ =

∫ t

τ

∑
|k|=2

ak(iP1(β, s
∗, c))kdβ

×
∑
|k|=2

ak(iP1(t, s
∗, c))k. (31)

Якщо n1 = n2 = n3 = 1, то (31) завжди виконується. Як вище доведено, розв’язок
задачi Кошi для такої системи рiвнянь запишеться у виглядi (20)

v(t, P (t, s∗, c), s4) = Q(t, τ ;P (t, s∗, c), s4)v0(P (τ, s∗, c), s4),

але оскiльки виконується (31), то

Q(t, τ ;P (t, s∗, c), s4) = exp
{∫ t

τ

∑
|k|=2

ak(iP1(β, s
∗, c))kdβ

}
.

Враховуючи (22)–(25), одержимо (26) з Q(t, τ, s) = exp {−
∑
|k|=2

ak
t∫
τ

(α(t− β, s))kdβ},

де α(t− τ, s) := (s′1 − (t− τ)s′2 + (t− τ)2s′3/2− (t− τ)3s4/6, s
′′
1 − (t− τ)s′′2 + (t− τ)2s∗3/2,

s′′′1 − (t− τ)s∗2, s
∗
1).

А вiдповiдно Q(t, τ ;B(t, τ, y)) має вигляд

Q(t, τ ;B(t, τ, y)) = exp
{
−

∑
|k|=2

ak

t∫
τ

(B1(β, τ, y))
kdβ

}
, (32)

де B1(t, τ, y) := (y′1 + (t− τ)y′2 + (t− τ)2y′3/2 + (t− τ)3y4/6, y
′′
1 + (t− τ)s′′2 + (t− τ)2y∗3/2,

y′′′1 + (t− τ)y∗2, y
∗
1).

Обчислимо всi можливi iнтеграли, що мiстяться в
t∫
τ

(B1(β, τ))
kdβ. Зробимо замi-

ну змiнних β − τ = θ(t − τ) i перепозначимо yj(t − τ)(2j−1)/2 = σj, j = 1, . . . , 4. Тодi
t∫
τ

(B1(β, τ))
kdβ =

1∫
0

Bk
1 (θ(t−τ), σ1(t−τ)−1/2, σ2(t−τ)−3/2, σ3(t−τ)−5/2, σ4(t−τ)−7/2)dθ(t−τ).

У випадку |k| = 2 маємо iнтеграли∫ 1

0

(σ1j + σ2jp1θ + σ3jp2θ
2/2 + σ4jp3θ

3/6)(σ1m + σ2mq1θ + σ3mq2θ
2/2

+σ4mq3θ
3/6)dθ = (σ1j + p1σ2j/2 + p2σ3j/6 + p3σ4j/24)(σ1m + q1σ2m/2

+q2σ3m/6 + q3σ4m/24) + (σ2mq1 + σ3mq2/2 + 3q3σ4m/20)(σ2jp1 + σ3jp2/2

+3σ4jp3/20)/12 +
(σ3mq2 + σ4mq3/2)(p2σ3j + p3σ4j/2)

720
+

p3q3σ4mσ4j

25200
, (33)
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де, якщо

1) (p1, p2, p3) = (q1, q2, q3) = (1, 1, 1), то m, j = 1, . . . , n4;

2) (p1, p2, p3) = (1, 1, 1), (q1, q2, q3) = (1, 1, 0), то m = n4 + 1, . . . , n3, j = 1, . . . , n4;

3) (p1, p2, p3) = (1, 1, 1), (q1, q2, q3) = (1, 0, 0), то m = n3 + 1, . . . , n2, j = 1, . . . , n4;

4) (p1, p2, p3) = (1, 1, 1), (q1, q2, q3) = (0, 0, 0), то m = n2 + 1, . . . , n1, j = 1, . . . , n4;

5) (p1, p2, p3) = (1, 1, 0), (q1, q2, q3) = (1, 1, 0), то m, j = n4 + 1, . . . , n3;

6) (p1, p2, p3) = (1, 0, 0), (q1, q2, q3) = (1, 1, 0), то m = n4 + 1, . . . , n3, j = n3 + 1, . . . , n2;

7) (p1, p2, p3) = (q1, q2, q3) = (1, 1, 0), то m, j = n3 + 1, . . . , n2;

8) (p1, p2, p3) = (0, 0, 0), (q1, q2, q3) = (1, 0, 0), то j = n2 + 1, . . . , n1, m = n3 + 1, . . . , n2;

9) (p1, p2, p3) = (q1, q2, q3) = (0, 0, 0), то m, j = n2 + 1, . . . , n1.

Проаналiзувавши вираз (33), прийдемо до висновку, що, пiдставивши в
∑
|k|=2

ak(is1)
k

замiсть s1 вектори µ, ν, ω, z з вiдповiдними компонентами

µ : σ1j + σ2j/2 + σ3j/6 + σ4j/24, j = 1, . . . , n4, σ1j + σ2j/2 + σ3j/6, j = n4 + 1, . . . , n3,

σ1j + σ2j/2, j = n3 + 1, . . . , n2, σ
∗
1j, j = n2 + 1, . . . , n1;

ν : 1
2
√
3
(σ2j + σ3j/2 + 3σ4j/20), j = 1, . . . , n4,

1
2
√
3
(σ2j + σ3j/2), j = n4 + 1, . . . , n3,

σ2j, j = n3 + 1, . . . , n2, νn2+1 = 0, . . . , νn1 = 0;

ω : 1
12

√
3
σ4j/2, j = 1, . . . , n4, ωn3+1 = 0, . . . , ωn1 = 0;

z : 1
60

√
7
(σ3j + σ4j/2, j = 1, . . . , n4,

1
12

√
3
σ3j, j = n4 + 1, . . . , n3, σ2j, j = n3 + 1, . . . , n4,

zn4+1 = 0, . . . , zn1 = 0,

i додавши результати, одержимо наступну рiвнiсть
∑
|k|=2

aki
k(µk + νk + ωk + zk) =

∑
|k|=2

aki
k

1∫
0

B1

(
θ(t− τ), σ1(t− τ)−1/2, σ2(t− τ)−3/2, σ3(t− τ)−5/2, σ4(t− τ)−7/2

)
dθ(t− τ).

Оскiльки, використавши параболiчнiсть, маємо Reλ(µ) ≤ −δ0|µ|2, то Reλ(µ) ≤
−δ0

(
|σ∗

1|2 + |σ′′′
1 + σ∗

2/2|2 + |σ′′
1 + σ′′

2/2 + σ3/6|2 + |σ′
1 + σ′

2/2 + σ′
3/6 + σ4/24|2

)
. Анало-

гiчно Reλ(ν) ≤ −δ0

(
|σ′

2j + σ′
3j/2 + 3σ4/20|2 + |σ′′

2 + σ∗
3/2|2 + |σ∗

2/2|2
)
/12; Reλ(ω) ≤

−δ0

(
|σ′

3 + σ4/2|2 + |σ∗
3|2

)
/720; Reλ(z) ≤ −δ0|σ4|2/252000.

Враховуючи оцiнки Reλ, одержимо оцiнку матрицi Q(t, τ, σ)

| exp
∑
|k|≤2

aki
k(µk + νk + ωk + zk)| ≤ C exp

{
− δ1

[
|σ∗

1|2 + |σ′′′
1 + σ∗

2/2|2

+|σ′′
1 + σ′′

2/2 + σ∗
3/6|2 + |σ′

1 + σ′
2/2 + σ′

3/6 + σ4/24|2 + |σ′
2 + σ′

3/2 + 3σ4/20|2

+|σ′′
2 + σ∗

3/2|2 + |σ∗
2/2|2/12 + |σ′

3 + σ4/2|2 + |σ∗
3|2/720 + |σ4|2/25200

]}
.

Звiдси маємо (29), де c0 = δ1/25200, 0 < δ1 < δ0, C > 0.
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4 Встановлення оцiнки (29) у випадку коефiцiєнтiв залежних лише вiд t

Для встановлення оцiнки (29), використаємо пiдхiд, застосований в [1], [4]. Розгля-
немо систему

dQ(t, τ, B(t, τ, y))

dt
=

∑
|k|=2

ak(t0)(iB1(t, τ, y))
kQ(t, τ, B(t, τ, y))

+
{ ∑

|k|=2

[ak(t)− ak(t0)](iB1(t, τ, y))
k +

∑
|k|<2

ak(t)(iB1(t, τ, y))
k
}
Q(t, τ, B(t, τ, y)),

де 0 ≤ τ < t ≤ T, y ∈ Rn0 . Q(t, τ, B(t, τ, y))|t=τ = I, тодi

Q(t, τ, B(t, τ, y)) = exp{
∑
|k|=2

ak(t0)

∫ t

t0

(iB1(β, τ, y))
kdβ}}Q(t0, τ, B(t, τ, y))

+

∫ t

t0

exp{
∑
|k|=2

ak(t0)

∫ t

β

(iB1(β, τ, y))
kdβ} × [

∑
|k|=2

(ak(β)− ak(t0))

+
∑
|k|<2

(ak(β)](iB1(β, τ, y))
kQ(β, τ, B(β, τ, y))dβ.

Виберемо довiльне ε > 0 i знайдемо таке δ(ε), щоб для всiх t, t0 таких, що |t− t0| <
δ(ε) виконувалася нерiвнiсть |ak(t) − ak(t0)| < ε. Крiм того |

∑
|k|<2

ak(t)(iB1(t, τ, y))
k| ≤

ε|B1(t, τ, y)|2 при |B1(t, τ, y)| > R > 0, тому
|Q(t, τ, B(t, τ, y))| ≤ | exp{−

∑
|k|=2

ak(t0)
∫ t

t0
(Bk

1 (β, τ, y)dβ}Q(t0, τ, B(t0, τ, y))|

+
∫ t

t0
| exp{−

∑
|k|=2

ak(t0)
∫ t

β
Bk

1 (γ, τ, y)dγ}|2ε|B1(β, τ, y)|2|Q(β, τ, B(β, τ, y))|dβ.

Використавши лему Гронуолла, одержимо наступну нерiвнiсть |Q(t, τ, B(t, τ, y))| ≤
c1|Q(t0, τ, B(t0, τ, y))| exp

{
−

∑
|k|=2

ak(t0)
∫ t

t0
Bk

1 (β, τ, y)dβ
}
exp

{
2ε

∫ t

t0
|B1(β, τ, y)|2dβ

}
.

Розкривши iнтеграли
∫ t

t0
|B1(β, τ, y)|2dβ, використавши параболiчнiсть, пiдiбравши ε

i звiвши подiбнi, а пiсля чого, записавши показник знову через iнтеграл, одержимо

|Q(t, τ, B(t, τ, y))| ≤ c1|Q(t0, τ, B(t0, τ, y))| exp{−δ2

t∫
t0

|B1(β, τ, y)|2dβ}, 0 < δ2 < δ0. (34)

Ввiвши розбиття, t0 = τ, . . . , τ + δ(ε), . . . τ +m1δ(ε),m1 = [T
ε
] + 2, c1 ≥ 1, послiдовно

оцiнюючи Q(t, τ, B(t, τ, y)) через (34), одержимо оцiнку

|Q(t, τ, B(t, τ, y))| ≤ cm1
1 exp{−δ2

∫ t

τ

|B1(β, τ, y)|2dβ}. (35)

Звiдси, використавши (33), одержимо (29).
Як i в [1] можна довести оцiнку для Q(t, τ, B(t, τ, y + iỹ)), ỹ ∈ Rn0 .

|Q(t, τ, B(t, τ, y + iỹ))| ≤ C exp
{∫ t

τ

(−δ3|B(β, τ, y)|2 + c1|B(β, τ, ỹ)|2)dβ
}
, (36)

де 0 < δ3 < δ2, c1 > 0, C > 0, c1, C залежать вiд T , n; δ0, sup |ak(t)|, {y, ỹ} ∈ Rn0 .
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5 Аналiтичний опис ФМРЗК

Щоб дослiдити G(t, x; τ, ξ), зробимо таку замiну змiнних в (31): σ1j +σ2j/2+ σ3j/6+

σ4j/24 = s1j, j = 1, . . . , n4; σ1j + σ2j/2 + σ3j/6 = s1j, j = n4 + 1, . . . , n3; σ1j + σ2j/2 =

s1j, j = n3 + 1, . . . , n2; σ
∗
1j = s1j, j = n2 + 1, . . . , n1;σ2j + σ3j/2 + 3σ4j/20 = s2j, j =

1, . . . , n4; σ2j + σ3j/2) = s2j, j = n4 + 1, . . . , n3; σ2j = s2j, j = n3 + 1, . . . , n2;σ3j + σ4j/2 =

s3j, j = 1, . . . , n4;σ3j = s3j, j = n4 + 1, . . . , n3;σ4j/2 = s4j, j = 1, . . . , n4.
У випадку сталих коефiцiєнтiв маємо

G(t, x; τ, ξ) = (2π)−n0

∫
Rn0

exp{i((x1 − ξ1)(t− τ)−1/2, s1) + i(x2 + (x̄1 + ξ̄1)

×(t− τ)/2− ξ2)(t− τ)−3/2, s2) + i((x3 + (t− τ)(x̄2 + ξ̄2)/2 + (¯̄x1 − ¯̄ξ1)

×(t− τ)2/12− ξ3)(t− τ)−5/2, s3) + i((x4 + (x̄3 + ξ̄3)(t− τ)/2 + (¯̄x2 − ¯̄ξ2)

×(t− τ)2/10 + (x′
1 + ξ′1)(t− τ)3/120− ξ4)(t− τ)−7/2, s4)

+
∑
|k|≤2

aki
k(sk1 + sk212

k
2 + sk3720

k
2 + sk425200

k
2 )}ds(t− τ)−

p
2 . (37)

Аналiзуючи (37), аналогiчно як у випадку рiвняння типу Колмогорова з сталими кое-
фiцiєнтами, iнерцiя якого залежить вiд трьох груп змiнних [3], одержимо аналiтичний
опис ФМРЗК.

У загальному випадку, використовуючи (35), (36), (30), (32), (33), одержимо твер-
дження:

Теорема. Фундаментальна матриця розв’язкiв задачi Кошi системи (4) має вигляд
G(t, x; τ, ξ) = (t− τ)−

p
2Ω

(
t, τ ; (x1 − ξ1)(t− τ)−1/2, (x2 − ξ2 + (x̄1 + ξ̄1)(t− τ)/2)(t− τ)−3/2,

(x3 − ξ3 + (t − τ)(x̄2 + ξ̄2)/2 + (¯̄x1 − ¯̄ξ1)(t − τ)2/12)(t − τ)−5/2, (x4 − ξ4 +

(x̄3 + ξ̄3)(t − τ)/2 + (¯̄x2 − ¯̄ξ2)(t − τ)2/10 + (x′
1 + ξ′1)(t − τ)3/120 − ξ4)(t − τ)−7/2

)
, де

Ω(t, τ, z1, z2, z3, z4) при фiксованих t, τ є цiлою функцiєю аргументiв z1, . . . z4, поряд-
ку зростання 2 при комплексних значеннях цих аргументiв i такого ж самого порядку
спадання при їх дiйсних значеннях.

Для похiдних справджуються оцiнки

|∂m
x ∂l

ξG(t, x+ iy; τ, ξ)| ≤ Cml(t− τ)−Mml exp{−c0ρ(t, x; τ, ξ) + F1d(t, y; τ, 0)};

|(∂t −
3∑

j=1

x̄j∂xj+1)G(t, x+ iy; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−1−p/2 exp{−c0ρ(t, x; τ, ξ) + F1d(t, y; τ, 0)};

Mml =
4∑

j=1

(2j − 1)(nj + |mj|+ |lj|)/2,

|∂tG(t, x+ iy; τ, ξ)| ≤ C1(t− τ)−p/2 exp{−c0ρ(t, x; τ, ξ) + F1d(t, y; τ, 0)}((t− τ)−1

+
3∑

j=1

(|xj|+ |ξj|)(t− τ)−(2j+1)/2);
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{x, ξ, y} ⊂ Rn0 , 0 ≤ τ < t ≤ T , де F1, Clm, C, C1, c0 — додатнi сталi, залежать вiд
sup

t∈[0,T ]

|ak(t)|, характеру неперервностi ak(t), T, nj, δ0.

Аналогiчно як для параболiчних систем [1, с. 91–92] можна показати, що iснує
ФМРЗК спряженої системи до (4), довести оцiнки її похiдних, нормальнiсть G(t, x; τ, ξ),
формулу згортки i єдинiсть ФМРЗК.
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Рассмотрен один класс ультрапараболических систем уравнений второго порядка с
тремя группами переменных, за которыми есть вырождение и коэффициенты зависят
только от временной переменной. Построена фундаментальная матрица решений задачи
Коши, получены оценки этой матрицы и всех ее производных.


