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Запропоновано два еквiвалентнi формулювання задачi Кошi для пiвлiнiйного рiвнян-
ня дробового порядку α ∈ (0; 1) за часом з узагальненою функцiєю в початковiй умовi.
Доведено теорему iснування та єдиностi, отримано зображення розв’язку такої задачi для
лiнiйного однорiдного рiвняння з дробовою похiдною за часом.

Вступ

Задачi для рiвнянь з дробовими похiдними за часом (див., наприклад, [7], [16], [17])
зустрiчаються при описi процесiв, якi протiкають у пористих (фрактальних) середови-
щах. У працi [7] встановлено умови iснування класичного розв’язку задачi Кошi для
однорiдного рiвняння субдифузiї. Актуальним є дослiдження задач для рiвнянь з дро-
бовими похiдними у просторах узагальнених функцiй (наприклад, [4], [9]). Як i при
дослiдженнi рiвнянь з частинними похiдними [3]–[6], [12], [8], [10], важливо видiлити
умови iснування регулярних в областi розв’язкiв, що набувають узагальнених значень
на межi. Звiдси можливi рiзнi трактування узагальненого розв’язку задачi Кошi.

У роботi запропоновано два еквiвалентнi формулювання задачi Кошi для пiвлiнiйно-
го рiвняння дифузiї з узагальненою функцiєю в початковiй умовi. Одне з формулювань
ґрунтується на формулi Ґрiна, у другому формулюваннi рiвняння та початкова умо-
ва роздiленi. Друге формулювання використовують для знаходження регулярних при
t > 0 розв’язкiв. У випадку лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними доведено, що
регулярнi в областi розв’язки крайових задач iз заданими на межi узагальненими фун-
кцiями належать до вагових просторiв з вагами порядкiв степенiв вiдстанi вiд точки

2010 Mathematics Subject Classification: 35K55.
Ключовi слова i фрази: пiвлiнiйне рiвняння, узагальнена функцiя, ваговий функцiйний простiр, згор-
тка, похiдна дробового порядку.

c©Лопушанський А.О., Лопушанська Г.П., Пасiчник О.В., 2012



Два формулювання узагальненої задачi Кошi 73

областi до межi (степiнь залежить вiд характеру сингулярностей узагальнених крайо-
вих значень таких розв’язкiв). Тому у випадку пiвлiнiйних рiвнянь природно шукати
розв’язки з таких вагових просторiв [8]–[14].

1 Основнi позначення, означення та допомiжнi твердження

Нехай QT = {(x, t) : x ∈ R, t ∈ (0, T ]}; L1,loc(QT ) — простiр функцiй, iнтегровних
у кожнiй обмеженiй областi, що розмiщена строго всерединi QT ; D(QT ) := C∞

0 (QT ),
D(Rn) := C∞

0 (Rn), n = 1, 2; D(Q̄T ) := C
∞,(0)
0 (Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞

0 (Q̄T ) : Dl
tϕ |t=T = 0, l =

0, 1, 2, . . . } — простiр нескiнченно диференцiйовних функцiй з компактними носiями в
Q̄τ , τ < T ; D′(R), D′(QT ) — простори лiнiйних неперервних функцiоналiв (узагаль-
нених функцiй) на просторах D(R), D(QT ) вiдповiдно ([2], [15]); D′(Q̄T ) — сукупнiсть
узагальнених функцiй f iз D′(R2) з носiями suppf в Q̄T iз збiжнiстю: fm → 0, m→ +∞
в D′(Q̄T ), якщо fm → 0, m→ +∞ в D′(R2) i suppfm ⊂ Q̄T ([2, с. 27]); (f, ϕ) — значення
узагальненої функцiї f ∈ D′(Rn) на основнiй функцiї ϕ ∈ D(Rn), n = 1, 2.

Зауважимо, що узагальненi функцiї f ∈ D′(Q̄T ) є лiнiйними неперервними функ-
цiоналами на D(Q̄T ). Також лiнiйний неперервний функцiонал f на D(Q̄T ) можна тра-
ктувати як узагальнену функцiю f̃ з D′(R2), визначивши (f̃ , ϕ) = (f, hϕ) для кожної
ϕ ∈ D(R2), де h ∈ D(R), 0 ≤ h(t) ≤ 1, h(t) = 1 при t ∈ [0, T ], h(t) = 0 при t /∈ (−ε, T +ε),
де ε — довiльне додатне число, оскiльки (f̃ , ϕ) = (f, ϕ) на кожнiй ϕ ∈ D(Q̄T ) та f̃ має
носiй в Q̄T : для кожної ψ ∈ D(R2 \ Q̄T ) iснує таке ε > 0, що h(t)ψ(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ R2,
а тодi (f̃ , ψ) = (f, hψ) = (f, 0) = 0, тобто f̃ = 0 в R2 \ Q̄T . Очевидно, що функцiонал f̃

лiнiйний та неперервний на D(R2).
Через ∗̂ позначаємо операцiю згортки узагальненої функцiї з основною функцiєю

([15], с. 111)
(g∗̂ϕ)(x) = (g(ξ), ϕ(x+ ξ)), g ∈ D′(R), ϕ ∈ D(R).

Функцiонал f ∗g ∈ D′(R), який дiє за правилом (f ∗g, ϕ) = (f, g∗̂ϕ), ∀ϕ ∈ D(R), нази-
вається згорткою узагальнених функцiй f та g ([15], с. 111). Зауважимо, що f(x)∗̂ϕ(x) =
f(−x) ∗ ϕ(x) ([2], с. 80), а при iснуваннi f ∗ g правильна рiвнiсть (f ∗ g)∗̂ϕ = f ∗̂(g∗̂ϕ).

Через × позначаємо прямий добуток узагальнених функцiй f, g ∈ D′(R) ([2, c. 54])
(f(x)× g(t), ϕ(x, t)) = (f(x), (g(t), ϕ(x, t))), ∀ϕ ∈ D(R2).

Через D′
+(R) позначають простiр тих розподiлiв iз D′(R), якi дорiвнюють нулю при

t < 0 [2, ст. 87]. Використовуємо функцiю fλ ∈ D′
+(R), яку визначають [2, с. 87] так:

fλ(t) =
θ(t)tλ−1

Γ(λ)
при λ > 0 та fλ(t) = f ′

1+λ(t) при λ ≤ 0,

де θ(t) — функцiя Хевiсайда, Γ(λ)− гамма-функцiя. Правильнi спiввiдношення

fλ ∗ fµ = fλ+µ ([2, c. 87]), fλ∗̂fµ = fλ+µ ([1, c. 145]).

Оператор згортки (f−λ∗) в алгебрi D′
+(R) при λ > 0 називають оператором дро-

бового диференцiювання Рiмана-Лiувiлля, а оператор (f−λ∗̂) — оператором дробового
диференцiювання Вейля ([1, c. 133]).
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Нехай α ∈ (0; 1). Для v ∈ D(Q̄T ) визначено

f−α(t)∗̂v(x, t) = f ′
1−α(t)∗̂v(x, t) = −f1−α(t)∗̂vt(x, t)

= − 1
Γ(1−α)

T∫
t

vη(x,η)

(η−t)α
dη = − 1

Γ(1−α)
∂
∂t

T∫
t

v(x,η)
(η−t)α

dη, (x, t) ∈ QT .

У [16] введено регуляризовану похiдну Dα
t v функцiї v порядку α ∈ (0; 1)

Dα
t v(x, t) =

1
Γ(1−α)

∂
∂t

t∫
0

v(x,τ)
(t−τ)α

dτ − f1−α(t)v(x, 0), (x, t) ∈ QT .

Зауважимо, що за умови iснування неперервної vt(x, t), (x, t) ∈ QT , маємо

1
Γ(1−α)

t∫
0

vτ (x,τ)
(t−τ)α

dτ = 1
Γ(1−α)

∂
∂t

t∫
0

v(x,τ)
(t−τ)α

dτ − f1−α(t)v(x, 0), (x, t) ∈ QT [1, c. 135].

Нехай ε0 ∈ (0, T ], ε ∈ [0, ε0), QT,ε = {(x, t) ∈ QT : ε < t ≤ T}. Позначаємо через
C2,α(QT ) клас функцiй v(x, t), (x, t) ∈ QT , неперервних, обмежених, двiчi неперервно
диференцiйовних за змiнною x в QT , рiвних нулю при t > T , для яких при кожному
ε ∈ (0, ε0) iснують неперервнi в QT,ε функцiї

(f−α(t) ∗ v(x, t))ε = 1
Γ(1−α)

∂
∂t

t∫
ε

v(x,τ)
(t−τ)α

dτ − f1−α(t− ε)v(x, ε).

Для v ∈ D′(Q̄T ) визначено

f−α(t) ∗ v(x, t) = f ′
1−α(t)∗v(x, t) = f1−α(t)∗vt(x, t) = (f1−α(t)∗v(x, t))t.

Введемо оператори

L̂α : (L̂αv)(x, t) ≡ f−α(t)∗̂v(x, t)− vxx(x, t), v ∈ D(Q̄T ),

Lα : (Lαv)(x, t) ≡ f−α(t) ∗ v(x, t)− vxx(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D′(Q̄T ),

Lreg
α : (Lreg

α v)(x, t) ≡ Dα
t v(x, t)− vxx(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ C2,α(QT ) ∩ C(Q̄T ),

Lε
α : (Lε

αv)(x, t) ≡ (f−α(t) ∗ v(x, t))ε − vxx(x, t), (x, t) ∈ QT,ε, v ∈ C2,α(QT ).

Для v ∈ C2,α(QT )∩C(Q̄T ) визначено (f−α(t)∗v(x, t))0 = Dα
t v(x, t), а, отже, для таких

v маємо L0
αv = Lreg

α v.
Нехай ρ(t) — нескiнченно диференцiйовна невiд’ємна на [0;T ] функцiя, додатна на

(0;T ], яка має порядок t
α
2 при t→ 0 ( lim

t→0+

ρ(t)

t
α
2

= const) та ρ1(t) ≤ 1 при t ∈ [0;T ].
Вводимо ваговий функцiйний простiр

Mk(QT ) = {u ∈ L1,loc(QT ) : ‖u‖k =
∫
QT

ρk(t)|u(x, t)|dxdt < +∞}, k ∈ N
⋃
{0}.

Зауважимо, що M0(QT ) = L1(QT ). Використовуємо функцiйний простiр Xk(Q̄T ) =

{ϕ ∈ D(Q̄T ) : ρ−k(L̂αϕ) ∈ C(Q̄T )}. Вважаємо, що ϕl → 0, l → ∞ у Xk(Q̄T ), якщо
ϕl → 0 та %−kL̂αϕl → 0, l → ∞ рiвномiрно в Q̄T . З леми 1 у [13] випливає, що Xk(Q̄T )

непорожний.

Лема 1.1. Для функцiй u ∈ C2,α(QT )
⋂
C(Q̄T ), v ∈ D(Q̄T ) правильна формула Ґрiна∫

QT

(Lreg
α u)(x, t)v(x, t)dxdt =

∫
QT

u(x, t)(L̂αv)(x, t)dxdt−
∫
QT

f1−α(t)u(x, 0)v(x, t)dxdt. (1)
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Доведення. Враховуючи, що L0
αu = Lreg

α u для u ∈ C2,α(QT )
⋂
C(Q̄T ), цю формулу одер-

жуємо iз формули (4) в [13] при ε = 0.

Зауваження 1.1. Для довiльних u ∈ C2,α(QT )
⋂
C(Q̄T ), v ∈ D(Q̄T ) маємо∫

QT

f1−α(t)u(x, 0)v(x, t)dxdt = (u(x, 0)× f1−α(t), v(x, t)) = (u(x, 0), (f1−α(t), v(x, t))).

Оскiльки

(f1−α(t), v(x, t)) =
T∫
0

f1−α(τ)v(x, τ)dτ = (f1−α(τ), v(x, τ + t)) |t=0 = [f1−α(t)∗̂v(x, t)]|t=0,

то матимемо ∫
QT

f1−α(t)u(x, 0)v(x, t)dxdt =
+∞∫
−∞

u(x, 0)[f1−α(t)∗̂v(x, t)]|t=0dx,

а при u0 ∈ D′(R) та v ∈ D(Q̄T )

(u0(x)× f1−α(t), v(x, t)) = (u0(x), [f1−α(t)∗̂v(x, t)]|t=0). (2)

2 Формулювання задачi Кошi

Означення 2.1. Кажуть, що узагальнена функцiя f ∈ D′(R) має порядок сингу-

лярностi s(f) ≤ s0 ([15, c. 46]), якщо (f, ϕ) =
s0∑
i=0

∫ +∞
−∞ ϕ(i)(x)fi(x)dx, ∀ϕ ∈ D(R), де

fi ∈ L1,loc(R), i = 0, s0.

Припущення (S): u0 ∈ D′(R), s(u0) ≤ s, k ≥ s
2
− 1, функцiя g(x, t, z) ((x, t) ∈

QT , z ∈ R) неперервна.

За припущення (S) розглянемо задачу Кошi (задачу К)

(Lαu)(x, t) = g(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.

Формулювання 1 задачi К : знайти таку функцiю u ∈ Mk(QT ), що задовольняє
тотожнiсть ∫

QT

u(x, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt =

∫
QT

g(x, t, u(x, t))ψ(x, t)dxdt+ (3)

+(u0(x)× f1−α(t), ψ(x, t)) ∀ψ ∈ Xk(Q̄T ).

Зрозумiло, що для розв’язку u задачi виконується умова∣∣∣∫
QT

g(x, t, u(x, t))ψ(x, t)dxdt
∣∣∣ < +∞ ∀ψ ∈ Xk(Q̄T ). (4)

Формулювання 2 задачi К : знайти функцiю u ∈ Mk(QT )
⋂
C2,α(QT ), що є гра-

ницею (в Mk(QT )) послiдовностi розв’язкiв uε ∈ C2,α(QT ) задач

(Lε
αu)(x, t) = g(x, t, u(x, t)), (x, t) ∈ QT,ε, (5)
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lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)ϕ(x)dx = (u0, ϕ), ∀ϕ ∈ D(R). (6)

Зауваження 2.1. З доведення теореми 1 iз [13] випливає можливiсть виконання умови
(6) iз деякою u0 ∈ D′(R), порядку сингулярностi s(u0) ≤ 2k + 2, якщо для границi (в
Mk(QT )) послiдовностi uε ∈ C2,α(QT ) розв’язкiв рiвнянь (5) виконується умова∫
QT,ε

g(x, t, uε(x, t))ψ(x, t)dxdt→
∫
QT

g(x, t, u(x, t))ψ(x, t)dxdt, ε→ 0, ∀ψ ∈ Xk(Q̄T ). (7)

Ясно, що g(·, u(·)) ∈ C(QT × R) при u ∈ C2,α(QT ).

3 Порiвняння формулювань задачi Кошi

Теорема 1. Розв’язок u ∈Mk(QT )
⋂
C2,α(QT ) задачi К у формулюваннi 1 є розв’язком

цiєї задачi у формулюваннi 2. Розв’язок u ∈ Mk(QT )
⋂
C2,α(QT ) задачi К у формулю-

ваннi 2, для якого виконується умова (4), є розв’язком її у формулюваннi 1.

Доведення. Нехай функцiя u ∈Mk(QT )
⋂
C2,α(QT ) задовольняє умову (4) та є розв’яз-

ком задачi К у формулюваннi 2, а, отже, є границею (в Mk(QT )) послiдовностi розв’яз-
кiв uε ∈ C2,α(QT ) задач (5), (6). Для довiльної ψ ∈ Xk(Q̄T ) визначимо ψε(x, t) =

ψ(x, t − ε), t ∈ [ε, T + ε], ε ∈ [0, ε0/2]. Тодi ψε(x, t) → ψ(x, t) та %−k(t − ε)(L̂αψε)(x, t) →
%−k(t)(L̂αψ)(x, t), ε → 0 рiвномiрно в Q̄T (ψε → ψ в Xk(Q̄T )). В областi QT,ε запишемо
формулу Ґрiна (5) iз [13] для uε та ψε:∫

QT,ε

uε(x, t)(L̂αψε)(x, t)dxdt−
∫

QT,ε

g(x, t, uε(x, t))ψε(x, t)dxdt (8)

=

+∞∫
−∞

uε(x, ε)
[
f1−α(t)∗̂ψε(x, t)

]∣∣∣
t=ε
dx.

З умов теореми та з припущення (4) випливає iснування границi при ε → 0 кожного
доданку у лiвiй частинi рiвностi (8).

З умови (6) та леми з [15, с. 70] одержуємо, що для довiльної ϕε ∈ D(R) такої, що
ϕε → ϕ при ε→ 0 у просторi D(R) ([15, с. 13]), також iснує

lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)ϕε(x)dx = lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)ϕ(x)dx.

Доведемо, що для довiльної ψ ∈ Xk(Q̄T ) виконується

ϕε(x) =

T∫
ε

f1−α(τ − ε)ψ(x, τ)dτ → ϕ(x) =

T∫
0

f1−α(τ)ψ(x, τ)dτ =
[
f1−α(t)∗̂ψ(x, t)

]∣∣∣
t=0
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при ε→ 0 у просторi D(R) ([15, с. 13]).
За властивiстю операцiї ∗̂ iснує такий скiнченний вiдрiзок [a; b], що supp ϕε ⊂ [a; b]

для всiх ε ∈ [0; ε0] та неперервнi ϕ(q)
ε (x) =

T∫
ε

f1−α(τ−ε)( ∂
∂x
)qψ(x, τ)dτ , q = 0, 1, . . . . Звiдси

ϕε ∈ C∞
0 ([a, b]) для всiх ε ∈ (0, ε0], крiм того для всiх q = 0, 1, . . . послiдовностi ϕ(q)

ε (x)

рiвномiрно щодо x ∈ [a, b] збiгаються

lim
ε→0

ϕ(q)
ε (x) = lim

ε→0

T∫
ε

f1−α(τ − ε)(
∂

∂x
)qψ(x, τ)dτ =

T∫
0

f1−α(τ)(
∂

∂x
)qψ(x, τ)dτ.

Таким чином, ϕ(x) = lim
ε→0

ϕε(x) в D(R). За лемою з [15, с. 70] також iснує границя

lim
ε→0

[
f1−α(t)∗̂ψε(x, t)

]
|t=ε = lim

ε→0

T∫
ε

f1−α(t− ε)ψ(x, t)dt = ϕ(x).

Отже, з умови (6) випливає iснування границi

lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)ϕε(x)dx = lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)(lim
ε→0

ϕε(x))dx = lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(x, ε)ϕ(x)dx

= (u0, ϕ) = (u0,

T∫
0

f1−α(τ)ψ(·, τ)dτ) = (u0(x)× f1−α(τ), ψ(x, τ)).

Тому пiсля переходу в (8) до границi при ε → 0 отримаємо тотожнiсть (3). Отже,
розв’язок задачi К у формулюваннi 2 є розв’язком цiєї задачi у формулюваннi 1.

Тепер нехай u ∈ Mk(QT )
⋂
C2,α(QT ) та u є розв’язком задачi К у формулюваннi 1,

а, отже, задовольняє тотожнiсть (3). Звiдси для ψ ∈ D(QT ) (очевидно, що D(QT ) ⊂
Xk(Q̄T ) для всiх k ≥ 0) маємо∫

QT

u(x, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt =

∫
QT

g(x, t, u(x, t))ψ(x, t)dxdt,

а з формули Ґрiна (4) в [13] для v = u ∈ C2,α(QT ), ψ ∈ D(QT,ε) (⊂ Xk(Q̄T,ε))∫
QT,ε

u(x, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt =

∫
QT,ε

(Lε
αu)(x, t)ψ(x, t)dxdt ∀ε ∈ (0, ε0).

Отже, ∫
QT,ε

(Lε
αu)(x, t)ψ(x, t)dxdt =

∫
QT,ε

g(x, t, u(x, t))ψ(x, t)dxdt ∀ ψ ∈ D(QT,ε).

За лемою Дюбуа-Реймона [2, ст. 28] звiдси одержуємо, що (Lε
αu)(x, t) = g(x, t, u(x, t))

майже всюди в QT,ε, а з того, що u ∈ C2,α(QT ) та з неперервностi функцiї g одержуємо

(Lε
αu)(x, t) = g(x, t, u(x, t)) для всiх (x, t) ∈ QT,ε.
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Ми показали, що розв’язок u ∈ Mk(QT )
⋂
C2,α(QT ) задачi К у формулюваннi 1 за-

довольняє кожне з рiвнянь (5) в QT,ε. Оскiльки функцiя u ∈ Mk(QT ), g(x, t, u(x, t))
неперервна в QT та виконується (4), то iснує границя при ε → 0 лiвої частини рiвно-
стi (8), яка дорiвнює

∫
QT

[u(x, t)(L̂αψ)(x, t)− g(x, t, u(x, t))ψ(x, t)]dxdt. Тодi iснує границя

lim
ε→0

+∞∫
−∞

u(x, ε)
[
f1−α(t)∗̂ψε(x, t)

]∣∣∣
t=ε
dx.

Враховуючи (3), для довiльних ψ ∈ Xk(Q̄T ), ψε(x, t) = ψ(x, t − ε) та розв’язку u ∈
Mk(QT )

⋂
C2,α(QT ) задачi К у формулюваннi 1 матимемо

lim
ε→0

+∞∫
−∞

u(x, ε)
[
f1−α(t)∗̂ψε(x, t)

]
|t=ε dx = (u0(x)× f1−α(t), ψ(x, t)),

а, згiдно з формулою (2),

lim
ε→0

+∞∫
−∞

u(x, ε)
[
f1−α(t)∗̂ψ(x, t)

]
|t=εdx = (u0(x), (f1−α(t)∗̂ψ(x, t))|t=0). (9)

За лемою 1 [13] для довiльної функцiї ϕ ∈ D(R) iснує така ψ2 ∈ Xk(Q̄T ), що
(f1−α(t)∗̂ψ2(x, t))|t=0 = ϕ(x), x ∈ R, (а отже, (u0(x), (f1−α(t)∗̂ψ(x, t))|t=0) = (u0, ϕ)), вiд-
повiдно

[
f1−α(t)∗̂ψ2ε(x, t− ε)

]∣∣∣
t=ε

=
[
f1−α(t)∗̂ψ2ε(x, t)

]∣∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ R, а, отже,

lim
ε→0

+∞∫
−∞

u(x, ε)(f1−α(t)∗̂ψ2ε(x, t))|t=εdx = lim
ε→0

+∞∫
−∞

u(x, ε)ϕ(x)dx.

Тому з (9) випливає, що lim
ε→0

+∞∫
−∞

u(x, ε)ϕ(x)dx = (u0, ϕ), ∀ϕ ∈ D(R), а, отже, розв’язок

u задачi К у формулюваннi 1 задовольняє початкову умову (6).

4 Iснування розв’язку узагальненої задачi Кошi для лiнiйного
однорiдного рiвняння з дробовою похiдною за часом

У [7] доведено iснування та єдинiсть розв’язку u ∈ C2,α(QT ) ∩ C(Q̄T ) задачi Кошi

(Lreg
α u)(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , (10)

u(x, 0) = g1(x), x ∈ R. (11)

з такою неперервною g1, що |g1(x)| ≤ C exp{h|x|
2

2−α}, x ∈ R, де 0 ≤ h < µ0T
− α

2−α ,
µ0 = (2− α)α

α
2 2−

2
2−α , i одержано його зображення

u(x, t) =

+∞∫
−∞

G1(x− y, t)g1(y)dy, x ∈ R, (12)

за допомогою ядра G1(x, t). Знайденi оцiнки ядра G1(x, t) та його похiдних:∣∣∣∣( ∂

∂x

)j

G1(x, t)

∣∣∣∣ ≤ Ct−
(j+1)α

2 exp
{
− µj|x|

2
2−α t−

α
2−α

}
при t−α|x|2 ≥ 1, (13)
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∂x

)j

G1(x, t)

∣∣∣∣ ≤ Ct−
(j+1)α

2 при t−α|x|2 ≤ 1, j = 0, 1, 2..., (14)∣∣∣Dβ
t G1(x, t)

∣∣∣ ≤ Ct−
α
2
−β exp

{
− µβ|x|

2
2−α t−

α
2−α

}
при t−α|x|2 ≥ 1,∣∣∣Dβ

t G1(x, t)
∣∣∣ ≤ Ct−

α
2
−β при t−α|x|2 ≤ 1, 0 < β < 1,

де за µj i µβ можна взяти довiльнi додатнi числа, меншi за µ0. Рiзнi додатнi сталi ми
позначили однiєю буквою C.

Припущення (L): u0 ∈ (C∞(R))′, s(u0) ≤ s, k > s− 2
α
.

За припущення (L) розглянемо задачу Кошi

(Lαu)(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , (15)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (16)

Теорема 2. За припущення (L) iснує єдиний розв’язок u ∈ C2,α(QT ) ∩Mk(QT ) задачi
Кошi (15), (16), визначений формулою

u(x, t) = (u0(y), G1(x− y, t)), (x, t) ∈ QT . (17)

Доведення. В [7] показано, що функцiя G1(x, t) нескiнченно диференцiйовна при (x, t) 6=
(0, 0), а, отже, G1(x−y, t) — нескiнченно диференцiйовна при (x, t) ∈ QT i права частина
(17) має сенс. З вигляду u та властивостей G1 випливає, що функцiя (17) належить
класу C2,α(QT ). Покажемо, що вона належить простору Mk(QT ). Для цього знайдемо
оцiнку

∫
QT

%k(t)|u(x, t)|dxdt. З означення порядку сингулярностi узагальненої функцiї

маємо (u0(y), G1(x − y, t)) =
s0∑
i=0

∫
B

( ∂
∂y
)iG1(x − y, t)fi(y)dy, (x, t) ∈ QT , де B = suppu0,

fi ∈ L1(B). Враховуючи оцiнки (13), (14), як у [8, c. 144], за умови на число k одержуємо
обмеженiсть усiх iнтегралiв

∫
QT

%k(t)|( ∂
∂y
)iG1(x − y, t)|dxdt, i = 0, s, певною додатною

сталою Ĉk. Тодi∫
QT

%k(t)|u(x, t)|dxdt ≤
s∑

i=0

∫
QT

%k(t)
(∫

B

(| ∂
∂y

)iG1(x− y, t)| · |fi(y)|dy
)
dxdt

=
s∑

i=0

∫
B

( ∫
QT

%k(t)|( ∂
∂y

)iG1(x− y, t)|dxdt
)
|fi(y)|dy ≤ Ĉk ·

s∑
i=0

∫
B

|fi(y)|dy = Ck.

Покажемо, що функцiя (17) задовольняє тотожнiсть (3) для кожної ψ ∈ Xk(Q̄T ). З
визначення функцiї G1(x, t) як ядра Пуассона задачi Кошi випливає, що

Lreg
α G1(x, t) = 0 при (x, t) ∈ QT , G1(x, 0) = δ(x).

Пiдставляючи у формулу (1) функцiю g1(x) замiсть u(x, 0) та зображення (12)
розв’язку класичної задачi Кошi (10), (11), для кожної v = ψ ∈ Xk(Q̄T ) матимемо∫

QT

( +∞∫
−∞

G1(x− y, t)g1(y)dy
)
(L̂αψ)(x, t)dxdt =

∫
QT

f1−α(t)g1(x)ψ(x, t)dxdt,
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тобто
+∞∫

−∞

( ∫
QT

G1(x− y, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt
)
g1(y)dy =

+∞∫
−∞

( T∫
0

f1−α(t)ψ(y, t)dt
)
g1(y)dy.

Враховуючи довiльнiсть функцiї g1(y), звiдси одержуємо, що для кожної ψ ∈ Xk(Q̄T )∫
QT

G1(x− y, t)(L̂αψ)(x, t)dxdt =

T∫
0

f1−α(t)ψ(y, t)dt, (y, t) ∈ Q̄T ,

а тодi, враховуючи вигляд функцiї (17), її властивостi, аналог теореми Фубiнi ([2, c. 59],
формула (3.2)) та формулу (2), для довiльної ψ ∈ Xk(Q̄T ) матимемо∫
QT

u·L̂αψdxdt =

∫
QT

(
u0(y), G1(x−y, t)

)
L̂αψ(x, t)dxdt =

(
u0(y),

∫
QT

G1(x−y, t)L̂αψ(x, t)dxdt
)

=
(
u0(y),

T∫
0

f1−α(t)ψ(y, t)dt
)
=

(
u0(y)× f1−α(t), ψ(y, t)

)
.

Ми показали, що функцiя (17) є розв’язком задачi (15), (16) у формулюваннi 1. За
теоремою 1 вона буде розв’язком цiєї задачi й у формулюваннi 2.

Доведемо єдинiсть розв’язку задачi (15), (16). Якщо u1, u2 — два її розв’язки, u =

u1 − u2, то u ∈ Mk(QT ), а згiдно з формулюванням 2, враховуючи фiнiтнiсть заданої
узагальненої функцiї u0,

lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(y, ε)ϕ(y)dy = 0, ∀ϕ ∈ C∞(R).

За лемою з [15, с. 70] для довiльної ϕε ∈ C∞(R) такої, що lim
ε→0

ϕε = ϕ в C∞(R), також
iснує

lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(y, ε)ϕε(y)dy = 0, ∀ϕ ∈ C∞(R). (18)

Враховуючи, що (Lε
αv)(x, t) = (Lreg

α v(x, t+ ε))(x, t− ε), v ∈ C2,α(Q̄T ), iз формули (12)
одержуємо зображення розв’язкiв uε:

uε(x, t) =

+∞∫
−∞

G1(x− y, t− ε)uε(y, ε)dy, (x, t) ∈ QT,ε. (19)

Для кожної фiксованої точки (x, t) ∈ QT,ε функцiя G1(x − y, t − ε) як функцiя y

належить C∞(R). Тодi з умови (18) (приG1(x−y, t−ε) замiсть ϕε(y)) випливає iснування

lim
ε→0

+∞∫
−∞

uε(y, ε)G1(x− y, t− ε)dy = 0, (x, t) ∈ QT . (20)
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Тепер iз формули (19) з врахуванням умови (20) одержуємо, що uε(x, t) → 0, ε→ 0 у
кожнiй точцi (x, t) ∈ QT , а тодi uε(x, t) → 0, ε→ 0 в Mk(QT ). Згiдно з формулюванням
2 задачi, u(x, t) = lim

ε→0
uε(x, t) в Mk(QT ). В результатi одержуємо u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT .

Достатнi умови розв’язностi задачi К (для пiвлiнiйного рiвняння) за припущення
(S) знаходимо, використовуючи методику [8], [11], властивостi ядра Пуассона G1(x, t) iз
[7] та властивостi функцiї G0(x, t) = fα−1(t) ∗G1(x, t).

Одержанi результати поширюються на випадок рiвняння

f−α(t) ∗ u = A(x,D)u+ g(x, t, u), (x, t) ∈ Rn × (0;T ],

де A(x,D) — лiнiйний елiптичний диференцiальний вираз другого порядку з нескiнчен-
но диференцiйовними коефiцiєнтами в Rn.
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Cauchy problem for semi-linear diffusion equation with fractional derivative with respect to
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Different equivalent definitions of the Cauchy problem for semi-linear diffusion equation

with fractional derivative with respect to time and with the generalized function in the initial

condition are offered. The existence and uniqueness theorem and the representation of the

solution of such problem for linear homogeneous diffusion equation with fractional derivative

with respect to time are obtained.

Лопушанский А.О., Лопушанская Г.П., Пасичник Е.В. Две постановки обобщенной задачи
Коши для полулинейного уравнения диффузии с дробной производной по времени // Кар-
патские математические публикации. — 2012. — Т.4, №1. — C. 72–82.

Предложено две эквивалентные постановки задачи Коши для полулинейного уравне-
ния дробного порядка α ∈ (0; 1) по времени с обобщенной функцией в начальном условии.
Доказана теорема существования и единственности, получено представление решения та-
кой задачи для линейного однородного уравнения с дробной производной по времени.


