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Ми будуємо функцiональне числення для генераторiв однопараметричних обмежених
аналiтичних напiвгруп операторiв на банаховому просторi. Клас символiв такого числення
складається з образiв перетворення Лапласа згорткової алгебри S ′

+ розподiлiв повiльного
росту з носiями в [0,∞). Область визначення побудованого числення є щiльною в банахо-
вому просторi.

Вступ

Однiєю iз характеристик аналiтичних напiвгруп є те, що їх генератори є так зва-
ними секторiальними операторами. Такi оператори вiдiграють важливу роль в теорiї
елiптичних i параболiчних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. В робо-
тах [4, 8] (серед багатьох iнших) було побудовано функцiональне числення для аналi-
тичних напiвгруп операторiв, яке базувалося на використаннi iнтеграла Рiса-Данфорда
та iнтегральної формули Кошi.

У цiй статтi ми будуємо операторне числення для генераторiв однопараметричних
аналiтичних напiвгруп eitA операторiв, що дiють в банаховому просторi E, використову-
ючи при цьому узагальнене перетворення Лапласа. Алгебра символiв такого числення
складається з аналiтичних в пiвплощинi C+ =

{
ζ = ξ + iη ∈ C : ξ ∈ (0,∞)

}
функцiй f̂ ,

якi є перетвореннями Лапласа розподiлiв Шварца повiльного росту f ∈ S ′
+ з носiями

в додатнiй пiвосi R+ := [0,∞). Функцiональне числення Φ : f̂ 7−→ f̂(A) (теорема 3.2)
ми визначаємо за формулою (4), причому областю визначення цього числення є щiль-
ний в E пiдпростiр A цiлих аналiтичних векторiв полiномiального росту оператора A
(теорема 3.1). Зауважимо, що формула (4) є операторним аналогом узагальненого пе-
ретворення Лапласа f̂(ζ) = 〈f(t), eitζ〉 [1, II.9]. Суттєвою вiдмiннiстю цiєї роботи вiд
попереднiх є алгебраїчний аспект функцiонального числення. А саме, вiдображення Φ
є гомоморфiзмом алгебр, тобто виконується властивiсть f̂ ∗ g(A) = f̂(A)ĝ(A).
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1 Позначення та основнi поняття

Нехай L (X) — простiр неперервних лiнiйних операторiв на локально опуклому про-
сторi X. Спряжений до X простiр ми будемо позначати X ′, який всюди далi надiляти-
мемо топологiєю рiвномiрної збiжностi на обмежених пiдмножинах в X.

Всюди далi ми будемо використовувати позначення ∂α := (−i)α dα

dtα
, де i =

√
−1,

α ∈ N. Для спрощення позначень писатимемо ∂ := ∂1.
Пiд однопараметричною напiвгрупою обмежених лiнiйних операторiв на банаховому

просторi (E, ‖ · ‖) з генератором A ми розумiємо таке вiдображення

Ut : R+ 3 t 7−→ eitA ∈ L (E), (1)

що Ut+s = Ut ◦Us для всiх t, s ∈ R+ i U0 = I — одиничний оператор в L (E). Вiдображе-
ння (1) називається C0-напiвгрупою, якщо lim

t→+0
‖Utx−x‖ = 0 для всiх x ∈ E. Генератор

A напiвгрупи Ut визначають за формулою

Ax = −i lim
t→+0

t−1 (Utx− x) = ∂Utx |t=0, x ∈ D(A),

де D(A) складається з усiх x ∈ E, для яких iснує вище записана границя. Для того, щоб
пiдкреслити, що генератором напiвгрупи Ut є оператор A часто напiвгрупу позначають
eitA. Напiвгрупа Ut називається обмеженою аналiтичною напiвгрупою, якщо вiдобра-
ження (1) можна аналiтично продовжити в деяку кутову область в C, що мiстить R+,
причому таке продовження є рiвномiрно обмеженою в цiй областi функцiєю. Вiдомо, що
кожна така напiвгрупа є C0-напiвгрупою. Детальнiшу iнформацiю про теорiю напiвгруп
операторiв можна знайти в [6, 4].

Введемо в розгляд простiр Шварца S швидко спадних функцiй так, як це зроблено в
[3]. Нехай Sα — банаховий простiр неперервно диференцiйованих до порядку α компле-
ксних функцiй ϕ на R зi скiнченною нормою ‖ϕ‖Sα := sup

{∣∣tα∂βϕ(t)∣∣ : β ≤ α, t ∈ R
}
,

(α, β ∈ Z+). Простiр S :=
⋂

α∈Z+
Sα надiлимо топологiєю проективної границi S '

lim prSα вiдносно компактних вкладень Sα # Sβ, де β ≤ α. Вiдомо, що введений та-
ким чином простiр S є ядерним простором. Спряжений до нього простiр S ′ називають
простором узагальнених функцiй Шварца повiльного росту.

Означимо простiр S+ := {ϑϕ : ϕ ∈ S}, де ϑ : R 3 t 7−→ ϑ(t) — класична функцiя
Хевiсайда. Неважко показати, що простiр S+ iзоморфний фактор простору S/S ′⊥

+ , де
S ′⊥
+ — ортогональне доповнення простору S+ вiдносно двоїстостi 〈 S ′,S 〉. Оскiльки вла-

стивiсть ядерностi наслiдується фактор просторами, то S+ — ядерний простiр. Нехай
S ′
+ — замкнутий в S ′ пiдпростiр тих розподiлiв, носiї яких розмiщенi в R+. Вiдомо, що

цей простiр є згортковою алгеброю з одиницею δ0, де δt — функцiонал Дiрака, зосере-
джений в точцi t ∈ R+.

Вiдомо, що перетворення Фур’є F : f 7−→ F [f ] здiйснює топологiчний iзоморфiзм
простору S ′ на себе. Тому F є коректно визначеним на S ′

+, причому образ F [S ′
+] є

замкнутим пiдпростором в S ′. Перетворення Лапласа розподiлу f ∈ S ′
+ визначають за

формулою

L[f ](ζ) := F
[
f(t)e−tη

]
(ξ) =

〈
f(t), eitζ

〉
, ζ = ξ + iη ∈ C+, (2)
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де f̂(ζ) := L[f ](ζ) — аналiтична функцiя на C+. Образ Ŝ ′
+ := L

[
S ′
+

]
простору S ′

+ при
перетвореннi Лапласа є мультиплiкативною алгеброю вiдносно множення f̂ ∗ g(ζ) =

f̂(ζ) · ĝ(ζ), ζ ∈ C+ [1, II.9]. Простiр Ŝ ′
+ ми надiляємо iндукованою вiдображенням

L : S ′
+ −→ Ŝ ′

+ топологiєю.

2 Допомiжнi твердження

Нехай всюди далi (E, ‖·‖) — комплексний банаховий простiр. Для довiльної вiдкритої
в R множини O i довiльного α ∈ Z+ позначимо через Sα(O,E) банаховий простiр всiх
неперервно диференцiйованих до порядку α функцiй x : R ⊇ O 3 t 7−→ x(t) ∈ E таких,
що функцiя x i всi її похiднi до порядку α включно мають скiнченнi границi при t→ +0 i
для яких скiнченною є норма ‖x‖Sα(O,E) := sup

{
‖tα ∂βx(t)‖ : t ∈ O ⊆ R, β ≤ α

}
. Простiр

S(O,E) =
⋂

α∈Z+
Sα(O,E) ми надiляємо топологiєю проективної границi S(O,E) '

lim prSα(O,E) вiдносно очевидних вкладень Sα(O,E) # Sβ(O,E) при β ≤ α. Для
спрощення позначень ми будемо писати: Sα(E) := Sα(R, E), S(E) := S(R, E), Sα

+(E) :=

Sα(intR+, E), S+(E) := S(intR+, E).
Наступне твердження є аналогом теореми [11] про продовження C∞ функцiї, визна-

ченої на пiдпросторi.

Лема 2.1. Iснує неперервний лiнiйний оператор продовження Λ : S+(E) 7−→ S(E) та-
кий, що (Λx)(t) = x(t) для t > 0.

Доведення. Нехай R 3 t 7−→ χ(t) — така комплексна нескiнченно диференцiйована
функцiя, що χ(t) = 1 при t ∈ [0, 1] i χ(t) = 0 при t ≥ 2. В статтi [11] доведено, що
iснує така послiдовнiсть дiйсних чисел {ak}, що: (i)

∑
k∈Z+

|ak|2kβ <∞ для всiх β ∈ Z+;
(ii)

∑
k∈Z+

ak(−2k)β = 1 для всiх β ∈ Z+. Для t < 0 визначимо оператор Λ за правилом
(Λx)(t) :=

∑
k∈Z+

akχ(−2kt)x(−2kt). Оскiльки −2k → −∞ при k → ∞, то сума в попе-
реднiй формулi є скiнченною для кожного t < 0. З властивостi (i) випливає що всi по-
хiднi ∂β(Λx)(t) =

∑
k∈Z+

ak(−2k)β
∑β

i=0C
i
βχ

(i)(−2kt)x(β−i)(−2kt) збiгаються при t → −0.
Бiльше того, з (ii) та з означення функцiї χ випливає, що цi границi узгоджуються з
границями функцiй ∂βx(t) при t → +0. Таким чином, якщо (Λx)(t) := x(t) для t > 0 i
(Λx)(0) := limt→0 x(t), то Λx — E-значна нескiнченно диференцiйована функцiя на R.
Для будь-яких t < 0 i β ≤ α маємо

∥∥∂β(Λx)(t)∥∥ ≤
∑
k∈Z+

|ak|2kβ
β∑

i=0

Ci
β|χ(i)(−2kt)| ‖x(β−i)(−2kt)‖ ≤ Kβ,χ,{ak} sup

t∈(0,∞), β≤α

‖∂βx(t)‖,

де Kβ,χ,{ak} =
∑

k∈Z+
|ak|2kβ

∑β
i=0C

i
β supt∈[0,2] |χ(i)(t)| < ∞ завдяки (i). Отже, ми довели

неперервнiсть визначеного вище лiнiйного вiдображення Λ : S+(E) 7−→ S(E).

Символами ⊗p i ⊗e ми будемо позначати поповнення алгебраїчного тензорного до-
бутку ⊗ в проективнiй тензорнiй топологiї i в топологiї рiвномiрної збiжностi на одно-
стайно неперервних пiдмножинах вiдповiдно.
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Лема 2.2. Справджуються наступнi iзоморфiзми S(E) ' E ⊗p S i S+(E) ' E ⊗p S+.
Крiм того, кожен елемент x з S(E) або S+(E) може бути зображений, взагалi кажучи
не єдиним чином, у виглядi абсолютно збiжного ряду

x =
∑
j∈N

λjxj ⊗ ϕj, λj ∈ C, xj ∈ E, ϕj ∈ S або S+, (3)

де
∑

j |λj| <∞ i послiдовностi {ϕj}, {xj} збiгаються до нуля у вiдповiдних просторах.

Доведення. В роботi [10] доведено iзоморфiзм S(E) ' E ⊗e S. З ядерностi простору S
випливає iзоморфiзм E⊗eS ' E⊗pS (див. [7, IV, 9.4]). Тому, S(E) ' E⊗pS. Аналогiчнi
мiркування справджуються i для S+(E), тому S+(E) ' E⊗pS+. З теореми [7, III.6.4] про
зображення елементiв проективного тензорного добутку просторiв Фреше випливає, що
кожен елемент x ∈ E ⊗p S (або x ∈ E ⊗p S+) можна записати у формi (3).

3 Функцiональне числення

Нехай D(A∞) :=
⋂

α∈Z+
D(Aα), де D(Aα) — область визначення оператора Aα. Вi-

домо [4, теорема 5.17], що для аналiтичної напiвгрупи пiдпростiр в D(A∞) цiлих ана-
лiтичних векторiв її генератора A щiльний в E. Визначимо в D(A∞) пiдпростiр A цi-
лих аналiтичних векторiв полiномiального росту наступним чином A :=

⋂
t, αE

α
t , де

Eα
t :=

{
(tA)αeitAx ∈ E : x ∈ E, t ∈ R+, α ∈ Z+

}
. Зауважимо, що цей простiр служить

областю визначення побудованого нижче функцiонального числення. У доведеннi на-
ступної теореми ми використаємо схему доведення з [2, теореми 1.1, 1.2].

Теорема 3.1. Нехай eitA — обмежена аналiтична напiвгрупа над комплексним банахо-
вим простором E така, що її генератор A має обмежений обернений A−1. Тодi простiр
A цiлих аналiтичних векторiв полiномiального росту щiльний в E.

Доведення. Нагадаємо вiдому теорему Рiхтера [9] (див. також [2, теорема 1.1]): якщо
{Ek : k ∈ Z+} — такi банаховi простори, що кожне вкладення Ek+1 # Ek неперервне i
щiльне, то вкладення

⋂
k∈Z+

Ek # E0 теж щiльне.
В роботi [2, теорема 1.2] показано, що вкладення D(A∞) # E щiльне в топологiї,

визначенiй злiченною системою норм ‖x‖D(Aα) =
∑

0≤β≤α ‖Aβx‖, α ∈ Z+.
Оскiльки eitA — аналiтична напiвгрупа, то ker eitA = {0}, ∀t > 0. З припущень тео-

реми випливає kerA = {0}. Тому оператори eitA i (tA)α мають оберненi e−itA i (tA)−α

вiдповiдно. З обмеженостi eitA i замкнутостi (tA)−α випливає, що Eα
t — банаховий про-

стiр вiдносно норми ‖x‖Eα
t
:=

∥∥(tA)−αe−itAx
∥∥, для довiльних α ∈ Z+, t ∈ R+ i x ∈ Eα

s .
Використовуючи комутативнiсть операторiв, для всiх s < t i α < β отримаємо

‖x‖Eβ
t
=
∥∥(tA)−βe−itAx

∥∥ = ‖(sA)−αe−isAt−βsαA−(β−α)e−i(t−s)Ax‖

≥‖s−αtβAβ−αei(t−s)A‖‖sαt−βA−(β−α)e−i(t−s)A(sA)−αe−isAx‖
‖s−αtβAβ−αei(t−s)A‖

≥ ‖(sA)−αe−isAx‖
supt−s∈(0,∞) s

−αtβ‖Aβ−αei(t−s)A‖
= C−1‖x‖Eα

s
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де C = s−αtβ‖Aβ−αei(t−s)A‖.
Доведемо, що Eα

t щiльний в E для довiльних t > 0 i α > 0. Припустимо проти-
лежне. Нехай iснує ненульовий функцiонал x′ зi спряженого простору E ′ такий, що
〈x′, (tA)αeitAx〉 = 0 для всiх x ∈ D(A∞). Тодi〈

x′, (sA)βeisAx
〉
=

〈
x′, (tA)αeitA

[
sβt−αAβ−αei(s−t)A

]
x
〉
= 0

для всiх s, β таких, що t < s i α < β. Тому, з аналiтичностi i неперервностi eitA випливає〈
x′, (tA)βeitAx

〉
≡ 0 для всiх t ∈ R+ i β ∈ Z+. Зокрема, 〈x′, x〉 = 0 для всiх x ∈ D(A∞).

Отже, з щiльностi D(A∞) в E маємо x′ = 0, що суперечить припущенню.
Iз щiльностi D(A∞) в E слiдує, що вкладення Eβ

t # Eα
s неперервне для всiх s < t i

α < β. Щiльнiсть Eβ
t в Eα

s випливає з доведеної щiльностi Eβ−α
t−s в E.

Таким чином, послiдовнiсть банахових просторiв
{
Ek := Ek

k : k ∈ Z+

}
задовольняє

умови теореми Рiхтера. Звiдси маємо, що пiдпростiр A =
⋂

k∈Z+
Ek щiльний в E.

Простiр A ми надiляємо топологiєю проективної границi A ' lim prEα
t вiдносно

щiльних вкладень Eβ
t # Eα

s , де s < t i α < β.
Нехай L (A, E) ⊂ L (E) — простiр необмежених лiнiйних операторiв на E, якi мають

спiльну область визначення A ⊂ E i якi дiють неперервно з A ' lim prEα
s в E. Надiлимо

простiр L (A, E) сильною операторною топологiєю.
Зауважимо, що простiр A iнварiантний вiдносно дiї операторiв eitA, t ∈ R+. Дiйсно,

для всiх x ∈ D(A∞) маємо AβeitAx = eitAAβx. Перетин образiв операторiв
⋂

tR(eitA) мi-
ститься в D(A∞) [5, теорема X.53], тому eitA

(
tαAβeisA

)
x = tαAβei(t+s)Ax. Простiр D(A∞)

щiльний в E i оператори eitA обмеженi, тому попередня рiвнiсть справджується для всiх
x ∈ E. Звiдси випливає коректнiсть наступного означення. Комутантом напiвгрупи eitA

називається пiдалгебра
{
V ∈ L (A, E) : eitA ◦ V = V ◦ eitA, ∀t ∈ R+

}
.

Теорема 3.2. Вiдображення Φ : Ŝ ′
+ 3 f̂ 7−→ f̂(A) ∈ L (A, E), де оператор f̂(A) визна-

чений за формулою

f̂(A)x =
〈
f(t), eitAx

〉
, f ∈ S ′

+, x ∈ A, (4)

є неперервним гомоморфiзмом з мультиплiкативної алгебри аналiтичних функцiй Ŝ ′
+

на комутант в L (A, E) обмеженої напiвгрупи eitA. Оператори з образу Φ
[
Ŝ ′
+

]
задоволь-

няють рiвностi

f̂ ∗ g(A) = f̂(A) ◦ ĝ(A), f, g ∈ S ′
+,

∂̂αf(A) = (−A)α ◦ f̂(A), f ∈ S ′
+, α ∈ Z+

(5)

i δ̂0(A) = I — одиничний оператор над A.

Доведення. Нехай ‖eitA‖L (E) ≤ M для всiх t ∈ R+. Перевiримо, що формула (4) є
коректно визначена. Розглянемо E-значнi функцiї

ωx : R+ 3 t 7−→ eitAx, x ∈ A.
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З [5, теорема X.53] випливає, що для кожної обмеженої аналiтичної напiвгрупи eitA iснує
така константа M0 > 0, що нерiвнiсть∥∥tα∂αeitAx∥∥ =

∥∥(tA)αeitAx∥∥ ≤MM0‖x‖, t ∈ R+, α ∈ Z+, (6)

справджується для всiх x ∈ A. Звiдси

‖ωx‖Sα
+(E) = sup

β≤α, t∈R+

∥∥tα∂βeitAx∥∥ ≤ C sup
t∈R+

∥∥(tA)αeitAx∥∥ ≤ CMM0‖x‖, (7)

де C =
∥∥Aβ−α

∥∥
L (E)

i Aβ−α позначає обернений оператор до Aα−β. Тому норми ‖ωx‖Sα
+(E)

скiнченнi для всiх α ∈ Z+. Отже, ωx ∈ S+(E) для всiх x ∈ A.
З ядерностi простору S випливає (див. [7, IV, 9.4, наслiдок 1]) iзоморфiзм E ⊗p S '

L (S ′, E). Тому з леми 2.2 отримуємо S(E) ' L (S ′, E). За лемою 2.1 iснує неперервне
лiнiйне розширення Λ : S+(E) −→ S(E). Оскiльки вкладення S ′

+ # S ′ топологiчне, то з
рiвностi S(E) ' L (S ′, E) випливає, що оператор

S ′
+ 3 f 7−→ 〈f, Λ ◦ ωx〉 ∈ E, x ∈ A, (8)

належить L (S ′
+, E). Перевiримо його незалежнiсть вiд Λ. За лемою 2.2 iснує розви-

нення в ряд ωx =
∑

j∈N µjyj ⊗ ψj, де yj ∈ E i ψj ∈ S+. З абсолютної збiжностi цього
ряду в S+(E) та неперервностi Λ отримуємо Λ ◦ ωx =

∑
j∈N µjyj ⊗ Λcψj, де Λc позна-

чає класичний оператор розширення з [11], який є звуженням оператора Λ на скалярнi
функцiї. З iншого боку маємо 〈f, ψj〉 = 〈f, Λcψj〉, оскiльки носiй розподiлу f зосередже-
ний в R+. Звiдси випливає незалежнiсть означення (8) вiд Λ. Таким чином формула (4)
однозначно визначає лiнiйний оператор f̂(A)x = 〈f, ωx〉, який вiдображає x ∈ A в E.

Оскiльки ωx ∈ S+(E) для всiх x ∈ A, то для кожного f ∈ S ′
+ i α ∈ Z+ iснує така

константа K, що ‖〈f, ωx〉‖ ≤ K ‖ωx‖Sα
+(E), x ∈ A. Звiдси та з нерiвностi (7) отримуємо

f̂(A) ∈ L (A, E). Остаточно неперервнiсть Φ випливає з неперервностi L : S ′
+ −→ Ŝ ′

+.
Перевiримо, що Φ — алгебраїчний гомоморфiзм. Нехай g ∈ S ′

+ — регулярний розпо-
дiл. З властивостей iнтеграла Бохнера отримуємо

f̂ ∗ g(A)x =
〈
(f ∗ g)(u), eiuAx

〉∣∣∣
u=t+s

=
〈
f(t), eitA

〈
g(s), eisAx

〉〉
=

[
f̂(A) ◦ ĝ(A)

]
x, ∀x ∈ A.

З комутативностi згортки в S ′
+ випливає f̂(A) ◦ ĝ(A) = ĝ(A) ◦ f̂(A) для регулярного

розподiлу g. Наближаючи довiльний розподiл g ∈ S ′
+ регулярними i використовуючи

неперервнiсть вiдображення Φ ◦ L з S ′
+ в L (A, E), отримаємо потрiбну властивiсть.

Доведемо другу з рiвностей (5). Оскiльки AαeitAx = eitAAαx для всiх x ∈ A, то

∂̂αf(A)x =
〈
∂αf(t), etAx

〉
=(−1)α

〈
f(t), AαetAx

〉
=(−1)α

〈
f(t), etAAαx

〉
= f̂(A)(−A)αx = (−A)αf̂(A)x.

Для функцiоналу Дiрака δt ∈ S ′
+ маємо δ̂t(A)x = eitAx для всiх x ∈ A. Отже,

f̂(A) ◦ eitA = eitA ◦ f̂(A) для всiх f ∈ S ′
+ i t ∈ R+. Навпаки, нехай K ∈ L (A, E) — довiль-

ний оператор з властивiстю K ◦ δ̂t(A) = δ̂t(A) ◦K для всiх t ∈ R+. Зауважимо, що для
всiх x ∈ A маємо Kx = Kδ̂0(A)x. Пiдставляючи t замiсть 0 i використовуючи попередню
властивiсть, отримаємо K ◦ δ̂t(A) = δ̂t(A) ◦K. Отже, образ вiдображення Φ спiвпадає з
комутантом напiвгрупи δ̂t(A) = eitA в L (A, E).
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10. Schwartz L. Espaces de fonctions différentielles à valeurs vectorielles, J. Anal. Math., 4 (1954/55),
88–148.

11. Seeley R.T. Extensions of C∞-functions defined in a half-space, Proc. Amer. Math. Soc., 15 (1964),
625–626.

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя Стефаника,

Iвано-Франкiвськ, Україна
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Lopushansky O.V., Sharyn S.V. Functional calculus for generators of analytic semigroups of

operators, Carpathian Mathematical Publications, 4, 1 (2012), 83–89.

We construct a functional calculus for generators of one-parameter bounded analytic semi-

groups of operators on a Banach space. The calculus symbol class consist of the Laplace image

of the convolution algebra S ′
+ of tempered distributions with supports in [0,∞). Domain of

constructed calculus is dense in the Banach space.

Лопушанский О.В., Шарин С.В. Функциональное исчисление для генераторов аналити-
ческих полугрупп операторов // Карпатские математические публикации. — 2012. — Т.4,
№1. — C. 83–89.

Ми строим функциональное исчисление для генераторов однопараметрических огра-
ниченных аналитических полугрупп операторов, действующих в банаховом пространстве.
Класс символов такого исчисления состоит из образов преобразования Лапласа сверточ-
ной алгебры S ′

+ медленно растущих распределений с носителями в [0,∞). Область опре-
деления построенного исчисления плотна в банаховом пространстве.


