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Отримано iнтегральне зображення певної гiлки логарифма цiлої в Cn функцiї, яке
узагальнює формулу Пуассона-Iенсена-Штоля.

1 Вступ

Оператори зовнiшнього диференцiювання ∂ i ∂ в Cn визначають спiввiдношеннями
(див., напр., [6, Глава 1])

∂ =
n∑

k=1

∂

∂ wk

dwk, ∂ =
n∑

k=1

∂

∂ wk

dwk,

де wk = xk + i yk, wk = xk − i yk, {xk, yk} ⊂ R, k = 1, 2, . . . , n, а

∂

∂ wk

=
1

2

(
∂

∂ xk

− i
∂

∂ yk

)
,

∂

∂ wk

=
1

2

(
∂

∂ xk

+ i
∂

∂ yk

)
— оператори формальних похiдних. Покладемо

d := ∂ + ∂ =
n∑

k=1

(
∂

∂ xk

d xk +
∂

∂ yk
d yk

)
, d⊥ := i(∂ − ∂) =

n∑
k=1

(
∂

∂ yk
d xk −

∂

∂ xk

d yk

)
.

Нехай

ωn−1(η) =

(
1

4
d⊥d log |η|2

)n−1

, η ∈ Cn \ {0},
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— однорiдна метрична форма Фубiнi-Штудi,

σ(η) = − 1

2πn
d⊥ log |η| ∧ ωn−1(η)

— метрична форма Пуанкаре (тобто нормована форма об’єму на сферах Sn(r) = {η ∈
Cn : |η| = r}, 0 < r < +∞).

Нехай f(w) — цiла в Cn (n ∈ N) функцiя, f(0) = 1, Zf = f−1({0}) = {w ∈ Cn :

f(w) = 0} — її нульова поверхня, а νf — функцiя кратностi нульової поверхнi Zf (тобто
пара (Zf , νf ) — дивiзор функцiї f).

Покладемо 〈w, η〉 = w1η1 + · · · + wnηn, {w, η} ⊂ Cn, Bn(t) = {η ∈ Cn : |η| < t},
B

n
(t) = {η ∈ Cn : |η| ≤ t}, Bn

∗ (t) = B
n
(t) ∩ Cn

∗ , Cn
∗ = Cn \

⋃
ζ∈Zf

ζ(a), де ζ(a) = a ζ, a ∈

[1,+∞), 0 < t < +∞.
В роботi [11] доведено один багатовимiрний аналог формули Пуассона-Iенсена. На-

ведемо його формулювання лише для випадку голоморфної в областi G ⊂ Cn функцiї.
Для y ∈ C, |y| < 1 i n ∈ N позначимо (див. [11, c. 165] або [10, c. 403])

L(y) := Ln(y) :=
1

(n− 1)!

dn−1

d yn−1

[
wn−1 Log (1− y)

]
,

де символ Log означає головне значення логарифма.

Теорема 1. Нехай f 6≡ 0 — голоморфна у вiдкритiй зв’язнiй множинi G ⊂ Cn функцiя.
Припустимо, що B

n
(r) ⊆ G i Zf ∩Bn(s) = ∅ при деякому 0 < s < r < +∞. Припустимо

також, що f(0) = 1. В кулi Bn(s) визначимо функцiю log f(w) умовою log f(0) = 0.
Якщо w ∈ Bn(s), то

log f(w) = 2

∫
Sn(r)

log |f(η)|
[

r2n

(r2 − 〈w, η〉)n
− 1

]
σ(η)

+
1

πn−1

∫
Zf∩B

n
(r)

νf (η)

(
L

(
〈w, η〉
|η|2

)
− L

(
〈w, η〉
r2

))
ωn−1(η). (1)

Зауваження 1.1. Нехай виконуються умови теореми 1. Тодi для всiх w ∈ Bn(s)

log f(w) = 2

∫
Sn(r)

log |f(η)|
(

r2n

(r2 − 〈w, η〉)n
− 1

)
σ(η)

+
1

πn−1

∫ r

s

dt

t

∫
Zf∩B

n
(t)

νf (η)

(
1− tn |η|n

(t|η| − 〈w, η〉)n

)
ωn−1(η)

+
1

πn−1

∫ r

s

dt

t

∫
Zf∩B

n
(t)

νf (η)

(
1− r2n|η|n

(r2|η| − t〈w, η〉)n

)
ωn−1(η), (2)

де перший i третiй iнтеграли є голоморфними в Bn(r) функцiями, а другий — голомор-
фною в Bn(s) функцiєю.
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Покажемо, що зображення (1), пiсля вiдповiдних перетворень, набуде вигляду (2).
Справдi, спочатку подамо спiввiдношення (1) у наступному виглядi

log f(w) = 2

∫
Sn(r)

log |f(η)|
(

r2n

(r2 − 〈w, η〉)n
− 1

)
σ(η)

+
1

πn−1

∫
B

n
(r)

νf (η)

[
L

(
〈w, η〉
|η|2

)
− L

(
〈w, η〉
r |η|

)]
ωn−1(η)

+
1

πn−1

∫
B

n
(r)

νf (η)

[
L

(
〈w, η〉
r |η|

)
− L

(
〈w, η〉
r2

)]
ωn−1(η).

Тодi (див. [10, с. 405]), враховуючи, що для z ∈ C, |z| < 1

L(z) = −
+∞∑
p=1

Cp
p+n−1

zp

p
та

1

(1− z)n
=

+∞∑
p=0

Cp
p+n−1 z

p, (3)

i той факт, що νf (η) = 0 для η ∈ Bn(s), маємо

1

πn−1

∫
B

n
(r)

νf (η)

(
L

(
〈w, η〉
|η|2

)
− L

(
〈w, η〉
r |η|

))
ωn−1(η)

= − 1

πn−1

∫
B

n
(r)

νf (η)

(
+∞∑
p=1

Cp
p+n−1

〈w, η〉p

|η|p

)
ωn−1(η)

∫ r

|η|

d t

tp+1

= − 1

πn−1

∫ r

0

[∫
|η|≤t

νf (η)

(
+∞∑
p=1

Cp
p+n−1

〈w, η〉p

|η|p

)
ωn−1(η)

]
d t

tp+1

=
1

πn−1

∫ r

s

[∫
s≤|η|≤ t

νf (η)

(
1−

(
t|η|

t|η| − 〈w, η〉

)n)
ωn−1(η)

]
d t

t
,

i, вiдповiдно,

1

πn−1

∫
B

n
(r)

νf (η)

(
L

(
〈w, η〉
r |η|

)
− L

(
〈w, η〉
r2

))
ωn−1(η)

= − 1

πn−1

∫
B(r)

νf (η)

(
+∞∑
p=1

Cp
p+n−1

〈w, η〉p

r2 |η|p

)
ωn−1(η)

∫ r

|η|
tp−1 d t

= − 1

πn−1

∫ r

0

[∫
|η|≤t

νf (η)

(
+∞∑
p=1

Cp
p+n−1

〈w, η〉p

r2 |η|p

)
ωn−1(η)

]
tp−1 d t

=
1

πn−1

∫ r

s

[∫
s≤|η|≤ t

νf (η)

(
1−

(
r2|η|

r2|η| − t〈w, η〉

)n)
ωn−1(η)

]
d t

t
.

Враховуючи сказане вище, одержуємо (2).
При доведеннi теореми 1 iстотно використано наступнi два оператори:

10. iнтегральний оператор

δn[g](ζ) := (n− 1)

∫ 1

0

(1− t)n−2 g(tζ) d t,



Зображення логарифма цiлої в Cn функцiї 207

20. диференцiальний оператор

δn[g](ζ) :=
1

(n− 1)!

dn−1

d zn−1

[
zn−1 g(zζ)

] ∣∣∣
z=1

,

а також їх властивостi (див. [11]–[9]), сформульованi у наступному твердженнi.

Твердження 1.1. Нехай g голоморфна в Bn(r) ⊂ Cn (n ≥ 2) функцiя, ζ ∈ Bn(r),
0 < r < +∞. Тодi

a) δn[g] голоморфна в Bn(r);

b) δn[g](ζ) =
∫

Sn(1)

g(〈ζ, η〉η)σ(η);

c) якщо g(0) = 0, то δn[g](0) = 0;

d) δn[g] голоморфна в Bn(r);

e) δn ◦ δn[g] = δn ◦ δn[g] = g.

Формулу Пуассона-Iенсена-Штоля (1) в роботi [1] узагальнено на випадок плюрiсу-
бгармонiйних в Cn функцiй.

2 Зображення логарифма цiлої в Cn функцiї

Мета цiєї роботи узагальнити теорему 1 на випадок логарифмiв цiлих в Cn функцiй.
З цiєю метою подамо наступне означення.

Означення 2.1. Для цiлої в Cn функцiї f(w), f(w) 6= 0 для всiх w iз Bn(s) при деякому
0 < s < +∞, f(0) = 1, покладемо

log f(w) :=

∫ |w|

0

f ′
x(xw/|w|)
f(xw/|w|)

d x, w ∈ Cn
∗ , log f(0) = 0.

Правильна наступна теорема.

Теорема 2. Нехай f(w) — цiла в Cn функцiя, f(w) 6= 0 в Bn(s) при деякому 0 < s <

R < +∞, f(0) = 1, |w| = r. Тодi для всiх w ∈ Bn
∗ (R)

log f(w) = 2

∫
Sn(R)

log |f(η)|
(

R2n

(R2 − 〈w, η〉)n
− 1

)
σ(η)

+
1

πn−1

∫
Zf∩Bn(R)

νf (η)ω
n−1(η)

∫ r

0

(
1− rn |η|2n

(r|η|2 − t〈w, η〉)n

)
dt

t

+
1

πn−1

∫
Zf∩Bn(R)

νf (η)ω
n−1(η)

∫ r

0

(
R2nrn

(R2r − t〈w, η〉)n
− 1

)
dt

t
. (4)
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Доведення. В iдейному планi доведення цiєї теореми є модифiкацiєю доведення теореми
1 з [1] (порiвн. з [11, Теорема 1.7]). Нехай z ∈ C, |z| < R, ζ ∈ Sn(1), fζ(z) = f(zζ) —
зрiз-функцiя f . З огляду на узагальнену формулу Шварца (див. теореми 1 та 2 з [8]
при u = log |fζ |) та формулу Iєнсена [7], маємо

log fζ(z)−
∑

|aj |≤|z|

νfζ(aj) log

(
1− z

aj

)
=

2

2π

∫ 2π

0

log |fζ(Reiθ)| z

Reiθ − z
d θ

+
∑

|z|<|aj |<R

νfζ(aj) log

(
1− z

aj

)
−
∑

|aj |<R

νfζ(aj) log

(
1− z aj

R2

)
, (5)

де aj ∈ Zfζ , z ∈ B1
∗(R).

Покладемо

F (zζ) := log fζ(z)−
∑

|aj |≤|z|

νfζ(aj) log

(
1− z

aj

)
.

Зауважимо, що правий бiк спiввiдношення (5) є голоморфною в B1(R) функцiєю вiд
змiнної z для всiх ζ ∈ Sn(1), а лiвий — голоморфною функцiєю вiд змiнної z ∈ B1(R)

для всiх ζ ∈ Sn(1) таких, що z ζ ∈ Bn
∗ (R). Тодi, з теореми про усунення вiдрiзка [2,

Теорема 4.15] випливає, що зрiз-функця F (zζ) також є голоморфною в B1(R) функцiєю
вiд змiнної z для всiх ζ ∈ Sn(1), тобто для всiх z ζ ∈ Bn(R).

Зважаючи на те, що

log
(
1− z

a

)
= −

|z|∫
0

t z a

|z| |a|2 − t z a

d t

t
, log

(
1− z a

R2

)
= −

|z|∫
0

t z a

R2 |z| − t z a

d t

t
,

подамо спiввiдношення (5) у наступному виглядi

log fζ(z) +
∑

|aj |≤|z|

νfζ(aj)

∫ |z|

0

t z aj
|z| |aj|2 − tzaj

d t

t
=

2

2π

∫ 2π

0

log |fζ(Reiθ)| z Re−iθ

R2 − z Re−iθ
d θ

−
∑

|z|<|aj |<R

νfζ(aj)

∫ |z|

0

t z aj
|z| |aj|2 − tzaj

d t

t
+
∑

|aj |<R

νfζ(aj)

∫ |z|

0

t z aj
R2 |z| − t z aj

d t

t
. (6)

Вiзьмемо w ∈ Bn(R) i ζ ∈ Sn(1). Замiнимо в (6) z на 〈w, ζ〉 i зауважимо, що |〈w, ζ〉| <
R. Тодi

F (〈w, ζ〉 ζ) := log f(〈w, ζ〉 ζ) +
∑

|aj |≤|〈w,ζ〉|

νfζ(aj)

∫ |〈w,ζ〉|

0

t〈w, ajζ〉
|〈w, ζ〉| |aj ζ|2 − t〈w, ajζ〉

d t

t

=

∫ 2π

0

log |f(Reiθζ)| 〈w, Reiθζ〉
R2 − 〈w, Reiθζ〉

d θ

π
−

∑
|〈w,ζ〉|<|aj |<R

νfζ(aj)

×
|〈w,ζ〉|∫
0

t〈w, ajζ〉
|〈w, ζ〉| |aj ζ|2 − t〈w, ajζ〉

d t

t
−
∑

|aj |<R

νfζ(aj)

|〈w,ζ〉|∫
0

t 〈w, ajζ〉
R2 |〈w, ζ〉| − t 〈w, ajζ〉

d t

t
. (7)
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Тепер усереднимо всi складовi спiввiдношення (7) за параметром ζ ∈ Sn(1). Врахо-
вуючи п. b) твердження 1.1, маємо∫

Sn(1)

F (〈w, ζ〉 ζ)σ(ζ) = δn[F ](w). (8)

Крiм того, позаяк метрична форма Пуанкаре σ(•) iнварiантна вiдносно обертань [3,
Твердження 1.4.7], то∫

Sn(1)

σ(ζ)

2 π

∫ 2π

0

log |f(Reiθζ)| 〈w, Reiθζ〉
R2 − 〈w, Reiθζ〉

d θ =

∫
Sn(R)

log |f(η)| 〈w, η〉
R2 − 〈w, η〉

σ(η). (9)

Iнтегрування по Sn(1) можна здiйснити спочатку по перетину Sn(1) з комплексною
прямою lζ := {ξ = λ ζ}, λ ∈ C, ζ ∈ Sn(1), тобто по колу {|λ| = 1}, а потiм по
сукупностi {lζ} таких прямих (див., напр., [4, Глава 3], [5, с. 254-255]). Оскiльки на

комплекснiй прямiй lζ форма − 1

2π
d⊥ log |ξ| = d θ

2π
, де θ = argλ, то враховуючи, що

σ(ξ) = − 1

2πn
d⊥ log |ξ| ∧ ωn−1(ξ) i тi факти, що метрична форма ωn−1(•) iнварiантна

вiдносно розтягiв та обертань, одержимо∫
Sn(1)

σ(ζ)
∑

|aj |≤|〈w,ζ〉|

νfζ(aj)

∫ |〈w,ζ〉|

0

t〈w, ajζ〉
|〈w, ζ〉| |aj|2 − t〈w, ajζ〉

d t

t

=

∫
{lζ}

ωn−1(ξ)

πn−1

∫ 2π

0

d θ

2π

∑
|ajeiθ|≤|〈w,ζ〉|

νfζ(aje
iθ)

∫ |〈w,ζ〉|

0

〈t w, ajeiθζ〉
|〈w, ζ〉| |ajeiθ|2 − t〈w, ajeiθζ〉

d t

t

=
1

πn−1

∫
Zf∩B

n
(r)

νf (η)ω
n−1(η)

∫ r

0

t 〈w, η〉
r|η|2 − t〈w, η〉

d t

t
, (10)

∫
Sn(1)

σ(ζ)
∑

|〈w,ζ〉|<|aj |<R

νfζ(aj)

∫ |〈w,ζ〉|

0

t〈w, ajζ〉
|〈w, ζ〉| |aj|2 − t〈w, ajζ〉

d t

t

=

∫
{lζ}

ωn−1(ξ)

πn−1

∫ 2π

0

d θ

2π

∑
|〈w,ζ〉|<|ajeiθ|<R

νfζ(aje
iθ)

∫ |〈w,ζ〉|

0

〈t w, ajeiθζ〉
|〈w, ζ〉| |ajeiθ|2 − t〈w, ajeiθζ〉

d t

t

=
1

πn−1

∫
Zf∩{Bn(R)\Bn

(r)}
νf (η)ω

n−1(η)

∫ r

0

t 〈w, η〉
r|η|2 − t〈w, η〉

d t

t
, (11)

∫
Sn(1)

σ(ζ)
∑

|aj |<R

νfζ(aj)

∫ |〈w,ζ〉|

0

t 〈w, ajζ〉
R2 |〈w, ζ〉| − t 〈w, ajζ〉

d t

t

=

∫
{lζ}

ωn−1(ξ)

πn−1

∫ 2π

0

d θ

2π

∑
|ajeiθ|<R

νfζ(aje
iθ)

∫ |〈w,ζ〉|

0

t 〈w, ajeiθζ〉
R2 |〈w, ζ〉| − t 〈w, ajeiθζ〉

d t

t

=
1

πn−1

∫
Zf∩Bn(R)

νf (η)ω
n−1(η)

∫ r

0

t〈w, η〉
R2r − t〈w, η〉

d t

t
. (12)
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Отже, з урахуванням спiввiдношень (8), (9), (11) та (12), маємо

δn[F ](w) =

∫
Sn(R)

log |f(η)| 〈w, η〉
R2 − 〈w, η〉

σ(η)

− 1

πn−1

∫
Zf∩{Bn(R)\Bn

(r)}
νf (η)ω

n−1(η)

∫ r

0

t 〈w, η〉
r|η|2 − t〈w, η〉

d t

t

+
1

πn−1

∫
Zf∩Bn(R)

νf (η)ω
n−1(η)

∫ r

0

t〈w, η〉
R2r − t〈w, η〉

d t

t
. (13)

Застосовуючи тепер оператор δn до спiввiдношення (13) i враховуючи, що

δn ◦ δn[F ] = F, δn

[
〈w, •〉

R2 − 〈w, •〉

]
=

R2n

(R2 − 〈w, •〉)n
− 1,

δn

[
t 〈w, •〉

r| • |2 − t 〈w, •〉

]
=

rn| • |2n

(r| • |2 − t〈w, •〉)n
−1, δn

[
t〈w, •〉

R2r − t〈w, •〉

]
=

R2nrn

(R2r − t〈w, •〉)n
−1,

i спiввiдношення (7) та (10), отримуємо (4) для всiх w ∈ Bn
∗ (R).

3 Завершальне зауваження

Зауваження 3.1. Нехай виконуються умови теореми 2 i нехай w ∈ Bn(s). Тодi, врахо-
вуючи спiввiдношення (3), спiввiдношення (4) набуде вигляду

log f(w) = 2

∫
Sn(R)

log |f(η)|
[

R2n

(R2 − 〈w, η〉)n
− 1

]
σ(η)

+
1

πn−1

∫
Zf∩Bn(R)

νf (η)

(
L

(
〈w, η〉
|η|2

)
− L

(
〈w, η〉
R2

))
ωn−1(η),

тобто отримуємо твердження теореми 1.
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