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У данiй роботi дослiджуються умови n-еквiвалентностi n-го степеня оператора дифе-
ренцiювання та довiльного оператора, який є лiвим оберненим до n-го степеня оператора
iнтегрування, в просторах функцiй, аналiтичних у не 2π

n -iнварiантних областях.

Вступ

Нехай G – зiркова вiдносно нуля область комплексної площини. Позначимо через
A(G) простiр усiх аналiтичних у G функцiй, що надiлений топологiєю компактної збiж-
ностi, а через L(A(G)) – сукупнiсть усiх лiнiйних неперервних операторiв, що дiють з
A(G) в A(G). Нагадаємо, що оператори A та B з L(A(G)) називаються еквiвалентними
в A(G), якщо для деякого iзоморфiзму T : A(G) → A(G) виконується спiввiдношення
AT = TB.

Означення. Для фiксованого n ∈ N оператори A та B з L(A(G)) називатимемо n-
еквiвалентними в A(G), якщо iснує такий iзоморфiзм T : A(G) → A(G), для якого
AT = TB i

(Tf)(k)(0) = f (k)(0), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, f ∈ A(G). (1)

Нехай D та I – оператори диференцiювання та iнтегрування, якi на довiльну функ-
цiю f ∈ A(G) дiють вiдповiдно за правилами

(Df)(z) = f ′(z), (If)(z) =
z∫

0

f(t) dt.
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Зафiксуємо число n ∈ N та функцiї ak ∈ A(G), k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, i розглянемо
оператор A ∈ L(A(G)), який визначається рiвнiстю

(Af)(z) = (Dnf)(z) +
n−1∑
k=0

ak(z)(Dkf)(0), f ∈ A(G). (2)

Вiдзначимо, що формула (2) задає загальний вигляд операторiв iз L(A(G)), якi є лiвими
оберненими до In.

У роботах [2] (для n = 1) та [1] (для n ∈ N) встановлено, що оператори A та Dn еквi-
валентнi в A(G) (i навiть n-еквiвалентнi), якщо область G є 2π

n
-iнварiантною вiдносно

нуля (тобто ωG = G, де ω = exp 2πi
n

). У данiй роботi, використовуючи запропонова-
ний у [3] метод, дослiджуються необхiднi й достатнi умови n-еквiвалентностi в A(G)

операторiв A та Dn у випадку, коли область G не є 2π
n

-iнварiантною вiдносно нуля.

1 Допомiжнi результати

Нехай n ≥ 2, область G не 2π
n

-iнварiантна вiдносно нуля i оператори A та Dn n-
еквiвалентнi в A(G). Тодi iснує такий iзоморфiзм T простору A(G) на себе, який задо-
вольняє рiвнiсть

AT = TDn (3)

i для якого виконуються спiввiдношення (1).
Розглянемо деякий вiдкритий круг G0 з центром у нулi, який мiститься в G. Вiн

є 2π
n

-iнварiантною областю. Тому, згiдно з [1], iснує iзоморфiзм T1 простору A(G0) на
себе, який задовольняє рiвностi (3) i (1). Наступна формула задає цей iзоморфiзм:

(T1f)(z) = f(z)−
n−1∑
k=0

z∫
0

(In−k−1ak)(z − t)(Pkf)(t) dt, f ∈ A(G0),

де для кожного k ∈ {0, 1, . . . , n−1} проектор Pk на функцiю f ∈ A(G0) дiє за правилом

(Pkf)(z) =
1

n

n−1∑
j=0

ω−jkf(ωjz).

Оскiльки A(G) ⊂ A(G0) i топологiя простору A(G) сильнiша за топологiю простору
A(G0), то оператори T i T1 лiнiйно й неперервно вiдображають A(G) в A(G0). Але на
елементах повної в A(G) системи {exp(λz) : λ ∈ C} оператори T i T1 збiгаються [1].
Тому для кожної функцiї f ∈ A(G) функцiї T1f i Tf збiгаються мiж собою в A(G0),
тобто функцiя T1f ∈ A(G0) аналiтично продовжується в область G. Тодi аналiтично
продовжується в G i функцiя

Ff (z) =
n−1∑
k=0

z∫
0

(In−k−1ak)(z − t)(Pkf)(t) dt



Про n-еквiвалентнiсть деяких диференцiальних операторiв 263

=
1

n

n−1∑
j=0

z∫
0

(
n−1∑
k=0

ω−jk(In−k−1ak)(z − t)

)
f(ωjt) dt. (4)

Нехай j1, j2, ..., js – всi такi числа j ∈ {1, 2, ..., n− 1}, для яких ωjG 6= G. Зафiксуємо
деяке число µ ∈ {j1, j2, ..., js}. Вiдзначимо, що область ωµG не може повнiстю мiститися
в G, iнакше, враховуючи спiввiдношення G ⊇ ωµG ⊇ ω2µG ⊇ ... ⊇ ωnµG = G, отримали
б, що ωµG = G. Тому в областi ωµG є точки, якi не належать G. Позначимо одну з них
через ωµz0, де z0 ∈ G.

Розглянемо функцiю f0(z) =
1

z − ωµz0
i деяку зiркову вiдносно нуля пiдобласть G1

областi G, яка охоплює круг G0 i точку z0, але не мiстить жодної з точок вигляду
ωjz0, де j ∈ {1, 2, ..., n− 1}. Зауважимо, що функцiя f0 належить до A(G) i аналiтично
не продовжується в область ωµG1 (а тому i в область ωµG). Оскiльки вiдповiдна їй
функцiя Ff0 вигляду (4) аналiтично продовжується в область G (а тому i в область
G1) i всi доданки зовнiшньої суми з (4) при j 6= µ також продовжуються в G1, то
продовжуватиметься в область G1 i доданок з (4), який вiдповiдає j = µ, тобто функцiя
вигляду

z∫
0

(
n−1∑
k=0

ω−µk(In−k−1ak)(z − t)

)
f0(ω

µt) dt. (5)

Скористаємось тепер наслiдком леми, встановленої в [3]:

Лема. Нехай ϕ ∈ A(G), а f – деяка функцiя з A(G), яка не продовжується аналiтично
в область ωµG, де µ ∈ {1, 2, ..., n− 1} таке, що ωµG 6= G. Якщо функцiя Φ вигляду

Φ(z) =

z∫
0

ϕ(z − t) f(ωµt) dt, z ∈ G0,

аналiтично продовжується в область G, то ϕ(z) = 0 для всiх z ∈ G.

Згiдно з цiєю лемою, якщо в ролi Φ взяти функцiю (5), а в ролi G — область G1,
отримаємо, що

n−1∑
k=0

ω−µk(In−k−1ak)(z) = 0, z ∈ G1.

Тодi за теоремою єдиностi

n−1∑
k=0

ω−µk(In−k−1ak)(z) = 0, z ∈ G.

Отже, для кожної функцiї f ∈ A(G) маємо, що

Ff (z) =
1

n

n−1∑
j=0

j 6=j1,...,js

z∫
0

(
n−1∑
k=0

ω−jk(In−k−1ak)(z − t)

)
f(ωjt) dt,
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тому функцiя Ff аналiтична в областi G. Тодi оператор T можна подати у такому
виглядi

(Tf)(z) = f(z)− 1

n

n−1∑
j=0

j 6=j1,...,js

z∫
0

(
n−1∑
k=0

ω−jk(In−k−1ak)(z − t)

)
f(ωjt) dt, f ∈ A(G). (6)

Таким чином, встановленi необхiднi умови такої теореми.

Теорема 1. Нехай G – зiркова вiдносно нуля область в C, для якої ωG 6= G. Оператор
A вигляду (2) n-еквiвалентний в A(G) до оператора Dn тодi й лише тодi, коли функцiї
a0, a1, ... , an−1 iз A(G) задовольняють умови

n−1∑
k=0

ω−jk(In−k−1ak)(z) = 0, z ∈ G, j ∈ {j1, j2, ..., js}, (7)

де j1, j2, ..., js – всi такi числа j ∈ {1, 2, ..., n − 1}, для яких ωjG 6= G. При цьому,
iзоморфiзм T , для якого виконуються рiвностi (3) та (1), зображається формулою (6).

Доведення. Достатнiсть. Нехай для функцiй a0, a1, ... , an−1 iз A(G) виконуються
умови (7), а оператор T визначається формулою (6). Зрозумiло, що T лiнiйно й непе-
рервно дiє з A(G) в A(G). Крiм цього, як показано в [1], оператор T є iзоморфiзмом
простору A(G) на себе, який задовольняє спiввiдношення (3) й (1). Тому оператори A

та Dn n-еквiвалентнi в A(G).

З теореми 1 отримаємо наступну теорему.

Теорема 2. Якщо зiркова вiдносно нуля область G така, що ωjG 6= G для всiх j ∈
{1, 2, ..., n−1}, то оператор A вигляду (2) n-еквiвалентний в A(G) до оператора Dn тодi
й лише тодi, коли

ak = Ika0, k ∈ {1, 2, ..., n− 1}, (8)

де a0 – фiксована функцiя з A(G). При цьому, iзоморфiзм T , для якого виконуються
рiвностi (3) та (1), визначається формулою

(Tf)(z) = f(z)−
z∫

0

(In−1a0)(z − t)f(t) dt, f ∈ A(G). (9)

Доведення. Згiдно з теоремою 1, оператори A та Dn n-еквiвалентнi в A(G) тодi й лише
тодi, коли функцiї a0, a1, ... , an−1 iз A(G) задовольняють спiввiдношення

ω−jIn−2a1 + ω−2jIn−3a2 + ...+ ω−(n−1)jan−1 = −In−1a0, j ∈ {1, 2, ..., n− 1}. (10)

Домноживши j-ту рiвнiсть з (10) на ωjn, одержимо систему лiнiйних рiвнянь вiдносно
функцiй In−2a1, In−3a2, ... , an−1, головний визначник якої вiдмiнний вiд нуля (бо вiн є
визначником Вандермонда). Тому ця система має єдиний розв’язок. Оскiльки, функцiї
ak вигляду (8) задовольняють спiввiдношення (10), то вони i визначають цей єдиний
розв’язок. Враховуючи (8), з формули (6) отримується зображення (9) вiдповiдного
iзоморфiзму T .
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2 Основний результат

Нехай n ≥ 3 i область G не є 2π
n

-iнварiантною вiдносно нуля, але iснує таке j ∈
{2, 3, ..., n− 1}, що ωj 6= 1 i ωjG = G. Як було вiдзначено в [3], числа j та n не можуть
бути взаємно простими. Бiльше того, якщо d – найбiльший спiльний дiльник чисел j та
n, то область G iнварiантна вiдносно повороту на кут 2πd

n
навколо нуля. Справдi, згiдно

з характеристикою найбiльшого спiльного дiльника двох цiлих чисел, iснують такi цiлi
числа q та r, що d = qj + rn. Тодi ωdG = (ωj)q(ωn)rG = (ωj)qG = G.

Виберемо серед чисел j ∈ {2, 3, ..., n − 1}, для яких ωjG = G, найменше i позна-
чимо його через p. Зауважимо, що число p є простим дiльником числа n. Справдi,
якщо d ∈ {2, 3, ..., p − 1} є найбiльшим спiльним дiльником чисел p i n, то, як було
показано вище, ωdG = G, що суперечить вибору числа p. Отже, n = mp для деякого
m ∈ {2, 3, ..., n − 1} i область G є 2π

m
-iнварiантною вiдносно нуля. Крiм цього, спiв-

вiдношення ωjG = G виконується лише для чисел j ∈ {p, 2p, ..., (m − 1)p}. Знайдемо в
цьому випадку простiший еквiвалент умов (7) та зображення (6) iзоморфiзму T , який
задовольняє спiввiдношення (3) та (1).

Нехай оператори A та Dn n-еквiвалентнi в A(G). Тодi, згiдно з теоремою 1, iзомор-
фiзм T , для якого виконуються рiвностi (3) та (1), визначається формулою (6), причому
функцiї a0, a1, ... , an−1 задовольняють спiввiдношення (7). Оскiльки, як було вiдзначе-
но вище, рiвностi (7) виконуються при j ∈ {1, 2, ..., n − 1} \ {p, 2p, ..., (m − 1)p}, то дiю
оператора T на функцiю f ∈ A(G) можна подати у такому виглядi

(Tf)(z) = f(z)− 1

p

z∫
0

n−1∑
k=0

(In−k−1ak)(z − t)
1

m

m−1∑
l=0

ω−lpkf(ωlpt) dt.

Якщо покласти ω1 = ωp = exp
(
2πi
m

)
, для k ∈ {0, 1, ...,m−1} через Qk позначити проектор

на A(G), що визначається формулою

(Qkf)(z) =
1

m

m−1∑
l=0

ω−lk
1 f(ωl

1z),

причому вважати, що Qjm+k = Qk при j ∈ {1, 2, ..., p− 1}, то для f ∈ A(G)

(Tf)(z) = f(z)−
z∫

0

m−1∑
k=0

1

p

p−1∑
j=0

(Ipm−jm−k−1ajm+k)(z − t)(Qkf)(t) dt.

Нехай

bk(z) =
1

p

p−1∑
j=0

(I(p−j−1)majm+k)(z), k ∈ {0, 1, ...,m− 1}.

Тодi

(Tf)(z) = f(z)−
z∫

0

m−1∑
k=0

(Im−k−1bk)(z − t)(Qkf)(t) dt, f ∈ A(G). (11)
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Але, згiдно з [1], такий оператор T є iзоморфiзмом простору A(G) на себе, для якого
BT = TDm, де

(Bf)(z) = (Dmf)(z) +
m−1∑
k=0

bk(z)(Dkf)(0), f ∈ A(G). (12)

Тому AT = TDn = T (Dm)p = BT (Dm)p−1 = ... = BpT . Оскiльки T є iзоморфiзмом
простору A(G) на себе, то отримаємо, що A = Bp.

Переконаємося далi, що

(Dsbk)(0) = 0, s ∈ {0, 1, ..., n−m− 1}, k ∈ {0, 1, ...,m− 1}. (13)

Диференцiюючи (11), iндукцiєю по l ∈ {1, 2, ...,m − 1} можна встановити, що для
f ∈ A(G)

(DlTf)(z) = (Dlf)(z)−
m−1∑

j=m−l

m−j−1∑
k=0

(Dkbj+k)(0)(Dj−m+lQj+kf)(z)

−
z∫

0

m−1∑
k=0

(Im−k−l−1bk)(z − t)(Qkf)(t) dt, (14)

де пiд I−l розумiтимемо оператор Dl, а пiд I0 – тотожний оператор. Диференцiюючи
(14) i використовуючи рiвнiсть DjQk = Qk−jDj при 1 ≤ j ≤ k та iндукцiю по s ∈
{0, 1, ..., n−m− 1}, одержуємо, що

(Dm+sTf)(z) = (Dm+sf)(z)−
m−1∑
j=1

m−j−1∑
k=0

(Dkbj+k)(0)(DsQkDjf)(z)

−
s∑

j=0

m−1∑
k=0

(Dk+s−jbk)(0)(DjQkf)(z)−
z∫

0

m−1∑
k=0

(Dk+s+1bk)(z− t)(Qkf)(t) dt, f ∈ A(G). (15)

З означення проекторiв Qk випливає, що

DjQk = Qk−j+lmDj, k ∈ {0, 1, ...,m− 1}, l ∈ N, k +m(l − 1) < j ≤ k +ml,

(Q0f)(0) = f(0), (Qkf)(0) = 0, k ∈ {1, 2, ...,m− 1}, f ∈ A(G).

Враховуючи (1) i цi спiввiдношення та покладаючи в (15) f(z) = zk, отримаємо рiвностi
(13).

Таким чином, встановленi необхiднi умови такої теореми.

Теорема 3. Нехай G – зiркова вiдносно нуля область в C, для якої ωG 6= G, а p ∈
{2, 3, ..., n−1} – найменше таке число, для якого ωpG = G. Тодi m = n

p
∈ N i оператор A

вигляду (2) n-еквiвалентний в A(G) до оператора Dn тодi й лише тодi, коли A = Bp, де
оператор B визначається формулою (12) для деяких функцiй b0, b1, ... , bm−1 iз A(G),
для яких виконується умова (13). При цьому, iзоморфiзм T , який задовольняє (3) й (1),
зображається формулою (11).
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Доведення. Достатнiсть. Нехай для деяких функцiй b0, b1, ..., bm−1 iз A(G) викону-
ється умова (13), оператори B i T визначаються вiдповiдно формулами (12) та (11) i
A = Bp. Оскiльки область G є 2π

m
-iнварiантною вiдносно нуля, то, згiдно з [1], опера-

тор T є iзоморфiзмом простору A(G) на себе, для якого BT = TDm. Тому, як i вище,
AT = BpT = TDn. Отже, оператори A та Dn еквiвалентнi в A(G). Оскiльки з рiвностей
(14) i (15) завдяки умовi (13) випливає умова (1), то оператори A та Dn n-еквiвалентнi
в A(G).
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В данной работе исследуются условия n-эквивалентности n-ой степени оператора диф-
ференцирования и произвольного левого обратного к n-ой степени интегрирования опе-
ратора в пространствах функций, аналитических в не 2π

n -инвариантных областях.


