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Введено характеристику Неванлiнни мероморфних у пiвсмузi функцiй таких, що
f(σ) = f(σ + 2πi), та дослiджено її основнi властивостi. Отримано критерiй скiнченно-
стi λ-типу голоморфної в замиканнi пiвсмуги функцiї f в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є
логарифма її модуля.

Вступ

В 60-70 роках минулого столiття американськi математики Л.А. Рубел та Б.А. Тей-
лор [7] (див. також [2], [5]) розробили метод рядiв Фур’є для цiлих та мероморфних
функцiй. На вiдмiну вiд класичних пiдходiв за функцiю зростання вони запропонували
брати довiльну додатну, неперервну, неспадну i необмежену функцiю λ(r) i розглядати
класи Λ мероморфних функцiй скiнченного λ-типу, тобто таких, що T (r, f) ≤ Aλ(Br)

для довiльного r > 0 i деяких додатних сталих A i B, де T (r, f) — характеристика
Неванлiнни функцiї f .

Цей метод дозволив розв’язати низку важливих задач, зокрема, на основi детального
вивчення коефiцiєнтiв Фур’є

ck(r, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikθ log |f(reiθ)|dθ, r > 0, k ∈ Z,

повнiстю описати множину нулiв цiлих функцiй з класiв Λ.
В данiй роботi вводиться i дослiджується аналог характеристики Неванлiнни для

мероморфних в замиканнi пiвсмуги S = {σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} функцiй f таких,
що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. За допомогою методу, запропонованого Дж. Лiттлвудом
[6], встановлюються спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є мероморфних в S функцiй,
вводиться характеристика Неванлiнни таких функцiй, доводиться критерiй скiнченно-
стi їх λ-типу.
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1 Формула Йенсена-Лiттлвуда та характеристика Неванлiнни
мероморфної в пiвсмузi функцiї

Нехай функцiя f мероморфна в замиканнi пiвсмуги S = {σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π},
не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂S, f 6≡ 0 i, крiм того, f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Через {sj} позначимо послiдовнiсть нулiв функцiї f в S, sj = σj + itj, через {pj}
— послiдовнiсть її полюсiв в S. Через S∗ позначимо смугу S з розрiзами {τσj + itj},
{τRepj+iImpj}, 1 ≤ τ < ∞. Нехай s0 ∈ S∗ i вибране деяке значення log f(s0). Покладемо

log f(s)− log f(s0) =

s∫
s0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ, (1)

де iнтеграл береться по деякому шляху в S∗ ∪ ∂S.

Нехай n(η, f) лiчильна функцiя полюсiв функцiї f у прямокутнику Rη = {σ + it :

0 < σ ≤ η, 0 ≤ t < 2π}, i

N(σ, f) =

σ∫
0

n(η, f)dη.

Позначимо

c0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|dt. (2)

Аналог теореми Йенсена - Лiттлвуда ([6]) формулюється наступним чином.

Лема 1.1. Нехай функцiя f мероморфна в замиканнi пiвсмуги S, f(σ) = f(σ + 2πi),

σ ≥ 0. Тодi

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) = c0(σ, f)−

σ

σ0

c0(σ0, f) + (
σ

σ0

− 1)c0(0, f), σ ≥ σ0 > 0. (3)

Доведення. Припустимо спочатку, що f не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂S. Застосувавши
принцип аргумента, отримаємо

1

2πi

∫
∂Rη

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = n(η,

1

f
)− n(η, f).

Межа ∂Rη складається з чотирьох вiдрiзкiв, тому

1

2πi

 η∫
0

f ′(σ)

f(σ)
dσ + i

2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
dt−

η∫
0

f ′(σ + 2πi)

f(σ + 2πi)
dσ − i

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
dt

 = n(η,
1

f
)− n(η, f).

(4)



330 Сокульська Н.Б.

Оскiльки f має перiод 2πi, то f ′ також має перiод 2πi, тодi

η∫
0

f ′(σ)

f(σ)
dσ =

η∫
0

f ′(σ + 2πi)

f(σ + 2πi)
dσ,

i спiввiдношення (4) запишеться наступним чином

1

2πi

i 2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
dt− i

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
dt

 = n(η,
1

f
)− n(η, f). (5)

Проiнтегруємо рiвнiсть (5) по η вiд 0 до σ

σ∫
0

n(η,
1

f
)dη−

σ∫
0

n(η, f)dη =
1

2π

σ∫
0

2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
dtdη− 1

2π

σ∫
0

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
dtdη = J1−J2. (6)

Враховуючи означення логарифма (1) функцiї f , другий iнтеграл спiввiдношення
(6) запишемо у виглядi

J2 =
1

2π

σ∫
0

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
dtdη =

σ

2πi
[log f(2πi)− log f(0)], (7)

Застосовуючи теорему Фубiнi до J1, отримаємо

J1 =
1

2π

2π∫
0

dt

σ∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
dη =

1

2π

2π∫
0

[log f(σ + it)− log f(it)]dt, (8)

З врахуванням (7) i (8), рiвнiсть (6) можна записати наступним чином

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) = l0(σ, f)− l0(0, f) + i

σ

2π
[log f(2πi)− log f(0)], (9)

де

l0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log f(σ + it)dt.

Взявши дiйснi частини обох бокiв спiввiдношення (9), отримаємо

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) =

1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|dt− 1

2π

2π∫
0

log |f(it)|dt+ σCf ,

де Cf = 1
2π
[Argf(0)− Argf(2πi)], Argf = Im log f , тобто

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) = c0(σ, f)− c0(0, f) + σCf , σ > 0. (10)
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З припущення вiдсутностi нулiв та полюсiв на ∂S та з iзольованостi наявних випли-
ває iснування σ0 > 0 такого, що f 6= 0,∞ при σ ≤ σ0. Тому з (10) маємо

0 =
1

σ0

c0(σ0, f)−
1

σ0

c0(0, f) + Cf , σ > 0. (11)

Подiливши рiвнiсть (10) на σ i вiднявши вiд неї (11), одержимо

1

σ
[N(σ,

1

f
)−N(σ, f)] =

1

σ
c0(σ, f)−

1

σ0

c0(σ0, f) +

(
1

σ0

− 1

σ

)
c0(0, f), σ ≥ σ0 > 0,

звiдки й випливає (3).
При незначнiй модифiкацiї доведення для випадку, коли нулi чи полюси функцiї f

лежать на ∂S отримаємо рiвнiсть (3).

Позначимо

m0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log+|f(σ + it)|dt, (12)

де x+ = max{x, 0}.

Означення 1.1. Нехай функцiя f мероморфна в S, f 6≡ 0 i f(σ) = f(σ + 2πi). Хара-
ктеристикою Неванлiнни функцiї f називається

T (σ, f) = m0(σ, f)−
σ

σ0

m0(σ0, f) +

(
σ

σ0

− 1

)
m0(0, f) +N(σ, f), σ ≥ σ0 > 0. (13)

Властивостi T (σ, f) опишемо наступною теоремою.

Теорема 1. Нехай f — мероморфна в S функцiя, f 6≡ 0 i f(σ) = f(σ + 2πi). Тодi її
характеристика Неванлiнни T (σ, f) володiє наступними властивостями:

(i) T (σ, f) — опукла вiдносно σ, при σ ≥ σ0;

(ii) T (σ0, f) =0;

(iii) T (σ, f) — неспадна, при σ ≥ σ0;

(iv) T (σ, f) = T (σ, 1
f
), при σ ≥ σ0.

Доведення. Нехай log z = log |z| + i arg0 z, 0 ≤ arg0 z < 2π, z 6= 0. Тодi функцiя F (z) =

f(log z) мероморфна при |z| ≥ 1 i f(log |z|) = f(log |z|+ 2πi).

Зобразимо функцiю F у виглядi частки двох функцiй H
G

, де H, G — голоморфнi при
|z| ≥ 1 без спiльних нулiв, i h(s) = H(es), g(s) = G(es). Тодi, застосовуючи (3) до g,
маємо

N(σ, f) = N(σ,
1

g
) = c0(σ, g)−

σ

σ0

c0(σ0, g) +

(
σ

σ0

− 1

)
c0(0, g), σ ≥ σ0 > 0.
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Враховуючи, що (a − b)+ + b = max(a, b), характеристику (13) функцiї f = h
g

запи-
шемо у виглядi:

T (σ, f) =
1

2π

2π∫
0

max(log |h(σ + it)|, log |g(σ + it)|)dt

− σ

σ0

1

2π

2π∫
0

max(log |h(σ0 + it)|, log |g(σ0 + it)|)dt

+

(
σ

σ0

− 1

)
1

2π

2π∫
0

max(log |h(it)|, log |g(it)|)dt, σ ≥ σ0 > 0. (14)

Позначимо I(σ, f) = 1
2π

2π∫
0

max(log |h(σ + it)|, log |g(σ + it)|)dt.

Тодi I(σ, F ) = 1
2π

2π∫
0

max(log |H(eσ+it)|, log |G(eσ+it)|)dt.

Функцiя u(z) = max(log |H(z)|, log |G(z)|) субгармонiйна при |z| ≥ 1, тому I(σ, F )

опукла [3, ст. 27], [1, ст. 49], при σ ≥ 0.
Згiдно з (14)

T (σ, f) = I(σ, f)− σ

σ0

I(σ0, f) +

(
σ

σ0

− 1

)
I(0, f), σ ≥ σ0 > 0. (15)

Оскiльки T (σ, f) є сумою опуклої вiдносно σ ≥ σ0 функцiї I(σ, f) та лiнiйної функцiї
Aσ + B, то властивiсть (i) виконується. За властивiстю опуклостi I(σ, f), при 0 ≤ σ

маємо I(σ0, f) ≤ σ−σ0

σ
I(0, f)+ σ0

σ
I(σ, f). Звiдси, 0 ≤ I(σ, f)− σ

σ0
I(σ0, f)+

(
σ
σ0

− 1
)
I(0, f).

Таким чином, згiдно з (15) ми отримали, що T (σ, f) ≥ 0. Якщо σ = σ0, то з (15)
випливає, що T (σ0, f) = 0.

Оскiльки T (σ, f) опукла, вiдносно σ, при σ ≥ σ0, то за теоремою 1.6 iз [4, ст. 28] (див
також [1, ст. 11]) в кожнiй точцi вона має похiдну справа i

lim
σ→σ0+0

T (σ, f)− T (σ0, f)

σ − σ0

= lim
σ→σ0+0

T (σ, f)

σ − σ0

= T ′
+(σ0, f) ≥ 0.

Похiдна справа опуклої функцiї за цiєю ж теоремою не спадає. Тому 0 ≤ T ′
+(σ0, f) ≤

T ′
+(σ, f), σ ≥ σ0. Отож, характеристика T (σ, f) неспадна.

Покажемо, що виконується властивiсть (iv). Застосуємо рiвнiсть (3) до функцiї 1
f
:

N(σ, f)−N(σ,
1

f
) = c0(σ,

1

f
)− σ

σ0

c0(σ0,
1

f
) + (

σ

σ0

− 1)c0(0,
1

f
), σ ≥ σ0 > 0.
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Враховуючи (2) i властивiсть log x = log+ x− log+ 1
x
, для x > 0, отримаємо

N(σ, f)−N(σ,
1

f
) =

1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(σ + it)|
dt− 1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ + it)|dt

− σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(σ0 + it)|
dt+

σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ0 + it)|dt

+(
σ

σ0

− 1)
1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(it)|
dt− (

σ

σ0

− 1)
1

2π

2π∫
0

log+ |f(it)|dt, σ ≥ σ0 > 0.

Звiдси,

1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ + it)|dt− σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ0 + it)|dt+ (
σ

σ0

− 1)
1

2π

2π∫
0

log+ |f(it)|dt

+N(σ, f)

=
1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(σ + it)|
dt− σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(σ0 + it)|
dt+ (

σ

σ0

− 1)
1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(it)|
dt

+N(σ,
1

f
), σ ≥ σ0 > 0.(16)

З рiвностi (16) та означення 1.1 отримуємо (iv). Теорему доведено.

2 Коефiцiєнти Фур’є мероморфної в пiвсмузi функцiї

Нехай f — вiдмiнна вiд тотожного нуля функцiя, що голоморфна в замиканнi пря-
мокутника Rσ = {η + it : 0 < η ≤ σ, 0 ≤ t < 2π} i f(σ) = f(σ + 2πi). Припустимо, що f

не має нулiв на ∂Rσ. Через {sj} позначимо множину нулiв f в Rσ, (sj = σj + itj).
Нехай R∗

σ = Rσ \
⋃
j

{τσj + itj}, 1 ≤ τ < ∞ i log f(s) визначений як в (1), де iнтеграл

береться по деякому шляху в R∗
σ

⋃
∂Rσ.

Покладемо:

lk(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log f(σ + it)dt, k ∈ Z; (17)

ck(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt, k ∈ Z.
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Лема 2.1. При виконаннi зроблених вище припущень правильнi наступнi спiввiдноше-
ння:

lk(σ, f) = ekσlk(0, f)+
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k

−1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
− i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)−log f(0)], k ∈ Z;

(18)

ck(σ, f) =
ekσαk(f)− e−kσα−k(f)

2k
+

1

2k

∑
sj∈Rσ

[(
eσ

esj

)k

−
(
esj

eσ

)k
]
, k ∈ N. (19)

де c−k(σ, f) = ck(σ, f), α(f) =
1
2π

2π∫
0

e−ikt f
′(it)
f(it)

dt.

Доведення. Нехай η < σ. Застосуємо принцип аргумента до функцiї f ′(s)
f(s)

e−ks в прямо-
кутнику Rη. Отримаємо:∫

∂Rη

f ′(ζ)

f(ζ)
e−kζdζ = 2πi

∑
sj∈Rη

e−ksj , k ∈ Z \ {0}. (20)

Оскiльки ∂Rη складається з 4-х вiдрiзкiв, то (20) набуде вигляду:

η∫
0

f ′(γ)

f(γ)
e−kγdγ + i

2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dt−

η∫
0

f ′(γ + 2πi)

f(γ + 2πi)
e−k(γ+2πi)dγ

−i

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdt = 2πi

∑
sj∈Rη

e−ksj , k ∈ Z \ {0}. (21)

Зважаючи на 2πi-перiодичнiсть функцiй f(s) та e−ks, спiввiдношення (21) запишемо
наступним чином

i

2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dt− i

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdt = 2πi

∑
sj∈Rη

e−ksj , k ∈ Z \ {0}. (22)

Домножимо (22) на ekη

i
, проiнтегруємо отриману рiвнiсть по η вiд 0 до σ.

σ∫
0

ekη
2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dtdη −

σ∫
0

ekη
2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdtdη = 2π

σ∫
0

ekη
∑
sj∈Rη

e−ksjdη, (23)

k ∈ Z \ {0}. До першого iнтегралу рiвностi (23) застосуємо теорему Фубiнi.

σ∫
0

ekη
2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dtdη =

2π∫
0

σ∫
0

ekη
f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dηdt

=

2π∫
0

e−ikt[log f(σ + it)− log f(it)]dt. (24)
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Другий iнтеграл спiввiдношення (23) дає

σ∫
0

ekη
2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdtdη =

ekσ − 1

k

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdt =

ekσ − 1

ik

2π∫
0

e−iktd(log(it))

= −i
ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)] +

(
ekσ − 1

) 2π∫
0

e−ikt log f(it)dt. (25)

Використавши означення логарифма функцiї i (17), з (23) - (25) отримаємо:

σ∫
0

ekη
∑
sj∈Rη

e−ksjdη = lk(σ, f)− ekσlk(0, f) +
i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)] , (26)

k ∈ Z \ {0}. Iнтегруючи в iнтегралi Стiльтєсса, отримуємо:

σ∫
0

ekη
∑
sj∈Rη

e−ksjdη =
1

k
ekσ

∑
sj∈Rσ

e−ksj − 1

k

∑
sj∈Rσ

ekσje−ksj

=
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k

− 1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
, k ∈ Z \ {0}. (27)

Iз врахуванням (27), спiввiдношення (26) набуває вигляду

lk(σ, f) = ekσlk(0, f) +
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k

− 1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
− i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)] ,

(28)
k ∈ Z \ {0}. Враховуючи рiвнiсть (3), отримаємо (18). Оскiльки ck(σ, f) =

lk(σ,f)+l−k(σ,f)

2
,

k ∈ N, то, використовуючи (28), маємо

2ck(σ, f) = lk(σ, f) + l−k(σ, f) = ekσlk(0, f) + e−kσl−k(0, f)

+
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k

− 1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
− 1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)−k

+
1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj

− i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)]− i

2π

e−kσ − 1

k

[
log f(2πi)− log f(0)

]
, k ∈ N. (29)

Але, використавши (17), можемо записати

lk(0, f) + l−k(0, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log f(it)dt+
1

2π

2π∫
0

eikt log f(it)dt, k ∈ N.

Проiнтегруємо частинами в обох iнтегралах:

1

2π

2π∫
0

e−ikt log f(it)dt =
i

2πk
[log f(2πi)− log f(0)] +

1

2πk

2π∫
0

e−iktf
′(it)

f(it)
dt, k ∈ N,
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1

2π

2π∫
0

eikt log f(it)dt =
i

2πk

[
log f(2πi)− log f(0)

]
− 1

2πk

2π∫
0

e−ikt

(
f ′(it)

f(it)

)
dt, k ∈ N.

Враховуючи вище отриманi обчислення, рiвнiсть (29) набуде вигляду:

2ck(σ, f) =
i

2π

ekσ

k
[log f(2πi)− log f(0)] +

i

2π

e−kσ

k

[
log f(2πi)− log f(0)

]
+

ekσ

2πk

2π∫
0

e−iktf
′(it)

f(it)
dt− e−kσ

2πk

2π∫
0

e−ikt

(
f ′(it)

f(it)

)
dt+

1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k

− 1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)−k

− i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)]− i

2π

e−kσ − 1

k

[
log f(2πi)− log f(0)

]
=

i

2π

ekσ

k
[log |f(2πi)| − log |f(0)|]− ekσ

2πk
[arg0 f(2πi)− arg0 f(0)]

+
i

2π

e−kσ

k
[log |f(2πi)| − log |f(0)|] + e−kσ

2πk
[arg0 f(2πi)− arg0 f(0)]

+
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k

− 1

k

∑
sj∈Rσ

(
esj

eσ

)k

+ ekσ
1

2πk

2π∫
0

e−iktf
′(it)

f(it)
dt− e−kσ 1

2πk

2π∫
0

e−ikt

(
f ′(it)

f(it)

)
dt

− i

2π

ekσ − 1

k
[log |f(2πi)| − log |f(0)|] + ekσ − 1

2πk
[arg0 f(2πi)− arg0 f(0)]

− i

2π

e−kσ − 1

k
[log |f(2πi)| − log |f(0)|]− e−kσ − 1

2πk
[arg0 f(2πi)− arg0 f(0)] , k ∈ N.

Використовуючи те, що f(σ) = f(σ + 2πi), з останньої рiвностi отримуємо:

2ck(σ, f) = ekσ
1

2πk

2π∫
0

e−iktf
′(it)

f(it)
dt− e−kσ 1

2πk

2π∫
0

e−iktf
′(it)

f(it)
dt+

1

k

∑
sj∈Rσ

[(
eσ

esj

)k

−
(
esj

eσ

)k
]
,

k ∈ N. Звiдси випливають рiвностi (19).
Рiвнiсть c−k(σ, f) = ck(σ, f), випливає безпосередньо з введення ck(σ, f). Лема 2.1

доведена.

Нехай f — вiдмiнна вiд тотожного нуля функцiя, що мероморфна в замиканнi пря-
мокутника Rσ = {η + it : 0 < η ≤ σ, 0 ≤ t < 2π} i f(σ) = f(σ + 2πi). Припустимо, що f

не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂Rσ. Через {sj} позначимо множину нулiв f в Rσ, через
{pj} — множину її полюсiв в Rσ (sj = σj + itj, pj = Repj + iImpj).

Нехай R∗
σ = Rσ \ (

⋃
j

{τσj + itj} ∪ {τRepj + iImpj}), 1 ≤ τ < ∞ i log f(s) визначений

як в (1), де iнтеграл береться по деякому шляху в R∗
σ

⋃
∂Rσ.

Аналогiчними мiркуваннями прийдемо до наступного твердження.
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Лема 2.2. За вище зроблених припущень правильнi наступнi спiввiдношення:

ck(σ, f) =
ekσαk(f)− e−kσα−k(f)

2k

+
1

2k

∑
sj∈Rσ

[(
eσ

esj

)k

−
(
esj

eσ

)k
]
− 1

2k

∑
pj∈Rσ

[(
eσ

epj

)k

−
(
epj

eσ

)k
]
,

c−k(σ, f) = ck(σ, f) k ∈ N. (30)

де α(f) = 1
2π

2π∫
0

e−ikt f
′(it)
f(it)

dt, k ∈ N.

3 Мероморфнi в пiвсмузi функцiї скiнченного λ - типу

Означення 3.1. Додатна неспадна неперервна i необмежена функцiя λ(σ), при σ > σ0

називається функцiєю зростання.

Означення 3.2. Нехай λ(σ) — функцiя зростання, f — мероморфна функцiя в S,
f 6≡ 0 i f(σ) = f(σ + 2πi). Функцiя f називається функцiєю скiнченного λ-типу, якщо
∃ A, B > 0 такi, що T (σ, f) ≤ Aλ(σ +B) для всiх σ ≥ σ0.

Клас мероморфних в S функцiй скiнченного λ-типу позначимо через Λ, а клас го-
ломорфних в S функцiй скiнченного λ-типу позначимо через ΛH .

Теорема 2. Нехай функцiя f голоморфна в замиканнi пiвсмуги S i така, що f 6≡ 0,
f(σ) = f(σ + it), λ(σ) — функцiя зростання така, що σ = O(λ(σ)), σ → ∞. Тодi
наступнi твердження еквiвалентнi.

(i) f ∈ ΛH ;

(ii) |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ +B), для всiх σ > σ0 i деяких A,B > 0, k ∈ Z;

(iii) |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ+B)
|k|+1

, для всiх σ > σ0 i деяких A,B > 0, k ∈ Z.

Доведення. Якщо виконується (i), то T (σ, f) ≤ Aλ(σ + B), при деяких A,B > 0 i всiх
σ > σ0. Тодi згiдно з (2), властивiстю | log x| = log+ x + log+ 1

x
, де x > 0, i пунктом (iv)

теореми 1 отримаємо

|ck(σ, f)| =
1

2π

∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

2π∫
0

|log |f(σ + it)|| dt

≤ 1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ + it)|dt+ 1

2π

2π∫
0

log+
1

|f(σ + it)|
dt

≤ m0(σ, f) +

(
σ

σ0

− 1

)
m0(0, f) +m0(σ,

1

f
) +

(
σ

σ0

− 1

)
m0(0,

1

f
)
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−
(

σ

σ0

− 1

)
1

2π

2π∫
0

| log |f(it)||dt ≤ 2T (σ, f) +
σ

σ0

1

2π

2π∫
0

| log |f(it)||dt

≤ 2Aλ(σ +B) + Cσ ≤ A1λ(σ +B), k ∈ Z,

де C стала, A1 = max{2A,C}.
Нехай виконується (ii). Тодi з рiвностi (19) маємо:

e−kck(σ + 1, f)− ck(σ, f) = −α−k(f)

2k
(e−k(σ+2) − e−kσ) +

1

2k

∑
σ<σj≤σ+1

(
eσ

esj

)k

−e−k

2k

∑
0<σj≤σ+1

(
esj

eσ+1

)k

+
e−k

2k

∑
0<σj≤σ

(
esj

eσ

)k

, k ∈ N.

Звiдси

|ck(σ, f)| ≤
|ck(σ + 1, f)|

ek
+

|α−k(f)|
2k

+
n(σ + 1, 1

f
)

2k
+

n(σ + 1, 1
f
)

2kek
+

n(σ, 1
f
)

2k
, k ∈ N.

Але, оскiльки

N(σ + 1,
1

f
) ≥

σ+1∫
0

n(η,
1

f
)dη ≥

σ+1∫
σ

n(η,
1

f
)dη ≥ n(σ,

1

f
),

то

|ck(σ, f)| ≤
|ck(σ + 1, f)|

ek
+

|α−k(f)|
2k

+
N(σ + 1, 1

f
)

2k
+

N(σ + 1, 1
f
)

2kek
+

N(σ, 1
f
)

2k
, k ∈ N.

Враховуючи (3), отримаємо таку нерiвнiсть

N(σ,
1

f
) < |c0(σ, f)|+ C1σ, σ ≥ σ0 > 0, (31)

де C1 — стала.
Використовуючи властивiсть c−k = ck, умову (ii) та (31), отримуємо

|ck(σ, f)| ≤
A1λ(σ +B1)

|k|+ 1
, k ∈ Z,

для всiх σ ≥ σ0 > 0 i деяких A1, B1, таких, що A1 = max{4A, 3C1}, B1 = B + 1.

Припустимо, що виконується (iii), тодi

T (σ, f) = m0(σ, f)−
σ

σ0

m0(σ0, f) + (
σ

σ0

− 1)m0(0, f) ≤
1

2π

2π∫
0

| log |f(σ + it)||dt
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+Cσ ≤

 1

2π

2π∫
0

|log |f(σ + it)||2 dt


1
2

+ Cσ =

[∑
k∈Z

|ck(σ, f)|2
] 1

2

+ Cσ

≤ A

[∑
k∈Z

1

(|k|+ 1)2

] 1
2

λ(σ +B) + Cσ ≤ A2λ(σ +B),

при всiх σ ≥ σ0 > 0 i для деяких сталих C,A2, а це означає, що f ∈ ΛH . Таким чином,
з (iii) випливає (i).
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The Nevanlinna characteristic of meromorphic functions in a half-strip, such that f(σ) =

f(σ+2πi), is introduced, and its main properties are investigated. A criterion of λ-type finite-

ness of holomophic in the half-strip functions in terms of Fourier coefficient of log |f | is obtained.

Сокульска Н.Б. Мероморфные функции конечного λ-типа в полуполосе // Карпатские ма-
тематические публикации. — 2012. — Т.4, №2. — C. 328–339.

Введена характеристика Неванлинны мероморфных в полуполосе функций таких, что
f(σ) = f(σ + 2πi), доказаны ее основные свойства. Получен критерий конечности λ-типа
голоморфной в полуполосе функции f в терминах коэфициентов Фурье логарифма ее
модуля.


