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Рукопис статті, що описує математичні методи в хемії та хемічній технології, містить теорію 
дисперсійної аналізи. Матеріал може бути прикладений для опису аналізів у хемічній технології 
експериментальних досліджень.
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В с т у п
А к т у а л ь н і с т ь  т е м и .  Метою

більшости досліджень у хемії та хемічній 
технології є вирішення складних
багаточинникових експериментальних завдань, 
які пов'язані зі встановленням надійних зв'язків 
між неперервними випадковими величинами, 
пошуком оптимальних рішень якости матеріалів, 
пошуком оптимальних умов проведення хеміко -  
технологічних процесів, розробкою раціональних 
конструкцій хемічного обладнання тощо.

1 . І с н у ю т ь  д в а  р і з н и х
ш л я х і в  п ід х о д ів  д о  в и р і ш е н н я
т а к и х  з а в д а н ь . Традиційні методи 
досліджень у хемії та хемічній технології 
пов'язані з «пасивним» експериментом, який 
потребує значних витрат і часу. У пасивному

експерименті вирішенню експериментальних 
завдань передує всебічне дослідження механізму 
процесу та властивостей речовини. «Пасивний» 
експеримент пов'язаний з почерговим 
варіюванням окремих змінних. Базуючись на 
результатах такого дослідження можна створити 
наближену теорію процесу, за допомогою якої 
можна вирішувати подальші експериментальні 
завдання. Але точність і надійність таких 
результатів низька. Та й системи, які належить 
описати теоретично та їх оптимізувати є 
багаточинниковими, багаторівневими та 
виявляються настільки складними, що не 
підлягають теоретичному вивченню у прийняті 
терміни. Окрім того, у більшости випадків 
експериментальні завдання вирішуються при 
неповному знанні механізмів процесів та явищ. 
Методологія находження таких рішень 
залишається неформалізованою.
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2. Д р у г и й  м е т о д
в и к о р и с т о в у є  т е о р ію  « а к т и в н о г о »
е к с п е р и м е н т у , що дозволяє вибрати
оптимальну стратегію дослідження при неповноті 
знанні про об' єкт дослідження та багаточинникові 
завданні. При цьому, на кожному етапі 
дослідження використовують математичне 
планування та аналізу експерименту. 
Математичне планування та аналіза експерименту 
базується на низці загально-методичних 
концепціях:

1 ) дисперс ійно ї аналізи;
2 ) реґресійної аналізи;
3 ) кореляційної аналізи;
4) рандомізації (надання випадкового 

характеру реалізації дослідів та їх 
повторень);

5) послідовного експерименту;
6) оптимального використання

чинникового простору;
7) компактности інформації;
8) статистичних оцінок, тощо.

3 . М е т а  т а  з а в д а н н я  
д о с л і д ж е н н я .

М ет а  р о б от и  п олягала  в узагальнені, 
систематизації матеріалу для більш точного 
дослідження математичних методів у хемії та 
хемічній технології, а саме: дисперсійної аналізи.

О б'єкт ом  дослідж ення був літературні 
джерела інформації з математичних методів у 
хемії та хемічній технології.

П редм ет ом  дослідж ення  був огляд та 
аналізи літературних джерел інформації з 
математичних методів у хемії та хемічній 
технології.

Для досягнення поставленої мети 
необхідно було вирішити наступні 
завдання:

а) зробити огляд теоретичного матеріалу про 
математичні методи в хемії та хемічній 
технології;
б) опрацювати теоретичний матеріал про 
дисперсійну аналізу;
в) застосувати метод та методологію 
дисперсійної аналізи в експериментальних 
дослідженнях у галузях хемії, хемічній 
технології, фізичному та хемічному 
матеріалознавстві, в медичній хемії, харчовій 
хемії, фармацевтичній хемії, тощо.

Р о з д і л  1

Д И С П Е Р С І Й Н А  А Н А Л І З А  ( т е о р е т и ч н а  ч а с т и н а )

1 .1 . С т а т и с т и ч н а  р і в н і с т ь  д в о х  ґ е н е р а л ь н и х  д и с п е р с і й  

1. Н е х а й  м а є м о  д в а  в а р і а ц і й н и х  р я д и  д л я  д в о х  неперервних випадкових 
величин Х та У:

Х: х 1 < х2 < х 3 < .. . < х і < .. • < х№: х , Зх2, Зх, Кх,... ( 1 . 1 )

VIVI£VI

>н‘ VIVI

£00|>ї1VI ( 1 .2 )

2 . В и с у в а є м о  н у л ь о в у  г іп о т е з у :  Но: а х 2 = а /

Т  Т  оцінки
Зх2 *  Зу2,

або словами:
Н0: дві генеральні дисперсії а х2 і а у2, яким дана оцінка за відповідними вибірковими дисперсіями, Зх2 і

Зу2, статистично рівні.
Альтернативною гіпотезою Н 1 (щодо Н0) буде гіпотеза:

Н і: а х *  а у

нерівні.

2 2  : *  а у
Т Т оцінки
Зх2 *  Зу2

або словами:
Н1: дві генеральні дисперсії, яким дана оцінка за відповідними вибірковими дисперсіями, статистично 

Нехай: Зх2 > Зу2, де відповідні вибіркові дисперсії дорівнюють:
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8 2
X 8 8

і
> 82

8 8 ,
і , (1.3)

де ґх — Мх — 1 , ґу — Му — 1  — числа відповідних ступенів вільностей.
3. Перевірку Н 0 та Н 1 проведемо за критерієм Фішера, розрахувавши перед 

цим статистику Рр: Нехай 8х2 > 8у2:
п 2  п 2

“С _ 8 тах  _ 8 х
Р п 2  о  2

^ т іп  ^ у
(1.4)

4. Аналіза:
а) якщо Рр <  Ра — Рт (а ; Ґт ах—Ґх—Мх- 1  ; ґтіп ґу—Му-1}, то Но приймається з рівнем 

значущости а  — 1 -р (з рівнем ймовірности р=1 -а) за обсягах двох виборок N  та Ху, тобто: дві генеральні 
дисперсії статистично рівні (дві відповідні вибіркові дисперсії статистично однорідні).

Введемо у науковий обіг означення ступеня рівности двох генеральних дисперсій за критерієм Фішера 
Р:

5і(Р) = ^  > 1, (1.5)
Р р

а так як ми маємо справу зі статистичними оцінками, то при цій статистичній рівности залишковий 
ступінь нерівности двох генеральних дисперсій дорівнює:

р

5 2(р) = ррра < 1 (“ )
б) якщо Рр > Ра = Рт {а; Ґтах—Ґх—Мх-1; Ґтіп—Ґу—Му-1}, то Но відкидаємо з а  — 1 -р 

(р=1 -а), а  приймаємо альтернативну гіпотезу Н  з а  — 1 -р (р=1 -а) та обсягами вибірок N  та Ху, тобто: дві 
генеральні дисперсії статистично нерівні (відповідні вибіркові дисперсії статистично неоднорідні).

Введемо у науковий обіг означення ступеня нерівности двох генеральних дисперсій:

р

5 2(р) = ь Р а  > 1, ^
А так, як ми маємо справи зі статистичними оцінками, то при цій статистичній нерівности залишковий 

ступінь рівности двох генеральних дисперсій:

5і(Р) = ^  < 1. (1.8)
Р р

1.2. Статистична рівність двох математичних сподівань
1. Для рядів (1.1) і (1.2) висуваємо нульову гіпотезу оцінки:

Н0: ах ау
Ї  Ї

х  Ф у
або словами:
Н0: дві генеральні середні (математичні сподівання) ах і ау, яким дана оцінка за відповідними 

вибірковими середніми х  і у , статистично рівні).
Альтернативною (відносно Н0) гіпотезою буде гіпотеза Н1 оцінки:

Нд: ах ф  ау
Ї  Ї

х Ф у
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або словами:
Н1: дві генеральні середні (математичні сподівання) ах і ау, яким дана оцінка за відповідними 

вибірковими середніми х  і у , статистично нерівні.

2. Перевірку Н 0 та Н 1 проведемо за критерієм Стьюдента 1т = 1а:
1) Якщо попередньо доведено, що ґенеральні дисперсії двох сукупностей

неперервних випадкових величин статистично рівні стх2 = сту2, то розраховуємо об’єднану вибіркову дисперсію:

8 8 х + 8 8 у

8 х у  _  '

88ху ^  +  Ґу 8у

1 +1у ху N + N -  2 (1.9)

2) Розраховуємо за абсолютною величиною статистику 1 р:

і
р

х -  у
8 1 1+

ху N  Nу

( 1 . 1 0 )

3. Аналіза:
а) якщо при цьому | Ір | < !а = !т{а; Ґху= ^ х+Му-2}, то Н0 приймаємо з а=1-р(р=1- 

а), тобто генеральні середні статистично рівні ах = ау, а відповідні вибіркові середні статистично однорідні. 
Введемо у науковий обіг означення ступеня рівности двох генеральних середніх:

%і(і)
і т ( а )

і р
> 1 , ( 1 1 1 )

а так як ми маємо справу зі статистичними оцінками, то за статистичній рівности залишковий ступінь 
нерівности двох генеральних середніх дорівнює:

% 2(І) і т ( а )  < 1; ( 1 . 1 2 )

б) якщо при цьому | !р | > 1а = Іт{а; ^ = N ^ N ^ 2 } , то Н0 відкидаємо з а=1-р (р=1-а), приймаємо Н  з а  = 
1 -р (р=1 -а) -  генеральні середні статистично нерівні ахФау, а вибіркові середні відповідно статистично 
неоднорідні.

Введемо у науковий обіг означення ступеня нерівности двох генеральних середніх:

% 2 (І)
і т ( а )  > 1 (1.13)

При цьому за нерівністю залишковий ступінь рівности двох генеральних середніх дорівнює:

%і(і)
і т ( а )

і р

< 1 . (1.14)

4. Якщо попередньо доведено, що ґенеральні дисперсії двох сукупностей 
неперервних випадкових величин статистично нерівні стх2 Ф сту2, то розраховуємо за абсолютною величиною 
статистику ї р:
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І р
X -- у

8 2х
^ 2

+  — ^
N NV у

(1.15)

а )  ЯКЩ О п р и  ц ь о м у  | Ір | < Іа = Іх {а; Ґ}, то Н0 приймаємо з а  = 1-р (р=1-а), тобто 
Генеральні середні статистично рівні ах=ау, а вибіркові середні статистично однорідні зі ступенем рівности 
двох генеральних середніх:

ш
І т ( а )

ір
> 1 , (1 1 6 )

при цьому залишковий ступінь нерівности становить:

£  2 ( І )
І т ( а )  < 1.

(1.17)

б) якщ о при цьому | Ір | > 1а = Іх {а; Ґ}, то Н0 відкидаємо з а  = 1-р (р=1-а), тобто 
приймаємо Н  з а  = 1 -р (р=1 -а) -  ґенеральні середні статистично нерівні ах̂ ау, а вибіркові середні 
статистично неоднорідні зі ступенем нерівности:

£ 2 (І)
_ Ч _

Іт (а ) > 1 , (1 1 8 )

при цьому залишковий ступінь рівности становить:

£і(і)
І т ( а )

ір
< 1 . (1.19)

Теоретичні значення критерію Стьюдента вибирають із таблиць для числа ступенів вільностей:

і  =
і  ■ іX у

і уС2 + (1 -  1
( 1 .2 0 )

де с = (якщо § 2 > § 2 ). ( 1 .2 1 )

1.3. Одночинниковий експеримент 
1.3.1. Статистична рівність ряду ґенеральних дисперсій

1 . Нехай виконується реальний експеримент під час дослідження функції у=ґ(х).

2. Експеримент сплановано таким чином, що чинник Х варіюється на N рівнях (і); на 
кожному рівні і плануємо повторні досліди Пі-раз.

3. М одель такого експерименту:
ау = а0 + Фі + Єу, ( 1 2 2 )

де ао -  середній результат;
Фі -  ефект від Х-чинника на і-рівні;
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Єщ -  помилка досліду на і-рівні при ̂ повторенні.

План такого експерименту подано в табл. 1.1.
4. Усім дослідам, включаючи І повторні, присвоєно номери, згідно цих чисел 

досліди рандомізовано у часі за таблицею випадкових чисел.

5. Результати експерименту занесені в табл. 1.1.
6 . Розрахуємо середню кожного ряду:

Уі =

“ і

Х У і:
1=1

П-
(1.23)

7. Розраховуємо загальну середню:

У =

N Пі

Е Е  у»
і=1 1=1

і=1

N
Е  піуі

= і=1N

і=1

(1.24)

Таблиця 1.1

План та результати одночинникового експерименту
Р івен ь  

ч и н н и ка  
Х  (і)

П о вто р н і д о сл ід и В сього  
п овторн и х  

д о сл ід ів  (п) 

ряду

С ер ед н ій  

р езу л ьтат  У 
ряд ку  Уі

Д и сп ер сія
С 2р яд у  8 і

С ер ед н є  
квад р ат  

ичне 
в ідхи лен  

ня у 

р яд у  8 і

1 2 і Пі

р езу л ьтати  експ ер и м ен ту

1 У11 У12 У1І У1п1 п 1 У1 8 12 81

2 У21 У22 У2І У2п2 п2 У2 §22 82

і Уі1 У і2 Уіі Уіпі пі Уі 8 і2 8 і

N УN1 УN2 УХІ УХпХ пх Ух 8х 2 8х

8 . Розрахуємо дисперсію в ряду:
пі

Е  (у ,-  ю 2

8? = ^ _ 8 8 і

п -1 £ ’
де число ступенів вільностей для дисперсії результатів і-ряду:

її = Пі -  1.
9. Розраховуємо загальну дисперсію всього експерименту:

N
Е  X  8 ?

2 _ і=18? = ____ 88
ґ  N Л р
Е  Пі -  N -

V і=1 У

(1.25)

(1.26)

(1.27)
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ґ N Л
де ґ2 =1 Е П І_ N - число ступенів вільностей для дисперсії всіх результатів (табл. 1.1.) (1.28)

V і=і
У разі, коли п1 = СОП5Ї = п, то число ступенів вільностей:

Ї2 = Мп -  1). (1.29)
1 0 . П роцедурою доведемо або приймаємо , якщо для цього є підстави, що результати

у кожному ряду підпорядковані нормальному закону розподілу (н.з.р.) Ґавса.
11. Висуваємо нульову гіпотезу Н 0:

2 2 2 2Н 2 _ 2 _ _ 2 _ _ 2о: а  = <5 2 а  —.. .— 5 м
Т Т

§ 1 2 Ф §22 Ф

Т Т оцінки
. ф 8і2 ф .  ф 8м2

(ряд генеральних дисперсій статистично рівний).
12. Альтернативною (до нульової Н 0) буде гіпотеза Н1:

2 2 2 2 Н1: а 1 ф а2 Ф...Ф аі Ф...Ф
Т Т Т Т оцінки
812 ф §22 ф ...ф 8і2 ф... ф 8м2

(ряд генеральних дисперсій статистично нерівний),
13. Перевірка нульової гіпотези Н 0:
1) якщо Пі = еоп8І = п, то Н0 перевіряють за критерієм Кохрана 

(Кохрена, Кокрана, Кокрена), розраховуючи статистику:
§2

о р = (1.30)
Е  §2
1=1

2де 8і тах — максимальна дисперсія у ряду дисперсій;
N

Е  §2 - сума N дисперсій всього ряду, включаючи з 8і2тах. 
і=і

а) якщо при цьому С р < С а = С Т {а; М ґі=пі-1=п-1), де Оа =От — табличне
значення критерія Кохрана, то Н0 приймаємо з а = 1-р (р — 1 — а) — ряд генеральних дисперсій статистично 
рівний (відповідний ряд вибіркових дисперсій статистично однорідний).

Введемо в науковий обіг означення ступеня рівности ряду дисперсій за критерієм Кохрана:

5  )
Я г С о )

О  ^р

(1.31)

при цьому через статистичні оцінки залишковий ступінь нерівности ряду дисперсій за критерієм 
Кохрана становить:

5 2 (О )
О__ р

От(а) < 1 . (1.32)

б) якщо при цьому Ор > От {а; М ґі=пі-1=п-1) , то Н0 відкидаємо з а = 1-р (р — 1 — а), 
тобто приймаємо Н з а = 1-р (р — 1 — а) — ряд генеральних дисперсій статистично нерівний (відповідний ряд 
вибіркових дисперсій статистично неоднорідний).

Введемо в науковий обіг означення ступеня нерівности ряду дисперсій за критерієм Кохрана:
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5 2 (О )
О______ р

О т (а) > 1 , (1.33)

при цьому через статистичні оцінки залишковий ступінь рівности ряду дисперсій за критерієм Кохрана 
становить:

5 .  ( О )
О ( а )

О  “
р

(1.34)

2) я к щ о  Пі =  СОП8І а б о  Пі Ф СОП8І, то Н0 перевіряють за критерієм Фішера,
розраховуючи статистику Рр:

Я 2
Рр - ^2 “ , (1.35)

Я тіп

де 812тах, 8/ тт  -  максимальна та мінімальна дисперсія відповідно, які вибрані із ряду дисперсій;

а )  я к щ о  п р и  ц ь о м у  Рр < Ра = Рт{а; ^ = N ^ « -1; £тіп=^тіп-1}, де Ра = Рт -
табличне значення критерія Фішера, то Н0 приймається з а  = 1-р (р=1-а) -  ряд генеральних дисперсій 
статистично рівний (відповідний ряд вибіркових дисперсій статистично однорідний).

Введемо в науковий обіг означення ступеня рівности ряду дисперсій за критерієм Фішера:

5,(р) = ЩД) > 1, (1.36)
рр

при цьому через статистичні оцінки залишковий ступінь нерівности ряду дисперсій при їх 
статистичній рівности за критерієм Фішера становить:

р
52(Р) = РРрОІ < 1. (1.37)

б ) я к щ о  п р и  ц ь о м у  Рр > Ра = Рт {а ; Ґтах; Г̂ Д , то Н0 відкидається з а  = 1 -р (р=1 -а), 
приймається альтернативна гіпотеза Н  з а  = 1 -р (р=1 -а) -  ряд генеральних дисперсій статистично нерівний 
(відповідний ряд вибіркових дисперсій статистично неоднорідний).

Введемо в науковий обіг означення ступеня нерівности ряду дисперсій за критерієм Фішера:

р
52(Р) -  р (а ) > 1, (1 3 8 )

при цьому через статистичні оцінки залишковий ступінь рівности ряду дисперсій при їх статистичній 
нерівности за критерієм Фішера становить:

5,(Р) = < 1 . (1.39)
рр

3) якщо Пі =  у а г , то для перевірки Н0 застосовують більш точний критерій Бартлета
(точніше критерій Пірсона % 2 у формі Бартлета), розраховуючи статистику %2р:

2 1Хр = -р с
/ ч N
£ > § 2 ) - £  £ > 3 2)

де с = 1

1п 10 1 + — 3Ґ,

і=1
(  NN 1 1

У -  -  1
£-,£ £V і= 2 У

(1.40)

( 1 4 1 )

(  N Л
4ї=пі-1; £̂= N - 1 ; £ - 11  пі -  N ; Я2 =

V і=, у

І  (у ,-  у, ) 2 І  ( і-  я2 )ї-1 • С2 _ і=, .; Я2
2
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N -  число дисперсій (табл. 1.1).

а )  Я к щ о  п р и  ц ь о м у  Х2р  ̂Х2а =Х2т {а; Ґі }, де Х2а =Х2т -  табличне значення критерія 
Пірсона, то Н0 приймається з а  = 1-р (р=1-а) -  ряд генеральних дисперсій статистично рівний (відповідний ряд 
вибіркових дисперсій статистично однорідний).

Введемо в науковий обіг означення ступеня рівности ряду дисперсій за критерієм Пірсона у формі 
Бартлета:

5і(х2) = Хф ) > 1 , (1.42)
х р

при цьому через статистичні оцінки залишковий ступінь нерівносте ряду дисперсій при їх статистичній 
рівности за критерієм Пірсона у формі Бартлета становить:

х2
ш 2)^ < 1. ( 1 4 3 )

2 2
б ) Я к щ о  п р и  ц ь о м у  Х р > Х т {а; 1̂}, то Н0 відкидається з а  = 1-р (р=1-а). Приймаємо Н 1 -  

ряд генеральних дисперсій статистично нерівний (відповідний ряд вибіркових дисперсій статистично 
неоднорідний).

Введемо в науковий обіг означення ступеня нерівности ряду дисперсій за критерієм Пірсона у формі 
Бартлета:

х2
5 2(х 2)=хї1Ро > 1  (1 44 )

при цьому через статистичні оцінки залишковий ступінь рівности ряду дисперсій при їх статистичній 
нерівности за критерієм Пірсона у формі Бартлета становить:

5і(х2) = ^ Ф ) < 1 . (1.45)
х р

1 .3 .2 . П о р і в н я н н я  д в о х  в и б о р о к  з а  їх  о з н а к а м и

1. У  т а б л .  1 .2  п р и в е д е н и й  п р и к л а д  с т а т и с т и ч н и х  д а н и х  з а  о з н а к а м и  

д л я  д в о х  о б ’є к т і в  п о р і в н я н н я .
У табл. 1.2: п1і, п2і -  абсолютні частоти зустрічі ознак у відповідній виборці;

®ц , ю 2і - відносні частоти зустрічі ознак у відповідній виборці; к -  кількість ознак; ^ ,  N  -  загальна 
сума абсолютних ознак у відповідній виборці.

2 . В и с у в а є м о  н у л ь о в у  г іп о т е з у :
Н0: немає статистичної різниці (відмінносте) між об’єктами 1 і 2 за їх ознакамии. 
Альтернативною до Н0 буде гіпотеза:
Н1: між об’єктами 1 і 2 існує статистична різниця (відмінність) за їх ознакамии.

3 . Р о з р а х о в у є м о  с т а т и с т и к у  %2р :

х2
Р N , N 2 £

і=1

2

у  N  N 2  у

П 1і +  П 2і

к

N , N 2 £

і =1

К  ~ Ю 2і )2

П 1і +  П 2і

(1 4 6 )
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Таблиця 1.2

і
Назва
ознаки

О б’єкт 1 О б’єкт 2

П1 і и П2і
П2і©2І = ~

21 N 2

1 ЬіСІ П1 1 © 1 1 П21 © 2 1

2 КаС 1 П12 © 1 2 п 22 © 2 2

КаР,
КаВг...

і КС1 П1 і © 1 і П2і ©2і

КР,
КВг...

к С8С1 П1к © 1к П2к ©2к

сГи£

1 , 0

к

N 2 = 2  П2і
І = 1

1 , 0

4. Аналіза:
\ 2 ^  2 2 ( п'к 2 2

а )  якщо 1  р <  1  а = 1  т { а ;  І } ,  д е  1  а = 1  т — табличне значення критерія Пірсона; Ґ=к-1, то 
Н0 приймається з а  = 1-р (р=1-а) -  між двома вибірками відсутня статистична різниця (відмінність).

При цьому ступінь статистичної однаковости об’єктів 1 і 2:

,2ч ХТ(а)
?і(Х2) = XV  > 1 .

1,
із залиш ками ступіня статистичної відмінности об’єктів 1  і 2 :

1 2
42(Х2) = 1 > )  < 1 .

(1.47)

(1.48)

б) якщо 12ро3р > %2т {а; Ґ}, то Н0 відкидається з а  = 1-р (р=1-а). Приймаємо Н 1 з а  = 1-р (р=1- 
а) між об’єктами дослідження існує статистична відмінність.

При цьому:
Ступінь статистичної відмінности об’єктів 1 і 2:

42(12) =
1 р

1 т(а)
> 1 . (1 4 9 )

Із залиш ками ступіня статистичної однаковости об’єктів 1  і 2  у 
статистичній відмінности:

^.(х 2) = ^ 4 ? )  < 1 .
1  р

(1.50)

1.3.3. Рівність ряду математичних сподівань (ґенеральних середніх)
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1. З а  р е з у л ь т а т а м и  т а б л .  1 .1  п е р е в і р и м о  р і в н і с т ь  р я д у  ґ е н е р а л ь н и х  

с е р е д н іх  з а  в і д п о в і д н и м и  в и б і р к о в и м и  с е р е д н ім и .

2 . В и с у в а є м о  н у л ь о в у  г і п о т е з у  Н0: ау1 = ау2 =.. = ауі = .. = аум
Т Т Т Т оцінка
у і * у 2 * ••• * уі * ••• * ук •

(ряд ґенеральних середних статистично рівний).
3 . Д о в о д и м о  о д н о р ід н і с т ь  в и б і р к о в и х  дисперсій рядків (рівність відповідних 

ґенеральних дисперсій).
4 . Д о в о д и м о  а б о  п р и й м а є м о , що результати у кожному ряду підпорядковані нормальному 

закону розподілу Ґавса:
5 . Р о з р а х у н о к  д и с п е р с і й :
а )  Д и с п е р с і я  з а  р і в н я м и  ч и н н и к і в :

8
2
1

N
оо 2 (у , -  у )2
8 8 1 = ̂ --------- , Ґ1 = N - 1 .

^  N  - 1 1 (1.51)

б) Дисперсія внутріш ня (залишкова) [сумарна в середині повторних дослідів]:

У У (о о  ! ! ( Уі.І Уі )  ґ  N л

82 =  у 2  =  ---------- ,  Г 2 = 1 ! Пі  І - N ,

2  Пі
ч і=1

-  N , і =1 У

де 8 2 2= У 2 застосовують для оцінки дисперсії помилки всього експерименту.
в )  З а г а л ь н а  ( п о в н а )  д и с п е р с і я :

! і ( у , -  у)
£і2 _  8 8 3 _  і=1 І=1

N Л
гз =12  п2 N Л ’ "3

2  Пі - 1  ̂і=1 у
чі=1 у

- 1 •

(1.52)

(1.53)

6 . Аналіза:
1) Вплив чинника (розраховуємо статистику Кр):

§2 §2
Якщо Рр = —̂ = -у  < Рх(а; Ґ1 ; £2 }, Но приймаємо з а = 1 -р (р= 1  -  а) (ряд ґенеральних середніх

8 2 8 є
за рівнями чинника статистично рівний на рівні помилки всього експерименту), при цьому 

Ступінь рівности:

1̂(Р)
Рт(а)

Р„ > 1 . (1.54)

2 ) т о д і  в с і  р е з у л ь т а т и  е к с п е р и м е н т у  належать до одного фраґменту ґенеральної
N - 2 2сукупности з нормальним законом розподілу обсягом 2  П; з параметрами: ау ^  у ; Су ^  8 3

тт • • • 23) Довірчі інтервали та довірча ймовірність для ау та Сту :

3

і=1

104



Вісник Прикарпатського національного університету імені Василя Стефаника.
Серія Хімія. Випуск ХХІІ (2018), С. 63-90

І88К 2310-1288

( \

Р
_ З , І Т |(Х?Р, } _ З , І Т і(Х? Р  }у  — 3 ^  7 3  < а < у  + 3 т 1 3

N

І
І  Пі
1=1

N

і
І  п
і = 1

= 1 - а

3— <а2  < г2З2 3
Л

Р3 +1 у 2 3 Р +1±3 + 1
= 1 - а ;

або

(1.55)

(1.56)

Р З2Р3З3

Х т  1 2 ; ±3
< а у <

Р З2Р3З3

Х т ] 1 2 ; ±3

= 1 - а (1.57)

4) Якщо Рр >ГТ, то Н 0 відкидаємо, приймаємо Н 1 :
Вплив чинника за рівнями статистично суттєвий, порівняно з помилкою експерименту, при цьому:
Ступінь нерівности:

4 2 (Р)
к

Рт(а)
> 1 . (1.58)

Із залишками ступеня рівности у нерівности:

6 ( р  ) = ^  < 1.
р ,

5) Тоді ми маємо ситуацію , коли результати експерименту кожного рядка (системи 
спостережень) як виборки, що взяті з відповідних генеральних сукупностей з нормальним законом розподілу
Ґавса обсягом п1 кожна з параметрами: ауі ^  у і; Су2 ^  8 2^

6 ) Довірчі інтервали та довірча ймовірність для ау та ау2:

Р
З2ІТ {а;р2 } „ — , З2̂Т {а; Р2 }

Уі
-’2Ч  {а;±2

л/пі
< ау < Уі +■ 2 4  {а ;±2 

у /^ і
= 1 - а :

Л
2с2— < а 2 < г2З2— -  

Р +1 у 2 Р +1
= 1 - а ;

*-2 1 V

або

(1.59)

(1.60)

Р З2 ±2З2

Х т  1 2  ; ±2

< а у <
Р З2 ±2З2

Х Т  2 ;Р2

= 1 - а

7) Оцінка дисперсії середніх:

з 2 =  з 2 =
N  - 1

4 і З у і N

І
і=1

( З 2 -  З 2  ) = Р  ( з 2 -  З 2 ) .

(1 6 1 )

(1.62)

Р

Р

у

Р

Р
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1.3.4. Обґрунтування нижніх і верхніх ґарантованих толерантних меж

1. Нижню толерантну межу Хн знаходять для заданого рівня довірчої ймовірности у та рівня 
значущости а  = 1  -  р, виходячи з умови Х > Хн (1). При нормальному законі розподілу результат досліду 
характеризується хн= х — кз (2 ), яке з довірчою ймовірністю у гарантує в р 1 0 0 % = ( 1  -  а ) 100% випадках 
дотримання умов (1). Рівняння (2) є оцінкою рівняння хн=ах -  кст.

Для верхньої толерантної межі Х<хв:
хв= х + кз — оцінка > хв=ах + ка, (1.63)

де к = ї і + 2у
4 ш

+
5 2̂ +10^

12К (1 6 4 )

2р, 2у - квантилі нормального закону розподілу для ймовірностей р і у.

1.4. Двочинниковий експеримент

1) у—Г (Хі , Х2) на рівнях N 1(1 ) та N 2( 1) відповідно. Кількість повторних дослідів п=соп5ї.

2) М одель експерименту:

ау = а0 + Фі + Ф] + Фц + єцу, (1.65)

де ао -  загальний ефект;
Фі - ефект від х1 -чинник на і-рівні;
Фі - ефект від х2- чинник на _і-рівні;
Фіі -  ефект взаємодії двох чинників хі на і-рівні та х2 на _і-рівні;
єі]У-  помилка досліду на і-рівні х1-чинника та на фрівні х2-чинника при V-повторних дослідів.
3) План експерименту і результати занесені в табл. 1.3 (попередньо проведена

нумерація дослідів, в т.ч. і повторних, і їх рандомізація).

Таблиця 1.3

План та результати двочинникового експерименту

.і 1 2 .І N2

Х ^
Х21 Х21 Х21 Х21
1 2 ... V ...п 1 2 ... V ...п 1 2 ... V ...п 1 2 ... V ...п

1 Х11 У111 У112.У п у .У п п У 121 у122---У12у - У12п У1І1 У1і2...У1Іу...У1іп
У1Ш1 УШ22--- 
УШ2у---УШ2п

2 Х12 у 211 у212. у21у . у21п У 221 у222---У22у - У22п у2Ї1 у2і2^ у2іу. у2іп
У2N21 У2Ш2---
у2Шу • • -У2Шп

І Х1І УІ11 Уі12.У і1у.У і1п Уі21 Уі22---Уі2у---Уі2п Уі]1 Уч2.Уі]у.Учп
уіN21 уіШ2 .  
уіШу • • ХіШп

N 1 Хш1
УЮ11 УN112 .
у№1у---У№1п

УN121 УЮ22--- 
у№2у---У№2п

УЮЦ УЩ)2--- 
у№ІУ---У№іп

УN1N21 У№№2--- 
уN1N2V • • -УцШ2п

4) Доводимо за кожною системою спостережень, що результати підпорядковані 
нормальному закону розподілу.

5) Доводимо однорідність ряду дисперсій для системи спостережень.
6 ) Середня системи спостережень:
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П
1  УУУ

Уіі = —----- ( 1 .6 6 )п
7) Дисперсія в системі спостережень

8 2  = - З Т  -  У і і )  > ^  =  п  - 1
п  1 У = 1

= п -1 = СОП8І .

8 ) Зведемо середні в табл. 1.4.
9) Середня ряду:

10) Середня ґрафа:

N 2 N 2 п

І У  І І У іУУ
-  1= 1 1= 1 У=1
Уі. =  ^ ^ ----------

N 2 ^ п

N N 1 п

І У  Н у».
у  =  і=1 =  і=1 У=1_______

У° N  ^ п

(1.67)

(1 6 8 )

(1 69 )

Таблиця 1.4
Матриця середніх результатів для двочинникового експерименту

11) Загальна середня:
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N  N N  N 2 п

Е уі. Е Уо Е Е Уо Е Е Е у,*
У =  і=1 _  І=1 _  1=1 І=1 _  1=1 І=1 у =1

N 1 к 2 N N

12) Дисперсія між середніми за рядами:

-  \2  8 8 1

(1.70)

1 N1

82 = тг—г Е  М у ,  -  у ..)2 = -7і , де Ґ1 = N 1 - 1
^ 1  1 і=1 *1

13) Дисперсія між середніми за ґрафами:

(1.71)

- 2 = — 1—  Е  ^ п (у ; -  у )  =  8 - 2 , де Г2 = N  -1 .  
2 N  - 1 Е  у  .’  і2 2

(1.72)

14) Дисперсія взаємодії двох чинників:

-2 =
1 N N2

Е Е  п|у,, -  (у,. + у.і -  у. .)]2 = ^ , де 9  = (N1 - 1)(М2 - 1). (1.73)(N 1 - 1)Щ2 -  ! ) £ ! £

15) Залиш кова (внутріш ня) дисперсія:
1 ^ ^  п , , ОО

- 4 =^Т Т 7 ---- щ Е Е Е (Уі> - У У  =  ~ Т ± , де ґ4 = ̂ 2(п -1 ) . (1 .74)
^ ) - ^ 2 ( п  1) і=1 1=1 у=1

16) П овна (сумарна, загальна) дисперсія:
N1 N2 п /  ч1 N  ^2 п , ч

- 2  1 Е Е Е ( у » '  -  у 7 = 8 - 5  ’  д е  ^  =  м ^ п  - 1
^ 1 ^ 2 П  1 і=1 )=1 у=1

(1.75)

17) Аналіза:

1. Висуваємо нульову гіпотезу відносно взаємодії двох чинників:
тт 2_ 2_ 2 .Но: С3 —О4 _ — відсутність взаємодії між факторами Х] і Х2.

Т Т оцінка

8 з2*  §42

(чинники хі і х2 можуть або підсилювати один одного (синергізм), або ослаблювати один одного за 
впливом на у (антагонізм), або діяти незалежно).

2. Перевірка Н0:

§2 §2
а) Якщо Р0 =  —З  = —| > Рот(а; ІЗ; 14}, то Н0 відкидаємо з а  (р=1 -  а) (між чинниками х1 і х2 8Д 8„

існує взаємодія).

Якщо ступінь взаємодії:

р
^02(Р) = р - т Е  > 1,0-1,15, р0т(а) (1.76)

NN 2

3

4
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то взаємодією можна знехтувати.

Якщо 602 > 1,15-1,3, то подальші оцінки та висліди будуть приблизними. Якщо 602 > 1,3, то необхідні 
спеціальні методи аналізи.

б) Якщо Р0 <  Рот(а; £3; £3 }, то Н0 приймаємо з а  (р= 1  -  а) (взаємодія статистично мала,

порівняно з помилкою експерименту)
Ступінь малости взаємодії:

є / т _ о̂т(а )  ̂ 1 601(Р) = ~ ----> 1 .Е0р
(1.77)

А ступінь ваговости взаємодії при цьому

Е
= ^ Ч  < 1Еот (^)

(1.78)

в )  Тоді дисперсію помилки 8 42 - 8 82 обєднують з дисперсією взаємодії 832, утворюючи
нову помилку експерименту 862=8342:

Ч2 0 2 _  883 + 8 8 ^  Е 8 32 + Г482 _  88^ _  8834
8 6 834 ' Г + Е Г + Е г  гг6 г34

(1.79)

де Гб = Ґ34 = Ґ3 + Г4 = (N1 -  1 )(К2 -1) + КіК2(п -1) = КіК2П -  N 1 -  N 2 +1. (1.80)

1 8 ) Д а л і  д о с л ід ж у є м о  з н а ч у щ і с т ь  в п л и в у  н а  ¥  ч и н н и к а  х 1 , порівняно
новою помилкою експерименту, перевіряючи нульову гіпотезу: 2 2  Н0: 1̂ - 3̂4 .

Т Т оцінка

на У).

§ 12*  §342 

8 2Якщо Р1р = —^~ > р 1т (а; Е; £34}, Н0 відкидаємо з а  (р= 1  -  а) (перший чинник суттєво впливає
8 34

Ступінь впливу суттєвого першого чинника:

62(1) 11р
Е1т(а )

> 1 , 0 (181)

1 9 ) Д о с л ід ж у є м о  з н а ч у щ і с т ь  в п л и в у  д р у г о г о  ч и н н и к а  х 2 із залишками
несуттєвого впливу:

к
6 (1) = - г -  < 1 , 0

к
(1.82)

1Р

з

„  8 2
Якщо Е  =  —— > Р2т{а; Ґ2; Ґ34}, Н0 відкидаємо з а  (р=1 -  а) (другий фактор суттєво впливає на У).

8 34
Ступінь суттєвого впливу другого чинника:

Р

Із залишками несуттєвого впливу:

^ > >>° ( 1 8 3 )
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_  ^ 2 Т  ( а )  ,  і
Ь1(2) ^ < 1 (1.84)

2Р

20) Тоді маємо фрагменти ( ^ ^ )  генеральної сукупности, яка має н.з.р. кожна обсягом п 
з параметрами

ауі) ^  у і)
2 2  

<5у ^  0 3 4

21) Довірчі інтервали та довірча ймовірність для ауу та ау2:

Р 5341т {а, и
Уіі л/п < ауї) < Уі] +— _|_ §з4̂ т {а, ̂ 34 _  2

л/п
= 1 - а ; (1.85)

ВИСНОВКИ
1. Розроблені методика та методологія 

дисперсійної аналізи результатів експерименту в 
хемії та хемічній технології, а саме:

• статистичної рівности (нерівности) двох 
генеральних дисперсій;

• статистичної рівности (нерівности) двох 
генеральних середніх;

• статистичної рівности (нерівности) ряду 
генеральних дисперсій та ряду генеральних 
середніх в однофакторному експерименті;

• статистичної відмінности двох виборок за 
їх ознаками;

• статистичної значущости впливу чинників
на результати двофакторного
експерименту.
2. Розроблені методика та методологія 

обгрунтування нижніх і верхніх гарантованих 
толерантних меж за результатами експерименту 
для внесення даних в нормативні документи.
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