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4 Передмова

Передмова

Моделювання — це потужний унiверсальний метод до-
слiдження й оцiнювання ефективностi рiзноманiтних систем.
Пiд математичним моделюванням розумiють процес створен-
ня для заданого реального об’єкта деякої математичної моде-
лi, якою може бути як система рiвнянь, так i комп’ютерна про-
грама. Математичне моделювання широко використовують у
рiзноманiтних галузях i роздiлах сучасної науки й технiки.

Метою пропонованого практикуму з математичного моде-
лювання є ознайомлення студентiв iз розв’язуванням задач з
рiзноманiтних методiв математичного моделювання.

Практикум мiстить десять тем. До кожної теми наведе-
но короткi теоретичнi вiдомостi, рекомендовану лiтературу,
розв’язанi типовi задачi, запропонованi вправи для аудиторної
i самостiйної роботи. Кiнець розв’язаних прикладiв познача-
ється символом �, проте у тих випадках, де була можливiсть
«загубити» вiдповiдь серед тексту, її написано в кiнцi прикла-
ду.

Практикум написаний на основi досвiду проведення авто-
ром практичних занять з математичного моделювання на фа-
культетi математики та iнформатики Прикарпатського нацiо-
нального унiверситету iменi Василя Стефаника для студентiв
спецiальностей «Математика» i «Прикладна математика».
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Тема 1. Диференцiальнi моделi

Короткi теоретичнi вiдомостi

Диференцiальними називають моделi, якi задаються з до-
помогою диференцiальних рiвнянь. Найпоширенiший метод
побудови диференцiальних рiвнянь полягає у використаннi
фундаментальних законiв природи у конкретнiй ситуацiї, та-
ких як другий закон Ньютона, закон розчинення речовини,
закон Гука та iншi.

Можна рекомендувати дотримуватись такої послiдовностi
дiй при складаннi i дослiдженнi диференцiальних моделей:

1) встановити величини, якi змiнюються у заданому явищi
чи процесi, i виявити закони (формули) вiдповiдної науки, якi
цi величини пов’язують;

2) вибрати незалежнi змiннi i функцiї цих змiнних, якi по-
трiбно знайти;

3) виходячи з вiдомих даних, визначити початковi, крайовi
або iншi умови, якi накладаються на шуканi функцiї;

4) виразити всi величини через незалежнi змiннi, шуканi
функцiї та їхнi похiднi або прирости незалежних змiнних i
функцiй;

5) виходячи з закону, який описує задане явище, або отри-
маної залежностi, скласти диференцiальне рiвняння чи систе-
му таких рiвнянь;

6) зiнтегрувати одержанi диференцiальнi рiвняння;
7) якщо заданi початковi чи iншi умови, то знайти частин-

ний розв’язок, який цi умови задовольняє;
8) за необхiдностi здiйснити дослiдження одержаного

розв’язку.

Рекомендована лiтература: [1, с.9–64], [9, с.23–46], [11,
с. 15–226], [13, с. 11–92].
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 1.1. З деякої висоти вертикально вниз кинуто
тiло масою m. Знайти закон змiни швидкостi v падiння цього
тiла вiд часу t, якщо на нього дiє сила ваги i гальмiвна сила
опору повiтря, пропорцiйна квадрату швидкостi тiла. Визна-
чити максимальну можливу швидкiсть падiння тiла.
Розв’язання. З другого закону Ньютона

m
dv

dt
= F.

Сила F складається з двох сил: сили ваги F1 = mg i сили
опору повiтря F2 = −kv2. Тодi

m
dv

dt
= mg − kv2.

Вiдокремлюємо змiннi i iнтегруємо рiвняння:

mdv

mg − kv2
= dt ⇒ −m

k

∫
dv

v2 − mg
k

= t+ C ⇒

−1

2

√
m

kg
ln

∣∣∣∣∣∣
v −

√
mg
k

v +
√

mg
k

∣∣∣∣∣∣ = t+ C ⇒

ln

∣∣∣∣∣∣
v −

√
mg
k

v +
√

mg
k

∣∣∣∣∣∣ = −2

√
kg

m
(t+ C) ⇒

v −
√

mg
k

v +
√

mg
k

= Ce
−2

√
kg
m

t ⇒

v =

√
mg
k

(
1 + Ce

−2
√

kg
m

t
)

1− Ce
−2

√
kg
m

t
. (1.1)
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Якщо початкова швидкiсть дорiвнює v0, то

C =
v0 −

√
mg
k

v0 +
√

mg
k

,

зокрема, якщо v0 = 0, то C = −1.
Для того щоб знайти максимальну можливу швидкiсть па-

дiння тiла, перейдемо в (1.1) до границi при t → +∞. Тодi
vmax =

√
mg
k . Можна й iншим способом отримати цю швид-

кiсть: з рiвностi F = 0 маємоmg = kv2, звiдки vmax =
√

mg
k . �

Приклад 1.2. У лекцiйнiй аудиторiї об’ємом 200 м3 по-
вiтря пiсля лекцiї мiстить 0,1 % вуглекислоти. Кондицiонер
подає свiже повiтря, що мiстить 0,04 % вуглекислого газу, в
кiлькостi a м3/хв. Припустивши, що змiшування чистого по-
вiтря з забрудненим вiдбувається миттєво, обчислити, якою
має бути величина a, щоб пiсля 10 хвилин перерви вмiст ву-
глекислого газу в аудиторiї не перевищував 0,06 %.
Розв’язання. Позначимо вмiст вуглекислого газу (в %) у по-
вiтрi в момент часу t через y(t). Розглянемо деякий промiжок
часу Δt i знайдемо змiну концентрацiї вуглекислого газу в
аудиторiї за цей промiжок, вважаючи, що процес є рiвномiр-
ним. За цей час кондицiонер подає 0,0004aΔt м3 вуглекислого
газу, а виходить його з примiщення назовнi через шпарини
0,01y(t+α)aΔt м3. Отже, за Δt хвилин кiлькiсть вуглекисло-
ти в повiтрi змiнюється на 0,0004aΔt − 0,01y(t + α)aΔt м3. З
iншого боку, (y(t +Δt)− y(t))0,01 · 200 – це прирiст вуглеки-
слоти в примiщеннi. Отже,

(y(t+Δt)− y(t))0,01 · 200 = (0,0004 − 0,01y(t+ α))aΔt ⇒
200dy = (0,04− y)a dt.

Таким чином, одержали рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
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ними. Зiнтегруємо його:

200
dy

0,04− y
= a dt ⇒ y = 0,04 + Ce−

at
200 .

Оскiльки y(0) = 0,1, то C = 0,06 i

y = 0,04 + 0,06e−
at
200 .

Внаслiдок умови y(10) = 0,06 маємо:

0,06 = 0,04 + 0,06e−
10a
200 ⇒ a = 20 ln 3 ≈ 22 м3/хв. �

Приклад 1.3. У днi вертикальної цилiндричної посудини
висоти H i радiуса основи R, заповненої водою, утворився не-
великий отвiр площi S (рис. 1.1). Через який час через отвiр
витече вся вода, якщо чверть води витiкає через t1 с.

R

H

h

1.1

Розв’язання. Якщо б витiкан-
ня води вiдбувалось рiвномiрно,
то вся вода витекла б з посуди-
ни за 4t1 с. Однак дослiди показу-
ють, що зi зменшенням рiвня во-
ди у посудинi швидкiсть витiка-
ння води зменшується. Тому по-
трiбно врахувати залежнiсть мiж
швидкiстю витiкання v i висотою
h стовпа води над отвором. Згi-
дно iз законом Торрiчеллi

v = μ
√

2gh,

де g — прискорення вiльного па-
дiння (g = 9,8 м/с2), μ — коефiцi-
єнт, залежний вiд в’язкостi рiдини та форми отвору (для води
у випадку круглого отвору μ = 0,6).

Розглянемо дослiджуваний процес на вiдрiзку [t; t + Δt].
Нехай у момент часу t висота води над отвором становила h,
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а через Δt с вона зменшилась i стала h + Δh, де Δh — при-
рiст висоти (очевидно, Δh < 0). Тодi об’єм води, який витiк з
посудини, дорiвнює об’єму вiдповiдного цилiндра, тобто

ΔV = −πR2Δh.

Припустимо, що вода з посудини виливається у виглядi
цилiндричного струменя, площа основи якого S, а висота до-
рiвнює шляху, який пройшла вода за промiжок часу [t; t+Δt].
На початку i наприкiнцi цього вiдрiзку швидкiсть витiкан-
ня води згiдно iз законом Торрiчеллi дорiвнювала μ

√
2gh i

μ
√

2g(h +Δh) вiдповiдно. Якщо Δt досить мале, то Δh(t) та-
кож мале i отриманi вирази для швидкостi майже однаковi.
Тому шлях, пройдений водою за промiжок часу [t; t+Δt], ви-
ражається формулою

(
μ
√
2gh + α(Δt)

)
Δt, де lim

Δt→0
α(Δt) = 0.

Отже, об’єм рiдини, яка виллється за промiжок часу [t; t+Δt],
можемо знайти за формулою

ΔV =
(
μ
√

2gh+ α(Δt)
)
SΔt.

Прирiвнюючи два вирази для об’єму рiдини, яка вилилась
з посудини за промiжок часу [t; t+Δt], одержуємо рiвняння

− πR2Δh =
(
μ
√

2gh+ α(Δt)
)
SΔt. (1.2)

Подiлимо обидвi частини (1.2) на Δt i перейдемо до грани-
цi при Δt → 0. Оскiльки lim

Δt→0
α(Δt) = 0, а lim

Δt→0

Δh(t)
Δt = h′(t),

то одержуємо диференцiальне рiвняння першого порядку

− πR2h′(t) = μ
√

2gh S. (1.3)

Отримати рiвняння (1.3) можна й iнакше. Дослiджуючи
процес протягом нескiнченно малого промiжку часу dt, при-
пустимо, що за цей промiжок швидкiсть витiкання води є
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незмiнною. Тодi замiсть наближеного рiвняння (1.2) вiдразу
одержуємо рiвняння

− πR2dh = μ
√

2gh Sdt, (1.4)

яке, очевидно, є просто iншою формою запису рiвняння (1.3).
Рiвняння (1.4) — рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Зiнтегруємо його:

dt =
−πR2

√
2gμS

dh√
h

⇒ t =
−√

2πR2

√
gμS

√
h+ C ⇒

t = C −A
√
h, (1.5)

де стала A =
√
2πR2√
gμS залежить вiд розмiрiв i форми отвору,

в’язкостi рiдини та деяких iнших фiзичних параметрiв, а ста-
ла C є довiльною (це стала iнтегрування). Знайдемо цi сталi.

За умовою задачi h(0) = H (на початку вiдлiку висота
стовпа води дорiвнювала H). Пiдставляючи у (1.5) t = 0 i
h = H, знаходимо сталу C = A

√
H.

Сталу A знайдемо з умови задачi h(t1) = 3
4H. Звiдси

t1 = A
√
H −A

√
3H

4
⇒ A = (4 + 2

√
3)

t1√
H

.

Пiдставляючи знайденi значення сталих A i C у формулу
(1.5), одержуємо закон змiни часу витiкання вiд висоти стовпа
води:

t = (4 + 2
√
3)

√
H −√

h√
H

t1. (1.6)

З (1.6) знаходимо час T повного витiкання рiдини з посу-
дини:

h(T ) = 0 ⇒ T = (4 + 2
√
3) t1.

Зауважимо, що знайдене значення T приблизно у 1,9 разу
бiльше вiд значення 4t1, одержаного у припущеннi, що рiдина
з посудини витiкає рiвномiрно. �
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Приклад 1.4. Знайти закон змiни загальної кiлькостi жи-
вих органiзмiв у колонiї, яка розвивається в умовах конку-
рентної боротьби, недостатньої кiлькостi мiсця i їжi, передачi
iнфекцiй.
Розв’язання.Нехай x(t)— чисельнiсть органiзмiв у колонiї в
момент часу t,Δx— прирiст чисельностi за часΔt. Вважаємо,
що x(t) може набувати не лише цiлих значень, а є неперерв-
но диференцiйовною функцiєю змiнної t. Прирiст чисельностi
органiзмiв залежить вiд їх розмноження i смертностi. Розмно-
ження органiзмiв є прямо пропорцiйним їхнiй чисельностi з
коефiцiєнтом пропорцiйностi k1. Оскiльки конкуренцiя i пере-
дача iнфекцiй посилюється з ростом кiлькостi зустрiчей мiж
членами колонiї, яка пропорцiйна добутку x · x, то природно
вважати, що смертнiсть також є пропорцiйною x2 з деяким
коефiцiєнтом пропорцiйностi k2. Отже,

Δx = (k1x− k2x
2)Δt.

Подiлимо обидвi частини на Δt i перейдемо до границi, коли
Δt → 0. Отримаємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними

dx

dt
= k1x− k2x

2,

звiдки

dx

x(k1 − k2x)
= dt ⇒ 1

k1

(∫
dx

x
+

∫
k2dx

k1 − k2x

)
=

∫
dt ⇒

ln |x| − ln

∣∣∣∣x− k1
k2

∣∣∣∣ = k1t+ lnC ⇒ x

x− k1
k2

= Cek1t ⇒

x =
k1
k2

Cek1t

Cek1t − 1
.

Частинний розв’язок x = 0 вiдповiдає вiдсутностi органi-
змiв у колонiї, а особливий розв’язок x = k1/k2 — їхнiй ма-
ксимально можливiй кiлькостi.
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Якщо x(0) = x0 — початкова кiлькiсть органiзмiв, то

x0 =
k1
k2

C

C − 1
⇒ C =

k2x0
k2x0 − k1

.

Тодi

x =
k1x0e

k1t

k2x0ek1t − k2x0 + k1
. �

Приклад 1.5. Знайти криву, для якої точка перетину до-
вiльної дотичної з вiссю абсцис однаково вiддалена вiд точки
дотику i початку координат.

�

x

y

O A B
�� �

M(x, y)

y = f(x)

1.2

Розв’язання. Нехай M(x, y) — довiльна точка кривої
y = f(x). Проведемо у цiй точцi дотичну MA (рис. 1.2). За
умовою, OA = AM . Позначимо AM через z. Знайдемо вели-
чину z з прямокутного трикутника ABM , скориставшись те-
оремою Пiфагора i тим, що OB = x, MB = y. Тодi

(x− z)2 + y2 = z2 ⇒ z =
x2 + y2

2x
.

Враховуючи, що y′ = tg∠MAB = MB
AB (геометричний

змiст похiдної), отримуємо однорiдне диференцiальне рiвня-
ння (п. 3.1)

y′ =
2xy

x2 − y2
.
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Зiнтегруємо його з допомогою замiни y = zx:

z′x+ z =
2z

1− z2
⇒ z′x =

z3 + z

1− z2
⇒∫

(1− z2)dz

z3 + z
=

∫
dx

x
⇒

∫
dz

z
−
∫

2zdz

z2 + 1
=

∫
dx

x
⇒

ln |z| − ln |z2 + 1| = ln |x|+ lnC ⇒ z

(z2 + 1)x
= C ⇒

y = C(x2 + y2). �

Вправи

1. За 30 днiв розпалось 50 % початкової кiлькостi радiо-
активної речовини. За який час залишиться 1 % вiд початко-
вої кiлькостi?
2. Круглий цилiндричний чан з вертикальною вiссю дiаме-

тром D i висотою H заповнений водою. За який час вся вода
витече крiзь круглий отвiр дiаметром a у днi чана?
3. Визначити час витiкання всього гасу з заповненої цилiн-

дричної залiзничної цистерни довжиною L = 12 м i дiаметром
D = 2,6 м через коротку зливну трубку з площею поперечного
перерiзу ω = 20 см2 у нижнiй частинi цистерни. Коефiцiєнт
витрат для гасу μ = 0,6.
4. Посудину, що має форму пiвкулi радiусом 2 м, запов-

нено водою. За який час витече вся вода крiзь круглий отвiр
радiусом 0,1 м, вирiзаний у днi посудини?
5. Встановлений вертикально чан цилiндричної форми має

отвiр у днi. Половина води з повного чана витiкає за 5 хвилин.
За який час витече вся вода?
6. Швидкiсть охолодження тiла в повiтрi пропорцiйна рi-

зницi мiж температурою тiла та температурою повiтря. Тем-
пература повiтря 20◦С, тiло протягом 20 хв охолоджується
вiд 100◦C до 60◦C. Знайти залежнiсть температури вiд часу
та час, через який температура тiла знизиться до 30◦C.
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7. Моторний човен рухається в стоячiй водi зi швидкiстю
v = 10 км/год. Через 1 хв пiсля вимкнення двигуна швид-
кiсть човна зменшилась до 6 км/год. Якою буде швидкiсть
човна через 2 хв? Який шлях пройде човен через 2 хв пiсля
зупинки двигуна? Вважати, що сила опору води руховi човна
пропорцiйна його швидкостi.
8. Знайти кривi, для яких площа трикутника, обмеженого

дотичною, вiссю абсцис i вiдрiзком вiд початку координат до
точки дотику, є величина стала i рiвна a.
9. Швидкiсть розмноження деяких бактерiй пропорцiйна

кiлькостi бактерiй у розглядуваний момент часу. Кiлькiсть
бактерiй подвоюється протягом трьох годин. Знайти: а) зале-
жнiсть кiлькостi бактерiй вiд часу; б) у скiльки разiв збiль-
шиться кiлькiсть бактерiй протягом 9 годин.
10. Швидкiсть розпаду радiю пропорцiйна наявнiй його

кiлькостi. З досвiду вiдомо, що протягом року вага одного
грама радiю меншає на 0,435 мг. Визначити перiод пiврозпаду
(час, протягом якого початкова кiлькiсть зменшиться вдвоє).
11. Кiлькiсть свiтла, що поглинається пiд час проходжен-

ня крiзь тонкий шар води, пропорцiйна товщинi шару й кiль-
костi свiтла, що падає на його поверхню. Якщо пiд час про-
ходження крiзь шар завтовшки 3 м поглинається половина
початкової кiлькостi свiтла, то яка частина цiєї кiлькостi дi-
йде до глибини 30 м?
12. Електровоз рухається по горизонтальнiй залiзничнiй

колiї зi швидкiстю 72 км/год. Машинiст включає гальма, опiр
руху пiсля початку гальмування дорiвнює 0,2 ваги електро-
воза. Знайти час вiд моменту початку гальмування до повної
зупинки електровоза i пройдений за цей час шлях.
13. Тiло кинуто пiд кутом α до горизонту з початковою

швидкiстю v0 (наприклад, здiйснено пострiл з гармати). Ви-
ведiть рiвняння руху тiла, нехтуючи опором повiтря. З ана-
лiзу рiвняння руху дайте вiдповiдь на поставленi запитання:
а) яким є час польоту тiла; б) як далеко вiд початкової точки
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тiло впаде на землю; в) при якому кутi α тiло пролетить най-
бiльшу вiдстань; г) якою є максимальна висота пiдйому тiла;
д) якою є траєкторiя польоту тiла?
14. Деякi бактерiї розмножуються пропорцiйно їхнiй кiль-

костi, але в той самий час продукти їхньої життєдiяльно-
стi знищують їх пропорцiйно кiлькостi бактерiй i продуктiв
їхньої життєдiяльностi. Швидкiсть утворення продуктiв жит-
тєдiяльностi теж є пропорцiйною кiлькостi бактерiй. Довести,
що кiлькiсть бактерiй N спочатку зростає до деякого макси-
мального значення M , а потiм спадає до нуля; у момент часу
t вона подається формулою N = M(1− th2kt), де час t змiню-
ється вiд моменту, коли N = M .
15. До деякої кiлькостi нерозчинної речовини, що мiстить

у своїх порах 2 кг солi, додамо 30 л води. Через 5 хв розчиня-
ється 1 кг солi. Через який час розчиниться 99 % початкової
кiлькостi солi?

Вказiвка. Швидкiсть розчинення пропорцiйна кiлькостi
нерозчиненої солi та рiзницi мiж концентрацiєю розчину у да-
ний момент i концентрацiєю насиченого розчину (1 кг на 3 л).
Концентрацiєю c даної речовини називають її кiлькiсть, що
мiститься в одиницi об’єму.
16. Населення Землi у сiчнi 2022 року становило 7,92 · 109

людей, а рiчний прирiст — 1 %. У припущеннi, що прирiст
пропорцiйний кiлькостi людей, знайти чисельнiсть населення
Землi у сiчнi 2030 року.
17. У чан налито 100 л ропи, що мiстить 10 кг розчиненої

солi. Зi швидкiстю 3 л за хвилину в чан вливається вода i
сумiш з такою самою швидкiстю витiкає з чана. Перемiшуючи
воду, у чанi пiдтримують рiвномiрну концентрацiю. Скiльки
солi залишиться у чанi через годину?
18. Знайти кривi, в яких площа трапецiї, яка обмежена

осями координат, дотичною i ординатою точки дотику, є ве-
личина стала i дорiвнює 3a2.
19. У посудину, яка мiстить 1 кг води при температурi
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20◦C, опустили алюмiнiєвий предмет з масою 0,5 кг, з пито-
мою теплоємнiстю 840 Дж/(кг·◦C) i температурою 75◦C. Че-
рез хвилину вода нагрiлась на 2◦C. Коли температура води
i предмета будуть вiдрiзнятись на 1◦C? Втратами тепла на
нагрiвання посудини знехтувати. Питома теплоємнiсть води
4200 Дж/(кг·◦C).
20. Пiд впливом постiйного випромiнювання у газовому

середовищi вiдбувається процес iонiзацiї, при якому за 1 с
утворюється q позитивних i q негативних iонiв у даному об’ємi
газу. Оскiльки позитивнi i негативнi iони знову об’єднуються
мiж собою, то їхня кiлькiсть зменшується. Iз загальної кiль-
костi y позитивних iонiв кожну секунду об’єднується частина,
пропорцiйна квадрату їхньої кiлькостi. Коефiцiєнт пропорцiй-
ностi k залежить вiд природи i складу газу. Знайти залежнiсть
кiлькостi iонiв y вiд часу t. У початковий момент iонiв не бу-
ло.
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Тема 2. Скiнченнi автомати

Короткi теоретичнi вiдомостi

Скiнченний автомат Мiлi — це п’ятiрка
A = (X,Q, Y, q0, F ), де X = {x} — скiнченний вхiдний
алфавiт, Y = {y} — скiнченний вихiдний алфавiт, Q = {q} —
скiнченна множина внутрiшнiх станiв, q0 — початковий стан,
F : X ×Q → Y ×Q — функцiя переходiв. Функцiя переходiв
може бути наочно подана дiаграмою станiв.

Скiнченний автомат Мура — це шiстка
B = (X,S, Y, s0, P,R), де X = {x} — скiнченний вхiдний
алфавiт, Y = {y} — скiнченний вихiдний алфавiт, S = {s} —
скiнченна множина внутрiшнiх станiв, s0 — початковий стан,
P : X × S → S — функцiя переходiв, R : S → Y — функцiя
виходiв.

Клiтиннi автомати є окремим випадком скiнченних авто-
матiв. Їх використовують для моделювання динамiчної по-
ведiнки однорiдних двовимiрних i тривимiрних середовищ у
дискретному просторi i часi. При цьому всi фiзичнi характе-
ристики теж змiнюються дискретно.

При створеннi клiтинних автоматiв весь простiр розбиває-
ться регулярною ґраткою на таблицю комiрок, якi називають
клiтинками. Кожна з клiтинок може знаходитись в одному
зi скiнченної кiлькостi станiв. Кожнiй клiтинцi ставиться у
вiдповiднiсть клiтинний автомат. Найважливiшими особливо-
стями клiтинних автоматiв є наступнi:

– стан кожної клiтинки оновлюється в результатi викона-
ння послiдовностi дискретних крокiв у часi (тактiв);

– змiннi стани у кожнiй клiтинцi змiнюються одночасно
(синхронно) вiдповiдно до значень змiнних станiв цiєї клiтин-
ки i клiтинок деякого її околу на попередньому кроцi.

Клiтинки для клiтинних автоматiв на площинi найчастiше
мають форму квадрата, рiдше — трикутника чи шестикутни-
ка. За окiл клiтинки беруть певну кiлькiсть сусiднiх клiтинок.



18 2. Скiнченнi автомати

Зокрема, для квадрата околом можуть бути чотири або вiсiм
сусiднiх клiтинок.

Для того щоб виключити особливий вигляд околу для то-
чок, що лежать на межi областi, часто вводять так званi кра-
йовi умови циклiчного типу. Вони означають, що для крайньо-
го лiвого стовпця клiтинок сусiднiм злiва вважається крайнiй
правий стовпець, а для крайнього правого — крайнiй лiвий
стовпець. Аналогiчно, для крайнього верхнього рядка клiти-
нок сусiднiм зверху вважається крайнiй нижнiй рядок, i нав-
паки. Таким чином, можна вважати, що клiтинки задаються
на поверхнi тора.

Функцiю переходiв для клiтинних автоматiв називають
правилами клiтинних автоматiв.

Рекомендована лiтература: [2, с. 382–413], [9, с. 48–64].

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 2.1. Побудувати скiнченний автомат Мiлi для
керування лiфтом у двоповерховому будинку.

q1

q2

C2|U1 C1|D1

C1|S

C2|S

Рис. 2.1

Розв’язання. Вхiдний алфавiт автомата складається з кно-
пок виклику вiдповiдного поверху: X = {C1, C2}; вихiдний
алфавiт складається зi змiщень на один поверх вверх або вниз,
а також зупинки лiфта: Y = {U1,D1, S}; стан вiдповiдає по-
верху, на якому знаходиться лiфт: Q = {q1, q2}. Якщо споча-
тку лiфт перебуває на першому поверсi, то початковим станом
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є стан q1. Функцiя переходiв цього автомата зручно подається
дiаграмою станiв (рис. 2.1). Лiнiї зi стрiлками визначають пе-
реходи зi стану в стан, кожен з написiв бiля цих лiнiй мiстить
кнопку виклику вiдповiдного поверху з вхiдного алфавiту i
вихiдний сигнал для змiщення чи зупинки лiфта, вiдокремле-
нi вертикальною рискою. �
Приклад 2.2. Скласти автомат Мура для керування ав-

томатом для продажу кави. Вартiсть кави — 5 грн. Автомат
приймає банкноти номiналом в одну, двi i п’ять гривень, всi
iншi папiрцi iгноруються. Банкноти приймаються по черзi. Пi-
сля накопичення достатньої суми автомат видає каву. Авто-
мат здачу не дає.
Розв’язання. Вхiдний алфавiт автомата Мура складається
з чисел 1, 2 i 5 — номiналiв банкнот, а вихiдний — з чисел 0
(сума недостатня) i 1 (сума достатня). Можливими станами є
s0, s1, s2, s3, s4, s5, якi вiдповiдають накопиченiй сумi. Якщо
накопичена сума перевищує 5, наприклад, 2+2+2, то можна
вважати, що досягнутий стан s5. Дiаграму станiв зображено
на рис. 2.2. Функцiя виходу для станiв s0, s1, s2, s3, s4 набуває
значення 0, а для стану s5 вона дорiвнює 1. �

s0

s1

s2

s3

s4

s51

2 1

2

1

2

1 1, 2, 5

2, 5
5

5

5

Рис. 2.2

Приклад 2.3. Перетворити автомат Мiлi з прикладу 2.1
в автомат Мура.
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Розв’язання. Розширимо множину внутрiшнiх станiв до чо-
тирьох. Дiаграма станiв наведена на рис. 2.3, причому для
кожного стану sj автомата Мура пiд рискою вказується вiд-
повiдний стан qk автомата Мiлi i вихiдний сигнал.

s1
q1|S

s2
q1|D1

s3
q2|S

s4
q2|U1

C1

C2

C2
C2

C1

C2

C1

C1

Рис. 2.3

Приклад 2.4. Бiологiчною системою є двовимiрне пожив-
не середовище з одноклiтинними органiзмами, якi на ньому
розвиваються. Скласти програму для моделювання цiєї бiоло-
гiчної системи, якщо модель описується сукупнiстю правил:

1. Простiр клiтинних автоматiв є полем n× n квадратних
клiтинок. Окiл клiтинки утворюють вiсiм сусiднiх клiтинок.

2. Кожнiй клiтинцi вiдповiдає значення p рiвня поживностi
(енергоємностi) розчину, яке може змiнюватись вiд 0 до pmax.

3. Рiвень поживностi розчину клiтинки за такт часу збiль-
шується на величину Δp, але не може перевищувати pmax.

4. Клiтинка може бути вiльною або мiстити один живий
органiзм.

5. Органiзм бере енергiю з поживного розчину клiтинки, в
якiй вiн знаходиться, зменшуючи її поживнiсть i збiльшуючи
свiй запас енергiї на величину ΔEpl за такт, але при цьому не
може взяти енергiї з клiтинки бiльше, нiж її там є.

6. Максимальна можлива кiлькiсть енергiї, яку може на-
копичити органiзм, не перевищує Emax.
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7. Наприкiнцi кожного такту органiзм намагається пере-
йти в сусiдню вiльну клiтинку, вибираючи її довiльним чином.
Якщо вiльної клiтинки в околi немає, то органiзм залишається
в тiй самiй клiтинцi.

8. Починаючи з вiку Lzr тактiв, органiзм вважається зрi-
лим. Протягом такту до досягнення зрiлостi органiзм витра-
чає на життя ΔEmi енергiї, а пiсля досягнення зрiлостi —
ΔEzrmi енергiї.

9. Зрiлий органiзм може створювати собi подiбних дiлен-
ням, витрачаючи додатково ΔEdi енергiї при кожному подiлi.
При цьому батькiвська особина переходить у сусiдню вiльну
клiтинку, а нова залишається у попереднiй клiтинцi з початко-
вим запасом енергiї E0. Якщо в околi клiтинки вiльних клiти-
нок немає або запас енергiї органiзму не перевищує ΔEdi, то
дiлення не вiдбувається.

10. Час життя окремої особини не перевищує Lmax тактiв.
Якщо час життя органiзму досягає тривалостi життя Lmax

або запас енергiї знижується до нуля, то органiзм помирає.
11. Початкова поживнiсть клiтинок задається рiвномiрним

законом розподiлу в межах вiд 0 до pmax. Загальну поживнiсть
всiх клiтинок на тактi t позначимо через PA(t), тодi вiдносна
поживнiсть P (t) = PA(t)

n2 pmax
.

12. Початковий закон розподiлу органiзмiв у клiтинному
просторi є рiвномiрним. Початкова кiлькiсть органiзмiв — N0.
Початковий запас енергiї кожної особини дорiвнює E0, а вiк
вважається нульовим. Загальну кiлькiсть органiзмiв на тактi
t позначимо через NA(t), тодi вiдносна чисельнiсть органiзмiв
N(t) = NA(t)

n2 .
Розв’язання. Для випадку, коли n = 1000, pmax = 10,
Δp = 1, ΔEpl = 6, Emax = 30, ΔEmi = 3, ΔEzrmi = 2,
ΔEdi = 4, E0 = 4, Lmax = 20, Lzr = 4, N0 = 0,3n2, програму
на мовi С++ для моделювання розвитку органiзмiв наведено
нижче.
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#include <iostream>
#include <cmath>
#include <cstdlib>
#include <fstream>
using namespace std;
#define NP 1000
int Pmax=10 ,dP=1, dEpl=6, Emax=30,
dEmi=3, dEzrmi=2, dEdi=4, E0=4, Lmax=20, Lzr=4,
N0=floor(NP*NP*0.3), KT=1000;

float PA;
int NA;
float MP[NP+2][NP+2],MEO[NP+2][NP+2];
unsigned char MTL[NP+2][NP+2],MTO[NP+2][NP+2];

void Init()
{
int i,j,k;
PA=0;
for (i=1;i<=NP;i++)
{
for (j=1;j<=NP;j++)
{MTO[i][j]=0; MP[i][j]=rand()%(Pmax+1); PA+=MP[i][j];}

}
for (i=0;i<=NP+1;i++)
{ MTO[i][0]=5; MTO[i][NP+1]=5; }

for (j=1;j<=NP;j++)
{ MTO[0][j]=5; MTO[NP+1][j]=5; }

k=0; NA=N0;
while (k<N0)
{
i=rand()%NP+1; j=rand()%NP+1;
if (MTO[i][j]!=0) continue;
MTO[i][j]=1; MTL[i][j]=0; MEO[i][j]=E0; k++;

}
}

int KVKO(int i, int j, int tk)
{
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int k=0;
if (MTO[i-1][j-1]==tk) k++;
if (MTO[i-1][j]==tk) k++;
if (MTO[i-1][j+1]==tk) k++;
if (MTO[i][j-1]==tk) k++;
if (MTO[i][j+1]==tk) k++;
if (MTO[i+1][j-1]==tk) k++;
if (MTO[i+1][j]==tk) k++;
if (MTO[i+1][j+1]==tk) k++;
return k;

}

void VV(int i, int j, int tk, int& ni, int& nj)
{
int k,nk;
nk=rand()%KVKO(i,j,tk)+1; k=0;
if (MTO[i-1][j-1]==tk)
{ k++; if (k==nk) {ni=i-1; nj=j-1;} }

if (MTO[i-1][j]==tk)
{ k++; if (k==nk) {ni=i-1; nj=j;} }

if (MTO[i-1][j+1]==tk)
{ k++; if (k==nk) {ni=i-1; nj=j+1;} }

if (MTO[i][j-1]==tk)
{ k++; if (k==nk) {ni=i; nj=j-1;} }

if (MTO[i][j+1]==tk)
{ k++; if (k==nk) {ni=i; nj=j+1;} }

if (MTO[i+1][j-1]==tk)
{ k++; if (k==nk) {ni=i+1; nj=j-1;} }

if (MTO[i+1][j]==tk)
{ k++; if (k==nk) {ni=i+1; nj=j;} }

if (MTO[i+1][j+1]==tk)
{ k++; if (k==nk) {ni=i+1; nj=j+1;} }

}

void ObrP(int i,int j)
{
if ((MTO[i][j]==1)&&(MTL[i][j]==Lmax)) MTO[i][j]=0;
MP[i][j]=MP[i][j]+dP;
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if ((MTO[i][j]!=1)&&(MP[i][j]>Pmax)) MP[i][j]=Pmax;
}

void ObrO(int i, int j)
{
float dE;
int ni,nj;
if (MTO[i][j]==1)
{
MTL[i][j]++;
if (MTL[i][j]<Lzr) MEO[i][j]=MEO[i][j]-dEmi;
else MEO[i][j]=MEO[i][j]-dEzrmi;

dE=dEpl;
if (dE>MP[i][j]) dE=MP[i][j];
MEO[i][j]=MEO[i][j]+dE;
MP[i][j]=MP[i][j]-dE;
if (MEO[i][j]<=0) { MTO[i][j]=0;return; }
if ((MTL[i][j]>=Lzr)&&(MEO[i][i]>=dEdi)&&
(KVKO(i,j,0)>0))
{
if (MEO[i][j]-dEdi>Emax)
{
MP[i][j]+=MEO[i][j]-dEdi-Emax;
MEO[i][j]=Emax+dEdi;

}
VV(i,j,0,ni,nj);
MTO[ni][nj]=2; MTL[ni][nj]=MTL[i][j];
MEO[ni][nj]=MEO[i][j]-dEdi;
MEO[i][j]=dEdi; MTL[i][j]=0;

}
else
{
if (MEO[i][j]>Emax)
{
MP[i][j]+=MEO[i][j]-Emax;
MEO[i][j]=Emax;

}
if (KVKO(i,j,0)==0) return;
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VV(i,j,0,ni,nj);
MTO[ni][nj]=2; MTO[i][j]=0;
MTL[ni][nj]=MTL[i][j]; MEO[ni][nj]=MEO[i][j];

}
}

}

void Takt()
{
int i,j;
PA=0; NA=0;
for (i=1;i<=NP;i++)
for (j=1;j<=NP;j++)
ObrP(i,j);

for (i=1;i<=NP;i++)
for (j=1;j<=NP;j++)
ObrO(i,j);

for (i=1;i<=NP;i++)
for (j=1;j<=NP;j++)
{
if (MTO[i][j]==2) MTO[i][j]=1;
if (MTO[i][j]==1) NA++;
PA+=MP[i][j];
}

}

int main()
{
ofstream fPout;
fPout.open("P.txt");
ofstream fNout;
fNout.open("N.txt");
Init();
fPout<<PA/(NP*NP*Pmax)<<endl;
fNout<<float(NA)/(NP*NP)<<endl;
for (int k=1;k<=KT;k++)
{
Takt();
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if (k/10*10==k) cout<<’\r’<<k/10<<" %";
fPout<<PA/(NP*NP*Pmax)<<endl;
fNout<<float(NA)/(NP*NP)<<endl;

}
fPout.close();
fNout.close();

}

В результатi роботи програми у файлах P.txt i N.txt буде
збережено вiдносну поживнiсть середовища i вiдносну кiль-
кiсть органiзмiв на кожному з 1000 тактiв. З допомогою мате-
матичного пакета Maple можна побудувати графiк залежностi
мiж поживнiстю середовища i кiлькiстю органiзмiв (рис. 2.4):

> P:=readdata("P.txt",float):
N:=readdata("N.txt",float):
plot(P,N,labels=["P","N"],color=black);

Рис. 2.4

Аналогiчно будуємо графiк залежностi кiлькостi органi-
змiв вiд часу (рис. 2.5):

> t:=[seq(i,i=0..500)]:
plot(t,N,labels=["t","N"],color=black);
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�
Рис. 2.5

Вправи

1. Створiть автомат Мiлi для керування лiфтом у трипо-
верховому будинку. Перетворiть його в автомат Мура.
2. Перетворiть автомат Мура для продажу кави з прикла-

ду 2.2 в автомат Мiлi.
3. Створiть автомат Мiлi для розпiзнавання цiлих чисел

довiльного знаку. Перетворiть його в автомат Мура.
4. Складiть програму для реалiзацiї клiтинного автома-

та «Життя». Стан клiтинного простору потрiбно вiдобража-
ти графiчно. Дослiдiть еволюцiю клiтинного автомата для де-
яких початкових розташувань активних клiтинок. Множина
правил для цього автомата полягає у наступному:

– квадратна клiтинка може перебувати у двох станах —
активному i пасивному;

– околом є вiсiм сусiднiх клiтинок;
– якщо в околi пасивної клiтинки є рiвно три активних

клiтинки, то клiтинка стає активною («народжується»);
– якщо в околi активної клiтинки є двi або три активних

клiтинки, то клiтинка залишається активною («виживає»);
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– якщо в околi активної клiтинки є менше двох чи бiльше
трьох активних клiтинок, то вона стає пасивною («помирає»
вiд самотностi чи перенаселення).
5. Розробiть програму для реалiзацiї клiтинного автомата

«Дюни», поведiнка якого вiдповiдає наступним правилам:
– квадратна клiтинка може перебувати в активному або

пасивному («схованому») станi;
– якщо клiтинка була активною i з восьми сусiднiх клiти-

нок є N або бiльше активних клiтинок, то вона «ховається»;
– час перебування в «схованому» станi становить W та-

ктiв;
– якщо час «ховання» закiнчився i в околi є не бiльше, нiж

M активних клiтинок, то клiтинка знову стає активною.
Здiйснiть моделювання для поля 250×250 клiтинок з кра-

йовими умовами циклiчного типу, чисел N = 3,W = 5,M = 3
i деякого початкового розподiлу активних клiтинок. Дослiдiть
еволюцiю клiтинного автомата.
6. Розробiть програму для реалiзацiї клiтинного автомата

«Робот», поведiнка якого вiдповiдає наступним правилам:
– квадратна клiтинка може перебувати в активному або

пасивному станi;
– в початковий момент часу всi клiтинки пасивнi, в цен-

тральнiй клiтинцi перебуває «робот», напрямлений направо;
– «робот» переходить у сусiдню клiтинку, якщо вона

активна, вiн робить її пасивною i повертає налiво на 90◦, якщо
клiтинка пасивна, то «робот» робить її активною i повертає
направо на 90◦.
7. Створiть програму для моделювання бiологiчної систе-

ми, модель якої додатково до правил з прикладу 2.4 описує-
ться правилами:

– клiтинка може бути вiльною, мiстити один звичайний
органiзм або одного хижака;

– їжею для хижакiв є живi органiзми з прикладу 2.4;
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– хижак може напасти на свою жертву, якщо вона знахо-
диться в його околi, тобто в однiй з восьми сусiднiх клiтинок;

– якщо є кiлька потенцiйних жертв, то одна з них вибира-
ється довiльним чином, при цьому жертва гине з iмовiрнiстю
PX , а хижак перемiщується в її клiтинку, пiдвищуючи свiй за-
пас енергiї на величину енергетичної цiнностi жертви ΔEXpl;

– iмовiрнiсть загибелi жертви не дорiвнює одиницi, бо вва-
жається, що вона має деякi засоби захисту, якщо жертва за-
лишається живою, то гине хижак;

– якщо в околi хижака немає потенцiйних жертв, то хижак
перемiщується на сусiдню вiльну клiтинку, вибираючи напрям
довiльним чином;

– iншi характеристики життя хижакiв є аналогiчними до
вiдповiдних характеристик для звичайних органiзмiв: хижак
може накопичити не бiльше, нiж EXmax енергiї, за один такт
життя хижак до досягнення зрiлостi витрачає ΔEXmi енергiї,
а пiсля досягнення зрiлостi — ΔEXzrmi енергiї, максимальна
тривалiсть життя хижака становить LXmax тактiв, вiк зрiло-
стi — LXzr тактiв, енергiя, що витрачається при дiленнi, —
ΔEXdi, початковий запас енергiї хижака — EX0;

– якщо час життя хижака перевищує максимально можли-
вий час LXmax або запас енергiї зменшується до нуля, то хи-
жак помирає;

– початковий розподiл хижакiв у просторi є рiвномiрним,
початкова кiлькiсть хижакiв — X0.

Вважати, що n = 1000, pmax = 10, Δp = 1, ΔEpl = 6,
Emax = 30, ΔEmi = 3, ΔEzrmi = 2, ΔEdi = 4, E0 = 4,
Lmax = 20, Lzr = 4, N0 = 0,3N , EXmax = 40, ΔEXmi = 3,5,
ΔEXzrmi = 3, ΔEXdi = 5, LXmax = 25, LXzr = 6, PX = 0,85,
EX0 = 5, X0 = 0,05n2,

ΔEXpl =

{
3L+ E

5 , L < Lzr,

10 + E
5 , L � Lzr,

де L — вiк з’їденої жертви, E — її запас енергiї.
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Тема 3. Мережi Петрi

Короткi теоретичнi вiдомостi

Мережа Петрi є орiєнтованим дводольним графом, який
має чотири базовi елементи: вузли, переходи, дуги i маркери.
Дуги з’єднують вузли з переходами i переходи з вузлами. Ву-
зли позначають кружками, переходи — прямокутниками або
рисками, дуги — лiнiями зi стрiлками на кiнцях, маркери —
крапками. Маркери знаходяться всерединi вузлiв i перемiщу-
ються в мережi при спрацьовуваннi переходiв. Дуги можуть
бути простими i кратними.

У випадку простих дуг перехiд називається дозволеним,
якщо всi його вхiднi вузли мiстять маркери. Дозволений пере-
хiд може спрацювати. При спрацюваннi переходу вилучається
по одному маркеру з кожного його вхiдного вузла i додається
по одному маркеру у всiх його вихiдних вузлах.

Графом мережi Петрi називають трiйку G = (P, T, F ), де
P = {pi}, i = 1, 2, . . . ,m, — непорожня скiнченна множина
вузлiв, T = {tj}, j = 1, 2, . . . , n, — непорожня скiнченна мно-
жина переходiв, F : P×T∪T×P → N0 — функцiя iнцидентно-
стi, N0 = N ∪ {0}. Значення функцiї F визначають наявнiсть
i кратнiсть дуг. Розмiткою мережi називають вiдображення
M : P → N0, яке задає розмiщення маркерiв у вузлах.

Функцiю iнцидентностi F подають матрицями B i D:

B = (bij), i = 1,m, j = 1, n, bij = F (pi, tj),

D = (dij), i = 1,m, j = 1, n, dij = F (tj , pi).

Матрицю B називають матрицею входiв, а матрицю D —
матрицею виходiв. Для мереж без петель замiсть матриць
B i D можна використовувати одну матрицю C = D − B,
яку називають матрицею змiнювань. Розмiтку мережi пода-
ють вектором M = (M(p1) M(p2) . . . M(pm) )T , який та-
кож заради компактностi будемо записувати у виглядi M =
= (M(p1),M(p2), . . . ,M(pm)).
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Вузол p називають обмеженим (l-обмеженим), якщо iснує
таке цiле число l, що для будь-якої досяжної розмiтки мережi
кiлькiсть маркерiв у вузлi p не перевищує числа l. Мережа
Петрi є обмеженою, якщо обмеженi всi її вузли. Вузол p на-
зивають безпечним, якщо для довiльної досяжної розмiтки
мережi кiлькiсть маркерiв у вузлi p не перевищує одиницi.
Мережа Петрi є безпечною, якщо безпечнi всi її вузли. По-
слiдовнiсть переходiв називають стацiонарно повторюваною,
якщо вона переводить мережу в ту саму розмiтку.

Консервативною називають мережу, яка зберiгає зваже-
ну суму маркерiв вiдносно певного вагового вектора w =
= (w1 w2 . . . wm ) з натуральними елементами, тобто
wM = wM0 = const, де M — довiльна розмiтка, M0 — по-
чаткова розмiтка. Строго консервативною називають мережу,
сума маркерiв якої є сталою.

Iнварiантом вузлiв мережi або p-iнварiантом називають
ненульовий вектор-рядок x = (x1 x2 . . . xm ), який скла-
дається з невiд’ємних цiлих чисел i є розв’язком рiвняння

xC = 0. (3.1)

Якщо iснує iнварiант вузлiв, який складається лише з на-
туральних чисел, то мережу Петрi називають p-iнварiантною.

Iнварiантом переходiв мережi або t-iнварiантом назива-
ють ненульовий вектор-стовпець y = (y1 y2 . . . yn )

T , який
складається з невiд’ємних цiлих чисел i є розв’язком рiвняння

Cy = 0. (3.2)

Мережа Петрi є консервативною тодi i тiльки тодi, коли
вона є p-iнварiантною. Кожна p-iнварiантна мережа Петрi є
обмеженою. Якщо в мережi Петрi немає iнварiанта перехо-
дiв, то в нiй не iснує стацiонарно повторювана послiдовнiсть
переходiв. У протилежному разi така послiдовнiсть переходiв
може iснувати.
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Дерево досяжностi подає множину досяжних розмiток ме-
режi Петрi. Викладемо алгоритм побудови дерева досяжностi.

Крок 1. Вибираємо за граничну розмiтку M початкову
розмiтку.

Крок 2. Обробку граничної розмiтки M здiйснюємо за на-
ступними правилами.

1. Якщо у розмiтцi M не дозволений жоден перехiд, то
оголошуємо її термiнальною.

2. Якщо в деревi досяжностi є iнша розмiтка M ′, яка не є
граничною, така, що M ′ = M , то розмiтка M оголошується
дублюючою.

3. Якщо на шляху вiд кореня дерева (початкової розмi-
тки) до граничної є така розмiтка M ′, що M(k) � M ′(k),
k = 1, 2, . . . ,m, то для всiх вузлiв, таких, що M(j) > M ′(j),
покладемо M(j) = ω.

4. Якщо розмiткаM не є початковою, дублюючою або тер-
мiнальною, то оголошуємо розмiтку M внутрiшньою i для
кожного дозволеного в цiй розмiтцi переходу tk додаємо до
дерева досяжностi нову вершину з розмiткою Xk, таку, що
M

tk→ Xk. Розмiтку Xk оголошуємо граничною.
Крок 3. Якщо є нова гранична розмiтка, то позначаємо

її через M i переходимо до кроку 2, iнакше — кiнець роботи
алгоритму.

У некласичних мережах Петрi розширюються можливостi
переходiв: переходи можуть спрацьовувати протягом певно-
го часу, можливе одночасне спрацювання кiлькох переходiв.
Крiм того, можуть використовуватись iнформацiйнi дуги (по-
значають пунктиром) i дуги заперечення (з крапкою на кiнцi).
Цi дуги з’єднують вузли з переходами i впливають лише на
дозволенiсть вiдповiдних переходiв.

Рекомендована лiтература: [9, с. 66–93], [10, с. 11–205],
[16, с. 61–214].
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 3.1. Проаналiзувати мережу Петрi N1 (рис. 3.1)
для передачi одностороннiх повiдомлень i пiдтвердження
їхнього прийняття.

� �

p1

p2

p3

p4

p5

p6

t1

t2

t3
t4

Рис. 3.1

Розв’язання. Спочатку дозволеним є лише перехiд t1. При
його спрацюваннi вилучається маркер з вузла p1 i з’являються
маркери у вузлах p2 i p5, внаслiдок чого мережа N1 перехо-
дить у стан, зображений на рис. 3.2.
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Рис. 3.2

Тепер дозволеним є лише перехiд t3. При його спрацюваннi
вилучаються маркери з вузлiв p3 i p5 та з’являється маркер
у вузлi p4. Внаслiдок цього дозволеним стає лише перехiд t4.
Коли вiн спрацьовує, вилучається маркер з вхiдного вузла p4 i
по одному маркеру розмiщується у вузлах p3 i p6. Пiсля цього
дозволеним є лише перехiд t2, спрацювання якого переводить
мережу Петрi до початкового стану (рис. 3.1).
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У цiй мережi Петрi перехiд t1 моделює вiдправлення повi-
домлення, перехiд t3 — прийом повiдомлення, перехiд t4 —
вiдправлення пiдтвердження, перехiд t2 — отримання пiд-
твердження. Переходи спрацьовують саме у цiй послiдовностi,
утворюючи цикл t1t3t4t2. �
Приклад 3.2. Подати мережу Петрi N1 з рисунка 3.1 у

теоретико-множинному виглядi.
Розв’язання. Мережу Петрi N1 з рисунка 3.1 можна фор-
мально записати так:

N1 = (P, T, F,M0),

P = {p1, p2, p3, p4, p5, p6}, T = {t1, t2, t3, t4},
F (p1, t1) = 1, F (p2, t2) = 1, F (p3, t3) = 1, F (p4, t4) = 1,

F (p5, t3) = 1, F (p6, t2) = 1, F (t1, p2) = 1, F (t1, p5) = 1,

F (t2, p1) = 1, F (t3, p4) = 1, F (t4, p3) = 1, F (t4, p6) = 1,

M0(p1) = 1, M0(p3) = 1.

Для скорочення запису вказанi лише ненульовi значення
функцiй F i M0. �
Приклад 3.3. Подати мережу Петрi N1 з рис. 3.1 у ма-

тричному виглядi.
Розв’язання. Побудуємо матричне подання мережi Петрi
N1, зображеної на рис. 3.1:

N1 = (B,D,M0),

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, M0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
1
0
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Оскiльки мережа не має петель, то можливе подання
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N1 = (C,M 0), де

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 1 −1
1 0 −1 0
0 −1 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. � (3.3)

Приклад 3.4. Знайти iнварiанти мережi Петрi N1 з
рис. 3.1 i зробити висновки.
Розв’язання. У прикладi 3.3 встановлено, що матриця C по-
дається формулою (3.3).

Iнварiант вузлiв знаходимо за формулою (3.1):⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
−x1 + x2 + x5 = 0,
x1 − x2 − x6 = 0,
−x3 + x4 − x5 = 0,
x3 − x4 + x6 = 0

⇒
⎧⎨
⎩
x1 = x2 + x5,
x4 = x3 + x5,
x6 = x5.

Надамо вiльним невiдомим x2, x3 i x5 натуральних значень,
наприклад, x2 = x3 = x5 = 1. Тодi x1 = 2, x4 = 2, x6 = 1 i
iснує iнварiант вузлiв x = (2 1 1 2 1 1), який складається з
натуральних чисел. Отже, мережа Петрi N1 є консервативною
й обмеженою, проте не є строго консервативною, бо ваговий
вектор x не є одиничним.

Iнварiант переходiв знаходимо за формулою (3.2):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−y1 + y2 = 0,
y1 − y2 = 0,
−y3 + y4 = 0,
y3 − y4 = 0,
y1 − y3 = 0,
−y2 + y4 = 0

⇒ y1 = y2 = y3 = y4.

Iнварiант переходiв є, наприклад, таким: y = (1 1 1 1)T .
Тому мережа Петрi N1 може мати стацiонарно повторювану
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послiдовнiсть переходiв. З аналiзу мережi Петрi N1 у прикладi
3.1 випливає, що вона справдi має стацiонарно повторювану
послiдовнiсть. �
Приклад 3.5. Побудувати дерево досяжностi для мережi

Петрi N1 (рис. 3.1).
Розв’язання. У початковiй розмiтцi (0, 1, 0, 1, 0, 0) єдиним
дозволеним переходом є перехiд t1. Пiсля його спрацюван-
ня отримуємо розмiтку (0, 1, 1, 0, 1, 0), яку оголошуємо внутрi-
шньою. Тепер спрацьовує єдиний дозволений перехiд t3 i отри-
муємо розмiтку (0, 1, 0, 1, 0, 0), яка знову буде внутрiшньою.

(1, 0, 1, 0, 0, 0)

(0, 1, 1, 0, 1, 0)

t1

(0, 1, 0, 1, 0, 0)

t3

(0, 1, 1, 0, 0, 1)

t4

(1, 0, 1, 0, 0, 0)

t2

дублююча

Рис. 3.3

Пiсля спрацювання єдиного дозволеного пе-
реходу t4 отримуємо внутрiшню розмiтку
(0, 1, 1, 0, 0, 1). Дозволеним є лише перехiд t2.
Внаслiдок його спрацювання отримуємо роз-
мiтку (0, 1, 0, 1, 0, 0), яка збiгається з початко-
вою. Називаємо її дублюючою. Отримане де-
рево досяжностi зображене на рис. 3.3.

На основi дерева досяжностi робимо ви-
сновок, що мережа Петрi N1 є обмеженою,
безпечною, оборотною, живою, стiйкою i має
стацiонарно повторювану послiдовнiсть пере-
ходiв t1t3t4t2. �
Приклад 3.6. Побудувати дерево дося-

жностi для мережi Петрi N2 з рис. 3.4.

p1

p2 p3

p4 p5
p6t1
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Рис. 3.4



3. Мережi Петрi 37

Розв’язання. У початковiй розмiтцi (1, 1, 0, 0, 0, 0) дозволе-
ним є лише перехiд t2. Запуск переходу t2 приводить до розмi-
тки (0, 0, 1, 0, 0, 1), в якiй дозволеними є переходи t3 i t5. Спра-
цювання переходу t3 приводить до розмiтки (0, 0, 0, 0, 1, 1) з
єдиним дозволеним переходом t4. Запуск переходу t4 приво-
дить до розмiтки (1, 0, 0, 1, 0, 0) з єдиним дозволеним пере-
ходом t1. Спрацювання переходу t1 приводить до розмiтки
(1, 1, 0, 0, 0, 0), яка збiгається з початковою. Називаємо її ду-
блюючою. Якщо у розмiтцi (0, 0, 1, 0, 0, 1) спрацює перехiд t5,
то отримаємо розмiтку (0, 0, 0, 1, 0, 1) з єдиним дозволеним пе-
реходом t1. Спрацювання переходу t1 приводить до розмiтки
(0, 1, 0, 0, 0, 1), яка є термiнальною. Дерево досяжностi для ме-
режi N2 зображене на рис. 3.5.

(1, 1, 0, 0, 0, 0)

(0, 0, 1, 0, 0, 1)

t2

(0, 0, 0, 0, 1, 1)

t3

(1, 0, 0, 1, 0, 0)

t4

(1, 1, 0, 0, 0, 0)

t1

дублююча

(0, 0, 0, 1, 0, 1)

t5

(0, 1, 0, 0, 0, 1)

t1

термiнальна

Рис. 3.5

На основi дерева досяжностi робимо висновок, що мере-
жа Петрi N2 є обмеженою, безпечною i строго консерватив-
ною (бо сума маркерiв у всiх можливих розмiтках дорiвнює
двом), проте не є живою, стiйкою i оборотною. Мережа N2 має
стацiонарно повторювану послiдовнiсть переходiв t2t3t4t1, а
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спрацювання послiдовностi переходiв t5t1 призводить до тер-
мiнальної розмiтки. �
Приклад 3.7. Побудувати дерево досяжностi для мережi

Петрi N3 з рис. 3.6.

p1

p2
p3

p4

t1

t2

t3
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�

Рис. 3.6

Розв’язання. У початковiй
розмiтцi (1, 0, 1, 0) дозволени-
ми є переходи t1 i t2. Спра-
цювання переходу t1 призво-
дить до термiнальної розмi-
тки (2, 1, 0, 0). Запуск пере-
ходу t2 з початкової розмi-
тки приводить до розмiтки
(0, 0, 0, 1) з єдиним дозволе-
ним переходом t3. Спрацювання переходу t3 дає розмiтку
(0, 0, 2, 0) з єдиним дозволеним переходом t1. Спрацювання
переходу t1 приводить до розмiтки (1, 1, 1, 0). Порiвнюючи цю
розмiтку з розмiткою (1, 0, 1, 0), яка є на шляху до розглядува-
ної, помiчаємо, що в другому вузлi спостерiгається зростання
кiлькостi маркерiв ((1, 1, 1, 0) � (1, 0, 1, 0)). Тому в цьому вузлi
треба покласти символ ω, внаслiдок чого отримуємо розмiтку
(1, ω, 1, 0) з дозволеними переходами t1 i t2. Запуск переходу
t1 призводить до термiнальної розмiтки (2, ω, 0, 0). Спрацюва-
ння переходу t2 з розмiтки (1, ω, 1, 0) приводить до розмiтки
(0, ω, 0, 1) з єдиним дозволеним переходом t3. Спрацювання
переходу t3 дає розмiтку (0, ω, 2, 0) з єдиним дозволеним пере-
ходом t1. Запуск переходу t1 приводить до розмiтки (1, ω, 1, 0),
яка вже зустрiчалась ранiше. Називаємо її дублюючою. Де-
рево досяжностi для мережi N3 зображене на рис. 3.7.

На основi дерева досяжностi робимо висновки, що мере-
жа Петрi N3 не є обмеженою, безпечною, консервативною,
оборотною, стiйкою i живою. Мережа N3 не має стацiонар-
но повторюваної послiдовностi, у деяких випадках спрацюва-
ння переходу t1 призводить до термiнальної розмiтки. Вузол
p2 є фактично лiчильником кiлькостi спрацьовувань переходу
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t1. Цей вузол може мiстити довiльну кiлькiсть маркерiв, що
порушує обмеженiсть мережi Петрi. �
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(2, 1, 0, 0)

t1
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(0, 0, 0, 1)
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(2, ω, 0, 0)
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(0, ω, 0, 1)
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(0, ω, 2, 0)

t3

(1, ω, 1, 0)

t1

дублююча
Рис. 3.7

Приклад 3.8. В аеропорт для перевезення за тим са-
мим маршрутом надходять вантажi у контейнерах, утворю-
ючи стацiонарний пуассонiвський потiк з iнтенсивнiстю 0,5
контейнера за хвилину. Вантажний аеропорт не має фiксова-
ного розкладу, а лiтаки вiдправляються по мiрi їхнього пов-
ного завантаження. У розпорядженнi керуючого аеропортом
для перевезення вантажiв за даним маршрутом є три лiтаки з
вантажопiдйомнiстю 70 контейнерiв i один лiтак з вантажопi-
дйомнiстю 120 контейнерiв. Час польоту кожного лiтака туди
й назад, включаючи час розвантаження, розподiлено рiвно-
мiрно на промiжку вiд чотирьох до шести годин. Керуючий
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аеропортом намагається якомога частiше використовувати лi-
таки меншої вантажопiдйомностi для зменшення часу, необ-
хiдного для транспортування вантажiв. Лiтак, що пiднiмає
120 контейнерiв, використовуються тiльки тодi, коли iнших
лiтакiв немає в наявностi. Припускається, що часом заванта-
ження лiтакiв можна нехтувати. Скласти мережу Петрi для
моделювання роботи аеропорту.
Розв’язання. Для моделювання стацiонарного пуассонiв-
ського потоку використовується експоненцiальний закон роз-
подiлу. У випадку експоненцiально розподiленої випадкової
величини середнє значення є оберненою величиною до iнтен-
сивностi. За одиницю модельного часу вибираємо хвилину.
Мережа Петрi N4, яка може використовуватись для моделю-
вання цiєї задачi, наведена на рис. 3.8.
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Рис. 3.8

У цiй мережi перехiд t1 є експоненцiальним з середнiм зна-
ченням 2 i моделює надходження контейнерiв, перехiд t2 є
миттєвим i моделює завантаження малого лiтака, перехiд t3
є рiвномiрним на промiжку [240, 360] i моделює полiт малого
лiтака, перехiд t4 є миттєвим i моделює завантаження вели-
кого лiтака, перехiд t5 є рiвномiрним на промiжку [240, 360]
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i моделює полiт великого лiтака. У процесi моделювання ву-
зол p2 мiститиме чергу з контейнерiв, p3 — кiлькiсть вiльних
малих лiтакiв, p4 — кiлькiсть малих лiтакiв, що перебувають
у польотi, p5 — кiлькiсть рейсiв, виконаних малими лiтаками,
p6 — кiлькiсть вiльних великих лiтакiв, p7 — кiлькiсть вели-
ких лiтакiв, що перебувають у польотi, p8 — кiлькiсть рейсiв,
виконаних великими лiтаками. �

A B

Рис. 3.9

Приклад 3.9. На дорозi з двосторон-
нiм рухом i однiєю смугою для руху в ко-
жен бiк є свiтлофор на пiшохiдному пере-
ходi (рис. 3.9). Автомобiлi у напрямку AB
утворюють стацiонарний пуассонiвський
потiк з iнтенсивнiстю 5 машин за хвилину, а у напрямку BA—
стацiонарний пуассонiвський потiк з iнтенсивнiстю 6 машин
за хвилину. На перетин пiшохiдного переходу автомобiлi ви-
трачають час, який є рiвномiрно розподiленою на промiжку
[2, 5] секунд випадковою величиною. Жовтий сигнал свiтло-
фора можна не враховувати, бо вiн визначає рух вiдповiдно
до попереднього сигналу i є лише попередженням про змiну
руху. Тривалiсть зеленого сигналу для автомобiлiв — 1 хви-
лина, а червоного — 45 секунд. Скласти мережу Петрi для
моделювання руху автомобiлiв на цьому переходi.
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Рис. 3.10

Розв’язання. За одиницю модельного часу вибираємо секун-
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ду. Мережа Петрi N5, яка може використовуватись для моде-
лювання цiєї задачi, наведена на рис. 3.10.

У цiй мережi перехiд t1 є експоненцiальним з середнiм зна-
ченням 12 i моделює появу автомобiлiв у напрямi AB, перехiд
t2 є рiвномiрним на промiжку [2, 5] i моделює проїзд пiшохi-
дного переходу у напрямi AB, перехiд t3 є детермiнованим зi
значенням 60 i моделює тривалiсть зеленого сигналу свiтло-
фора для автомобiлiв, перехiд t4 є детермiнованим зi значе-
нням 45 i моделює тривалiсть червоного сигналу свiтлофора
для автомобiлiв, перехiд t5 є експоненцiальним з середнiм зна-
ченням 10 i моделює появу автомобiлiв у напрямi BA, перехiд
t6 є рiвномiрним на промiжку [2, 5] i моделює проїзд пiшохi-
дного переходу у напрямi BA. У процесi моделювання вузол
p2 мiститиме чергу з автомобiлiв у напрямi AB, p3 — кiль-
кiсть автомобiлiв, що проїхали через перехiд у напрямi AB,
p7 — чергу з автомобiлiв у напрямi BA, p8 — кiлькiсть авто-
мобiлiв, що проїхали через перехiд у напрямi BA. Наявнiсть
маркера у вузлi p4 моделює зелений сигнал свiтлофора для
автомобiлiв. Iнформацiйнi дуги вiд вузла p4 до переходiв t2
i t6 дозволяють використовувати один маркер у вузлi p4 для
багатьох запускiв цих переходiв. �
Приклад 3.10. З допомогою програми HPSim виконати

iмiтацiйне моделювання мережi Петрi N4 з рис. 3.8.
Розв’язання. На рис. 3.11 наведено загальний вигляд про-
грами HPSim зi створеною у нiй модифiкованою мережею N4

без петлi. Числа бiля вузлiв визначають їхню ємнiсть, бiля
переходiв — величину затримки або її нижню межу, а бiля
дуг — їхню кратнiсть. Миттєвi переходи вiдображаються за-
фарбованими прямокутниками. �

Вправи

1. Проаналiзуйте мережу Петрi N6 з рис. 3.12. Подайте ме-
режу Петрi у теоретико-множинному i матричному виглядах.
Знайдiть iнварiанти мережi i зробiть висновки.
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Рис. 3.11
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Рис. 3.12

2. Подайте мережу Петрi N7 з рис. 3.13 у матричному ви-
глядi. Знайдiть iнварiанти мережi i зробiть висновки.
3. Проаналiзуйте мережу Петрi N8 з рис. 3.14. Позбув-

шись петлi, подайте мережу Петрi у теоретико-множинному
i матричному виглядах. Знайдiть iнварiанти мережi i зробiть
висновки.
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Рис. 3.13
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Рис. 3.14

4. Проаналiзуйте мережу Петрi N9 з рис. 3.15. Подайте
мережу Петрi у матричному виглядi. Знайдiть iнварiанти ме-
режi i зробiть висновки.
5. Проаналiзуйте мережу Петрi N2 з рис. 3.4. Подайте ме-

режу Петрi у матричному виглядi. Знайдiть iнварiанти мере-
жi i зробiть висновки.
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Рис. 3.15

6. Проаналiзуйте мережу Петрi N3 з рис. 3.6. Подайте ме-
режу Петрi у матричному виглядi. Знайдiть iнварiанти мере-
жi i зробiть висновки.
7. Проаналiзуйте мережу Петрi N4 з рис. 3.8. Подайте ме-

режу Петрi у матричному виглядi. Знайдiть iнварiанти мере-
жi i зробiть висновки.
8. Побудуйте дерево досяжностi для мережi Петрi N6 з

рис. 3.12 i зробiть висновки про властивостi мережi.
9. Побудуйте дерево досяжностi для мережi Петрi N7 з

рис. 3.13 i зробiть висновки про властивостi мережi.
10. Побудуйте дерево досяжностi для мережi Петрi N8 з

рис. 3.14 i зробiть висновки про властивостi мережi.
11. Побудуйте дерево досяжностi для мережi Петрi N9 з

рис. 3.15 i зробiть висновки про властивостi мережi.
12. З допомогою програми HPSim виконайте iмiтацiйне

моделювання мережi Петрi N6 з рис. 3.12.
13. З допомогою програми HPSim виконайте iмiтацiйне

моделювання мережi Петрi N7 з рис. 3.13.
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14. З допомогою програми HPSim виконайте iмiтацiйне
моделювання мережi Петрi N8 з рис. 3.14.
15. З допомогою програми HPSim виконайте iмiтацiйне

моделювання мережi Петрi N9 з рис. 3.15.
16. З допомогою програми HPSim виконайте iмiтацiйне

моделювання мережi Петрi N2 з рис. 3.4.
17. З допомогою програми HPSim виконайте iмiтацiйне

моделювання мережi Петрi N5 з рис. 3.10.
18. На комплектувальний конвеєр складального цеху ко-

жнi 5 ± 1 хвилин надходять 5 деталей першого типу i кожнi
20 ± 6 хвилин надходять 20 деталей другого типу. Конвеєр
складається iз секцiй, що вмiщають по 10 деталей кожного
типу. Чергова секцiя конвеєра надходить кожнi 10 хвилин.
Комплектацiя починаються тiльки при наявностi деталей обох
типiв у необхiднiй кiлькостi i триває 10 хвилин. При недо-
статнiй кiлькостi деталей секцiя конвеєра залишається поро-
жньою. Складiть мережу Петрi для моделювання надходже-
ння деталей i розмiщення їх на конвеєрi. Яким чином можна
визначити ймовiрнiсть пропуску секцiї?
19. На обробку до iнформацiйної системи приймаються

три класи задач A, B i C. Не бiльше двох задач класiв A i B
можуть розв’язуватись iнформацiйною системою одночасно,
а задачi класу C вимагають, щоб система була вiльною вiд
iнших задач. Задачi класу A надходять через 20 ± 5 хвилин,
класу B — через 20 ± 10 хвилин i класу C — через 40 ± 10
хвилин i потребують для виконання: клас A — 20± 5 хвилин,
клас B — 21 ± 3 хвилин i клас C — 28 ± 5 хвилин. Одна за-
дача класу A або B може дозавантажуватись до задачi класу
A або B, що вже розв’язується. Складiть мережу Петрi для
моделювання роботи iнформацiйної системи. Визначте вели-
чини черг у ситуацiї, коли задачi всiх типiв мають однаковий
прiоритет i коли задачi типу C мають вищий прiоритет.
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Тема 4. Аналiтичне моделювання систем
масового обслуговування

Короткi теоретичнi вiдомостi

Системи, спрямованi на задоволення масового попиту на
певнi послуги, називають системами масового обслуговува-
ння. У системах масового обслуговування зазвичай викори-
стовуються одноканальнi або багатоканальнi пристрої. Перед
пристроями можуть формуватись черги.

Потоком подiй називають послiдовнiсть однотипних ситу-
ацiй, якi вiдбуваються одна за одною в якi-небудь моменти
часу. Найважливiшою характеристикою потоку подiй є iнтен-
сивнiсть потоку λ — середня кiлькiсть подiй, якi вiдбуваються
за одиницю часу. Потiк подiй називають стацiонарним, якщо
його iнтенсивнiсть є сталою. Потiк подiй є потоком без пiсля-
дiї, якщо вiн не залежить вiд передiсторiї. Потiк подiй нази-
вають ординарним, якщо подiї в ньому з’являються поодинцi,
а не групами по кiлька подiй одразу. Стацiонарним пуассонiв-
ським або найпростiшим потоком називають потiк, який має
властивостi стацiонарностi, ординарностi i вiдсутностi пiсля-
дiї. Промiжки часу мiж подiями в стацiонарному пуассонiв-
ському потоцi розподiленi за експоненцiальним законом роз-
подiлу.

Фiнальною ймовiрнiстю p називають границю ймовiрностi
p(t) при t → ∞.

Обчислити характеристики багатоканальної системи ма-
сового обслуговування з вiдмовами, вхiдний потiк для якої є
стацiонарним пуассонiвським з iнтенсивнiстю λ, а час обслу-
говування в кожному з n однотипних каналiв утворює ста-
цiонарний пуассонiвський потiк з iнтенсивнiстю μ, можна за
формулами:

α =
λ

μ
, p0 =

(
1 + α+

α2

2!
+

α3

3!
+ . . . +

αn

n!

)−1

, (4.1)
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pk =
αk

k!
p0, k = 1, 2, . . . , n, Pвiдм =

αn

n!
p0, (4.2)

A = λ(1− Pвiдм), Nз = α(1 − Pвiдм), Kз =
Nз
n

, (4.3)

де α — зведена iнтенсивнiсть, p0 — iмовiрнiсть того, що всi
канали вiльнi, pk — iмовiрнiсть того, що зайнято k каналiв,
Pвiдм — iмовiрнiсть вiдмови, A — пропускна здатнiсть систе-
ми, Nз — середня кiлькiсть зайнятих каналiв, Kз — коефiцiєнт
завантаження системи масового обслуговування.

Характеристики багатоканальної системи масового обслу-
говування з обмеженою чергою обчислюють за формулами:

p0 =

(
1+α+

α2

2!
+ . . .+

αn−1

(n− 1)!
+

αn

n!

nm+1 −αm+1

nm(n− α)

)−1

, (4.4)

Nз = p0α

(
1 + α+

α2

2!
+ . . .+

αn−1

(n− 1)!
+

αn

n!

nm − αm

nm−1(n− α)

)
,

(4.5)

Lч =

⎧⎨
⎩

αn+1

n! · αm(mα−mn−n)+nm+1

nm(n−α)2
p0, α 	= n,

αnm(m+1)
2·n! p0, α = n,

(4.6)

α =
λ

μ
, Pвiдм =

αn+m

n!nm
p0, Kз =

Nз
n

, Wч =
Lч
λ

, (4.7)

де λ — iнтенсивнiсть вхiдного стацiонарного пуассонiвського
потоку, n — кiлькiсть однотипних каналiв в системi масового
обслуговування, m — обмеження довжини черги, μ — iнтен-
сивнiсть обслуговування, α — зведена iнтенсивнiсть, p0 — iмо-
вiрнiсть того, що всi канали вiльнi, Pвiдм — iмовiрнiсть вiдмо-
ви, Nз — середня кiлькiсть зайнятих каналiв, Kз — коефiцiєнт
завантаження системи масового обслуговування, Lч — сере-
дня довжина черги, Wч — середнiй час перебування в черзi.
Пропускна здатнiсть обчислюється так само, як i у випадку
системи масового обслуговування з вiдмовами.

Характеристики багатоканальної системи масового обслу-
говування з чергою довiльної довжини за умови α < n (α = λ

μ)
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обчислюють за формулами:

p0 =

(
1+α+

α2

2!
+ . . .+

αn−1

(n− 1)!
+

αn

(n− 1)! (n−α)

)−1

, (4.8)

Nз = α, Kз =
Nз
n

, Lч =
αn+1

(n− 1)! (n−α)2
p0, Wч =

Lч
λ

, (4.9)

де λ — iнтенсивнiсть вхiдного стацiонарного пуассонiвського
потоку, n — кiлькiсть однотипних каналiв в системi масового
обслуговування, μ — iнтенсивнiсть обслуговування, α — зведе-
на iнтенсивнiсть, p0 — iмовiрнiсть того, що всi канали вiльнi,
Nз — середня кiлькiсть зайнятих каналiв, Kз — коефiцiєнт
завантаження системи масового обслуговування, Lч — сере-
дня довжина черги, Wч — середнiй час перебування в черзi.
Якщо α � n, то Nз = n, Kз = 1, Lч = Wч = ∞.

Операцiйний аналiз застосовують для дослiдження мереж,
якi працюють з перевантаженням, тобто в яких завжди є чер-
га вимог. Нехай qkj — iмовiрнiсть переходу вимог вiд k-го до
j-го вузла мережi, k, j = 1, 2, . . . , n, де n — загальна кiлькiсть
вузлiв, q0j — iмовiрнiсть надходження вимог з зовнiшнього се-
редовища до j-го вузла мережi, qk0 — iмовiрнiсть того, що пi-
сля завершення обслуговування у k-му вузлi вимоги залиша-
ють мережу, Uk — коефiцiєнт використання k-го вузла, Sk —
середнiй час обслуговування у k-му вузлi, Xk — iнтенсивнiсть
вихiдного потоку вимог з k-го вузла. Має мiсце закон коефi-
цiєнта використання вузла

Uk = XkSk, k = 1, 2, . . . , n, (4.10)

i система балансу потокiв вимог

Xj =

n∑
k=0

Xkqkj, j = 0, 1, . . . , n. (4.11)

Рекомендована лiтература: [2, с. 228–240], [4, с. 5–16,
86–140], [9, с. 97–133], [18, с. 46–84].
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Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 4.1. Часову дiаграму роботи багатоканальної
системи масового обслуговування з двома пристроями (Пр1 i
Пр2) i трьома позицiями для очiкування в черзi (Ч1, Ч2 i Ч3)
наведено на рис. 4.1. Час надходження вимоги до системи i
час, коли вона залишила систему, наведено поряд з номером
вимоги вiдповiдно в нижнiй i верхнiй частинах рис. 4.1. Час
вимiрюється у хвилинах i для зручностi заокруглений до цi-
лого числа хвилин.
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9
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Рис. 4.1.

На основi цiєї дiаграми знайти iмовiрнiсть обслуговування
вимоги, iнтенсивнiсть вхiдного потоку, пропускну здатнiсть
системи, iмовiрнiсть вiдмови в обслуговуваннi, iмовiрнiсть то-
го, що вимога застане обидва пристрої вiльними, iмовiрнiсть
того, що обслуговуванням зайнятий тiльки один пристрiй з
двох, iмовiрнiсть того, що обслуговуванням зайнятi обидва
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пристрої, але в черзi вiдсутнi вимоги, iмовiрнiсть того, що в
черзi є лише одна вимога, iмовiрнiсть того, що в черзi зна-
ходиться двi вимоги, середню кiлькiсть пристроїв, зайнятих
обслуговуванням, середню кiлькiсть вимог у черзi, середнiй
час перебування вимог у черзi, середнiй час перебування ви-
мог у черзi без врахування вимог, якi не чекали, середнiй час
обслуговування вимоги пристроями, загальний середнiй час
перебування вимоги в системi масового обслуговування, сере-
дню кiлькiсть вимог у системi масового обслуговування.
Розв’язання. З дiаграми видно, що час спостереження за
роботою системи становить Tсп = 33 хв.

1. Iмовiрнiсть обслуговування вимоги:

Pоб =
Nоб
N

=
9

11
≈ 0,818,

де Nоб i N — вiдповiдно кiлькiсть обслужених вимог i загаль-
на кiлькiсть вимог.

2. Iнтенсивнiсть вхiдного потоку:

λ =
N

Tсп
=

11

33
=

1

3
≈ 0,333 вимоги/хв.

3. Пропускна здатнiсть системи:

X =
Nоб
Tсп

=
9

33
=

3

11
≈ 0,273 вимоги/хв.

4. Iмовiрнiсть вiдмови в обслуговуваннi:

Pвiд =
Nвiд
N

=
2

11
≈ 0,182,

де Nвiд — кiлькiсть вимог, яким вiдмовлено в обслуговуваннi.
5. Iмовiрнiсть того, що вимога зустрiне обидва пристрої

вiльними:
P0 =

Tвiлн
Tсп

=
2

33
≈ 0,061,
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де Tвiлн — час, протягом якого обидва пристрої були вiльни-
ми.

6. Iмовiрнiсть того, що обслуговуванням зайнятий тiльки
один пристрiй з двох:

P1 =
Tз1 + Tз2

Tсп
=

2 + 2

33
≈ 0,121,

де Tз1 i Tз2 — час, протягом якого був зайнятим вiдповiдно
лише перший i лише другий пристрої.

7. Iмовiрнiсть того, що обслуговуванням зайнятi обидва
пристрої, а в черзi вiдсутнi вимоги:

P2 =
Tз1,2
Tсп

=
(4− 3) + (27 − 26) + (30− 28)

33
=

4

33
≈ 0, 121,

де Tз1,2 — час, протягом якого були зайнятими обидва при-
строї, а в черзi не було вимог.

8. Iмовiрнiсть того, що в черзi є лише одна вимога:

P3 =
Tчер,1
Tсп

=
(6− 4) + (9− 7) + (26− 24) + (28− 27)

33
=

=
7

33
≈ 0,212,

де Tчер,1 — час, протягом якого в черзi перебувала лише одна
вимога.

9. Iмовiрнiсть того, що в черзi знаходиться двi вимоги:

P4 =
Tчер,2
Tсп

=
(7− 6) + (12− 9) + (16− 15) + (24− 21)

33
=

=
8

33
≈ 0,242,

де Tчер,2 — час, протягом якого в черзi перебувало двi вимоги.
10. Iмовiрнiсть того, що в черзi знаходиться три вимоги:

P5 =
Tчер,3
Tсп

=
(15 − 12) + (21− 16)

33
=

8

33
≈ 0,242,
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де Tчер,3 — час, протягом якого в черзi було три вимоги.
11. Середня кiлькiсть пристроїв, зайнятих обслуговуван-

ням:

Nпр = 0 · P0 + 1 · P1 + 2 · (P2 + P3 + P4 + P5) =

= 1 · 4

33
+ 2 ·

(
4

33
+

7

33
+

8

33
+

8

33

)
=

58

33
≈ 1,76.

12. Середня кiлькiсть вимог у черзi:

Nчер = 1 · P3 + 2 · P4 + 3 · P5 =

= 1 · 7

33
+ 2 · 8

33
+ 3 · 8

33
=

47

33
≈ 1,42.

13. Середнiй час перебування вимог у черзi:

tчер =

N∑
i=1

tчер,i

Nоб
=

=
0 + 0 + 3 + 5 + 6 + 10 + 12 + 0 + 10 + 0 + 1

9
=

47

9
≈ 5,22 хв,

де tчер,i — час перебування i-ї вимоги в черзi (i = 1, 2, . . . , N).
14. Середнiй час перебування вимог у черзi без врахування

вимог, якi не чекали:

t−чер =

N∑
i=1

tчер,i

Nоб(-0)
=

3+5+6+10+12+10+1

7
=

47

7
≈ 6,71 хв,

де Nоб(-0) — кiлькiсть вимог, якi чекали в черзi.
15. Середнiй час обслуговування вимоги пристроями:

tоб =

N∑
i=1

tоб,i

Nоб
=

6 + 8 + 8 + 10 + 9 + 5 + 4 + 4 + 4

9
=

58

9
≈

≈ 6,44 хв,
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де tоб,i — час обслуговування i-ї вимоги пристроєм (i =
= 1, 2, . . . , N).

16. Загальний середнiй час перебування вимоги в системi
масового обслуговування:

T = tчер + tоб =
47

9
+

58

9
=

35

3
≈ 11,67 хв.

17. Середня кiлькiсть вимог у системi масового обслугову-
вання:

N̄ = Nчер +Nпр =
47

33
+

58

33
=

35

11
≈ 3,18. �

Приклад 4.2. Система має чотири стани S1, S2, S3, S4.
Iмовiрностi перебування у цих станах дорiвнюють p1(t), p2(t),
p3(t), p4(t) вiдповiдно. Розмiчений граф станiв зображено на
рис. 4.2. Перехiд системи зi стану i в стан j утворює стацiо-
нарний пуассонiвський потiк з iнтенсивнiстю λij. Початковим
є стан S1. Скласти систему диференцiальних рiвнянь Кол-
могорова для ймовiрностей p1(t), p2(t), p3(t), p4(t) i записати
початковi умови. Побудувати також систему для фiнальних
iмовiрностей.

S1

S2 S3

S4

λ12

λ23

λ34

λ41

λ42

Рис. 4.2.

Розв’язання. Нехай Δt — невеликий промiжок часу. Тодi

p1(t+Δt) = p1(t)(1− λ12Δt) + p4(t)λ41Δt,

звiдки

p1(t+Δt)− p1(t)

Δt
= −λ12p1(t) + λ41p4(t).
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Спрямовуючи Δt до нуля i переходячи до границi, отримуємо
диференцiальне рiвняння для p1(t):

dp1
dt

= −λ12p1(t) + λ41p4(t).

Аналогiчно складаючи три iнших рiвняння, приходимо до
системи диференцiальних рiвнянь Колмогорова:⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

dp1
dt = −λ12p1(t) + λ41p4(t),
dp2
dt = λ12p1(t)− λ23p2(t) + λ42p4(t),
dp3
dt = λ23p2(t)− λ34p3(t),
dp4
dt = λ34p3(t)− (λ41 + λ42)p4(t).

Початковим є стан S1, тому початковi умови мають ви-
гляд:

p1(0) = 1, p2(0) = 0, p3(0) = 0, p4(0) = 0.

Система для фiнальних iмовiрностей отримується з систе-
ми диференцiальних рiвнянь Колмогорова замiною ймовiрно-
стей pk(t) сталими фiнальними ймовiрностями pk:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
−λ12p1 + λ41p4 = 0,
λ12p1 − λ23p2 + λ42p4 = 0,
λ23p2 − λ34p3 = 0,
λ34p3 − (λ41 + λ42)p4 = 0. �

Приклад 4.3. У перукарнi є три перукарi. Час обслу-
говування клiєнта кожним з них є випадковою величиною з
експоненцiальним законом розподiлу з середнiм значенням 10
хвилин. Клiєнти часом своєї появи утворюють стацiонарний
пуассонiвський потiк з iнтенсивнiстю λ = 1/5. Якщо всi пе-
рукарi зайнятi, то клiєнт iде в iншу перукарню, яка знаходи-
ться поруч. Знайти ймовiрнiсть того, що клiєнт пiде в iншу
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перукарню, пропускну здатнiсть системи, середню кiлькiсть
зайнятих перукарiв, коефiцiєнт завантаження перукаря.
Розв’язання. З курсу теорiї ймовiрностей вiдомо, що iнтен-
сивнiсть потоку подiй для експоненцiального закону розподi-
лу промiжкiв мiж подiями є оберненою величиною до сере-
днього значення. Тому в цiй задачi λ = 1/5, μ = 1/10, n = 3.
Отже, зведена iнтенсивнiсть α = 2, а за формулами (4.1)–(4.3)
маємо:

p0 =

(
1 + 2 +

22

2!
+

23

3!

)−1

=
3

19
,

Pвiдм =
4

19
≈ 0,21, A =

3

19
≈ 0,16,

Nз = 2

(
1− 4

19

)
=

30

19
≈ 1,58, Kз =

10

19
≈ 0,53. �

Приклад 4.4. У перукарнi є три перукарi. Час обслу-
говування клiєнта кожним з них є випадковою величиною з
експоненцiальним законом розподiлу з середнiм значенням 10
хвилин. Клiєнти часом своєї появи утворюють стацiонарний
пуассонiвський потiк з iнтенсивнiстю λ = 1/5. Якщо всi пе-
рукарi зайнятi, а довжина черги не перевищує п’ять осiб, то
клiєнт стає в спiльну чергу. Якщо в черзi вже є шiсть осiб, то
черговий клiєнт йде в iншу перукарню. Знайти ймовiрнiсть
того, що клiєнт пiде в iншу перукарню, пропускну здатнiсть
системи, середню кiлькiсть зайнятих перукарiв, коефiцiєнт за-
вантаження перукаря, середню довжину черги i середнiй час
очiкування в черзi.
Розв’язання. Як i в попередньому прикладi, маємо λ = 1/5,
μ = 1/10, n = 3. Крiм того, m = 6. Отже, зведена iнтенсив-
нiсть α = 2, а за формулами (4.4)–(4.7) отримуємо:

p0 =

(
1 + 2 +

22

2!
+

23

3!
· 37 − 27

36(3− 2)

)−1

=
2187

19171
,

Pвiдм =
29

3! 36
p0 =

256

19171
≈ 0,0134,



4. Аналiтичне моделювання систем масового обслуговування 57

A =
1

5
(1− Pвiдм) =

3783

19171
≈ 0,197,

Nз = 2p0

(
1 + 2 +

22

2!
+

23

3!
· 36 − 26

35(3− 2)

)
=

37830

19171
≈ 1,97,

Kз =
Nз
3

=
12610

19171
≈ 0,658,

Lч =
24

3!
· 2

6(6 · 2− 6 · 3− 3) + 37

36(3− 2)2
p0 =

12888

19171
≈ 0,672,

Wч = 5Lч =
64440

19171
≈ 3,36. �

Приклад 4.5. У перукарнi є три перукарi. Час обслу-
говування клiєнта кожним з них є випадковою величиною з
експоненцiальним законом розподiлу з середнiм значенням 10
хвилин. Клiєнти часом своєї появи утворюють стацiонарний
пуассонiвський потiк з iнтенсивнiстю λ = 1/5. За необхiдностi
формується черга довiльної довжини. Знайти середню кiль-
кiсть зайнятих перукарiв, коефiцiєнт завантаження перукаря,
середню довжину черги i середнiй час очiкування в черзi.
Розв’язання. Так само, як i в двох попереднiх прикладах,
маємо λ = 1/5, μ = 1/10, n = 3. Отже, зведена iнтенсивнiсть
α = 2, а оскiльки α

n = 2
3 < 1, то черга є скiнченною i за

формулами (4.8)–(4.9) отримуємо:

p0 =

(
1 + 2 +

22

2!
+

23

2! (3 − 2)

)−1

=
1

9
,

Nз = 2, Kз =
2

3
≈ 0,667,

Lч =
24

2! (3 − 2)2
1

9
=

8

9
≈ 0,889, Wч = 5Lч =

40

9
≈ 4,44. �

Приклад 4.6. На рис. 4.3 подано мережу систем масо-
вого обслуговування, яка працює з перевантаженням. Вузли
мережi позначено квадратиками з їхнiми номерами, для по-
значення черг перед вузлами використовуються символи .
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Середнiй час (у секундах) обслуговування вимог у вузлах ме-
режi є наступним: S1 = 0,05, S2 = 0,03, S3 = 0,09, S4 = 0,01.
Проаналiзувати вузькi мiсця мережi i визначити найбiльшу
кiлькiсть вимог, яку мережа зможе опрацювати за одиницю
часу, тобто максимальну iнтенсивнiсть вхiдного потоку. Обчи-
слити коефiцiєнти використання всiх вузлiв мережi i вихiднi
потоки з усiх вузлiв для знайденого вхiдного потоку.

q01 = 0,4
1

q13 = 0,2
3

q14 = 0,8

q02 = 0,6
2 q24 = 0,4

4

q20 = 0,6

Рис. 4.3.

Розв’язання. Складаємо систему балансу (4.11) для мережi
з рис. 4.3:⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

X0 = X3 +X4 + 0,6X2,
X1 = 0,4X0,
X2 = 0,6X0,
X3 = 0,2X1,
X4 = 0,8X1 + 0,4X2

⇒

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
X1 = 0,4X0,
X2 = 0,6X0,
X3 = 0,08X0,
X4 = 0,56X0.

За формулами (4.10) визначаємо коефiцiєнти використання
вузлiв через iнтенсивнiсть вхiдного потоку X0:

U1 = 0,02X0, U2 = 0,018X0, U3 = 0,0072X0, U4 = 0,0056X0.

Найбiльшим є коефiцiєнт використання першого вузла, тому
саме перший вузол є вузьким мiсцем даної мережi. Оскiльки
коефiцiєнт використання вузла не може бути бiльшим вiд 1,
то з рiвностi 0,02X0 = 1 отримуємо X0 = 50 — максимальну
iнтенсивнiсть вхiдного потоку. Тепер можна обчислити вiдпо-
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вiднi iнтенсивностi вихiдних потокiв i коефiцiєнти використа-
ння всiх вузлiв:

X1 = 20, X2 = 30, X3 = 4, X4 = 28,

U1 = 1, U2 = 0,9, U3 = 0,36, U4 = 0,28. �

Вправи

1. Задана двоканальна система масового обслуговування з
двома пристроями (Пр1 i Пр2) з двома позицiями для очiкува-
ння в черзi (Ч1 i Ч2). Її часову дiаграму наведено на рис. 4.4.
Час надходження вимоги до системи i час, коли вона зали-
шила систему, наведено поряд з номером вимоги вiдповiдно в
нижнiй i верхнiй частинах рис. 4.4. Час вимiрюється у хвили-
нах i для зручностi заокруглений до цiлого числа хвилин.

Знайдiть iмовiрнiсть обслуговування вимоги, iнтенсив-
нiсть вхiдного потоку, пропускну здатнiсть системи, iмовiр-
нiсть вiдмови в обслуговуваннi, iмовiрнiсть того, що вимога
застане обидва пристрої вiльними, iмовiрнiсть того, що обслу-
говуванням зайнятий тiльки один пристрiй з двох, iмовiрнiсть
того, що обслуговуванням зайнятi обидва пристрої, але в чер-
зi вiдсутнi вимоги, iмовiрнiсть того, що в черзi є лише одна
вимога, iмовiрнiсть того, що в черзi знаходиться двi вимоги,
середню кiлькiсть пристроїв, зайнятих обслуговуванням, се-
редню кiлькiсть вимог у черзi, середнiй час перебування ви-
мог у черзi, середнiй час перебування вимог у черзi без вра-
хування вимог, якi не чекали, середнiй час обслуговування
вимоги пристроями, загальний середнiй час перебування ви-
моги в системi масового обслуговування, середню кiлькiсть
вимог у системi масового обслуговування.
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S1

S3 S2

S4

λ12

λ42
λ34

λ31

λ13

λ23

Рис. 4.5.

2. Система має чотири стани S1,
S2, S3, S4. Iмовiрностi перебуван-
ня у цих станах дорiвнюють p1(t),
p2(t), p3(t), p4(t) вiдповiдно. Розмiче-
ний граф станiв зображено на рис. 4.5.
Перехiд системи зi стану i в стан j
утворює стацiонарний пуассонiвський
потiк з iнтенсивнiстю λij . Початко-
вим є стан S1. Складiть систему дифе-
ренцiальних рiвнянь Колмогорова для
ймовiрностей p1(t), p2(t), p3(t), p4(t) i запишiть початковi умо-
ви. Побудуйте також систему для фiнальних iмовiрностей.
3. Розмiчений граф станiв зображено на рис. 4.6. Пере-

хiд системи зi стану i в стан j утворює стацiонарний пуас-
сонiвський потiк з iнтенсивнiстю λij . Початковим є стан S1.
Складiть систему диференцiальних рiвнянь Колмогорова для
ймовiрностей перебування у станах p1(t), p2(t), p3(t), p4(t),
запишiть початковi умови i побудуйте систему для фiнальних
iмовiрностей.
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Рис. 4.6.

4. Розмiчений граф станiв зображено на рис. 4.7. Перехiд
системи зi стану i в стан j утворює стацiонарний пуассонiв-
ський потiк з iнтенсивнiстю λij . Початковим є стан S1. Скла-
дiть систему диференцiальних рiвнянь Колмогорова для ймо-
вiрностей перебування у станах p1(t), p2(t), p3(t), p4(t), p5(t),
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запишiть початковi умови i побудуйте систему для фiнальних
iмовiрностей.
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Рис. 4.7.
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Рис. 4.8.

5. Розмiчений граф ста-
нiв зображено на рис. 4.8.
Перехiд системи зi стану i
в стан j утворює стацiонар-
ний пуассонiвський потiк з
iнтенсивнiстю λij. Початко-
вим є стан S1. Складiть си-
стему диференцiальних рiв-
нянь Колмогорова для ймо-
вiрностей перебування у ста-
нах p1(t), p2(t), p3(t), p4(t), p5(t), запишiть початковi умови i
побудуйте систему для фiнальних iмовiрностей.
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Рис. 4.9.

6. Розмiчений граф станiв
зображено на рис. 4.9. Пере-
хiд системи зi стану i в стан
j утворює стацiонарний пуас-
сонiвський потiк з iнтенсивнi-
стю λij . Початковим є стан
S2. Складiть систему диферен-
цiальних рiвнянь Колмогорова
для ймовiрностей перебування
у станах p1(t), p2(t), p3(t), p4(t),
p5(t), запишiть початковi умови i побудуйте систему для фi-
нальних iмовiрностей.
7. На виробничiй дiльницi є N однакових верстатiв. Про-

дуктивнiсть одного верстата така, що в середньому на протя-
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зi змiни на ньому можна обробити μ деталей, а час обробки
деталей утворює потiк, близький до стацiонарного пуассонiв-
ського. Деталi надходять на обробку партiями по M штук.
Партiї надходять нерiвномiрно i їхнiй потiк є близьким до ста-
цiонарного пуассонiвського з iнтенсивнiстю λ партiй за змiну.
Побудуйте граф станiв даної системи масового обслуговува-
ння i запишiть систему рiвнянь Колмогорова для фiнальних
iмовiрностей.
8. Автоматизована телефонна станцiя має 5 лiнiй зв’яз-

ку. Вхiдний потiк викликiв є стацiонарним пуассонiвським
з iнтенсивнiстю 2 виклики за хвилину. Тривалостi телефон-
них розмов утворюють стацiонарний пуассонiвський потiк.
Середня тривалiсть телефонної розмови становить 1 хвилину.
Потрiбно визначити ймовiрнiсть вiдмови, середню кiлькiсть
зайнятих лiнiй зв’язку i коефiцiєнт завантаження однiєї лiнiї.
9. Автостоянка бiля магазину має 7 мiсць. Тривалiсть пе-

ребування автомашини на стоянцi є випадковою величиною з
експоненцiальним законом розподiлу з середнiм значенням 0,5
години. Iнтенсивнiсть вхiдного стацiонарного пуассонiвського
потоку становить 8 автомобiлiв за годину. Якщо вiльних мiсць
на стоянцi немає, то автомобiлi не зупиняються бiля магазину.
Потрiбно визначити ймовiрнiсть вiдмови, середню кiлькiсть
зайнятих мiсць i коефiцiєнт завантаження одного мiсця.
10. Автостоянка має 10 мiсць. Тривалiсть перебування ав-

томашини на стоянцi є випадковою величиною з експоненцi-
альним законом розподiлу з середнiм значенням 3 години.
Iнтенсивнiсть вхiдного стацiонарного пуассонiвського пото-
ку становить 3 автомашини за годину. Якщо вiльних мiсць
на стоянцi немає, то автомобiлi їдуть шукати iншу стоянку.
Потрiбно визначити ймовiрнiсть вiдмови, середню кiлькiсть
зайнятих мiсць i коефiцiєнт завантаження одного мiсця.
11. Визначте мiнiмальну потрiбну кiлькiсть лiжок у ста-

цiонарi лiкарнi, якщо час перебування в лiкарнi хворого є ви-
падковою величиною з експоненцiальним законом розподiлу з
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середнiм значенням 14 днiв. Новi хворi не приймаються, якщо
всi лiжка в стацiонарi зайнятi. Потiк надходження хворих є
близьким до стацiонарного пуассонiвського з iнтенсивнiстю 3
людини за день. Iмовiрнiсть вiдмови має не перевищувати 5 %.
12. Пiдприємець надає послуги, i його роботу можна роз-

глядати як n-канальну систему масового обслуговування з
вiдмовами (тобто в черзi немає сенсу стояти, бо є конкурент,
у якого можна отримати тi самi послуги за ту саму цiну) з
вхiдним стацiонарним пуассонiвським потоком вимог з iнтен-
сивнiстю надходження 5 вимог за годину, i часом виконання
роботи, який має експоненцiальний розподiл з середнiм значе-
нням часу виконання однiєї вимоги 1,5 години. За виконання
кожного замовлення пiдприємець отримує 300 грн, а накла-
днi витрати становлять c = 100 грн за годину за кожен канал
незалежно вiд того, зайнятий вiн, чи нi. Визначити, якою по-
винна бути кiлькiсть каналiв такої системи масового обслуго-
вування, щоб пiдприємець отримував максимально можливий
прибуток за годину, яким буде цей прибуток i якою буде у цьо-
му випадку ймовiрнiсть втрати замовлення.
13. У майстернi, яка виконує ремонт телевiзорiв, працює

троє майстрiв. Вхiдний потiк замовлень на ремонт телевiзорiв
є близьким до стацiонарного пуассонiвського з iнтенсивнiстю
1,3 телевiзора за годину. У зв’язку з обмеженiстю мiсця для
зберiгання замовлень на ремонт черга обмежена десятьма по-
зицiями. Якщо в черзi перебуває 10 замовлень, то наступне
замовлення отримує вiдмову i замовник ремонту йде в iншу
майстерню. Час ремонту телевiзора майстром є випадковою
величиною з експоненцiальним законом розподiлу з середнiм
значенням 2 години. Визначте ймовiрнiсть вiдмови, середню
кiлькiсть зайнятих роботою майстрiв, коефiцiєнт завантаже-
ння роботою кожного майстра, середню довжину черги, сере-
днiй час перебування замовлення в черзi.
14. На автозаправцi є двi бензоколонки. Майданчик по-

близу автозаправки допускає одночасне очiкування не бiльше
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m автомобiлiв. Потiк автомобiлiв, якi прибувають на заправ-
ку, є стацiонарним пуассонiвським з iнтенсивнiстю 0,2 автомо-
бiля за хвилину. Час обслуговування автомобiля розподiлений
за експоненцiальним законом з середнiм значенням 7 хвилин.
Визначте мiнiмальну кiлькiсть мiсць m для очiкування, якi
забезпечать обслуговування не менше 95 % автомобiлiв, що
потребують заправки. Для знайденого m обчислiть коефiцi-
єнт завантаження бензоколонок, середню довжину черги i се-
реднiй час перебування автомобiля в черзi.
15. Пiдприємець надає послуги, i його роботу можна роз-

глядати як n-канальну систему масового обслуговування з
п’ятьма позицiями для очiкування в черзi з вхiдним стацiо-
нарним пуассонiвським потоком вимог з iнтенсивнiстю над-
ходження 5 вимог за годину, i часом виконання роботи, який
має експоненцiальний розподiл з середнiм значенням часу ви-
конання однiєї вимоги 1,5 години. За виконання кожного за-
мовлення пiдприємець отримує 300 грн, а накладнi витрати
становлять c = 100 грн за годину за кожен канал незалежно
вiд того, зайнятий вiн, чи нi. Визначити, якою повинна бути
кiлькiсть каналiв такої системи масового обслуговування, щоб
пiдприємець отримував максимально можливий прибуток за
годину, яким буде цей прибуток i якою буде у цьому випадку
ймовiрнiсть втрати замовлення.
16. По конвеєру надходять деталi двох видiв: A i B.

Iнтенсивнiсть надходження деталей однакова i становить
λA = λB = 0,45 деталей за хвилину, а їхнiй потiк є близь-
ким до стацiонарного пуассонiвського. Для обробки деталей
використовуються два верстати, якi можуть обробляти як де-
талi виду A, так i деталi виду B. Середнiй час обробки деталей
(як одного виду, так i iншого) становить 2 хвилини, причому
час обробки утворює стацiонарний пуассонiвський потiк. По-
трiбно визначити коефiцiєнт завантаження верстатiв, середню
довжину черги i середнiй час очiкування в черзi.
17. Припустимо, що один рацiоналiзатор запропонував
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спецiалiзувати кожен верстат з попередньої задачi тiльки на
один вид деталей. У результатi час обробки деталей на кожно-
му з верстатiв зменшився. На верстатi, який обробляє деталi
типу A, вiн зменшився в середньому до 1,9 хвилини, а на вер-
статi, який обробляє деталi типу B, — до 1,95 хвилини. Потрi-
бно визначити коефiцiєнти завантаження верстатiв, середнi
довжини черг, середнiй час очiкування в чергах, а також за-
гальну довжину черги. Чи вдалою є така рацiоналiзаторська
пропозицiя?
18. У магазинi є три продавцi, якi по черзi обслугову-

ють покупцiв. Середнiй час обслуговування одного покупця
продавцем становить 1 хвилину, причому час обслуговування
утворює стацiонарний пуассонiвський потiк. Потiк покупцiв є
близьким до стацiонарного пуассонiвського з iнтенсивнiстю 2
покупцi за хвилину. Визначте коефiцiєнт завантаження каси,
середню довжину черги i середнiй час очiкування в черзi.
19. У магазинi є одна каса. Середнiй час обслуговування

одного покупця в касi становить 0,3 хвилини, причому час
обслуговування утворює стацiонарний пуассонiвський потiк.
Потiк покупцiв є близьким до стацiонарного пуассонiвсько-
го з iнтенсивнiстю 3 покупцi за хвилину. Визначте коефiцiєнт
завантаження каси, середню довжину черги i середнiй час очi-
кування в черзi.
20. Визначте, скiльки в магазинi з попередньої задачi не-

обхiдно встановити кас, якщо iнтенсивнiсть потоку покупцiв
зросте втричi. Середня довжина спiльної черги до всiх кас не
повинна перевищувати 10 осiб.
21. На рис. 4.10 подано мережу систем масового обслуго-

вування, яка працює з перевантаженням. Середнiй час (у се-
кундах) обслуговування вимог у вузлах мережi є наступним:
S1 = 0,05, S2 = 0,08, S3 = 0,04. Проаналiзуйте вузькi мi-
сця мережi i визначте найбiльшу кiлькiсть вимог, яку мережа
зможе опрацювати за одиницю часу, тобто максимальну iн-
тенсивнiсть вхiдного потоку. Обчислiть коефiцiєнти викори-
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стання всiх вузлiв мережi i вихiднi потоки з усiх вузлiв для
знайденого вхiдного потоку.

1

q12 = 0,55
2

q13 = 0,4
3

q10 = 0,05

Рис. 4.10.

22. На рис. 4.11 подано мережу систем масового обслуго-
вування, яка працює з перевантаженням. Середнiй час (у се-
кундах) обслуговування вимог у вузлах мережi є наступним:
S1 = 0,03, S2 = 0,01, S3 = 0,09, S4 = 0,07. Проаналiзуйте вузь-
кi мiсця мережi i визначте найбiльшу кiлькiсть вимог, яку ме-
режа зможе опрацювати за одиницю часу, тобто максимальну
iнтенсивнiсть вхiдного потоку. Обчислiть коефiцiєнти викори-
стання всiх вузлiв мережi i вихiднi потоки з усiх вузлiв для
знайденого вхiдного потоку.
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Рис. 4.11.

23. На рис. 4.12 подано мережу систем масового обслуго-
вування, яка працює з перевантаженням. Середнiй час (у се-
кундах) обслуговування вимог у вузлах мережi є наступним:
S1 = 0,05, S2 = 0,03, S3 = 0,07, S4 = 0,1. Проаналiзуйте вузькi
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мiсця мережi i визначте найбiльшу кiлькiсть вимог, яку ме-
режа зможе опрацювати за одиницю часу, тобто максимальну
iнтенсивнiсть вхiдного потоку. Обчислiть коефiцiєнти викори-
стання всiх вузлiв мережi i вихiднi потоки з усiх вузлiв для
знайденого вхiдного потоку.
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Рис. 4.12.

24. На рис. 4.13 подано мережу систем масового обслуго-
вування, яка працює з перевантаженням. Середнiй час (у се-
кундах) обслуговування вимог у вузлах мережi є наступним:
S1 = 0,02, S2 = 0,01, S3 = 0,04, S4 = 0,02, S5 = 0,03. Проана-
лiзуйте вузькi мiсця мережi i визначте найбiльшу кiлькiсть
вимог, яку мережа зможе опрацювати за одиницю часу, тобто
максимальну iнтенсивнiсть вхiдного потоку. Обчислiть коефi-
цiєнти використання всiх вузлiв мережi i вихiднi потоки з усiх
вузлiв для знайденого вхiдного потоку.
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Рис. 4.13.
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Тема 5. Основи мови iмiтацiйного моделювання
GPSS World

Короткi теоретичнi вiдомостi

Для iмiтацiйного моделювання зручно застосовувати спе-
цiалiзованi мови програмування моделей. Однiєю з найпоши-
ренiших з них є мова GPSS та її остання реалiзацiя GPSS
World, яку найчастiше використовують для моделювання си-
стем масового обслуговування.

Програма на мовi GPSS складається з послiдовностi опе-
раторiв, якими є блоки, команди опису i команди керування.
Блоки формують саму модель i використовуються протягом
всього процесу моделювання. Команди опису i команди ке-
рування виконуються лише по одному разу в тому порядку, в
якому вони записанi в програмi. Великi i малi латинськi букви
в текстi програми не розрiзняються. Результатом виконання
програми є статистичний звiт.

Одними з ключових об’єктiв мови GPSS є транзакти.
Транзакти — це абстрактнi рухомi об’єкти, якi, перемiщую-
чись мiж блоками, викликають рiзнi дiї i зазнають їх. Змiст
транзакта в кожнiй конкретнiй програмi встановлює її розро-
бник.

Кожен оператор програми записується в окремому рядку.
Рядок може бути також порожнiм або мiстити лише коментар.
Формат рядка є наступним:

номер мiтка ключове_слово операнди коментар

Номер є необов’язковим елементом рядка, нiде не викори-
стовується й iгнорується. Мiтка теж є необов’язковим елемен-
том рядка. Вона складається з латинських букв, цифр i сим-
волiв пiдкреслення. Ключовим словом може бути назва блока,
команди опису або команди керування. Кiлькiсть операндiв i
їхнiй формат залежить вiд ключового слова. Як правило, опе-
ранди записуються через кому без пропускiв (до чи пiсля неї).
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Коментар є необов’язковим елементом рядка i починається з
символу «;». Усi символи пiсля нього в рядку iгноруються.

Для створення i введення транзактiв у модель використо-
вують блок GENERATE A,B,C,D,E. Для моделювання випадко-
вого потоку транзактiв з рiвномiрним законом розподiлу часу
мiж транзактами на промiжку [a, b] використовують операн-
ди A i B. У цьому випадку операнд A задає середину про-
мiжку a+b

2 , а операнд B — половину довжини промiжку b−a
2 .

Зокрема, якщо операнд B не вказано, то час мiж створенням
транзактiв визначається лише операндом A, який може бути
як числом так i функцiєю. Операнд C задає час появи пер-
шого транзакта. Операнд D вказує кiлькiсть транзактiв, якi
потрiбно згенерувати. Цiле число на мiсцi операнда E визна-
чає прiоритет транзактiв.

Процес моделювання запускається командою керування
START A, де A — початкове значення лiчильника завершень
(натуральне число).

Транзакт виводиться з моделi блоком TERMINATE A, де
A — цiле значення, яке вiднiмається вiд значення лiчильника
завершень. Коли значення лiчильника завершень стає рiвним
нулю, моделювання припиняється.

Для затримки транзактiв з метою iмiтацiї їхнього обслуго-
вування використовується блок ADVANCE A,B. Змiст операндiв
A i B тут той самий, що й у блоцi GENERATE.

Блок ASSIGN A,B присвоює параметру A транзакта значе-
ння B. Блок PRIORITY A змiнює рiвень прiоритету транзакта.
Блок SAVEVALUE A,B присвоює комiрцi пам’ятi A значення B.

Блок SEIZE A моделює вхiд в одноканальний пристрiй з
iм’ям A, а блок RELEASE A— вихiд з одноканального пристрою
з iм’ям A.

Для використання багатоканального пристрою в моделi
його спочатку потрiбно описати командою N STORAGE A, де
N — iм’я багатоканального пристрою, A — його ємнiсть, тоб-
то кiлькiсть каналiв. Блок ENTER A моделює вхiд у багато-
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канальний пристрiй з iм’ям A, описаний командою STORAGE.
Блок LEAVE A моделює вихiд iз багатоканального пристрою з
iм’ям A.

Для збору статистичної iнформацiї про результати моде-
лювання використовують команду опису таблиць

N TABLE A,B,C,D,

деN — iм’я таблицi, A— системний числовий атрибут об’єкта,
для якого створюють таблицю, B — верхня межа нижнього
iнтервалу таблицi, C — ширина iнтервалiв (крiм першого i
останнього), D — кiлькiсть iнтервалiв. Iнформацiя в таблицю
заноситься блоком TABULATE A, де A — iм’я таблицi. Черга
моделюється блоками QUEUE A (стати в чергу A) i DEPART B
(вийти з черги B).

Блок TRANSFER ,A виконує безумовний перехiд на мiтку A.
Блок TEST X A,B,C порiвнює операнди A i B вiдповiдно до
умовного операнда X. Якщо умова виконується, то транзакт
переходить у наступний блок, iнакше вiн переходить на мiтку
C.

Рекомендована лiтература: [3, с. 10–114], [6, с. 5–33],
[9, с. 141–190], [12, с. 17–377], [15, с. 7–62], [17, с. 4–214].

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 5.1. У магазинi є одна каса. Час обслуговування
одного покупця в касi є рiвномiрно розподiленою випадковою
величиною на промiжку [10, 70] секунд. Вiдомо, що покупцi
з’являються через кожнi 0–90 секунд. З допомогою мови iмi-
тацiйного моделювання GPSS здiйснити моделювання обслу-
говування 100 покупцiв у касi, визначити коефiцiєнт її заван-
таження i час обслуговування 100 покупцiв.
Розв’язання. За одиницю модельного часу в цiй задачi зру-
чно вибрати секунду. Роль покупцiв у моделi будуть вико-
нувати транзакти. Касою слугуватиме одноканальний при-
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стрiй kasa. Iнтервали часу мiж надходженням покупцiв вва-
жаємо випадковими величинами з рiвномiрним розподiлом на
вiдрiзку [0, 90]. Для моделювання обслуговування 100 поку-
пцiв використовуємо команду START з операндом 100 i блок
TERMINATE з операндом 1. Програма має вигляд:

GENERATE 45,45
SEIZE kasa
ADVANCE 40,30
RELEASE kasa
TERMINATE 1
START 100

За результатами моделювання отримуємо звiт (рис. 5.1),
з якого робимо висновок про те, що коефiцiєнт завантаже-
ння каси приблизно дорiвнює 0,86 (стовпець UTIL. таблицi
FACILITY), а загальний час обслуговування 100 покупцiв ста-
новить близько 78 хвилин (END TIME). �

GPSS World Simulation Report - Model1.1.1

Thursday, June 13, 2019 14:44:36

START TIME END TIME BLOCKS FACILITIES STORAGES
0.000 4697.709 5 1 0

NAME VALUE
KASA 10000.000

LABEL LOC BLOCK TYPE ENTRY COUNT CURRENT COUNT RETRY
1 GENERATE 100 0 0
2 SEIZE 100 0 0
3 ADVANCE 100 0 0
4 RELEASE 100 0 0
5 TERMINATE 100 0 0

FACILITY ENTRIES UTIL. AVE. TIME AVAIL. OWNER PEND INTER RETRY DELAY
KASA 100 0.857 40.258 1 0 0 0 0 0

FEC XN PRI BDT ASSEM CURRENT NEXT PARAMETER VALUE
101 0 4742.765 101 0 1

Рис. 5.1
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Треба мати на увазi, що чимало характеристик у звiтi за-
лежить вiд випадкових чисел, а тому повторний запуск моделi
командою START 100 може дати дещо iншi числа.
Приклад 5.2. У магазинi є двi каси, до яких формується

спiльна черга. Час обслуговування одного покупця в касi є
рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на промiж-
ку [10, 80] секунд. Вiдомо, що покупцi з’являються через ко-
жнi 0–50 секунд. З допомогою мови iмiтацiйного моделювання
GPSS здiйснити моделювання обслуговування 100 покупцiв у
касi, визначити коефiцiєнт її завантаження, час обслуговува-
ння 100 покупцiв, характеристики черги, детальну статистику
черги, статистику розподiлу часу перебування покупцiв бiля
кас i часу обслуговування покупцiв касирами.
Розв’язання.Для моделювання двох кас використовуємо ба-
гатоканальний пристрiй kasa з двома каналами. Створюємо
три таблицi — tab1, tab2 i tab3. У таблицi tab1 будемо зби-
рати статистику розподiлу часу, необхiдного покупцям для
перебування в черзi до каси i здiйснення оплати, в таблицi
tab2 — лише для здiйснення оплати, а в таблицi tab3 — де-
тальну статистику черги. Програма може бути, наприклад,
такою:

tab1 TABLE M1,10,10,20
tab2 TABLE MP1,10,10,20
tab3 QTABLE cherga,10,10,20
kasa STORAGE 2
GENERATE 25,25
QUEUE cherga
ENTER kasa
DEPART cherga
MARK 1
ADVANCE 45,35
LEAVE kasa
TABULATE tab1
TABULATE tab2
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TERMINATE 1
START 100
За результатами моделювання отримуємо звiт (його час-

тково наведено на рис. 5.2, 5.3), з якого робимо висновок про
те, що коефiцiєнт завантаження кас приблизно дорiвнює 0,86
(стовпець UTIL. таблицi STORAGE), загальний час обслуговува-
ння 100 покупцiв становить близько 44 хвилини (END TIME),
максимальна довжина черги — 5 осiб, середня довжина — 1,3,
а середнiй час перебування в черзi — близько 33 секунд (стов-
пцi MAX, AVE.CONT. i AVE.TIME таблицi QUEUE).

START TIME END TIME BLOCKS FACILITIES STORAGES
0.000 2659.890 10 0 1

QUEUE MAX CONT. ENTRY ENTRY(0) AVE.CONT. AVE.TIME AVE.(-0) RETRY
CHERGA 5 3 104 25 1.303 33.328 43.874 0

STORAGE CAP. REM. MIN. MAX. ENTRIES AVL. AVE.C. UTIL. RETRY DELAY
KASA 2 0 0 2 102 1 1.724 0.862 0 2

TABLE MEAN STD.DEV. RANGE RETRY FREQUENCY CUM.%
TAB1 79.003 39.842 0

10.000 - 20.000 3 3.00
20.000 - 30.000 8 11.00
30.000 - 40.000 5 16.00
40.000 - 50.000 9 25.00
50.000 - 60.000 11 36.00
60.000 - 70.000 10 46.00
70.000 - 80.000 9 55.00
80.000 - 90.000 9 64.00
90.000 - 100.000 7 71.00

100.000 - 110.000 9 80.00
110.000 - 120.000 4 84.00
120.000 - 130.000 3 87.00
130.000 - 140.000 5 92.00
140.000 - 150.000 2 94.00
150.000 - 160.000 2 96.00
160.000 - 170.000 2 98.00
170.000 - 180.000 1 99.00
180.000 - 190.000 1 100.00

Рис. 5.2

З таблицi tab1, зокрема, видно, що середнiй час перебува-
ння покупця бiля каси становить 79 секунд, а один з покупцiв
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на перебування бiля каси витратив понад три хвилини (остан-
нiй рядок таблицi tab1). �
TABLE MEAN STD.DEV. RANGE RETRY FREQUENCY CUM.%
TAB2 45.796 20.478 0

10.000 - 20.000 17 17.00
20.000 - 30.000 11 28.00
30.000 - 40.000 12 40.00
40.000 - 50.000 13 53.00
50.000 - 60.000 18 71.00
60.000 - 70.000 14 85.00
70.000 - 80.000 15 100.00

TAB3 33.422 33.867 0
_ - 10.000 35 34.65

10.000 - 20.000 13 47.52
20.000 - 30.000 10 57.43
30.000 - 40.000 5 62.38
40.000 - 50.000 7 69.31
50.000 - 60.000 9 78.22
60.000 - 70.000 5 83.17
70.000 - 80.000 2 85.15
80.000 - 90.000 5 90.10
90.000 - 100.000 6 96.04

100.000 - 110.000 1 97.03
110.000 - 120.000 2 99.01
120.000 - 130.000 1 100.00

Рис. 5.3

Приклад 5.3. Телефонна система має три паралельнi лi-
нiї зв’язку. Новi зовнiшнi виклики утворюють стацiонарний
пуассонiвський потiк з середнiм значенням 75 секунд мiж ви-
кликами. Якщо всi лiнiї зайнятi, то абонент набирає номер
ще раз через 5 ± 1 хвилин. Тривалiсть телефонної розмови
становить 3 ± 1 хвилини. Потрiбно скласти програму на мо-
вi GPSS World, яка б дозволила отримати: а) кiлькiсть часу,
необхiдного для здiйснення 500 розмов; б) коефiцiєнт заван-
таження телефонної системи; в) табулювання розподiлу часу,
який потрiбен абоненту для встановлення зв’язку i здiйсне-
ння розмови; г) середню i максимальну кiлькостi абонентiв,
якi чекають звiльнення лiнiї; д) середню i максимальну кiль-
костi викликiв, потрiбнi для здiйснення абонентом телефонної
розмови.
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Розв’язання. Оскiльки в постановцi задачi для вимiрюван-
ня часу використовуються як хвилини, так i секунди, потрiбно
весь час у хвилинах перевести в секунди або навпаки. Нехай
одиницею модельного часу є секунда. У цiй задачi зручно iмi-
тувати абонентiв транзактами. Для формування стацiонар-
ного пуассонiвського потоку вхiдних викликiв використаємо
функцiю Exponential в операндi блока GENERATE. Для моде-
лювання роботи телефонної системи з трьома лiнiями зв’язку
використаємо багатоканальний пристрiй tel з трьома канала-
ми. Оскiльки у випадку, коли зайнятi всi лiнiї зв’язку, абонент
отримує вiдмову i змушений чекати 5 ± 1 хвилин для здiй-
снення повторної спроби виклику, то для перевiрки зайнято-
стi телефонної системи скористаємось блоком GATE, додатко-
вим блоком затримки ADVANCE i блоком безумовного переходу
TRANSFER. Таким чином, для здiйснення моделювання 500 роз-
мов i отримання вiдповiдi на пункти а) i б) достатньо скласти
таку модель:

tel STORAGE 3
GENERATE (Exponential(9,0,75))
again GATE SNF tel,wait
ENTER tel
ADVANCE 180,60
LEAVE tel
TERMINATE 1
wait ADVANCE 300,60
TRANSFER ,again
START 500

Для побудови статистики, згаданої у пунктi в), створимо
таблицю з iм’ям trans з допомогою команди опису TABLE i
блока TABULATE. Часовi iнтервали в таблицi вiзьмемо рiвними
60 секундам. Для вiдповiдi на пункт г) зручно нетрадицiйним
способом скористатись чергою, для цього блок ADVANCE пiсля
мiтки wait оточимо блоками QUEUE i DEPART.
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Нарештi, для визначення середньої i максимальної кiль-
костей спроб, потрiбних для отримання зв’язку абонентом, у
параметрi vyk кожного транзакта будемо накопичувати кiль-
кiсть здiйснених абонентом викликiв. Для цього пiсля мiтки
again розмiстимо блок ASSIGN, який працюватиме в режимi
збiльшення. Середню i максимальну кiлькостi спроб виклику
найлегше знайти з таблицi calls, побудованої за параметром
vyk. Для цього скористаємось командою опису TABLE, першим
операндом якої вкажемо системний числовий атрибут P$vyk,
i блоком TABULATE. З таблицi calls насправдi можна отри-
мати ще бiльше статистичної iнформацiї. Нижче наводиться
остаточна модель:

tel STORAGE 3
trans TABLE M1,60,60,200
calls TABLE P$vyk,1,1,100
GENERATE (Exponential(9,0,75))
again ASSIGN vyk+,1
GATE SNF tel,wait
ENTER tel
ADVANCE 180,60
LEAVE tel
TABULATE trans
TABULATE calls
TERMINATE 1

wait QUEUE chr
ADVANCE 300,60
DEPART chr
TRANSFER ,again
START 500

У книзi повнiстю не наводиться досить об’ємний статисти-
чний звiт (читач може отримати його самостiйно), а наводя-
ться лише його окремi частини i даються вiдповiдi на постав-
ленi питання. Таблиця з загальною iнформацiєю у звiтi
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START TIME END TIME BLOCKS FACILITIES STORAGES
0.000 39020.297 13 0 1

дає кiлькiсть часу, необхiдного для здiйснення 500 розмов, —
39020 секунд або понад 10 годин. З таблицi
STORAGE CAP. REM. MIN. MAX. ENTRIES AVL. AVE.C. UTIL. RETRY DELAY
TEL 3 1 0 3 502 1 2.299 0.766 0 0

видно, що коефiцiєнт завантаження телефонної системи при-
близно становить 0,8. При змiнi генераторiв випадкових чисел
будуть отриманi трохи iншi, але подiбнi результати.

Табулювання розподiлу часу, який потрiбен абоненту для
встановлення зв’язку i здiйснення розмови, видно з таблицi
TRANS (наведена лише частково):
TABLE MEAN STD.DEV. RANGE RETRY FREQUENCY CUM.%
TRANS 617.102 658.100 0

120.000 - 180.000 119 23.80
180.000 - 240.000 115 46.80
240.000 - 300.000 0 46.80
300.000 - 360.000 0 46.80
360.000 - 420.000 17 50.20
420.000 - 480.000 43 58.80
480.000 - 540.000 31 65.00
540.000 - 600.000 14 67.80
600.000 - 660.000 1 68.00
660.000 - 720.000 7 69.40
720.000 - 780.000 22 73.80
780.000 - 840.000 15 76.80
840.000 - 900.000 10 78.80
900.000 - 960.000 1 79.00

... ... ...
4860.000 - 4920.000 0 99.80
4920.000 - 4980.000 0 99.80
4980.000 - 5040.000 1 100.00

Зокрема, виявляється, що 234 абоненти (понад 46 %) ви-
тратило на здiйснення телефонної розмови до чотирьох хви-
лин (вони змогли додзвонитись з першої спроби). У п’ятнад-
цять хвилин змогло вкластись майже 79 % абонентiв, проте
рештi абонентiв довелось чекати довше, зокрема, одному або-
ненту — близько 1 години 24 хвилин. Середнiй час становить
близько 10 хвилин.
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Максимальну i середню кiлькостi абонентiв, якi чекають
звiльнення лiнiї, знайдемо з таблицi для черги CHR:
QUEUE MAX CONT. ENTRY ENTRY(0) AVE.CONT. AVE.TIME AVE.(-0) RETRY
CHR 18 9 754 0 5.748 297.466 297.466 0

Максимальна кiлькiсть абонентiв — 18, середня кiлькiсть або-
нентiв — 5,7. Середнiй час очiкування абонентiв з цiєї таблицi
визначити неможливо. З таблицi
TABLE MEAN STD.DEV. RANGE RETRY FREQUENCY CUM.%
CALLS 2.460 2.186 0

_ - 1.000 234 46.80
1.000 - 2.000 105 67.80
2.000 - 3.000 55 78.80
3.000 - 4.000 40 86.80
4.000 - 5.000 24 91.60
5.000 - 6.000 14 94.40
6.000 - 7.000 7 95.80
7.000 - 8.000 8 97.40
8.000 - 9.000 5 98.40
9.000 - 10.000 1 98.60
10.000 - 11.000 2 99.00
11.000 - 12.000 2 99.40
12.000 - 13.000 2 99.80
13.000 - 14.000 0 99.80
14.000 - 15.000 0 99.80
15.000 - 16.000 0 99.80
16.000 - 17.000 1 100.00

робимо висновок про те, що для одного абонента середня кiль-
кiсть викликiв становить приблизно 2,5, а максимальна — до-
рiвнює 17. Крiм того, з останньої таблицi можна побачити, на-
приклад, що 105 абонентiв зробили по два виклики, а понад
три чвертi абонентiв здiйснили не бiльше трьох викликiв. �
Приклад 5.4. З допомогою GPSS World здiйснити моде-

лювання роботи телефонної системи з попереднього прикладу
(с. 75), якщо для абонента максимальна кiлькiсть невдалих
викликiв становить вiд трьох до шести. Визначити ймовiр-
нiсть того, що абонент не зможе додзвонитись.
Розв’язання. Будемо вважати, що максимальна кiлькiсть
викликiв має рiвномiрний розподiл серед цiлих чисел на про-
мiжку [3, 6]. Збережемо її у параметрi транзакта з iм’ям
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maxv. Для цього використаємо додатковий блок ASSIGN з ви-
кликом функцiї DUniform пiсля блока GENERATE у моделi зi
с. 77. Пiсля мiтки wait додамо перевiрку виконання умови
P$vyk < P$maxv (блок TEST). Для визначення кiлькостi абонен-
тiв, якi не змогли додзвонитись, використаємо блок SAVEVALUE
в режимi збiльшення. Для вилучення цих транзактiв з моделi
використаємо додатковий блок TERMINATE з нульовим операн-
дом. Отримаємо програму:

tel STORAGE 3
trans TABLE M1,60,60,200
calls TABLE P$vyk,1,1,100
GENERATE (Exponential(9,0,75))
ASSIGN maxv,(DUniform(8,3,6))
again ASSIGN vyk+,1
GATE SNF tel,wait
ENTER tel
ADVANCE 180,60
LEAVE tel
TABULATE trans
TABULATE calls
TERMINATE 1

wait TEST l P$vyk,P$maxv,vidm
QUEUE chr
ADVANCE 300,60
DEPART chr
TRANSFER ,again

vidm SAVEVALUE vidmov+,1
TERMINATE 0
START 500

Пiсля моделювання в комiрцi пам’ятi vidmov мiститься
кiлькiсть абонентiв, якi не змогли додзвонитись. Iмовiрнiсть
того, що абонент не зможе додзвонитись, знаходимо за фор-
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мулою

Pвiдм =
vidmov

500 + vidmov
=

38

538
=

19

269
≈ 0,07.

Насправдi можна було б не додавати в модель блок SAVEVALUE,
а кiлькiсть вiдмов знайти з таблицi блокiв по кiлькостi вхо-
дiв транзактiв в останнiй блок TERMINATE. Обчислення ймо-
вiрностi вiдмови можна було включити в модель з допомогою
додаткового блока SAVEVALUE (зробiть самостiйно!). Зi стати-
стичного звiту можна отримати всi тi самi характеристики,
що й у прикладi 5.3 зi с. 75 (зробiть це самостiйно i порiвняй-
те їх з аналогiчними характеристиками з прикладу 5.3). �
Приклад 5.5. Основна виробнича функцiя рекламного

агентства повного циклу послуг «Фiалка» — виробництво ре-
клами трьох видiв — телереклама, друкована реклама i ра-
дiореклама. Виробничий процес в агентствi «Фiалка» орга-
нiзований наступним чином. Реклама трьох видiв, що над-
ходить вiд замовникiв з iнтервалом, рiвномiрно розподiленим
на промiжку [1, 100] хвилин, обробляється групою менеджерiв
по рекламi на протязi 2–5 хвилин. Останнi передають фiнан-
совi документи про оплату замовником прийнятої реклами в
бухгалтерiю, а самi рекламнi замовлення — у виробничий вiд-
дiл. На це теж потрiбно 2–5 хвилин. Виробничий вiддiл на
протязi 1–3 хвилин скеровує замовлення залежно вiд їхнього
типу в телестудiю, видавництво або радiостудiю рекламного
агентства i здiйснює контроль за їхнiм виконанням. Iмовiр-
ностi того, що реклама виявиться телерекламою, друкованою
рекламою та радiорекламою дорiвнюють вiдповiдно 0,25, 0,35
i 0,4. Тривалостi виконання замовлень телестудiєю, видавни-
цтвом та радiостудiєю становлять вiдповiдно 50–100, 30–90 та
15–30 хвилин, причому студiї i видавництво не можуть вико-
нувати бiльше одного замовлення одночасно. Готова рекла-
ма надходить вiд студiй i видавництва у виробничий вiддiл
i спрямовується ним у засоби масової iнформацiї на протязi
5–10 хвилин.
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З допомогою системи iмiтацiйного моделювання GPSS
World здiйснити моделювання роботи рекламного агентства
на протязi восьмигодинного робочого дня. Проаналiзувати
кiлькiсть виконаних замовлень з рiзних видiв реклами i по-
рiвняти її з заданими ймовiрностями, визначити витрачений
час на виконання замовлень, кiлькiсть часу, потрiбного на
виконання одного замовлення в середньому, вiдмiнностi мiж
тривалостями часу виконання замовлень, наявнiсть черг, їхнi
довжини, середнiй час перебування в чергах, кiлькiсть замов-
лень, виконаних без черги.
Розв’язання. Одиницею модельного часу є хвилина. Замов-
лення зручно iмiтувати транзактами. Телестудiю, радiостудiю
i видавництво моделюємо з допомогою одноканальних при-
строїв. Для визначення черг перед цими пристроями викори-
стовуємо блоки QUEUE i DEPART. Вважаємо, що група менедже-
рiв по рекламi i виробничий вiддiл можуть виконувати кiлька
замовлень одночасно (про iнше не сказано), тому їхню роботу
можна моделювати лише з допомогою блокiв ADVANCE. Вибiр
типу реклами зручно здiйснювати з допомогою двох блокiв
TRANSFER, якi працюють у режимi статистичної передачi. Для
аналiзу часу перебування замовлень у моделi використовує-
ться таблиця, описана командою TABLE, iнформацiю в табли-
цю збирає блок TABULATE. Для моделювання роботи реклам-
ного агентства протягом восьми годин створюємо таймер iз
блокiв GENERATE i TERMINATE, iншi блоки TERMINATE використо-
вуємо з нульовим операндом, а команду START — з одиничним
операндом. Отримуємо таку програму:

tab TABLE M1,10,10,100
GENERATE 480
TERMINATE 1
GENERATE 50.5,49.5
ADVANCE 3.5,1.5
ADVANCE 3.5,1.5
ADVANCE 2,1
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TRANSFER 0.4„radio
TRANSFER 0.5833,tv,druk
radio QUEUE ch_radio
SEIZE pryl_radio
DEPART ch_radio
ADVANCE 22.5,7.5
RELEASE pryl_radio
TRANSFER,zmi
tv QUEUE ch_tv
SEIZE pryl_tv
DEPART ch_tv
ADVANCE 75,25
RELEASE pryl_tv
TRANSFER,zmi
druk QUEUE ch_druk
SEIZE pryl_druk
DEPART ch_druk
ADVANCE 60,30
RELEASE pryl_druk
TRANSFER,zmi
zmi ADVANCE 7.5,2.5
TABULATE tab
TERMINATE 0
START 1

Читачам пропонується самостiйно виконати моделювання
i проаналiзувати звiт. �
Приклад 5.6. Час появи замовлень у двоканальнiй си-

стемi масового обслуговування визначається функцiєю з ви-
падковим аргументом, графiк якої зображено на рис. 5.4. Час
обслуговування задається функцiєю з випадковим аргумен-
том, графiк якої наведено на рис. 5.5. Виконати моделювання
обслуговування 300 замовлень у такiй системi масового обслу-
говування.
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Рис. 5.4. Рис. 5.5.

Розв’язання. Неперервну функцiю, графiк якої подано на
рис. 5.4, назвемо gen i закодуємо шiстьма точками. Дискрет-
ну функцiю з рис. 5.5 назвемо adv i також закодуємо шiстьма
точками. Для моделювання системи масового обслуговування
використаємо двоканальний пристрiй smo. Для визначення ха-
рактеристик черги i тривалостi перебування замовлень в мо-
делi застосуємо вiдповiднi блоки i команду для опису таблицi.
Наведемо текст моделi:

smo STORAGE 2
tab TABLE M1,10,10,100
gen FUNCTION RN10,C6
0,30/0.2,50/0.3,58/0.5,65/0.8,60/1,50
adv FUNCTION RN11,D6
0.1,60/0.4,75/0.6,90/0.7,110/0.8,90/1,75
GENERATE FN$gen
QUEUE cher
ENTER smo
DEPART cher
ADVANCE FN$adv
LEAVE smo
TABULATE tab
TERMINATE 1
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START 300

На рис. 5.6 наведено частину звiту. З неї, зокрема, видно,
що бiльшу частину часу черги не було, лише окремi замов-
лення перебували в черзi довжиною одне замовлення, коефi-
цiєнт завантаження системи масового обслуговування набли-
жено дорiвнює 0,73, середнiй час перебування замовлення в
моделi становить 83 одиницi модельного часу. Iншi висновки
зi звiту читачам пропонується зробити самостiйно. �

QUEUE MAX CONT. ENTRY ENTRY(0) AVE.CONT. AVE.TIME AVE.(-0) RETRY
CHER 1 0 301 271 0.018 1.031 10.347 0

STORAGE CAP. REM. MIN. MAX. ENTRIES AVL. AVE.C. UTIL. RETRY DELAY
SMO 2 1 0 2 301 1 1.455 0.727 0 0

TABLE MEAN STD.DEV. RANGE RETRY FREQUENCY CUM.%
TAB 83.335 13.921 0

50.000 - 60.000 23 7.67
60.000 - 70.000 2 8.33
70.000 - 80.000 142 55.67
80.000 - 90.000 83 83.33
90.000 - 100.000 5 85.00

100.000 - 110.000 42 99.00
110.000 - 120.000 3 100.00

Рис. 5.6

Приклад 5.7. Виробництво деталей певного типу склада-
ється з тривалого процесу складання, що завершується коро-
тким перiодом випалу в печi. Оскiльки утримання печi обхо-
диться досить дорого, кiлька складальникiв використовують
ту саму пiч. У печi одночасно можна випалювати лише одну
деталь. Якщо пiч зайнята, складальник разом зi своєю заго-
товкою деталi чекає в черзi звiльнення печi. Складальник не
може розпочати процес складання нової деталi, доки не ви-
тягне готову деталь iз печi. Пiсля отримання з печi готової
деталi складальник починає складати наступну деталь. Час
складання деталi є рiвномiрно розподiленою випадковою ве-
личиною на промiжку [40, 50] хвилин. Час випалу деталi є
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рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на промiж-
ку [5, 10] хвилин. Зарплата складальника становить 50 грн за
годину, вартiсть печi — 3000 грн за добу незалежно вiд мiри
використання, вартiсть матерiалу — 40 грн за деталь, вар-
тiсть готового виробу — 120 грн за деталь. Процес складання
i випалу здiйснюється цiлодобово (у три змiни) без вихiдних.

Скласти модель на мовi GPSS World, здiйснити моделюва-
ння протягом мiсяця з рiзними кiлькостями складальникiв i
визначити оптимальну кiлькiсть складальникiв, що максимi-
зує прибуток. Визначити також середню i максимальну дов-
жини черги, середню i максимальну тривалостi перебування
в черзi та середню i максимальну тривалостi обробки деталей.
Розв’язання. За одиницю модельного часу беремо хвилину.
На роль транзактiв у цiй задачi найкраще пiдходять складаль-
ники. Однак пiсля завершення виготовлення деталi складаль-
ники не припиняють роботу. Оскiльки пiсля завершення змiни
їхнє мiсце роботи займають iншi складальники, для спрощен-
ня моделi можна вважати, що складальники працюють вiчно
i їх достатньо створити лише на початку процесу моделюва-
ння. Отже, блок GENERATE для створення складальникiв слiд
записувати особливим чином (див. нижче текст моделi).

Для моделювання процесу випалу деталей у печi викори-
стовуємо одноканальний пристрiй, а для визначення основ-
них характеристик черги — пару блокiв QUEUE i DEPART. Проте
цього недостатньо для визначення максимального часу пере-
бування заготовки деталi в черзi до печi. Знайти його можна
з детальної статистики черги (команда QTABLE). Пiсля завер-
шення виготовлення деталi потрiбно виконати безумовну пе-
редачу транзакта на блок початку виготовлення наступної де-
талi (блок TRANSFER). Для визначення часу обробки деталей
зручно використовувати таблицю, для збору iнформацiї в яку
потрiбнi блоки MARK i TABULATE. Для моделювання процесу ви-
робництва протягом тридцяти дiб створюємо таймер з блокiв
GENERATE i TERMINATE, а команду START використовуємо з оди-
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ничним операндом.
Оптимальну кiлькiсть складальникiв доводиться шукати

перебором, причому надто мала або велика кiлькiсть скла-
дальникiв призводить до збиткiв. Кiлькiсть виготовлених де-
талей можна визначити з таблицi блокiв у звiтi, а потiм за
елементарною формулою знайти прибуток за мiсяць. Однак,
оскiльки такi розрахунки потрiбно здiйснювати для рiзної
кiлькостi складальникiв, легше зробити так, щоб прибуток
виводився безпосередньо у статистичному звiтi. Для цього до-
статньо двох блокiв SAVEVALUE, в одному з них треба накопи-
чувати кiлькiсть виготовлених деталей, а другий потрiбен для
обчислення прибутку i його достатньо виконати один раз пе-
ред завершенням моделювання. Крiм того, щоб не змiнювати
кiлькiсть складальникiв у двох мiсцях моделi, достатньо за-
нести цю кiлькiсть один раз перед початком моделювання в
комiрку пам’ятi, а потiм використовувати її як константу у
блоках GENERATE i SAVEVALUE. Наведемо текст моделi для ро-
боти 10 складальникiв:

tabd TABLE MP1,1,1,100
tabq QTABLE qkiln,1,1,100
INITIAL X$fit,10
GENERATE „,X$fit
assem MARK 1
ADVANCE 45,5
QUEUE qkiln
SEIZE kiln
DEPART qkiln
ADVANCE 7.5,2.5
RELEASE kiln
TABULATE tabd
SAVEVALUE det+,1
TRANSFER ,assem

GENERATE (60#24#30)
SAVEVALUE prof,(X$det#80-3000#30-50#X$fit#24#30)
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TERMINATE 1
START 1
Пiсля завершення моделювання комiрка пам’ятi prof мi-

ститиме прибуток для заданої у третьому рядку програми
кiлькостi складальникiв. Пропонуємо читачам самостiйно пе-
реконатись у тому, що найбiльший прибуток забезпечує сiм
складальникiв, а також знайти для цього випадку всi потрiб-
нi характеристики. �

Вправи

1. Читальний зал на факультетi обслуговує читачiв лише
пiд час перерв мiж парами i пiсля пар. У читальному залi пра-
цює один бiблiотекар. Час мiж появами читачiв — рiвномiрно
розподiлена випадкова величина на промiжку [0, 30] секунд.
Читачi бувають двох типiв, причому їхня кiлькiсть однакова.
Читачi першого типу хочуть здати книжку i цей процес за-
ймає 10–20 секунд. Читачi другого типу хочуть взяти книжку.
Цей процес вимагає вiд 20 до 120 секунд. Бiблiотекар не мо-
же обслуговувати кiлька читачiв одночасно. Складiть модель
на мовi GPSS World, яка б дозволила змоделювати роботу чи-
тального залу протягом 30 хвилин перерви, визначте довжину
черги i статистику розподiлу часу, потрiбного для обслугову-
вання читача.
2. Змiнiть модель з вправи 1 так, щоб час мiж появами

читачiв був рiвномiрно розподiленою випадковою величиною
на промiжку [0, 30 + h/60] секунд, де h — кiлькiсть секунд,
якi минули вiд вiдкриття читального залу (тобто на початку
перерви приходить найбiльше читачiв).
3. У магазинi є два продавцi. Якщо обидва продавцi зайня-

тi обслуговуванням покупцiв, то до них формується спiльна
черга. Вхiдний потiк покупцiв не залежить вiд передiсторiї i є
стацiонарним пуассонiвським (найчастiше саме так i є). Тому
час появи покупцiв є експоненцiально розподiленою випадко-
вою величиною з iнтенсивнiстю 0,9 за хвилину. Час обслуго-
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вування покупця продавцем теж є експоненцiально розподiле-
ною випадковою величиною з середнiм значенням 2 хвилини.
Складiть модель на мовi GPSS, яка б дозволила змоделюва-
ти роботу магазину протягом 12 годин, отримати статистику
розподiлу часу, потрiбного для обслуговування покупця, i дов-
жину черги.
4. У перукарнi є n перукарiв. Вхiдний потiк клiєнтiв має

експоненцiальний розподiл з iнтенсивнiстю 0,21 за хвилину.
Якщо один з перукарiв є вiльним, то вiн обслуговуватиме чер-
гового клiєнта. Якщо всi перукарi зайнятi, то клiєнти стають
у спiльну чергу. Якщо довжина черги досягає значення 10,
то наступнi клiєнти не займають чергу, а йдуть шукати iншу
перукарню. Час обслуговування клiєнта будь-яким перукарем
має експоненцiальний розподiл з середнiм значенням 15 хви-
лин. Складiть модель роботи системи на мовi GPSS, шляхом
моделювання визначте мiнiмальну кiлькiсть перукарiв, необ-
хiдну для того щоб середня довжина черги була меншою вiд
5. Визначте ймовiрнiсть того, що клiєнту доведеться шука-
ти iншу перукарню, максимальну довжину черги, коефiцiєнт
завантаження перукарнi та статистику розподiлу часу, необ-
хiдного для обслуговування клiєнтiв.
5. Тривалiсть перебування вiдвiдувача в картиннiй галереї

є рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на промiж-
ку [0,5; 2,5] години. Вiдвiдувачi приходять у картинну галерею
з iнтервалом, який є випадковою величиною з експоненцiаль-
ним законом розподiлу з середнiм значенням 4 хвилини. Кiль-
кiсть вiдвiдувачiв, якi одночасно перебувають у картиннiй га-
лереї, не обмежується. Складiть модель на мовi GPSS, яка б
дозволила здiйснити моделювання перебування вiдвiдувачiв у
картиннiй галереї протягом десяти годин її роботи i встано-
вити те, яка найбiльша кiлькiсть вiдвiдувачiв знаходилась у
картиннiй галереї одночасно.
6. У вiддiленнi зв’язку є два вiконечка, в яких приймають

рекомендованi листи i продають марки. Час обслуговування
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одного клiєнта є випадковою величиною, рiвномiрно розпо-
дiленою на промiжку [1, 6] хвилин. Якщо обидва вiконечка
зайнятi, то клiєнти займають спiльну чергу, з якої переходять
до будь-якого вiльного вiконечка. Час появи клiєнтiв утворює
стацiонарний пуассонiвський потiк з середнiм значенням 1,5
хвилини. Складiть модель на мовi GPSS, яка б дозволила змо-
делювати процес обслуговування 100 клiєнтiв i допомогла зро-
бити директору вiддiлення зв’язку висновок про необхiднiсть
взяття на роботу ще одного працiвника на основi аналiзу дов-
жини черг i часу, потрiбного на перебування в черзi.
7. На автозаправнiй станцiї є мiсця для одночасної заправ-

ки трьох автомобiлiв i достатня кiлькiсть працiвникiв. Трива-
лiсть заправки кожного автомобiля становить 7–15 хвилин.
Автомобiлi, яким бракує пального, прибувають через кожнi
4–10 хвилин. Якщо на автозаправнiй станцiї всi мiсця зайня-
тi, то автомобiлi їдуть на iншу автозаправку. Складiть модель
на мовi GPSS, яка б дозволила здiйснити моделювання роботи
автозаправної станцiї протягом обслуговування 200 автомобi-
лiв (крiм тих, якi у зв’язку iз зайнятiстю всiх мiсць для за-
правки поїхали шукати iншу автозаправну станцiю). Визначте
кiлькiсть i вiдсоток автомобiлiв, водiї яких не захотiли стояти
в черзi.
8. Час появи замовлень у одноканальнiй системi масового

обслуговування визначається функцiєю з випадковим аргу-
ментом, графiк якої зображено на рис. 5.7. Час обслуговуван-
ня задається функцiєю з випадковим аргументом, графiк якої
наведено на рис. 5.8. Виконайте моделювання обслуговуван-
ня 200 замовлень у такiй системi масового обслуговування,
визначте основнi характеристики черги i час перебування за-
мовлень у моделi. Функцiю з рис. 5.7 закодуйте не менше, нiж
п’ятьма точками.
9. Час появи замовлень у системi масового обслуговува-

ння визначається функцiєю з випадковим аргументом, гра-
фiк якої зображено на рис. 5.9. Час обслуговування задається
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функцiєю з випадковим аргументом, графiк якої наведено на
рис. 5.10. Одночасно обслуговуватись може довiльна кiлькiсть
замовлень. Виконайте моделювання обслуговування 200 за-
мовлень у такiй системi масового обслуговування, визначте
час перебування замовлень у моделi. Функцiю з рис. 5.10 за-
кодуйте не менше, нiж п’ятьма точками.

0,25 0,5 0,75 1

20

40

60

80

100

X

Y

0,25 0,5 0,75 1

20

40

60

80

100

X

Y

Рис. 5.7. Рис. 5.8.

0,25 0,5 0,75 1

20

40

60

80

100

X

Y

0,25 0,5 0,75 1

20

40

60

80

100

X

Y

Рис. 5.9. Рис. 5.10.



92 5. Основи мови iмiтацiйного моделювання GPSS World

10. На обробку до iнформацiйної системи приймаються
три класи задач A, B i C. Не бiльше двох задач класiв A i B
можуть розв’язуватись iнформацiйною системою одночасно,
а задачi класу C вимагають, щоб система була вiльною вiд
iнших задач. Задачi класу A надходять через 20 ± 5 хвилин,
класу B — через 20 ± 10 хвилин i класу C — через 30 ± 10
хвилин. Задачi потребують для виконання: клас A — 20 ± 5
хвилин, клас B — 21±3 хвилин i клас C — 28±5 хвилин. Одна
задача класу A або B може дозавантажуватись до задачi кла-
су A або B, що вже розв’язується. Побудуйте модель на мовi
GPSS для моделювання роботи iнформацiйної системи про-
тягом року, вважаючи, що вона працює цiлодобово. Визначте
характеристики черги, завантаження iнформацiйної системи
i статистику розподiлу часу, необхiдного для розв’язування
задачi.
11. На виробничу дiльницю надходять деталi. Час їхньо-

го надходження розподiлений рiвномiрно на промiжку [5, 15]
хвилин. Спочатку вони проходять зовнiшнiй прийом у контро-
лера вiддiлу технiчного контролю за 2–4 хвилини. 5 % з них
скеровуються на доопрацювання, яке займає 3–5 хвилин, пi-
сля чого вони знову надходять на перевiрку до контролера на
час 1–3 хвилини. Деталi, якi вже побували на доопрацюваннi
i знову не проходять контроль якостi, визнаються браковани-
ми (в середньому їх буває 10 % вiд кiлькостi тих, що були
на доопрацюваннi). Пiсля прийому деталi надходять на скла-
дання протягом 2–7 хвилин, а потiм на термозагартовування
на час 8–12 хвилин. Деталi, що гартувалися менше 10 хвилин
або були на доопрацюваннi, одержують маркування другого
сорту, а якщо цi деталi були на доопрацюваннi i гартування
тривало менше 10 хвилин — третього. На складаннi не може
перебувати бiльше однiєї деталi одночасно.

Склавши модель на мовi GPSS, змоделюйте роботу дiль-
ницi протягом 22 робочих днiв тривалiстю вiсiм годин кожен.
Визначте кiлькiсть бракованих деталей i кiлькiсть деталей ко-
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жного сорту. Визначте як змiняться цi данi при зменшеннi
браку до 2 %.
12. Станцiя технiчного обслуговування автомобiлiв ремон-

тує машини трьох типiв: A, B i C. Автомобiлi всiх типiв над-
ходять пiд час робочого дня через промiжки часу, якi мають
експоненцiальний закон розподiлу, причому для машин типу
A iнтенсивнiсть становить 0,015 за хвилину, типу B — 0,02
за хвилину, типу C — 0,011 за хвилину. На станцiї технiчного
обслуговування працюють чотири бригади слюсарiв. Ремонт
машини типу A є випадковою величиною, рiвномiрно розпо-
дiленою на промiжку [36, 110] хвилин, типу B — [30, 125] хви-
лин, типу C — [30, 150] хвилин. Стоянка перед станцiєю технi-
чного обслуговування має 15 мiсць, а кожна бригада має свiй
бокс на одну машину. Машини, для яких не знайшлось мiсця
в боксi чи на стоянцi, ремонтуються в iншому мiсцi. Станцiя
технiчного обслуговування працює в середньому 22 днi на мi-
сяць по вiсiм годин на день.

Завдання:
а) складiть модель на мовi GPSS i змоделюйте роботу стан-

цiї технiчного обслуговування протягом мiсяця та року;
б) знайдiть розподiл часу обслуговування автомашин ко-

жного типу, ймовiрнiсть вiдмови в обслуговуваннi, коефiцi-
єнт завантаження слюсарiв роботою, коефiцiєнт заповнення
стоянки, середню кiлькiсть боксiв, що працюють, та середню
кiлькiсть зайнятих мiсць на стоянцi;

в) визначте необхiдну кiлькiсть мiсць на стоянцi для ви-
ключення випадкiв вiдмови в обслуговуваннi та всi величини
пункту б) у цьому випадку;

г) знайдiть необхiдну мiсткiсть боксiв для виключення ви-
падкiв вiдмови в обслуговуваннi та всi величини пункту б) у
цьому випадку.
13. Вулицi, що виходять на чотиристороннє перехрестя,

мають позначення за напрямом руху годинникової стрiлки:
A, B, C, D. З боку вулицi A автомобiлi пiд’їжджають до пе-
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рехрестя кожнi 4±2 секунди, причому 30 % з них повертають
праворуч у напрямi A–D, а 25 % — лiворуч у напрямi A–B.
Поворот налiво можливий, якщо немає руху в напрямi C–A.
З боку вулицi C автомашини пiд’їжджають до перехрестя ко-
жнi 7 ± 3 секунд, причому 60 % iз них проїжджають прямо
у напрямi C–A, а 40 % — направо у напрямi C–B. Поворот
лiворуч у напрямi C–D заборонений. Свiтлофор на перехре-
стi перемикається кожнi 30 секунд (жовтий сигнал свiтлофо-
ра можна не враховувати, бо вiн є лише попередженням про
змiну руху). Ширина всiх вулиць допускає рух у три ряди в
кожному напрямi. Машини долають перехрестя в будь-якому
напрямi за 2 секунди. Автомобiль, що виїхав на перехрестя
до моменту перемикання свiтлофора, обов’язково продовжує
рух. На перехрестi може знаходитись не бiльше однiєї машини
для кожного напряму руху.

Змоделюйте рух автомобiлiв через перехрестя з боку ву-
лиць A i C протягом години. Пiдрахуйте кiлькiсть автомашин,
що пройшли в кожному напрямi. Визначте середню i макси-
мальну довжини черги автомобiлiв, середнiй час перебування
автомобiлiв у черзi для кожного напряму руху.
14. Система складається з одного бульдозера, двох са-

москидiв i одного механiзованого навантажувача. Бульдозер
згрiбає землю до навантажувача. Для початку навантажен-
ня перед навантажувачем повинна лежати хоча б одна купа
землi. Час, що витрачається бульдозером на пiдготовку купи
землi, має експоненцiальний розподiл з середнiм значенням 10
хвилин. Крiм наявностi куп землi, для роботи навантажува-
ча потрiбен порожнiй самоскид. Про час навантаження вiдомо
лише те, що вiн розподiлений на вiдрiзку [10, 18] хвилин. Пiсля
того, як самоскид завантажений, вiн їде до мiсця розвантаже-
ння, розвантажується i знову повертається для завантаження.
Час перебування самоскида в дорозi розподiлено логнормаль-
но, причому у завантаженому станi середнє значення вiдпо-
вiдного нормального закону розподiлу становить 2, а в поро-
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жньому — 1,7. Середньоквадратичне вiдхилення вiдповiдного
нормального закону розподiлу в обох випадках дорiвнює 1,5.
Час розвантаження розподiлено рiвномiрно на iнтервалi вiд 2
до 8 хвилин. Пiсля завантаження кожного самоскида наван-
тажувач повинен «вiдпочивати» протягом 5 хвилин, а потiм
вiн знову може розпочинати роботу.

Складiть модель на мовi GPSS World для моделювання
роботи бульдозера, навантажувача i самоскидiв протягом ро-
ку. Бульдозер працює з 9 до 17 години п’ять днiв на тиждень,
навантажувач — з 9 до 16 години. Самоскиди в кiнцi робочого
дня мусять завершити рейс i повернутись до навантажувача.
Визначте характеристики черг партiй вантажу, самоскидiв i
навантажувача. Дослiдiть можливiсть зменшення черг.
15. Конвеєрна система складається з п’яти обслуговую-

чих пристроїв, розташованих уздовж стрiчки конвеєра. Дета-
лi надходять на обробку на перший пристрiй. Iнтервали мiж
надходженням деталей є випадковою величиною з логнор-
мальним законом розподiлу з середнiм значенням 0,1 i сере-
дньоквадратичним вiдхиленням 0,2 вiдповiдного нормально-
го закону розподiлу. Вiльного мiсця перед кожним пристроєм
немає, тому пристрiй може зняти деталь iз конвеєра, тiль-
ки якщо вiн вiльний. Тривалiсть обслуговування на кожному
пристрої лежить у межах вiд 3 до 8 хвилин. По закiнчен-
нi обробки деталь залишає систему. Якщо перший пристрiй
зайнятий у момент надходження деталi, то деталь по конве-
єру надходить до другого пристрою. Iнтервал проходження
деталi мiж пристроями — 1 хвилина. Якщо при прямуваннi
деталi по конвеєру всi пристрої були зайнятi, то вона повер-
тається до першого пристрою з затримкою 5 хвилин.

Побудуйте модель на мовi GPSS для моделювання роботи
конвеєрної системи протягом року, вважаючи, що вона пра-
цює з однаковою iнтенсивнiстю цiлодобово. Визначте стати-
стичнi характеристики часу перебування деталей у системi i
завантаження обслуговуючих пристроїв.
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Тема 6. Додатковi можливостi мови
i середовища GPSS World

Короткi теоретичнi вiдомостi

Для iмiтацiї виходу з ладу одноканального пристрою мо-
жна використовувати блок PREEMPT з прiоритетами, а iмiтува-
ти несправнiсть i її усунення (ремонт) з допомогою спецiаль-
ного транзакта з високим прiоритетом.

Для iмiтацiї виходу з ладу одного чи кiлькох каналiв бага-
токанального пристрою можна замiсть багатоканального при-
строю використовувати кiлька одноканальних пристроїв, вхо-
ди в якi треба моделювати блоками PREEMPT з прiоритетами, а
iмiтувати несправнiсть i її усунення спецiальним транзактом
(транзактами) з високим прiоритетом.

Блок DISPLACE A,B,C,D призначений для вiдшукання в
моделi потрiбного транзакта i перемiщення його до вказаного
блока. Операнд A — номер транзакта, який потрiбно пере-
мiстити. Операнд B — мiтка блока, до якого перемiщується
транзакт, вказаний операндом A. Операнд C — номер чи iм’я
параметра цього транзакта, до якого записується час, що за-
лишився до завершення його обслуговування у блоцi ADVANCE,
якщо транзакт перебував у ньому. Блок DISPLACE спрацьовує
при потрапляннi до нього активного транзакта. Операнд D —
мiтка альтернативного блока для активного транзакта, якщо
шуканий транзакт вiдсутнiй у моделi.

Недоступнiсть багатоканального пристрою моделює блок
SUNAVAIL A, де A — iм’я багатоканального пристрою. Знят-
тя недоступностi цього пристрою моделюється блоком SAVAIL
A. Якщо у пристрої обслуговувались транзакти, то вони про-
довжуватимуть обслуговуватись, поки не вийде час. Iншi
транзакти зайти в недоступний пристрiй не можуть. Блоки
FUNAVAIL A i FAVAIL A призначенi вiдповiдно для моделюва-
ння недоступностi i доступностi одноканального пристрою.

Iмiтацiю виходу з ладу всього багатоканального пристрою
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здiйснюють у ручному режимi за допомогою блокiв SUNAVAIL,
SAVAIL, DISPLACE.

При використаннi одноканальних i багатоканальних при-
строїв у моделi автоматично можуть виникати черги, якi фун-
кцiонують за принципом FIFO («першим прийшов — першим
обслуговують») з врахуванням прiоритетiв. Для створення
черг з iншою дисциплiною обслуговування потрiбно викори-
стовувати списки користувача.

Для введення транзактiв до списку користувача слугує
блок LINK A,B. Операнд A задає iм’я або номер списку ко-
ристувача, до якого заноситься транзакт пiсля входу в блок
LINK. Операнд B визначає порядок перебування транзактiв у
списку користувача, наприклад LIFO — транзакт передається
на початок списку користувача.

Для виведення одного чи кiлькох транзактiв зi списку ко-
ристувача використовується блок UNLINK X A,B,C,D,E,F . Зi
списку користувача A в блок, визначений мiткою B, виво-
диться C транзактiв. Необов’язковi операнди X, D i E ви-
значають додатковi умови виведення транзактiв. Операндом
F може вказуватись мiтка блока, куди переходить транзакт,
який iнiцiює виведення, якщо зi списку користувача не було
виведено жодного транзакта.

Змiннi користувача створюють командою опису N EQU A,
де N — iм’я змiнної, а операнд A — її значення.

У GPSS World передбачена можливiсть чисельно знаходи-
ти розв’язки початкових задач для звичайних автономних ди-
ференцiальних рiвнянь першого порядку та їхнiх систем. Не-
залежна змiнна у цих рiвняннях має бути часом. Для iнтегру-
вання таких рiвнянь використовуються команди INTEGRATE i
EQU. Початкова умова в точцi 0 задається оголошенням поча-
ткового значення шуканої функцiї командою EQU.

Команда INTEGRATE має формат: N INTEGRATE A,B,C,D,E.
Тут N — шукана функцiя y(x) у рiвняннi y′ = f(y), за її iм’я
беруть змiнну користувача; операнд A — права частина ди-
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ференцiального рiвняння, тобто значення похiдної змiнної ко-
ристувача за часом; B — перше порогове значення шуканої
функцiї; C — мiтка блока, в який переходить згенерований
транзакт у момент, коли шукана функцiя проходить через
своє перше порогове значення у будь-якому напрямку; D —
друге порогове значення шуканої функцiї; E — мiтка блока,
в який переходить згенерований транзакт у момент, коли шу-
кана функцiя проходить через своє друге порогове значення
у будь-якому напрямку.

Для створення двовимiрної матрицi з iм’ям N використо-
вується команда опису N MATRIX A,B,C. Операнд A не вико-
ристовується, операнд B визначає кiлькiсть рядкiв матрицi, а
операнд C — кiлькiсть стовпцiв матрицi.

Пiсля створення матрицi командою MATRIX всi її елементи
мiстять нульове значення. Iншi початковi значення елементам
матрицi можуть бути присвоєнi командою INITIAL A,B, де
A — системний числовий атрибут елемента матрицi або iм’я
матрицi, а B — початкове значення.

Блок MSAVEVALUE A,B,C,D в процесi моделювання присво-
ює елементу матрицi A з рядка B i стовпця C значення D.

Можливостi iмiтацiйного моделювання розширюються з
використанням PLUS-процедур, ознайомитись з якими мо-
жна, наприклад, в [9, с. 238–245].

Для спостереження за процесом моделювання на етапi
тестування i верифiкацiї, а також для отримання додат-
кової iнформацiї, вiдсутньої у статистичному звiтi, викори-
стовують десять динамiчних iнформацiйних вiкон середо-
вища GPSS World: Blocks (блоки), Expressions (вирази),
Facilities (одноканальнi пристрої), Logicswitches (логiчнi
перемикачi), Matrix (матриця), Plots (графiки), Queues (чер-
ги), Savevalues (комiрки пам’ятi), Storages (багатоканальнi
пристрої), Table (таблиця).

Рекомендована лiтература: [3, с. 94–106, 115–134],
[7, с. 11–31], [9, с. 209–246], [12, с. 17–377], [15, с. 7–62], [17,
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с. 4–214].

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 6.1. На виробничiй дiльницi є два верстати.
Якщо один з них виходить з ладу, то деталь буде чекати
завершення ремонту або звiльнення другого верстату. Потiк
надходження деталей є стацiонарним пуассонiвським з сере-
днiм значенням 2,5. Час обслуговування — випадкова вели-
чина з логнормальним законом розподiлу з середнiм значе-
нням 1 i середньоквадратичним вiдхиленням 1 вiдповiдного
нормального розподiлу. Вихiд з ладу верстату моделюється
логнормальним законом розподiлу з середнiм значенням 6 i
середньоквадратичним вiдхиленням 2 вiдповiдного нормаль-
ного розподiлу. Час ремонту — випадкова величина, рiвно-
мiрно розподiлена на вiдрiзку [1, 3]. Скласти модель роботи
виробничої дiльницi.
Розв’язання.Два верстати будемо моделювати двома блока-
ми PREEMPT з прiоритетами. Будемо вважати, що транзакт, об-
слуговування якого було перерване, стає в кiнець черги. Ниж-
че наводиться можливий лiстинг моделi.

tab TABLE M1,1,1,100
GENERATE (Exponential(10,0,2.5))
ASSIGN 1,(Lognormal(11,0,1,1))
mit1 QUEUE cherga
TEST NE (F$prod1+F$prod2),2; чекати,
; доки не звiльниться хоч один пристрiй
DEPART cherga
GATE NU prod1,mit3; якщо зайнятий пристрiй 1, то
; перейти до пристрою 2
mit2 PREEMPT prod1,PR,mit1,1,RE
ADVANCE P1
RETURN prod1
TRANSFER ,mit4
mit3 PREEMPT prod2,PR,mit1,1,RE
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ADVANCE P1
RETURN prod2
mit4 TEST E PR,0,mit5
TABULATE tab
mit5 TERMINATE 1

GENERATE (Lognormal(12,0,6,2)); генерування виходу
; з ладу пристрою
PRIORITY 1
ASSIGN 1,(Uniform(13,1,3))
TRANSFER 0.5,mit2,mit3

START 1000 �
Приклад 6.2. Вхiдний потiк вимог обслуговується у ба-

гатоканальному пристрої. Пристрiй може вийти з ладу пов-
нiстю. У випадку виходу з ладу багатоканального пристрою
всi недообслуженi вимоги ставляться у чергу для подальшо-
го обслуговування у багатоканальному пристрої пiсля його
ремонту. Ємнiсть пристрою — 10 каналiв. Вхiдний потiк ви-
мог є стацiонарним пуассонiвським з середнiм значенням 3.
Час обслуговування — випадкова величина з логнормальним
законом розподiлу з середнiм значенням 1,1 i середньоква-
дратичним вiдхиленням 1 вiдповiдного нормального закону
розподiлу. Вихiд з ладу багатоканального пристрою вiдбува-
ється за логнормальним законом розподiлу з середнiм значе-
нням 6 i середньоквадратичним вiдхиленням 2,5 вiдповiдного
нормального закону розподiлу. Час ремонту багатоканально-
го пристрою — випадкова величина, рiвномiрно розподiлена
на промiжку [100, 200]. Виконати моделювання роботи при-
строю.
Розв’язання. Номери транзактiв, якi знаходяться в багато-
канальному пристрої, будемо зберiгати в комiрках пам’ятi з
номерами вiд 1 до 10. Для доступу до них використаємо непря-
му адресацiю в циклi. Нижче наводиться можливий лiстинг
програми.
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bkp STORAGE 10
tab TABLE M1,10,10,100
GENERATE (Exponential(10,0,3))
ASSIGN 1,(Lognormal(11,0,1.1,1))
mit1 QUEUE cherga
ENTER bkp,1
DEPART cherga
ASSIGN zmc,10
mitc1 TEST E X*zmc,0,mitac1
SAVEVALUE P$zmc,XN1
TRANSFER ,mitvc1
mitac1 LOOP zmc,mitc1
mitvc1 ADVANCE P1
ASSIGN zmc,10
mitc2 TEST E X*zmc,XN1,mitac2
SAVEVALUE P$zmc,0
TRANSFER ,mitvc2
mitac2 LOOP zmc,mitc2
mitvc2 LEAVE bkp,1
TABULATE tab
TERMINATE 1

GENERATE (Lognormal(12,200,6,2.5))
SUNAVAIL bkp
ASSIGN zmc,10
mitc3 TEST NE X*zmc,0,mitac3
DISPLACE X*zmc,mit2,1
SAVEVALUE P$zmc,0
mitac3 LOOP zmc,mitc3
ADVANCE 150,50
SAVAIL bkp
TERMINATE 1
mit2 LEAVE bkp,1
TRANSFER ,mit1

START 1000
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Читачам пропонується самостiйно виконати моделювання,
користуючись наведеною програмою, проаналiзувати стати-
стичний звiт i побудувати графiк черги. �
Приклад 6.3. В одноканальнiй системi масового обслуго-

вування органiзувати таку дисциплiну обслуговування, коли
прiоритет вiддається замовленням з найменшим часом обслу-
говування. Вхiдний потiк — стацiонарний пуассонiвський з се-
реднiм часом 1. Час обслуговування — рiвномiрно розподiлена
випадкова величина на промiжку [0,5; 2].
Розв’язання. Для моделювання черги використаємо список
користувача. Нижче наводиться модель:

GENERATE (Exponential(5,0,1))
ASSIGN 1,(Uniform(6,0.5,2))
GATE NU pryl,wait
mit SEIZE pryl
ADVANCE P1
RELEASE pryl
UNLINK cherga,mit,1
TERMINATE 1
wait LINK cherga,P1
START 1000 �
Приклад 6.4. У чан, що в початковий момент часу мi-

стить 10 л чистої води, неперервно надходить зi швидкiстю
2 л за хвилину розчин, у кожному лiтрi якого мiститься 200 г
солi. Цей розчин перемiшується з водою i сумiш витiкає з ча-
на з тiєю самою швидкiстю. Скiльки солi буде в чанi через 10
хвилин?
Розв’язання. Нехай y(t) — кiлькiсть солi в чанi в момент
часу t, час t вимiрюється у хвилинах, кiлькiсть солi y(t) — у
кiлограмах. Тодi

y(t+Δt)− y(t) =

(
2 · 0,2− 2 · y(t+ α)

10

)
Δt
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— прирiст солi за час Δt (0 < α < Δt). Подiливши на Δt,
спрямувавши Δt до нуля i врахувавши, що α → 0 для Δt → 0,
отримаємо:

y′ = 0,4− 0,2y.

Крiм того, маємо y(0) = 0. Для моделювання придатна мо-
дель:

y_ EQU 0
y_ INTEGRATE (0.4-0.2#y_)
GENERATE 10
TERMINATE 1
START 1
Круглi дужки у другому рядку цiєї програми обов’язковi.

У звiтi вказується значення y_ на кiнець моделювання, тобто
для часу t = 10 (рис. 6.1). Оскiльки воно дорiвнює 1,729, то
через 10 хвилин у чанi буде 1,729 кг солi. �

NAME VALUE
Y_ 1.729

Рис. 6.1

Приклад 6.5. Знайти час, коли в чанi з попередньої за-
дачi опиниться 1,9 кг солi.
Розв’язання. Модифiкуємо модель:

y_ EQU 0
y_ INTEGRATE (0.4-0.2#y_),1.9,mit
GENERATE 1000
mit TERMINATE 1
START 1

Час моделювання є вiдповiддю на поставлену задачу. З
фрагменту звiту (рис. 6.2) видно, що час моделювання стано-
вить 14,985 хвилин. �

START TIME END TIME BLOCKS FACILITIES STORAGES
0.000 14.985 2 0 0

Рис. 6.2
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Приклад 6.6. Знайти розв’язок початкової задачi{
dx
dt = −3xy,
dy
dt = 4x− 3y

x(0) = 1, y(0) = −1

в точцi t = 7.
Розв’язання. Складаємо модель:

x_ EQU 1
y_ EQU -1
x_ INTEGRATE (-3#x_#y_)
y_ INTEGRATE (4#x_-3#y_)
GENERATE 7
TERMINATE 1
START 1

Зi звiту можна побачити, що x(7) = 0,03, y(7) = 0,042. �
Приклад 6.7. Знайти розв’язок початкової задачi y′ =

= 0,4− 0,2y, y(1) = 0,5 в точцi t = 10.
Розв’язання. Для розв’язування цiєї задачi засобами GPSS
World потрiбно скласти PLUS-процедуру, яка б змiнювала по-
чаткове значення функцiї y. Складаємо модель:

y_ EQU 0
y_ INTEGRATE (0.4-0.2#y_)

PROCEDURE newint(valuei)
BEGIN
y_=valuei;
END;

GENERATE 1„,1
PLUS (newint(0.5))
ADVANCE 9
TERMINATE 1
START 1

У момент часу, рiвний одиницi, генерується один транз-
акт, який запускає PLUS-процедуру newint змiни значення
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змiнної користувача y_. Процес iнтегрування диференцiаль-
ного рiвняння продовжується до часу t = 10, коли знищується
транзакт i припиняється моделювання. Зi звiту можна поба-
чити, що розв’язок початкової задачi в точцi t = 10 дорiвнює
1,752. �
Приклад 6.8. Вхiдний потiк вимог є стацiонарним пуас-

сонiвським з середнiм значенням 0,3. Час обслуговування у
двоканальному пристрої задається функцiєю

f(x) =

{
5− x, x � 4,
4
x , x > 4,

де x — довжина черги до цього пристрою. Склавши програ-
му для моделювання роботи системи, здiйснити моделювання
обслуговування 5000 вимог.
Розв’язання. Для обчислення значення функцiї створимо
PLUS-процедуру fx. Програма може бути такою:

PROCEDURE fx(x_)
BEGIN
IF (x_<=4) THEN RETURN 5-x_; ELSE RETURN 4/x_;
END;
bkp STORAGE 2
GENERATE (Exponential(5,0,0.3))
QUEUE wait
ENTER bkp
DEPART wait
ADVANCE (fx(q$wait))
LEAVE bkp
TERMINATE 1
START 5000

Читачам пропонується самостiйно виконати моделювання,
користуючись наведеною програмою, проаналiзувати стати-
стичний звiт i побудувати графiк черги. �
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Вправи

1. Вхiдний потiк вимог задається неперервною функцiєю
зi значеннями у вузлах (0; 0), (0,2; 1), (0,5; 2), (0,7; 3), (0,8; 4),
(1; 7). Час обслуговування є рiвномiрно розподiленою на вiд-
рiзку [1, 5] випадковою величиною. Одночасно не може обслу-
говуватись бiльше однiєї вимоги. На мовi GPSS World напи-
шiть модель, яка заповнить матрицю за наступним правилом:
у перший рядок j-го стовпця матрицi буде заноситись час по-
яви j-ї вимоги в моделi, а в другий рядок j-го стовпця — час
перебування цiєї вимоги в моделi. Здiйснiть моделювання об-
слуговування 100 вимог. Перегляньте створену матрицю.
2. Вхiдний потiк вимог має логнормальний закон розподi-

лу з середнiм значенням 2 i середньоквадратичним вiдхилен-
ням 1 вiдповiдного нормального розподiлу. Час обслуговува-
ння вимоги в одноканальному пристрої є випадковою величи-
ною, розподiленою за експоненцiальним законом з iнтенсивнi-
стю 0,5. Вихiд з ладу пристрою вiдбувається через iнтервали
часу, що мають розподiл Вейбулла з параметрами стиснення
β = 600 i форми α = 10 (задаються саме в цьому порядку у
функцiї Weibull мови GPSS World). Час ремонту є рiвномiрно
розподiленою випадковою величиною на промiжку [10, 100].
При виходi з ладу пристрою недообслуженi вимоги чекають
завершення обслуговування пiсля закiнчення ремонту. За на-
явностi черги першими мають обслуговуватись вимоги, обслу-
говування яких було перерване виходом з ладу пристрою.

Складiть модель на мовi GPSS World для моделювання ро-
боти пристрою i його ремонту. Здiйснiть моделювання обслу-
говування 1000 вимог. Визначте середню i максимальну дов-
жини черги. Проаналiзуйте таблицю часу перебування вимог
у моделi.

Створiть точку зупинки моделювання при виходi з ладу
пристрою. Визначте системний час, коли вiдбулась ця подiя.
Перегляньте списки поточних i майбутнiх подiй пiсля досягне-
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ння цiєї точки. Пiсля цього по крокам виконайте моделювання
i проаналiзуйте модель у вiкнi блокiв. Створiть i перегляньте
графiк залежностi поточної довжини черги вiд часу.
3. Вхiдний потiк вимог є стацiонарним пуассонiвським з

середнiм значенням 0,3. Час обслуговування вимоги в одному
каналi чотириканального пристрою є випадковою величиною
з логнормальним законом розподiлу з середнiм значенням 0,1
i середньоквадратичним вiдхиленням 0,5 вiдповiдного нор-
мального розподiлу. Вихiд з ладу одного з каналiв пристрою
вiдбувається через iнтервали часу, що мають логнормальний
розподiл з середнiм значенням 6 i середньоквадратичним вiд-
хиленням 2 вiдповiдного нормального розподiлу. Час ремонту
є рiвномiрно розподiленою випадковою величиною на промiж-
ку [4, 30]. При виходi з ладу каналу пристрою недообслуженi
вимоги залишають систему.

Складiть модель на мовi GPSS World для моделювання
роботи пристрою i його ремонту. Здiйснiть моделювання об-
слуговування 10000 вимог. Визначте середню i максимальну
довжини черги. Проаналiзуйте таблицю часу перебування ви-
мог у моделi.

Пiд час моделювання перегляньте змiну iнформацiї у вi-
кнах блокiв, пристроїв, черг, таблицi. У вiкнi виразiв пiд час
моделювання перегляньте змiну абсолютного системного часу,
тривалостi обслуговування вимоги, поточної довжини черги.

Створiть точку зупинки моделювання при виходi з ладу
пристрою. Визначте системний час, коли вiдбулась ця подiя.
Перегляньте списки поточних i майбутнiх подiй пiсля досягне-
ння цiєї точки. Пiсля цього по крокам виконайте моделюван-
ня i проаналiзуйте модель у вiкнi блокiв. Перегляньте графiк
залежностi поточної довжини черги вiд часу.
4. Вхiдний потiк вимог є стацiонарним пуассонiвським з

середнiм значенням 5. Час обслуговування вимоги в одному
каналi дванадцятиканального пристрою є випадковою вели-
чиною з логнормальним законом розподiлу з середнiм значе-
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нням 2 i середньоквадратичним вiдхиленням 2 вiдповiдного
нормального розподiлу. Вихiд з ладу всього пристрою вiдбу-
вається через iнтервали часу, що мають логнормальний роз-
подiл з середнiм значенням 5 i середньоквадратичним вiдхи-
ленням 3 вiдповiдного нормального розподiлу. Час ремонту
є рiвномiрно розподiленою величиною на промiжку [50, 300].
При виходi з ладу пристрою недообслуженi вимоги чекають
завершення ремонту. За наявностi черги першими мають об-
слуговуватись вимоги, обслуговування яких було перерване
виходом з ладу пристрою.

Складiть модель на мовi GPSS World для моделювання ро-
боти пристрою i його ремонту. Здiйснiть моделювання обслу-
говування 1000 вимог. Визначте середню i максимальну дов-
жини черги. Проаналiзуйте таблицю часу перебування вимог
у моделi.

Пiд час моделювання перегляньте змiну iнформацiї у вi-
кнах блокiв, пристроїв, таблицi.

Створiть точку зупинки моделювання при виходi з ладу
пристрою. Визначте системний час, коли вiдбулась ця подiя.
Перегляньте списки поточних i майбутнiх подiй пiсля досягне-
ння цiєї точки. Пiсля цього по крокам виконайте моделювання
i проаналiзуйте модель у вiкнi блокiв.

Перегляньте графiк залежностi поточної довжини черги
вiд часу.
5. Вхiдний потiк вимог є стацiонарним пуассонiвським з

середнiм значенням 5. Час обслуговування вимоги в однока-
нальному пристрої є випадковою величиною з рiвномiрним
законом розподiлу на промiжку [2, 7]. За наявностi черги пер-
шими мають обслуговуватись вимоги, якi прийшли останнiми.

Складiть модель на мовi GPSS World для моделювання ро-
боти пристрою. Здiйснiть моделювання обслуговування 1000
вимог. Визначте середню i максимальну довжини черги, сере-
днiй час перебування вимог у черзi. Проаналiзуйте таблицю
часу перебування вимог у моделi.
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Пiд час моделювання перегляньте змiну iнформацiї у вi-
кнах блокiв, пристроїв, таблицi. Створiть i перегляньте графiк
залежностi поточної довжини черги вiд часу.
6. Вхiдний потiк вимог є стацiонарним пуассонiвським з

iнтенсивнiстю 1. Час обслуговування вимоги в одноканально-
му пристрої є випадковою величиною з рiвномiрним законом
розподiлу на промiжку [0,3; 1,5]. За наявностi черги першими
мають обслуговуватись вимоги з найменшим часом обслуго-
вування. Черга обмежена десятьма позицiями. Вимоги, для
яких немає мiсця в черзi, залишають модель необслуженими.

Складiть модель на мовi GPSS World для моделювання ро-
боти пристрою. Здiйснiть моделювання обслуговування 1000
вимог. Визначте середню i максимальну довжини черги, сере-
днiй час перебування вимог у черзi. Проаналiзуйте таблицю
часу перебування вимог у моделi.

Пiд час моделювання перегляньте змiну iнформацiї у вi-
кнах блокiв, пристроїв, таблицi. Створiть i перегляньте графiк
залежностi поточної довжини черги вiд часу.
7. З допомогою GPSS World знайдiть розв’язок початкової

задачi y′ = 5 + 4
√
y, y(0) = 22 у точцi x1 = 33. З допомогою

GPSS World знайдiть таке значення x2, щоб розв’язок цiєї по-
чаткової задачi y(x2) = 100.

8. З допомогою GPSS World знайдiть розв’язок початкової
задачi y′ = 4 +

√
y + y, y(0) = 18 у точцi x1 = 15. З допомо-

гою GPSS World знайдiть таке значення x2, щоб розв’язок цiєї
початкової задачi y(x2) = 200.

9. З допомогою GPSS World знайдiть розв’язок системи
x′ = 3x− 2xy, y′ = 5x− 6y, x(0) = 3, y(0) = 7 у точцi t = 18.

10. Складiть на мовi GPSS World модель п’ятиканальної
системи масового обслуговування з вiдмовами, передбачив-
ши можливiсть числового iнтегрування системи диференцi-
альних рiвнянь для ймовiрностей станiв i порiвняння резуль-
татiв, отриманих з допомогою аналiтичної та iмiтацiйної мо-
делей. Iнтенсивнiсть стацiонарного пуассонiвського потоку за-



110 6. Додатковi можливостi мови i середовища GPSS World

мовлень — λ = 1/3, час обслуговування — випадкова вели-
чина з експоненцiальним законом розподiлу й iнтенсивнiстю
μ = 1/16. Порiвняйте результати.

Побудуйте одночасно графiки всiх iмовiрностей станiв з
аналiтичної моделi для часу з промiжку [0, 100]. Побудуйте
одночасно графiки аналiтичної й iмiтацiйної ймовiрностей об-
слуговування для часу з промiжку [0, 100]. Побудуйте одно-
часно графiки аналiтичної й iмiтацiйної середнiх кiлькостей
зайнятих каналiв обслуговування для часу з промiжку [0, 100].
Побудуйте одночасно графiки аналiтичного й iмiтацiйного ко-
ефiцiєнтiв зайнятостi системи масового обслуговування для
часу з промiжку [0, 100].

Вказiвка. Система диференцiальних рiвнянь Колмогорова
для iмовiрностей станiв має вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p′0(t) = μp1(t)− λp0(t),
p′1(t) = λp0(t) + 2μp2(t)− (λ+ μ)p1(t),
p′2(t) = λp1(t) + 3μp3(t)− (λ+ 2μ)p2(t),
p′3(t) = λp2(t) + 4μp4(t)− (λ+ 3μ)p3(t),
p′4(t) = λp3(t) + 5μp5(t)− (λ+ 4μ)p4(t),
p′5(t) = λp4(t)− 5μp5(t).

11. Вхiдний потiк вимог є стацiонарним пуассонiвським з
середнiм значенням 2. Час обслуговування в одноканальному
пристрої є випадковою величиною з експоненцiальним зако-
ном розподiлу, середнє значення якого задається функцiєю

f(x) =

{
3− x, x � 2,
1

x−1 , x > 2,

де x — довжина черги до цього пристрою.
Складiть модель на мовi GPSS World для моделювання

роботи системи, створивши PLUS-процедуру для обчислення
значення функцiї f(x). Здiйснiть моделювання обслуговуван-
ня 1000 вимог. Визначте середню i максимальну довжини чер-
ги та побудуйте графiк залежностi поточної довжини черги
вiд часу.
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Тема 7. Моделювання випадкових величин

Короткi теоретичнi вiдомостi

Iмiтацiйною моделлю при використаннi методу Монте-
Карло є комп’ютерна програма, яка вiдтворює процес функ-
цiонування реальної системи. Моделювання на основi методу
Монте-Карло ґрунтується на багаторазовiй iмiтацiї дослiджу-
ваного явища i наступнiй статистичнiй обробцi результатiв
моделювання. Вплив випадкових факторiв моделюється ви-
користанням випадкових чисел.

Припустимо, що ймовiрнiсть настання деякої елементар-
ної випадкової подiї A в одному випробуваннi становить
P (A) = p. Нехай тут i нижче r — значення випадкової вели-
чини з рiвномiрним законом розподiлу на пiвiнтервалi [0, 1).
Тодi за умови r < p вiдбувається подiя A, а якщо r � p, то
вiдбувається протилежна подiя Ā.

Нехай задано групу несумiсних подiй A1, A2, . . . , An з
вiдомими ймовiрностями настання цих подiй p1 = P (A1),
p2 = P (A2), . . . , pn = P (An), причому p1 + p2 + . . . + pn = 1.
Якщо випадкове число r задовольняє подвiйну нерiвнiсть

j−1∑
i=0

pi � r <

j∑
i=0

pi, (7.1)

де p0 = 0, то вважаємо, що вiдбувається подiя Aj .
Для моделювання неперервної випадкової величини з фун-

кцiєю розподiлу F (x) методом оберненої функцiї потрiбно
розв’язати рiвняння F (x) = r. Тодi x = F−1(r) — випадкова
величина з потрiбним законом розподiлу, де F−1(r) — оберне-
на функцiя до функцiї розподiлу F (x). Якщо функцiя F−1(r)
є неоднозначною, то для кожного промiжку значень змiнної r
вибирають потрiбну вiтку функцiї F−1(r).

Припустимо, що дискретна випадкова величина може на-
бувати значень x1, x2, . . . , для яких x1 < x2 < . . . , а F (x) — її



112 7. Моделювання випадкових величин

функцiя розподiлу ймовiрностей. Для моделювання випадко-
вої величини методом оберненої функцiї генеруємо рiвномiрно
розподiлене випадкове число r ∈ [0, 1) i знаходимо таке най-
менше цiле число k, для якого r < F (xk). Тодi число xk буде
значенням випадкової величини з потрiбним законом розподi-
лу.

Для генерування цiлочислової рiвномiрно розподiленої на
промiжку [a, b] випадкової величини використовують форму-
лу

k =
[
a+ (b− a+ 1)r

]
, (7.2)

де квадратнi дужки означають цiлу частину числа.
Для отримання значення випадкової величини з геометри-

чним розподiлом використовують формулу

k =

[
ln(1− r)

ln(1− p)

]
+ 1, (7.3)

де p ∈ (0, 1) — ймовiрнiсть успiху в одному випробуваннi. Ква-
дратнi дужки тут знову є цiлою частиною числа.

Для невеликих n значення бiномiально розподiленої ви-
падкової величини визначають як кiлькiсть менших вiд iмо-
вiрностi p чисел у послiдовностi рiвномiрно розподiлених ви-
падкових чисел ri ∈ [0, 1), i = 1, 2, . . . , n. У випадку великих n
генерують рiвномiрно розподiлене випадкове число r ∈ [0, 1)
i визначають таке найменше цiле число k, щоб виконувалась
нерiвнiсть

r <
k∑

j=0

n!

(n− j)! j!
pj(1− p)n−j

для заданих n i p. Знайдене k має бiномiальний розподiл.
Для отримання значення випадкової величини з пуассо-

нiвським законом розподiлу генерують рiвномiрно розподiле-
не випадкове число r ∈ [0, 1) i визначають таке найменше цiле
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число k, щоб виконувалась нерiвнiсть

reλ <

k∑
j=0

λj

j!
,

де λ — середнє значення.
Для генерування рiвномiрно розподiленої на промiжку

[a, b] неперервної випадкової величини використовують фор-
мулу

x = a+ (b− a)r. (7.4)

Випадкову величину з експоненцiальним розподiлом гене-
рують за формулою

x = −x̄ ln(1− r), (7.5)

де x̄ — середнє значення експоненцiального розподiлу.
Для генерування нормально розподiленої випадкової ве-

личини з середнiм значенням μ i середньоквадратичним вiд-
хиленням σ використовують формулу

x = μ+ σ

(
12∑
i=1

ri − 6

)
,

де ri ∈ [0, 1) — рiвномiрно розподiленi випадковi числа.
Випадкову величину з логнормальним розподiлом з сере-

днiм значенням μ i середньоквадратичним вiдхиленням σ вiд-
повiдного нормального розподiлу обчислюють за формулою

x = exp

(
μ+ σ

(
12∑
i=1

ri − 6

))
.

Для генерування розподiлу Вейбулла з параметром форми
α i коефiцiєнтом стиснення β використовують формулу

x = β
(− ln(1− r)

)1/α
.



114 7. Моделювання випадкових величин

Випадкову величину з трикутним законом розподiлу з
найiмовiрнiшим значенням c з промiжку [a, b] генерують за
формулою

x =

{
a+

√
r(b− a)(c− a), 0 � r < c−a

b−a ,

b−√(1− r)(b− a)(b− c), c−a
b−a � r < 1.

(7.6)

Рекомендована лiтература: [5, с. 502–547], [9, с. 252–
277], [14, с. 6–75], [18, с. 112–149].

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 7.1. Необхiдно знайти площу фiгури, обмежену
функцiєю y = f(x) (f(x) > 0 на вiдрiзку [a, b]), вертикальними
вiдрiзками x = a i x = b та вiссю абсцис (рис. 7.1), тобто треба
знайти

S =

b∫
a

f(x)dx.

x

y

O a b

c y = f(x)

S

Рис. 7.1.

Розв’язання.Для розв’язування цiєї задачi застосовуємо ме-
тод Монте-Карло. Нехай

c = max
x∈[a,b]

f(x).
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Фiгура, площу якої шукаємо, мiститься в прямокутнику
[a, b] × [0, c], площа якого дорiвнює c(b − a). Нехай ξ — де-
яка випадкова величина, рiвномiрно розподiлена на промiж-
ку [0, 1]. Замiсть вiдрiзка [0, 1] можна брати пiвiнтервал [0, 1),
бо ймовiрнiсть набуття неперервною випадковою величиною
конкретного значення дорiвнює нулю. Тодi η = (b − a)ξ + a i
ζ = cξ — випадковi величини, рiвномiрно розподiленi на про-
мiжках [a, b] i [0, c]. Використовуємо випадкову величину η
для визначення координати xi, а випадкову величину ζ для
визначення координати yi.

Здiйснюємо N випробувань. Випробування вважаємо успi-
шним, якщо точка з координатами (xi, yi) потрапляє в область
пiд кривою y = f(x) або на неї. Пiдраховуємо кiлькiсть успi-
шних випробувань, позначаємо її через m i знаходимо вели-
чину m

N . Згiдно з геометричним означенням iмовiрностi при
великих N ця величина є ймовiрнiстю P потрапляння точки
в заштриховану область на рис. 7.1.

P =
S

c(b− a)
⇒ S ≈ c(b− a)

m

N
. �

Приклад 7.2. Нехай є деяка цiль довiльної форми загаль-
ною площею S, на яку бомбардувальники скидають n бомб.
Область враження кожної бомби — це круг з радiусом r. Цiль
вважається враженою, якщо зруйновано не менше, нiж K вiд-
соткiв її площi S. Необхiдно знайти ймовiрнiсть враження цi-
лi, якщо бомбардувальники скидають бомби всерединi круга
з центром приблизно у центрi цiлi i радiусом R (рис. 7.2).
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�

�

r

R

Рис. 7.2.

Розв’язання. Зауважимо, що окремi бомби можуть взагалi
не влучити в цiль або лише її зачепити, бомби можуть падати
так, що областi руйнування ними цiлi перекриватимуться.

Здiйснюємо N випробувань, моделюючи кожного разу ко-
ординати точок падiння бомб, i пiдраховуємо кiлькiсть випро-
бувань m, пiд час яких цiль було вражено. Якщо площа вра-
ження становить K або бiльше вiдсоткiв вiд загальної площi
цiлi S, то цiль вважається враженою, а випробування — успi-
шним. Iмовiрнiсть враження цiлi визначається як m

N (згiдно з
класичним означенням iмовiрностi). �
Приклад 7.3. Вивести формули для моделювання непе-

рервної випадкової величини, щiльнiсть розподiлу ймовiрно-
стей якої має вигляд

f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 2,
1
10 , 2 � x < 5,
x
8 − 3

5 , 5 � x < 7,
1
20 , 7 � x < 15,
0, x � 15.

Розв’язання. Знайдемо функцiю розподiлу F (x) за форму-
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лою

F (x) =

x∫
−∞

f(x)dx.

Тодi

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x∫
−∞

0dx, x < 2,

2∫
−∞

0dx+
x∫
2

1
10dx, 2 � x < 5,

2∫
−∞

0dx+
5∫
2

1
10dx+

x∫
5

(
x
8 − 3

5

)
dx, 5 � x < 7,

2∫
−∞

0dx+
5∫
2

1
10dx+

7∫
5

(
x
8 − 3

5

)
dx+

x∫
7

1
20dx, 7 � x < 15,

1, x � 15

⇒

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 2,
x
10 − 1

5 , 2 � x < 5,
x2

16 − 3
5x+ 139

80 , 5 � x < 7,
x
20 +

1
4 , 7 � x < 15,

1, x � 15.

Розв’яжемо рiвняння F (x) = r вiдносно x. Маємо три ви-
падки.

1) x
10 − 1

5 = r, 2 � x < 5. Тодi x = 10r + 2. Межi дiапазону
значень r отримуємо пiдстановкою вiдповiдних меж дiапазону
значень x у рiвняння x

10 − 1
5 = r, тому 0 � r < 3

10 .
2) x2

16 − 3
5x + 139

80 = r, 5 � x < 7. Позбудемось дробiв у
рiвняннi, помноживши обидвi його частини на 80: 5x2 − 48x+
+ 139 − 80r = 0. Дискримiнант D

4 = 242 − 5(139 − 80r) =
= 400r − 119. Тодi x1,2 = 24

5 ± 1
5

√
400r − 119. Оскiльки x � 5,

то корiнь зi знаком «мiнус» не пiдходить. Межi дiапазону зна-
чень r знаходимо аналогiчно: 3

10 � r < 3
5 .

3) x
20 +

1
4 = r, 7 � x < 15. Тодi x = 20r − 5, 3

5 � r < 1.
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Отже, для генерування випадкових чисел з заданим зако-
ном розподiлу потрiбно використовувати формулу

x =

⎧⎪⎨
⎪⎩

10r + 2, 0 � r < 3
10 ,

24
5 + 1

5

√
400r − 119, 3

10 � r < 3
5 ,

20r − 5, 3
5 � r < 1,

де r — випадкове число з рiвномiрним розподiлом на [0, 1). �
Приклад 7.4. Торговий заклад щодня купує у видавни-

цтва 1000 примiрникiв деякої газети по цiнi 5,5 грн i продає
по 7 грн. З досвiду роботи закладу вiдомо, що в ранковий час
попит на газети зазвичай становить вiд 200 до 500 примiрни-
кiв. У денний час попит зазвичай становить вiд 300 до 600
примiрникiв. Попит у вечiрнiй час залежить вiд того, чи бу-
ли надрукованi в газетi матерiали, що викликали пiдвищений
iнтерес. Якщо в газетi були опублiкованi такi матерiали, то
попит становить вiд 300 до 600 примiрникiв; якщо таких ма-
терiалiв немає, то попит становить вiд 100 до 300 примiрникiв.
Матерiали, що викликають пiдвищений iнтерес, друкуються
в газетi в середньому два рази на тиждень. Газети, не проданi
на протязi дня, не можуть бути проданi в наступнi днi.

Розробити програму для iмiтацiї роботи торгового закладу
на основi методу Монте-Карло з метою визначення середньо-
го прибутку закладу за день, середньої кiлькостi непроданих
за день газет, середньої кiлькостi газет за день, яких не виста-
чило для задоволення попиту, i ймовiрностi того, що попит на
газети не буде повнiстю задоволено.
Розв’язання. Для моделювання попиту на газети будемо ви-
користовувати формулу (7.2), а для моделювання появи в га-
зетi особливо цiкавих матерiалiв — перевiрку умови r < 2/7,
де r — рiвномiрно розподiлене на промiжку [0, 1) випадко-
ве число. Для визначення шуканих характеристик достатньо
здiйснити iмiтацiю роботи торгового закладу протягом 1000
днiв. Нижче наводиться програма на мовi С++. Для того,



7. Моделювання випадкових величин 119

щоб отримати в С++ рiвномiрно розподiлене на промiжку
[0, 1) випадкове число, використовують наступний фрагмент
коду: (double)rand()/RAND_MAX. Змiнна N мiстить кiлькiсть
днiв, доки триває моделювання, змiнна Ng — кiлькiсть газет,
отриманих кожного дня, змiнна k — кiлькiсть проданих ко-
жного дня газет. У змiннiй nvg накопичується кiлькiсть газет,
яких не вистачило для задоволення попиту. У змiннiй nvd на-
копичується кiлькiсть днiв, коли не вистачило газет. У змiн-
нiй npg накопичується кiлькiсть непроданих газет. У змiннiй
Pr накопичується прибуток.

#include <iostream>
#include <cmath>
#include <cstdlib>
using namespace std;
int main()
{

int N=1000,Ng=1000;
int k,nvg=0,nvd=0,npg=0;
float Pr=0;
for (int i=0;i<N;i++)
{
k=200+rand()%301+300+rand()%301;
if ((double)rand()/RAND_MAX<2.0/7)
k+=300+rand()%301; else k+=100+rand()%201;

if (k>Ng) {nvg+=k-Ng; nvd++; Pr+=Ng*(7-5.5);}
else {npg+=Ng-k; Pr+=k*7-Ng*5.5;}

}
cout<<"Прибуток "<<Pr/N<<endl;
cout<<"Не продано газет "<<round(float(npg)/N)
<<endl;

cout<<"Не вистачило газет "<<round(float(nvg)/N)
<<endl;

cout<<"Iмовiрнiсть незадоволення попиту "
<<(float)nvd/N<<endl;
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}

Внаслiдок роботи програми було отримано такi результа-
ти: середнiй прибуток за день становить близько 1200 грн,
середня кiлькiсть непроданих за день газет — 40, середня
кiлькiсть газет за день, яких не вистачило для задоволення
попиту, — 115, iмовiрнiсть того, що попит на газети не буде
повнiстю задоволено, — 0,65. �
Приклад 7.5. Лiнiя електропередачi (ЛЕП) з’єднує еле-

ктростанцiю з мiстом. Довжина ЛЕП (вiдстань мiж мiстом i
електростанцiєю) — 200 км. Засоби автоматичного контролю,
якими обладнана ЛЕП, дозволяють у випадку аварiї зразу
встановити мiсце, де вона вiдбулась, i оцiнити її серйознiсть.
Приблизно у 85 % випадкiв аварiя є звичайною, а у 15 % —
серйозною. При звичайнiй аварiї для її усунення скеровується
ремонтна бригада з пункту (мiста чи електростанцiї), ближчо-
го до мiсця аварiї. Для усунення серйозної аварiї скеровується
спецiальна ремонтна бригада з мiста, незалежно вiд того, де
вiдбулась аварiя.

Для виїзду звичайної ремонтної бригади потрiбно 5–10
хвилин, а для виїзду спецiальної бригади — 10–20 хвилин.
Вiдстань до мiсця аварiї по дорозi в середньому є на 20 % бiль-
шою, нiж по лiнiї електропередачi. Середня швидкiсть руху
ремонтної бригади до мiсця аварiї лежить у межах вiд 30 до
60 км/год (залежно вiд якостi дороги, якою можна дiстатись
безпосередньо до мiсця аварiї), найiмовiрнiша швидкiсть ру-
ху — 50 км/год. Час, необхiдний для ремонту ЛЕП — випадко-
ва величина, яку можна вважати розподiленою за експоненцi-
альним законом розподiлу. Ремонт ЛЕП у випадку звичайної
аварiї потребує в середньому 4 години, а серйозної — 8 годин.

Розробити програму для iмiтацiї ремонту ЛЕП на основi
методу Монте-Карло i визначення середнього часу, необхiд-
ного для усунення аварiї (включно з часом, необхiдним для
прибуття ремонтної бригади).
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Розв’язання. Для моделювання вiдстанi вiд мiста до мiсця
аварiї на ЛЕП i часу, необхiдного для виїзду ремонтної бри-
гади, будемо використовувати неперервно розподiлену випад-
кову величину на заданому промiжку, яка задається форму-
лою (7.4). Для моделювання несерйозностi аварiї застосуємо
перевiрку умови r < 0,85, де r — рiвномiрно розподiлене на
промiжку [0, 1) випадкове число. Для визначення швидкостi
руху ремонтної бригади використаємо випадкову величину з
трикутним законом розподiлу з межами 30 i 60 та найiмовiрнi-
шим значенням (точкою c), рiвним 50. Для моделювання такої
випадкової величини призначена формула (7.6). Час руху ре-
монтної бригади до мiсця аварiї визначимо дiленням вiдстанi
на швидкiсть. Для моделювання часу ремонту ЛЕП будемо
використовувати формулу (7.5). Для визначення середнього
часу, необхiдного для усунення аварiї, достатньо здiйснити
iмiтацiю усунення 5000 аварiй на ЛЕП. Нижче наводиться
програма на мовi С++. У програмi час вимiрюється у годи-
нах i накопичується у змiннiй t. У змiннiй vvm зберiгається
вiдстань вiд мiста у кiлометрах, а в змiннiй v — швидкiсть.

#include <iostream>
#include <cmath>
#include <cstdlib>
using namespace std;
int main()
{
int N=5000;
double t=0,vvm,v,r;
for (int i=0; i<N; i++)
{
vvm=200*(double)rand()/RAND_MAX;
r=(double)rand()/RAND_MAX;
if (r<2.0/3) v=30+sqrt(r*600);
else v=60-sqrt((1-r)*300); // трикутний розподiл

if ((double)rand()/RAND_MAX<0.85)
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{
t+=1.0/12+(double)rand()/RAND_MAX/12;
if (vvm<=100) t+=vvm*1.2/v;
else t+=(200-vvm)*1.2/v;

t+=-4*log(1-(double)rand()/RAND_MAX);
}
else t+=1.0/6+(double)rand()/RAND_MAX/6+vvm*1.2/v-
8*log(1-(double)rand()/RAND_MAX);

}
cout<<t/N<<endl;

}

Робота програми показала, що середнiй час усунення ава-
рiї приблизно дорiвнює 6,3 години. �
Приклад 7.6. Розробляється план виробництва трьох ви-

дiв деталей (Д1, Д2, Д3) на робочий день. Пiдприємство має
20 верстатiв типу ВТ1 i 30 верстатiв типу ВТ2. На кожному з
верстатiв можна виготовляти деталi всiх трьох видiв. Проду-
ктивнiсть верстатiв (деталей/день) наведена в наступнiй та-
блицi.

Тип Продуктивнiсть
верстатiв Д1 Д2 Д3
ВТ1 18 35 15
ВТ2 25 30 40

Данi в таблицi означають, наприклад, що якщо верстат
типу ВТ1 протягом цiлого робочого дня використовується для
виробництва деталей виду Д1, то за день на цьому верстатi
буде виготовлено 18 деталей цього виду.

Кожен верстат налаштовується на виготовлення деталей
лише якогось одного виду протягом робочого дня. Кожного
робочого дня пiдприємство має виготовляти не менше 150 де-
талей виду Д1, не менше 100 деталей виду Д2 i не менше 100
деталей виду Д3. Прибуток пiдприємства вiд продажу однiєї
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деталi виду Д1 становить 6 грошових одиниць, вiд продажу
деталi виду Д2 — 4 грошових одиницi, вiд продажу деталi
виду Д3 — 5 грошових одиниць.

Розробити програму для iмiтацiї виготовлення деталей на
основi методу Монте-Карло, яка б визначила, скiльки верста-
тiв кожного типу мають виготовляти протягом дня деталi ко-
жного виду, щоб прибуток вiд продажу деталей був макси-
мальним.
Розв’язання. Випадковим чином вибираємо цiле число v1d1
вiд 0 до 20 — кiлькiсть верстатiв першого типу, спецiалiзо-
ваних на деталi виду Д1. Випадковим чином вибираємо цi-
ле число v1d2 вiд 0 до 20 − v1d1 — кiлькiсть верстатiв пер-
шого типу, спецiалiзованих на деталi виду Д2. Тодi v1d3 =
= 20 − v1d1 − v1d2 — кiлькiсть верстатiв першого типу, спе-
цiалiзованих на деталi виду Д3. Аналогiчно вибираємо цiле
число v2d1 вiд 0 до 30 — кiлькiсть верстатiв другого типу,
спецiалiзованих на деталi виду Д1. Вибираємо цiле число v2d2
вiд 0 до 30− v2d1 — кiлькiсть верстатiв другого типу, спецiа-
лiзованих на деталi виду Д2. Тодi v2d3 = 30 − v2d1− v2d2 —
кiлькiсть верстатiв другого типу, спецiалiзованих на деталi
виду Д3. Кiлькостi виготовлених протягом дня деталей ко-
жного типу обчислюємо за формулами d1 = 18 v1d1+25 v2d1,
d2 = 35 v1d2+ 30 v2d2, d3 = 15 v1d3+ 40 v2d3. Якщо d1 < 150
або d2 < 100 або d3 < 100, то вибраний набiр є недопустимим.
Отже, прибуток S = 6 d1+4 d2+5 d3. Всi цi обчислення повто-
рюємо 10 000 000 разiв. Цього цiлком достатньо, бо можливих
наборiв є значно менше, нiж 212312 = 423801. Якщо на чер-
говому кроцi отриманий прибуток виявляється бiльшим вiд
максимального, отриманого на попереднiх кроках, то зберiга-
ємо його i величини v1d1, v1d2, v1d3, v2d1, v2d2, v2d3. Нижче
наводиться програма на мовi С++.

#include <iostream>
#include <cstdlib>
using namespace std;
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int main()
{

int v1d1,v1d2,v1d3,v2d1,v2d2,v2d3,d1,d2,d3,S,
opt_v1d1,opt_v1d2,opt_v1d3,opt_v2d1,opt_v2d2,
opt_v2d3,opt_S=0;

for (int i=0;i<10000000;i++)
{
v1d1=rand()%21; v1d2=rand()%(21-v1d1);
v1d3=20-v1d1-v1d2;
v2d1=rand()%31; v2d2=rand()%(31-v2d1);
v2d3=30-v2d1-v2d2;
d1=18*v1d1+25*v2d1; d2=35*v1d2+30*v2d2;
d3=15*v1d3+40*v2d3;
if (d1<150||d2<100||d3<100) continue;
S=6*d1+4*d2+5*d3;
if (S>opt_S)
{

opt_S=S;
opt_v1d1=v1d1; opt_v1d2=v1d2; opt_v1d3=v1d3;
opt_v2d1=v2d1; opt_v2d2=v2d2; opt_v2d3=v2d3;

}
}
cout<<"v1d1="<<opt_v1d1<<endl;
cout<<"v1d2="<<opt_v1d2<<endl;
cout<<"v1d3="<<opt_v1d3<<endl;
cout<<"v2d1="<<opt_v2d1<<endl;
cout<<"v2d2="<<opt_v2d2<<endl;
cout<<"v2d3="<<opt_v2d3<<endl;
cout<<"S="<<opt_S<<endl;

}

Результати виконання програми: за наявних обмежень ма-
ксимальний прибуток у розмiрi 8526 грошових одиниць за
день досягається, якщо 7 верстатiв першого типу i 1 верстат
другого типу виготовляють деталi виду Д1, 13 верстатiв пер-
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шого типу виготовляють деталi виду Д2, а 29 верстатiв дру-
гого типу виготовляють деталi виду Д3. �

Вправи

1. Пiдприємство по ремонту побутової електронiки вико-
нує ремонт радiоприймачiв, телевiзорiв, DVD-плеєрiв i теле-
фонiв. Вiдомо, що приблизно 5 % замовлень, якi надходять
на пiдприємство, становлять замовлення на ремонт радiопри-
ймачiв, 40 % — телевiзорiв, 25 % — DVD-плеєрiв, 30 % — теле-
фонiв. По кожному замовленню потрiбен ремонт лише одного
виробу. Прибуток пiдприємства вiд ремонту одного радiопри-
ймача становить 15 грошових одиниць, телевiзора — 60 гро-
шових одиниць, DVD-плеєра — 30 грошових одиниць, теле-
фону — 40 грошових одиниць. Розробiть програму для iмiта-
цiї роботи ремонтного пiдприємства на основi методу Монте-
Карло i визначення прибутку пiдприємства вiд виконання 100
ремонтiв побутової електронiки.
2. Пiдприємство виготовляє деякi вироби. Зi спостережень

вiдомо, що 4 % виробiв є бракованими. Виготовлення прида-
тного виробу приносить пiдприємству прибуток у розмiрi 10
грошових одиниць, а виготовлення дефектного виробу — зби-
ток у розмiрi 15 грошових одиниць. Створiть програму iмiта-
цiї виготовлення виробiв на основi методу Монте-Карло для
визначення середнього прибутку пiдприємства вiд виготовле-
ння одного виробу.
3. Пiдприємство виготовляє електроприлади, якi склада-

ються з трьох блокiв A, B i C. Якщо хоч один iз блокiв вихо-
дить з ладу, то прилад працювати не буде. З досвiду вiдомо,
що ймовiрнiсть безвiдмовної роботи блока A протягом гаран-
тiйного термiну становить 95 %, блока B — 97 %, блока C —
98 %. Витрати пiдприємства на виготовлення одного прила-
ду наступнi: вартiсть кожного блока — 10 грошових одиниць,
iншi витрати — 15 грошових одиниць. Прилади продаються
по цiнi 60 грошових одиниць. У випадку вiдмови приладу до



126 7. Моделювання випадкових величин

закiнчення гарантiйного термiну пiдприємство безкоштовно
виконує його ремонт. Витрати пiдприємства, пов’язанi з га-
рантiйним ремонтом, можуть бути рiзними в залежностi вiд
складностi ремонту, витрат на доставку i т. п. Вiдомо, що при-
близно у 60 % випадкiв витрати на гарантiйний ремонт ста-
новлять 20 грошових одиниць, у 35 % випадкiв — 30 грошових
одиниць, у 5 % випадкiв — 45 грошових одиниць.

Потрiбно скласти алгоритм i програму на основi методу
Монте-Карло для знаходження: а) ймовiрностi вiдмови при-
ладу до завершення гарантiйного термiну; б) середнього при-
бутку пiдприємства вiд випуску одного приладу. Визначте, чи
вигiдно для пiдприємства використовувати в конструкцiї при-
ладу новий, бiльш надiйний блок A, вартiсть якого становить
13 грошових одиниць, а ймовiрнiсть безвiдмовної роботи про-
тягом гарантiйного термiну — 99 % (при цьому пiдвищення
цiни на прилади не планується).
4. Бiблiотека надає платну послугу: видачу книжок з чи-

тального залу додому. Читачу видається не бiльше, нiж чоти-
ри книги. З досвiду роботи бiблiотеки вiдомо, що приблизно
50 % читачiв беруть одну книгу, 25 % — двi, 15 % — три,
10 % — чотири книги.

Книги видаються на цiле число днiв, але не бiльше, нiж на
три днi. Читач бере всi книги на один термiн, тобто по одному
замовленню не можна, наприклад, взяти одну книгу на день,
а iншу — на три днi. З досвiду роботи бiблiотеки вiдомо, що
читачi беруть книги на будь-який термiн (один, два або три
днi) однаково часто.

Плата за користування книгою з загального читального
залу становить 10 грошових одиниць за день, а зi спецiалiзо-
ваного читального залу — 15 грошових одиниць за день. При-
близно 55 % книг беруться читачами з загального читального
залу, а решта — зi спецiалiзованого.

Потрiбно скласти програму на основi методу Монте-Карло
для знаходження середнього розмiру плати, що стягується з



7. Моделювання випадкових величин 127

одного читача, i ймовiрностi того, що плата з читача переви-
щить 100 грошових одиниць.
5. Пiдприємство виготовляє книжковi шафи на замовле-

ння. Для великих замовлень передбачена знижка: за виго-
товлення однiєї шафи пiдприємство бере 30 грошових оди-
ниць, якщо замовлення становить вiд однiєї до п’яти шаф,
i 25 грошових одиниць — якщо замовлення перевищує п’ять
шаф. Витрати пiдприємства на виготовлення однiєї шафи —
20 грошових одиниць. З досвiду роботи пiдприємства вiдомо,
що замовлення зазвичай становлять вiд однiєї до тридцяти
шаф, причому ця величина є рiвномiрно розподiленою на цi-
лому промiжку. Замовлення на виготовлення бiльше тридця-
ти шаф зустрiчаються надзвичайно рiдко i ними можна зне-
хтувати. Директор пiдприємства пропонує скасувати знижку
з метою збiльшення прибутку. Однак у цьому випадку можна
припускати, що кiлькiсть великих замовлень зменшиться, i за-
мовлення будуть передбачати виготовлення в середньому вiд
однiєї до п’ятнадцяти шаф. Потрiбно скласти програму для
iмiтацiї виконання замовлень i визначити, чи вигiдним для
пiдприємства є скасування знижок.
6. У ремонтнiй службi пiдприємства виконується налаго-

дження i ремонт деяких пристроїв. Кожен пристрiй складає-
ться з п’яти схем. Кожна з них може виявитись несправною
з iмовiрнiстю 0,1 (у 10 % випадкiв). Налагодження i ремонт
пристрою включає в себе наступнi операцiї: перевiрку, замiну
несправної схеми i налагодження пристрою. Для перевiрки ко-
жної схеми потрiбно витратити вiд 3 до 6 хвилин. Час замiни
однiєї схеми є випадковою величиною з логнормальним зако-
ном розподiлу з середнiм значенням вiдповiдного нормально-
го закону розподiлу 1,8 i середньоквадратичним вiдхиленням
0,2. Якщо схеми не замiнювались, то достатньо дрiбного нала-
годження пристрою. Якщо було замiнено хоч одну схему, то
необхiдне повне налагодження пристрою. Час налагодження
є випадковою величиною, розподiленою за експоненцiальним
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законом. Дрiбне налагодження потребує в середньому 10 хви-
лин, а повне — 15 хвилин.

Потрiбно скласти алгоритм i програму iмiтацiї налагодже-
ння i ремонту пристроїв на основi методу Монте-Карло. Про-
грама має дати можливiсть визначити: середнiй час налаго-
дження i ремонту одного пристрою; процент випадкiв, коли
вiдбувався ремонт, тобто була замiнена хоч одна схема; сере-
дню кiлькiсть схем, замiнених в одному пристрої.
7. Деякi вироби виготовляються шляхом накладання двох

пластин. Номiнальна товщина першої пластини — 9 мм, а дру-
гої — 6 мм. Оскiльки у виробничому процесi неминучi вiдхиле-
ння, фактична товщина першої пластини є нормально розпо-
дiленою випадковою величиною з середнiм значенням 9 мм i
середньоквадратичним вiдхиленням 0,15 мм. Товщина другої
пластини — теж нормально розподiлена випадкова величина
з середнiм значенням 6 мм i середньоквадратичним вiдхилен-
ням 0,1 мм. Готовий вирiб вважається придатним, якщо його
товщина становить вiд 14,8 до 15,2 мм. Створiть алгоритм i
програму для iмiтацiї товщини виготовленого виробу на осно-
вi методу Монте-Карло. Знайдiть середню товщину готового
виробу i ймовiрнiсть випуску придатної продукцiї.
8. Фiрма виконує переклади з двадцяти п’яти iноземних

мов на українську мову. Обсяг перекладу — випадкова вели-
чина з експоненцiальним законом розподiлу. Середнiй обсяг
перекладу — 7 сторiнок. Сторiнкою вважається обсяг тексту,
що мiстить 1860 друкованих знакiв з пропусками.

З усiх перекладiв переклади з англiйської, нiмецької,
французької, iталiйської та iспанської мов становлять 85 %,
з польської i росiйської мов — 5 %, з iнших мов — 10 %. Крiм
того, вiдомо, що з усiх замовлень 50 % становлять замовле-
ння на стандартнi переклади, 30 % — економiчнi i юридичнi,
20 % — художнi, медичнi i технiчнi. Кожне замовлення на-
лежить лише до одного виду (тобто переклад не може бути,
наприклад, одночасно економiчним i медичним).
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Плата, яку бере фiрма з замовника за одну сторiнку стан-
дартного перекладу, наступна: з англiйської, нiмецької, фран-
цузької, iталiйської та iспанської мов — 45 грн, з польської i
росiйської мов — 40 грн, з iнших мов — 65 грн. За економiчний
або юридичний переклад плата пiдвищується на 30 %, а за
художнiй, медичний або технiчний — на 50 %. Якщо обсяг пе-
рекладу становить менше, нiж пiвсторiнки, то плата береться
за пiвсторiнки. Якщо обсяг перекладу перевищує 50 сторiнок,
то застосовується знижка у розмiрi 5 %.

Потрiбно скласти програму на основi методу Монте-Карло
для визначення середньої вартостi виконання одного перекла-
ду.
9. В автоматизованiй системi керування технологiчним

процесом передаються сигнали вiд виробничого обладнан-
ня (об’єкта керування) до комп’ютера, який керує процесом.
Тривалiсть передачi сигналу — випадкова величина, розподi-
лена за експоненцiальним законом iз середнiм значенням 3 мс.
У каналi зв’язку можуть виникати перешкоди. Iнтервали мiж
перешкодами — випадковi величини, розподiленi за експонен-
цiальним законом. Перешкоди виникають у середньому 30 ра-
зiв за секунду, але є короткочасними. Якщо пiд час передачi
сигналу виникне хоч одна перешкода, то сигнал спотвориться.
Розробiть алгоритм i програму для iмiтацiї передачi сигналiв.
Визначте ймовiрнiсть передачi сигналу без спотворень.

Вказiвка. Оскiльки iнтервали часу мiж перешкодами є
експоненцiально розподiленими випадковими величинами, то
кiлькiсть перешкод за деякий iнтервал часу t є випадковою
величиною, розподiленою за законом розподiлу Пуассона з па-
раметром λ = Λt, де Λ — iнтенсивнiсть потоку перешкод. У
нашому випадку Λ = 30 перешкод/с=0,03 перешкоди/мс.
10. Деталi, необхiднi для роботи цеху, знаходяться на це-

ховому i центральному складах. На цеховому складi зберiга-
ється 25 комплектiв деталей, потреба в яких виникає через
60± 15 хвилин i становить один комплект. У випадку зниже-
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ння запасiв до трьох комплектiв протягом 60 хвилин форму-
ється вимога на поповнення запасiв цехового складу до пов-
ного обсягу в 25 комплектiв, яка посилається на центральний
склад, де протягом 60±30 хвилин вiдбувається комплектуван-
ня. Для доставки комплектiв деталей з центрального складу у
цех потрiбно вiд 50 до 80 хвилин з найiмовiрнiшим значенням
70 хвилин.

Потрiбно скласти програму на основi методу Монте-Карло
для визначення ймовiрностi простою цеху через вiдсутнiсть
деталей. Визначити момент поповнення запасу цехового скла-
ду, при якому ймовiрнiсть простою цеху буде дорiвнювати ну-
лю.

Вказiвка. Для моделювання часу доставки комплектiв де-
талей з центрального складу у цех потрiбно використовувати
трикутний розподiл.
11. Пiдприємство має можливiсть укласти контракти на

виконання кiлькох замовлень. У наступнiй таблицi наведенi
характеристики всiх контрактiв, якi можуть бути укладенi
пiдприємством: термiни, необхiднi пiдприємству для викона-
ння контрактiв, i очiкуваний прибуток.

Номер контракту 1 2 3 4 5 6 7
Термiн виконання, днiв 15 21 8 5 12 11 10
Прибуток, тис. грош. од. 24 33 13 7 22 15 20

Одночасно пiдприємство може працювати лише над одним
контрактом. Потрiбно скласти програму на основi методу
Монте-Карло для визначення перелiку контрактiв, якi тре-
ба укласти пiдприємству, щоб отримати максимальний прибу-
ток, якщо контракти мають бути виконанi протягом не бiль-
ше, нiж 50 днiв.
12. Вантажнi судна С1 i С2 використовуються для переве-

зення вантажiв по рiчцi в населенi пункти П1 i П2. Протягом
року в населений пункт П1 потрiбно завезти не менше 4 тис. т
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вантажу, а в пункт П2 — не менше 5 тис. т. Судно С1 перево-
зить за один рейс 15 т вантажу, а судно С2 — 20 т. Витрати,
пов’язанi з одним рейсом судна С1 у пункт П1, становлять
450 грошових одиниць, а в пункт П2 — 200 грошових одиниць.
Один рейс судна С2 в пункт П1 обходиться в 500 грошових
одиниць, а в пункт П2 — 400 грошових одиниць. Кожне судно
може виконати протягом року не бiльше 300 рейсiв.

Потрiбно скласти програму на основi методу Монте-Карло
для визначення оптимального плану перевезень, тобто кiль-
костi рейсiв, якi має зробити кожне судно у кожен населений
пункт для доставки необхiдної кiлькостi вантажу з мiнiмаль-
ними витратами.
13. Для зберiгання деякого хiмiкату використовується

контейнер цилiндричної форми з вертикальною вiссю. Єм-
нiсть контейнера — 5 м3, а висота може набувати значень вiд
1 до 3 м. Дно i стiнки контейнера, якi мають безпосереднiй
контакт з хiмiкатом, виготовляються з бiльш стiйкого мате-
рiалу, нiж його кришка. Вартiсть матерiалу для стiнок i дна
контейнера — 7 гр.од./м2, а вартiсть матерiалу для кришки —
4 гр.од./м2.

Потрiбно скласти програму на основi методу Монте-Карло
для визначення габаритiв контейнера (радiуса основи i висо-
ти), при яких вартiсть матерiалу для виготовлення контейне-
ра буде мiнiмальною.
14. Фiрма, яка має два заводи, планує виконати шiсть за-

мовлень. Кожне замовлення може виконуватись лише одним
заводом (спiльна робота заводiв над одним замовленням не-
можлива). Кожен завод може виконати кiлька замовлень по
черзi (одночасне виконання кiлькох замовлень одним заводом
неможливе). Час, необхiдний кожному заводу для виконання
кожного замовлення, наведений у наступнiй таблицi.
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Номер замовлення 1 2 3 4 5 6
Витрати часу для 1-го заводу, днi 3 4 6 3 5 4
Витрати часу для 2-го заводу, днi 1 7 3 8 4 3

Потрiбно скласти програму на основi методу Монте-Карло
для визначення такого розподiлу замовлень, щоб спiльний час
виконання всiх замовлень був мiнiмальним.
15. Виведiть формули для генерування випадкової вели-

чини, яка має задану щiльнiсть розподiлу ймовiрностей:

а) f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 1,
x−1
2 , 1 � x < 2,

1
2 , 2 � x < 3,

2− x
2 , 3 � x < 4,

0, x � 4;

б) f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 0,
x2

10 , 0 � x < 2,
1
3 , 2 � x < 3,

1− x
5 , 3 � x < 5,

0, x � 5;

в) f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 2,
x−2
3 , 2 � x < 3,

1
2 , 3 � x < 4,
1
3 , 4 � x < 5,
0, x � 5;

г) f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < −1,
13
60 , −1 � x < 0,
1
4 , 0 � x < 2,
1
5 , 2 � x < 3,
1
12 , 3 � x < 4,
0, x � 4;

д) f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 1,
x
4 , 1 � x < 2,
1
4 , 2 � x < 4,
5−x
4 , 4 � x < 5,

0, x � 5;

е) f(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x < 0,
x
5 , 0 � x < 2,
2
5 , 2 � x < 3,
1
5 , 3 � x < 4,
0, x � 4.

16. Виведiть формули для генерування випадкової вели-
чини з лiвим трикутним законом розподiлу.
17. Виведiть формули для генерування випадкової вели-

чини з правим трикутним законом розподiлу.
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Тема 8. Емпiричнi розподiли i їхнє моделювання

Короткi теоретичнi вiдомостi

Для того щоб здiйснити iмiтацiйне моделювання будь-якої
ймовiрнiсної системи, потрiбно знати розподiли випадкових
величин, якi задають випадковi фактори у системi. Спочатку
треба здiйснити спостереження за випадковими процесами i
отримати данi (вибiрку) спостережень, наприклад, моменти
появи клiєнтiв у банку, час їхнього обслуговування i т. п.
Одним зi способiв використання отриманих даних спостере-
жень є створення емпiричних розподiлiв i їхнє моделювання.

Нехай вiдомими є значення окремих спостережень x1,
x2, . . . , xn неперервної випадкової величини. Вiдсортуємо їх
за зростанням i перепозначимо через x(i):

x(1) � x(2) � . . . � x(n).

Для моделювання неперервної випадкової величини з ем-
пiричним розподiлом, вiдповiдним цим даним спостереження,
генерують випадкове число r, рiвномiрно розподiлене на пiв-
iнтервалi [0, 1), а потiм знаходять число i за формулою

i =
[
(n− 1)r

]
+ 1 (8.1)

(квадратнi дужки позначають цiлу частину числа) i число x
за формулою

x = x(i) + ((n − 1)r − i+ 1)(x(i+1) − x(i)). (8.2)

При використаннi мови iмiтацiйного моделювання GPSS
обчислення за формулами (8.1), (8.2) здiйснювати не потрiбно,
бо цi дiї виконуються автоматично при використаннi функцiї,
яка описується так:

N FUNCTION RNm,Cn
0, x(1)/

1
n−1 , x(2)/

2
n−1 , x(3)/ . . . /

n−2
n−1 , x(n−1)/1, x(n)
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Замiсть N вказують iм’я функцiї, число n — кiлькiсть чисел у
вибiрцi даних спостережень, m — номер генератора випадко-
вих чисел, а x(1), x(2), . . . , x(n) — вiдсортованi за зростанням
данi спостережень. Усi дроби при визначеннi функцiї мають
бути обчисленими.

Припустимо, що вiдомими є значення окремих спостере-
жень x1, x2, . . . , xn дискретної випадкової величини. Вiдсор-
туємо їх за зростанням i перепозначимо через x(i):

x(1) � x(2) � . . . � x(n).

Для моделювання дискретної випадкової величини з ем-
пiричним розподiлом, вiдповiдним цим даним спостереження,
генерують випадкове число r, рiвномiрно розподiлене на пiв-
iнтервалi [0, 1), а потiм виводять x(i), де число i обчислюється
за формулою

i = [rn] + 1 (8.3)

(квадратнi дужки позначають цiлу частину числа).
При використаннi мови iмiтацiйного моделювання GPSS

для моделювання такого емпiричного розподiлу можна засто-
совувати функцiю, яка описується так:

N FUNCTION RNm,Dn
1
n , x(1)/

2
n , x(2)/

3
n , x(3)/ . . . /

n−1
n , x(n−1)/1, x(n)

Нехай випадкова величина є неперервною, а данi — згру-
пованими, тобто ми не знаємо значень окремих величин xj.
Припустимо, що n величин xj згрупованi в k сумiжних пiв-
iнтервалiв [a0, a1), [a1, a2), [a2, a3), . . . , [ak−1, ak), причому
i-й пiвiнтервал (i = 1, 2, . . . , k) мiстить ni спостережень, а
n1 + n2 + . . . + nk = n.

Для моделювання неперервної випадкової величини з ем-
пiричним розподiлом у випадку таким чином заданих згру-
пованих даних генерують випадкове число r, рiвномiрно роз-
подiлене на пiвiнтервалi [0, 1), потiм методом перебору знахо-
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дять таке число i, щоб виконувалась формула

G(ai) � r < G(ai+1), (8.4)

де G(ai) задаються формулами

G(a0) = 0, G(ai) =
n1 + n2 + . . .+ ni

n
, i = 1, 2, . . . , k, (8.5)

i, насамкiнець, обчислюють число x за формулою

x = ai +
r −G(ai)

G(ai+1)−G(ai)
(ai+1 − ai). (8.6)

При використаннi мови iмiтацiйного моделювання GPSS
можна використовувати функцiю, яка описується так:

N FUNCTION RNm,C(k+1)
0, a0/

n1
n , a1/

n1+n2
n , a2/ . . . /

n1+n2+...+nk−1

n , ak−1/1, ak

Замiсть N вказують iм’я функцiї, а замiсть m, n, a0, ai, ni,
i = 1, 2, . . . , k, ставлять вiдповiднi числа. Усi дроби тут також
потрiбно обчислити.

Нехай ми маємо дискретну випадкову величину, про яку
вiдомо те, що значення xi у вибiрцi зустрiчається ni разiв,
i = 1, 2, . . . , k. Припустимо, що числа xi вiдсортованi за зро-
станням: x1 < x2 < . . . < xk. Нехай n = n1 + n2 + . . .+ nk.

Для моделювання дискретної випадкової величини з емпi-
ричним розподiлом у випадку таким чином заданих згрупова-
них даних спочатку генерують випадкове число r, рiвномiрно
розподiлене на пiвiнтервалi [0, 1), потiм методом перебору зна-
ходять таке число i, щоб виконувалась подвiйна нерiвнiсть

n1 + n2 + . . .+ ni−1

n
� r <

n1 + n2 + . . . + ni

n
, (8.7)

i виводять число xi.
При використаннi мови iмiтацiйного моделювання GPSS

функцiю для моделювання цiєї випадкової величини описують
таким чином:
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N FUNCTION RNm,Dk
n1
n , x1/

n1+n2
n , x2/

n1+n2+n3
n , x3/ . . . /

n1+n2+...+nk−1

n , xk−1/1, xk

Рекомендована лiтература: [5, с. 381–383, 538–539], [9,
с. 282–296].

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 8.1. Обчислити два числових значення непе-
рервної випадкової величини з емпiричним розподiлом, що
вiдповiдає вибiрцi: 13,16; 12,32; 10,71; 14,6; 13,74; 10,39; 10,71;
14,22. Вважати, що генератор випадкових чисел генерує зна-
чення 0,867 i 0,215.
Розв’язання. Кiлькiсть чисел у вибiрцi n = 8. Вiдсортуємо
вибiрку за зростанням: 10,39; 10,71; 10,71; 12,32; 13,16; 13,74;
14,22; 14,6. Виконуємо обчислення за формулами (8.1), (8.2).
Для r = 0,867 маємо:

i = [7 · 0,867] + 1 = 7,

x = 14,22 + (7 · 0,867 − 7 + 1)(14,6− 14,22) = 14,24622.

Для r = 0,215 маємо:

i = [7 · 0,215] + 1 = 2,

x = 10,71 + (7 · 0,215− 2 + 1)(10,71− 10,71) = 10,71.

Вiдповiдь: 14,24622, 10,71.
Приклад 8.2. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS

створити неперервну функцiю для моделювання емпiричного
розподiлу, що вiдповiдає вибiрцi: 13,16; 12,32; 10,71; 14,6; 13,74;
10,39; 10,71; 14,22.
Розв’язання. Кiлькiсть чисел у вибiрцi n = 8. Вiдсортуємо
вибiрку за зростанням: 10,39; 10,71; 10,71; 12,32; 13,16; 13,74;
14,22; 14,6. Функцiю записуємо, наприклад, так:

abcd FUNCTION RN15,C8
0,10.39/1

7,10.71/
2
7,10.71/

3
7,12.32/

4
7,13.16/

5
7,13.74/
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6
7,14.22/1,14.6

Пiсля наближеного обчислення дробiв маємо:
abcd FUNCTION RN15,C8
0,10.39/0.143,10.71/0.286,10.71/0.429,12.32/
0.571,13.16/0.714,13.74/0.857,14.22/1,14.6 �
Приклад 8.3. Обчислити два числових значення дискре-

тної випадкової величини з емпiричним розподiлом, що вiдпо-
вiдає вибiрцi 5, 6, 8, 4, 3, 7, 4, 3, 4, якщо генератор випадкових
чисел генерує значення 0,867 i 0,215.
Розв’язання. Кiлькiсть чисел у вибiрцi n = 9. Вiдсортує-
мо вибiрку за зростанням: 3, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 7, 8. Виконуємо
обчислення за формулою (8.3). Для r = 0,867 маємо:

i = [9 · 0,867] + 1 = 8, x = 7.

Для r = 0,215 маємо:

i = [9 · 0,215] + 1 = 2, x = 3.

Вiдповiдь: 7, 3.
Приклад 8.4. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS

створити дискретну функцiю для моделювання емпiричного
розподiлу, що вiдповiдає вибiрцi 5, 6, 8, 4, 3, 7, 4, 3, 4.
Розв’язання. Кiлькiсть чисел у вибiрцi n = 9. Вiдсортуємо
вибiрку за зростанням: 3, 3, 4, 4, 4, 5, 6, 7, 8. Функцiю запи-
суємо, наприклад, так:

ddd FUNCTION RN13,D9
1
9,3/

2
9,3/

3
9,4/

4
9,4/

5
9,4/

6
9,5/

7
9,6/

8
9,7/1,8

Якщо в дискретному розподiлi зустрiчаються пари з одна-
ковими другими елементами, то першi з них можна пропуска-
ти. Тому пiсля наближеного обчислення дробiв маємо:

ddd FUNCTION RN13,D6
0.222,3/0.556,4/0.667,5/0.778,6/0.889,7/1,8 �
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Приклад 8.5. Обчислити два числових значення непе-
рервної випадкової величини з емпiричним розподiлом, що
вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з наступної таблицi.

[ai, ai+1) [3, 4) [4, 5) [5, 7) [7, 8) [8, 9) [9, 10)

ni 1 2 1 0 3 1
Вважати, що генератор випадкових чисел генерує значення
0,867 i 0,215.
Розв’язання. Кiлькiсть iнтервалiв k = 6, а кiлькiсть чисел у
вибiрцi n = 1+2+1+0+3+1 = 8. Для зручностi, користую-
чись формулами (8.5), заповнимо наступну таблицю (останнiй
рядок мiстить наближенi числа).

i 0 1 2 3 4 5 6
ai 3 4 5 7 8 9 10

G(ai) 0 1
8

3
8

1
2

1
2

7
8 1

G(ai) 0 0,125 0,375 0,5 0,5 0,875 1
Для r = 0,867 подвiйна нерiвнiсть (8.4) виконується (0,5 �

� 0,867 < 0,875) для значення i = 4. Обчислюємо x за фор-
мулою (8.6):

x = 8 +
0,867 − 0,5

0,875 − 0,5
(9− 8) ≈ 8,979.

Для r = 0,215 подвiйна нерiвнiсть (8.4) виконується
(0,125 � 0,215 < 0,375) для значення i = 1. Знаходимо x за
формулою (8.6):

x = 4 +
0,215 − 0,125

0,375 − 0,125
(5− 4) = 4,36.

Вiдповiдь: 8,979, 4,36.
Приклад 8.6. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS

створити неперервну функцiю для моделювання емпiрично-
го розподiлу, що вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з наступної
таблицi.
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[ai, ai+1) [3, 4) [4, 5) [5, 7) [7, 8) [8, 9) [9, 10)

ni 1 2 1 0 3 1
Розв’язання. Кiлькiсть пiвiнтервалiв k = 6, а кiлькiсть чи-
сел у вибiрцi n = 8. Функцiю записуємо, наприклад, так:

zgrv FUNCTION RN25,C7
0,3/1

8,4/
3
8,5/

1
2,7/

1
2,8/

7
8,9/1,10

Пiсля наближеного обчислення дробiв маємо:
zgrv FUNCTION RN25,C7
0,3/0.125,4/0.375,5/0.5,7/0.5,8/0.875,9/1,10 �
Приклад 8.7. Обчислити два числових значення дискре-

тної випадкової величини з емпiричним розподiлом, що вiдпо-
вiдає згрупованiй вибiрцi з наступної таблицi.

xi 6 3 5 2 7 10
ni 1 2 1 4 3 1

Вважати, що генератор випадкових чисел генерує значення
0,867 i 0,215.
Розв’язання. Кiлькiсть значень дискретної величини k = 6,
а кiлькiсть чисел у вибiрцi n = 1+2+1+4+3+1 = 12. Вiдсор-
туємо вибiрку за зростанням i заповнимо наступну таблицю
(останнiй рядок мiстить наближенi числа).

i 0 1 2 3 4 5 6
xi 2 3 5 6 7 10
ni 4 2 1 1 3 1

n1+n2+...+ni
n 0 1

3
1
2

7
12

2
3

11
12 1

n1+n2+...+ni
n 0 0,333 0,5 0,583 0,667 0,917 1

Для r = 0,867 подвiйна нерiвнiсть (8.7) виконується
(0,667 � 0,867 < 0,917) для значення i = 5. Отже, x = 7.

Для r = 0,215 подвiйна нерiвнiсть (8.7) виконується
(0 � 0,215 < 0,333) для значення i = 1. Отже, x = 2.
Вiдповiдь: 7, 2.
Приклад 8.8. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS

створити дискретну функцiю для моделювання емпiричного
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розподiлу, що вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з наступної та-
блицi.

xi 6 3 5 2 7 10
ni 1 2 1 4 3 1

Розв’язання. Кiлькiсть рiзних чисел k = 6, а кiлькiсть чисел
у вибiрцi n = 12. Упорядкуємо вибiрку за зростанням:

xi 2 3 5 6 7 10
ni 4 2 1 1 3 1

Функцiю записуємо, наприклад, так:
zdv FUNCTION RN34,D6
1
3,2/

1
2,3/

7
12,5/

2
3,6/

11
12,7/1,10

Пiсля наближеного обчислення дробiв маємо:
zdv FUNCTION RN34,D6
0.333,2/0.5,3/0.583,5/0.667,6/0.917,7/1,10 �

Вправи

1. Обчислiть три числових значення неперервної випадко-
вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає вибiрцi:
12,34; 13,01; 8,75; 14,2; 10,21; 16,1; 9,2; 11,22; 10,82; 9,2. Вва-
жати, що генератор випадкових чисел генерує значення 0,239,
0,792 i 0,465.
2. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть непе-

рервну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає вибiрцi з вправи 1.
3. Обчислiть три числових значення неперервної випадко-

вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає вибiрцi:
5,73; 6,21; 4,95; 8,07; 7,61; 6,34; 8,12; 7,23; 9,05; 7,29; 4,51; 7,6.
Вважати, що генератор випадкових чисел генерує значення
0,123, 0,477 i 0,912.
4. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть непе-

рервну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає вибiрцi з вправи 3.
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5. Обчислiть три числових значення неперервної випадко-
вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає вибiрцi:
8,23; 11,61; 14,13; 6,58; 8,94; 9,35; 7,29; 13,15; 10,06; 8,94. Вва-
жати, що генератор випадкових чисел генерує значення 0,197,
0,549 i 0,782.
6. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть непе-

рервну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає вибiрцi з вправи 5.
7. Обчислiть три числових значення дискретної випадко-

вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає вибiрцi
5, 6, 8, 6, 9, 7, 4, 3, 5, 6, якщо генератор випадкових чисел
генерує значення 0,791, 0,669 i 0,322.
8. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть дис-

кретну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає вибiрцi з вправи 7.
9. Обчислiть три числових значення дискретної випадко-

вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає вибiрцi
13, 14, 12, 14, 15, 11, 9, 10, 12, 16, якщо генератор випадкових
чисел генерує значення 0,527, 0,903 i 0,059.
10. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть дис-

кретну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає вибiрцi з вправи 9.
11. Обчислiть три числових значення дискретної випадко-

вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає вибiрцi
8, 12, 10, 13, 8, 16, 7, 11, 12, 9, якщо генератор випадкових
чисел генерує значення 0,375, 0,628 i 0,909.
12. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть дис-

кретну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає вибiрцi з вправи 11.
13. Обчислiть три числових значення неперервної випад-

кової величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає згру-
пованiй вибiрцi з наступної таблицi.
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[2, 3) [3, 4) [4, 5) [5, 6) [6, 7) [7, 8) [8, 9) [9, 10) [10, 11) [11, 12]

3 2 1 0 5 6 4 2 3 2
Другий рядок таблицi мiстить кiлькiсть чисел, якi потрапля-
ють у вiдповiдний промiжок з першого рядка таблицi. Вва-
жати, що генератор випадкових чисел генерує значення 0,157,
0,812 i 0,44.
14. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть не-

перервну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу,
що вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з вправи 13.
15. Обчислiть три числових значення неперервної випад-

кової величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає згру-
пованiй вибiрцi з наступної таблицi.

[1, 2) [2, 3) [3, 4) [4, 5) [5, 6) [6, 7) [7, 8) [8, 9) [9, 10)

1 0 3 4 5 4 3 2 3
Другий рядок таблицi мiстить кiлькiсть чисел, якi потрапля-
ють у вiдповiдний промiжок з першого рядка таблицi. Вва-
жати, що генератор випадкових чисел генерує значення 0,232,
0,588 i 0,779.
16. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть не-

перервну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу,
що вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з вправи 15.
17. Обчислiть три числових значення неперервної випад-

кової величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає згру-
пованiй вибiрцi з наступної таблицi.

[0, 2) [2, 3) [3, 4) [4, 6) [6, 7) [7, 8) [8, 9) [9, 10) [10, 12)

2 1 0 2 4 5 3 1 2
Другий рядок таблицi мiстить кiлькiсть чисел, якi потрапля-
ють у вiдповiдний промiжок з першого рядка таблицi. Вва-
жати, що генератор випадкових чисел генерує значення 0,172,
0,59 i 0,884.
18. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть не-

перервну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу,
що вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з вправи 17.
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19. Обчислiть три числових значення дискретної випадко-
вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає згрупо-
ванiй вибiрцi з наступної таблицi.

xi 0 1 2 3 4 5 7 8
ni 4 3 2 3 2 1 1 2

Вважати, що генератор випадкових чисел генерує значення
0,855, 0,091 i 0,311.
20. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть дис-

кретну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з вправи 19.
21. Обчислiть три числових значення дискретної випадко-

вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає згрупо-
ванiй вибiрцi з наступної таблицi.

xi 1 2 4 5 7 10 11 12
ni 2 2 5 4 3 1 2 2

Вважати, що генератор випадкових чисел генерує значення
0,148, 0,351 i 0,689.
22. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть дис-

кретну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з вправи 21.
23. Обчислiть три числових значення дискретної випадко-

вої величини з емпiричним розподiлом, що вiдповiдає згрупо-
ванiй вибiрцi з наступної таблицi.

xi 0 1 3 4 5 7 9 10
ni 2 3 4 6 1 3 3 1

Вважати, що генератор випадкових чисел генерує значення
0,269, 0,447 i 0,725.
24. На мовi iмiтацiйного моделювання GPSS створiть дис-

кретну функцiю для моделювання емпiричного розподiлу, що
вiдповiдає згрупованiй вибiрцi з вправи 23.
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Тема 9. Вибiр теоретичних розподiлiв

Короткi теоретичнi вiдомостi

Якщо вибiрка є залежною, то визначення параметрiв роз-
подiлу i перевiрка гiпотези про придатнiсть розподiлу можуть
дати неточний або помилковий результат.

Перевiрити вибiрку даних спостережень x1, x2, . . . , xn,
впорядкованих за часом їхнього збору, на залежнiсть (незале-
жнiсть) можна з допомогою дiаграми розкиду i кореляцiйного
графiка.

Дiаграма розкиду для вибiрки x1, x2, . . . , xn — це гра-
фiк точок з координатами (xi, xi+1), i = 1, 2, . . . , n − 1. Якщо
отриманi точки є розкиданими у деякiй прямокутнiй областi
площини, то вибiрку вважають незалежною; якщо цi точки
розташовуються вздовж деякої лiнiї на площинi, то вибiрку
вважають залежною.

Для побудови кореляцiйного графiка обчислюють вибiр-
кову кореляцiю ρj за формулами

ρj =
cj
D
, cj =

1

n− j

n−j∑
i=1

(xi− x̄)(xi+j − x̄), j = 1, 2, . . . , n− 1,

(9.1)

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi, D =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2, (9.2)

i будують графiк залежностi ρj вiд j. Якщо на кореляцiйному
графiку всi точки є близькими до осi абсцис, то вважаємо, що
вибiрка є незалежною, iнакше вибiрка є залежною.

Вибiр теоретичного розподiлу ймовiрностей здiйснюють у
три етапи: висунення гiпотези щодо сiм’ї розподiлiв, яка буде
наближати данi спостережень, визначення параметрiв розпо-
дiлу i перевiрка правильностi гiпотези про характер розподiлу.

Важливим iнструментом визначення сiм’ї розподiлiв є
гiстограма. Для створення гiстограми розбиваємо область
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даних спостережень на k пiвiнтервалiв [b0, b1), [b1, b2), . . . ,
[bk−1, bk) однакової довжини. Нехай nj — кiлькiсть тих ве-
личин xi, якi входять в j-й iнтервал [bj−1, bj), j = 1, 2, . . . , k.
Гiстограма складається з k стовпчикiв, висота яких визнача-
ється величинами nj. Вибирають той теоретичний розподiл,
графiк функцiї щiльностi якого найбiльше нагадує гiстограму.

Число k можна вибирати за формулою k = [log2 n] + 1,
де квадратнi дужки позначають цiлу частину числа, проте це
правило не завжди гарантує оптимальнiсть гiстограми.

Крiм гiстограми, використовують iншi способи вибору
сiм’ї розподiлiв.

Головним методом, який дозволяє визначити параметри
розподiлу, є метод максимальної правдоподiбностi. Цей ме-
тод передбачає складання функцiї правдоподiбностi L(θ) =
= fθ(x1)fθ(x2) . . . fθ(xn), де fθ(x) — функцiя щiльностi непе-
рервного розподiлу або iмовiрнiсть подiї дискретного розпо-
дiлу, θ — скалярний чи векторний невiдомий параметр, а x1,
x2, . . . , xn — данi спостережень. Функцiя правдоподiбностi до-
слiджується на максимум. Значення параметра θ, який надає
максимального значення функцiї правдоподiбностi, визначає
параметри розподiлу.

Для перевiрки гiпотези про придатнiсть пiдiбраного тео-
ретичного розподiлу ймовiрностей для опису даних спосте-
режень можна використовувати такi графiчнi процедури, як
побудову графiка функцiї щiльностi розподiлу ймовiрностей
поверх гiстограми для їхнього порiвняння, частотне порiвня-
ння, аналiз графiка вiдмiнностей мiж теоретичною i емпiри-
чною функцiями розподiлу, а також перевiрку гiпотези з до-
помогою статистичного критерiю χ2.

Для застосування критерiю χ2 треба спочатку розбити всю
область розподiлу на k сумiжних (необов’язково однакових)
пiвiнтервалiв [a0, a1), [a1, a2), . . . , [ak−1, ak). Нехай Nj — кiль-
кiсть величин xi в j-му пiвiнтервалi [aj−1, aj). Обчислюємо
очiкувану частку pj тих величин xi, якi потрапляють в j-й
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пiвiнтервал. Для неперервних i дискретних даних вiдповiдно

pj =

aj∫
aj−1

f(x)dx = F (aj)− F (aj−1), pj =
∑

aj−1�xi<aj

p(xi),

де f(x) — щiльнiсть вибраного розподiлу, p(x) — iмовiрнiсть
вибраного розподiлу, а F (x) — вiдповiдна функцiя розподiлу.
Далi обчислюємо

χ2 =

k∑
j=1

(Nj − npj)
2

npj
, n =

k∑
j=1

Nj, (9.3)

i порiвнюємо його з χ2
k−1,α або χ2

k−m−1,α — теоретичним (та-
бличним) значенням критерiю, де α — рiвень значущостi, m —
кiлькiсть параметрiв розподiлу, якi визначались.

Якщо χ2 > χ2
k−1,α, то вибраний розподiл не пiдходить для

моделювання даних спостережень при заданому рiвнi значу-
щостi α. Якщо χ2 < χ2

k−m−1,α, то пiдiбраний розподiл мо-
жна використовувати для моделювання даних спостережень.
Якщо χ2

k−m−1,α < χ2 < χ2
k−1,α, то маємо сумнiвний випадок,

коли можна як прийняти, так i вiдкинути початкову гiпотезу
про придатнiсть знайденого розподiлу.

Якщо не вiдомi данi спостережень за випадковою вели-
чиною, але вiдомий промiжок [a, b], якому вона належить,
її найiмовiрнiше значення (мода) c i середнє значення μ, то
часто вдається пiдiбрати бета-розподiл на промiжку [a, b],
який моделюватиме цю випадкову величину. Параметри бета-
розподiлу у цьому випадку визначаються за формулами

α1 =
μ− a

b− a
· 2c− a− b

c− μ
, α2 =

b− μ

b− a
· 2c− a− b

c− μ
, (9.4)

причому мають виконуватись нерiвностi α1 > 1 i α2 > 1. Якщо
при обчисленнi за формулами (9.4) хоча б одне з чисел α1 чи
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α2 виявляється меншим або рiвним одиницi, то числа μ i c
неправильно оцiненi або бета-розподiл неможливо використо-
вувати для моделювання даної випадкової величини.

Рекомендована лiтература: [5, с. 383–452], [9, с. 296–
348].

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 9.1. З допомогою дiаграми розкиду перевi-
рити на незалежнiсть вибiрку: −0,1824; −0,01079; 0,9981;
0,5227; −0,2657; 0,4019; 0,2828; 1,454; 0,5447; 1,124; −0,04849;
−0,1606; 0,01237; −0,1720; 0,1703; 0,3347; −0,03626; 0,2109;
0,4173; 0,7286; −0,1929; −0,2704; 0,4542; −0,1968; 0,4555;
0,9337; 0,04769; −0,3455; 0,3980; 0,3663.
Розв’язання. Дiаграму розкиду для цiєї вибiрки зображе-
но на рис. 9.1. З дiаграми робимо висновок про незалежнiсть
вибiрки. �
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Рис. 9.1.

Приклад 9.2. З допомогою дiаграми розкиду перевiрити
на незалежнiсть вибiрку: 0; 3,03; 3,1; 3,55; 2,5; 3,56; 4,39; 5,43;
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5,93; 5,44; 0,8; 0,01; 0,77; 0,56; 0; 1,2; 1,39; 0,92; 0,13; 0; 0,21;
0,52; 0,62; 0,25; 0; 0; 0; 0,38; 0,53; 0; 0,16; 0; 0; 1,48; 2,7; 1,3;
2,19; 0,88; 0; 1,09.
Розв’язання. Дiаграму розкиду для цiєї вибiрки зображено
на рис. 9.2. Оскiльки бiльшiсть точок зосереджено приблизно
вздовж вiдрiзка прямої, дана вибiрка є залежною. �
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Рис. 9.2.

Приклад 9.3. З допомогою кореляцiйного графiка пе-
ревiрити на незалежнiсть вибiрку: −0,1824; −0,01079; 0,9981;
0,5227; −0,2657; 0,4019; 0,2828; 1,454; 0,5447; 1,124; −0,04849;
−0,1606; 0,01237; −0,1720; 0,1703; 0,3347; −0,03626; 0,2109;
0,4173; 0,7286; −0,1929; −0,2704; 0,4542; −0,1968; 0,4555;
0,9337; 0,04769; −0,3455; 0,3980; 0,3663.
Розв’язання. Обчислюємо середнє арифметичне i дисперсiю
вибiрки за формулами (9.2), а вибiркову кореляцiю за форму-
лами (9.1). Отриманi числовi значення наведенi в наступнiй
таблицi.
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x̄ 0,2659 ρ3 −0,1198 ρ7 0,0481 ρ11 −0,0028

D 0,2058 ρ4 −0,0901 ρ8 −0,2532 ρ12 0,0083
ρ1 0,0795 ρ5 −0,0649 ρ9 −0,1863 ρ13 −0,072

ρ2 −0,1362 ρ6 0,0612 ρ10 0,2701 ρ14 −0,3784

На рис. 9.3 побудовано кореляцiйний графiк. Оскiльки мi-
нiмальне значення вибiркової кореляцiї дорiвнює −0,3784, ма-
ксимальне — 0,2701, а точки розкидано на графiку випадко-
вим чином, то цю вибiрку можна вважати незалежною. �
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Рис. 9.3.

Приклад 9.4. З допомогою кореляцiйного графiка пере-
вiрити на незалежнiсть вибiрку: 0; 3,03; 3,1; 3,55; 2,5; 3,56;
4,39; 5,43; 5,93; 5,44; 0,8; 0,01; 0,77; 0,56; 0; 1,2; 1,39; 0,92; 0,13;
0; 0,21; 0,52; 0,62; 0,25; 0; 0; 0; 0,38; 0,53; 0; 0,16; 0; 0; 1,48; 2,7;
1,3; 2,19; 0,88; 0; 1,09.
Розв’язання. На рис. 9.4 наведено кореляцiйний графiк.
Оскiльки мiнiмальне значення вибiркової кореляцiї дорiвнює
−0,64, а максимальне — 0,77, то ця вибiрка є залежною. �
Приклад 9.5. Визначити сiм’ю розподiлiв, якщо данi спо-

стережень мають вигляд: 0,626; 1,21; 7,53; 1,74; 0,695; 5,38;
0,750; 0,584; 3,17; 1,50; 0,969; 1,92; 1,16; 0,150; 0,491; 2,09; 3,44;
0,132; 0,234; 0,969.
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Рис. 9.4.

Розв’язання. Кiлькiсть чисел у вибiрцi n = 20, причому ви-
падкова величина є неперервною. Кiлькiсть стовпчикiв у гi-
стограмi знаходимо за формулою k = [log2 n]+ 1, отже, k = 5.
Оскiльки мiнiмальне значення у вибiрцi 0,15, а максимальне —
7,53, то гiстограму потрiбно будувати на промiжку [0,1; 7,6]
(промiжок трохи розширено для зручностi). Розiб’ємо промi-
жок [0,1; 7,6] на п’ять однакових частин (шириною 1,5), об-
числимо кiлькiсть чисел, якi потрапили в кожну частину, а
результати наведемо в наступнiй таблицi.
[bj−1; bj) [0,1; 1,6) [1,6; 3,1) [3,1; 4,6) [4,6; 6,1) [6,1; 7,6]

nj 13 3 2 1 1
Гiстограму (з рiзним масштабом по осi абсцис i осi орди-

нат) наведено на рис. 9.5. Такiй гiстограмi можуть вiдповiда-
ти експоненцiальний, логнормальний, гамма-розподiл, розпо-
дiл Вейбулла. Оскiльки у промiжок [0; 0,8) — першу половину
промiжку [0; 1,6) — потрапляє вiсiм чисел, тобто бiльшiсть чи-
сел з першого промiжку [0,1; 1,6), то є пiдстави вважати, що
найбiльше пiдходить експоненцiальний закон розподiлу.

Можна додатково обчислити коефiцiєнт варiацiї cv ≈ 1,1 i
показник асиметрiї ν ≈ 1,9. Вони приблизно дорiвнюють зна-
ченням 1 i 2, вiдповiдним експоненцiальному закону розподi-
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лу. Отже, є пiдстави вважати, що найкращим наближенням
для даних спостережень є експоненцiальний розподiл. �

0,1 1,6 3,1 4,6 6,1 7,6

13

3
2
1

Рис. 9.5.

Приклад 9.6. Визначити методом максимальної правдо-
подiбностi параметр експоненцiального розподiлу для даних
спостережень x1, x2, . . . , xn.
Розв’язання. Для експоненцiального розподiлу функцiя
щiльностi fλ(x) = λe−λx для x � 0. Тому функцiя правдоподi-
бностi для даних спостережень x1, x2, . . . , xn набуває вигляду:

L(λ) = λe−λx1 · λe−λx2 · . . . · λe−λxn = λne
−λ

n∑
i=1

xi

.

Зручнiше буде дослiджувати на екстремум логарифм функцiї
правдоподiбностi

M(λ) = lnL(λ) = n lnλ− λ
n∑

i=1

xi.

З необхiдної умови екстремуму маємо:

dM

dλ
=

n

λ
−

n∑
i=1

xi = 0 ⇒ λ =
n

n∑
i=1

xi

=
1

x̄
,
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де x̄ — середнє арифметичне даних спостережень.
Перевiримо тепер достатнi умови екстремуму. Оскiльки

d2M

dλ2
= − n

λ2
< 0

для всiх λ 	= 0, то значення

λ =
1

x̄
=

n
n∑

i=1
xi

(9.5)

справдi максимiзує функцiю максимальної правдоподiбностi i
є шуканим параметром експоненцiального розподiлу. �
Приклад 9.7. Визначити методом максимальної правдо-

подiбностi параметри нормального розподiлу для даних спо-
стережень x1, x2, . . . , xn.
Розв’язання.Для нормального розподiлу функцiя щiльностi

f(μ,σ)(x) =
1√
2πσ

e−
(x−μ)2

2σ2 .

Тому функцiя правдоподiбностi для даних спостережень x1,
x2, . . . , xn має вигляд:

L(μ, σ) =

(
1√
2πσ

)n

e
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi−μ)2

.

Тодi

M(μ, σ) = lnL(μ, σ) = −n ln
√
2π − n lnσ − 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − μ)2.

З необхiдних умов екстремуму для функцiї двох змiнних
маємо:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂M
∂μ = 1

σ2

n∑
i=1

(xi − μ) = 0,

∂M
∂σ = −n

σ + 1
σ3

n∑
i=1

(xi − μ)2 = 0
⇒

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
μ = 1

n

n∑
i=1

xi = x̄,

σ =

√
1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = s,
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де x̄ — середнє арифметичне даних спостережень, а s — сере-
дньоквадратичне вiдхилення даних спостережень.

Перевiримо тепер достатнi умови екстремуму:

a11 =
∂2M

∂μ2

∣∣∣∣μ=x̄
σ=s

= − n

s2
< 0,

a12 =
∂2M

∂σ∂μ

∣∣∣∣μ=x̄
σ=s

= − 2

s3

n∑
i=1

(xi − x̄) = 0,

a22 =
∂2M

∂σ2

∣∣∣∣μ=x̄
σ=s

=
n

s2
− 3

s4

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = −2n

s2
,

a11a22 − a212 =
2n2

s4
> 0.

Отже,

μ =
1

n

n∑
i=1

xi = x̄, σ =

√√√√1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = s

надають максимуму функцiї правдоподiбностi i є шуканими
параметрами нормального розподiлу. �
Приклад 9.8. Визначити розподiл, якщо данi спостере-

жень мають вигляд: 0,626; 1,21; 7,53; 1,74; 0,695; 5,38; 0,750;
0,584; 3,17; 1,50; 0,969; 1,92; 1,16; 0,150; 0,491; 2,09; 3,44; 0,132;
0,234; 0,969.
Розв’язання. У прикладi 9.5 встановлено, що для моделю-
вання цих даних спостережень найбiльше пiдходить експонен-
цiальний розподiл. Параметр λ експоненцiального розподiлу
для цих даних спостережень згiдно з формулою (9.5), виведе-
ною методом максимальної правдоподiбностi у прикладi 9.6,
наближено дорiвнює 0,5757. �
Приклад 9.9. З допомогою графiка функцiї щiльностi

поверх гiстограми перевiрити гiпотезу про придатнiсть екс-
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поненцiального розподiлу для моделювання таких даних спо-
стережень: 0,626; 1,21; 7,53; 1,74; 0,695; 5,38; 0,750; 0,584; 3,17;
1,50; 0,969; 1,92; 1,16; 0,150; 0,491; 2,09; 3,44; 0,132; 0,234; 0,969.
Розв’язання. Параметр λ експоненцiального розподiлу для
цих даних спостережень згiдно з формулою (9.5), виведеною
методом максимальної правдоподiбностi, наближено дорiвнює
0,5757 (приклад 9.8). Гiстограма з п’ятьма стовпцями для за-
даних даних спостережень була побудована у прикладi 9.5
(рис. 9.5). Ширина кожного зi стовпцiв цiєї гiстограми до-
рiвнює 1,5. Для побудови графiка функцiї щiльностi поверх
гiстограми скористаємось математичним пакетом Maple (про
роботу з пакетом Maple див., наприклад, у [8]):

> with(stats):
> p1:=statplots[histogram]([0.626,1.21,7.53,1.74,

0.695,5.38,0.750,0.584,3.17,1.50,0.969,1.92,1.16,
0.150,0.491,2.09,3.44,0.132,0.234,0.969],area=1):

> p2:=plot(1.5*statevalf[pdf,exponential[0.5757]](x),
x=0..7.8, color=black, thickness=3):

> plots[display]([p1,p2]);

Рис. 9.6.
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На рис. 9.6 поверх гiстограми побудовано графiк функцiї
щiльностi, помноженої на 1,5 — ширину стовпця гiстограми.
Оскiльки графiк функцiї щiльностi приблизно вiдповiдає гi-
стограмi, то можна вважати, що експоненцiальний розподiл
достатньо добре наближає данi спостережень. �
Приклад 9.10. З допомогою частотного порiвняння пере-

вiрити гiпотезу про придатнiсть експоненцiального розподiлу
для моделювання даних спостережень з попереднього прикла-
ду: 0,626; 1,21; 7,53; 1,74; 0,695; 5,38; 0,750; 0,584; 3,17; 1,50;
0,969; 1,92; 1,16; 0,150; 0,491; 2,09; 3,44; 0,132; 0,234; 0,969.
Розв’язання. Параметр λ експоненцiального розподiлу для
цих даних спостережень був обчислений у прикладi 9.8, вiн на-
ближено дорiвнює 0,5757. Функцiя розподiлу для експоненцi-
ального закону розподiлу подається формулою F (x) = 1−e−λx

для x � 0. Як i в прикладi 9.5, розiб’ємо промiжок [0,1; 7,6],
який мiстить данi спостережень, на п’ять однакових частин
(довжиною 1,5), обчислимо величини hj — частки чисел, якi
потрапляють в j-й промiжок, i величини rj = F (bj)− F (bj−1)
для j = 1, 2, 3, 4, 5, а результати пiсля заокруглень наведемо в
наступнiй таблицi.

j 1 2 3 4 5
[bj−1; bj) [0,1; 1,6) [1,6; 3,1) [3,1; 4,6) [4,6; 6,1) [6,1; 7,6]

hj 0,65 0,15 0,1 0,05 0,05
rj 0,546 0,2302 0,0971 0,0409 0,0173
Пари стовпцiв для частотного порiвняння, побудованi з до-

помогою програми Excel, наведенi на рис. 9.7. Оскiльки стов-
пцi у парах є майже однаковими, то можна вважати, що екс-
поненцiальний розподiл достатньо добре наближає данi спо-
стережень. �
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Рис. 9.7.

Приклад 9.11. З допомогою графiка вiдмiнностей мiж
функцiями розподiлу перевiрити гiпотезу про придатнiсть
експоненцiального розподiлу для моделювання даних спосте-
режень з попереднього прикладу: 0,626; 1,21; 7,53; 1,74; 0,695;
5,38; 0,750; 0,584; 3,17; 1,50; 0,969; 1,92; 1,16; 0,150; 0,491; 2,09;
3,44; 0,132; 0,234; 0,969.
Розв’язання. Параметр λ експоненцiального розподiлу для
цих даних спостережень був обчислений у прикладi 9.8, вiн
наближено дорiвнює 0,5757. Побудуємо графiк рiзницi емпi-
ричної i теоретичної функцiй розподiлу з допомогою матема-
тичного пакета Maple:

> with(stats):
> ds:=transform[statsort]([0.626,1.21,7.53,1.74,

0.695,5.38,0.750,0.584,3.17,1.50,0.969,1.92,1.16,
0.150,0.491,2.09,3.44,0.132,0.234,0.969]):

> FT:=x->statevalf[cdf,exponential[0.5757]](x):
> FE:=proc(x::numeric)

local i,n:
n:=nops(ds):
if x<ds[1] then return 0 end if:
if x>=ds[n] then return 1 end if:
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for i from 1 to n-1 do
if (x>=ds[i]) and (x<ds[i+1]) then
return (i-1)/(n-1)+(x-ds[i])/((n-1)*(ds[i+1]-
ds[i])) end if

end do
end proc:

> for j from 0 to 10 by 0.01 do
if j=0 then sp:=[j,FE(j)-FT(j)]
else sp:=sp,[j,FE(j)-FT(j)] end if

end do:
> plot([sp],color=black,labels=[x,F[e](x)-F[t](x)],

labeldirections=[horizontal,vertical]);

Рис. 9.8.

На рис. 9.8 зображено шуканий графiк рiзницi емпiричної
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i теоретичної функцiй розподiлу. Для його побудови данi спо-
стережень було вiдсортовано за зростанням, задано функцiю
FT(x) для обчислення значення теоретичної функцiї розподi-
лу, створено процедуру FE(x) для обчислення значення емпi-
ричної функцiї розподiлу i протабульовано їхню рiзницю на
промiжку [0, 10] з кроком 0,01. З графiка видно, що вiдхиле-
ння мiж емпiричною i теоретичною функцiями розподiлу для
всiх значень x є невеликим (меншим вiд 0,1), тому ми можемо
вважати, що експоненцiальний розподiл достатньо добре на-
ближає данi спостережень. Найбiльша невiдповiднiсть спосте-
рiгається поблизу лiвого кiнця областi даних спостережень. �
Приклад 9.12. З допомогою критерiю χ2 перевiрити гiпо-

тезу про придатнiсть експоненцiального розподiлу для моде-
лювання даних спостережень з попереднього прикладу: 0,626;
1,21; 7,53; 1,74; 0,695; 5,38; 0,750; 0,584; 3,17; 1,50; 0,969; 1,92;
1,16; 0,150; 0,491; 2,09; 3,44; 0,132; 0,234; 0,969. Рiвень значу-
щостi α = 0,01.
Розв’язання. Параметр λ експоненцiального розподiлу для
цих даних спостережень був обчислений вище, вiн наближено
дорiвнює 0,5757. З умов npj � 5, j = 1, 2, . . . , k, p1 = p2 = . . . =
= pk для n = 20 випливає, що число k має бути не бiльшим вiд
4. Тому вiзьмемо k = 4. З допомогою математичного пакета
пiдберемо числа aj так, щоб iмовiрностi pj були приблизно
рiвними, i заповнимо таблицю:

j 1 2 3 4
[aj−1; aj) [0; 0,5) [0,5; 1,2) [1,2; 2,4) [2,4;∞)

pj 0,2501 0,2487 0,25 0,2512
Nj 4 7 5 4

За формулою (9.3) обчислюємо χ2 ≈ 1,2. Оскiльки
χ2
2, 0,01 = 9,2, то χ2 < χ2

2, 0,01 i гiпотезу про придатнiсть експо-
ненцiального розподiлу для моделювання даних спостережень
можна прийняти. �
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Приклад 9.13. Про випадкову величину вiдомо лише те,
що вона може набувати значень з промiжку [2, 5] з середнiм
значенням 4 i модою 4,4. Знайти параметри розподiлу для
моделювання цiєї випадкової величини.
Розв’язання. Знайдемо параметри бета-розподiлу для про-
мiжку [2, 5] за формулами (9.4): α1 = 3, α2 = 1,5. Отриманi
числа є бiльшими вiд одиницi, тому вони є справжнiми пара-
метрами бета-розподiлу для промiжку [2, 5]. �

Вправи

1. З допомогою дiаграми розкиду перевiрте на незале-
жнiсть вибiрку: 1,87; 2,13; 2,33; 2,37; 0,15; 0,64; 0,13; 0,86; 1,79;
0,82; 0,13; 2,05, −0,77; 0,95; 0,24.
2. З допомогою дiаграми розкиду перевiрте на незале-

жнiсть вибiрку: −1,82; 1,52; 0,56; −1,97; 1,1; 1,08; −1,97; 0,59;
1,51; −1,82; 0,03; 1,82; −1,51; −0,53; 1,99.
3. З допомогою кореляцiйного графiка перевiрте на неза-

лежнiсть вибiрку з вправи 1.
4. З допомогою кореляцiйного графiка перевiрте на неза-

лежнiсть вибiрку з вправи 2.
5. З допомогою дiаграми розкиду перевiрте на незале-

жнiсть вибiрку: −0,69; 1,22; 0,24; 0,94; 0,1; 2,05; 1,23; 0,94;
−0,93; −0,76; −0,23; −0,58; 2,26; 2,55; 1,32.
6. З допомогою дiаграми розкиду перевiрте на незале-

жнiсть вибiрку: 1,98; −1,92; 1,83; −1,68; 1,53; −1,31; 1,11;
−0,83; 0,61; −0,28; 0,05; 0,29; −0,5; 0,83; −1,01.
7. З допомогою кореляцiйного графiка перевiрте на неза-

лежнiсть вибiрку з вправи 5.
8. З допомогою кореляцiйного графiка перевiрте на неза-

лежнiсть вибiрку з вправи 6.
9. З допомогою дiаграми розкиду перевiрте на незале-

жнiсть вибiрку: 0,52; 0,35; 0,69; 0,73; 0,57; 0,93; 0,71; 0,90; 0,84;
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1,23; 0,91; 0,92; 0,98; 0,95; 1,08; 0,99; 0,95; 1,14; 1,28; 0,98; 1,34;
1,30; 1,23; 1,48; 1,34; 1,45; 1,43; 1,38; 2,04; 1,97.
10. З допомогою дiаграми розкиду перевiрте на незале-

жнiсть вибiрку: 0,93; 0,73; 0,70; 1,52; 1,09; 2,26; 0,43; 0,99; 0,29;
1,16; 0,76; 1,93; 0,44; 1,09; 0,67; 1,17; 0,93; 0,55; 1,34; 0,76; 1,59;
1,47; 0,64; 0,87; 1,80; 1,59; 0,74; 2,26; 1,12; 0,95.
11. Методом максимальної правдоподiбностi знайдiть па-

раметри логнормального розподiлу.
12. Методом максимальної правдоподiбностi знайдiть па-

раметри розподiлу Вейбулла.
13. Методом максимальної правдоподiбностi знайдiть па-

раметри бiномiального розподiлу.
14. Методом максимальної правдоподiбностi знайдiть па-

раметри геометричного розподiлу.
15. Визначте сiм’ю розподiлiв, якщо данi спостережень ма-

ють вигляд: 0,16; 0,08; 0,07; 0,61; 0,26; 1,47; 0,014; 0,2; 0,004;
0,31; 0,09; 1,06; 0,015; 0,26; 0,06; 0,32; 0,16; 0,03; 0,45; 0,086.
16. Визначте параметри розподiлу для даних спостере-

жень з вправи 15.
17. З допомогою комп’ютера побудуйте поверх гiстограми

для даних спостережень з вправи 15 графiк функцiї щiльностi
розподiлу, знайденого у вправi 16. Зробiть висновки.
18. З допомогою комп’ютера виконайте частотне порiвня-

ння для даних спостережень з вправи 15 i розподiлу, знайде-
ного у вправi 16. Зробiть висновки.
19. З допомогою комп’ютера побудуйте графiк вiдмiн-

ностей мiж функцiями розподiлу для даних спостережень з
вправи 15 i розподiлу, знайденого у вправi 16. Зробiть виснов-
ки.
20. З допомогою критерiю χ2 перевiрте гiпотезу про при-

датнiсть розподiлу, знайденого у вправi 16, для моделювання
даних спостережень з вправи 15. Рiвень значущостi α = 0,01.
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21. Визначте сiм’ю розподiлiв, якщо данi спостережень ма-
ють вигляд: 394, 206, 309, 149, 215, 96, 1557, 275, 207, 190, 510,
148, 134, 105, 37, 297, 81, 929, 147, 572.
22. Визначте параметри розподiлу для даних спостере-

жень з вправи 21.
23. З допомогою комп’ютера побудуйте поверх гiстограми

для даних спостережень з вправи 21 графiк функцiї щiльностi
розподiлу, знайденого у вправi 22. Зробiть висновки.
24. З допомогою комп’ютера виконайте частотне порiвня-

ння для даних спостережень з вправи 21 i розподiлу, знайде-
ного у вправi 22. Зробiть висновки.
25. З допомогою комп’ютера побудуйте графiк вiдмiн-

ностей мiж функцiями розподiлу для даних спостережень з
вправи 21 i розподiлу, знайденого у вправi 22. Зробiть виснов-
ки.
26. З допомогою критерiю χ2 перевiрте гiпотезу про при-

датнiсть розподiлу, знайденого у вправi 22, для моделювання
даних спостережень з вправи 21. Рiвень значущостi α = 0,01.
27. Визначте сiм’ю розподiлiв, якщо данi спостережень ма-

ють вигляд: 10,4; 10,6; 10,6; 10,1; 8,8; 8,7; 10,2; 10,5; 10,1; 12,3;
10,9; 9,0; 9,8; 8,4; 10,4; 9,6; 10,3; 11,2; 11,6; 9,7.
28. Визначте параметри розподiлу для даних спостере-

жень з вправи 27.
29. З допомогою комп’ютера побудуйте поверх гiстограми

для даних спостережень з вправи 27 графiк функцiї щiльностi
розподiлу, знайденого у вправi 28. Зробiть висновки.
30. З допомогою комп’ютера виконайте частотне порiвня-

ння для даних спостережень з вправи 27 i розподiлу, знайде-
ного у вправi 28. Зробiть висновки.
31. З допомогою комп’ютера побудуйте графiк вiдмiн-

ностей мiж функцiями розподiлу для даних спостережень з
вправи 27 i розподiлу, знайденого у вправi 28. Зробiть виснов-
ки.
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32. З допомогою критерiю χ2 перевiрте гiпотезу про при-
датнiсть розподiлу, знайденого у вправi 28, для моделювання
даних спостережень з вправи 27. Рiвень значущостi α = 0,01.
33. Визначте сiм’ю розподiлiв, якщо данi спостережень ма-

ють вигляд: 29,0; 19,2; 23,8; 19,3; 26,5; 22,7; 25,5; 30,8; 21,5; 32,0;
14,4; 25,5; 15,8; 20,0; 26,2; 28,0; 19,8; 7,22; 24,7; 22,6.
34. Визначте параметри розподiлу для даних спостере-

жень з вправи 33.
35. Визначте сiм’ю розподiлiв, якщо данi спостережень ма-

ють вигляд: 4,13; 4,35; 3,2; 4,55; 4,72; 4,67; 4,52; 3,73; 4,9; 4,76;
4,46; 4,92; 4,78; 4,8; 4,11; 4,24; 4,32; 3,45; 4,61; 1,74.
36. Визначте параметри розподiлу для даних спостере-

жень з вправи 35.
37. Про випадкову величину вiдомо лише те, що вона мо-

же набувати значень з промiжку [1, 5] з середнiм значенням
2,5 i модою 2. Знайдiть параметри бета-розподiлу для моде-
лювання цiєї випадкової величини.
38. Про випадкову величину вiдомо лише те, що вона мо-

же набувати значень з промiжку [3, 10] з середнiм значенням
7 i модою 8. Знайдiть параметри бета-розподiлу для моделю-
вання цiєї випадкової величини.
39. Про випадкову величину вiдомо лише те, що вона мо-

же набувати значень з промiжку [2, 12] з середнiм значенням
7,5 i модою 8. Знайдiть параметри бета-розподiлу для моде-
лювання цiєї випадкової величини.
40. Визначте сiм’ю i параметри розподiлу, якщо данi спо-

стережень мають вигляд: 14,0; 13,8; 13,2; 14,2; 13,5; 14,3; 14,3;
13,3; 13,7; 14,5; 14,3; 13,5; 14,7; 14,0; 13,8; 13,3; 14,0; 13,9; 13,9;
13,7; 14,0; 14,1; 12,9; 12,5; 13,6. Крiм того, вiдомо, що випад-
кова величина не може набувати значень, менших вiд 10.
41. Вхiдний потiк деталей на виробничу дiльницю є стацiо-

нарним пуассонiвським з середнiм значенням 3. Обробка дета-
лей на виробничiй дiльницi здiйснюється у два етапи. Пiд час
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кожного етапу може оброблятись не бiльше 5 деталей одноча-
сно. Час обробки деталей є випадковою величиною зi змiще-
ним двовимiрним логнормальним законом розподiлу з сере-
днiм значенням 1,9 i середньоквадратичним вiдхиленням 1,1
для першого етапу i з середнiм значенням 2,4 i середньоква-
дратичним вiдхиленням 0,6 для другого етапу, коефiцiєнт ко-
реляцiї дорiвнює 0,7, змiщення для першого етапу становить
1, а для другого етапу — 1,5.

Складiть модель на мовi GPSS World для моделювання ро-
боти виробничої дiльницi. Для моделювання змiщеного двови-
мiрного логнормального закону розподiлу потрiбно створити
унiверсальну процедуру lognormal2.

Визначте середнi тривалостi обробки 1000 деталей на пер-
шому i на другому етапах роботи. Побудуйте i проаналiзуйте
графiки тривалостей обробки 20 деталей на першому i на дру-
гому етапах. Щоб можна було побачити взаємозв’язок, другий
графiк потрiбно будувати з коефiцiєнтом 0,5.
42. Час появи покупцiв у магазинi з дев’ятої до дванад-

цятої години дня протягом десяти днiв наведений нижче з
точнiстю до однiєї хвилини. Цей потiк є ординарним i не має
пiслядiї. Знайдiть iнтенсивнiсть цього потоку як функцiю ча-
су.

1 день: 9:04, 9:11, 9:11, 9:13, 9:15, 9:16, 9:19, 9:19, 9:21, 9:22,
9:26, 9:26, 9:28, 9:30, 9:31, 9:33, 9:34, 9:41, 9:41, 9:43, 9:44, 9:51,
9:53, 9:54, 9:54, 9:59, 10:04, 10:04, 10:05, 10:13, 10:13, 10:15,
10:18, 10:19, 10:21, 10:21, 10:21, 10:21, 10:22, 10:25, 10:28, 10:40,
10:41, 10:41, 10:43, 10:45, 10:49, 11:04, 11:04, 11:06, 11:06, 11:07,
11:11, 11:12, 11:13, 11:15, 11:17, 11:20, 11:22, 11:22, 11:23, 11:24,
11:26, 11:28, 11:29, 11:30, 11:34, 11:36, 11:39, 11:40, 11:40, 11:43,
11:45, 11:47, 11:47, 11:48, 11:50, 11:50, 11:52, 11:59, 12:00.

2 день: 9:03, 9:04, 9:06, 9:08, 9:09, 9:11, 9:18, 9:20, 9:25, 9:26,
9:26, 9:27, 9:28, 9:30, 9:30, 9:30, 9:32, 9:33, 9:33, 9:34, 9:38, 9:42,
9:44, 9:45, 9:49, 9:52, 9:55, 9:56, 9:57, 9:57, 10:10, 10:10, 10:10,
10:13, 10:13, 10:13, 10:18, 10:20, 10:21, 10:23, 10:28, 10:30, 10:33,
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10:34, 10:38, 10:39, 10:39, 10:39, 10:41, 10:42, 10:42, 10:43, 10:43,
10:45, 10:51, 10:54, 10:57, 10:57, 11:03, 11:03, 11:04, 11:04, 11:04,
11:05, 11:07, 11:08, 11:10, 11:13, 11:14, 11:16, 11:17, 11:17, 11:18,
11:18, 11:18, 11:18, 11:18, 11:19, 11:20, 11:22, 11:22, 11:23, 11:24,
11:24, 11:25, 11:27, 11:37, 11:38, 11:38, 11:39, 11:43, 11:44, 11:44,
11:46, 11:47, 11:48, 11:49, 11:58, 11:58.

3 день: 9:02, 9:05, 9:13, 9:14, 9:14, 9:15, 9:21, 9:28, 9:29, 9:34,
9:36, 9:39, 9:40, 9:42, 9:43, 9:45, 9:46, 9:47, 9:47, 9:52, 9:53, 9:55,
9:59, 9:59, 10:00, 10:01, 10:04, 10:09, 10:11, 10:20, 10:20, 10:21,
10:21, 10:22, 10:24, 10:26, 10:30, 10:32, 10:34, 10:36, 10:40, 10:41,
10:42, 10:42, 10:44, 10:45, 10:45, 10:45, 10:52, 10:57, 10:58, 10:59,
11:01, 11:02, 11:02, 11:08, 11:09, 11:09, 11:10, 11:12, 11:13, 11:13,
11:14, 11:15, 11:15, 11:16, 11:17, 11:20, 11:21, 11:21, 11:22, 11:22,
11:23, 11:23, 11:24, 11:25, 11:29, 11:32, 11:33, 11:34, 11:36, 11:37,
11:38, 11:39, 11:40, 11:41, 11:41, 11:43, 11:47, 11:49, 11:51, 11:54,
11:55, 11:56, 11:59, 12:00.

4 день: 9:01, 9:02, 9:05, 9:06, 9:12, 9:13, 9:13, 9:13, 9:14, 9:16,
9:17, 9:22, 9:26, 9:28, 9:31, 9:31, 9:31, 9:33, 9:34, 9:36, 9:37, 9:37,
9:41, 9:44, 9:44, 9:46, 9:46, 9:48, 9:52, 9:56, 9:58, 10:00, 10:02,
10:02, 10:05, 10:08, 10:08, 10:09, 10:14, 10:18, 10:18, 10:20, 10:22,
10:23, 10:26, 10:28, 10:29, 10:32, 10:32, 10:32, 10:33, 10:33, 10:36,
10:40, 10:47, 10:48, 10:49, 10:50, 10:52, 10:56, 10:57, 10:57, 11:02,
11:02, 11:02, 11:04, 11:04, 11:05, 11:07, 11:07, 11:07, 11:08, 11:11,
11:13, 11:14, 11:16, 11:18, 11:19, 11:21, 11:21, 11:21, 11:22, 11:22,
11:24, 11:28, 11:31, 11:33, 11:34, 11:34, 11:36, 11:40, 11:41, 11:44,
11:46, 11:47, 11:48, 11:51, 11:53, 11:59.

5 день: 9:05, 9:06, 9:11, 9:17, 9:18, 9:20, 9:22, 9:22, 9:24, 9:28,
9:29, 9:34, 9:34, 9:35, 9:36, 9:39, 9:45, 9:45, 9:45, 9:49, 9:49, 9:50,
9:53, 9:56, 9:56, 9:58, 10:03, 10:14, 10:15, 10:17, 10:19, 10:22,
10:22, 10:23, 10:29, 10:31, 10:32, 10:38, 10:38, 10:39, 10:45, 10:46,
10:48, 10:50, 10:52, 10:52, 10:53, 10:53, 10:53, 10:54, 10:55, 10:55,
10:56, 10:58, 10:58, 11:00, 11:03, 11:05, 11:12, 11:13, 11:13, 11:14,
11:15, 11:18, 11:21, 11:25, 11:26, 11:27, 11:30, 11:31, 11:31, 11:35,
11:36, 11:39, 11:39, 11:43, 11:48, 11:49, 11:49, 11:50, 11:51, 11:52,
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11:53, 11:55, 11:58.
6 день: 9:02, 9:05, 9:05, 9:07, 9:07, 9:09, 9:16, 9:16, 9:16, 9:24,

9:25, 9:29, 9:30, 9:31, 9:32, 9:32, 9:33, 9:34, 9:34, 9:39, 9:43, 9:44,
9:45, 9:48, 9:50, 9:51, 9:54, 9:56, 9:56, 10:00, 10:01, 10:07, 10:10,
10:16, 10:19, 10:23, 10:24, 10:26, 10:26, 10:27, 10:31, 10:31, 10:33,
10:34, 10:36, 10:40, 10:41, 10:42, 10:46, 10:47, 10:48, 10:50, 10:52,
10:56, 10:56, 10:57, 10:58, 10:59, 11:01, 11:01, 11:01, 11:05, 11:05,
11:07, 11:13, 11:17, 11:18, 11:20, 11:26, 11:26, 11:27, 11:27, 11:28,
11:29, 11:32, 11:33, 11:37, 11:39, 11:45, 11:46, 11:47, 11:50, 11:54,
11:55, 11:57, 12:00.

7 день: 9:00, 9:01, 9:09, 9:14, 9:18, 9:18, 9:20, 9:20, 9:26, 9:28,
9:28, 9:29, 9:36, 9:37, 9:39, 9:42, 9:54, 9:54, 9:57, 9:57, 9:58, 9:58,
10:03, 10:09, 10:10, 10:12, 10:13, 10:15, 10:18, 10:18, 10:19, 10:21,
10:26, 10:26, 10:27, 10:31, 10:33, 10:35, 10:36, 10:36, 10:37, 10:42,
10:44, 10:46, 10:48, 10:50, 10:51, 10:52, 10:54, 10:55, 10:56, 10:57,
10:57, 10:58, 10:59, 11:00, 11:00, 11:01, 11:01, 11:02, 11:03, 11:04,
11:05, 11:07, 11:07, 11:08, 11:10, 11:10, 11:10, 11:11, 11:15, 11:15,
11:19, 11:19, 11:21, 11:21, 11:26, 11:27, 11:27, 11:36, 11:36, 11:36,
11:38, 11:39, 11:39, 11:40, 11:41, 11:45, 11:46, 11:51, 11:52, 11:52,
11:54, 11:58, 11:59.

8 день: 9:06, 9:06, 9:08, 9:09, 9:14, 9:15, 9:33, 9:34, 9:34, 9:35,
9:36, 9:37, 9:40, 9:43, 9:44, 9:46, 9:47, 9:48, 9:49, 9:50, 9:51, 9:52,
9:54, 9:55, 9:56, 9:58, 10:00, 10:01, 10:02, 10:02, 10:06, 10:08,
10:09, 10:09, 10:12, 10:17, 10:18, 10:25, 10:25, 10:27, 10:27, 10:30,
10:31, 10:31, 10:34, 10:34, 10:37, 10:39, 10:41, 10:42, 10:44, 10:45,
10:47, 10:55, 10:56, 10:56, 10:57, 10:57, 11:06, 11:14, 11:15, 11:15,
11:16, 11:17, 11:17, 11:18, 11:18, 11:19, 11:22, 11:24, 11:25, 11:26,
11:26, 11:27, 11:28, 11:29, 11:34, 11:36, 11:38, 11:43, 11:45, 11:46,
11:47, 11:47, 11:50, 11:52, 11:55, 11:56, 11:58, 11:58.

9 день: 9:05, 9:05, 9:05, 9:06, 9:10, 9:15, 9:17, 9:17, 9:18, 9:19,
9:21, 9:26, 9:26, 9:35, 9:36, 9:41, 9:42, 9:43, 9:45, 9:46, 9:48, 9:48,
9:49, 9:49, 9:50, 9:50, 9:51, 9:52, 9:53, 9:54, 9:54, 9:56, 9:58, 10:04,
10:09, 10:19, 10:21, 10:22, 10:23, 10:34, 10:34, 10:35, 10:36, 10:37,
10:38, 10:42, 10:47, 10:47, 10:47, 10:48, 10:48, 10:49, 10:50, 10:51,
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10:51, 10:51, 10:52, 10:53, 10:55, 10:57, 10:58, 10:59, 10:59, 11:01,
11:02, 11:02, 11:04, 11:06, 11:09, 11:10, 11:17, 11:18, 11:19, 11:20,
11:22, 11:22, 11:22, 11:30, 11:33, 11:35, 11:36, 11:36, 11:48, 11:53,
11:54, 11:56, 11:56, 11:56, 11:57.

10 день: 9:01, 9:02, 9:04, 9:07, 9:07, 9:11, 9:13, 9:18, 9:18, 9:19,
9:20, 9:22, 9:28, 9:30, 9:36, 9:38, 9:39, 9:42, 9:43, 9:48, 9:50, 9:54,
9:55, 10:02, 10:04, 10:10, 10:10, 10:11, 10:13, 10:19, 10:28, 10:28,
10:28, 10:29, 10:36, 10:36, 10:37, 10:39, 10:40, 10:41, 10:41, 10:44,
10:44, 10:46, 10:49, 10:55, 10:57, 10:58, 11:00, 11:03, 11:07, 11:08,
11:09, 11:10, 11:10, 11:11, 11:11, 11:13, 11:13, 11:19, 11:20, 11:21,
11:24, 11:25, 11:25, 11:26, 11:27, 11:27, 11:32, 11:32, 11:34, 11:34,
11:38, 11:39, 11:45, 11:45, 11:46, 11:47, 11:52, 11:57.

Критичнi точки розподiлу χ2

Для рiвня значущостi α = 0,01 має мiсце наступна таблиця
значень критичних точок розподiлу χ2:

Кiлькiсть
ступенiв
свободи, k

χ2
k,α

Кiлькiсть
ступенiв
свободи, k

χ2
k,α

1 6,6 11 24,7
2 9,2 12 26,2
3 11,3 13 27,7
4 13,3 14 29,1
5 15,1 15 30,6
6 16,8 16 32,0
7 18,5 17 33,4
8 20,1 18 34,8
9 21,7 19 36,2
10 23,2 20 37,6
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Тема 10. Планування експерименту

Короткi теоретичнi вiдомостi

Часто моделювання здiйснюють для визначення ймовiр-
ностi p настання певної подiї. Для оцiнювання цiєї ймовiрно-
стi з наперед заданою точнiстю потрiбно здiйснити достатню
кiлькiсть реалiзацiй процесу моделювання. Ця кiлькiсть об-
числюється за формулою

n =

[(
Φ−1

(
1 + γ

2

))2 p(1− p)

ε2

]
+ 1, (10.1)

де квадратнi дужки позначають цiлу частину числа, ε — оцiн-
ка похибки, γ — рiвень надiйностi оцiнки, Φ−1(x) — оберне-
на функцiя до функцiї стандартного нормального розподiлу
Φ(x).

Оскiльки ймовiрнiсть p заздалегiдь невiдома, то спочатку
здiйснюють близько ста випробувань, по ним наближено оцi-
нюють iмовiрнiсть p за формулою

p =
1

n

n∑
i=1

xi

i пiдставляють у формулу (10.1) для визначення числа n —
кiлькостi реалiзацiй процесу моделювання.

Кiлькiсть реалiзацiй процесу моделювання для оцiнюван-
ня середнього значення знаходять за формулою

n =

[(
Φ−1

(
1 + γ

2

))2 σ2

ε2

]
+ 1, (10.2)

де σ2 — дисперсiя випадкової величини. Оскiльки дисперсiя
заздалегiдь невiдома, то спочатку здiйснюють близько ста ви-
пробувань, по яким наближено оцiнюють дисперсiю σ2 i пiд-
ставляють її у формулу (10.2) для визначення числа n — кiль-
костi реалiзацiй процесу моделювання.
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Рекомендована лiтература: [5, с. 571–600], [9, с. 357–
364], [18, с. 151–156, 248–255].

Розв’язування типових вправ i задач

Приклад 10.1. Визначити потрiбну кiлькiсть реалiзацiй
процесу моделювання для обчислення ймовiрностi настання
подiї з точнiстю ε = 0,005 при рiвнi надiйностi γ = 0,99, якщо
ймовiрнiсть p ≈ 0,7.
Розв’язання. Оскiльки

Φ−1

(
1 + γ

2

)
= Φ−1(0,995) ≈ 2,58,

то за формулою (10.1) кiлькiсть реалiзацiй

n =

[
2,582 · 0,7 · (1− 0,7)

0,0052

]
+ 1 = 55 914. �

Приклад 10.2. Визначити потрiбну кiлькiсть реалiзацiй
процесу моделювання для обчислення середнього значення з
точнiстю ε = 0,001 при рiвнi надiйностi γ = 0,98, якщо дис-
персiя σ2 ≈ 1,2.
Розв’язання. Оскiльки

Φ−1

(
1 + γ

2

)
= Φ−1(0,99) ≈ 2,33,

то за формулою (10.2) кiлькiсть реалiзацiй

n =

[
2,332 · 1,2
0,0012

]
+ 1 = 6514 681. �

Вправи

1. Визначте потрiбну кiлькiсть реалiзацiй процесу моде-
лювання для обчислення ймовiрностi настання подiї з точнi-
стю ε = 0,002 при рiвнi надiйностi γ = 0,95, якщо ймовiрнiсть
p ≈ 0,4.
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2. Визначте потрiбну кiлькiсть реалiзацiй процесу моде-
лювання для обчислення ймовiрностi настання подiї з точнi-
стю ε = 0,001 при рiвнi надiйностi γ = 0,98, якщо ймовiрнiсть
p ≈ 0,7.
3. Визначте потрiбну кiлькiсть реалiзацiй процесу моде-

лювання для обчислення ймовiрностi настання подiї з точнi-
стю ε = 0,003 при рiвнi надiйностi γ = 0,93, якщо ймовiрнiсть
p ≈ 0,3.
4. Визначте потрiбну кiлькiсть реалiзацiй процесу мо-

делювання для обчислення середнього значення з точнiстю
ε = 0,001 при рiвнi надiйностi γ = 0,99, якщо дисперсiя
σ2 ≈ 2,5.
5. Визначте потрiбну кiлькiсть реалiзацiй процесу мо-

делювання для обчислення середнього значення з точнiстю
ε = 0,0005 при рiвнi надiйностi γ = 0,995, якщо дисперсiя
σ2 ≈ 3,2.
6. Визначте потрiбну кiлькiсть реалiзацiй процесу мо-

делювання для обчислення середнього значення з точнiстю
ε = 0,003 при рiвнi надiйностi γ = 0,96, якщо дисперсiя
σ2 ≈ 1,9.

Наближенi значення оберненої функцiї до функцiї стан-
дартного нормального розподiлу для типових значень рiвня
надiйностi оцiнки наведенi в таблицi.

x Φ−1(x) x Φ−1(x)

0,95 1,645 0,985 2,17
0,96 1,751 0,99 2,326
0,965 1,812 0,995 2,576
0,97 1,881 0,9975 2,807
0,975 1,96 0,9995 3,291
0,98 2,054 0,99995 3,891



170 Список рекомендованої лiтератури

Список рекомендованої лiтератури

1. Амелькин В. В. Дифференциальные уравнения в прило-
жениях. — М. : Едиториал УРСС, 2003. — 208 с.

2. Введение в математическое моделирование / Под ред.
П. В. Трусова. — М. : Логос, 2005. — 440 с.

3. Жерновий Ю. В. Iмiтацiйне моделювання систем масо-
вого обслуговування : Практикум. — Львiв : Вид. центр
ЛНУ iм. I. Франка, 2007. — 307 с.

4. Жерновий Ю. В. Марковськi моделi масового обслуго-
вування : Тексти лекцiй. — Львiв : Видавничий центр
ЛНУ iм. Iвана Франка, 2004. — 154 с.

5. Лоу А. M., Кельтон В. Д. Имитационное моделирова-
ние. — СПб. : Питер, 2004. — 847 с.

6. Махней О. В. Лабораторний практикум з iмiтацiйного
моделювання у GPSS: методичнi рекомендацiї до прове-
дення лабораторних занять. — Iвано-Франкiвськ : ВДВ
ЦIТ ПНУ, 2010. — 36 с.

7. Махней О. В. Лабораторний практикум з iмiтацiйного
моделювання у GPSS: методичнi рекомендацiї до про-
ведення лабораторних занять. — Частина 2. — Iвано-
Франкiвськ : Голiней, 2012. — 32 с.

8. Махней О.В., Гой Т.П. Математичне забезпечення авто-
матизацiї прикладних дослiджень. — Iвано-Франкiвськ :
Сiмик, 2013. — 304 с.

9. Махней О. В. Математичне моделювання. — Iвано-
Франкiвськ : Супрун В. П., 2015. — 372 с.

10. Питерсон Дж. Теория сетей Петри и моделирование си-
стем : пер. с англ. — М. : Мир, 1984. — 264 с.

11. Пономарев К. К. Составление и решение дифференци-
альных уравнений. — Минск : Выш. школа, 1973. —
560 с.



Список рекомендованої лiтератури 171

12. Руководство пользователя по GPSS World / Пер. с
англ. — Казань : Изд-во «Мастер Лайн», 2002. — 384 с.

13. Самарский А.А., Михайлов А.П. Математическое моде-
лирование: Идеи. Методы. Примеры. — М. : Физматлит,
2001. — 320 с.

14. Смородинский С.С., Батин Н. В. Оптимизация решений
на основе компьютерных имитационных методов и мо-
делей. — Ч. 1. — Мн. : БГУИР, 2004. — 80 с.

15. Смородинский С.С., Батин Н. В. Оптимизация решений
на основе компьютерных имитационных методов и мо-
делей. — Ч. 2. — Мн. : БГУИР, 2005. — 104 с.

16. Стеценко I. В. Моделювання систем. — Черкаси : ЧДТУ,
2009. — 399 с.

17. Томашевский В., Жданова Е. Имитационное моделиро-
вание в среде GPSS. — М. : Бестселлер, 2003. — 416 с.

18. Томашевський В. М. Моделювання систем. — К. : Ви-
давнича група BHV, 2005. — 352 с.



Навчальне видання

Махней Олександр Володимирович

ПРАКТИКУМ З МАТЕМАТИЧНОГО
МОДЕЛЮВАННЯ

Пiдписано до друку 23.05.2022. Формат 60×84/16.
Папiр офсетний. Друк цифровий.

Гарнiтура «CM Roman». Ум. друк. арк. 10.
Наклад 100. Зам. № 58 вiд 23.05.2022.

Вiддруковано: Приватний пiдприємець Голiней О. М.
76008, м. Iвано-Франкiвськ, вул. Галицька, 128,

тел.: (0342) 58-04-32, +38 050 540 30 64


