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Вступ

Гармонійний ряд [1]:

X
п=1

1
п (1)

застосовують для вирішення прикладних завдань 
в хемії та хемічній технології.

Чисельним узагальненням ряду (1) є ряд:

X 1
па (2)

який за а>1 збігається, а за а<1 розбігається. Між 
тим, за М.А. Муратовим [2] гармонійний ряд (1) є 
«якісним узагальненням» ряду (2), тобто 
являється основою всіх частинних випадків ряду 
(2) і, відповідно, основою гармонії Природи.

Ряд (2) за а=1, тобто ряд (1), знаходиться на 
межі між збіжністю і розбіжністю, тобто на 
невичерпній межі гармонії та дисгармонії 
Природи.

Відомо [1], що різниця частинних сум 
гармонійного ряду (1) при як завгодно великих, 
але кінцевих числах N більше 0,5:

N(  2 N

X
V п=1

1 -X1п < 4 п. пп=1 у
> 0,5 (3)

З (3) витікає, що нижня межа зростання ряду 
(1) на інтервалі [ ^  2К] більша за 0,5.

Мета роботи полягала у тому, щоби дати 
відповідь на питання: чи існує верхня межа 
зростання гармонійного ряду на цьому ж інтервалі 
[ ^  2№], а також уточнити нижню межу зростання 
гармонійного ряду на проміжку [ ^  2№], знайти
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верхні та нижні межі зростання частинної суми 
гармонійного ряду, знайти зв’язок 
характеристичних чисел гармонійного ряду з 
іншими гармонійними співвідношеннями.

І. Результати та обговорення

1. Теорема 1. Про верхню межу зростання 
гармонійного ряду: різниця частинних сум 2N і N 
членів гармонійного ряду менша за 1п2:

(  2 N
< 1п2 = 0,69314718... (4)У  1  -  у  -

п пV п=1 у V п=1 У
Доведення: з частинної суми ряду (1) за п=2N 

віднімемо частинну суму знакозмінного ряду:
2 N  г

У ( -  О”-1 • 1пп=1

Таким чином, маємо:

(5)

1 11 1 1 1 11 \----\— \---- \-----\---- \ ... +
2 3 4 5 6 2N -1  2 N

\

1 1І, 1 1 1 1 1   ̂ . |
V 2 3 4 5 6 2N — 1 2N)

2 2 2 2= 0 + -  + 0 + -  + 0 + -  +... + 0 + ---- .
2 4 6 2N

Отримана частинна сума ряду чисельно 
рівносильна частинній сумі гармонійного ряду:

, 1 1  1 N 11 + — + — +... + — = у  —.
2 3 N  ^ пп-1

(7)

Отримаємо чисельну рівність частинних сум:
( 2N ( 2N (— 1̂ п-1  ̂ N
у  1  — у (—1 = у  1

 ̂п  ̂ п  ̂п (8)
У п=1V п=1 У V п=1 

Відомо [1], що знакозмінний ряд має межу:

(— і)п-1У -
п=1 п

= 1п 2 = 0,69314718..., (9)

а частинна сума менше 1п2:

2N  (  1)п-1

У -
п=1

< 1п 2.
п

Підставляючи (9), (10) у (8), отримаємо:
(  2 N  Л  (  N  Л

У 1  — У 1“  п ■“  пV п=1 у V п=1 У
< 1п 2.

(10)

(11)

що й потрібно було довести.
2. Теорема 2. Про частинну суму 

гармонійного ряду: частинна сума гармонійного 
ряду менша за (1+1п2№):

£1V
У 1  < (1 + 1п 2N ) . (12)

п

Доведення: використавши теорему 1,
запишемо послідовність нерівностей та візьмемо 
суму з (13):

2 Ж .  N  ,

У 1 — У 1  < 1п2 ;
'п ‘—‘ пп=1 п=1

N  л N12 .

У  п - У  п < ІП2 ;п пп=1 п=1

N  2 . N14 1
У  п - У  п < ;'п " Яп=1 п=1

М/К л N12К л
У 1 — У  1 < 1п2 ;

, п  “  яп=1 п=1

> X

(13)

2 1

У 1  — Ц  < 1п2 ;/ я  " Яп=1 п=1

2N 1 11
Сума: У — У  — < х 1п2 ,

п=1 п=1
де х -  кількість нерівностей (13):

1п(2 N )
х = 1од 2 (2 N  ) =- 1п 2

(14)

Зауважимо, що, якщо N/2 є не ціле число, то 
вираз частинної суми має вигляд:

Ке[( N1:^ )—1]

У -  = У  У + У К  • (15)
п=1 п=1

де ££(№ ^-1) -  ціла частина числа (N/^-1).
Суму (15) необхідно розуміти у такому 

смислі:
2Ж>1 л

2 > У  1  > 1. 
^  пп=1

(16)

Щоби не послабити нерівність (16), вибираємо 
менше значення, тобто 1, тоді у підсумку 
отримаємо:

2 N  1У -  < (1 + 1п2N ) ,  (17)
7 Ґ 1 п

що й необхідно було довести.
Надалі будемо використовувати позначення 

частинної суми у такому вигляді:
2 N  1У -  = ^  . (18)
^ п
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3. Теорема 3. Для N=3 маємо
(86 -  83) > 0,615 >  ̂, (19)

де ^ -  певне число, що менше 0,615.
Запишемо нерівности (19) у вигляді (20) та 

візьмемо суму з них:

8  2N  -  ^  ;

$ М  -  $ М /2  >  ^  ; 

$ 2  -  /4  >  ^  ;

> X

$ М / К  -  /2 К  >  ^  ; (20)

$ 6  -  8 з >  ^  ; 

С у м а  : $ 2 м  -  $ 3 >  х ^  ,

де

х = Іод2(2^ ) -  1о§2(3) = :‘П( 2 Р - ^  . (21)

Згідно процедурі, що аналогічна доведенню 
теореми 2, будемо мати:

2,0833(3) > $3 > 1,8333(3). (22)
Підставляючи (22) у (20), отримаємо:

82М > - ^ ~ ] — 1,8333(3)-  1п3 + 1 п 2 # І . (23)

(24)

1п2 [ ^
Нехай

1 О
— 1,8333(3) -  1п3 = 1 ,

тоді нижня межа зростання дорівнює: 
1п2 -1,8333(3)

^ = ■ 1 + 1п3
= 0,605528633.... (25)

І у підсумку будемо мати:

8 2м > 1,8333(3) (1 + 1п 2N) = 0,873593156(1 + 1п 2N) ,
1 + 1п3

(26)
що й необхідно було довести.

4. Висновок 1. Ширина коридору зростання 
гармонійного ряду на проміжку [ ^  2№] є сталою:

1п2 -  ^ = 0,087618547.. (27)
5. Висновок 2. Виявлено, що частинна сума 

гармонійного ряду знаходиться у проміжку:
(0,873593156..)(1 + 1п2Н) < $2Н < (1 + 1п2Н) . (28)

6. Подамо фактичне значення частинної суми 
гармонійного ряду (1) рівністю:

8  2Н = ^ 2 N [(1 + 1п(2 Н )] , (29)
де С2М є функцією від аргументу 2 ^  яка приймає 
певні значення у проміжку 0,877582767<С2М<1. 
Значення функції С2м для деяких значень 
аргументу 2N приведені в табл. 1 та на рис. 1.

7. Піддаючи аналізі зростання функції С2№ 
приходимо до висновку, що цю функцію можна 
представити у такому вигляді:

С2 N  ~
а + 1п(2 N )
Ь + 1п(2N ) ’

(30)

де а і Ь певні числа (а<Ь).
Для їх розрахунку використаємо дві точки А і 

В та контрольну точку С (рис. 1). Для цих точок 
значення функції С2М, розрахованих за (29) та 
табличними (табл. 1) даними для 82м, дорівнюють: 
(•А) С6=0,877582767 1п6=1,791759469 "І
(•В) С210=0,933764375 1п210=5,347107531 (31)
(•С) С300=0,937182183 1п300=5,703782475^

Значення функції С2М від аргументу 2N
Таблиця 1

№
точки N 2N 0,873593156(1+1п2№) < 82М < (1+1п2№) С2К

1 3 6 2,438861966 < 2,450000000 < 2,791759469 0,877582767
2 5 10 2,885115734 < 2,9289682 < 3,302585093 0,886871
3 16 32 3,901236321 < 4,0584954 < 4,465735903 0,908808
4 25 50 4,291109680 < 4,4992054 < 4,912023005 0,915958
5 40 80 4,701701633 < 4,9654792 < 5,382026635 0,922604
6 50 100 4,896638313 < 5,1873776 < 5,605170186 0,925463
7 75 150 5,250849856 < 5,5911810 < 6,010635294 0,930215
8 100 200 5,502166946 < 5,8780315 < 6,298317367 0,933270
9 105 210 5,544789699 < 5,926702896 < 6,347107531 0,933764375
10 110 220 5,585429267 < 5,9731151 < 6,393627546 0,93422949
11 128 256 5,717822220 < 6,1243460 < 6,545177444 0,935704
12 140 280 5,796106789 < 6,2137910 < 6,634789603 0,936547
13 150 300 5,856378489 < 6,282665494 < 6,703782475 0,937182183
14 160 320 5,912758900 < 6,3505869 < 6,768320996 0,93828005
15 500 1000 6,908160891 < 7,4757334 < 7,907755279 0,94536731*

* розрахункова величина
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Рис. 1. Залежність функції С2м від аргументу 2К

Із (30) для точок А та В будемо мати:
а = С2МЬ -  (1 -  С2м) 1п 2И . (32)

Знайдемо розв’язок системи рівнянь:

Г а  =  С 6Ьі - (1 - С 6 )1пб

І а 1 =  С 210Ь 1 -  (1 -  С 210 ) 1п 210 .
Розрахункові дані за (33):

Га1 = 0,877582767-Ь1 -  (1 -  0,877582767)-1,791759469 
|а 1 = 0,933764375-Ь1 -  (1-0,933764375) - 5,347107531. 

Звідки:
ГЬ1 = 2,399838271 
| а 1 = 1,886714474.

^  = 0,786184009
Ь1

1 Ь (35)
1 = 1,271966852 .

[ а1
8. За (30) та (34) розрахуємо С2М=С30о= 

0,936679687, а за (29) (табл. 1) С2к=Св00= 
0,937182183. Тоді, відносна похибка за С300 буде 
становити:

\Лс
С300[(30);(34)] -  С300[(29);табл. 1] 

С300[(29);табл.1]

= 5,361775 -10-4 (або 0,053618%).
За (30) та (34) за формулою (29) будемо мати 

§ж=§з00=6,279296875, а за табл. 1 та (29) 
§2к=§з00=6,282665. Тоді, відносна похибка за 8300 
буде становити:

ЇПз
8300 [(30); (34); (29)] -  £300 [(29); табл. 1] 

^300[(29);табл.1]

= 5,360982-10-4 (або 0,053610%).
Для вирішення прикладних завдань така 

відносна похибка є задовільною.

9. Відома гармонійність чисел а та Ь, яка
виявляється у таких співвідношеннях:

• числа Фібоначчі (число «золотого пере
різу») [5]:

Ф=1,618033989. (36)
Числа а і Ь гармонійного ряду (1) пов’язані з 

числом Фібоначчі Ф співвідношеннями:

а  = л/ф-1 = 0,786151377.
Ь

(37)

Ь  ^ / ф  = 1,272019651 
а

(38)

Похибка визначення а/Ь за (35) порівняно з 
(37) складає:

\Ла / Ь
а / Ь(35) -  а / Ь(37) 

а / Ь(37)
= 4,150855-10-5

(або 0,004151%);

\Ль / а
Ь / а(35) -  Ь / а(38) 

Ь / а(38)
4,150801 -10-5

(або 0,004151%);
• сталої Ейлера за [3, 4]:

Е=0,57721564

Ф = ехр[2(1 - 4 Е )] = 1,616892055.
Похибка визначення числа Фібоначчі Ф за 

порівняно з (36) складає:
Ф(39) -Ф (36)

\Лф = Ф(36)
(або 0,070575%). 

Стала Ейлера дорівнює:

= 7,057541 -10-

Е = Ґ1 + Іпл/Ф-1! = 0= 0,576679378,

(39)

(40)
(40)

(41)

де Ф-1=0,618033988.
Похибка визначення сталої Ейлера Е за (41) 

порівняно з (39) складає:
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Ле =
Е (40) -  Е (38)

Е (38)
(або 0,092905%).

= 9,290497 -10-4

Висновки

1. Знайдено верхню межу зростання 
гармонійного ряду в проміжку [ ^  2№], яка

дорівнює 1п2=0,69314718...
2. Уточнено нижню межу зростання 

гармонійного ряду в проміжку [ ^  2№], де N>3, 
яка більше за 0,5 і дорівнює 0,605528633.

3. Введено у науковий обіг вираз для 
аналітичної функції частинної суми гармонійного 
ряду.

4. Знайдені верхні та нижні межі зростання 
частинної суми гармонічного ряду.

Переклад з рос. Сіренка Г.О.
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«Межі зростання гармонійного ряду»

1. Г армонійний ряд. Числовий ряд

X 1П=1п
(1)

носить назву гармонійного [1], кожний член якого, починаючи з п=2, є гармонійним (Ь) середнім [2]:
_ 1
п  =

X
і=1

1

V пі У

(2)

N
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