
Ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Ëiíiéíà àëãåáðà 1 / 6



Çàãàëüíi âiäîìîñòi ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ.

Ðiâíÿííÿ ç n íåâiäîìèìè x1, x2, ..., xn íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì, ÿêùî éîãî ìîæíà çàïèñàòè
ó òàêîìó âèãëÿäi:

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn = b, (1)

äå a1, a2, ..., an, b � äåÿêi ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ.

Ñóêóïíiñòü çàïèñàíà ó ïåâíîìó ïîðÿäêó n ÷èñåë (l1, l2, ..., ln) íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (1), ÿêùî ïiñëÿ çàìiíè â íüîìó íåâiäîìèõ xi âiäïîâiäíèìè ÷èñëàìè li
(i = 1, 2, ..., n), âîíî ïåðåòâîðèòüñÿ íà ïðàâèëüíó ðiâíiñòü.
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Çàãàëüíi âiäîìîñòi ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Çàãàëüíèé âèãëÿä ñèñòåìè ç m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i n íåâiäîìèõ:
a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = b1
a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2

...
am1 · x1 + am2 · x2 + ...+ amn · xn = bm

Îçíà÷åííÿ.

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ êîæíà ñóêóïíiñòü çàïèñàíèõ ó
ïåâíîìó ïîðÿäêó ÷èñåë (l1, l2, ..., ln), ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì êîæíîãî ç ðiâíÿíü öi¹¨ ñèñòåìè.

àáî iíàêøå

Îçíà÷åííÿ.

Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñóêóïíiñòü çàïèñàíèõ ó ïåâíîìó
ïîðÿäêó ÷èñåë (l1, l2, ..., ln), ùî êîæíå ç ðiâíÿíü ñèñòåìè ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ïðàâèëüíó
ðiâíiñòü ïiñëÿ çàìiíè ó íüîìó íåâiäîìèõ xi âiäïîâiäíèìè ÷èñëàìè li, (i = 1, 2, ..., n).
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Çàãàëüíi âiäîìîñòi ïðî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ßêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, òî íàçèâà¹ìî ¨¨ ñóìiñíîþ.

ßêùî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, òî íàçèâà¹ìî ¨¨ íåñóìiñíîþ.

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìîæå ìàòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (íàçèâà¹ìî ¨¨
âèçíà÷åíîþ) àáî áåçëi÷ (íàçèâà¹ìî ¨¨ íåâèçíà÷åíîþ.)
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Åêâiâàëåíòíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Äâi ÑËÐ íàçèâà¹ìî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî êîæåí ðîçâ'ÿçîê îäíi¹¨ ç íèõ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
iíøî¨ i íàâïàêè, àáî ÿêùî îáèäâi ñèñòåìè íåñóìiñíi.

Iíàêøå:

Äâi ÑËÐ íàçèâà¹ìî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ìíîæèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãàþòüñÿ.
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Ìàòðèöi
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Ìàòðèöi


a11 · x1 + a12 · x2 + ...+ a1n · xn = b1
a21 · x1 + a22 · x2 + ...+ a2n · xn = b2

...
am1 · x1 + am2 · x2 + ...+ amn · xn = bm

(1)

Ìàòðèöÿ ñèñòåìè (1) 
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn



Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè (1)
a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
. . .

... . . .
am1 am2 . . . amn bm
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Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöü

1 Òðàíñïîçèöiÿ (ïåðåñòàâëÿííÿ) äâîõ ðÿäêiâ (ñòîâïöiâ) ìàòðèöi.

2 Ìíîæåííÿ ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi íà äåÿêå âiäìiííå âiä íóëÿ ÷èñëî.

3 Äîäàâàííÿ äî îäíîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) ìàòðèöi iíøîãî ¨¨ ðÿäêà (ñòîâïöÿ),
ïîìíîæåíîãî íà äåÿêå ÷èñëî.

Òåîðåìà

ßêùî ìàòðèöþ B ìîæíà îòðèìàòè ç ìàòðèöi A, âèêîíàâøè ñêií÷åííó êiëüêiñòü
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ, òî ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü S(B) åêâiâàëåíòíà
ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü S(A).

Ëiíiéíà àëãåáðà 3 / 4



Ñòóïií÷àñòi ìàòðèöi.

Îçíà÷åííÿ

Ñòóïií÷àñòîþ ìàòðèöåþ íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ, ùî çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1 ßêùî â i−ìó ðÿäêó ïåðøèé âiäìiííèé âiä íóëÿ åëåìåíò ñòî¨òü íà k−ìó ìiñöi, òî â
íàñòóïíîìó i+ 1-ìó ðÿäêó íà ïåðøèõ k ìiñöÿõ ñòîÿòü íóëi.

2 ßêùî êîæå åëåìåíò i−ãî ðÿäêà äîðiâíþ¹ íóëþ. òî i êîæåí åëåìåíò íàñòóïíîãî
i+ 1-ãî ðÿäêà òå¹ äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà

Êîæíó ìàòðèöþ ñêií÷åííèì ÷èñëîì åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìîæíà çâåñòè äî
ñòóïií÷àñòîãî âèãëÿäó.
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Дiї з матрицями
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Лiнiйнi дiї з матрицями

Додавати i вiднiмати можна матрицi однакових розмiрiв.

An×m ±Bn×m =


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . anm

±

b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m
...

...
. . .

...
bn1 bn2 . . . bnm

 =


a11 ± b11 a12 ± b12 . . . a1m ± b1m
a21 ± b21 a22 ± b22 . . . a2m ± b2m

...
...

. . .
...

an1 ± bn1 an2 ± bn2 . . . anm ± bnm



Нехай α ∈ R

α ·A = α ·


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . anm

 =


αa11 αa12 . . . αa1m

αa21 αa22 . . . αa2m

...
...

. . .
...

αan1 αan2 . . . αanm


Для матрицi A протилежною називаємо матрицю −A = (−1) ·A.
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Властивостi лiнiйних дiй з матрицями

1) A+B = B +A – комутативнiсть
2) A+ (B + C) = (A+B) + C – асоцiативнiсть

3) An×m +On×m, де On×m =

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


4) A+ (−A) = O

5) 1 ·A = A

6) (α+ β) ·A = α ·A+ β ·A — дистрибутивнiсть множення матрицi на число вiдносно
додавання дiйсних чисел

7) α · (A+B)α ·A+ α ·B — дистрибутивнiсть множення матрицi на число вiдносно
додавання матриць

8) α · (β ·A) = (α · β) ·A – асоцiативнiсть множення матриць на число.
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Множення матриць

Називаємо матрицю A узгодженою з матрицею B, якщо кiлькiсть стовпцiв матрицi A
спiвпадає з кiлькiстю рядкiв матрицi B.

Множити можна тiльки узгодженi матрицi.

An×k ×Bk×m = Cn×m

An×k ×Bk×m =


a11 a12 . . . a1k

a21 a22 . . . a2k

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ank

×

b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m
...

...
. . .

...
bk1 bk2

. . . bkm

 =


c11 c12 . . . c1m
c21 c22 . . . c2m
...

...
. . .

...
cn1 cn2 . . . cnm


c11 = a11b11 + a12b21 + ...+ a1kbk1

c12 = a11b21 + a12b22 + ...+ a1kbk2

c21 = a21b11 + a22b21 + ...+ a2kbk1

cij = ai1b1j + ai2b2j + ...+ aikbkj
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Множення матриць не комутативне. Приклад

Дано матрицi A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 0
1 0

)
Помножимо A ·B :

A×B =

(
1 0
0 0

)
×
(

0 0
1 0

)
=

(
1 · 0 + 0 · 1 1 · 0 + 0 · 0
0 · 0 + 0 · 1 0 · 0 + 0 · 0

)
=

(
0 0
0 0

)
Помножимо B ·A :

B ×A =

(
0 0
1 0

)
×
(

1 0
0 0

)
=

(
0 · 1 + 0 · 0 0 · 0 + 0 · 0
1 · 1 + 0 · 0 1 · 0 + 0 · 0

)
=

(
0 0
1 0

)
Бачимо, що A ·B 6= B ·A.

Лiнiйна алгебра 5 / 9



Властивостi множення матриць

Квадратну матрицю n- го порядку En =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 називаємо одиничною

матрицею.
Властивостi:

An×m · Em = An×m

En ·An×m = An×m

Властивостi множення матриць:

1) (An×m ·Bm×k) · Ck×l = An×m · (Bm×k · Ck×l)

2) Cl×n · (An×m +Bn×m) = Cl×n ·An×m + Cl×n ·Bn×m

(An×m +Bn×m) · Cm×l = An×m · Cm×l +Bn×m · Cm×l

3) α(An×m ·Bm×k) = (αAn×m) ·Bm×k

Тiльки квадратну матрицю можна помножити саму на себе.
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Транспонування

Якщо у матрицi A помiняти рядки i стовпцi мiсцями, то отримаємо транспоновану
матрицю.

A =


a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . anm

 AT =


a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

...
...

. . .
...

a1m a2m . . . anm


Властивостi транспонування

1) (AT )T = A

2) (A+B)T = AT +BT

3) (α ·A)T = α ·AT

4) (A ·B)T = BT ·AT
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Обернена матриця

Оберненою до матрицi A називаємо матрицю A−1 таку, що A ·A−1 = A−1 ·A = E.
Обернена матриця iснує тiльки для квадратної матрицi, визначник якої вiдмiнний вiд 0.

Властивостi:

1) (A−1)−1 = A

2) (A−1)k = (Ak)−1

3) (A ·B)−1 = B−1 ·A−1

4) (A−1)T = (AT )−1

An×n =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

 A−1
n×n = 1

∆
·


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

 де Aij –

алгебраїчне доповнення до елемента aij матрицi A, ∆ – визначник матрицi A.

Aij = (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n

a21 a22 . . . a2,j−1 a2,j+1 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai−1,1 ai−1,2 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 ai+1,2 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Матричнi рiвняння

Розв’яжемо рiвняння X ·A = B, де X – невiдома матриця, A,B – вiдомi.

Домножимо рiвняння на A−1 справа:

X ·A ·A−1 = B ·A−1.

Скористаємось асоцiативнiстю множення матриць:

X · (A ·A−1) = B ·A−1.

З означення оберненої матрицi:

X · E = B ·A−1

З властивостi одиничної матрицi:

X = B ·A−1 – формула для знаходження X.

Подiбними мiркуваннями отримаємо формулу для знаходження розв’язку матричного
рiвняння A ·X = B :

X = A−1 ·B.
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Лiнiйна залежнiсть. Ранг матрицi.
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Ранг матрицi

Виберемо в матрицi An×m k рядкiв та k стовпцiв.

Матрицю, утворену з елементiв матрицi A, якi знаходяться на перетинi вибраних k
рядкiв та k стовпцiв називають пiдматрицею k-го порядку матрицi A i позначають Ak.

Наприклад, для матрицi A =

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34

 однiєю iз її пiдматриць 2-го

порядку є Ak =

(
a12 a13
a22 a23

)
.

Рангом матрицi A називають найбiльший з порядкiв її невироджених пiдматриць i
позначають rangA.
Якщо rangA = r, то невиродженi пiдматрицi порядку r матрицi називають базисними
пiдматрицями, а їх рядки i стовпцi базисними рядками i стовпцями.

Приклад.

Знайдемо ранг матрицi A =

 1 0 2 0
0 0 0 0
−1 0 3 0

.

Усi пiдматрицi 3-го порядку виродженi. Серед пiдматриць 2-го порядку є невироджена

пiдматриця
(

1 2
−1 3

)
. Отже, rangA = 2.
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Лiнiйна залежнiсть

Система рядкiв (стовпцiв) ~a1, ~a2, ..., ~ak однакової довжини (висоти) лiнiйно
незалежна, якщо з рiвностi

α1 ~a1 + α2 ~a2 + ...+ αk ~ak = ~0

випливає
α1 = α2 = ... = αk = 0.

Система рядкiв (стовпцiв) ~a1, ~a2, ..., ~ak однакової довжини (висоти) лiнiйно залежна,
якщо iснують такi числа α1, α2, ..., αk, нерiвнi одночасно нулю, що

α1 ~a1 + α2 ~a2 + ...+ αk ~ak = ~0.
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Умови лiнiйної залежностi та незалежностi рядкiв(стовпцiв)

Критерiй лiнiйної залежностi рядкiв (стовпцiв). Система з k > 1 рядкiв
(стовпцiв) лiнiйно залежна тодi i тiльки тодi, коли хоча б один iз рядкiв (стовпцiв) є
лiнiйною комбiнацiєю решти рядкiв (стовпцiв).

Доведення.(⇒) Нехай система рядкiв ~a1, ~a2, ..., ~ak лiнiйно залежна. Тодi правдива
рiвнiсть

α1 ~a1 + α2 ~a2 + ...+ αk ~ak = ~0,

у якiй не всi коефiцiєнти дорiвнюють нулю. Припустимо, що саме α1 6= 0, тодi цю
рiвнiсть можна переписати так

~a1 = −
α2

α1
~a2 − ...−

αk

α1
~ak.

Отже, рядок ~a1 лiнiйно виражається через решту рядкiв.
(⇐) Якщо один iз рядкiв (нехай це ~a1) є лiнiйною комбiнацiєю решти рядкiв, тобто

~a1 = α2 ~a2 + ...+ αk ~ak,

то
~a1 + (−α2) ~a2 + ...+ (−αk) ~ak = ~0,

де принаймнi коефiцiєнт при ~a1 вiдмiнний вiд нуля.
Отже, система векторiв ~a1, ~a2, ..., ~ak лiнiйно залежна.
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Виродженiсть матрицi

Квадратна матриця n-го порядку вироджена тодi i тiльки тодi, коли її рядки
(стовпцi) лiнiйно залежнi.

Визначник квадратної матрицi n-го порядку дорiвнює 0 тодi i тiльки тодi, коли її
ранг менший за n.

Визначник квадратної матрицi n-го порядку вiдмiнний вiд 0 тодi i тiльки тодi, коли
її рядки (стовпцi) лiнiйно незалежнi.

Рядки ~a1, ~a2, ..., ~ak лiнiйно залежнi тодi i тiльки тодi, коли визначник матрицi, що
складається з цих рядкiв, дорiвнює нулю.
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Лiнiйний простiр
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Означення лiнiйного простору

Множина L називається лiнiйним (векторним) простором, якщо:

1. Задано закон, згiдно з яким двом елементам x, y ∈ L вiдповiдає елемент множини
L, названий їх сумою x+ y.

2. Задано закон, згiдно з яким кожному елементу x ∈ L i кожному числу α ∈ R
вiдповiдає елемент αx, який названий добутком елемента на число.

3. Виконується 8 аксiом лiнiйного простору.
1 x+ y = y + x;

2 x+ (y + z) = (x+ y) + z;

3 x+ e = e+ x = x. Елемент e називається нульовим;

4 для кожного x ∈ L iснує такий елемент x′ ∈ L, що x+ x′ = e. Елемент x′

називається протилежним до x

5 1 · x = x;

6 α · (β · x) = (α · β) · x;

7 (α+ β) · x = (α · x) + (β · x);

8 α · (x+ y) = α · x+ α · y

Лiнiйна алгебра 2 / 9



Наслiдки з аксiом

1. Iснує лише один нульовий елемент.
Доведення. Припустимо, що iснує e′ 6= e, що x+ e′ = e′ + x = x. Тодi

e = e+ e′ = e′.

2. Для будь-якого x ∈ L : 0 · x = e.
Доведення. 0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x+ 0 · x, звiдки 0 · x = e.

3. Iснує лише один протилежний елемент x′ = (−1)x.
Доведення. Нехай iснує ще один протилежний до x елемент x′′. Тодi

x′′ = x′′ + e = x′′ + (x+ x′) = (x′′ + x) + x′ = e+ x′ = x′.

Тепер
x+ (−1) · x = 1 · x+ (−1) · x = (1 + (−1)) · x = 0 · x = e.

Отже, (−1)x – протилежний до x. Значить x′ = (−1) · x. Надалi позначатимемо
x′ = −x.

4. Для будь-якого α ∈ R : α · e = e.
Доведення. α · e = α · (e+ e) = α · e+ α · e. Отже, α · e = e.
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Приклади

1 Множина дiйсних чисел.
2 Множина наборiв (x1, x2, ..., xn), де x1, x2, ..., xn – дiйснi числа, операцiї додавання i

множення на число - покоординатнi:

(x1, x2, ..., xn) + (y1, y2, ..., yn) = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn);

α(x1, x2, ..., xn) = (αx1, αx2, ..., αxn).

3 Множина геометричних векторiв простору.
4 Множина матриць однакового розмiру m× n з операцiями додавання матриць i

множення матрицi на число.
5 Множина всiх многочленiв степеня ≤ n.
6 Множина всiх функцiй, неперервних на заданому вiдрiзку. Операцiї додавання i

множення на число поточковi. Тобто

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (α · f)(x) = α · f(x).
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Розмiрнiсть i базис лiнiйного простору

Якщо в лiнiйному просторi L виконуються двi умови:
1. iснує система з n лiнiйно незалежних векторiв
2. кожна система з n+ 1 векторiв лiнiйно залежна,
тодi n – розмiрнiсть простору L. пишемо dimL = n.

Зауваження. Якщо простiр складається з одного елемента, то його розмiрнiсть
дорiвнює 0.

Базисом називається будь-яка впорядкована система з n лiнiйно незалежних векторiв.

Нехай ~e1, ~e2, ..., ~en – лiнiйно незалежна система векторiв n-вимiрного векторного
простору L. Тодi для будь-якого вектора ~x система з n+ 1 вектора лiнiйно залежна,
отже,

~x = α1 ~e1 + α2 ~e2 + ...+ αn ~en.

Числа α1, α2, ..., αn – координати вектора ~x у базисi ~e1, ~e2, ..., ~en.

Координати вектора в базисi визначаються однозначно.
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Пiдпростiр лiнiйного простору

Непорожня пiдмножина L′ векторного простору L називається лiнiйним
пiдпростором простору L, якщо вона є лiнiйним простором вiдносно операцiй, заданих
на L.

Теорема. Для того. щоб непорожня пiдмножина L′ векторного простору L була
лiнiйним пiдпростором цього простору, достатньо виконання таких умов:

1 Якщо x ∈ L′ i y ∈ L′, то (x+ y) ∈ L′;
2 Якщо x ∈ L′ i α ∈ R, то αx ∈ L′.

Доведення. Справдi, на множинi L′ визначено операцiю додавання: елементи множини
L′ додають як вектори простору L i, згiдно з (1) ця операцiя не виводить за межi L′. Ця
операцiя асоцiативна i комутативна, оскiльки такi властивостi вона має в L.У множинi
L′ є нульовий елемент, адже, згiдно з (2), якщо x ∈ L′, то й 0 · x ∈ L′.Але ми знаємо, що
0 · x = e. Тобто, e ∈ L′. Також для кожного x ∈ L′ в L′ мiститься протилежний елемент
−x = (−1) · x (знову-таки, згiдно (2)).
З умови (2) випливає, що на L′ введено операцiю множення на число i властивостi 5-8 з
означення лiнiйного простору виконуються, оскiльки вони виконуються в просторi L.

Теорема. Розмiрнiсть будь-якого пiдпростору векторного простору не бiльша, нiж
розмiрнiсть простору.
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Лiнiйнi оболонки

Нехай
a1, a2, ..., am

є довiльно вибрана система векторiв простору L.Позначимо L(a1, a2, ..., am) множину
всiх векторiв, якi є лiнiйними комбiнацiями векторiв цiєї системи. Множина
L(a1, a2, ..., am) є лiнiйним пiдпростором простору L.
Справдi, якщо x, y ∈ L(a1, a2, ..., am), тобто

x = x1a1 + x2a2 + ...+ xmam

i
y = y1a1 + y2a2 + ...+ ymam,

де xk, yk – деякi числа, то

x+ y = (x1 + y1)a1 + (x2 + y2)a2 + ...+ (xm + ym)am.

Отже, (x+ y) ∈ L(a1, a2, ..., am).
У множинi L(a1, a2, ..., am) також мiститься елемент
αx = (αx1)a1 + (αx2)a2 + ...+ (αxm)am.
Пiдпростiр L(a1, a2, ..., am) називають лiнiйною оболонкою векторiв a1, a2, ..., am ∈ L.
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Координати вектора

Нехай ~e1, ~e2, ..., ~en – будь-який базис простору L. Тодi кожний вектор ~a ∈ L можна
подати у виглядi ~a = α1 ~e1 + α2 ~e2 + ...+ αn ~en, де α1, α2, ..., αn – деякi дiйснi числа.
Доведемо, що цей запис єдиний.Припустимо, що iснують два зображення:

~a = α1 ~e1 + α2 ~e2 + ...+ αn ~en

i
~a = β1 ~e1 + β2 ~e2 + ...+ βn ~en.

Тодi, почленно вiднiмаючи цi рiвностi, отримаємо:

~0 = (α1 − β1) ~e1 + (α2 − β2) ~e2 + ...+ (αn − βn) ~en.

Оскiльки вектори ~e1, ~e2, ..., ~en лiнiйно незалежнi, то така рiвнiсть можлива лише коли

α1 − β1 = 0,

α2 − β2 = 0,

...

αn − βn = 0.

Отже, αi = βi, i = 1, ..., n.
Числа α1, α2, ..., αn називають координатами вектора ~a у базисi ~e1, ~e2, ..., ~en.
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Зв’язок мiж базисами

Нехай дано в просторi L два рiзних базиси B = { ~e1, ~e2, ..., ~en} i
B′ = { ~e′1, ~e′2, ..., ~e′n}.Кожний вектор базису B′, як i будь-який вектор простору L,
однозначно лiнiйно виражається через вектори базису B. Нехай

~e′1 = α11 ~e1 + α12 ~e2 + ...+ α1n ~en,

~e′2 = α21 ~e1 + α22 ~e2 + ...+ α2n ~en,

..................

~e′n = αn1 ~e1 + αn2 ~e2 + ...+ αnn ~en.

Матриця


α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

...
...

. . . . . .
α1n α2n . . . αnn

 називається матрицею переходу вiд базису B до

базису B′.
Нехай вектор ~a у базисi B має координати x1, x2, ..., xn, а у базисi B′ координати
x′1, x

′
2, ..., x

′
n. Тодi виконується рiвнiсть

x1
x2
. . .
xn

 =


α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

...
...

. . . . . .
α1n α2n . . . αnn



x′1
x′2
. . .
x′n

 .
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Лiнiйний оператор

Лiнiйна алгебра 1 / 1



Означення лiнiйного оператора

Всяке вiдображення векторного простору L у самого себе називається оператором на
просторi L, або перетворенням простору L. Областю визначення оператора є простiр
L, а множиною значень – деякий пiдпростiр L.
Оператор A на просторi L називається лiнiйним, якщо виконуються наступнi умови:

1 A(x+ y) = Ax+Ay для всiх x, y ∈ L;
2 A(αx) = αAx для всiх x ∈ L,α ∈ R.

Властивостi. Для кожного лiнiйного оператора A на просторi L виконуються наступнi
властивостi:

1 A(~0) = ~0;

2 A(−x) = −Ax для всiх x ∈ L;
3 A(α1x1 + ...+ αnxn) = α1Ax1 + ...+ αnAxn.
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Матриця лiнiйного оператора

Нехай у просторi L задано базис B = { ~e1, ~e2, ..., ~en}. Лiнiйний оператор A базиснi
вектори переводить в деякi вектори A~e1, A ~e2, ..., A ~en. Цi вектори однозначно
виражаються через базис B. Наприклад

A~e1 = α11 ~e1 + α12 ~e2 + ...+ α1n ~en,

A ~e2 = α21 ~e1 + α22 ~e2 + ...+ α2n ~en,

..................

A ~en = αn1 ~e1 + αn2 ~e2 + ...+ αnn ~en.

Матрицю


α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

...
...

. . . . . .
α1n α2n . . . αnn

 називаємо матрицею лiнiйного оператора A.

Якщо вектор ~x = (x1, x2, ..., xn) оператором A переводиться у вектор
A~x = (x′1, x

′
2, ..., x

′
n), то має мiсце рiвнiсть


x′1
x′2
. . .
x′n

 =


α11 α21 . . . αn1

α12 α22 . . . αn2

...
...

. . . . . .
α1n α2n . . . αnn



x1
x2
. . .
xn

 .
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