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У моделі ефективних мас та прямокутних потенціалів для електрона і дірки теоретично досліджено 

вплив однорідного електричного поля на енергетичний спектр та хвильові функції екситона та сили 

осциляторів міжзонних квантових переходів у напівпровідниковій (GaAs/AlxGa1-xAs) наноструктурі 

квантова точка – квантове кільце. Стаціонарні рівняння Шредінгера для невзаємодіючих квазічастинок за 
наявності електричного поля аналітично не розв’язуються. Для їх наближеного розв’язку невідомі хвильові 

функції шукаються у вигляді розкладу за повним набором циліндрично - симетричних хвильових функцій, а 

енергія електрона знаходиться із розв’язування відповідного секулярного рівняння. Енергія зв’язку 

екситона знаходиться з використанням теорії збурень. 
Проаналізовано залежності енергетичних спектрів, хвильових функцій електрона, дірки й екситона та 

інтенсивностей міжзонних оптичних квантових переходів від величини напруженості електричного поля 

Ключові слова: квантова точка, нанокільце, екситон, енергетичний спектр, інтенсивність, електричне 

поле. 

Подано до редакції 14.11.2022; прийнято до друку 30.11.2022. 

Вступ 

На даний час експериментальні можливості 

створення різноманітних напівпровідникових 

наноструктур дозволяють вченим вирощувати цілі 

впорядковані масиви концентричних простих та 

подвійних квантових кілець з аксіальною симетрією 

та досліджувати спектри люмінесценції в них [1-3]. 

Унікальні властивості квазічастинок (електронів, 

дірок, екситонів…) у таких наноструктурах, що 

проявляються при їхній взаємодії між собою та 

зовнішніми електричним та магнітним полями, 

дозволяють використовувати їх у приладах сучасної 

наноелектроніки: напівпровідникові лазери [4], 

фотодетектори [5], елементарні кубіти квантових 

комп’ютерів [6]. 

Теоретичні моделі розрахунку спектрів, 

хвильових функцій основних квазічастинок та 

інтенсивностей внутрішньозонних та міжзонних 

оптичних квантових переходів у таких структурах 

також інтенсивно розвиваються і удосконалюються. 

У працях [7, 8] автори дослідили залежність 

енергетичного спектра електрона у простому 

циліндричному напівпровідниковому квантовому 

кільці від напруженості однорідного електричного 

поля, що направлена перпендикулярно до аксіальної 

осі кільця. Вони показали, що ці залежності для 

певного діапазону зміни напруженості електричного 

поля різні і визначаються співвідношенням між 

внутрішнім та зовнішнім радіусами кілець. Зокрема у 

відповідних залежностях може спостерігатися 

антикросинг енергетичних рівнів. 

У працях [9-12] автори теоретично досліджували 

вплив електричного та магнітного полів на 

енергетичний спектр, хвильові функції та 

інтенсивності внутрішньозонних квантових переходів 

електрона у подвійних квантових нанокільцях на 

основі напівпровідників 𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐴𝑙𝑥𝐺𝑎1−𝑥𝐴𝑠. 

Стаціонарне рівняння Шредінгера для квазічастинки 

за наявності магнітного поля розв’язується аналітично 
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точно, а хвильова функція одержується у вигляді 

суперпозиції конфлюентних гіпергеометричних 

функцій і узагальнених поліномів Лагерра. У випадку 

електричного поля це рівняння точно не 

розв’язується. Тому спектр електрона, що взаємодіє з 

електричним полем знаходився методом розкладу 

невідомої хвильової функції електрона за повним 

ортонормованим набором хвильових функцій 

квазічастинки у наносистемі без поля і розв’язування 

отриманого секулярного рівняння. Автори показали, 

що у залежності від значення індукції магнітного (𝐵), 

напруженості електричного (𝐹) полів та 

співвідношенням між товщинами нанокілець, 

електрон у всіх станах може локалізовуватись або у 

внутрішньому, або ж у зовнішньому кільці. При цьому 

у відповідних залежностях енергетичних рівнів від 𝐹 

чи 𝐵 спостерігаються антикросінги енергетичних 

рівнів, а в залежностях сил осциляторів яскраво 

виражені максимуми та мінімуми інтенсивностей 

відповідних переходів. Автори встановили, що 

причиною такої поведінки є зміна локалізації 

електрона у просторі двох нанокілець у різних 

квантових станах зі зміною напруженості 

електричного чи індукції магнітного полів.  

Екситонні та поляронні ефекти у нанокільцях 

вивчалися у працях [13, 14]. Розрахунки, проведені 

авторами показали, що використовуючи електричне 

та магнітне поля, можна цілеспрямовано керувати 

розташуванням електрона у системі подвійних 

нанокілець. Енергія основного стану полярону 

нелінійно зменшується зі збільшенням напруженості 

електричного поля, а в цілому прикладання 

електричного та магнітного полів призводить до 

підсилення електрон-фононної взаємодії. 

У даній роботі буде теоретично досліджено вплив 

однорідного електричного поля на енергетичний 

спектр і хвильові функції екситона (з урахуванням 

енергії електрон-діркової взаємодії), а також на 

інтенсивності міжзонних квантових переходів у 

напівпровідниковій наноструктурі квантова точка – 

квантове кільце. 

I. Теорія енергетичного спектра та 

хвильових функцій екситона в 

циліндричній напівпровідниковій 

наноструктурі квантова точка – 

квантове кільце 

У роботі досліджується наноструктура, що 

складається із циліндричної напівпровідникової 

квантової точки (квантова яма, середовище GaAs), яка 

через скінченний потенціальний бар’єр (середовище 

AlxGa1-xAs) тунельно-зв’язана із коаксіальним 

циліндричним нанокільцем (квантова яма, 

середовище GaAs). Висота наноструктури - L . 

Поперечний переріз площиною 𝑧 = 0 та схему 

потенціальних енергій електрона і дірки такої 

наноструктури за відсутності електричного поля 

зображено на рис.1. Вектор напруженості 

електричного поля �⃗� направлений уздовж осі О x . 

З міркувань симетрії усі подальші розрахунки 

будемо виконувати у циліндричній системі координат з 

 

Рис.1. Геометрична та енергетична схеми наноструктури 
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віссю 𝑂𝑧 вздовж аксіальної осі наноструктури. 

Оскільки сталі граток і діелектричні проникності 

напівпровідникових елементів наносструктури мало 

відрізняються між собою, то для розрахунку спектрів і 

хвильових функцій електрона і дірки будемо 

використовувати модель ефективних мас і прямокутних 

потенціалів. Вважатимемо надалі їх відомими у всіх 

областях досліджуваної наноструктури:

 

 𝜇(𝑒,ℎ)(�⃗�) = {
𝜇0

(𝑒,ℎ)
 , |𝑧| ≤ 𝐿/2   𝑎𝑛𝑑  0 ≤ 𝜌 ≤ 𝜌0, 𝜌1 ≤ 𝜌 ≤ 𝜌2                       

𝜇1
(𝑒,ℎ)

 , |𝑧| > 𝐿/2  𝑜𝑟  |𝑧| ≤ 𝐿/2     𝑎𝑛𝑑  𝜌0 < 𝜌 ≤ 𝜌1, 𝜌 > 𝜌2   
,  (1) 

 

 𝑈(𝑒,ℎ)(𝜌) = {
𝑈0

(𝑒,ℎ)
 ,    𝜌0 ≤ 𝜌 ≤ 𝜌1,   𝜌 > 𝜌2,       

0 ,   0 < 𝜌 < 𝜌0,    𝜌1 < 𝜌 ≤ 𝜌2 .       
 (2)

 

Оскільки електричне поле не впливає на 

енергетичний спектр електрона і дірки (а отже і 

екситона) при русі обох квазічастинок уздовж осі 𝑂𝑧, 

вважатимемо неможливих вихід квазічастинок в 

область |𝑧| ≤ 𝐿/2. 

 

 𝑈(𝑒,ℎ)(𝑧) = {
∞ ,     |𝑧| > 𝐿/2,        

0 ,      |𝑧| ≤ 𝐿/2.    
 (3) 

 

Для того, щоб знайти енергетичний спектр та 

хвильові функції екситона у такій наноструктурі, 

необхідно розв’язувати стаціонарне рівняння 

Шредінгера 

 

 �̂�𝑒𝑥(𝑟𝑒, 𝑟ℎ)𝛹𝑒𝑥(�⃗�𝑒, 𝑟ℎ) = 𝐸𝑒𝑥𝛹𝑒𝑥(𝑟𝑒, 𝑟ℎ)  (4) 

 

з гамільтоніаном 

 

�̂�𝑒𝑥(𝑟𝑒, 𝑟ℎ) = 𝐸𝑔 + �̂�𝑒(𝑟𝑒) + �̂�ℎ(𝑟ℎ) + 𝑈(|𝑟𝑒 − 𝑟ℎ|).  (5) 

 

Тут 𝐸𝑔 – ширина забороненої зони матеріалу 

квантових ям наносистеми;
 

 �̂�𝑖(𝑟𝑖) =
1

2𝜇(𝑖)(𝜌𝑖)
[−ħ2 (

𝜕2

𝜕𝜌𝑖
2 +

1

𝜌𝑖

𝜕

𝜕𝜌𝑖
+

1

𝜌𝑖
2

𝜕2

𝜕𝜑𝑖
2)] −

ħ2

2𝜇(𝑖)(𝜌𝑖)

𝜕2

𝜕𝑧𝑖
2 + 𝑈(𝑖)(𝑟𝑖) ∓ |𝑒|𝐹𝜌𝑖 cos 𝜑𝑖 ,    (𝑖 = 𝑒, ℎ)  (6)

 

- гамільтоніани електрона і дірки в електричному 

полі, що не взаємодіють між собою; 

 

 𝑈(|𝑟𝑒 − 𝑟ℎ|) = −
𝑒2

𝜀(𝑟𝑒,𝑟ℎ)|𝑟𝑒−𝑟ℎ|
   (7) 

 

- потенціальна енергія взаємодії між електроном і 

діркою у середовищі з діелектричною 

проникністю 휀(𝑟𝑒, 𝑟ℎ).. 

Рівняння Шредінгера (4) з гамільтоніаном (5) точно 

не розв’язується. Його наближений розв’язок будемо 

шукати так. Враховуючи те, що енергія взаємодії між 

електроном і діркою на два порядки менша за енергії їх 

розмірного квантування, спочатку знайдемо останні. 

При цьому врахуємо вплив електричного поля, а потім 

за теорією збурень знайдемо енергію зв’язку обох 

квазічастинок. 

Отже, далі будемо розв’язувати стаціонарні 

рівняння Шредінгера для невзаємодіючих між собою 

електрона і дірки 

 

 �̂�𝑖𝛹𝑖(𝜌𝑖 , 𝜑𝑖 , 𝑧𝑖) = 𝐸𝑖𝛹𝑖(𝜌𝑖 , 𝜑𝑖 , 𝑧𝑖),   (𝑖 = 𝑒, ℎ)  (8) 

 

Методику розв’язування рівнянь (8) наведемо на 

прикладі електрона, опускаючи індекс i  

Із вигляду гамільтоніану (6) видно, що змінна z  у 

відповідних рівняннях Шредінгера (8) відділяється, а 

хвильову функцію електрона доцільно шукати у вигляді 

[13] 

 

 𝛹(𝑟) = 𝐹(𝜌, 𝜑)𝑓𝑛𝑧
(𝑧)  (9) 

Тут 

 

 𝑓
𝑛𝑧

(𝑧) = {
cos (

𝜋𝑛𝑧

𝐿
𝑧) ,   𝑛𝑧 = 1, 3, 5, …

sin (
𝜋𝑛𝑧

𝐿
𝑧) ,   𝑛𝑧 = 2, 4, 6, …

 (10) 

 

За відсутності електричного поля рівняння (8) 

також має точні розв’язки 

 

 𝐹𝑛𝜌𝑚
0 (𝜌, 𝜑) =

1

√2𝜋
𝑅𝑛𝜌𝑚(𝜌)𝑒𝑖𝑚𝜑   (11) 

 

з радіальними функціями
 

 

 𝑅𝑛𝜌𝑚
𝑖 (𝜌) = 𝐴𝑛𝜌𝑚

(𝑖)
 𝑗𝑚

(𝑖)(𝜒𝜌) + 𝐵𝑛𝜌𝑚
(𝑖)

 𝑛𝑚
(𝑖)(𝜒𝜌),      (𝑖 = 0,1,2,3)  (12) 
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  𝑗𝑚
(𝑖)

(𝜒𝜌) = {
𝐼𝑚(𝜒

0
𝜌), 𝑖 = 1, 3

𝐽𝑚(𝜒
1
𝜌), 𝑖 = 0, 2 

 (13) 

 

  𝑛𝑚
(𝑖)(𝜒𝜌) = {

𝐾𝑚(𝜒
0
𝜌), 𝑖 = 1, 3

𝑁𝑚(𝜒
1
𝜌), 𝑖 = 0, 2 

  (14) 

 

Тут 𝑛𝜌 та 𝑚 – радіальне та магнітне квантові числа, 

𝐽𝑚 , 𝑁𝑚 – циліндричні функції Бесселя першого та 

другого роду, 𝐼𝑚 , 𝐾𝑚 - циліндричні модифіковані 

функції Бесселя першого та другого роду,  

 

 𝜒
0

= √2𝜇0 (𝑈0 − 𝐸𝑛𝜌𝑚
0 ) /ħ2 + 𝜋2𝑛𝑧

2/𝐿;  

 

 𝜒1 = √2𝜇1𝐸𝑛𝜌𝑚
0 /ħ2 − 𝜋2𝑛𝑧

2/𝐿;  

 

 𝐵𝑛𝜌𝑚
(0)

= 0,  𝐴𝑛𝜌𝑚
(3)

= 0  

 

Усі невідомі коефіцієнти 𝐴𝑛𝜌𝑚
(𝑖)

,  𝐵𝑛𝜌𝑚
(𝑖)

 у хвильових 

функціях та енергії електрона 𝐸𝑛𝜌𝑚
0   знаходяться з умов 

неперервності радіальних функцій (12)–(14) та потоків 

густини ймовірності на гетеромежах наноструктури та 

умови нормування. 

Зауважимо, що хвильові функції (11) разом з (10) 

утворюють повний ортонормований набір. 

Тоді, для того щоб знайти енергетичний спектр та 

хвильові функції електрона у наноструктурі при 𝐹 ≠ 0 

зобразимо ці функції у вигляді розкладу за повним 

набором хвильових функцій (11) 

 

 𝐹𝑛(𝜌, 𝜑) =
1

√2𝜋
∑ ∑ 𝑐𝑛𝜌𝑚

𝑛
𝑚𝑛𝜌

𝑅𝑛𝜌𝑚(𝜌)𝑒𝑖𝑚𝜑. (15) 

 

Підставляючи розклад (15) у рівняння Шредінгера з 

гамільтоніаном (6), легко отримати секулярне рівняння 

 

 |𝐻𝑛𝜌𝑚,𝑛𝜌
′ 𝑚′ − 𝐸𝑛𝑛𝑧

𝛿𝑛𝜌,𝑛𝜌
′ 𝛿𝑚,𝑚′| = 0  (16) 

 

з матричними елементами

 

 𝐻𝑛𝜌𝑚,𝑛𝜌
′ 𝑚′ = 𝐸𝑛𝜌𝑚𝛿𝑛𝜌,𝑛𝜌

′ 𝛿𝑚,𝑚′ + (𝛿𝑚′,𝑚+1 + 𝛿𝑚′,𝑚−1)
𝑒𝐹

2
∫ 𝑅𝑛𝜌𝑚(𝜌)

∞

0
𝑅𝑛𝜌

′ 𝑚′(𝜌)𝜌2𝑑𝜌 .  (17)

 

Тепер для знаходження енергетичного спектра 

квазічастинки та її хвильових функцій необхідно 

знайти власні значення та власні вектори отриманої 

матриці. 

Оскільки за індексами 𝑛𝜌 та 𝑚 у (15) ведеться 

підсумовування, то нові квантові стани електрона 

(дірки), що взаємодіє з електричним полем, тепер 

характеризуються лише одним квантовим числом 𝑛. 

Отже, тепер нам відомі як повні хвильові функції 

електрона 𝛹𝑛𝑒𝑛𝑧
𝑒

𝑒 (𝑟) (9), так і його енергія 𝐸𝑛𝑒𝑛𝑧
𝑒

𝑒
. 

Цілком аналогічно отримуються хвильові функції 

( 𝛹
𝑛ℎ𝑛𝑧

ℎ
ℎ (𝑟)) та енергія (𝐸

𝑛ℎ𝑛𝑧
ℎ

ℎ
) дірки. 

Тоді енергія екситона у досліджуваній 

наноструктурі одержується у вигляді 

 

 𝐸
𝑛ℎ𝑛𝑧

ℎ
𝑛𝑒𝑛𝑧

𝑒

= 𝐸𝑔 + 𝐸𝑛𝑒𝑛𝑧
𝑒

𝑒 + 𝐸
𝑛ℎ𝑛𝑧

ℎ
ℎ + ∆𝐸

𝑛ℎ𝑛𝑧
ℎ

𝑛𝑒𝑛𝑧
𝑒

  (18) 

 

Тут ∆𝐸
𝑛ℎ𝑛𝑧

ℎ
𝑛𝑒𝑛𝑧

𝑒

 - енергія зв'язку екситона, яка внаслідок 

своєї малості, може бути знайдена згідно теорії збурень 

 

 ∆𝐸
𝑛ℎ𝑛𝑧

ℎ
𝑛𝑒𝑛𝑧

𝑒

= −
𝑒2

�̅�
∫ 𝑑3𝑟𝑒 ∫ 𝑑3𝑟ℎ

|𝛹
𝑛𝑒𝑛𝑧

𝑒
𝑒 (𝑟)𝛹

𝑛ℎ𝑛𝑧
ℎ

ℎ (𝑟)|
2

𝜀(𝑟𝑒,𝑟ℎ)|𝑟𝑒−𝑟ℎ|
  (19)

  

Отримані енергії та хвильові функції електрона та 

дірки дозволяють також знайти інтенсивності 

міжзонних оптичних квантових переходів за відомою 

формулою [15] 

 

𝐼
𝑛ℎ𝑛𝑧

ℎ
𝑛𝑒𝑛𝑧

𝑒

≅ |∫ 𝛹𝑛𝑒𝑛𝑧
𝑒

𝑒 (𝜌, 𝜑, 𝑧)𝛹
𝑛ℎ𝑛𝑧

ℎ
ℎ (𝜌, 𝜑, 𝑧)𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜑𝑑𝑧|

2

(20) 

 

Розрахунок і аналіз екситонного спектра та 

інтенсивностей міжзонних квантових переходів 

виконувався числовими методами для наноструктури, 

основою якої є напівпровідники 𝐺𝑎𝐴𝑠/
𝐴𝑙0.4𝐺𝑎0.6𝐴𝑠. 

II. Аналіз та обговорення результатів. 

Залежність електронного, діркового та екситонного 

спектра й інтенсивностей міжзонних оптичних 

квантових переходів від величини напруженості 

електричного поля (𝐹) вивчалась на прикладі 

наноструктури 𝐺𝑎𝐴𝑠/𝐴𝑙0.4𝐺𝑎0.6𝐴𝑠 з такими фізичними 

параметрами: 𝐸𝑔=1424 меВ, Eg = 1424 meV, ε0 ≈ ε1 = 13, 

𝜇
0
𝑒=0,096 𝑚0, 𝜇

1
𝑒=0,063 𝑚0, 𝑈0

𝑒=297 meV, 𝜇
0
ℎ=0,61 𝑚0, 

𝜇
1
ℎ=0,51 𝑚0 𝑈0

ℎ=224 meV (𝑚0-маса електрона у 

вакуумі); стала гратки середовища 𝐺𝑎𝐴𝑠 ∙
𝛼𝐺𝑎𝐴𝑠 =5.65 𝐴0. 

На рис.2 a, b, c, d наведено залежності енергій 

електрона 𝐸𝑛𝑒
𝑒  (рис.2а,b) і дірки 𝐸

𝑛ℎ
ℎ   (рис.2c,d) від 

величини напруженості електричного поля (𝐹) при L 

= 5 nm,  ℎ = 17𝛼𝐺𝑎𝐴𝑠,  𝜌0 = 0, ∆= 21𝛼𝐺𝑎𝑆 (рис.2а, 2c) 

та 𝜌0 = 18𝛼𝐺𝑎𝐴𝑠, ∆= 3𝛼𝐺𝑎𝑆 (рис.2b, 2d). Тобто рисунки 

2а,c відповідають простішій наноструктурі, яка 

містить лише одне нанокільце (квантова точка 

відсутня) товщиною ℎ = 17𝛼𝐺𝑎𝑆 і внутрішнім 

радіусом𝜌1 = 21𝛼𝐺𝑎𝑆, а рисунки 2b,d – наноструктурі 

з квантовою точкою і нанокільцем тих самих 

геометричних розмірів. Зліва на всіх рисунках 

проставлені квантові числа𝑛𝜌, 𝑚, що характеризують 

відповідні енергетичні рівні за відсутності поля. 

З рисунків 2a,c видно, що для обох квазічастинок 

за відсутності квантової точки в наноструктурі у 
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шкалі енергій квантової ями формуються рівні, що 

породжуються квантовим числом 𝑛𝜌 = 1, та різними 

значеннями магнітного квантового числа 𝑚. За 

наявності квантової точки в енергетичних спектрах 

обох квазічастинок з'являються "нові" рівні з різними 

значеннями квантових чисел 𝑛𝜌 при 𝐹 = 0 (рис.2b,d). 

Енергія основного стану і електрона, і дірки зі 

збільшенням напруженості електричного поля 𝐹 лише 

зменшується. Однак енрегія збуджених станів зі 

збільшенням 𝐹 може зростати, а лише потім 

зменшуватись. У загальному випадку збільшення чи 

зменшення енергій електрона чи дірки зі зростанням 𝐹 

обумовлене тим, у якій області наноструктури 

локалізовується квазічастинка у відповідних станах та 

характером кутового розподілу густини ймовірності 

щодо напрямку напруженості електричного поля. 

Як видно з рисунків 2 a,b енергія електрона слабко 

залежить від величини напруженості електричного 

поля. Оскільки ефективна маса дірки майже на порядок 

більша за масу електрона, то щільність її енергетичних 

рівнів у шкалі енергій квантової ями значна, їхня 

залежність від 𝐹 різко немонотонна з яскраво 

вираженими антикросінгами рівнів (рис.2d). Причиною 

антикросінгів є зміна локалізації квазічастинки між 

квантовою точкою та зовнішнім кільцем у відповідних 

квантових станах зі збільшенням напруженості 

електричного поля [12]. Антикросінги виникають там, 

де рівні різної симетрії при 𝐹 = 0 повинні би були 

перетинатися. За такого значення напруженості у точці 

антикросингу ймовірності перебування обох 

квазічастинок в області квантової точки і нанокільця 

однакові і дорівнюють 0,5. 

На рис.3 a, b зображено залежності декількох 

найнижчих екситонних рівнів (рис.3а) та відповідних 

їм інтенсивностей міжзонних оптичних квантових 

переходів 𝐼
𝑛ℎ
𝑛𝑒

 (рис.3b) від величини напруженості 

електричного поля (𝐹) при L 5 нм, ℎ = 17𝛼𝐺𝑎𝑆, 

𝜌0 = 18𝛼𝐺𝑎𝐴𝑠, ∆= 3𝛼𝐺𝑎𝑆. 

                 

                   
Рис.2. Залежності енергій електрона 𝐸𝑛𝑒

𝑒  (рис.2а,b) і дірки 𝐸
𝑛ℎ
ℎ  (рис.2c,d) від величини напруженості 

електричного поля (F) при L=5 нм, ℎ = 17𝛼𝐺𝑎𝐴𝑠, 𝜌0 = 0, ∆= 21𝛼𝐺𝑎𝑆 (рис.2а, 2c) та 𝜌0 = 18𝛼𝐺𝑎𝐴𝑠, ∆= 3𝛼𝐺𝑎𝑆  

(рис.2b, 2d). 
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З рисунка 3 a видно, що залежність екситонних 

рівнів від 𝐹 немонотонно спадна з проявами 

екситонного антикросінгу. Енергія зв’язку екситона, 

розрахована за формулою (19) виявляється на два 

порядки меншою, ніж сума розмірно-квантованих 

енергій електрона і дірки. Тому поведінка екситонних 

рівнів зі зміною від напруженості 𝐹 цілком 

зумовлюється особливостями поведінки енергій 

електрона і дірки та їхнім спільним внеском у (18). 

З рис.3b видно, що в діапазоні зміни напруженості 

електричного поля від 0 до 1 MV/m лише два 

переходи мають значну інтенсивність: 𝐼1
1 від 𝐹 = 0 до 

𝐹 ≈ 0.4 MV/m та 𝐼2
1 від 𝐹 ≈ 0.2  до 

 𝐹 ≈ 0.7 MV/m. Інтенсивність решти переходів мала. 

      

Рис.3. Залежності енергій екситона (рис.3а) та інтенсивностей міжзонних оптичних квантових переходів 𝐼
𝑛ℎ
𝑛𝑒

  

(рис.3b) від величини напруженості електричного поля (F) при L = 5 nm, ℎ = 17𝛼𝐺𝑎𝑆, 𝜌0 = 18𝛼𝐺𝑎𝐴𝑠,  

∆= 3𝛼𝐺𝑎𝑆. 
 

electron 

         
hole 

        
Рис.4. Еволюція густини ймовірності знаходження електрона і дірки в основних станах у наноструктурі зі 

зміною напруженості електричного поля при L = 5 nm, ℎ = 17𝛼𝐺𝑎𝑆, 𝜌0 = 18𝛼𝐺𝑎𝐴𝑠, ∆= 3𝛼𝐺𝑎𝑆. 
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Інтенсивність переходу 𝐼1
1 максимальна при 𝐹 = 0, а зі 

збільшенням 𝐹 лише зменшується і практично 

дорівнює нулеві при 𝐹 ≈ 0.4  MV/m. Таку поведінку 

інтенсивності можна пояснити наступними 

міркуваннями. 

Розглянемо еволюцію густини ймовірності 

знаходження електрона і дірки в основних станах у 

наноструктурі зі збільшенням величини напруженості 

електричного поля (рис.4). Як видно з рис.4 при 𝐹 =
0 електрон і дірка в основному стані локалізовуються у 

квантовій точці. При цьому перекриття відповідних 

хвильових функцій у (20), а отже і інтенсивність 

переходу значні. Зі збільшенням величини 

напруженості електричного поля дірка починає 

тунелювати у зовнішнє нанокільце. При цьому 

перекриття хвильових функцій обох квазічастинок, а 

отже і інтенсивність відповідного переходу 

зменшується. При 𝐹 ≈ 0.4  MV/m дірка виявляється 

повністю локалізованою у зовнішньому кільці, а 

електрон - у квантовій точці. Хвильові функції у 

відповідних станах перекриваються слабко і малою 

виявляється інтенсивність такого переходу. 

Цілком аналогічно можна пояснити еволюцію 

інтенсивностей зі зміною напруженості електричного 

поля для інших квантових станів електрона і дірки. 

Основні результати та висновки 

У наближенні ефективних мас та прямокутних 

потенціалів досліджено залежність енергетичного 

спектра електрона, дірки, екситона та інтенсивностей 

міжзонних квантових переходів від величини 

напруженості електричного поля (𝐹) у наноструктурі 

квантова точка – квантове кільце. Основою 

наноструктури є напівпровідники 𝐺𝑎𝐴𝑠 та𝐴𝑙0.4𝐺𝑎0.6𝐴𝑠. 

Встановлено, що зміною величини напруженості 

електричного поля F  можна цілесмпрямовано 

керувати розташуванням квазічастинок у 

наноструктурі. Показано, що при зміні F  в діапазоні 

від 0 до 0,4 MV/m електрон ще не змінює своєї 

локалізації, однак дірка вже тунелює крізь скінченний 

потенціальний бар'єр у зовнішнє нанокільце. 

Енергії дірки, екситона та інтенсивності міжзонних 

квантових переходів при зміні 𝐹 від 0 до 1 MV/m 

немонотонно залежать від величини напруженості 

електричного поля. Зокрема в залежностях енергій 

дірки та екситона від 𝐹 спостерігаються антикросінги 

енергетичних рівнів, а в залежностях інтенсивностей 

міжзонних квантових переходів яскраво виражені 

максимуми. Причиною такої поведінки є зміна 

локалізації дірки у просторі наноструктури у різних 

квантових станах зі зміною напруженості електричного 

поля.. 
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In the model of effective masses and rectangular potentials for an electron and a hole, the influence of a uniform 

electric field on the energy spectrum and wave functions of the exciton and the oscillator strengths of interband 

quantum transitions in the semiconductor (GaAs/AlxGa1-xAs) quantum dot-quantum ring nanostructure is 

theoretically investigated. The stationary Schrödinger equations for noninteracting quasiparticles in the presence 
of an electric field cannot be solved analytically. For their approximate solution, the unknown wave functions are 

sought in the form of an expansion over the complete set of cylindrically symmetric wave functions, and the electron 

energy is found by solving the corresponding secular equation. The exciton binding energy is found using 

perturbation theory. 
The dependences of the energy spectra, the wave functions of an electron, hole, and exciton, and the intensity 

of interband optical quantum transitions on the magnitude of the electric field strength are analyzed. 

Keywords: Quantum Dot, Nanoring, Exciton, Energy spectrum, Intensity, Electric field 

https://doi.org/10.48550/arXiv.1812.08551
https://doi.org/10.21272/jnep.13(2).02024
https://doi.org/10.1016/j.spmi.2013.01.011
https://doi.org/10.1016/S0921-4526(00)00471-3

