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Запропоновано спосiб побудови за компактною ультрапсевдоме-

трикою зворотного спектра зi скiнченних компактiв, iндексованого до-

датними дiйсними числами. Доведено, що гомеоморфностi та приро-

дному передпорядку на сукупностi компактних ультрапсевдометрик

вiдповiдають строгi iзоморфiзми та строгi морфiзми вiдповiдних спе-

ктрiв. Розглянуто властивостi часткового порядку на множинi, отри-

манiй ототожненням iзоморфних спектрiв.

Ключовi слова: компактний простiр, ультраметрика, псевдоме-

трика, зворотний спектр.

Вступ

Iдея зображення чогось у виглядi параметризованої сiм’ї є поширеною i

плiдною у математицi. Наприклад, нечiткi (fuzzy) множини та вiдношення

природно зображати як параметризованi числами з промiжка Œ0; 1� сiм’ї

чiтких (crisp) множин та вiдношень [1]. Аналогiчний пiдхiд застосовано

до означення i вивчення нечiтких метрик [6, 7]. Перший автор дослiджу-

вав вiдношення, параметризованi елементами топологiчних граток [5]. У

топологiї успiшним виявився запропонований Федорчуком, Щепiним та

iншими [2, 8] спектральний пiдхiд, коли “великий” (наприклад, неметри-

зовний) топологiчний простiр подається у виглядi границi зворотного спе-

ктра простiших (метризовних чи навiть скiнченних) просторiв.

У цiй працi ми розглядаємо можливiсть подання ультрапсевдоме-

трики через сiм’ю визначених нею вiдношень еквiвалентностi. Вiдповiд-

на сiм’я теж є спецiальним випадком згаданого вище зворотного спектра

(iндексованого множиною .0; C1/ з вiдношенням >). Еквiвалентнiсть та
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порiвняння ультрапсевдометрик теж виражаються у термiнах морфiзмiв

спектрiв.

Ми не подаємо доведень тверджень (зокрема, з мiркувань об’єму),

але пiдготовча iнформацiя i коментарi є достатнiми, щоб читач заповнив

цю прогалину самостiйно.

1. Використанi термiни, факти та позначення

Вважаємо вiдомими базовi поняття з загальної топологiї [9], зокрема, по-

няття топологiї, метрики та псевдометрики, вiдкритої чи замкненої мно-

жини, неперервностi, неперервностi тощо. Позначаємо B".x/ та NB".x/ вiд-

повiдно кулю та замкнену кулю радiуса " > 0 з центром x у (псевдо)мет-

ричному просторi.

Нагадаємо, що ультрапсевдометрикою на множинi X називаємо будь-

яку функцiю d W X � X ! R, що задовольняє умови:

(1) d.x; y/ > 0 для всiх x; y 2 X ;

(2) d.x; x/ D 0 для всiх x 2 X ;

(3) d.x; y/ D d.y; x/ для всiх x; y 2 X ;

(4) d.x; z/ 6 maxfd.x; y/; d.y; z/g для всiх x; y; z 2 X .

Якщо додатково вiдомо, що d вiдокремлює точки, тобто виконано:

(5) d.x; y/ > 0 для всiх x; y 2 X , x ¤ y,

то d називаємо ультраметрикою.

Пару .X; d/ з множини та ультраметрики (ультрапсевдометрики) на

нiй називаємо ультраметричним (ультрапсевдометричним) простором.

(Псевдо)метрика d є ультра(псевдо)метрикою, якщо i тiльки якщо

для кожних куль Bı.x/ та B".y/ щодо неї, де ı < ", або Bı.x/ � B".y/,

або Bı.x/ \ B".y/ D ¿.

Вiдомо, що ультра(псевдо)метричний простiр .X; d/ є компактним,

тобто з кожного його покриття вiдкритими множинами можна обрати

скiнченне пiдпокриття, якщо i тiльки якщо :

(1) для кожного " > 0 простiр X є диз’юнктним об’єднанням скiнченної

кiлькостi куль радiуса ";

(2) для кожної послiдовностi куль

B"1
.x1/ � B"2

.x2/ � B"3
.x3/ � : : : ; "n & 0 при n ! 1;

перетин є непорожнiм.

Тодi називаємо вiдповiдну ультра(псевдо)метрику компактною.
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2. Зображення ультрапсевдометрики сiм’єю вiдношень еквiва-

лентностi

Неважко зауважити, що для компактної ультрапсевдометрики d на мно-

жинi X та числа " > 0 бiнарне вiдношення �", означене як

x �" y ” d.x; y/ < "; x; y 2 X;

є вiдношенням еквiвалентностi i розбиває X на скiнченну кiлькiсть вiд-

крито-замкнених класiв еквiвалентностi – куль радiуса ", якi насправдi є

замкненими кулями деякого радiуса "0 < ".

Твеpдження 2.1. Нехай на множинi X задано сiм’ю вiдношень .�"/">0.

Ця сiм’я визначається (у вказаний вище спосiб) деякою компактною

ультрапсевдометрикою на X , якщо i тiльки якщо виконано умови:

(1) кожне вiдношення �" є вiдношенням еквiвалентностi зi скiнчен-

ною кiлькiстю класiв еквiвалентностi;

(2) при ı 6 " виконано �ı��" (монотоннiсть);

(3) для кожного " > 0 iснує ı > 0, ı < ", для якого �ıD�" (напiвне-

перервнiсть злiва);

(4) iснує " > 0, для якого �"D X � X (з певного моменту є тiльки

один клас);

(5) для кожної спадної послiдовностi чисел "n & 0, n ! 1, та та-

ких точок xn 2 X , що xm �"n
xn для всiх m 6 n, iснує така точка

x 2 X , що x �"n
xn для всiх n (компактнiсть).

Позначимо X" скiнченну фактор-множину X=�"
, i p" W X ! X" вiд-

повiдне фактор-вiдображення. Воно є неперервним, якщо топологiя на X"

– дискретна, оскiльки прообрази точок є кулями.

Зрозумiло, що при ı 6 " виконано �ı��", тому класи еквiвалентно-

стi для �" є об’єднаннями класiв еквiвалентностi для �ı . Отже, маємо

сюр’єктивне вiдображення фактор-множин �ı
" W Xı ! X", що склеює

меншi кулi у бiльшi, причому за побудовою �ı
" ı pı D p", i для ı 6 " 6 �

виконано �"
�

ı �ı
" D �ı

�
.

Остання рiвнiсть означає, що скiнченнi множини X", " > 0, разом з

вiдображеннями �ı
" W Xı ! X" для всiх ı 6 " утворюють iндексований

лiнiйно впорядкованою множиною
�

.0; C1/; >
�

зворотний спектр. Нага-

даємо, що зворотним спектром [2, 8, 9] у категорiї топологiчних просторiв

називаємо трiйку S D
�

.X˛/˛2A; .�
ˇ
˛ /˛�ˇ ;A

�

, де
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(1) вiдношення � частково впорядковує множину A;

(2) для кожних ˛; ˇ 2 A iснує таке  2 A, що ˛ �  , ˇ �  , тобто

множина A є напрямленою вiдношенням �;

(3) кожен з X˛ є топологiчним простором;

(4) якщо ˛ � ˇ у A, то вiдображення �
ˇ
˛ W Xˇ ! X˛ є неперервним;

(5) якщо ˛ � ˇ �  у A, то �
ˇ
˛ ı �



ˇ
D �


˛ .

Тодi простори X˛ називаємо об’єктами спектра, а вiдображення

�
ˇ
˛ W Xˇ ! X˛ – його проекцiями. Зрозумiло, що умови (1),(2) викона-

нi, якщо .A; �/ – лiнiйно впорядкована множина.

Комутативним конусом з топологiчного простору Y у спектр

S D
�

.X˛/˛2A; .�
ˇ
˛ /˛�ˇ ;A

�

називаємо такий такого набiр f неперервних

вiдображень f˛ W Y ! X˛, ˛ 2 A, що �
ˇ
˛ ı fˇ D f˛ для всiх ˛ � ˇ.

Границею спектра S D
�

.X˛/˛2A; .�
ˇ
˛ /˛�ˇ ;A

�

називаємо такий топо-

логiчний простiр X0 разом з набором � неперервних вiдображень

�˛ W X0 ! X˛ (названих наскрiзними проекцiями) для всiх ˛ 2 A, що:

(1) �
ˇ
˛ ı �ˇ D �˛ для всiх ˛ � ˇ;

(2) для кожного топологiчного простору Y та такого набору f непе-

рервних вiдображень f˛ W Y ! X˛, ˛ 2 A, що �
ˇ
˛ ı fˇ D f˛ для всiх

˛ � ˇ, iснує i єдине таке неперервне вiдображення Nf W Y ! X0, що

f˛ D �˛ ı Nf для всiх ˛ 2 A.

Сам простiр X0 теж називається границею даного спектра. Коротко можна

сказати, що границя спектра S – це такий комутативний конус у нього з

деякого простору X0, що кожен комутативний конус f з можна отрима-

ти у виглядi � ı Nf (тобто скомпонувавши всi вiдображення з � з Nf ) для

єдиного неперервного вiдображення Nf W Y ! X0.

З означення границi випливає, що кожна точка x 2 X0 однозначно

визначається набором всiх значень x˛ D �˛.x/ 2 X˛. Цей набiр є ниткою

спектра, тобто таким елементом .x˛/˛2A добутку
Q

˛2A

X˛, що x˛ D �
ˇ
˛ .xˇ /

для всiх ˛ � ˇ. Бiльш того, кожен спектр S D
�

.X˛/˛2A; .�
ˇ
˛ /˛�ˇ ;A

�

то-

пологiчних просторiв має границю, яку можна отримати, надiливши мно-

жину всiх ниток

QX D
˚

.x˛/˛2A 2
Y

˛2A

X˛

ˇ

ˇ x˛ D �ˇ
˛ .xˇ / для всiх ˛ � ˇ
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топологiєю, iндукованою топологiєю добутку, i взявши за наскрiзнi прое-

кцiї всi вiдображення prˇ W QX ! Xˇ , �ˇ

�

.x˛/˛2A

�

D xˇ , якi обирають з

набору вiдповiдну координату. Кожна iнша границя цього спектра з про-

стору X0 та наскрiзних проекцiй �˛ W X0 ! X˛ iзоморфна до описаної

у тому сенсi, що iснує єдиний гомеоморфiзм h W X0 ! QX , для якого

�˛ D pr˛ ıh для всiх ˛ 2 A.

Якщо простiр X0 разом з вiдображеннями �˛ W X0 ! X˛ є границею

спектра S, то кажуть, що X0 розкладено у спектр S. З означення границi

випливає, що тодi довiльне вiдображення f з топологiчного простору Y

у X0 неперервне, якщо i тiльки якщо всi композицiї �˛ ı f з наскрiзними

проекцiями є неперервними.

За теоремою Куроша [9] границя спектра, об’єктами якого є непоро-

жнi компакти (компактнi гаусдорфовi простори), теж є непорожнiм ком-

пактом, i, якщо всi проекцiї спектра сюр’єктивнi, то наскрiзнi проекцiї у

його границi теж сюр’єктивнi.

Повернемось до побудованого вище спектра зi скiнченних множин

X", " > 0, та вiдображень �ı
" W Xı ! X", ı < ". Цi множини з дискретною

топологiєю є компактами, проекцiї �ı
" сюр’єктивнi, тому границя спектра

QX теж є компактом, а наскрiзнi проекцiї �" W QX ! X" є сюр’єкцiями.

Щобiльше, передбазу X" складають вiдкрито-замкненi одноточковi мно-

жини, тому передбазу QX утворюють їх прообрази, теж вiдкрито-замкненi.

Отже, QX має базу з вiдкрито-замкнених множин, тобто є нульвимiрним

компактом. Згiдно сказаного вище iснує єдине неперервне вiдображення

Np з X у QX , таке, що p˛ D �˛ ı p для всiх ˛ 2 A. Неважко зауважити, що
QX є фактор-простором X за вiдношенням x � y ” d.x; y/ D 0, а

Np – фактор-вiдображенням. Якщо ж d – ультраметрика, тобто розрiзняє

точки, то Np є гомеоморфiзмом.

Таким чином, кожна компактна ультрапсевдометрика на множинi X

визначає спектр

S D
˚

.X"/">0; .�ı
" /ı6"; .0; C1/

	

;

такий, що:

(1) всi простори X" скiнченнi з дискретною топологiєю;

(2) при ı < " вiдображення �ı
" W Xı ! X" сюр’єктивне;

(3) для кожного " > 0 iснує ı > 0, ı < ", для якого �ı
" W Xı ! X" є

бiєкцiєю;

(4) iснує " > 0, для якого jX"j D 1.
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Зауважимо, що звiдси випливає, зо функцiя " 7! jX"j є напiвнеперервним

злiва незростаючим вiдображенням .0; C1/ ! N. Якщо d є ультраметри-

кою (розрiзняє точки X), то маємо розклад X як топологiчного простору

у спектр S.

Назвемо довiльний спектр з властивостями (1)–(4) RC-спектром, на-

далi позначаючи .0; C1/ D RC.

3. Морфiзми RC-спектрiв

Нагадаємо, що кожне вiдображення з множини з дискретною топологiєю у

довiльний топологiчний простiр неперервне. Якщо надалi йтиметься про

конус iз множини, то на нiй матиметься на увазi дискретна топологiя.

Твеpдження 3.1. Нехай дано комутативний конус f з множини Y у

RC-спектр

S D
˚

.X"/">0; .�ı
" /ı6";RC

	

:

Тодi формула

d.y1; y2/ D inff" > 0 j f".x1/ D f".x2/g; y1; y2 2 X;

визначає ультрапсевдометрику на Y . Якщо породжене цим конусом

вiдображення Nf з Y у границю спектра T сюр’єктивне, то ультрапсев-

дометрика d компактна.

Зауважимо, що описаним вище способом за утвореною так ультра-

псевдометрикою d можна побудувати RC-спектр

T D
˚

.Y"/">0; .�ı
"/ı6";RC

	

:

який виявляється строго iзоморфним до S, тобто iснує строгий iзомор-

фiзм i W S ! T – такий набiр бiєкцiй i" W X" ! Y", що для кожних ı < "

виконано �ı
" ı iı D i" ı �ı

" . Тодi пишемо S ' T .

Розширимо поняття строгого iзоморфiзму. Строгим морфiзмом з RC-

спектра

S D
˚

.X"/">0; .�ı
" /ı6";RC

	

у RC-спектр

T D
˚

.Y"/">0; .�ı
"/ı6";RC

	

називаємо такий набiр сюр’єкцiй h D
�

h" W X" ! Y"

�

">0
, що для кожних

ı < " виконано �ı
" ı hı D h" ı �ı

" . Якщо вiн iснує, пишемо S & T . Зрозумi-

ло, що тодi jX"j > jY"j для кожного " > 0. Оскiльки всi множини X" та Y"

скiнченнi, з S & T та T & S випливає S ' T .
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Твеpдження 3.2. Якщо конус f D .f" W Z ! X"/">0 у RC-спектр

S D
˚

.X"/">0; .�ı
" /ı6";RC

	

є комутативним, а h D
�

h" W X" ! Y"

�

">0
є строгим морфiзмом з S у

RC-спектр

T D
˚

.Y"/">0; .�ı
"/ı6";RC

	

;

то набiр усiх композицiй h" ı f" W Z ! Y", " > 0, є комутативним

конусом Z ! T .

Називаємо його композицiєю конуса f W Z ! S та строгого мор-

фiзму h W S ! T i позначаємо h ı f . Якщо ця композицiя збiгається з

конусом g W Z ! T , то h називаємо строгим морфiзмом з f у g i пишемо

h W f ! g та f & g. Зрозумiло, що з f & g разом з g & f випливає

iснування такого строгого iзоморфiзму i W S ! T , що g D i ı f . Тодi

конуси f i g називаємо строго iзоморфними i пишемо f ' g.

Якщо всi вiдображення f" W Z ! X", що складають комутатив-

ний конус f W Z ! S, скомпонувати з неперервним вiдображенням

k W T ! Z, отримаємо комутативний конус f ı k D
�

f" ı k W T ! X"

�

.

Назвемо вiдображення � з множини Z в ультрапсевдометричний про-

стiр .X; d/ майже сюр’єктивним, якщо для кожного x 2 X iснує таке

z 2 Z, що d.�.z/; x/ D 0.

Твеpдження 3.3. Нехай RC-спектри

S D
˚

.X"/">0; .�ı
" /ı6";RC

	

та

T D
˚

.Y"/">0; .�ı
"/ı6";RC

	

разом з конусами f W X ! S та g W Y ! T , що складаються з

сюр’єкцiй, визначають ультрапсевдометрики вiдповiдно d на X та �

на Y .

(1) Майже сюр’єктивне вiдображення H W .X; d/ ! .Y; �/ мiж уль-

трапсевдометричними просторами є нерозтягуючим, якщо i

тiльки якщо iснує такий строгий морфiзм h W S ! T (який у

цьому випадку є єдиним), що h ı f D g ı H .

(2) Якщо ультрапсевдометрика � є компактною, то для кожного

строгого морфiзму h W S ! T iснує майже сюр’єктивне нерозтя-

гуюче вiдображення H W .X; d/ ! .Y; �/, для якого h ı f D g ı H .
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Отже, вiдношення & мiж RC-спектрами вiдповiдає iснуванню майже

сюр’єктивних нерозтягуючих вiдображень мiж компактними просторами

з визначеними цими спектрами ультрапсевдометриками.

У частинному випадку, коли X D Y , отримуємо :

Наслiдок 3.4. Нехай RC-спектри

S D
˚

.X"/">0; .�ı
" /ı6";RC

	

та

T D
˚

.Y"/">0; .�ı
"/ı6";RC

	

разом з конусами f W X ! S та g W X ! T , що складаються з

сюр’єкцiй, визначають ультрапсевдометрики вiдповiдно d та � на X .

Виконано d > �, тобто d.x; x0/ > �.x; x0/ для всiх x; x0 2 X , якщо

i тiльки якщо iснує строгий морфiзм h W f ! g (який у цьому випадку є

єдиним).

4. Частково впорядкована множина класiв строго iзоморфних

спектрiв

Вiдношення мiж RC-спектрами

S ' T ” S & T ^ T & S

є вiдношенням еквiвалентностi, i класи щодо нього утворюють множину,

яку позначимо ES . Тодi вiдношення передпорядку (тобто рефлексивне i

транзитивне вiдношення) & мiж спектрами коректно визначає вiдношення

часткового порядку мiж класами, а саме ŒS� & ŒT �, якщо S & T . Множина

ES спрямована вгору, тобто для кожних RC-спектрiв

S D
˚

.X"/">0; .�ı
" /ı6";RC

	

та

T D
˚

.Y"/">0; .�ı
"/ı6";RC

	

iснує RC-спектр

Q D
˚

.Z"/">0; .� ı
" /ı6";RC

	

;

для якого Q & S, Q & T , наприклад, Z" D X" � Y", � ı
" D �ı

" � �ı
" .

Найменший елемент у ES тривiальний – це клас спектру з одното-

чкових просторiв, а найбiльшого, як легко бачити, не iснує.

На жаль, у множинi ES для для всiх пар елементiв iснує супремум.
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Приклад. Ми подамо тiльки ультрапсевдометрики на скiнченних про-

сторах, вiдповiднi спектри легко будуються.

(1) Псевдометрика �1 на множинi fa; b; c; d g, �1 мiж кожною парою

точок з fa; b; cg дорiвнює 1, мiж будь-якою з цих точок та d – 3.

(2) Псевдометрика �2 на множинi fa; b; cg, �2.a; b/ D �2.a; c/ D 3,

�2.b; c/ D 2.

(3) Псевдометрика d1 на множинi fa; b; c; d; eg, d1 мiж кожною з

точок з fa; b; cg та кожною з точок з fd; egдорiвнює 3, мiж будь-

якою парою з точок a; b; c – 1, d1.d; e/ D 2.

(4) Псевдометрика d2 на множинi fa; b; c; d g, d2.a; b/ D d2.a; c/ D 2,

d2.b; c/ D 1, d2.a; d/ D d2.b; d/ D d2.b; d/ D 3.

Неважко перевiрити, що для побудованих на основi цих псевдоме-

трик спектрiв виконано Sd1
& S�1

, Sd1
& S�2

, Sd2
& S�1

, Sd2
& S�2

,

тобто ŒSd1
� та ŒSd2

� є верхнiми гранями ŒS�1
�, ŒS�1

�, однак не iснує такої

псевдометрики d , що Sd1
& Sd , Sd2

& Sd , Sd & S�1
, Sd & S�2

, тому

найменшої верхньої гранi ŒS�1
�, ŒS�1

� не iснує.

Аналогiчно можна показати, що не для всiх пар елементiв iснують

iнфiмуми. Отже, множина ES не є нi верхньою, нi нижньою напiвграткою.

5. Висновки та подальшi дослiдження

Як бачимо, частковому порядку на отриманiй множинi класiв строго iзо-

морфних RC-спектрiв бракує корисних властивостей. Є два шляхи до

“полiпшення” цiєї множини – перехiд до класiв строго iзоморфних ко-

нусiв з фiксованою вершиною, яка є нульвимiрним компактом злiченної

ваги [4], або послаблення вимог до морфiзмiв – вiдмова вiд строгостi, тоб-

то розгляд складнiшого поняття морфiзму, прийнятого у теорiї зворотних

спектрiв [9], i вивчення фактор-об’єктiв [3]. Обидва шляхи ведуть до цi-

кавих результатiв, яким будуть присвяченi наступнi публiкацiї.
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A method of construction of an inverse system of finite compacta, indexed

with positive reals, from a compact ultrapseudometric, is proposed. It is proved

that homeomorphisms and natural preorder on the class of compact ultrapseu-

dometrics correspond to strict isomorphisms and strict morphisms of the re-

spective inverse systems. Properties of the poset obtained with “gluing to-

gether” of the isomorphic inverse systems, are discussed.
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