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Изучаются неэлементарные функции типа интегралов Френеля, определен-
ные в виде степенных рядов с использованием возрастающих и центральных
факториальных степеней. Установлены некоторые свойства этих функций,
приведены их графики. Выведены обыкновенные дифференциальные урав-
нения, решениями которых являются новые функции.
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Математические модели многих процессов и явлений часто приводят к зада-
чам, точные решения которых классическими методами  получить невозможно.
Увеличение количества неэлементарных функций приводит к расширению круга
задач, которые могут быть решены в замкнутом виде. При этом особое внимание
уделяется исследованию новых функций с целью их использования для решения
сложных теоретических и практических задач.

Тригонометрические функции cos x , sin x  задаются как степенные ряды
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определенные с помощью факториалов (убывающих факториальных степеней).
Заменив в этих рядах убывающие факториальные степени соответствующими
возрастающими факториальными степенями, авторы [1] изучили новые неэлемен-
тарные функции действительной переменной Cos x, Sin x. Аналогично, в [2, 3]
представлено исследование функций действительной переменной Cosc x, Sinc x,
построенных с помощью центральных факториальных степеней. Показано, в ча-
стности, что новые функции являются решениями обыкновенных линейных диф-
ференциальных уравнений второго (функции Cos x, Sin x) и третьего (функции
Cosc x, Sinc x) порядка с полиномиальными коэффициентами.

В [4] рассмотрены неэлементарные функции типа интегралов Френеля, опре-
деленные в виде степенных рядов с использованием возрастающих факториаль-
ных степеней. Автором [5–8] изучаются некоторые другие подобного рода функ-
ции действительного и комплексного переменного.

1. Факториальные степени

Для произвольных чисел x ∈ R и m ∈ N факториальной степенью m с шагом
k ∈ R называют выражение [9]

( ){ } ( )( 2 ) ... ( 1) .m kx x x k x k x m k= + + ⋅ ⋅ + −
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Факториальную степень называют возрастающей, если k > 0, и убывающей,
если k < 0. В случае k = 0 имеем обыкновенную степень, т.е. xm{0} = xm. По умолча-
нию, x0{k} = 1. Возрастающую факториальную степень m с шагом 1 и убывающую
факториальную степень m с шагом (– 1) будем обозначать через mx  и mx  соот-
ветственно, т.е.

{1} ( 1) ... ( 1),m mx x x x x m≡ = + ⋅ ⋅ + −

{ 1} ( 1) ... ( 1).m mx x x x x m−≡ = − ⋅ ⋅ − +

Очевидно, что ! 1n nn n= = .
Основные свойства возрастающих и убывающих факториальных степеней

выражаются с помощью формул
1m mx mx −∆ = ,     1m mx mx −∆ = ,

где ∆ f (x) = f (x + 1) – f (x) – разность функции f (x), а ( ) ( ) ( 1)f x f x f x∆ = − −  –
опаздывающая разность этой функции.

Комбинаторный закон двойственности возрастающих и убывающих фактори-
альных степеней выражается с помощью равенств

(–m)n{–k} = (–1) 
n mn{k},    (–m)n{k} = (–1) 

n mn{–k}.
Для произвольных чисел x ∈ R и m ∈ N центральной факториальной степе-

нью m с шагом k > 0 называют выражение [10]

[ ] 2 ... ,
2 2 2

m k mk mk mkx x x k x k x k⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + − ⋅ ⋅ − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

причем x0[k] = 1. Центральную факториальную степень m с шагом 1 будем обозна-
чать через x[m], например

5[1] [5] 3 1 1 3 ,
2 2 2 2

x x x x x x x⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞≡ = − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

6[1] [6] 2( 2)( 1) ( 1)( 2).x x x x x x x≡ = − − + +

Для центральных факториальных степеней с шагом 1 имеет место формула
δ x[m] = m x[m

 
– 1],

аналогичная соответственным формулам для возрастающих и убывающих факто-
риальных степеней. Здесь δ f (x) = f (x + 1/2) – f (x – 1/2) – центральная разность
функции f (x).

Легко показать, что ( )[ ] 2 1 .mmx x x m= + −

 

Другие свойства и некоторые при-
менение факториальных степеней можно найти, например, в [11] – [14].

Отметим, что возрастающим, убывающим и центральным факториальным сте-
пеням в комбинаторном анализе часто присуща двойственность: если комбина-
торная задача приводит к тождеству с использованием, например, убывающих
факториальных степеней, то обычно существует содержательная комбинаторная
задача, приводящая к двойственному тождеству с участием возрастающих или
центральных факториальных степеней.



Специальные функции 21

2. Неэлементарные функции Cos x, Sin x, Cosc x, Sinc x, определенные
с помощью возрастающих и центральных факториальных степеней

Обозначим через Cos x, Sin x, Cosc x, Sinc x функции действительного пере-
менного, определенные с помощью степенных рядов [1, 2]:

2 4 6
2

2
0

( 1)Cos 1 ...
2 3 4 5 6 7 6 7 8 9 10(2 )

n
n

n
n

x x xx x
n

∞

=

−
= = − + − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ ; (1)

3 5
2 1

2 1
0

( 1)Sin ...
1 3 4 5 5 6 7 8 9(2 1)

n
n

n
n

x x xx x
n

∞
+

+
=

−
= = − + −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅+
∑ ; (2)

2 4 6
2

[2 ]
0

( 1)Cosc 1 ...
2 2 3 4 4 5 4 5 6 6 7 8(2 )

n
n

n
n

x x xx x
n

∞

=

−
= = − + − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ ; (3)

3 5
2 1

[2 1]
0 5 7 7 9 11 13

2 2 2 2 2 2

( 1)Sinc ... .
1(2 1) 3 5

n
n

n
n

x x xx x
n

∞
+

+
=

−
= = − + −

+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∑ (4)

Легко убедиться, что
1

2 2 1

1 1

( 1) (2 1)! ( 1) (2 2)!Cos 1 , Sin
(4 1)! (4 3)!

n n
n n

n n

n nx x x x
n n

−∞ ∞
−

= =

− − − −
= + =

− −∑ ∑ ; (5)

2 2 1

1 1

1 ( 1) ( 1)! ( 1) 4 (2 1)!!Cosc 1 , Sinc .
2 (3 1)! (6 1)!!

n n n
n n

n n

n nx x x x
n n

∞ ∞
+

= =

− − − −
= + =

− +∑ ∑ (6)

В [1 – 3] доказано, что

Cos 1 2 cos sin
4 2 4 2
x x x xx x S C
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где 2
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S p t dt= ∫  – интегралы Френеля [15], а также установ-

лена связь между функциями Cos x, Sin x, Cosc x, Sinc x и обобщенной гипергео-
метрической функцией 1F2(a1; b1, b2; z) с помощью формул
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Напомним, что обобщенная гипергеометрическая функция

sFq(a1,…,as; b1,…,bq; z)
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определятся как сумма обобщенного гипергеометрического ряда [16]
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– возрастающие факториальные

степени с шагом 1.
На рис. 1 – 4 приведены графики функций Cos x, Sin x, Cosc x, Sinc x. На рис. 1,

2 пунктиром проведены параболы (y + 1) 
2 = ± πx и y 

2 = ± πx соответственно, а на

рис. 3, 4 – соответственно параболы 
21 7

2 12
xy π⎛ ⎞+ = ±⎜ ⎟

⎝ ⎠
 и 2 7

12
xy π

= ± .

x

y

x

y

Рис. 1. График функции y = Cos x Рис. 2. График функции y = Sin x

x

y

x

y

Рис. 3. График функции y = Cosc x Рис. 4. График функции y = Sinc x
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3. Неэлементарные функции типа интегралов Френеля,
определенные с помощью возрастающих факториальных степеней

Обозначим через S1(x), C1(x) функции
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Из формул (9), (10), учитывая (5), получаем разложения функций S1(x), C1(x) в
степенные ряды, абсолютно сходящиеся на всей числовой оси:
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Графики функций C1(x), S1(x) приведены на рис. 5, 6.
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Рис. 5. График функции y = C1(x) Рис. 6. График функции y = S1(x)

Теорема 1. [4] Для всех x ∈ R имеют место тождества
2 2

1( ) 4 cos sin ,
4 2 4 2
x x x xC x C S x
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⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

где C(p), S(p) – интегралы Френеля.
На рис. 7 – 12 представлены графики функций комплексного переменного

C1(z), S 1(z), где .z x iy= +
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xy xy

Рис. 7. График функции | C1(z) | Рис. 8. График функции Re (C1(z))

xy xy

Рис. 9. График функции Im (C1(z)) Рис. 10. График функции | S1(z) |

xy xy

Рис. 11. График функции Re (S1(z)) Рис. 12. График функции Im (S1(z))
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Покажем, что функции C1(x) и S1(x) являются решениями линейных неодно-
родных дифференциальных уравнений второго порядка с переменными  коэффи-
циентами.

Теорема 2. Функции C1(x) и S1(x) – решения соответственно таких задач Ко-
ши:

3 44 4 4, (0) 0, (0) 1xy y x y x y y′′ ′ ′− + = − − = = ; (13)

3 24 4 4 , (0) 0, (0) 0.xy y x y x y y′′ ′ ′− + = = = (14)
Доказательство. То, что функции C1(x) и S1(x) удовлетворяют начальные ус-

ловия из (13), (14), следует соответственно из формул (11) и (12). Докажем, что
эти функции являются решениями соответствующих дифференциальных уравне-
ний.

Обозначим

( ) ( )2 2( ) sin( 4) 2 cos( 4) 2x x S x x C xα ≡ + ,

( ) ( )2 2( ) sin( 4) 2 cos( 4) 2x x C x x S xβ ≡ − .

Тогда из формулы (9), учитывая (7), находим производные функции C1(x):

1( ) 1 2 ( )C x x x′ = − β ,     2
1( ) 2 ( ) ( ).C x x x x′′ = − β − α (15)

Теперь дифференциальное уравнение из (13) легко получаем, исключая из (7),
(15) выражения ( )xα  и ( ).xβ

То, что функция S1(x) является частным решением дифференциального урав-
нения из (14), доказывается аналогично, путем исключения выражений α(x), β(x)
из (8) и следующих формул для производных функции S1(x):

1( ) 2 ( )S x x x′ = α ,     2
1( ) ( ) 2 ( ).S x x x x x′′ = − β + α    ■

4. Неэлементарные функции типа интегралов Френеля,
определенные с помощью центральных факториальных степеней

Обозначим через C2(x) и S2(x) функции
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Из (16), (17), учитывая формулы (6), получаем следующие разложения функ-
ций C2(x), S2(x) в степенные ряды:
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абсолютно сходящиеся при каждом действительном x.
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Графики функций C2(x) и S2(x) приведены на рис. 13 и 14.

      

x

y

x

y

Рис. 13. График функции y = C2(x) Рис. 14. График функции y = S2(x)

Следующая теорема устанавливает связь между интегральными функциями
C2(x), S2(x) и обобщенной гипергеометрической функцией 2F3(a1, a2; b1, b2, b3; z).

Теорема 3. Для всех x ∈ R имеют место тождества
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Для функции S1(x), учитывая (19), имеем
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На рис. 15 – 20 представлены графики функций комплексного переменного
C2(z),  S2(z), где .z x iy= +

xy xy

Рис. 15. График функции | C2(z) | Рис. 16. График функции Re (C2(z))

xy xy

Рис. 17. График функции Im (C2(z)) Рис. 18. График функции | S2(z) |
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xy xy

Рис. 19. График функции Re (S2(z)) Рис. 20. График функции Im (S2(z))

Покажем, что функции C2(x), S2(x) являются решениями задач Коши для обык-
новенных линейных дифференциальных уравнений с непрерывными коэффици-
ентами.

Теорема 4. Функции C2(x) и S2(x) – решения соответственно таких задач Ко-
ши:

3 IV 2 527 135 (16 339) 384 384,

(0) 0, (0) 1, (0) 0, (0) 0;

x y x y x y y

y y y y

′′′ ′′ ′− + + − = −

′ ′′ ′′′= = = =
(22)

3 IV 2 5 427 81 (16 177 ) (32 192) 0,

(0) 0, (0) 0, (0) 0, (0) 2.

x y x y x x y x y

y y y y

′′′ ′′ ′− + + + − =

′ ′′ ′′′= = = =
(23)

Доказательство. Из (18) и (19) следует, что функции C2(x) и S2(x) удовлетво-
ряют начальные условия из (22), (23). Покажем, что эти функции являются реше-
ниями соответственных дифференциальных уравнений.

Обобщенная гипергеометрическая функция 2F3(a1, a2; b1, b2, b3; z), через кото-
рую в соответствии с (20) выражается функция C2(x), удовлетворяет обыкновен-
ное линейное дифференциальное уравнение четвертого порядка [16]

( )1 2 3 1 2( 1)( 1)( 1) ( )( ) ( ) 0,b b b z a a w zσ σ + − σ + − σ + − − σ + σ + =

где σ – дифференциальный оператор dz
dz

σ = . Таким образом, функция

2 3
5 4 5 9( ) 1, ; , , ;
4 3 3 4

w z F z⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

из (20) является решением дифференциального уравнения

1 2 5 5( 1) ( ) 0,
3 3 4 4

z w z⎛ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎞σ σ + σ + σ + − σ + σ + =⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎟
⎝ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎠
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а учитывая, что
2

2 2
2

d dz z
dz dz

σ = + ,  
2 3

3 2 3
2 33d d dz z z

dz dz dz
σ = + + ,

2 3 4
4 2 3 4

2 3 47 6d d d dz z z z
dz dz dz dz

σ = + + + ,

после несложных преобразований убеждаемся, что она удовлетворяет дифферен-
циальное уравнение

3 IV 2 233 137 13 55 0.
4 9 4 4

z w z w z z w z w w⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′′ ′′ ′+ + − + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(24)

Произведем в (24) замену независимого переменного по формуле 4 27z x= − .
Тогда

3
27
4z xw w

x
′ ′= − ,      ( )7

729 3
16z x xw xw w

x
′′ ′′ ′= − ,     ( )2

11
19683 9 21
64z x x xw x w xw w

x
′′′ ′′′ ′′ ′= − − + ,

( )IV 3 IV 2
15

531441 18 111 231
256z x x x xw x w x w xw w

x
′′′ ′′ ′= − + −

и, подставляя в (24), получаем, что функция 
4

2 3
5 4 5 9( ) 1, ; , , ;
4 3 3 4 27

xw x F
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – ча-

стное решение линейного однородного уравнения
3 IV 2 5 4 327 405 (16 1554) (1386 160 ) 320 0.x w x w x w x w x w′′′ ′′ ′+ + + + + + =

Наконец, подставляя в последнее уравнение w(x) = 20x –5(1 – C2(x)), после уп-
рощений получаем, что функция y = C2(x) удовлетворяет дифференциальное
уравнение из (22).

Покажем теперь, что функция S2(x) является решением дифференциального
уравнения из (23). Аналогично предыдущему доказывается, что обобщенная ги-
пергеометрическая функция

2 3
3 5 7 7( ) ,1; , , ;
4 6 6 4

u z F z⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

является решением дифференциального уравнения

3 IV 2 227 83 245 11 3 0,
4 9 144 4 4

z u z u z z u z u u⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′′ ′′ ′+ + − + − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

а функция 
4

2 3
3 5 7 7( ) ,1; , , ;
4 6 6 4 27

xu x F
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – решением дифференциального урав-

нения
3 IV 2 5 427 81 (16 177) (32 192) 0.x u x u x u x u′′′ ′′ ′− + + + − =

После замены в последнем уравнении w(x) = 3x–3S2(x) (с учетом (21)), получа-
ем, что функция S2(x) удовлетворяет уравнения из (23). ■
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In this paper, we consider the non-elementary Fresnel-type integral functions

2
1

0

( ) Cos ,
x

C x t dt= ∫  2
1

0

( ) Sin ,
x

S x t dt= ∫  2
2

0

( ) Cosc ,
x

C x t dt= ∫  2
2

0

( ) Sinc .
x

S x t dt= ∫  We prove the

following formulas:
2 2

1( ) 4 cos sin ,
4 2 4 2
x x x xC x C S x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 
2 2

1( ) 4 sin cos ,
4 2 4 2
x x x xS x C S

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

5 4

2 2 3
5 4 5 9( ) 1, ; , , ; ,

20 4 3 3 4 27
x xC x x F

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3 4

2 2 3
3 5 7 7( ) , 1; , , ; ,

3 4 6 6 4 27
x xS x F

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
where ( )C p  and ( )S p  are Fresnel integrals and 2 3 1 2 1 2 3( , ; , , ; )F a a b b b z  is a generalized
hypergeometric function.

We also show that functions 1( )C x , 1( )S x  are solutions of the ordinary linear second-order

differential equations 3 44 4 4xy y x y x′′ ′− + = − −  and 3 24 4 4 ,xy y x y x′′ ′− + =  respectively, and
the functions 2( ),C x  2 ( )S x  are solutions of the ordinary linear fourth-order differential equations

3 IV 2 527 135 (16 339) 384 384x y x y x y y′′′ ′′ ′− + + − =−  and 3 IV 2 527 81 (16 177 )x y x y x x y′′′ ′′− + + +
4(32 192) 0,x y′+ − =  respectively.

Keywords: rising factorial power, central factorial power, Fresnel integrals, generalized hyper-
geometric function, Cauchy problem.
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