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З цієї нерівності випливає, що в кожному кубі F^(r) є хоч одна точка Х (к), в якій 
£

“Ц с ) > ^ ( г щ о  суперечить рівномірній збіжності.

Теорема 3 доведена.
Зауваження. При п = ти,, т2 = т3 = 0 одержимо результати [2].
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In this paper we consider the stabilization o f Poisson’s integral Cauchy problem for 
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ІНТЕГРАЛЬНІ НЕРІВНОСТІ ТИПУ ВОЛЬТЕРРА З БАГАТЬМА НЕЗАЛЕЖНИМИ

ЗМІННИМИ

Для інтегральних рівнянь типу Вольтерра з багатьма незалежними змінними доведено 
нові теореми про оцінки розв 'язків.

Ключові слова: інтегральні нерівності, диференціальні нерівності, оцінка розв ’язку, N-eu- 
шрний аналог.

Теореми про диференціальні, інтегральні та інші класи операторних нерівностей мають 
широке застосування як у якісній, так і в кількісній теорії диференціальних рівнянь. У даній 
стаггі одержано деякі результати, які узагальнюють відомі теореми Гронуола, Біхарі, Вендрофа 
та деякі інші теореми про інтегральні нерівності. Вони близькі до відповідних результатів з [1] 
(див. [І, §20, 21]) і деколи теж є новими і для N = 1. Зазначимо, що подані твердження не
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вичерпують можливостей побудови інших аналогів й узагальнень згаданих теорем про 
інтегральні нерівності, і їх можна розглядати хіба що як ілюстрацію можливостей для побудови 
таких тверджень на основі використаного в [1] і в цій статті підходу.

1. Розглянемо спочатку рівняння:

* ( 0 = / ( r) + a (0 jf£ (£ )x(£ )rf£ (1)
а

з дійсними неперервними при te \a ,b \  функціями / ( ? ) ,  а (г), /?(/), де / = |г ', . . . , /Л | , 

a = {a',...,aN}, b = {bl ,...,bN} (-00< а‘ <Ь‘ < °о), [а,/>] = [а 1,6І]х .. .х [п Л',2>ЛГ] . Нехай для

неперервних функцій u(t) ,  v(/) при t є  [а,6] маємо:

«(>) S / M  + jf(®* (') Д* (# )+ «• ( > Ж  ( £ > М # К  -
а

-  f ta+ (О /3- (# )+ *" ( о ^  (£ ))v(£)<*&
( 2)

v (0  * / ( 0  + к « + (0  ̂  (#) -+« ( 0 / г  -
а

- )(а (t)p- (4)+а- (,)(Г (!;))u(S)d{,
а

де
а + (/) = sup (а ( /) , 0}, аг (/) = а + (/) -  а (/),

F (0  = sup{/?(f),0}, / Г (/) = / Г (/) - /? ( /) , 
а неперервний на [а, А] розв’язок х" (/) рівняння (1) задовольняє нерівності:

Вісник Прикарпатського університету. М атематика. Ф ізика. В ипуск III

м(/) £х*(/) < v(f). (3)
У тому випадку, коли a(t ) ,  /?(/) мають вигляд:

«(О-ГМО- Д('НЗд(4 <4>1-І 1=1
розв’язок рівняння (1) можна знайти в явному вигляді. Позначимо:

а, ».і (/')

g(t)‘ \f(4)P(4(6)
а

h \ t , S )  = EN[ ^ ( L ^ ) - L \ $ j ) ^ a < $ < t < b  (7)

Теорема 1. Якщо справджуються співвідношення (4), то з існування неперервних при 
t є[<а,Z>] функцій u (t), v(/), що задовольняють співвідношення (2), випливають для te \a ,b \  
оцінки

u(t) <; / ( / )  + a ( t )g ( t )  + a( t)  jg(s )a(s) /3(s)h* (/,s)ds v(t) (8)
a

з означеними за формулами (5) -  (7) функціями g (t), h* (ґ, s ) .
Доведення. Рівняння (1) приводить до рівності

w ( 0  =  s ( /) + (9 )
а

ю



Б.В. Василишин, О.М. Голубчак, М.І. Копач, Б.А. Ш увар. Інтегральні нерівності типу В ольтерра ...

за допомогою заміни
і

w(f)= j/?(s)*(s)rfs. (10)
п

Єдиний для te \a ,b \  неперервний розв’язок рівняння (9) очевидним способом можна 
записати у вигляді

/
w(0  = £ ( 0 + J«(s)y?(s)A’ (M)*fc. (11)

а
Оскількиз(І) і (10) випливає рівність х(/) = f ( t )  + a  (/)w (/), то з (11) знаходимо

x ( 0 = / ( 0 +ar( 0 s ( 0 + ®(0 (/,$)<*.
а

Це в зіставленні з (3) підтверджує нерівності (8).
Функція £ ,(/) для п - 1 має вигляд Ex(t) = e ' . При п = 2 будемо мати E2(t) = I0^2ylt^ -

модифіковану функцію Бесселя нульового порядку.
Виокремимо частковий випадок, який одержуємо з теореми 1 при а  (/) 2 0, /3(г) > 0.
Наслідок 1. Якщо a ( t) > 0, /?(і) > 0 і справджується нерівність

" (0  ^ f ( t )  + a( t )  j/3(s)u(s)iis
а

f і л
v ( t ) > f ( t )  + a(t )\ f3(s)v(s)ds  ,

\  a /

то справедлива оцінка
/

M ( r )  * / ( 0  +  a (t) s { t )  +  a ( 0  f g ( * ) a ( s ) / 9 ( j ) A * (t,s)ds
a

( / '
/(f) + a(/)g(/) + a(f) Jg(s)a(i)/?(s)A*(f,s)<fc<v(r)

a
Результат, який містить цей наслідок, є загальнішим за vV-вимірііий аналог леми 

І ронуолла, отриманий В.Вольтерром (див. [2, лема III, §19]). Саму лему В.Вольтерра 
отримаємо з наслідку 1 при a(t)  = 1.

Наступні дві теореми можна вважати за узагальнення наслідку 1.
Теорема 2. Якщо справджуються умови теореми І з  oc(t)> 0 і задана інтегровна при 

Гє[а,й] функція q (t) така, що

Ч( 0  = Х \ч , ( ' ' ) ’ 9j(tJ ) *  0; qJ ( f ')  *  Р, (tJ) (*, є  [ o ' ,b1 ],у =  l , t f ) , (12)
7=1

то при t є [a, Ь\ правдиві оцінки

u(t) й х* (t) < f ( t )  + a( t)  J / ( s  ) /? (* )*  +

+ а (0  jM s)a (sM 5) exP ds, де b(t)= J/(s)?(.s)<*.
a L i  J  a

Доведення. Очевидно, що для j  = 1,7V будемо мати:

l A<’)-l,И  - Ь  Ш( W -  -  Я  Ш d ) 4  ■
a* 0і  s J

Для z> 0 отримуємо:

(13)
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(1 4 )
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* г'
E u (z \— )  ----Г" — 1 + 2 + ------

vV ; ^ ( / ! ) Л (2!)2

. N  . 2  N, * • х+ .. .+ -------  + ...^1 + г + — + ... + —  + ... = е ,
2! iV!—о і / : і І ( ^ ! ) Л

де Z1 -  натуральний степінь числа Z. Завдяки теоремі 1 та співвідношенням (12), (13), (14) 
можна знайти

і
u(t) <Lх  (іt) < f ( t )  + a ( t )g ( t )  + a( t)  J s (s )a (s )/? (s )x

ja{4 ) f i (4 )d{

O'!)
d s < f ( t )  + a ( t )g ( t )  +

і

+ a (,) / s ( s )a (s) /J(s )

j a { 4 ) 0 ( i ) d

I  — /!
cfr =

= /0) + a ( 0  J / + a( t )  J6(s)a(s)?(s)exp fa (4 )q (£ )d£ ds,

що й потрібно було довести.
В умовах цієї теореми можна прийняти, зокрема:

ч, (!)= К  М ( #  ( 0 - «ч>{^ (0.0} J  - Щ  ■

Теорема 3. Якщо справджуються умови теореми 1 з /3(() > 0 і задана інтегрована при 

t є [а ,і] функція p ( t) така, що

р {*) =  П . р № ) >  р А * ' ) * %  P j ( ‘J) * a j ( ' J) (tJ e [ a , , b , ] > j  =  U f ) '
j-і

mo яри f є [о,й] правдиві нерівності

u(t) < x(t) < ;/( /)  + « (/)  j/(s)/?(s)rfv +

+/>(0 j| Jf ( s ) p ( s ) d s  p(r)exp \p(%)p(Z)d4
a \ a  J  _r

Доведення практично не відрізняється від доведення теореми 2.
В умовах теореми 3 можна, зокрема, прийняти

Pj 0) = a j 0) ( a j 0) = supK  0).°}. J = ■N )  ■

Приклад 1. Розглянемо нерівність

u(x,y)< — + — f \-u(s,t)dsdt,
У У іГ -s

dr.

(15)

д' у
де всі величини є дійсними числами. Функції f ( x , y )  = — , а(х,у) = —, Р ( х , у )  = — є

у  у  X

неперервними, причому Р(х,у)^> 0 , а ( х , у ) ^ 0  і справджуються співвідношення (4). При
цьому система нерівностей (2) розпадається на дві нерівності. Нерівність (15) є однією з них. 
Отже, можна застосувати теорему 2 і з нерівності (15) отримати оцінку
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и ( х , у ) й -  + - } J -  -d sd t + -  J j  J — drjd^
у  y ; ; t  * у #

Після спрощень одержимо

І  у I  1 I t s---- exp
s t i , v  €

dsdt.

u(x,y) < ^  x - l ) ( j  -  x) + x2 (exp[(x -  l ) ( j  - 1 ) ]  - 1 ) .

Наведені результати для лінійного випадку можна тлумачити як узагальнення нерівнос­
тей Гронуолла -  Беллмана та нерівностей Вендрофа (напр. [3]).

2. Перейдемо до нелінійних інтегральних нерівностей, які часто асоціюють із відомою не­
рівністю Біхарі.

Розглянемо рівняння
і

x(t) = С+ J/?(s)g(*(s))<fc (С = const), (16)

де P ( t ) -  Д ( / ) -  Д  (0> 3 неперервними невід’ємними при / є  [a, b\ функціями. Уважатимемо, 
що g(x) -  неперервна неспадна строго додатна при функція. Як і раніше,

а = |а ‘,...,длг] , b = [й ',...,£*}, f = Нехай: 1)неперервні функції u(t) ,  v(f) при

t є \а,Ь\ задовольняють нерівності

u(t) £ С + (s)g(u(s))ds  -  j  /?, (.s)g(v(.s))c/s,v(0 * c  + JA (s)g(v(5))rfs -  Ja  (s)£(«(s))<fc; (17)

2) система рівнянь

y{t) = c  + |^ ( s ) g ( y ( s ) ) * -  J/?2(s )g (z (5 ))^ ,
a a

z(t) = C + J /^ ( i)g (z (5 )) t* -  J^2(s)g(y(s))cfc
a a

має єдиний розв’язок (y (/) ,z (f)) , такий, що y(t)  = z{t) і функція x(t) = y( t)  = z(t) -  

неперервна при t є[сг,б]; 3) задана достатньо гладка неспадна функція G(x)  (х є  (Д-,, Я,)) така, 

що для всякої достатньо гладкої функції х(ґ), для якої х(а) = С , або бодай для всякого 
розв’язку x(f) рівняння (16) будемо мати:

д"х*"С (х) ^ 1 (18)
dtl . . .dtN g(x)  d t '...d tN '

Теорема 4. Якщо справджуються умови 1)—3), то з нерівностей (17) випливає оцінка:
t

G(u(t)) <: G(c) + \ p ( s ) d s . (19)

Доведення. Диференціюємо N  раз обидві частини рівності (16). Отримуємо

-/> (')* (* ('))•
Зважаючи на те, що g(x) > 0, і скориставшись із (18), знаходимо

d NG(x)

Інтегруючи N  раз цю нерівність, будемо мати
т г * М -

13



Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика Випуск III

G (x)<G (c)+  \ p ( s ) d s . (20)
а

Зважаючи на те, що справджуються умови теореми 4 й тому u[t) <, jc(/) $ v(/) (/ є  \а, А]) 

та що функція G(jc) -  неспадна, з нерівності (20) одержуємо оцінку (19). Теорему доведено. 
Якщо у (18) маємо протилежну нерівність, тобто:

d NG(x ) ^ 1 d Nx
dt' . . . d t " *  g (x ) ' dt' . . .д Ґ  ’ 

то з нерівностей (17) випливає оцінка:

G (v(f))>G (c) + \p(s )ds  (21)
а

Якщо, зокрема, Д  (/) = 0, то з нерівності

u(t)<,C+ J/9(i)g(M(i))c&
а

при збереженні інших умов теореми 4 випливає оцінка (19). За тих самих припущень при 
Д  (/) = 0 з нерівності

v( / ) > C + j£ ( s ) g ( v(s))<fc

випливає нерівність (21).
Зауваження 1. Припущення про те, що С -  const в умовах теореми 4 можна замінити, 

зберігши як саме формулювання її, так і основні міркування в доведенні, слабкішим 
припущенням

N N

С(0 = Xе/П('° -'*J)» ДЄ СІ = COnSt ■
i=l J - 1

j+i
3. Розглянемо випадок N = 2 дещо докладніше. Нехай рівняння (16) має вигляд

z(x,y) = C + J $/3(t,s)g{z(t,s))dsdt, (22)

де /? (f,s )2 0 при х~£х0, у > у0. Нехай g(z) -  двічі неперервно диференційовна неспадна 
строго додатна функція при z є R1, z > С . Диференціюючи один раз (22) за х та за у , 
матимемо

~ ~  = \p{x,s)g{z{x,s))ds,  ^  = \p{t ,y )g(z( t ,y ) )d t .
Уо У  ло

З додатності /3(х,у), g(z)  випливає — 2:0, — 20,  а з монотонності й
dx д у

диференційовності g(z )  маємо також g[ = —  > 0 . Приймемо
dz

і продиференціюємо цю рівність. З урахуванням рівності (22) будемо мати
&G(z) д  ( ( 
дхду д х  \

dz~\ d 1 d z \
d x , ~ dx U ( 2) дУ)

g\ dz_ dz  | 1 d 2z  < 1 d 2z  
g 2(z) dx  d y  g(z) d xdy  g(z) dxdy

(23)
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для всякого розв’язку z(x ,y)  рівняння (22). Крім того, функція G (z) , означена за (23), не 
спадає при z £ С . Отже, за теоремою 4 можна зробити висновок про справедливість оцінки

JT У

G(u)<G(C)+ j  \p{t,s)dtds.

Цей результат збігається з основним результатом Р.Гутовського [4].
Тоді, коли g(z )  = z , можна прийняти G(z) = ln z , і тоді з теореми 4 випливає нерівність

і і P(t,s)duis

u(x,y)<Cevyo
яка відома як нерівність Вендрофа ([3]).

Подібним способом із теореми 4 можна отримати й інші, як відомі вже, так і нові оцінки 
розв’язків інтегральних нерівностей Вольтерра з багатьма незалежними змінними.

Оцінки (19) й інші оцінки, які отримуються з неї, непокращувані тільки тоді, коли 
співвідношення (18) є рівністю на єдиному неперервному розв’язку х(/) рівняння (16).
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The new theorems about a estimations o f the solutions for integral equations Voltera’s type 
with many independents variables.

Key words: integral inequalities, differential inequalities, estimation o f the solution, N- 
dimensional analog.

УДК 515.12
ББК 22.152.1 С.Ф. Григорів, O.P. Никифорчин

ТОПОЛОГІЧНА ХАРАКТЕРИЗАЦІЯ ПАРИ ((R”)2,R® )-ТА ((R°°)2,R®)-
МНОГОВИДІВ

Отримано топологічну характеризацію пар просторів, глобально або локально 
влаштованих як ((R® )2, R® х {0}).

Ключові слова: нескінченновимірні многовиди, пряма границя, компакт.
Вступ. Характеризації і властивості простору R " , утвореного як пряма границя 

послідовно вкладених степенів R с—> R2 :—> R3 с—> ..., а також просторів, локально 
влаштованих як R00 ( R" -многовидів), добре відомі [1] й широко вживаються, наприклад, для 
класифікації вільних об’єктів над скінченновимірними компактами. Метою даної праці є 
отримання аналогічних характеризацій для пар просторів (X ,, F) (де X  з  Y ), влаштованих як 
пара ((R®)2̂ ®  х{0}) або пара з відкритої підмножини U a  (R®)2 та перетину t/f l(R ” х {0}). 
Такі пари виникають, наприклад, при дослідженні вільних універсальних алгебр із різними 
сигнатурами й визначальними системами співвідношень над скінченновимірними компактами.

Більшість результатів та методи їх отримання аналогічні до описаних у [1, 2].
1. Основні позначення і терміни. Щодо понять топологічного простору, внутрішності й 

"шикання, компактного й гаусдорфового простору, вкладення та гомотопії див. [4]. Замикання 
довільно множини А позначаємо А . Під відображенням розуміємо неперервне відображення, 
якщо не вказано іншого. Стосовно прямих границь топологічних просторів і їх відображень 
див. [2]. Пряму границю послідовності просторів X l c X 2cz... позначаємо lua(Xn./",N), де 
С '■ Х т с—* Х п - вкладення, або, коротше, Цш Х п. Відображення пар просторів і їх гомотопії
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