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М ИМ ОБІЖ НІ П О СЛ ІД О ВН О СТІ ІРРАЦІОНАЛЬНИХ ЧИСЕЛ

Введено поняття мимобіжних послідовностей ірраціональних чисел. Доведені теореми 
про необхідні й достатні умови існування таких послідовностей.
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й достатні умови.

Нехай а  та Д  -  два ірраціональні числа, більші за одиницю. Послідовності (п а ) та 

(п/3) ,  п є  N  назі®аються мимобіжними, якщо між довільними сусідніми натуральними 

числами знаходиться або лише один елемент послідовності (п а ) ,  або лише один елемент 

послідовності (пД ). Іншими словами, послідовності, складені з цілих частин елементів 

послідовностей (п а )  та (п 0 ) ,  не мають спільних елементів, а їх об’єднання збігається з 

множиною натуральних чисел.
Теорема І .  Якщо

— + ~|г = 1,а>1, Р > \
а  (З

то послідовності (п а )  та (п 0 ) мимобіжні.

Доведення. При кожному к >  2 на інтервалі (і, £ ) міститься

членів послідовності (пД).  Серед них немає спільних елементів, бо з рівності(па)  та

к_
а

членів послідовності

т
па  -  тД й умови теореми випливає, що а  = 1 + — . А це суперечить ірраціональності числа а.

п
к к к к

Оскільки — + — = к є  N,  а числа — та — ірраціональні, то сума їх дробових частин 
а  Д а р

1 —1 + 1—1 = 1. Отже,
l « j  [ Р )  Ь * .

к

J .
- к - 1, тобто на кожному інтервалі (і, к)  знаходиться к -  І з

об’єднання послідовностей (п а )  та (пД) . Звідси випливає, що між довільними сусідніми

натуральними числами знаходиться один з елементів лише однієї з цих двох послідовностей. 
.Теорема доведена.

Приклади мимобіжних послідовностей:

1. І пуі2 ) та { п ( і  + уі2^У

2. (и (і + у )) та |̂ 1+ — jj, де у -  довільне додатне ірраціональне число.

3. ( , ( . + i + J P 3 i ) )  ™ ( „ ( , + * - Л ^ Т ) ) ,  де к ~ довільне натуральне число, більше

одиниці.
1 1

Теорема 2. Якщо послідовності (па) та (пД ), а  > 1, Д > 1 мимобіжні, то — + — = 1.
а  Д
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Доведення. Нехай — + — = / >  1. Тоді існує таке ірраціональне число — є ( і ,у ) ,  що
а  Р  q

І 1 ТУ
— + — > —. Оскільки послідовності (п а )  та (п р)  мимобіжні, то вони не мають спільних 
а  Р q

елементів, і на інтервалі (1,2^) міститься 2 q
а

2 Я елементів з їх об’єднання. Але

ІЯ_
а

ї ї
Р

2.1— + —  - 2 -  2 q y - 2 > 2 ( р - \ ) >  2q, 
а  р

то принаймні на одному ч 2 q -\  сусідніх інтервалів знаходиться не менше двох елементів із 
іакого об’єднання, що суперечить умові мимобіжності послідовностей.

Якщо ж — + — = /<1 ,  то для раціонального числа — s(y ,\ )  одержимо, що на інтервалі
а р  q

(1.^) буде

а а
< - + ^  = q y < p ^ q - 1а  Р

елементів з об’єднання заданих послідовностей. А отже, принаймні на одному з q - 1 
сусідніх інтервалів не виявиться жодного такого елемента, що також суперечить умові 
мимобіжності.

І, нарешті, при — + — = 1 на основі теореми 1 послідовності (п а )  та (пВ) справді будуть 
а  Р

мимобіжними. Теорема доведена.

V Я
_а_

+
_Р_

Таким чином, умова

— + -^ = 1 , а > 1 ,  Р>\  
а  Р

і необхідною і достатньою умовою мимобіжності послідовностей (исг) та ( п 0 ) .

Узагальнимо отримані результати на випадок m ( m t 3) послідовностей ірраціональних

чисел (n ax) , ( n a 2) ,. . . ,(n a m) ,n s N .  Такі послідовності також будемо вважати мимобіжними,
якщо між довільними сусідніми натуральними числами знаходиться рівно один елемент лише 
однієї з цих послідовностей.

Теорема 3 .Для того, щ об послідовності (п ах) , ( п а 2) ...... (п ат) ,  n s  N , д е  а х, а 2,.. . ,а т -
ірраціональні числа, більші за  одиницю, були мимобіжними, необхідно, щоб

1 1  1 ,
а , а 2 ol

Доведення. Нехай

—  + —  + ... + —  - у >  1. 
<*1 «2

Тоді існує таке раціональне число — є  ( і ,у ) ,  що
Я

1 1  1 р
-----1- —  + ... + —  > —.
а , а 2 а т q

Якшо вказані послідовності мимобіжні, то жодні дві з них не мають спільних елементів, і на 
інтервалі (1, mq) знаходиться
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mq
+

mq
+ . .+ mq

. « і  J а 2 \ а т— т -

та та ,„ч , .
£  —-  + —-  + ... + - 3- -  т = mqy -  т > т ур  - 1) > mqmq

а , а а,

Я Я Я+ +
а,\ _«2. La -_

елементів з їхнього об’єднання. Але це суперечить умові мимобіжності таких 
послідовностей.

Якщо ж
І 1 І— + — +... + — - у  < 1, 

а, а 2 а т

то для раціонального числа — є  (у , і )  одержимо, що на інтервалі (і,с?) буде
Я

п а  а
<  —  +  —  +  —  = qy< p<.q-\« 2  ат

елементів із вказаного вище об’єднання. А отже, такі послідовності також не можуть бути 
мимобіжними. Теорема доведена.

Міркуючи за аналогією, можна припустити, що і при т > З рівність

1 1  1 і—  + —  + ... + —  = 1
а \ а 2 а !Т.

буде необхідною і достатньою умовою мимобіжності послідовностей 
(па^),(па2) ,.. . ,(п а т), н е  N. де аг, ,а2, -  ірраціональні числа, більші за одиницю. Але, 

насправді, справедливим є наступне твердження.

Теорема 4. При т > 3 не існує мимобіжних послідовностей ірраціональних чисел. 
Доведення. Враховуючи теорему 3, достатньо розглянути лише випадок

—  +  —  +  ... +  —  =  1, ах >\,а2>1,...,ат >1.«, « 2  а ~

Виберемо натуральні числа p x,p 2,...,p m,q  таким чином, щоб виконувалися нерівності

—  < — , к = \,2,...ут, та рівність /?, + р2 +... + рт = q + \. Тоді 
а к q

^ { p l - i ) + { p 2 - ]) + - + { p m- l) = 4 + l - m ^ q - 2

при т ^ З .  А отже, на інтервалі ( і , q)  не більше q - 2 елементів з об’єднання даних 

послідовностей. Тому такі послідовності не можуть бути мимобіжними. Теорема доведена.

Я я я
+ +  . . . +U J L^2 J

The concept o f  not intersected sequences o f  irrationals is entered. The theorems about 
necessary and sufficient conditions o f  existence o f  such sequences are proved.

Key words: sequences o f  irrationals, intersected sequences, necessary and sufficient conditions.
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Ф УН КЦ ІЯ ҐР1НА КРА Й ОВОЇ ЗАДАЧІ Д Л Я  ВЕК ТО РН О ГО  С И Н ГУ Л ЯРН О ГО  
ДИ Ф ЕРЕН Ц ІА ЛЬН ОГО РІВН ЯН Н Я

У оаній статті побудовано матрицю-функцію Тріна крайової задачі для векторного 
диференціального рівняння з узагальненими функціями в коефіцієнтах. За допомогою  
отриманих виразів для спряжених крайових умов доводиться впастивість про співвідношення 
м іж  функціями Ґріна спряжених крайових задач.
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