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БАГАТОТОЧКОВІ ЗАДАЧІ ДЛЯ БЕЗТИПНИХ СИСТЕМ
ДИФ ЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЧАСТИННИМ И 

ПОХІДНИМ И ЗІ ЗМ ІННИМ И КОЕФІЦІЄНТАМ И

Для безтипних систем диференціальних рівнянь зі змінними коефіцієнтами 
досліджено коректність задачі з багатоточковими умовами за виділеною 
змінною та умовами 2п-періодичності за всіма іншими координатами. 
Встановлено умови однозначноїрозв ’язності та доведено метричні теореми про 
оцінки знизу малих знаменників, які виникають при побудові розв ’язків задач.

1. Вступ. Багатоточкові задачі для рівнянь із частинними 
похідними та диференціально-операторних рівнянь вивчались у 
різних аспектах багатьма авторами (див., наприклад, [1-7,18,19]). Для 
систем лінійних та нелінійних рівнянь першого порядку (за змінною І) 
такі задачі вивчались у роботах [8- 12], а задачі з локальними 
багатоточковими умовами для систем лінійних рівнянь високого 
порядку зі сталими коефіцієнтами вивчались у працях [13-15]. У даній 
статті, яка є розвитком робіт [14,15], вперше досліджено коректність 
задач із багатоточковими умовами за виділеною змінною та умовами 
типу умов Діріхле за просторовими координатами для безтипних 
систем диференціальних рівнянь зі змінними за коефіцієнтами. Ці 
задачі є умовно коректними, а їх розв’язність пов’язана з проблемами 
малих знаменників, для вирішення яких використано метричний 
підхід.

Введемо позначення та функціональні простори, які 
використовуватимемо при дослідженні розглядуваних у роботі задач.

І) -  {(і,.х): і є  (0, Т), х  є  С}, де О -  обмежена однозв’язна 
область із

СЧ*“(С) -  клас функцій у(х), що мають в області О неперервні 
похідні до порядку <7 включно, причому похідні .у-го порядку 
задовольняють умову Гельдера з показником /і, 0 <ц  < 1.

А<г" -  клас замкнених областей б  с  -й'' таких, що функції, які 
задають у локальних координатах рівняння їх межових поверхонь, 
належать класу С ^ .

С 'ф ) -  банахів простір функцій и(і,х), неперервних разом зі 
всіма похідними до порядку г включно в області Д

д^ні^х)
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с ф т)ф )  -  банахів простір функцій %(і,х), неперервних за 
змінною і та т разів неперервно диференційовних за змінними

,, „ ^  д#8(і.х)
ІІЙІІсіадю) = 2 . т а х  — —

(і,х )єЙ  О Х  | . . .С Х р

І  -  лінійний самоспряжений еліптичний диференціальний вираз 
з дійснозначними достатньо гладкими коефіцієнтами, заданий 
формулою

де к у(х) > Л0 > 0, і,у = 1, ф )  > 0;
А -  {/.*, к є  -  множина власних значень задачі

1Л\х) = - Щ х ) ,  Х(х)\х  = 0, (2)
які е дійсними і різними; за умов

С є Л 2а+', Іі„(х) є  С ^ -‘+'(С ), і , і= ї , . . . ,р ,  д(х) є  С2а~2<“(С),
о  є  М, 0 < у <  1,

власні функції Ху(х),к& задачі (2) належать простору С’1а(С) і 
утворюють повну ортонормовану систему в просторі І 2 (С); при 
цьому справджуються такі асимптотичні оцінки [16,17]:

Сок2Ір 5 Я* < С\к2!р, 0 < С 0 < С ,, і є М ,  (3)
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(1)

шах

в?(С ) :

д *Х к(х)
< С ,л Г ^ %  С2 = СЧ(М), Н = 0 ,1 ..... 2<т. (4)

, 6, Р>0.<Р є  1-2(0) ■ <р(х) =  X  <РкХк(х), II ір II * =  X  \фк\ ехр(<Ц *) <  оо
1 4-= 1

^-([Ої — простір функцій н(/, х). визначених і
неперервних в області Д  які для кожного фіксованого і є  [0, Т]
належать простору В^((7),

*>*(/) = І  М і,х)Х к(х)сіх.

С 'ф ) ,  С ^ ф ) ,  & і«п , С([0, Г], в і ( 0 )  - відповідні простори 
вектор-функцій.

2. Системи рівнянь другого порядку.
В області О розглянемо задачу

Ли(ґ, х) = (е ~  -  йл)и( і, х) = /(?, х). (5)
= (р\{х)ч и{І2,х )~ (р г{х \ 0 ^ / .  < / 2 ^ Г , (6)
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ии,*)|зс = 0. (7)
де Е -  одинична матриця, В = ||/»ч 1і^і -  невироджена матриця зі 
сталими комплексними елементами,

и(1,х) = со \(и і0 ,х ),іі2(!,х)), Д і,х )  = со1(/і(Л.х),/:(/,*)),
(р/(х) = сої (<Рі\ (д), <рр_іх)), . / = 1, 2.

Припустимо, що /](і,х) є  С([0, Т ] .І 2(С)), <річ{х) є  /,2(СГ),/.</ = 1.2. 
Тоді справедливі розвиненняяо ип

= £ /* ,( '№ (* ), ір)ч{ х ) = ^ ( р кічХк(х \  /, ч= 1 ,2 , (8)
^  1

де
Л ( 0  = І  .№  х)Хк(х)(1х, 7 = 1, 2, (9)

(10)^*,,7( 0  =  І  <рм (х )Х к(х)сЬ , І , ( ] = і : 2 .
о

Розв’язок задачі (5)-(7) шукаємо у вигляді векторного рядуX.
«(М ) = І " * ( № ( - 4  ( 11)

к=] ,
В якому кожна 3 вектор-функцій «*(/)=  сої (»*і(/),К/ц(0): £ Є ' Ч  буде
розв’язком наступної двоточкової задачі для системи звичайних 
диференціальних рівнянь:

Щ лк)ик{і) = + ВХк)и к(т) =/*(/), (12)

ик(і\) = <рн, і<кЦг) = <Ркг, (13)
де

^ =  сої (і'/»*,!,?’*,:). ^  = 1, 2, /<(0 = со1(/* і(0 ,/и (0 )- 
Розв’язок задачі (12), (13) має вигляд

и*(0 =  щ (/)  + і'і(/), ^ є  14  (14)
ДЄ ВеКТОр-фуНКЦІЇ И'*(/) = СОІ(те*і(/),И'е(Г)), У*(/)=СОІ(Уц(<),Уц(0) є 
розв’язками, відповідно, таких задач:

МА*)и'*(ґ) = 0, П’1:(Г|) = <Рк\, М'і(< 2> = <Рк, (15)
ЩккШ І)= М * \  У*(І,) = 0. у*(/2) = 0. (16)

Нехай у і -  + У/1’, у)21 є  И, 7 = 1,2, - власні числа матриці
В, які є відмінними від нуля і зображаються формулами 

У1 = Ьп + Ь-П + — Ь-п)г +46і;£>21 ,
V2 = /?)> + Ьї2~ ТІФ II — Ьгі)2 + 46 І2&21 ■

Припустимо, що уі # 7г. Тоді фундаментальна система розв’язків 
рівняння М(/.*)и’к(і) = 0 визначається формулами

Уі('>:
'  8ІУі)ехр(//і0 й(у2)ехр(/і20 ї  

ехр(/х І о схр( //20 )'

153



Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

Іехр(-//|() і '(у :)ех р (-ц 1{) 
ехр (-/(,/) ехр(- //20

£(ї) -  0 і 622 + А12) / (У — 1̂1 + А21),
-Мі = 1~М/(!■*)• І=  1 ,2 ,-  корені характеристичного рівняння

____ <1ег||Я/у3 +ВЛ*Ц = 0,
МА^к) = і^)-к\у^\ (« « (0/ 2) + /кіп(0//2)), І), = аіу 7 = 1, 2. ( 17)

Для кожного Я *єЛ  компоненти розв’язку задачі (15) зображаються 
формулами

И'и (0 = Е(Сі,£()'у) ехр(му0  + СИ+)£(у,) схр(-//у/)), 
і

^ н ( ')  = ехр(/^ 0  + Сі:+У ехр(-///)),

де коефіцієнти С*т , т=  1 ,2 ,3,4, визначаються зі системи рівнянь

1 .(С ^(У у) ех р (^ Л ) + схр(-/^ /,)) =(»*,!, д = 1, 2,
2

(18)

„  (19)
єхр(/^у/^) + С*2+/схр(—£1,/^)) = 9 = 1, 2.

Г  І

Визначник системи (19) обчислюється за формулою

Л('І*) = (£ О і)-£ (> ,2))2 П (ехр(-/^(Г2 -< і)) - е х р ( / і ; ( ь - І ,) ) ) . ’

Враховуючи формули для )>і, у2, $(у) маємо, що £ (у і)~ 8(}’2) *  0.
_ Теорема 1. Для єдиності розв'язку задачі (5)-(7) у  просторі 

С2(Й) необхідно та достатньо, щоб виконувались умови
(У А * є Л У /є  2 ) у,(/2 - / і ) 2;,*^ я 2/2, у =  1, 2. (20)

Доведення Необхідність. Якщо для деяких А* = А*„ є  Л і / = 
= / о  є 2  не виконується хоча б одна з умов (20), то Д(А*„) = 0 та 
існують нетривіальні розв’язки «■»„(/) однорідної задачі, що відповідає 
задачі (15) при /.* = /*„, які зображаються формулами (18), де С*0„„ 
т =  1,2 ,3 ,4 , -  розв’язок при А* = системи однорідних рівнянь, яка 
відповідає системі (19). Тоді відповідна до (5)-(7) однорідна задача 
має нетривіальні розв’язки вигляду и(і,х) = иі,а(.г)Х *„(*), а розв’язок 
неоднорідної задачі (5)-(7), якщо він існує, не буде єдиним.

Достатність. Припустимо, що існують два різні розв’язки 
и ,(/,*) і и2(г,х) задачі (5)-(7) із простору С'-(З). Тоді вектор-функція 
П(г,х) = -  и: (ґ,.х)) є  С2(б )  є розв’язком однорідної задачі, яка
відповідає задачі (5)-(7) і розвивається в ряд вигляду (11) за системою 
функцій {Л*(.т)}; при цьому векторний ряд для №?(/,*) співпадає із
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рядом, одержаним шляхом формального застосування оператора N до 
ряду для вектор-функції й((,х). Із рівностей Парсеваля для компонент 
вектор-функцій Мй(1, х \ й ( 1\.х).{і((т,х) випливає, шо кожний з 
коефіцієнтів Фур’є йк(1) вектор-функції й(1,х) є розв’язком однорідної 
задачі, яка відповідає задачі (15). Якщо виконуються умови (20), то 
для всіх к є  [41 і'ц(і) = 0. Тоді з рівностей Парсеваля для компонент 
вектор-функції й(і,х) та з їх неперервності випливає, що й(і,х) = 0, 
тобто й іи ,х) = ІЇ2(1,Х).

Наслідок 1. Я к щ о  у]2) * 0, у = 1,2, то для довільних чисел її, її 
задача (5)-(7) не може мати двох різних розв ’язків із Сгф ).

Наслідок 2. При уа) = 0, ]  -  1,2, для єдиності розв 'язку задачі 
(5)-(7) у  просторі С -ф ) достатньо, щоб числа -  М 2/* /я2,
]  = 1, 2, не були натуральними.

Припустимо, що справджуються умови (20). Тоді для кожного 
Я* є  Л система рівнянь (19) має єдиний розв’язок, а отже, існує 
єдиний розв’язок задачі (15); крім того, існує єдина матриця Ґріна 
<5*(Л т) однорідної задачі, яка відповідає задачі (16). Для кожного 
Я* є  Л компоненти м>*і(ї) та и>*з(/) розв’язку задачі (15) мають вигляд

= (£(;'! Н я ^ з ))-1 X 
х(( 8 ІУ і )Ф (М і . Л *гУФ(М ь  , /з) -  8(У2)Ф(М2, <■ Ь )/Ф (М 2,(і,))< Р и  і +  
+£0’і )5(3,2)(Ф(/і і , і, + Ф(р-ї, І, І2)Щ цг, 11, (г))<рт +
+ (£ 0 '!) 'Р (А Ь ^ М /Ф (/'і> /ь <2)+ ^ У 2)'І,(Р2,^/і)/Ф(,и2,*1,Л!))(<>*21 +  
+8(У і )я(У2)СР(/^ і, І,1\)/Ф(р + ЧЧ/іг, ? і. І2))<рт\ (2 1)

» М 0 = (2 (/’і) -Ж '/г ))-1 х 
х((Ф (/і і , /, І 2 ) Щ ц  1, І І , І 2) ~ Ф ( Ц 2, 1, 12)/Ф(Мг, 11, 12))9 і 11 +

+ (8(}'2)Ф()и ) /Ф (м \,и ,іг )  +  % (у \)Ф (Ц г,1, ІгУФ(/*  2, и , І і))<Ркп +
+(Ч/( / л , і, и )/Ф (/и \,Іи Г 2) + хі ‘(М г,(,^ ) Щ / і 2, ї ї , Г2))<рт +  

+ ( г 0’2)Ч/(^ І, І, ( і  )/Ф(А і , І \ • Ь )  + £(3’і )'Ї'(/І2, Л 11 )/Ф (р2, 11 , 12Ї)Ч>к22), (22) 
а розв’язок задачі (16) зображається формулою

ук(і) = } С к(1, г)/*(т)Л, (23)
0

я *(г,т)-2(л*)/Г4(в(у,)-*(■/:)) П Ф ( М , ' : )  0 < к і , ,  

т) -  Я(Я4)/| 4( 8 І.у!) -  й0'2 )) П  Ф( и„ і  і , *2)
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С*(і, г) = , / і< т < < 2, (24)
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5ЄП(Г-Т)
8кО ,г) -

4 < £<}’>) ~ х (7 2»

й(>'і)'+'(/(і . г , / ) -^ у г У ^ І Ц г ,  т , /) 8 (У № У 2 )('І'(/І2. т.і) -  Ч'С/гі, т , /))
Ч*( / / , , т, /) -  4*( /і 2. т, /) 8(у, >^(//2, т, 0 -  8 (у2тА *  і, т, І)

(25)
ДЯ*) -  -

ЖУі)Д(Я*) -£ ( ;•> :№ « ) лг(>’і)Ж'^2)(.ЯА*) -  Щ О )
Щ к) -  £(/*) «(Уі ЖЯ*) - ^ ( 72)Л(Яі)

/ / ( / . і )  =  ЦАуСЛі))!? /=1 =

8ІУ\)Е(/.к) - ф 2 )Р(ї-к) й(7і)^(>’2 )№ * )-£ (л * ))
Е{кк) -  Р(/.к) 8(Уі)Р('-к)-ІЇ,:)>-'('ь)

(26)

(27)

Л(Яі) = Ф(іи2,<і,/2)(Ф (//..г  + / | , /  + 2̂) -Ф (Я і ,г +  Іг, / + <])),
5(а*) = Ф (//1)/ |Л 2)(^’( ^ : , т  + /2,< + / і ) - Ф ( ^ 2:Г + Г і,Л -/2)),
Щ * ) =  Ф ( / /2,*1,<2)(Ф (А і,Т + ?Ь *  + Г2) + Ф О і , Г  +  /2,*+< і) +

+2Ф < //,,/, + Ь ,/  + т)),
Р(Я*) = Ф( 0 1, <1, *:)(ф( ^ 2, т +*2, ґ+Г|) + Ф(/ /2. т + /! ,* + /:)  +

+2Ф(/ІЗ, / 1 + І 2 , 1 +  г)),
Ч'С“ , 4.гі) = ехр(-//(?; -  £)) + схр(,и(п -  4)),
Ф(//, £  7) = ехр(—ц(>/ -  £)) -  ехр( /ф / -  £)).

На підставі формул (11), (14) формальний розв’язок задачі (5)-(7) 
зображається рядом

«з
и(1,х) = Е ( іі 'і (0  + ^(оіА'Ддс), (28)

де м*4(/) і ук(г), к є \ ,  визначаються, відповідно, формулами (21)- (23).
Ряд (28), взагалі, розбіжний, оскільки величини Ф (//„ (},І2), / = 

= 1, 2, які містяться в знаменниках виразів для функцій
™к(0-ук(і)> М, будучи відмінними від нуля, можуть ставати як
завгодно малими за модулем для нескінченного числа Я* є  А. Тому 
питання про існування розв’язку розглядуваної задачі пов’язане з 
проблемою малих знаменників.

Введемо позначення:

« /=  У Й Ч '( іг -и ) Іп ,  Р,=  У М (/2- * і ) 8іп(0,/2), 7 = 1, 2, /? = іпах(/?,,/?2)- 
Якщо У, * 0 ,у  = 1,2, то для всіх Я» є Л справджуються нерівності

|Ф (Л-,Л ,/2) | ^ 2Д (/2- / і ) , Д 7 ехр(-)?ДГ), 7 = 1, 2. (29)
За умови, що у і є  К, /= 1 ,2 ,  на основі нерівності зіп х > 2х /я ,яка  ви
конується для всіх х  є  (0, я/2), одержуємо, що для довільного /1*єЛ  
справджуються оцінки
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|Ф(а.,-.<і,<2)і = г і ^ ^ і у р ї  (/2-< і)  Д Г ) | = 

= г| „ а т  ( і 2 - і і ) Д к / л ~  л і(«) л) і >

УА* ш(А-)
*1'Р а ,*1* ’

Iа/VІ Г -/»(*■)!< 1/2.

7 = 1 , 2 ,

випливає, що для майже всіх (стосовно міри Лебега в 
а„] = 1,2, нерівності

Д 7
т я г

т(к)
аік и>’

\
■ {р+шуі ' 
Ак

всіх (крім

7 = 1 , 2 ,  0 < « <  1, 

скінченного числа)

(30)

юк (3) 
чисел

(31) 

парвиконуються для 
(А*;/л), А* є  А ,т  є  2

Теорема 2. Нехай у?* *  0, д = 1,2. Якщо ^  є С( [0, Т], 5„1Л(С)), 
<Рі є  Вл' (С ),/ = 1, 2, (5 > 3/?, т о  для довільних чисел ія є  [0,Г ], ^ = 1, 2, 
/снує розв'язок задачі (5)-(7) із простору С2(П), який неперервно 
залежить від вектор-функцій <рі (-ї), т а  ) \і,х ) .

Доведення. Із (26) і (27) випливає, що для довільного А* є  А 
справджуються нерівності

|2,;(А*)| 5 с і ехр(2/?Ул*),
|й/Д/Ц)| ^  с2 ехр(2/(ДГ),

і ,7 = 1, 2, с ь с2 > 0. (32)

На підставі формул (4), (21)-(29), (32) та елементарної нерівності
^Л(,и)схр(&5), А{р)>  0, (33)

яка при 0 < (5 < +<» справедлива для довільних ц  > 0 і ()> 0, отримуємо 
оцінку

2

= ^  ІІи/ІІС2(б) -

< X  X  < ехр(3/?ДГ) + X  г4/*А£'4ехр(3/?*/А*) <
і=1 /=| <-І

< £  £  С5І%*Іехр(<5у'А*) + х  С й / * ехр((5%/Я*) <

- с’7̂  ^  І!ру'11вл|л(0) + І1/ І 1(5[0,л.яі', (0))^’

де
/*  = т и х  |/* (0 |, к є  І

с,, / = 3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,-  додатні сталі, що не залежать від А*. З останньої 
нерівності випливає твердження теореми.

Теорема 3. Нехай у ?  = 0, у 2 і *  0 (або / і4 * 0, у(»2) = 0). Якщо 
<р, єВ .І-(С ), 7 =  1 ,2 ,/е С ( [0 .7 ’] .5 аІ;-(О)),<51 > 3 &  (або % е В ^ [ С ),у =
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= 1.2, /  є  С( [0, Т], В ^ (С )) ,  д2 >3/?,)), то для майже всіх (стосовно 
міри Лебега в ЇЙ) чисел а і і довільного фіксованого у і (або для майже 
всіх(стосовно міри Лебега в й) чисел «2 і довільного фіксованого у\) 
існує ро зв’язок задачі (5)-(7) із простору Сг(Е>), який неперервно 
залежить від вектор-функцій <р\(х), ср2(х), /(г,х).

Доведення. При у\2) = 0, у \ '  Ф 0 для всіх Я* є Л виконуються 
нерівності

|2,у(л*)|<Л| ехр(2Р гЛ 'к ) ,

© Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

\ЬіМк)\< А2охр(2/?2-Д  ),
-  1,2,  Ь \,к з > 0. (34)

На основі нерівностей (30), (31) отримуємо, що для майже всіх 
(стосовно міри Лебега в ІЙ) чисел а і і для всіх (крім скінченного 
числа) л* є  Л справедлива оцінка

|Ф ( Я ь 'ь '2)| > кі Л?р+гу-, 0 < е < 1, Лз > 0. (35)
На підставі формул (21)-(28) та нерівностей (4), (33), (34), (35), 
одержуємо, що для майже всіх чисел а , справджується нерівність 

е : N
ІІмІІС-(б) — ^«| ^  о,

з якої випливає твердження теореми при у\ 1 = 0, / ,21 * 0. У випадку, 
коли у'{> *  0, у2 = 0, доведення теореми проводиться аналогічно.

Теорема 4. Нехай у, є  !№,_/= 1,2. Якщо функції <р.(х), ]  = 1,2, і 
/( і .х )  задовольняють умови

<р, є  С ^ Ц б ) ,  І т<р,{х)\гс = 0, 7 = 1. 2, «  = 0, 1, . .„2р, (36)
/  є  і" '/{ і,х)\ж = 0, / = 1, 2, т = 0, 1,..., 2р, (37)

то для майже всіх (стосовно міри Лебега в їй) чисел а,, і  = 1 ,2 , існує 
розв ’язок задачі (5)-(7) із простору С2(/5), який неперервно залежить 
від вектор-функцій (р\{х), <рг(х), /(Лх).

Доведення. Якщо функції (рі(х),]=  1,2, і Д і,х )  задовольняють 
умови теореми, то на підставі формул (9), (10) одержуємо нерівності 

\(р>дЧ\ йМ іЛ к1рІ*' ^ ,^ =  1, 2. (38)
^  МгХк ** ||/і!іо°4*'*2’(Д)> у - 1, 2. (39)

Із формул (21)-(28) на основі оцінок (3), (4), (30), (31), (38), (39) 
отримуємо, що для майже всіх чисел п,,7 = 1, 2, справедлива 
нерівність

[:і/‘і | ^ . чйі + І і і л і і ^ , ((й1 І *  и1-£)*\  1 у 4-=]
N 1̂ , 0, ^  Л/,

де А/з -  додатна стала, що не залежать від /-1 Зі збіжності ряду в пра- 
вій частині отриманої нерівності випливає твердження теореми.
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3. Системи рівнянь високого порядку.
У цьому пункті результати п. 2 поширено на системи рівнянь 

довільного скінченного порядку.
3.1. Випадок простих коренів характеристичного рівняння.
В області В  розглянемо задачу

^  Ьч'и(.1,х) = 0, <5г =  (9о ,д і) є  2+,

Л ги{(і л")
Міи {1,х) -  X  В ,---- = <Р,(х),у=1, ....я, 0 * / і  < . . .< / „  * Г , (41)

і ’"и('>*)1«; = 0, т = 0 ,1..... [п/2] -  1, (42)
де

и(*,л) = со ї( и і ( і , х ) , . . . , х)),
<о,Ог) = соЦ ^/і(х),...,9>,«(х)), у =

Л,, = Ц Ц *^х,Вг = \\Ь" Ц -  квадратні матриці зі сталими
комплексними елементами, <ЗеіЛ(/,,о) *  0. Припустимо, що

С е А № \ч  '♦‘'(б -), <,у= 1,...,р , ^ ) є С » - ^ ( С ) .
Нехай <рАх )  є  І 2(С), > =  1 ,.... я. Тоді

9,іх) = X  Ч>к,Ху{х), <рк}= сої (<рщ..... ?*,„), у = 1,... ,п,

ДЄ
<РЧу = І  9,я(х)Хі,(х)іІх, у = 1, ... п, д = 1,..., лі. 

а
Розв’язок задачі (40)-(42) шукаємо у вигляді векторного ряду 

(11). Тоді кожна з вектор-функцій м*(0 = сої(м*і (0. ■ ••>м*и(*))> 
визначається відповідно як розв’язок такої багатоточкової задачі для 
системи звичайних диференціальних рівнянь:

X  л ,(-я* )* ‘и Г (0 = о, (43)
«СІ*

П-]

М,і/*(<) = х  = <?*;, У = 1, я- (44)
і-=0 4 7

Нехай для всіх /.* є  Л корені = и;(Л*),У = 1 ,...,тп , 
характеристичного рівняння

СІЄіР(,«Ді) = <1еї

П.Б. Василишин, Б.Й. Пташник, Л.П. Силюга. Багатоточкові задачі для безтипних систем

(45)X  А ч( -к ку  •/*
їо+2чі«»

є простими і не рівними нулеві. Тоді для кожного ц, гап§Р(д„/і*) = 
= и і -  1,у =  1,...,шп, тобто хоча б один із мінорів (л і-  1) -го порядку 
визначника матриці Р(/і„Л*) відмінний від нуля (вважатимемо, що це 
мінор одного із елементів рядка з номером / = /(у )). Фундаментальна 
система розв’язків системи диференціальних рівнянь (43) має вигляд

У Ід =  ехр(//,4  У = І..т и , (46)
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де /г;(;г,)= сої (Ал (//,), а й/Д//,),/-= мінори
елементів рядка з номером / = /(у) визначника матриці Р(/^,А<);ці 
мінори обчислюються за формулами

Ііігіи,) — £  /■ — І,..,/я , / = М7Ч

і #д/2](т—1)

р ч -  = X  с1с11а^№.'ч(/0І,1̂ І,о,/.^ -  '■= (48)
І  о.(/0--«../=0.1 

/1=1.
/Нг

де я = 1, т , — елементи /?-го стовпця матриці .4,,, ц =
= (сто0?),<7і(/0).

Для кожного Я* є  А розв’язок и*(0 задачі (43), (44) зображається 
формулою

/ил

“*(/) =  £  Сь,кі(/і„) ехр(^„0 , (49)
•Н

де скалярні коефіцієнти С*0 визначаються зі системи рівнянь
пш п~ 1

X  ' £ В г/і'<ІИі(/хІІ)ех.р(МчГ,)Сіиі =  <рід, у = 1 ................................. и, (50)

©  Вісник Прикарпатського університету. Математика. Фізика. 2001. Випуск 2.

визначник якої має вигляд
м-1 т

Д(Я*) = сієї X  £  Ь * /* іМ /і,)е х р ( /і , / ,)
г-0 І (51)

у =  1 , л, 9  =  1, . ..,т п ,с і =  1 
Теорема 5. Для єдиності р о зв ’язку задачі (40)-(42) у  просторі 

С "ф ) необхідно та достатньо, щоб виконувалась умова
(УЯ* є  Л) Д(Я*) * 0. (52)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 1. 
З ’ясуємо умови розв’язності задачі (40)-(42). Нехай має місце 

єдиність розв’язку розглядуваної задачі. Тоді для кожного Я* є  Л
коефіцієнти С'ь,. у -  І. тп, однозначно визначаються зі системи
рівнянь (50), а розв’язок задачі (40)-(42) формально зображається у 
вигляді ряду

ти н п\
и(І-х) = £  £  £  £  /іД.Ув)«5мД^(Я{)(Д(;./['))-1 е х р ^ / ^ О ) ,к-1 іГІ г. 1 ^ і (53)

де Д'аДЯі ) -  алгебричне доповнення у визначнику (51) елемента
н-1 т
£  £  ь?МчЬіЛ/*ч)с*-р(мч0 ■
Г^Ч)

Зауважимо, що зі структури рівняння (45) випливають такі 
оцінки:

|//ДЯ*)| < с Д Г .  у = С>  0. (54)
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Теорема 6 .  Нехай справджується умова (52) і нехай існують 
сталі с>  0 і О > 0 такі, що для всіх (крім скінченного числа) Я* є  Л 
виконується нерівність

|л а * ) |> ; . г е х р ( - е Д Г г )  (55)
Якщо у, є  В„'2((7), у = 1,...,/?, 8 > ^  + тпС)Т, де С -  стала з оцінок 
(54), то існує ро зв’язок задачі (40)-(42) з простору С "ф ), який 
неперервно залежить від функцій <р,(х), ^  = 1, п.

Доведення. Враховуючи, що
\ічЛц„)\< м І(7 ІГ )1,І/21(,"-1), »■= 1. .т. М, > 0,

отримуємо наступні нерівності
|А^(А,)| 5 М 2(Л Г)1 '1'-|1'"-,)<т"-1)ехр((/?т- 1)С Д ГГ),

7 = 1,...,я, «/ = 1, . .. ,т , </= 1, ,тп. Мі > 0 .
На підставі цих оцінок, формули (53) та нерівностей (4), (54), (55) 
одержуємо, що

ІНІо</5> ^ Л/з І! І! І) кМ (у А*Г ехр((£ + жлСу;.* г ), , - , ,> і  (зо ;
де = [л/2](го -  \)т п  + п + рі2  + ц, А/з = А /з(Л /|,М з,С , /п,/і) > 0. 
Скориставшись нерівністю (33) при 6 = д -  (() + т пО Т , із (56) 
знайдемо, що

п
ІМІс’-(б) і  М4 X  ||ір,1Ія!’-> М* ~ М і(М \,ю) > 0,

звідки випливає твердження теореми.
3.2.Випадок кратних коренів характеристичного рівняння.
Результати п. 3.1 узагальнено на випадок, коли відповідне 

характеристичне рівняння має кратні корені. Покажемо це на прикладі 
такої задачі:

-  В І)  и(і,х) = 0, (г,х) є О, (57)

и(іі ,х) = <р}(х), /; =  ( у -  1)/о, 7 = /о = Т/5, х е  6 ,  (58)
Ь”и(і,х)|* ;= 0 , т  = 0,1,2, /є [ 0 ,Г ] ,  (59)

де диференціальний вираз І ,  матриця В та її власні числа ^ = 1,2,- 
ті ж самі, що і в задачі (5)-(7), и(Г,.х) = соІ(и і(/,^), и2(і,х)), ір^х) = 
= со1(<р,і(.г),^(.г)), 7 = 1......6.

Припустимо, що <Рм(х) е Ь 2(0), 7 = 1.2. Тоді
справедливі розвинення

<Річ(х) =  X  <РкіЯХ к(х), іріф, =  ]  ір„,(х)Хк(х)с1х, 7 =  1 , . . . ,  6 , < 7 = 1 , 2 .
*=і а

Розв’язок розглядуваної тут задачі шукаємо у вигляді ряду (11), 
в якому кожна з вектор-функцій и*(/) = сої (и*і (0> ию(0)> А є N. 
визначається як розв’язок задачі

П.Б. Василишин, Б.Й. Пташник, Л.П. Силюга. Багатоточкові задачі для безтипних систем .
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(62)

+ = (60) 
ик(Іі) = (ркі, І, = ( / -  1)ґ0, }=  1.....6, г0 = 7’/5. (61)

Характеристичне рівняння
а е і! Р / і2+5;.*)3|і = о, 

яке відповідає рівнянню (60), для кожного А* є  Л має чотири різні 
корені ± /і-,;  = 1,2, де /1, визначаються формулами (17); кратність 
кожного з цих коренів дорівнює 3.

Для кожного А* є  А компоненти розв’язку ик(І) задачі (60), (61) 
зображаються формулами

2 .3

ик\(1) = £  2 Ж ’„,.,,(£)£(>>„,) схр(/г„/) +■ С1+„,ч(к)£(ут) £хр(-и,„г))іч~',
т - \

2 З

Чп({) = £  'ї.(С„ид(к)скр(р„,і) + С2+т̂ (к)ехр (-ит{))і9-\
І ./-!

де
, ч (^22 "Уш)3 + Ь ц Ь гі 

£>\Ут}— і. 11. , и з., м  т — 1*2,
І2\" 11 “Г ^22 -  ^/т І

а коефіцієнти С/^, у'= 1 ,2 ,3 ,4 , <7 =  1 ,2 ,3 , визначаються зі системи 
рівнянь
2 з

Е  Е(С„,.,дл)г(>'т )ехр(/іж/у) + с 2+„ 4(А)й(у„,)ехр(-/і,„<;))г'"1 =<»*,і
/Я-1 <7-1

2 .і (63)
Е  Е(С„„/(А)ехр(/ит ^) + С2+т.,(Л-)ехр(-/іи^ ))^4 = ірі.,-2.
т- 1 -̂-1
визначник якої обчислюється за формулою

2

Д(а*) = 1 6(І2(й(У2) ))6 П (е х р (- /ія /о) -  схр(и,„/0))9.1
Теорема 7. Дяя єдиності р о зв ’язку задачі (57)-(59) у  просторі 

С6(І5) необхідно та достатньо, щоб виконувались умови
(Ул*єЛ У / є 2 )  у Д к кФ пг1г, у = 1 ,2 .  (64)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 1. 
Наслідок 3. Якщо у'-^ ф 0, ]  = 1.2, т о  для довільного 

фіксованого Т задача (57)-(59) не може мати двох різних розв ’язків із
С6ф).

Наслідок 4. Якщо у, є  К,у = 1,2, /по для єдиності розв’язку 
задачі (57)-(59) у  просторі С,ь(б) достатньо, щоб числа ~
= 1, 2, не були натуральними.

Припустимо, що справджуються умови (64). Тоді для кожного 
Л* є  Л система рівнянь (63) має єдиний розв’язок, а компоненти 
розв’язку задачі (60), (61) зображаються формулами
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ик\(її = (£('/2) - М'/і)) Е  X  ~ р г — :— ~ ----------  — Г7 7 ~ х
т  І >Г І Ііі (ЄХр(-/< „ М  ехр< II,„!<>)) « 

х ( / у /*„. <рн\......<рт) ехрС/ія/) Рч{ -и т,(рк л , ..<рш)ех&-/Лті))- (65)

ик-і(1)= І £< / і)  - &'/:)) 1 X  X  “Г Г ----- ------- ^-------  ------  
■■ ц  • /?, (ехр(-а,„<о) -  ехр( и т і,о)<~і

<(І\,( ц ,, 0 *12, ..., 0>ш)ехр<й м/) -  < р т .<Р«’) сх іА-/ит Г)), (66)
де

Р\(/і,(ркш ......«р*.,») =  ехр (-3 « Л ))(ех р (-З и /0) ~ 10ехр(2///о) 5)р*т«-
-Ш р кіт  + (е х п (-///о) -ехр(/^/<  ))(30^*і,„ +  1 5((?і5,„) -  10(ехр(-2///о) +

+ ехр(2шо) ь 4)^*4», -(хрін,,;
Р г іи - <Рк\т,-,<Ри>т) =  -  ехр(-3,и/, )(ехр(-///о) +  2 ехр( /іІп))<рм„, + 

+2(ехр(-2,«Го) -  4 -  12 ехр(2^/о))«’«»  +  І8 (2 ех р (/^с ) + 3 ехр( - / / / , ) -  
- 2  ехр(,Шр)<Зехр( -2 ///0) + 2ехр(2/гг0) + 10)рмя + ( 8 е х р ( - ^ />) +

+7 ехр(/;/и))^*5»і -3© и,„;
Р і((і.Ф к \т , ...,<ртт) =  1/2ехр(-//<о)^*і<» -  2 ехр(~///о)(2 ехрС и /о ) + 

і-З екр(и!г)))(/>к2т  + 1 /2ехр(--и/п)(ехр(-2(иГг.) +  3 ехр(2^/о) + 6)^»«и -  
-1/2(ехр(2уЦ/«) +  3 ехр(- 2/(Лі) + б)рм « +  1/2(3 ехр(-,и/о) + 

+2ехр(/Ло))<;0<5»: -  М2<рььт-
П о зн а ч и м о :

«І =  у І5,” ''ио/я, Д- = УЩ  8Іп(0//2), . /=  1,2, / і= т а х ( /? і , /? ;) .

Якщо } ■'' + 0 ,  у =  1 ,2 , т о  д л я  всіх  /і- є  А і д о в іл ь н о го

ф ік с о в а н о го  ч и с л а  /0 с п р а в д ж у ю т ь с я  н ер івн о ст і__

і е х р ( - / і ; / 0) -  ехр (/і/Г 0)і >  2/)’,/<і ' / *  схрс— /о),  7 =  К 2. (6 7 )

П р и  У/^1 =  0, /  =  1 .2 , д л я  д о в іл ь н о го  Я; є  Л сп р а в е д л и в і о ц ін ки

|сХ р (-/< ,/о )-  •СХр(«/<о)І =  2 і 51П^у' :/ , " |  /руЯ* л  =

• 2 | м п ( ( 1 ((-/'іі /я -т (А 0 )л ) і > 

Ш(А') |
г 4, а '  —  — | 7 = 1, 2. (68)

де т(к) є  2  таке, що -/и(А')|< 1/2. Із нерівностей (68) та (31)
випливає, що для майже всіх (стосовно міри Лебега в к )  чисел

і = 1,2, оцінки
1 е х р ( - / і  ,/о) -  ехр(/</Го)| > С і ' .  у =  1 ,2 . С і >  0 , 0  <  е <  1, (69)

с п р а в д ж у ю т ь с я  д л я  всіх  (к р ім  с к ін ч е н н о г о  ч и сл а ) /.* є  Л .
Т еорема 8. Нехай ;4~’ *  0, і/ = 1,2, / нехай <р, є  В -(О). 7 = 1 ,

6, <)> І1/>Т. 7о<Зг для довільного фіксованого числа Т існує р о зв ’язок
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задачі (57)-(59) із простору ( (7))- який неперервно залеж ить від 
вектор-функцій <р,(*),] = 1__ 6.

Доведення. Якщо у'ч * 0 ,  </= 1,2, то з формул (11), (65), (66) і 
нерівностей (4), (33), (67) отримуємо оцінку

2 г,

" •, " И  =!«/!!счв\ ^  X  X  Сі\(рі к ехр( 1 Іртх /.• ) <' .М у-1
и

< г  в , С, ,С,  > 0,

з якої випливає твердження теореми.
Теорема 9. Нехай . ' = 0. *  0 (або у'?  * 0 , у  - О)  і нехай

?! е  й 'л б ’Х /== І.. ..6,Г), > 1 1//27(або <Р,  ̂ Я ;:2(С ).у=  > 11/?і7).
Тоді для майж е всіх (стосовно міри Лебега в і) чисел а , і довільного 
фіксованого (або гЗля майж е всіх(стосовно міри Лебега в ЇЇ) чисел 
її2 і довільного фіксованого у ,) існує р о зв ’язок задачі (57)-(59), який 
належить простору С ‘(ІУ) і неперервно залеж ить від вектор-функцій 
<р,(х), / =  1......6.

Доведення. Якщо /,• ' =  0, ^ 0, то з формул (11), (65), (66) та
нерівностей (4), (33), (67), (69) отримуємо, що для майже всіх чисел 
« ( справджується така оцінка:

~ х 6
■Міг-'їЛ. " 53 :і«/Ііс=-.'/5> І  2 ! X  схр(1 і/У27 V /ч І <І -! ь -1 7' І

6
-  < 5 £  V» І,,! ( '».<:<> 0.

/-1

З останньої нерівності випливає твердження теореми при
У і = 0.;,; *  0. Якщо ж >’| *  0, у і ] -  0. то доведення теореми
проводиться аналогічно.

Теорема 10, Нехай у, є  К ./=  1,2. Якщо ф ункції <?,(*),у = ! , . . . ,6 
задовольняють умови

<р, є  € 2а(С), і тірі(х)| с, - 0, у = 1, ..., 6, пі = 0, 1, .... гт — 1, (70)
де а  -  [ 13 (р  + 2 і/ 4] + 1, то для майж е всіх (стосовно міри Лебега в Щ 
чисел а. . / = 1 , 2 ,  існує розв 'язок  задачі (57) - (59) із простору С :,Ф ), 
який неперервно залеж ить від вектор-функцій г  1, .6.

Доведення. За умов (70) справджуються нерівності
-  Сб/* іИРйііс / =  І , . ..,6. д =  1,2, С„ > 0. (71)

На підставі формул (11), (65), (66) та оцінок (3), (4), (69), (71) 
одержуємо, що для майже всіх чисел </,, ] - 1,2. виконується 
нерівність

•у

Ш а т  ь  < ’• Е  <!>.■ . ■ . Е  А 1 • ’ г . С7 > 0, 0 < с < ! -  {<т}.
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Зі збіжності ряду у правій частині цієї нерівності випливає 
твердження теореми.

Рог іке Іуреіезз хухіетх о/(ИДегепішІ ециаііопв тік соеДісіспіх те іі^езіщаіе 
іке соггесШе$$ о/Іке ргоЬІет тік тиШроіпІ сопйіііопз оп скоіеп Vа̂ іаЬ̂ е аті тік 
сопсІШогм о /  2к-регіо<1ісііу оп аіі оікег соогіїіпаїея. Тке сопсііііопз о /  ипіуаіепі 
зоІуаЬШіу аге еяіаЬІикей апсі іке теїгіс ікеогет аге ргоуесі /о г  іоу/єг Ьоип(Ь о/ 
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