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КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ

Вступ

Посiбник присвячено розгляду як алгебраїчного, так i функцiональ-

ного аспектiв теорiї полiномiв. Так, тут описано структуру кiльця 
полiномiв над полем та деякi його властивостi (цiлiснiсть, дiлення з 
остачею, iснування коренiв полiнома тощо). З другого боку, деталь-

но розглянуто властивостi похiдної полiнома та знаходження меж 
дiйсних коренiв полiнома з дiйсними коефiцiєнтами. Крiм того, в по-

сiбнику висвiтлено деякi питання теорiї полiномiв вiд багатьох змiн-

них та об’єкти, якi з ними пов’язанi (дискримiнант та результант). 
Посiбник завершується поверхневим розглядом полiномiв розбиттiв, 
що часто виникають у багатьох роздiлах математики.

Посiбник розроблено для студентiв класичних унiверситетiв, якi 
навчаються за спеціальностями Математика, Статистика, При-
кладна математика. Буде також корисним для студентiв технiчних 
та економiчних напрямiв при вивченнi алгебраїчної частини вищої 
математики.
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6 КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ

1 Кiльце полiномiв вiд однiєї змiнної

Поняття про полiноми (полiс - багато, номе - член (гр.)) та їх застосу-

вання зустрiчаються на раннiх етапах розвитку алгебраїчної науки.

Початковий погляд на полiном вiд однiєї змiнної, як на функцiю

вигляду f .x/ D a0x
n C a1x

n�1 C ::: C an�1x C an, задану на мно-

жинi дiйсних чисел, де коефiцiєнти ak .k D 0; 1; : : : ; n/ - довiльно

вибранi дiйснi числа (функцiональне тлумачення полiнома), є де-

що вузьким, оскiльки насправдi коефiцiєнтами полiнома можуть бу-

ти елементи довiльного кiльця, зокрема, i нечислового (наприклад,

кiльця квадратних матриць, класiв лишкiв за певним модулем тощо).

У зв’язку з цим, загальна теорiя полiномiв ґрунтується на основi їх

алгебраїчного тлумачення, яке зараз i буде розглянуте.

1.1 Побудова кiльця полiномiв

Нехай R - довiльне комутативне кiльце з одиницею.

Утворимо множину R, елементами якої є нескiнченнi впорядко-

ванi послiдовностi f D .f0; f1; f2; :::/, де fi 2 R, в яких всi чле-

ни, починаючи з деякого, дорiвнюють нулю, i визначимо на нiй опе-

рацiї додавання i множення. Позначивши двi довiльнi послiдовно-

стi iз множини R через f D .f0; f1; f2; :::/, де fi 2 R, та g D
.g0; g1; g2; :::/, де gi 2 R, вважатимемо, що

fCg D .f0; f1; f2; :::/C.g0; g1; g2; :::/ D .f0Cg0; f1Cg1; f2Cg2; :::/;

.1:1/

f � g D .f0; f1; f2; :::/ � .g0; g1; g2; :::/ D u D .u0; u1; u2; :::/, де

uk D
X

iCj Dk

figj ; k D 0; 1; 2; : : : .1:2/
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Iз означення операцiй додавання i множення елементiв з R, тобто

деяких послiдовностей, випливає, що результати цих операцiй теж є

послiдовностями зi скiнченною кiлькiстю вiдмiнних вiд нуля елемен-

тiв зR, i, значить, формулами (1.1) i (1.2) на множинiR визначаються

бiнарнi операцiї додавання i множення.

Покажемо тепер, що множина R iз заданими на нiй операцiями

додавання i множення утворює комутативне кiльце з одиницею.

Операцiя додавання елементiв множини R є асоцiативною i ко-

мутативною, оскiльки зводиться до додавання вiдповiдних елемен-

тiв кiльця R. Очевидним є iснування в R нульового (нейтрального)

елемента .0; 0; 0; : : : / та протилежного (оберненого) до довiльного

елемента f D .f0; f1; f2; : : : / елемента �f D .�f0;�f1;�f2; : : : /.

Це дає пiдстави стверджувати, що R є абелевою адитивною групою.

Для доведення асоцiативностi операцiї множення виберемо три

довiльнi елементи множини R W f D .f0; f1; f2; : : : /, де fi 2 R,

g D .g0; g1; g2; : : : /, де gj 2 R, h D .h0; h1; h2; : : : /, де hk 2 R. Не-

хай f � g D u D .u0; u1; u2; : : : /, де uk D
P

iCj Dl

figj ; l D 0; 1; 2; : : :

Тодi .f � g/h D uh D q D .q0; q1; q2; : : : /, де qs D
P

lCkDs

ulhk D
P

lCkDs

.
P

iCj Dl

figj /hk D
P

iCj CkDs

figjhk. Аналогiчний вираз отримає-

мо при обчисленнi f .g �h/. Отже,R є мультиплiкативною пiвгрупою.

Дистрибутивний закон .f C g/h D f h C gh випливає iз очевидної

рiвностi:

X

iCj Dk

.ai C bi/cj D
X

iCj Dk

aicj C
X

iCj Dk

bicj ;

звiдки робимо висновок, що R є кiльцем.

Комутативнiсть операцiї множення елементiв множини R випли-
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ває iз симетричностi виразу елементiв uk через fi та gj i комутатив-

ностi операцiї множення в кiльцi R. Отже, R - кiльце комутативне.

Роль одиничного елемента в множинi R вiдiграє послiдовнiсть

e D .1; 0; 0; : : : /, оскiльки для довiльного f D .f0; f1; f2; : : : / отри-

маємо, що fe D ef D f . Таким чином, R є комутативним кiльцем

з одиницею.

Те, що послiдовностi .a; 0; 0; : : : / 2 R додаються i перемножую-

ться так само, як елементи a 2 R, дає можливiсть ототожнити такi

послiдовностi з R iз вiдповiдними елементами з R, тобто для всiх

a 2 R покласти a D .a; 0; 0; : : : /. Це означає, що кiльцеR iзоморфне

деякiй пiдмножинi f.a; 0; 0; : : : /; a 2 R;C; �g кiльця R (яка, значить,

теж утворює кiльце) i є пiдкiльцем кiльця R.

Позначимо тепер елемент .0; 1; 0; 0; : : : / кiльця R символом x i

назвемо його змiнною (або невiдомою) над R. Користуючись озна-

ченням операцiї множення на R , отримаємо:

x D .0; 1; 0; 0; : : : /;

x2 D .0; 0; 1; 0; 0; : : : /;

x3 D .0; 0; 0; 1; 0; 0; : : : /;

� � �

xn D .0; 0; : : : ; 0; 1; 0; 0; : : : /(тут перед одиницею знаходяться n нулiв):

.1:3/

Iз означення операцiї множення елементiв з R i формул (1.3) ма-

тимемо:

.0; 0; : : : ; 0; a; 0; 0; : : : / D .a; 0; 0; : : : /�.0; 0; : : : ; 0; 1; 0; 0; : : : / D axn:
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Тодi для довiльного елемента f D .f0; f1; f2; : : : ; fn; 0; 0; : : : / кiль-

ця R отримаємо:

f D .f0; f1; f2; : : : ; fn; 0; 0; : : : / D
D .f0; f1; f2; : : : ; fn�1; 0; 0; : : : /C fnx

n D

D .f0; f1; f2; : : : ; fn�2; 0; 0; : : : /C fn�1x
n�1 C fnx

n D : : :

D f0 C f1x C f2x
2 C � � � C fn�1x

n�1 C fnx
n: (1.4)

Подання (1.4) елемента f є однозначним, оскiльки f0; f1; : : : ; fn є

членами послiдовностi f D .f0; f1; : : : ; fn; 0; 0; : : : /, а рiвнiсть двох

послiдовностей рiвносильна рiвностi їх вiдповiдних членiв.

Таким чином, кiльце R складається з елементiв вигляду:

f D f0 C f1x C f2x
2 C � � � C fnx

n;

де f0; f1; : : : ; fn 2 R, n - цiле невiд’ємне число, i при n > 0 fn ¤ 0.

Побудоване вище кiльце R позначається символом RŒx� i нази-

вається кiльцем полiномiв вiд змiнної x над кiльцем R. Елементи

кiльцяRŒx� називаються полiномами (многочленами) вiд змiнної x

над кiльцем R i позначаються символами f .x/; g.x/; h.x/ тощо.

Елемент x D .0; 1; 0; 0; : : : / кiльцяR при викладеному вище алге-

браїчному тлумаченнi полiнома називають ”змiнною x” за аналогiєю

до його функцiонального тлумачення, де полiном f .x/ розглядає-

ться як функцiя вiд змiнної x.

Елементи f0; f1; : : : ; fn називають коефiцiєнтами полiнома f .x/.

Полiном, всi коефiцiєнти якого дорiвнюють нулю, називають нуль-

полiномом (позначається �.x/). Коефiцiєнт f0 при x в нульовому

степенi, називають вiльним (сталим) членом (або полiномом ну-

льового степеня). Коефiцiєнт fn ¤ 0 називають старшим коефiцi-

єнтом, n D deg f - степенем (degree – степiнь (англ.)), а член fnx
n
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– старшим членом полiнома. Полiном f .x/ називається нормова-

ним (зведеним, унiтарним), якщо його старший коефiцiєнт дорiвнює

одиничному елементу кiльця R.

Якщо позначити коефiцiєнти f0; f1; : : : ; fn через a0; a1; : : : ; an, то

запис полiнома f .x/ набуде вiдомого вигляду:

f .x/ D a0 C a1x C a2x
2 C � � � C anx

n: .1:5/

Звичним також є запис полiнома f .x/ за спаданням степеня x, тобто

у виглядi:

f .x/ D a0x
n C a1x

n�1 C � � � C an�1x C an: .1:6/

Форма запису полiнома, в якому його члени упорядкованi за спадан-

ням (зростанням) степеня змiнної x, називається канонiчною. Вибiр

форми запису .1:5/ чи .1:6/ полiнома f .x/ в подальшому розглядi

залежатиме вiд зручностi використання.

1.2 Дiї над полiномами

Для розгляду операцiй над елементами RŒx� в нових символах запи-

шемо полiноми f .x/ та g.x/ за зростанням степеня змiнної x:

f .x/ D a0 C a1x C � � � C an�1x
n�1 C anx

n; an ¤ 0;

g.x/ D b0 C b1x C � � � C bm�1x
m�1 C bmx

m; bm ¤ 0:

Полiноми f .x/ i g.x/ називаються рiвними мiж собою .f .x/ D g.x//,

якщо рiвнi їх коефiцiєнти при однакових степенях змiнної x.

Вiдношення рiвностi полiномiв є вiдношенням еквiвалентностi на

множинiRŒx� (має властивостi рефлексивностi, симетричностi i тран-

зитивностi).



1. КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ ВIД ОДНIЄЇ ЗМIННОЇ 11

Запишемо тепер для множини RŒx� полiномiв змiнної x формули

суми i добутку. Нехай deg f � deg g � 0:

Сумою полiномiв f .x/ i g.x/ називається полiном

f .x/C g.x/ D d0 C d1x C d2x
2 C � � � C dn�1x

n�1 C dnx
n; .1:7/

де dk D ak C bk; k D 0; 1; 2; : : : ; n; bk D 0 при k > m. Iз означення

суми двох полiномiв f .x/ та g.x/ випливає:

8f .x/; g.x/ 2 RŒx� ) deg.f C g/ � maxfdeg f; deg gg:

Випадок deg.f C g/ < maxfdeg f; deg gg може статись при до-

даваннi двох полiномiв однакового степеня (deg f D deg g), коли їх

старшi коефiцiєнти є протилежними елементами кiльця R.

Добутком полiномiв f .x/ i g.x/ називається полiном

f .x/g.x/ D c0 C c1x C � � � C cnCm�1x
nCm�1 C cnCmx

nCm; .1:8/

де

ck D
X

iCj Dk

aibj D akb0 C ak�1b1 C � � � C a1bk�1 C a0bk;

k D 0; 1; 2; : : : ; nCm, тут ai D 0 при i > n; bj D 0 при j > m.

Зокрема,

c0 D a0b0;

c1 D a1b0 C a0b1;

: : :

cnCm�1 D anCm�1b0 C anCm�2b1 C � � � C anC1bm�2 C anbm�1C
C an�1bm C an�2bmC1 C � � � C a0bmCn�1 D anbm�1 C an�1bm;

cnCm D anCmb0 C anCm�1b1 C � � � C anC1bm�1 C anbmC
C an�1bmC1 C � � � C a0bmCn D anbm:
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Iз означення добутку двох полiномiв f .x/ та g.x/ випливає:

8f .x/ ¤ �.x/; g.x/ ¤ �.x/ ) Œdeg.fg/ � deg f C deg g�:

Дiйсно, якщо старшi коефiцiєнти an та bm є дiльниками нуля в кiльцi

R, то cnCm D anbm D 0, i, значить,

deg.fg/ < deg f C deg g:

Якщо ж старшi коефiцiєнти an та bm не є дiльниками нуля в кiльцi R

(кiльце R - цiлiсне), то cnCm D anbm ¤ 0, i, значить,

deg.fg/ D deg f C deg g:

Iз останнього висновку випливає наступне твердження: якщо R - цi-

лiсне кiльце, то i кiльце RŒx� полiномiв вiд змiнної x є цiлiсним.

1.3 Кiльце полiномiв

Перед розглядом будови (конструкцiї) кiльця полiномiв введемо де-

якi додатковi поняття.

В довiльному комутативному кiльцi з одиницею A, що мiстить де-

яке ненульове пiдкiльце (з одиницею) R, виберемо елемент t , який

не належить R. Позначимо символом B перетин всiх таких пiдкi-

лець кiльця A, якi мiстять пiдкiльце R i елемент t (ясно, що B теж

є пiдкiльцем A). При такому виборi кiльце B є мiнiмальним пiдкiль-

цем кiльця A, яке мiстить R i t . Вважають, що кiльце B утворене

приєднанням до кiльця R елемента t i позначають B D RŒt�.

Елемент t кiльця A називається алгебраїчним вiдносно кiльця

R, якщо в кiльцi R iснують елементи a0; a1; a2; : : : ; an (не всi з яких

дорiвнюють нулю), такi, що
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a0 C a1t C a2t
2 C � � � C ant

n D 0: .1:9/

Якщо ж рiвнiсть .1:9/ виконується тiльки при умовi, що a0 D a1 D
a2 D � � � D an D 0, то елемент t кiльця A називається трансценден-

тним вiдносно кiльця R.

Теорема 1.1. Елемент x D .0; 1; 0; 0; : : : / кiльця RŒx� є трансцен-

дентним вiдносно кiльця R.

Доведення. Дiйсно, згiдно формул .1:1/ та .1:3/ отримаємо:

a0 Ca1xCa2x
2 C� � �Canx

n D .a0; 0; 0; : : : /C.0; a1; 0; 0; : : : /C� � � C

C.0; 0; : : : ; 0; an; 0; 0/ D .a0; a1; a2; : : : ; an; 0; 0; : : : /;

звiдки випливає, що рiвнiсть

a0 C a1x C a2x
2 C � � � C anx

n D 0

є рiвносильною рiвностi

.a0; a1; a2; : : : ; an; 0; 0; : : : / D .0; 0; 0; : : : /;

а, значить, виконується тiльки при a0 D a1 D a2 D � � � D an D 0. Це

й доводить трансцендентнiсть елемента x D .0; 1; 0; 0; : : : / вiдносно

кiльця R.

Теорема 1.2. Кiльце полiномiв RŒx� утворюється приєднанням до

кiльця R трансцендентного вiдносно R елемента x.

Доведення. Для доведення досить показати, що в кiльцi RŒx� немає

iншого пiдкiльця, яке б мiстило R та x. Позначимо через B - пiд-

кiльце кiльця RŒx� , в якому мiстяться кiльце R i трансцендентний
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вiдносно R елемент x, а через f .x/ D a0 C a1x C a2x
2 C � � � C

anx
n - довiльно вибраний елемент кiльця RŒx�. Iз того, що елемен-

ти a0; a1; a2; : : : ; an, як елементи кiльця R, мiстяться в пiдкiльцi B

i x 2 B, випливає, що й елемент f .x/ мiститься в пiдкiльцi B. От-

же, кожний елемент кiльця RŒx� мiститься в пiдкiльцi B i, значить,

пiдкiльце B спiвпадає iз кiльцем RŒx�, що й вимагалось довести.

Вправи 1.3. Виконати наступнi дiї над полiномами f .x/ D 2x5 �
3x4 C x2 та g.x/ D �x4 C x3 C x � 1:

(а) f .x/C g.x/;

(б) f .x/� g.x/;

(в) f .x/C 2x � g.x/;

(г) f .x/ � g.x/.

2 Подiльнiсть в кiльцi полiномiв

2.1 Подiльнiсть в цiлiсному кiльцi

При вивченнi питання подiльностi полiномiв вважатимемо, що ко-

мутативне кiльце з одиницею R, над яким ми означили кiльце полi-

номiв, є полем, тобто що кожен елемент iз R є оборотним. Кiльце

полiномiв над полем F позначають F Œx�. Перед викладом теорiї по-

дiльностi в кiльцi полiномiв F Œx� розглянемо деякi загальнi вiдомо-

стi теорiї подiльностi в довiльному цiлiсному кiльцi A.

Означення 2.1. Елемент a 2 A дiлиться на елемент b 2 A (або

елемент b 2 A дiлить елемент a 2 A, або елемент a 2 A кратний
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елементу b 2 A), якщо в цiлiсному кiльцi A iснує такий елемент

c, для якого a D bc. Позначається так: a
:::b.

Лема 2.2. Якщо в комутативному кiльцi для елементiв a, b, q, r

виконується рiвнiсть a D bq C r , тодi .a; b/ D .b; r/, (де .a; b/ –

найбiльший спiльний дiльник елементiв a i b).

Доведення. Нехай d D .a; b/, d1 D .b; r/. Оскiльки a
:::d i b

:::d , то iз

умови a D bqCr випливає r
:::d . Так як d – спiльний дiльник b i r, а d1

- найбiльший спiльний дiльник b i r, то d1

:::d . Аналогiчно i навпаки:

d
:::d1: Звiдси, d D d1.

Розглянемо випадок дiлення полiномiв нацiло (без остачi). Наве-

демо основнi властивостi такої подiльностi, доведення яких випли-

ває з означення.

1. 8f .x/; g.x/; h.x/ 2 F Œx�
�

f .x/
:::g.x/^g.x/:::h.x/ ) f .x/

:::h.x/
�

:

2. 8f .x/; g.x/; h.x/ 2 F Œx�
�

f .x/
:::h.x/ ^ g.x/:::h.x/ ) .f .x/˙ g.x//

:::h.x/
�

:

3. 8f .x/; h.x/ 2 F Œx�
�

f .x/
:::h.x/ ) 8g.x/ 2 F Œx� f .x/g.x/:::h.x/

�

:

4. 8h.x/; f1.x/; : : : ; fm.x/ 2 F Œx�
�

f1.x/
:::h.x/^f2.x/

:::h.x/^� � �^fm.x/
:::h.x/ ) 8g1.x/; : : : ; gm.x/ 2

F Œx� Œf1.x/g1.x/C � � � C fm.x/gm.x/�
:::h.x/

�

:

5. 8f .x/ 2 F Œx�; c¤0 2 F
�

f .x/
:::c
�

:

6. 8f .x/; g.x/ 2 F Œx�; c¤0 2 F
�

f .x/
:::g.x/ ) f .x/

:::cg.x/
�

:
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2.2 Дiлення з остачею полiномiв над полем

В загальному випадку два рiзнi полiноми з F Œx� один на одного не дi-

ляться, тому для побудови теорiї подiльностi в кiльцi F Œx� операцiю

дiлення полiномiв замiнимо операцiєю дiлення полiномiв з остачею.

Теорема 2.3. (Про дiлення з остачею). Для довiльних полiномiв

f .x/ та g.x/ ¤ �.x/ з кiльця F Œx� в цьому кiльцi iснує єдина пара

полiномiв s.x/ та r.x/, для яких

f .x/ D g.x/s.x/C r.x/;

де deg r.x/ < deg g.x/ або r.x/ D �.x/.

Доведення. а) Можливiсть. Нехай

f .x/ D a0x
n C a1x

n�1 C � � � C an�1x C an;

g.x/ D b0x
m C b1x

m�1 C � � � C bm�1x C bm:

1. Якщо f .x/ D �.x/, то s.x/ D �.x/ , r.x/ D �.x/.

2. Якщо deg f .x/ < deg g.x/, то s.x/ D �.x/, r.x/ D f .x/.

3. Нехай deg f .x/ � deg g.x/. Скористаємося методом iндукцiї за

степенем полiнома. При n D 0 матимемо m D 0, тому f .x/ D
an, g.x/ D bm.¤ 0/, звiдки s.x/ D an

bm
, r.x/ D �.x/, де s.x/ 2

F Œx�, оскiльки an

bm
2 F (саме тут врахована умова, що кiльце,

над яким ми розглядаємо кiльце полiномiв, є полем).

Припустимо, що теорема справедлива для всiх полiномiв таких,

що deg f .x/ < n, i доведемо її для полiномiв степеня n. Утворимо

полiном

f1.x/ D f .x/� a0

b0

xn�mg.x/ .a0; b0 ¤ 0/:
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Оскiльки старший член полiнома a0

b0
xn�mg.x/ дорiвнює a0x

n, тобто

старшому члену полiнома f .x/, то deg f1.x/ < n i, за припущенням

iндукцiї, f1.x/ можна подiлити з остачею на g.x/:

f1.x/ D f .x/� a0

b0

xn�mg.x/ D g.x/s1.x/C r1.x/;

де s1.x/; r1.x/ 2 F Œx� , причому r1.x/ D �.x/ або deg r1.x/ <

deg g.x/; звiдки

f .x/ D g.x/s.x/C r.x/;

де r.x/ D r1.x/ 2 F Œx�; s.x/ D s1.x/C a0

b0
xn�m 2 F Œx� i r.x/ D �.x/

або deg r.x/ < deg g.x/:Можливiсть дiлення f .x/ на g.x/ доведена.

б) Єдинiсть. Доведемо вiд супротивного. Допустимо можливiсть

двох розкладiв:

f .x/ D g.x/s.x/C r.x/; deg r.x/ < deg g.x/;

f .x/ D g.x/s0.x/C r 0.x/; deg r 0.x/ < deg g.x/:

Вiднiмемо їх:

g.x/Œs.x/� s0.x/� D r 0.x/� r.x/:

Припустивши, що r 0.x/ ¤ r.x/, отримаємо, що s0.x/ ¤ s.x/ (оскiль-

ки за умовою g.x/ ¤ �.x/ i кiльце F Œx� не мiстить дiльникiв нуля).

Але тодi права частина останньої рiвностi буде полiномом степе-

ня, меншого вiд deg g.x/, i тому меншого вiд степеня лiвої частини.

Отримана суперечнiсть заперечує припущення, тому r 0.x/ D r.x/,

звiдки i s0.x/ D s.x/, що й доводить єдинiсть розкладу. Теорема до-

ведена.

Цiлiсне кiльце, в якому має мiсце дiлення з остачею, називають

евклiдовим.
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Таким чином, на пiдставi поданого вище твердження про цiлi-

снiсть кiльця полiномiв та теореми про дiлення з остачею полiномiв

над полем можна сформулювати висновок, що кiльце полiномiв F Œx�

над полем F є евклiдовим.

Викладений при доведеннi теореми метод вiдшукання полiномiв

s.x/ та r.x/ для заданих полiномiв f .x/ та g.x/ називається алго-

ритмом дiлення з остачею i лежить в основi практичних способiв

дiлення полiномiв з остачею, якi подамо нижче.

1. Алгоритм дiлення з остачею лежить в основi вiдомого зi шкiль-

ної програми методу дiлення полiномiв "кутом суть якого зводиться

до того, що спочатку вiд f .x/ вiднiмають a0

b0
xn�mg.x/, потiм так са-

мо, як з f .x/, дiють iз полiномом-рiзницею f1.x/ i так далi. Процес

триває доти, поки не буде отримано полiном, степiнь якого менший

вiд deg g.x/, який i буде остачею r.x/, а часткою s.x/ буде сума

множникiв при g.x/, якi виникали в процесi цього вiднiмання, тобто
a0

b0
xn�m; : : : .

Приклад 2.4. 1.f .x/ D x4 � x3 C 3x2 � 2; g.x/ D x2 C 1:

p1.x/ D f .x/� an

bm
xn�mg.x/:

p1.x/ D .x4 � x3 C 3x2 � 2/� x2.x2 C 1/ D �x3 C 2x2 � 2: Далi

так само.

p2.x/ D .�x3 C 2x2 � 2/ � .�x/.x2 C 1/ D 2x2 C x � 2:
p3.x/ D .2x2 C x � 2/ � 2.x2 C 1/ D x � 4:
Степiнь p3.x/ вже менший вiд степеня g.x/. Отже,

r.x/ D p3.x/ D x � 4. s.x/ D x2 � x C 2:

f .x/ D .x2 C 1/.x2 � x C 2/C .x � 4/:
2. Суть методу невизначених коефiцiєнтiв, який теж використо-

вується при дiленнi полiномiв з остачею, полягає в тому, що, згiдно
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формули f .x/ D g.x/s.x/ C r.x/ про дiлення з остачею, s.x/ за-

писують у виглядi полiнома з невизначеними коефiцiєнтами степеня

n �m, а r.x/ – степеня m � 1.

x4 �x3 C3x2 �2 D .x2 C1/s.x/Cr.x/; де степiнь s.x/ не може

перевищувати n � m (в цьому випадку 2), а степiнь r.x/ менший

вiд m D 2, тобто 1. Це означає, що s.x/ i r.x/ можна подати в

канонiчнiй формi так: s.x/ D A2x
2 CA1xCA0, r.x/ D B1.x/CB0,

де A0; A1; A2; B0; B1 – невiдомi коефiцiєнти. Запишемо формулу

дiлення з остачею:

x4 � x3 C 3x2 � 2 D .x2 C 1/.A2x
2 C A1x C A0/C B1.x/C B0:

Згiдно означення рiвностi полiномiв коефiцiєнти при однакових

степенях рiвнi.

A2 D 1; A1 D �1, A2 C A0 D 3; A1 C B1 D 0, A0 C B0 D �2.

Звiдси: A1 D �1; A2 D 1; A0 D 2; B0 D �4; B1 D �1: Таким

чином, s.x/ D x2 � x C 2, r.x/ D x � 4.

Вправи 2.5. Подiлити з остачею полiном f .x/ на g.x/, викори-

стовуючи:

(а) метод дiлення ”кутом”;

(б) метод невизначених коефiцiєнтiв,

якщо:

1) f .x/ D 2x5 � x4 C 3x2 C 2x, g.x/ D x3 C 2x2 � 3.

2) f .x/ D x5 � 2x4 C x3 C 2x2 � x C 3, g.x/ D 2x2 C 3x � 5.
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3 Дiльники полiнома. Алгоритм Евклiда

3.1 НСД полiномiв. Алгоритм Евклiда

Полiном q.x/, на який дiляться полiноми f .x/ i g.x/, називається

спiльним дiльником цих полiномiв. Найбiльшим спiльним дiльником

(НСД) полiномiв f .x/ i g.x/ називається спiльний дiльник f .x/ i

g.x/, який дiлиться на кожний iнший їхнiй спiльний дiльник. По-

значається .f .x/; g.x//. НСД полiномiв визначається неоднозначно,

оскiльки, якщо d.x/ - їх НСД, то i c � d.x/ - їх НСД, тобто НСД по-

лiномiв визначається однозначно з точнiстю до сталого множника.

Розглянемо питання iснування та знаходження найбiльшого спiль-

ного дiльника полiномiв f .x/ i g.x/. Якщо обидва полiноми f .x/ i

g.x/ є нуль-полiномами, то вважають, що їхнiй НСД дорiвнює нулю

або що НСД вони не мають. Якщо f .x/ D �.x/ , а g.x/ ¤ �.x/ , то

.f .x/; g.x// D g.x/. Надалi розглядатимемо випадок, коли f .x/ i

g.x/ не є нуль-полiномами.

Доведемо тепер твердження, що в кiльцi F Œx� для довiльних двох

полiномiв f .x/ i g.x/ iснує їх найбiльший спiльний дiльник, i вкаже-

мо метод його практичного вiдшукання.

Нехай deg f .x/ � deg g.x/. Виконаємо послiдовне дiлення з оста-

чею.

f .x/ D g.x/ � s1.x/C r1.x/;

g.x/ D r1.x/ � s2.x/C r2.x/;

r1.x/ D r2.x/ � s3.x/C r3.x/;

� � � ;

rn�2.x/ D rn�1.x/ � sn.x/C rn.x/;
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rn�1.x/ D rn.x/ � snC1.x/; rnC1 D 0: .3:1/

Процес триває до отримання нульової остачi. Послiдовнiсть степенiв

deg f; deg g; deg r1; deg r2; : : : ; як спадна послiдовнiсть натуральних

чисел, мусить обiрватися через скiнченну кiлькiсть крокiв. На осно-

вi леми 2.2: .f; g/ D .g; r1/ D .r1; r2/ D � � � D .rn; 0/ D rn. Таким

чином, найбiльший спiльний дiльник полiномiв f .x/ i g.x/ є остан-

ньою ненульовою остачею в алгоритмi Евклiда (при дiленнi f .x/ на

g.x/).

Приклад 3.1. Обчислити НСД полiномiв:

f .x/ D x3 � 2x2 C x � 2, g.x/ D x3 � x2 � 2x:

Використаємо алгоритм Евклiда:

x3 � 2x2 C x � 2 D .x3 � x2 � 2x/ � 1C .�x2 C 3x � 2/
x3 � x2 � 2x D .�x2 C 3x � 2/.�x/C .2x2 � 4x/ D

D .�x2 C 3x � 2/.�x/C .�x2 C 3x � 2/.�2/C 2x � 4 D
D .�x2 C 3x � 2/.�x � 2/C 2x � 4

� x2 C 3x � 2 D .2x � 4/.�x
2

C 1

2
/C 0

s1.x/ D 1; r1.x/ D �x2 C 3x � 2
s2.x/ D �x � 2; r2.x/ D 2x � 4

s3.x/ D �x
2

C 1

2
; r3.x/ D 0

Отже, найбiльший спiльний дiльник дорiвнює 2x � 4, а з точнi-

стю до сталого множника x � 2.



22 КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ

3.2 Наслiдки з алгоритму Евклiда

Теорема 3.2. Для будь-яких полiномiв f .x/, g.x/ кiльця F Œx� iснує

найбiльший спiльний дiльник d.x/, причому d.x/ можна подати у

виглядi

d.x/ D f .x/ � u.x/C g.x/ � v.x/;

де u.x/,v.x/ - деякi полiноми з F Œx�.

Доведення. Доведення випливає iз запису .3:1/ алгоритму Евклi-

да при безпосередньому вираженнi d.x/ D rn.x/ через rn�1.x/ i

rn�2.x/, потiм через rn�2.x/ i rn�3.x/, i т.д., через r2.x/ i r1.x/, че-

рез r1.x/ i g.x/, i, нарештi, через f .x/ i g.x/ (для цього в схемi .3:1/

доведеться виконати .n � 1/ послiдовних пiдставлянь). Належнiсть

утворених полiномiв u.x/ i v.x/ до кiльця F Œx� випливає iз їх побу-

дови.

Теорема 3.3. НСД полiномiв f1.x/; f2.x/; f3.x/; : : : ; fn.x/ дорiв-

нює НСД полiнома fn.x/ i НСД полiномiв f1.x/; f2.x/; : : : ; fn�1.x/.

Скорочений запис має вигляд:

.f1; f2; : : : ; fn/ D ..f1; f2; : : : ; fn�1/; fn/:

Доведення. При n D 2 твердження теореми очевидне. Припусти-

мо його справедливiсть для .n � 1/ .� 2/ полiномiв i доведемо, що

воно справедливе i для n полiномiв. Нехай d�.x/ є НСД полiномiв

f1.x/; f2.x/; : : : ; fn�1.x/ (який, згiдно припущення, iснує). Позна-

чимо через d.x/ НСД полiномiв d�.x/ i fn.x/ i покажемо, що d.x/

i є НСД полiномiв f1.x/; f2.x/; : : : ; fn.x/. Дiйсно, оскiльки d�.x/

дiлиться на d.x/, то, за вiдомою властивiстю подiльностi в довiльно-

му кiльцi, кожний iз полiномiв f1.x/; f2.x/; : : : ; fn�1.x/ теж дiли-
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ться на d.x/, звiдки випливає, що d.x/ є спiльним дiльником полi-

номiв f1.x/; f2.x/; : : : ; fn�1.x/; fn.x/. Крiм того, довiльний iнший

спiльний дiльник полiномiв f1.x/; f2.x/; : : : ; fn�1.x/, fn.x/ теж бу-

де спiльним дiльником полiномiв d�.x/ i fn.x/, а, значить, i їх най-

бiльшого спiльного дiльника d.x/, тобто, d.x/ є найбiльшим iз спiль-

них дiльникiв полiномiв f1.x/; f2.x/; : : : ; fn�1.x/, fn.x/, що й вима-

галось довести.

Практично найбiльший спiльний дiльник великої кiлькостi полi-

номiв f1.x/; f2.x/; : : : ; fn.x/ знаходять так: d1.x/ D .f1; f2/; d2.x/ D
.d1; f3/; d3.x/ D .d2; f4/; : : : ; dn�1.x/ D .dn�2; fn/. dn�1.x/ i є най-

бiльшим спiльним дiльником всiх цих полiномiв.

Означення 3.4. Полiноми f .x/ та g.x/ кiльця F Œx� називаються

взаємно простими, якщо кожний їхнiй спiльний дiльник є полiно-

мом нульового степеня (вiдмiнним вiд нуля елементом поля F ).

Позначається: .f; g/ D c або .f; g/ D 1.

Якщо якi-небудь два з полiномiв f1.x/; f2.x/; : : : ; fn.x/ є взаємно

простими, то найбiльший спiльний дiльник цих полiномiв дорiвнює

одиницi.

Теорема 3.5. Полiноми f .x/ i g.x/ кiльця F Œx� є взаємно прости-

ми тодi i тiльки тодi, коли в цьому кiльцi iснують полiноми u.x/ i

v.x/, такi, що

f .x/ � u.x/C g.x/ � v.x/ D 1:

Доведення. Необхiднiсть. Iз того, що полiноми f .x/ i g.x/ кiльця

F Œx� є взаємно простими, випливає, що їх НСД .f; g/ D d.x/ D 1,
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звiдки iз врахуванням твердження теореми 3.2 отримаємо, що f .x/ �
u.x/C g.x/ � v.x/ D d.x/ D 1:

Достатнiсть. Iз того, що в кiльцi F Œx� iснують полiноми u.x/ та

v.x/, для яких виконується рiвнiсть f .x/ � u.x/ C g.x/ � v.x/ D 1;

випливає, що полiноми f .x/ i g.x/ є взаємно простими, тобто не ма-

ють спiльних дiльникiв, вiдмiнних вiд полiномiв нульового степеня,

оскiльки якщо б вони мали деякий спiльний дiльник q.x/ ненульо-

вого степеня, то лiва частина рiвностi f .x/ �u.x/Cg.x/ �v.x/D 1, а,

значить, i права її частина (елемент 1), мали б дiлитися на q.x/, що

неможливо.

Властивостi взаємно простих полiномiв

1. 8f .x/; g.x/; h.x/ 2 F Œx�
�

.f; g/ D 1 ^ .f; h/ D 1 )
.f; gh/ D 1

�

:

Помноживши рiвнiсть f .x/ � u.x/C g.x/ � v.x/ D 1 на h.x/, отри-

маємо f .x/Œu.x/ � h.x/�C Œg.x/ � h.x/�v.x/ D h.x/, звiдки видно, що

кожний спiльний дiльник q.x/ полiнома f .x/ i добутку g.x/ � h.x/
був би також дiльником i для полiнома h.x/. Оскiльки за умовою

f .x/ i h.x/ не мають спiльних дiльникiв, вiдмiнних вiд полiнома ну-

льового степеня, то f .x/ i g.x/ � h.x/ також спiльних дiльникiв, вiд-

мiнних вiд полiнома нульового степеня, не мають, тобто, полiноми

f .x/ i g.x/ � h.x/ є взаємно простими.

2. 8f .x/; g.x/; h.x/ 2 F Œx� Œf .x/ � g.x/:::h.x/ ^ .f; h/ D 1 )
g.x/

:::h.x/�:

Згiдно умови .f; h/ D 1 в кiльцi F Œx� iснують полiноми u.x/ та

v.x/, для яких f .x/ �u.x/Ch.x/ �v.x/ D 1:Помноживши цю рiвнiсть

на g.x/, отримаємо Œf .x/ � g.x/�u.x/ C h.x/Œv.x/ � g.x/� D g.x/:

Iз того, що обидва доданки лiвої частини рiвностi дiляться на h.x/,
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випливає, що й права її частина g.x/ дiлиться на h.x/.

3. 8f .x/; g.x/; h.x/ 2 F Œx� Œf .x/:::g.x/^f .x/:::h.x/^.g; h/ D 1 )
f .x/

:::g.x/h.x/�:

Iз умови f .x/
:::g.x/ випливає iснування в кiльцi F Œx� такого полi-

нома t.x/, що f .x/ D g.x/ � t.x/. Умову f .x/
:::h.x/ подамо тепер у

виглядi: g.x/ � t.x/:::h.x/. Оскiльки .g; h/ D 1, то, згiдно попередньої

властивостi, t.x/
:::h.x/, тобто t.x/ D h.x/ � t�.x/, де t�.x/ 2 F Œx�.

Звiдси, f .x/ D Œg.x/ � h.x/�t�.x/, тобто f .x/
:::g.x/h.x/.

Властивостi 1-3 поширюються на довiльну скiнченну систему по-

лiномiв.

3.3 НСК полiномiв

Означення 3.6. Полiном s.x/, який дiлиться на полiноми f .x/ i

g.x/, називається спiльним кратним цих полiномiв. Найменшим

спiльним кратним полiномiв f .x/ i g.x/ називається спiльне кра-

тне цих полiномiв, на яке дiлиться будь-яке їх спiльне кратне.

Доведемо тепер твердження про iснування в кiльцi F Œx� для до-

вiльних двох вiдмiнних вiд нуля полiномiв f .x/ i g.x/ найменшого

спiльного кратного, i вкажемо метод його обчислення.

Теорема 3.7. Для будь-яких вiдмiнних вiд нуля полiномiв f .x/ i

g.x/ з кiльця F Œx� найменше спiльне кратне iснує i визначається

однозначно з точнiстю до сталого множника.

Доведення. Розглянемо полiном s.x/ D f .x/�g.x/

.f;g/
: Iз рiвностi s.x/ D

f .x/

.f;g/
g.x/ D g.x/

.f;g/
f .x/ випливає, що s.x/ - спiльне кратне f .x/ i

g.x/. Доведемо, що s.x/ - найменше спiльне кратне. Якщо h.x/ -

довiльне iнше спiльне кратне полiномiв f .x/ i g.x/, то h.x/
:::f .x/ i
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h.x/
:::g.x/, тому h.x/ D h1.x/ � f .x/, причому h1.x/ � f .x/:::g.x/, тоб-

то h1.x/�f .x/

g.x/
D p.x/ - полiном з F Œx�.

Подамо тепер f .x/ i g.x/ у виглядi:

f .x/ D .f; g/ � f1.x/; g.x/ D .f; g/ � g1.x/;

де f1.x/; g1.x/ - полiноми з F Œx�, причому .f1; g1/ D 1: Тодi p.x/ D
h1.x/f1.x/.f;g/

g1.x/.f;g/
D h1.x/f1.x/

g1.x/
: Оскiльки .f1; g1/ D 1, то h1.x/

:::g1.x/:

Введемо означення h1.x/

g1.x/
D t.x/ 2 F Œx�, одержимо h1.x/ D g1.x/ �

t.x/; звiдки h.x/ D h1.x/ �f .x/ D f .x/ �g1.x/ � t.x/ D f .x/g.x/

.f;g/
t.x/ D

s.x/ � t.x/; тобто h.x/
:::s.x/:

Отже, довiльне спiльне кратне h.x/ дiлиться на спiльне кратне

s.x/. Тому s.x/ D Œf .x/; g.x/� D f .x/g.x/

.f;g/
i є найменшим спiльним

кратним полiномiв f .x/ i g.x/.

Вправи 3.8. Для полiномiв f .x/ D 2x4 � 3x3 C x2 � 2x C 2 та

g.x/ D x3 � 4x2 C 3x знайти:

(а) найбiльший спiльний дiльник d.x/;

(б) такi полiноми u.x/та v.x/, щоб виконувалась рiвнiсть f .x/u.x/C
g.x/v.x/ D d.x/;

(в) найменше спiльне кратне.

4 Незвiднi полiноми над полем

4.1 Незвiднi полiноми та їх властивостi

Означення 4.1. Полiном ненульового степеня f .x/ з кiльця F Œx�

називається незвiдним у кiльцi F Œx� (або незвiдним над полем F ),
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якщо вiн не дiлиться на жодний полiном g.x/ 2 F Œx�, у якого

0 < deg g.x/ < deg f .x/:

Полiном f .x/ 2 F Œx� називається звiдним у кiльцi F Œx� (над

полем F ), якщо вiн дiлиться на деякий полiном g.x/ 2 F Œx�, у

якого 0 < deg g.x/ < deg f .x/; тобто якщо його можна подати

у виглядi добутку двох полiномiв додатного степеня iз F Œx�:

Таким чином, будь-який полiном додатного степеня є або звi-

дним, або незвiдним у даному полi, тобто, звiднiсть i незвiднiсть по-

лiнома є вiдносними поняттями, якi залежать вiд самого поля F , над

яким цей полiном розглядається.

На вiдмiну вiд властивостi звiдностi, величина найбiльшого спiль-

ного дiльника полiномiв не залежить вiд того, над яким полем цi по-

лiноми розглядаються.

Приклади 4.2. 1. Полiном x2 � 2 незвiдний в полi Q - рацiональних

чисел, але звiдний в полях R i C - дiйсних i комплексних чисел.

2. Полiном x2 C 2 незвiдний в полях Q, R, проте звiдний в полi

C.

Нуль-полiном i полiноми нульового степеня не вiдносяться нi до

звiдних, нi до незвiдних полiномiв. Полiном першого степеня над до-

вiльним полем F є над цим полем незвiдним, оскiльки не може мати

дiльникiв, степiнь яких бiльший за 0 i менший за 1.

Властивостi незвiдних полiномiв

1. Якщо полiном p.x/ є незвiдним над полем F , то i c � p.x/ є

над цим полем незвiдним (c - довiльний ненульовий елемент поля

F ).

Дiйсно, iз припущення, що полiном c � p.x/ є звiдним над полем

F , тобто має в кiльцi F Œx� дiльники, степiнь яких бiльший нуля i
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менший вiд степеня c � p.x/, випливає, що цi ж дiльники є також

дiльниками полiнома p.x/, що суперечить умовi його незвiдностi i

пiдтверджує неправильнiсть припущення.

2. Якщо p.x/ - незвiдний у полi F полiном, а f .x/ - довiльний

полiном над цим полем, то або f .x/ дiлиться на p.x/, або f .x/ i

p.x/ є взаємно простими.

.f .x/; p.x// D d.x/ є дiльником незвiдного полiнома p.x/, тобто

deg d.x/ D 0 або deg d.x/ D degp.x/, звiдки d.x/ D c або d.x/ D
c � p.x/, де c ¤ 0, а це означає, що або f .x/ i p.x/ - взаємно простi,

або f .x/ дiлиться на p.x/.

3. Якщо незвiдний в полi F полiном p.x/ дiлиться на iнший, не-

звiдний в полi F , полiном q.x/, то цi полiноми збiгаються з точнi-

стю до сталого множника.

Iз того, що p.x/ дiлиться на q.x/, тобто p.x/ i q.x/ мають спiль-

ний дiльник q.x/, випливає, що p.x/ i q.x/ не є взаємно простими, а

оскiльки p.x/ - незвiдний, то q.x/ (за попередньою властивiстю) має

на нього дiлитися, тому з того, що p.x/ дiлиться на q.x/, матимемо,

що q.x/ дiлиться на p.x/, звiдси полiноми p.x/ i q.x/ - збiгаються з

точнiстю до сталого множника.

4. Якщо добуток полiномiв f1.x/ i f2.x/ з кiльця F Œx� дiлиться

на незвiдний полiном p.x/, то хоча б один iз цих полiномiв дiли-

ться на p.x/.

Якщо f1.x/ не дiлиться на незвiдний полiном p.x/, то (за власти-

вiстю 2) f1.x/ i p.x/ є взаємно простими i, значить, на p.x/ дiлиться

f2.x/.

Властивiсть 4 поширюється на добуток довiльної кiлькостi полi-

номiв.
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4.2 Розклад полiнома в добуток незвiдних множникiв

Теорема 4.3. Довiльний полiном f .x/ ненульового степеня з кiльця

F Œx� розкладається на незвiднi множники над полем F однозна-

чно з точнiстю до сталого множника.

Доведення. Необхiдно довести можливiсть i єдинiсть iснування (з

точнiстю до сталого множника) розкладу

f .x/ D p1.x/ � p2.x/ � � �pk.x/; .4:1/

де p1.x/; p2.x/; : : : ; pk.x/ - незвiднi полiноми над полем F .

Скористаємось методом математичної iндукцiї за степенем полi-

нома. Для незвiдного над полем F полiнома f .x/ твердження тео-

реми справедливе, оскiльки шуканий добуток складається з єдиного

множника f .x/. Це означає, що теорема справедлива для всiх полi-

номiв першого степеня, якi є незвiдними над довiльним полем.

Припустимо справедливiсть теореми для довiльного полiнома, сте-

пiнь якого бiльший за 1 i менший за n, i доведемо її справедливiсть

для довiльного полiнома степеня n. Якщо полiном f .x/ степеня n з

кiльця F Œx� є незвiдним над полем F , то теорема справедлива. Якщо

полiном f .x/ звiдний над полем F , то f .x/ D f1.x/ �f2.x/, де f1.x/

i f2.x/ - полiноми з кiльця F Œx�, степенi яких бiльшi вiд нуля i мен-

шi вiд n. Полiноми f1.x/ i f2.x/, за припущенням, розкладаються в

добуток деяких полiномiв, незвiдних над полем F , тобто

f1.x/ D p1.x/ � p2.x/ � � �pr.x/; f2.x/ D prC1.x/ � prC2.x/ � � �ps.x/;

звiдки f .x/ D p1.x/ � p2.x/ � � �pr.x/ � prC1.x/ � prC2.x/ � � �ps.x/.

Отже, теорема справедлива i для випадку полiнома степеня n:



30 КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ

Для доведення другої частини теореми припустимо, що iснує два

розклади полiнома f .x/ на незвiднi множники:

f .x/ D p1.x/p2.x/ : : : pk.x/; f .x/ D q1.x/q2.x/ : : : qs.x/; .k � s/:

За властивiстю 4 незвiдних полiномiв хоча б один з полiномiв pi.x/

дiлиться на q1.x/. Не зменшуючи загальностi, нехай це буде p1.x/.

Але тодi за властивiстю 3 маємо, що q1.x/ D c1p1.x/ де c1 2 F . От-

же, рiвнiсть p1.x/p2.x/ : : : pk.x/ D q1.x/q2.x/ : : : qs.x/ можна ско-

ротити на p1.x/ i отримаємо p2.x/ : : : pk.x/ D
c1q2.x/ : : : qs.x/. Проводячи дальше аналогiчнi мiркування, прихо-

димо до висновку, що k D s (бо в супротивному випадку k < s, i

можна прийти до рiвностi 1 D c1 : : : ckqkC1.x/ : : : qs.x/, яка не має

змiсту), тому полiноми pi.x/ вiдрiзняються вiд полiномiв qi.x/ хiба

що сталими множниками.

У зв’язку з можливою повторюванiстю незвiдних множникiв pi.x/,

де i D 1; 2; : : : ; k; в розкладi f .x/ D p1.x/ �p2.x/ � � �pk.x/; останнiй

можна записати у виглядi

f .x/ D Œp1.x/�
k1 � Œp2.x/�

k2 � � � Œpm.x/�
km

; .4:2/

де pi.x/ - попарно рiзнi полiноми (неасоцiйованi), незвiднi в полi F .

Це зображення єдине з точнiстю до сталого множника.

Зображення .4:2/ називається канонiчним розкладом полiнома

f .x/ у полi F . Полiном pi.x/, який входить до канонiчного розкла-

ду в степенi з показником ki , називають множником кратностi ki

полiнома f .x/. Множники, кратнiсть яких бiльша за одиницю, на-

зивають кратними множниками полiнома. Iнакше: незвiдний мно-

жник pi.x/ називається множником кратностi ki полiнома f .x/,

якщо f .x/ дiлиться на Œpi.x/�
ki
; але не дiлиться на Œpi.x/�

ki C1
:
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5 Коренi полiномiв

5.1 Коренi та лiнiйнi множники полiнома. Теорема Безу

Якщо f .x/ D a0x
n C a1x

n�1 C � � � C an�1xC an - довiльний полiном

над полем F , а c - деякий елемент поля F , то вираз

f .c/ D a0c
n C a1c

n�1 C � � � C an�1c C an

називається значенням полiнома f .x/ при x D c.

Означення 5.1. Коренем полiнома f .x/ 2 F Œx� називається еле-

мент ˛ поля F (або деякого його розширення) такий, що f .˛/ D
0:

Поняття кореня полiнома тiсно пов’язане з подiльнiстю полiнома

на лiнiйний бiном (двочлен).

Теорема 5.2. (Безу) Для будь-якого елемента c iз поля F остача

при дiленнi полiнома f .x/ 2 F Œx� на .x � c/ дорiвнює f .c/:

Доведення. Згiдно теореми про дiлення полiномiв з остачею, f .x/ D
g.x/ � s.x/ C r.x/. В нашому випадку f .x/ D .x � c/s.x/ C r.x/,

де deg r.x/ < deg.x � c/ D 1, тобто r D const . Тодi f .c/ D
.c � c/ � s.c/C r D r .

Наслiдок 5.3. Елемент ˛ 2 F є коренем полiнома f .x/ 2 F Œx�

тодi i тiльки тодi, коли f .x/ дiлиться на .x � ˛/.

Доведення. Дiйсно, якщо ˛ є коренем полiнома f .x/, тобто f .˛/ D
0, то, згiдно теореми Безу, r D f .˛/ D 0 i, значить, f .x/ дiлиться на

.x � ˛/. I навпаки, якщо f .x/ дiлиться на .x � ˛/, то r D f .˛/ D 0,

тобто ˛ є коренем f .x/.
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Згiдно останнього твердження можна дати ще одне означення ко-

реня полiнома.

Означення 5.4. Коренем полiнома f .x/ 2 F Œx� називається еле-

мент ˛ , якщо f .x/
:::.x � ˛/.

Перше означення пов’язане iз функцiональною сутнiстю полiно-

ма f .x/, а друге - з алгебраїчною. Таким чином, якщо ˛ є коренем

полiнома, то .x � ˛/ є дiльником цього полiнома, тобто задача зна-

ходження коренiв полiнома рiвносильна задачi знаходження лiнiй-

них дiльникiв цього полiнома. У зв’язку з цим розглянемо простий

спосiб дiлення полiнома f .x/ на лiнiйний бiном .x � c/.

5.2 Схема Горнера

При розглядi важливого випадку дiлення полiнома на лiнiйний бiном

.x � c/ використаємо метод невизначених коефiцiєнтiв:

a0x
n C a1x

n�1 C � � � C an�1x C an D .x � c/.A0x
n�1 CA1x

n�2 C
� � � CAn�2xCAn�1/C r; де r - константа. Прирiвнявши коефiцiєнти

при однакових степенях змiнної

a0 D A0 A0 D a0

a1 D A1 � cA0 A1 D a1 C cA0

� � � ) � � �

an�1 D An�1 � cAn�2 An�1 D an�1 C cAn�2

an D r � cAn�1 r D an C cAn�1; .5:1/

отримаємо просту схему дiлення полiнома на лiнiйний бiном .x � c/
(схему Горнера), суть якої така: кожний наступний коефiцiєнт Ak

частки i остача r отримуються множенням c на обчислений ранiше
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коефiцiєнт Ak�1 i додаванням до знайденого добутку вiдповiдного

коефiцiєнта ak полiнома.

a0 a1 a2 a3 � � � an�1 an

c A0 cA0Ca1 cA1Ca2 cA2Ca3 � � � cAn�2Can�1 cAn�1Can

A0 A1 A2 A3 � � � An�1 r

Приклад 5.5. Подiлити f .x/ D 2x4 Cx3 �3x2 �2 на g.x/ D xC2:
2 1 -3 0 -2

-2 2

2

-2 � 2+1

-3

-2�(-3)+(-3)

3

-2�3+0

-6

-2�(-6)+(-2)

10

Отже, частка s.x/ D 2x3 � 3x2 C 3x � 6, остача r D 10:

За допомогою багаторазового дiлення полiнома f .x/ на лiнiйний

бiном .x � c/ можна отримати розклад f .x/ за степенями .x � c/,

який широко використовується в математицi та її прикладних роз-

дiлах. Дiйсно, f .x/ D .x � c/ � fn�1.x/ C rn; де fn�1.x/ - полiном

.n � 1/ степеня з F Œx�, а rn - елемент з поля F . Аналогiчно

fn�1.x/ D .x � c/fn�2.x/C rn�1;

fn�2.x/ D .x � c/fn�3.x/C rn�2;

� � �

f1.x/ D .x � c/f0.x/C r1;

f1.x/ - полiном першого степеня, f0.x/ - полiном нульового степеня

(позначимо його f0.x/ D r0). Пiсля виключення fn�1.x/; fn�2.x/;

: : : ; f2.x/; f1.x/, отримаємо:

f .x/ D r0.x � c/n C r1.x � c/n�1 C :::C rn�1.x � c/C rn: .5:2/

Таким чином, щоб розкласти полiном за степенями .x � c/, треба

знайти остачi ri :
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rn – остача вiд дiлення f .x/ на .x � c/,
rn�1 – остача вiд дiлення першої частки fn�1.x/ на .x � c/,
rn�2 – остача вiд дiлення другої частки fn�2.x/ на .x � c/, i так

далi,

r0 – остання частка в процесi дiлення.

Приклад 5.6. Розкласти полiном f .x/ D 2x4 C x3 � 3x2 � 2 за

степенями лiнiйного двочлена x � 1.

2 1 -3 0 -2

1 2 3 0 0 -2

1 2 5 5 5

1 2 7 12

1 2 9

1 2

У першому рядку таблицi – коефiцiєнти полiнома f .x/

У другому рядку – коефiцiєнти першої частки i остача r0 D
�2:

У третьому – коефiцiєнти дiлення першої частки на x � 1 i

остача r1 D 5, i т.д.

Отже, f .x/ D 2.x� 1/4 C 9.x� 1/3 C 12.x� 1/2 C 5.x � 1/� 2:

5.3 Кiлькiсть коренiв полiнома

Елемент ˛ називається k - кратним коренем полiнома f .x/ 2 F Œx�,
якщо f .x/ дiлиться на .x � ˛/k , але не дiлиться на .x � ˛/kC1:

Зрозумiло, що ˛ є k - кратним коренем полiнома f .x/ 2 F Œx� тодi

i тiльки тодi, коли f .x/ D .x�˛/k �g.x/, де g.x/ - полiном над F Œx�,

для якого ˛ не є коренем. Ясно, що deg g.x/ D deg f .x/� k, звiдки

k � deg f .x/:
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Теорема 5.7. Кiлькiсть всеможливих коренiв полiнома f .x/ над

полем F не перевищує степеня полiнома.

Доведення. Для полiномiв нульового степеня теорема справедлива,

оскiльки жоден з них не має коренiв. Нехай в полi F довiльний по-

лiном f .x/ ненульового степеня має наступнi коренi: ˛1 - кратностi

k1, ˛2 � k2; : : : ; ˛m � km, причому ˛i ¤ ˛j при i ¤ j . Тодi, згiдно

означення кратного кореня, матимемо f .x/ D .x � ˛1/
k1 � g1.x/, де

g1.x/ не дiлиться на .x�˛1/. Iз того, що f .x/ дiлиться на .x�˛2/
k2 ,

а .x � ˛1/
k1 взаємно простий з .x � ˛2/

k2 , випливає, що g1.x/ дiли-

ться на .x�˛2/
k2 , тобто g1.x/ D .x�˛2/

k2 �g2.x/, де полiном g2.x/

не дiлиться на .x � ˛2/. Звiдси f .x/ D .x � ˛1/
k1 � .x � ˛2/

k2 � g2.x/.

Продовжуючи i далi аналогiчнi мiркування або ж застосовувавши

метод математичної iндукцiї, отримаємо f .x/ D .x � ˛1/
k1 � .x �

˛2/
k2 � � � � � .x � ˛m/

km � gm.x/, де gm.x/ - полiном, для якого жо-

дне iз ˛i не є коренем. Iз останньої рiвностi видно, що deg f D n D
k1 C k2 C � � � C km C deg gm; тобто k1 C k2 C � � � C km � n:

Наслiдок 5.8. Якщо полiном f .x/ 2 F Œx� степеня, не вищого за n,

має .nC 1/ рiзних коренiв, то f .x/ є нуль-полiномом.

Цей же наслiдок сформулюємо iнакше: якщо два полiноми f .x/ i

g.x/ 2 F Œx� степеня, не вищого за n, приймають однаковi значення

при .nC 1/ рiзних значеннях x з поля F , то вони рiвнi мiж собою.

Доведення. Нехай f .˛i/ D g.˛i/ D ˇi , де i D 1; 2; : : : ; nC 1: При-

пустимо супротивне, тобто f .x/ ¤ g.x/. Тодi для полiнома-рiзницi

h.x/ D f .x/ � g.x/ виконуватимуться наступнi рiвностi: h.˛i/ D 0

для всiх i D 1; 2; : : : ; n C 1, тобто h.x/ є ненульовим полiномом,

степiнь якого не перевищує n, i який, за умовою, має в полi F бiль-
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ше нiж n коренiв, що суперечить висновку теореми 5.7 i заперечує

припущення.

Це означає, що серед полiномiв степеня, не вищого за n, iснує

не бiльше одного полiнома, який приймає наперед заданi значення

ˇi 2 F при nC 1 рiзних значеннях ˛1; : : : ; ˛nC1 змiнної x з поля F .

5.4 Полiномiальнi функцiї

Наслiдок iз теореми 5.7 дає можливiсть розв’язати питання про спiв-

вiдношення функцiональної i алгебраїчної точок зору на полiноми.

Кожному полiному f .x/ 2 F Œx� ставиться у вiдповiднiсть функцiя

f � W a ! f .a/;8a 2 F . Множина всiх таких функцiй утворює кiль-

це F � полiномiальних функцiй.

Теорема 5.9. ЯкщоF - цiлiсне кiльце з нескiнченною кiлькiстю еле-

ментiв, то вiдображення f ! f � кiльця полiномiв F Œx� на кiльце

полiномiальних функцiй F � є iзоморфiзмом.

По сутi, це твердження є переформулюванням наслiдку теореми

5.7, оскiльки мова йде тiльки про те, що ненульовому полiному f .x/

ставиться у вiдповiднiсть ненульова функцiя f �, тобто f .a/ ¤ 0 хо-

ча б для одного a 2 F . Насправдi f .x/ має не бiльше, нiж n коренiв

в F , якщо deg f .x/ D n:

Таким чином, кiльце полiномiв над нескiнченним полем F ото-

тожнюють iз кiльцем полiномiальних функцiй, i залишається тiльки

встановити, як за f � (а насправдi за кiлькома значеннями полiнома

f ) вiдновити в явному виглядi сам полiном.

Точна постановка задачi вiдновлення (iнтерполяцiї) полягає у не-

обхiдностi знаходження полiнома f .x/ степеня, не вищого за n, який
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при .n C 1/ рiзних значеннях x D ˛i 2 F приймає заданi значення

ˇi 2 F .i D 1; 2; : : : ; nC 1/. Наслiдок iз теореми 5.7 стверджує про

єдинiсть такого полiнома. Залишилось пiдтвердити iснування такого

полiнома.

Розглянемо наступний полiном:

f .x/ D .x � ˛2/.x � ˛3/ : : : .x � ˛nC1/

.˛1 � ˛2/.˛1 � ˛3/ : : : .˛1 � ˛nC1/
ˇ1C

C .x � ˛1/.x � ˛3/ : : : .x � ˛nC1/

.˛2 � ˛1/.˛2 � ˛3/ : : : .˛2 � ˛nC1/
ˇ2C

C .x � ˛1/.x � ˛2/ : : : .x � ˛i�1/.x � ˛iC1/ : : : .x � ˛nC1/

.˛i � ˛1/.˛i � ˛2/ : : : .˛i � ˛i�1/.˛i � ˛iC1/ : : : .˛i � ˛nC1/
ˇiC

C � � � C .x � ˛1/.x � ˛2/ : : : .x � ˛n/

.˛nC1 � ˛1/.˛nC1 � ˛2/ : : : .˛nC1 � ˛n/
ˇnC1 (5.3)

Усi члени побудованого полiнома є полiномами n-го степеня. Iз

виразу полiнома видно, що при x D ˛i його i-ий член перетворює-

ться в ˇi , а всi iншi - в 0. Таким чином, i-ий член приймає значення

ˇi тiльки при одному значеннi x, яке дорiвнює ˛i (оскiльки при всiх

iнших значеннях x: f .x/ ¤ ˇi ). Отже, f .x/ i є шуканим полiномом.

Полiном (5.3) називається iнтерполяцiйним полiномом Лагран-

жа. За .nC 1/ значеннями полiнома степеня, не вищого за n, можна

знайти всi його значення.

Деякi переваги iнколи має ще одна очевидна формула полiнома -

iнтерполяцiйний полiном Ньютона:

f .x/ D c0Cc1.x�˛1/Cc2.x�˛1/.x�˛2/Cc3.x�˛1/.x�˛2/.x�˛3/C

C � � � C cn.x � ˛1/.x � ˛2/ : : : .x � ˛n/ .5:4/

де коефiцiєнти c0; c1; : : : ; cn визначаються шляхом послiдовного пiд-

ставляння значень x D ˛i , тобто
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f .˛1/ D c0;

f .˛2/ D c0 C c1.˛2 � ˛1/;

f .˛3/ D c0 C c1.˛3 � ˛1/C c2.˛3 � ˛1/.˛3 � ˛2/; i так далi.

Iнтерполяцiйнi методи є важливим практичним iнструментом до-

слiджень в багатьох роздiлах математики та iнших наук.

Приклад 5.10. Побудувати полiном f .x/ не вище 3 степеня над

полем Q, якщо f .�1/ D �7, f .0/ D �1, f .1/ D 1, f .2/ D 5.

Формула Лагранжа:

f .x/ D .x � 0/.x � 1/.x � 2/
.�1 � 0/.�1 � 1/.�1 � 2/ �.�7/C

.x C 1/.x � 1/.x � 2/
.0C 1/.0 � 1/.0 � 2/ �.�1/C

C.x C 1/.x � 0/.x � 2/
.1C 1/.1 � 0/.1 � 2/ �1C.x C 1/.x � 0/.x � 1/

.2C 1/.2 � 0/.2 � 1/ �5 D x3�2x2C3x�1:

Формула Ньютона:

�7 D f .�1/ D c0I c0 D �7:
�1 D f .0/ D c0 C c1.0 � .�1// D �7C c1I c1 D 6:

1 D f .1/ D c0Cc1.1�.�1//Cc2.1�.�1//.1�0/ D 5C2c2I c2 D
�2:
5 D f .2/ D c0 C c1.2 � .�1// C c2.2 � .�1//.2 � 0/ C c3.2 �

.�1//.2 � 0/.2 � 1/ D
�1C 6c3I c3 D 1:

f .x/ D �7C 6.x � .�1//� 2.x � .�1//.x � 0/C .x � .�1//.x �
0/.x � 1/ D
x3 � 2x2 C 3x � 1:

5.5 Iснування кореня полiнома

Розглянемо питання, чи кожний полiном ненульового степеня має

хоча б один корiнь.
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Довiльний полiном першого степеня f .x/ D axC b з кiльця F Œx�

має в полi F корiнь x D �b
a

. Полiном f .x/ степеня n > 1 з кiльця

F Œx� може не мати в полiF жодного кореня. Це стосується, зокрема,

полiнома f .x/ степеня n > 1, незвiдного в полi F , оскiльки при

iснуваннi в полi F кореня цього полiнома випливала б наявнiсть у

нього лiнiйного множника, тобто його звiднiсть над полем F .

Приклад 5.11. Полiном f .x/ D x2 � 3 2 QŒx� над полем Q не має

рацiональних коренiв, а g.x/ D x2 C 2 2 RŒx� над полем R не має

дiйсних коренiв. Але кожний iз цих полiномiв у деякому розширеннi

вiдповiдного поля буде мати коренi: f .x/ має коренi ˙
p
3 в полi

R, а g.x/ - коренi ˙i
p
2 в полi C.

З’ясуємо питання, чи для кожного полiнома f .x/ степеня n > 1 з

кiльця F Œx�, який не має коренiв в полi F , iснує розширення F1 поля

F , в якому полiном матиме коренi.

Теорема 5.12. (Кронекера) Для довiльного полiнома f .x/ ненульо-

вого степеня над полем F iснує розширення F1 поля F , в якому

цей полiном має корiнь.

Доведення. Для доведення теореми необхiднi деякi вiдомостi з тео-

рiї кiлець. Нехай p.x/ – один iз незвiдних множникiв полiнома f .x/

у полi F (якщо сам f .x/ – незвiдний, то p.x/ D f .x/). Можна запи-

сати, що f .x/ D p.x/ � s.x/ i далi продовжувати доведення теореми

для полiнома p.x/. Розглянемо головний iдеал .p/ кiльця F Œx�, по-

роджений елементом p.x/, i фактор-кiльце F1 D F Œx�=.p/. Оскiль-

киF Œx� – кiльце головних iдеалiв, а .p/ – iдеал, породжений простим

елементом p.x/, то F1 є полем (згiдно вiдповiдної теореми теорiї кi-

лець).
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Поле F1 складається з класiв лишкiв за модулем .p/, представ-

никами яких є всi можливi остачi вiд дiлення будь-якого полiнома

h.x/ 2 F Œx� на p.x/, тобто усi можливi полiноми не вище певного

степеня з F Œx�. Це поле мiстить усi константи c, де c 2 F , тобто

є розширенням поля F . Саме у цьому розширеннi iснує корiнь по-

лiнома p.x/, таким коренем є елемент x 2 F1. Дiйсно, якщо g.x/

– довiльний полiном з F1Œx�, то для знаходження g. Nx/ треба взяти

остачу вiд дiлення g.x/ на p.x/. Тому p.x/ D 0 (бо остача вiд дiле-

ння p.x/ на p.x/ дорiвнює нулю).

Отже, в F1 дiйсно iснує корiнь полiнома p.x/, а, значить, i f .x/.

Теорему доведено.

Наслiдком з теореми Кронекера є наступне твердження:

Теорема 5.13. Для будь-якого полiнома f .x/ 2 F Œx� ненульового

степеня над полем F iснує таке розширення NF поля F , в якому

знаходяться всi коренi f .x/ (тобто полiном f .x/ розкладається

на лiнiйнi множники).

Доведення. Нехай deg f D n. Згiдно теореми Кронекера iснує роз-

ширення F1 поля F , в якому f .x/ має корiнь ˛1 , i тому f .x/ D
.x � ˛1/ � f1.x/, де f1.x/ 2 F1Œx�; deg f1 D n � 1:

Застосуємо теорему Кронекера для F1 i полiнома f1.x/, отри-

маємо розширення F2 поля F1, в якому iснує корiнь ˛2 полiнома

f1.x/. Ясно, що ˛2 є також коренем f .x/, а F2 - розширенням по-

ля F , в якому можливий розклад f .x/ D .x � ˛1/.x � ˛2/f2.x/, де

f2.x/ 2 F2Œx�; deg f2 D n � 2:
Продовжуючи аналогiчнi мiркування, отримаємо розширення F3;

F4; : : : ; Fn поля F , коренi ˛1; ˛2; : : : ; ˛n, розклади f3.x/; f4.x/; : : : ;
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fn.x/, i нарештi, дiстанемо deg fnC1 D 0, тобто fnC1 D c 2 Fn. Поле

Fn i є шуканим полем NF , бо воно є розширенням поля F , в якому

f .x/ D c � .x � ˛1/.x � ˛2/ : : : .x � ˛n/:

Поле NF , в якому полiном f .x/ розкладається на лiнiйнi множни-

ки, називається полем розкладу цього полiнома.

Звiдси, останню теорему можна сформулювати iнакше: для будь-

якого полiнома f .x/ 2 F Œx� ненульового степеня iснує поле роз-

кладу NF , яке є розширенням поля F.

Приклад 5.14. Розкласти на лiнiйнi множники f .x/ D x4 � 5 2
QŒx�.

У полi Q не можна розкласти на лiнiйнi множники.

В кiльцi RŒx� f .x/ D .x � 4
p
5/.x C 4

p
5/.x2 C

p
5/:

В кiльцi CŒx� f .x/ D .x � 4
p
5/.x C 4

p
5/.x � 4

p
5i/.x C 4

p
5i/:

Означення 5.15. Поле F називається алгебраїчно замкнутим, якщо

воно є полем розкладу для будь-якого полiнома f .x/ 2 F Œx� нену-

льового степеня.

Iнакше:F є алгебраїчно замкнутим полем, якщо усi коренi будь-

якого полiнома f .x/ 2 F Œx� належать цьому полю.

Наслiдок 5.16. Полiном f .x/ 2 F Œx� n-го степеня має у полi роз-

кладу n коренiв.

Наслiдок 5.17. У полi розкладу полiном f .x/ D a0x
nC� � �Can�1xC

an має канонiчний розклад вигляду

f .x/ D a0.x � ˛1/
k1.x � ˛2/

k2 � � � � � .x � ˛m/
km; .5:5/
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де k1 C k2 C � � � C km D n; ˛1; ˛2; : : : ; ˛m - рiзнi коренi полiнома

f .x/.

Доведення. Степенi k1; k2; : : : ; km появилися тому, що можуть зу-

стрiтися однаковi коренi. Константа c D a0 випливає iз прирiвнюва-

ння коефiцiєнтiв у записах полiнома f .x/ D c�.x�˛1/.x�˛2/ : : : .x�
˛n/ i f .x/ D a0x

n C � � � C an�1x C an:

5.6 Формули Вiєта

Нехай f .x/ D xnC� � �Can�1xCan - довiльний нормований .a0 D 1/

полiном з кiльця F Œx�; ˛1; ˛2; : : : ; ˛n - його коренi, звiдки f .x/ D
.x � ˛1/.x � ˛2/ : : : .x � ˛n/:

Виконавши множення у правiй частинi рiвностi

xn C � � � C an�1x C an D .x � ˛1/.x � ˛2/ : : : .x � ˛n/;

звiвши подiбнi члени i прирiвнявши коефiцiєнти при однакових сте-

пенях x, отримаємо формули, якi пов’язують мiж собою коренi i ко-

ефiцiєнти полiнома в будь-якому полi його розкладу.

a1 D �.˛1 C ˛2 C � � � C ˛n/;

a2 D ˛1˛2 C ˛1˛3 C � � � C ˛1˛n C ˛2˛3 C � � � C ˛2˛n C � � � C ˛n�1˛n;

: : : ;

ak D .�1/k
X

i1<i2<���<ik

˛i1˛i2 : : : ˛ik ;

: : : ;

an D .�1/n˛1 � ˛2 � � � � � ˛n: .5:6/

Отриманi спiввiдношення називають формулами Вiєта. Якщо полi-

ном f .x/ не є нормованим .a0 ¤ 1/, то правi частини формул Вiєта

дорiвнюватимуть вiдношенням ai

a0
; i D 1; 2; : : : ; n:
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Вправи 5.18. (1) Розкласти полiном f .x/ D 3x5 �4x4 Cx3 �2x2 �
x C 3 за степенями лiнiйного двочлена:

(а) x C 1;

(б) x � 1;

(в) x C 2.

(2) Побудувати полiном f .x/ не вище четвертого степеня над

полем Q, якщо f .�1/ D 2, f .0/ D 3, f .1/ D �1, f .2/ D 0, f .3/ D
4, використовуючи:

(а) формулу Лагранжа;

(б) формулу Ньютона.

(3) Записати формули Вiєта звязку мiж коефiцiєнтами i коре-

нями полiномiв:

(а) f .x/ D 2x4 � 5x3 � 3x2 C 4x � 1;

(б) f .x/ D 3x5 � 4x3 C x2 C 1.

6 Кратнi множники i кратнi коренi полiнома

6.1 Похiдна полiнома

Вiдшукати коренi полiнома f .x/ 2 F Œx� було б набагато легше, якби

був вiдомим канонiчний розклад цього полiнома над полем F , тобто

вираз

f .x/ D Œp1.x/�
k1 � Œp2.x/�

k2 � � � � � Œpm.x/�
km;

оскiльки тодi досить було б шукати коренi незвiдних множникiв p1.x/;

p2.x/; : : : ; pm.x/, степенi яких меншi (переважно) за степiнь самого
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f .x/. Якiсь загальнi методи отримання канонiчного розкладу полi-

нома вiдсутнi, однак є способи, з допомогою яких без розкладання

цього полiнома на незвiднi множники можна встановити наявнiсть чи

вiдсутнiсть у нього кратних множникiв, i, в разi їх наявностi, розкла-

сти його в добуток полiномiв, якi вже кратних множникiв не мають.

Цi способи застосовнi за умови нульової характеристики поля F i

пов’язанi з поняттям похiдної вiд полiнома.

Нехай f .x/ D a0x
n C a1x

n�1 C � � � C an�1x C an - полiном n-го

степеня над полем F . Функцiональне тлумачення полiнома робить

природним наступне означення.

Похiдною полiнома f .x/ 2 F Œx� називається полiном

f 0.x/ D n � a0x
n�1 C .n � 1/ � a1x

n�2 C � � � C 2an�2x C an�1: .6:1/

Якщо F D R (поле дiйсних чисел), а f � - зв’язана з f полiномiаль-

на функцiя, то подане означення похiдної спiвпадає зi звичайним її

означенням як границi. У випадку ж довiльного поля поняття грани-

цi не завжди застосовне, тому при означеннi похiдної полiнома над

полем користуються формальним записом .6:1/.

Похiднi полiнома нульового степеня i нуль-полiнома вважають

рiвними нулю.

Оскiльки коефiцiєнти похiдної f 0.x/ полiнома f .x/ 2 F Œx� є до-

бутками коефiцiєнтiв полiнома та натуральних чисел, то похiдна по-

лiнома над полем F теж є полiномом над полем F .

Твердження deg f 0 D deg f �1 має мiсце тiльки за умови, що по-

ле F є полем характеристики 0, оскiльки в цьому випадку iз a0 ¤ 0

випливає n �a0 ¤ 0. Якщо ж поле має деяку скiнченну характеристи-

ку p � 1, то iз p � a0 D 0 випливає, що похiдна, наприклад, полiнома

q.x/ D a0x
p дорiвнює нуль-полiному, тобто deg q0 ¤ deg q � 1:



6. КРАТНI МНОЖНИКИ I КРАТНI КОРЕНI ПОЛIНОМА 45

Загальнi правила диференцiювання залишаються справедливими i

для полiномiв над довiльним полем:

1: Œf .x/C g.x/�
0 D f

0

.x/C g
0

.x/;

2: Œf .x/ � g.x/�0 D f
0

.x/g.x/C f .x/g
0

.x/;

2
0

: Œcf .x/�
0 D cf

0

.x/; .c D const/;

2
00

: fŒf .x/�kg0 D kŒf .x/�k�1 � f 0

.x/; .k 2 N/:

Доведення цих рiвностей випливає iз означення .6:1/ похiдної по-

лiнома. Для прикладу наведемо доведення першої з них (iншi дово-

дяться аналогiчно). Якщо

f .x/ D a0Ca1xCa2x
2C� � �Canx

n; g.x/ D b0Cb1xCb2x
2C� � �Cbmx

m;

то (при n � m) f .x/Cg.x/ D .a0 Cb0/C .a1 Cb1/xC .a2 Cb2/x
2 C

� � �C.am Cbm/x
mCamC1x

mC1C� � �Canx
n; i, за означенням похiдної,

Œf .x/C g.x/�
0 D .a1 C b1/C 2.a2 C b2/xC � � � Cm.am C bm/x

m�1 C
.mC1/amC1x

mC C � � �Cn �anx
n�1 D .a1 C2a2xC� � �Cm �amx

m�1 C
.mC1/�amC1x

mC� � � C Cn�anx
n�1/C.b1C2b2xC� � �Cm�bmx

m�1/ D
f

0

.x/C g
0

.x/:

Розглядають також другу, третю,..., k-у похiдну полiнома. Зокре-

ма, f .k/.x/ визначається як похiдна вiд f .k�1/.x/.

6.2 Кратнi множники

Розглянемо простий спосiб встановлення наявностi у полiнома кра-

тних множникiв.

Теорема 6.1. Якщо незвiдний у заданому полi F характеристики 0

полiном q.x/ є множником кратностi k � 1 для полiнома f .x/,

то вiн є множником кратностi .k � 1/ для похiдної f
0

.x/.



46 КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ

Доведення. Очевидно, що будь-який множник кратностi k D 1 по-

лiнома f .x/ в розклад похiдної f
0

.x/ на незвiднi множники не вхо-

дить.

Умова того, що полiном q.x/ є множником кратностi k для полi-

нома f .x/, може бути записана так:

f .x/ D Œq.x/�k � t.x/;

де t.x/ - полiном, який не дiлиться на q.x/ i тому є з ним взаємно

простим.

Iз виразу для похiдної f
0

.x/ D kŒq.x/�k�1 � q0

.x/ � t.x/C Œq.x/�k �
t

0

.x/ D Œq.x/�k�1fk � q0

.x/t.x/C q.x/t
0

.x/g; випливає, що f
0

.x/ дi-

литься на Œq.x/�k�1:

Залишилось показати, що q.x/ є для f
0

.x/ множником кратно-

стi саме .k � 1/, тобто довести, що полiном r.x/ D k � q0

.x/t.x/C
q.x/t

0

.x/ не дiлиться на q.x/. Дiйсно, якщо б r.x/ дiлився на q.x/,

то й q
0

.x/t.x/ D 1
k
Œr.x/ � q.x/t

0

.x/� дiлився б на q.x/, але оскiль-

ки t.x/ i q.x/ взаємно простi, то це означало б, що на q.x/ дiлиться

q
0

.x/, а це неможливо, бо степiнь q
0

.x/ нижчий за степiнь q.x/.

Наслiдок 6.2. Для того, щоб полiном f .x/ не мав кратних мно-

жникiв, необхiдно i достатньо, щоб f .x/ був взаємно простий зi

своєю похiдною f
0

.x/:

Доведення. а) Якщо всi незвiднi множники полiнома f .x/ мають

кратнiсть 1, то в розкладi f
0

.x/ на незвiднi множники не буде жо-

дного множника, спiльного з множниками f .x/, тобто .f; f
0

/ D 1:

б) Якщо f .x/ має хоч один кратний множник q.x/, то .f; f
0

/ дi-

литься на q.x/ i тому не є константою, а, значить, f i f
0

не є взаємно

простими.
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Таким чином, наявнiсть чи вiдсутнiсть кратних множникiв у по-

лiнома залежать виключно вiд його коефiцiєнтiв, i не залежать вiд

поля, над яким цей полiном розглядають.

Приклад 6.3. Чи має кратнi множники полiном f .x/ D x3C2x2�
x � 2?

Обчислимо похiдну: f 0.x/ D 3x2 C 4x � 1. Користуючись алго-

ритмом Евклiда, переконуємось, що .f; f 0/ D 1:

Отже, полiном f .x/ кратних множникiв не має.

6.3 Вiдокремлення кратних множникiв

Задача подання полiнома у канонiчному виглядi є непростою, то-

му, у зв’язку з вiдсутнiстю загальних методiв отримання такого роз-

кладу, розглянемо спосiб, з допомогою якого без розкладання цього

полiнома на незвiднi множники можна встановити наявнiсть чи вiд-

сутнiсть у нього кратних множникiв, i, в разi їх наявностi, отримати

розклад його в добуток полiномiв, якi вже кратних множникiв не ма-

ють, хоча цей розклад i не буде таким повним, як канонiчний.

Виберемо в канонiчному розкладi

f .x/ D Œp1.x/�
k1 � Œp2.x/�

k2 � � � � � Œpm.x/�
km

тi незвiднi множники pi.x/, степiнь яких ki D 1, i позначимо добу-

ток цих множникiв через '1.x/:

'1.x/ D pi1.x/pi2.x/ : : : pik .x/:

Утворимо далi добуток тих множникiв pj .x/, кратнiсть яких kj до-

рiвнює 2, тобто тих, якi входять до канонiчного розкладу у другому

степенi.

'2.x/ D pj1
.x/pj2

.x/ : : : pjr
.x/:
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Оскiльки '2.x/ - це добуток самих незвiдних множникiв кратностi

2, то до розкладу f .x/ входить Œ'2.x/�
2:

Аналогiчно утворимо '3.x/ як добуток незвiдних множникiв, що

мають кратнiсть 3, i так дальше. В кiнцевому результатi канонiчний

розклад запишеться у виглядi:

f .x/ D '1 � '2
2 � '3

3 � � �'m
m : .6:2/

Якщо множникiв k-тої кратностi нема, то вважаємо, що 'k D 1: Роз-

клад .6:2/ доцiльний лише тодi, коли в канонiчному розкладi iснують

кратнi множники.

Приклад 6.4. Подати канонiчний запис полiнома f .x/ D .x �
1/4.x C 1/2.x2 C 2/.x � 2/2 у виглядi (6.2).

'1.x/ D x2 C 2, '2.x/ D .x C 1/.x � 2/ D x2 � x � 2, '3.x/ D 1,

'4.x/ D x � 1.

f .x/ D '1 � '2
2 � '3

3 � '4
4 D .x2 C 2/.x2 � x � 2/2.x � 1/4:

Задача зображення полiнома у виглядi .6:2/ називається вiдокрем-

ленням кратних множникiв.

Для отримання розкладу f .x/ D '1 � '2
2 � '3

3 � � � � � 'm
m потрiбно за

коефiцiєнтами полiнома f .x/ знайти полiноми '1; '2; '3; : : : ; 'm:

Оскiльки '1.x/ - це добуток незвiдних множникiв полiнома f .x/,

якi мають кратнiсть k D 1, то в f
0

.x/ жоден iз цих множникiв не

входить. Iз того, що '2.x/ - добуток незвiдних множникiв кратностi

2, випливає, що в f
0

.x/ усi цi множники входять з кратнiстю 1, тоб-

то f
0

.x/ має своїм множником добуток '2.x/ незвiдних множникiв,

але вже у першому степенi. Аналогiчно, якщо f .x/ має множником

Œ'k.x/�
k, то f

0

.x/ матиме множник Œ'k.x/�
k�1. Таким чином,

f 0.x/ D '2 � '2
3 � � �'m�1

m �  1;
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де  1 не дiлиться на '1; '2; '3; : : : ; 'm:

Тодi найбiльший спiльний дiльник .f; f 0/ є добутком усiх мно-

жникiв, якi входять у розклади як f .x/, так i f 0.x/:

d1 D .f; f 0/ D '2 � '2
3 � � � � � 'm�1

m :

Знайдемо тепер d 0
1.

d 0
1 D '3 � '2

4 � � �'m�2
m �  2;

де  2 не дiлиться на '1; '2; '3; : : : ; 'm:

d2 D .d1; d
0
1/ D '3 � '2

4 � � �'m�2
m :

Аналогiчно можна розрахувати:

d 0
2 D '4 � '2

5 � � �'m�3
m �  3;

d3 D .d2; d
0
2/ D '4 � '2

5 � � �'m�3
m ;

� � �

dm�2 D .dm�3; d
0
m�3/ D 'm�1 � '2

m;

dm�1 D .dm�2; d
0
m�2/ D 'm;

dm D .dm�1; d
0
m�1/ D 1:

Подiливши f на d1, d1 на d2 i так далi, отримаємо:

q1 D f

d1

D '1 � '2 � � �'m;

q2 D d1

d2

D '2 � '3 � � �'m;

� � �

qm�1 D dm�2

dm�1

D 'm�1 � 'm;
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qm D dm�1

dm

D 'm:

I, нарештi, шуканi множники 'i дiстанемо так:

'1 D q1

q2

; '2 D q2

q3

; : : : ; 'm�1 D qm�1

qm

; 'm D qm:

Таким чином: у довiльного полiнома над полем F можна вiдокре-

мити кратнi множники за допомогою скiнченного кiлькостi рацiо-

нальних дiй над деякими полiномами.

Оскiльки похiднi та найбiльший спiльний дiльник не залежать вiд

поля задання полiномiв, то розклад .6:2/, на вiдмiну вiд канонiчно-

го розкладу .4:1/, не залежить вiд того, до якого поля F належать

коефiцiєнти цього полiнома.

Приклад 6.5. Вiдокремити кратнi множники полiнома

f .x/ D x5 C x4 � 5x3 � x2 C 8x � 4:
Розв’язання. f 0 D 5x4 C 4x3 � 15x2 � 2x C 8: Знайдемо di за

алгоритмом Евклiда:

d1 D .f; f 0/ D x3 � 3x C 2I d 0
1 D 3x2 � 3:

d2 D .d1; d
0
1/ D x � 1I d 0

2 D 1: d3 D .d2; d
0
2/ D 1:

Обчислимо qi . q1 D f

d1
D x2 C x � 2I q2 D d1

d2
D x2 C x � 2I

q3 D d2

d3
D x � 1:

Знаходимо 'i : '1 D q1

q2
D 1I '2 D q2

q3
D x C 2I '3 D q3 D x � 1:

В результатi маємо: f .x/ D '1 � '2
2 � '3

3 D .x C 2/2.x � 1/3.

6.4 Встановлення кратностi кореня полiнома

Розглянемо способи визначення кратностi кореня полiнома.
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1 спосiб. Згiдно з означенням кратного кореня полiнома для вста-

новлення кратностi кореня ˛ полiнома f .x/ досить послiдовним дi-

ленням f .x/ на .x � ˛/ знайти таке k, щоб f .x/ дiлився на .x � ˛/k,

але не дiлився на .x � ˛/kC1. При цьому k i буде кратнiстю кореня

˛.

2 спосiб. Цей спосiб ґрунтується на твердженнi наступної теоре-

ми:

Теорема 6.6. Для того, щоб ˛ був коренем кратностi k полiнома

f .x/, необхiдно i достатньо, щоб

f .˛/ D f
0

.˛/ D � � � D f .k�1/.˛/ D 0; f .k/.˛/ ¤ 0: .6:3/

Доведення. а) Нехай ˛ - корiнь f .x/ кратностi k. Значить, .x � ˛/

- незвiдний множник f .x/ кратностi k, тобто, згiдно теореми 6.1,

.x � ˛/ - незвiдний множник f
0

.x/ кратностi .k � 1/, звiдки ˛ - ко-

рiнь f
0

.x/ кратностi .k � 1/. Аналогiчно, ˛ - корiнь f
00

.x/ кратностi

.k � 2/ i так далi. Нарештi, f .k�1/.x/ має .x � ˛/ своїм множником

кратностi 1, а f .k/.x/ множника .x � ˛/ не має. Тому, за наслiдком

з теореми Безу, f .k/.˛/ ¤ 0.

б) Нехай умова .6:3/ теореми справджується. Тодi ˛ є коренем

f .x/. Нехай кратнiсть ˛ дорiвнює m. Згiдно необхiдностi,

f .˛/ D f
0

.˛/ D � � � D f .m�1/.˛/ D 0; f .m/.˛/ ¤ 0 .6:4/

При m < k умова .6:3/ свiдчила б про те, що f .m/.˛/ D 0, а це

суперечить .6:4/. Аналогiчно вiдкидаємо m > k. Отже, m D k.

Приклад 6.7. Знайти кратнiсть кореня -2 полiнома f .x/ D x5 C
x4 � 5x3 � x2 C 8x � 4:

1 спосiб. Скористаємось схемою Горнера:
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1 1 -5 -1 8 -4

-2 1 -1 -3 5 -2 0

-2 1 -3 3 -1 0

-2 1 -5 13 -27¤0

f .x/ дiлиться на .x C 2/2, але не дiлиться на .x C 2/3. Тому

кратнiсть кореня -2 дорiвнює 2.

2спосiб.

f 0.x/ D 5x4 C 4x3 � 15x2 � 2x C 8; f 0.�2/ D 0:

f 00.x/ D 20x3 C 12x2 � 30x � 2; f 00.�2/ D �54:
Отже, кратнiсть кореня -2 дорiвнює 2.

Вправи 6.8. (1) Вiдокремити кратнi множники полiномiв:

(а) f .x/ D x4 � 2x3 C 2x2 � 2x C 1;

(б) f .x/ D x4 C 2x2 C 1;

(в) f .x/ D x5 � 2x4 C 2x3 � 4x2 C x � 2.

(2) Знайти кратнiсть кореня ˛ полiнома f .x/:

(а) ˛ D 1, f .x/ D x4 � 2x3 C 2x � 1;

(б) ˛ D 2, f .x/ D 3x3 � 4x2 � x � 6;

(в) ˛ D �1, f .x/ D x5 C 5x4 C 10x3 C 10x2 C 5x C 1.

7 Полiноми вiд багатьох змiнних

7.1 Кiльце полiномiв вiд багатьох змiнних

Поняття полiнома вiд багатьох змiнних є узагальненням поняття по-

лiнома вiд однiєї змiнної. Для початку розглянемо випадок полiнома
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вiд двох змiнних. Нагадаємо, що RŒx� - кiльце полiномiв вiд однiєї

змiнної x над кiльцем R, де R i RŒx� - комутативнi кiльця з оди-

ницею. Побудуємо тепер кiльце полiномiв вiд однiєї змiнної y над

кiльцем RŒx� (позначивши його, за аналогiєю, через RŒx�Œy�), тобто

множину всеможливих полiномiв вигляду

a0.x/y
n C a1.x/y

n�1 C � � � C an�1.x/y C an.x/; .7:1/

де ai.x/ 2 RŒx�; i D 0; 1; : : : ; n; тобто є полiномами вiд змiнної x

над кiльцем R i мають вигляд:

ai.x/ D ai0x
mi C ai1x

mi �1 C � � � C ai;mi �1x C ai;mi
D

miX

j D0

aijx
mi �j :

Пiдставивши отриманi вирази для ai.x/; i D 0; 1; : : : ; n (елементiв

кiльця RŒx�) в .7:1/, отримаємо вираз для елементiв кiльця RŒx�Œy�,

який матиме вигляд

n
X

iD0

miX

j D0

aijx
mi �jyn�i ; aij 2 R:

Таким чином, довiльний елемент кiльця RŒx�Œy� рiвний деякiй скiн-

ченнiй сумi
P
aijx

kiylj , де ki ; lj - невiд’ємнi цiлi числа. Ясно, що й

навпаки, довiльна скiнченна сума
P
aijx

kiylj , де aij 2 R, а ki ; lj

- деякi невiд’ємнi цiлi числа, є елементом кiльця RŒx�Œy�, так як

кожний вираз aijx
kiylj є полiномом вiд змiнної y з коефiцiєнтами

aijx
ki 2 RŒx�, тобто належить кiльцю RŒx�Œy�.

Оскiльки x та y є елементами комутативного кiльця RŒx�Œy�, то

RŒx�Œy� D RŒy�Œx� (надалi позначатимемо RŒx; y� або RŒy; x�). Кiль-

це RŒx; y� називають кiльцем полiномiв вiд двох змiнних x, y над

кiльцем R, а кожний його елемент - полiномом вiд змiнних x, y
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над кiльцем R. Позначають полiноми вiд двох змiнних так: f .x; y/;

g.x; y/ i т.д.

Приклад 7.1. Записати полiном вiд двох змiнних f .x; y/ D 3x2y2C
5x2y�7xy2 C2x�4y�2 у виглядi полiнома вiд змiнної y над QŒx�:

Розв’язування. f .x; y/ D 3x2y2 C 5x2y � 7xy2 C 2x � 4y � 2 D
.3x2 � 7x/y2 C .5x2 � 4/y C .2x � 2/:

Сформулюємо тепер означення кiльця полiномiв вiд багатьох змiн-

них над кiльцем.

Означення 7.2. Кiльцем полiномiв RŒx1; x2; : : : ; xn� вiд n змiнних

x1; x2; : : : ; xn над комутативним кiльцем R з одиницею називає-

ться кiльце полiномiв вiд однiєї змiнної xn над кiльцем RŒx1; x2;

: : : ; xn�1�.

Тобто, RŒx1; x2; : : : ; xn� D RŒx1; x2; : : : ; xn�1�Œxn�:

Користуючись методом математичної iндукцiї за кiлькiстю невi-

домих, можна довести твердження, аналогiчне тому, що стосується

кiльця полiномiв вiд однiєї змiнної.

Теорема 7.3. Якщо кiльцеR є цiлiсним, то i кiльцеRŒx1; x2; : : : ; xn�

є цiлiсним.

Доведення. При n D 1 отримаємо ранiше доведений випадок полi-

номiв вiд однiєї змiнної. Припустимо, що полiноми вiд .n � 1/ змiн-

них з коефiцiєнтами iз кiльця R утворюють цiлiсне кiльце. Доведемо

це твердження для n. Кожний полiном вiд змiнних x1; x2; : : : ; xn�1; xn

можна однозначно подати як полiном вiд змiнної xn з коефiцiєнтами,

якi є полiномами вiд x1; x2; : : : ; xn�1. I навпаки, кожний полiном вiд

змiнної xn з коефiцiєнтами iз кiльця полiномiв вiд x1; x2; : : : ; xn�1

над кiльцем R можна розглядати як полiном над цим же кiльцем R
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вiд всiєї сукупностi змiнних x1; x2; : : : ; xn. Очевидно, що отримана

взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж полiномами вiд n змiнних i по-

лiномами вiд однiєї змiнної над кiльцем полiномiв вiд .n�1/ змiнних

є iзоморфiзмом по вiдношенню операцiй як додавання, так i множе-

ння.

Оскiльки сукупнiсть полiномiв вiд однiєї змiнної над кiльцем по-

лiномiв вiд .n � 1/ змiнних утворює цiлiсне кiльце, то й iзоморфна

їй сукупнiсть полiномiв вiд n змiнних над кiльцем R утворює цiлiсне

кiльце.

Вище було показано, як виглядає елемент кiльця полiномiв вiд

двох змiнних. Запишемо тепер загальний вигляд кожного елемента

кiльця RŒx1; x2; : : : ; xn� полiномiв вiд n змiнних.

Довiльний елемент f кiльця RŒx1; x2; : : : ; xn� полiномiв вiд n

змiнних має вигляд

f D
N
X

iD1

aix
k1i

1 x
k2i

2 : : : xkni
n ; .7:2/

де ai 2 R; kj i - цiлi невiд’ємнi числа. I навпаки, кожний вираз ви-

гляду .7:2/ є елементом кiльця RŒx1; x2; : : : ; xn� полiномiв вiд n

змiнних. Останнє твердження легко доводиться методом математи-

чної iндукцiї за кiлькiстю змiнних.

Елемент f D
NP

iD1

aix
k1i

1 x
k2i

2 : : : xkni
n кiльця RŒx1; x2; : : : ; xn� нази-

вають полiномом вiд n змiнних x1; x2; : : : ; xn над R i позначають

f .x1; x2; : : : ; xn/. Тут кожний доданок aix
k1i

1 x
k2i

2 : : : xkni
n - одночлен

(або моном), елемент ai - коефiцiєнт цього одночлена (надалi за

аналогiєю до попереднього називатимемо доданки aix
k1i

1 x
k2i

2 : : : xkni
n

членами полiнома f .x1; x2; : : : ; xn//. Члени полiнома називаються
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подiбними, якщо усi змiннi входять до них в попарно рiвних степе-

нях. Замiну кiлькох подiбних членiв одним називають зведенням по-

дiбних членiв. Передбачається, що f .x1; x2; : : : ; xn/ не мiстить подi-

бних членiв над кiльцем i що розглядаються лише члени з ненульо-

вими коефiцiєнтами.

Два полiноми вiд n змiнних називаються рiвними, якщо рiвнi їх

коефiцiєнти при однакових членах.

Виконання операцiй додавання i множення над полiномами кiль-

ця RŒx1; x2; : : : ; xn� зводиться до виконання вiдповiдних операцiй

над членами akx
k1

1 x
k2

2 : : : xkn
n цих полiномiв (внаслiдок дистрибутив-

ного закону, який виконується в кiльцi). Зокрема, додавання зводи-

ться до додавання елементiв кiльця R (коефiцiєнтiв при однакових

членах), а множення виконується наступним чином:

akx
k1

1 x
k2

2 : : : xkn

n �bmx
m1

1 x
m2

2 : : : xmn

n D akbmx
k1Cm1

1 x
k2Cm2

2 : : : xknCmn

n :

Нагадаємо, що форму запису полiнома, яка не мiстить подiбних чле-

нiв, називають канонiчною або нормальною. Така форма запису є

єдиною з точнiстю до порядку членiв, тобто якщо два полiноми, за-

писанi в канонiчнiй формi, є рiвними мiж собою, то кожний член

одного iз цих полiномiв є також членом iншого, i навпаки.

Степенем по вiдношенню до змiнної xi.i D 1; : : : ; n/ називається

найвищий показник, з яким змiнна xi входить в члени цього полi-

нома. Степенем члена akx
k1

1 x
k2

2 : : : xkn
n називається число k1 C k2 C

� � � C kn, тобто сума показникiв при невiдомих. Найвищий iз степе-

нiв членiв називається степенем полiнома f .x1; x2; : : : ; xn/, а член

з найбiльшим степенем - старшим членом полiнома. В загальному

випадку полiном може мiстити декiлька членiв найвищого степеня,

тому поняття старшого члена застосовне не для кожного полiнома.
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Єдиним полiномом з RŒx1; x2; : : : ; xn�, до якого поняття степеня

незастосовне, є нуль-полiном. Якщо всi члени полiнома мають той

самий степiнь s, то полiном називається однорiдним полiномом або

формою степеня s. Ясно, що будь-який полiном можна подати як

суму скiнченної кiлькостi однорiдних полiномiв рiзних степенiв.

Теорема 7.4. Степiнь добутку двох вiдмiнних вiд нуля полiномiв

вiд n змiнних над цiлiсним кiльцем дорiвнює сумi степенiв цих по-

лiномiв.

Доведення. Нехай '.x1; x2; : : : ; xn/ – форма степеня s, а  .x1; x2;

: : : ; xn/ – форма степеня t . Добуток будь-якого члена форми ' на

будь-який член форми  буде мати степiнь .s C t/, а тому добуток

' буде формою степеня .s C t/, оскiльки зведення подiбних чле-

нiв не може перетворити всi коефiцiєнти цього добутку в нуль через

вiдсутнiсть в кiльцi RŒx1; x2; : : : ; xn� дiльникiв нуля.

Якщо тепер дано довiльнi полiноми f .x1; x2; : : : ; xn/ i g.x1; x2;

: : : ; xn/ вiдповiдно степенiв s i t , то подаючи кожний з них у виглядi

суми форм рiзних степенiв, отримаємо:

f .x1; x2; : : : ; xn/ D '.x1; x2; : : : ; xn/C : : : ;

g.x1; x2; : : : ; xn/ D  .x1; x2; : : : ; xn/C : : : ;

де ' i  будуть вiдповiдно формами степенiв s i t , а всi iншi .C : : : /

будуть формами нижчих степенiв. Тодi f � g D ' �  C : : : Форма

' має степiнь .sCt/, а всi iншi .C : : : / мають менший степiнь, тому

deg fg D deg f C deg g:
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Означення подiльностi, дiльника, загальнi властивостi вiдношен-

ня подiльностi, поняття i властивостi незвiдних полiномiв без змiн

переносяться з кiльця полiномiв вiд однiєї змiнної на кiльце полiно-

мiв вiд п змiнних. Важливою особливiстю теорiї подiльностi в кiльцi

F Œx1; x2; : : : ; xn� порiвняно з кiльцем F Œx� є те, що F Œx1; x2; : : : ; xn�

при n > 1 не є евклiдовим кiльцем, тобто, що на випадок полiно-

мiв вiд n змiнних не поширюються алгоритм Евклiда i його наслiдки.

Проте один з основних результатiв теорiї подiльностi в кiльцi F Œx�, а

саме можливiсть i однозначнiсть розкладу полiнома у добуток незвi-

дних множникiв, залишається незмiнним i в кiльцi F Œx1; x2; : : : ; xn�

при n > 1, однак, оскiльки F Œx1; x2; : : : ; xn� не є евклiдовим кiльцем,

то доведення цього твердження не повинно опиратися на означення

дiлення полiномiв з остачею, тому тут достатньо скористатися мето-

дом математичної iндукцiї за степенем полiнома f .x1; x2; : : : ; xn/.

7.2 Лексикографiчне розмiщення членiв полiнома

Оскiльки в загальному випадку полiном вiд багатьох змiнних може

мiстити декiлька членiв однакового степеня, то для таких полiномiв

поняття степеня члена є вже недостатнiм для встановлення єдиного

порядку розмiщення його членiв.У зв’язку з цим для таких полiно-

мiв був вибраний iнший принцип упорядкування членiв полiнома –

лексикографiчний (лексикон (гр.) – словник).

Згiдно алфавiтного порядку розмiщення букв, взаємне розташу-

вання слiв у словнику визначається за першими буквами у цих сло-

вах, а в разi їх спiвпадання – за другими, i так далi.

Нехай akx
k1

1 x
k2

2 : : : xkn
n .7:3

0

/ i bmx
m1

1 x
m2

2 : : : xmn
n .7:3

00

/ - два рiзнi

члени полiнома f .x1; x2; : : : ; xn/ iз кiльця F Œx1; x2; : : : ; xn�, коефiцi-
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єнти яких є деякими вiдмiнними вiд нуля елементами iз F . Оскiль-

ки цi члени рiзнi, то хоча б одна iз рiзниць показникiв при змiнних

ki � mi .i D 1; 2; : : : ; n/ вiдмiнна вiд нуля. Член .7:3
0

/ буде вважа-

тися вищим члена .7:3
00

/, якщо перша iз цих ненульових рiзниць є

додатною, тобто якщо iснує таке i .1 � i � n/, що k1 D m1; k2 D
m2; : : : ; ki�1 D mi�1, але ki > mi . Iншими словами, член .7:3

0

/ бу-

де вищим члена .7:3
00

/, якщо показник при x1 в .7:3
0

/ бiльший нiж

в .7:3
00

/, або якщо цi показники рiвнi, але показник при x2 в .7:3
0

/

бiльший нiж в .7:3
00

/ i так далi.

Таке зображення полiнома, в якому вищi члени випереджають

нижчi, називається лексикографiчним.

Приклад 7.5. Полiном f .x1; x2; x3; x4/ D x4
1 C3x2

1x
2
2x3 Cx2

1x
2
2x

2
4 �

x2
3x4 � 7 розмiщений лексикографiчно.

Те, що один член полiнома є вищим за iншого, не означає, що його

степiнь бiльший степеня iншого. Перший за порядком член при ле-

ксикографiчному розмiщеннi називається вищим членом полiнома.

Лема 7.6. Вищий член добутку двох полiномiв вiд n змiнних дорiв-

нює добутку вищих членiв цих полiномiв.

Доведення. Нехай axk1

1 x
k2

2 : : : xkn
n .7:4

0

/ – вищий, a
0

x
s1

1 x
s2

2 : : : xsn
n .7:4

00

/

– будь-який iнший член полiнома f .x1; x2; : : : ; xn/, тодi iснує таке

i .1 � i � n/, що k1 D s1; : : : ; ki�1 D si�1, але ki > si . Нехай

bx
m1

1 x
m2

2 : : : xmn
n .7:5

0

/ – вищий, b
0

x
t1

1 x
t2

2 : : : x
tn
n .7:5

00

/ – будь-який iн-

ший член полiнома g.x1; x2; : : : ; xn/, тодi iснує таке j .1 � j � n/,

що m1 D t1; : : : ; mj �1 D tj �1, але mj > tj .

При знаходженнi добутку полiномiв f i g знайдемо добутки .7:4
0

/

i .7:5
0

/, а також .7:4
00

/ i .7:5
00

/. Отримаємо: abxk1Cm1

1 x
k2Cm2

2 : : : xknCmn
n
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.7:6
0

/ i a
0

b
0

x
s1Ct1

1 x
s2Ct2

2 : : : xsnCtn
n .7:6

00

/. Очевидно, що член .7:6
0

/ ви-

щий члена .7:6
00

/. Дiйсно, якщо i � j , то k1Cm1 D s1Ct1; : : : ; ki�1C
mi�1 D si�1 C ti�1, але ki Cmi > si C ti , бо ki > si , mi � ti . Анало-

гiчно для j � i .

Так само перевiряється, що член .7:6
0

/ буде вищим за добуток

членiв .7:4
0

/ i .7:5
00

/, а також за добуток членiв .7:4
00

/ i .7:5
0

/. Таким

чином, .7:6
0

/ як добуток вищих членiв двох полiномiв, є вищим за всi

iншi члени, якi отримуються в результатi почленного перемноження

полiномiв f i g, а тому цей член при зведеннi подiбних членiв не

знищується, а залишається вищим членом в добутку fg.

Крiм лексикографiчного розмiщення членiв полiнома часто кори-

стуються розмiщенням членiв за степенями однiєї змiнної.

Вправи 7.7. Розмiстити члени полiномiв лексикографiчно:

(а) f .x1; x2; x3/ D x2
2x3 � 3x1x2x

2
3 C 4x1x3 � 2x3

1x2;

(б) f .x1; x2/ D x2
1x

2
2 � 2x3

1x2 C 2x1x
3
2 C x4

1 � x4
2 .

8 Симетричнi полiноми

8.1 Означення, властивостi

Якщо f .x1; x2; : : : ; xn/ - довiльний полiном з кiльцяF Œx1; x2; : : : ; xn�,

а ı D
 

x1 x2 : : : xn

xi1 xi2 : : : xin

!

– деяка пiдстановка множини fx1; x2;

: : : ; xng, то, замiнивши в полiномi змiннi xk на змiннi xik , де k D
1; 2; : : : ; n, отримаємо полiном f .xi1; xi2; : : : ; xin/, тобто пiдстанов-

ка ı перетворює полiном f .x1; x2; : : : ; xn/ в f .xi1; xi2 ; : : : ; xin/.
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Означення 8.1. Полiном f .x1; x2; : : : ; xn/ iз F Œx1; x2; : : : ; xn� нази-

вають симетричним полiномом вiдносно x1; x2; : : : ; xn, якщо до-

вiльна пiдстановка множини fx1; x2; : : : ; xng перетворює його в са-

мого себе.

Приклади 8.2. 1. Полiном f .x1; x2/ D 7x2
1x2 �3x1x2 C2x1 C2x2 C

7x1x
2
2 � 4 є симетричним вiдносно x1; x2.

2. З прикладами симетричних полiномiв ми зустрiчались у фор-

мулах Вiєта:

x1 C x2 C � � � C xn D �1;

x1x2 C x1x3 C � � � C xn�1xn D �2;

� � � ;

x1x2 : : : xn D �n: .8:1/

Полiноми �1; �2; : : : ; �n називаються елементарними симетрични-

ми полiномами.

Iз означення симетричних полiномiв випливають їх основнi вла-

стивостi.

1. Якщо симетричний полiном f .x1; x2; : : : ; xn/мiстить деякий

член ax
k1

1 x
k2

2 : : : xkn
n , то вiн мiстить i член, утворений з попере-

днього довiльною пiдстановкою множини k1; k2; : : : ; kn:

Дiйсно, якщо член axk1

i1
x

k2

i2
: : : x

kn

in
утворений з axk1

1 x
k2

2 : : : xkn
n пiд-

становкою

 

x1 x2 : : : xn

xi1 xi2 : : : xin

!

; то вiн є членом деякого полiнома

f .xi1; xi2 ; : : : ; xin/, утвореного iз f .x1; x2; : : : ; xn/ цiєю ж пiдстанов-

кою, звiдки iз симетричностi полiнома f .x1; x2; : : : ; xn/ отримаємо

f .x1; x2; : : : ; xn/ D f .xi1; xi2; : : : ; xin/, тобто полiном f .x1; x2; : : : ; xn/

теж мiстить член axk1

i1
x

k2

i2
: : : x

kn

in
.
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2. Якщо ax
k1

1 x
k2

2 : : : x
ki

i x
kiC1

iC1 : : : xkn
n - вищий член симетричного

полiнома, то k1 � k2 � ::: � kn:

Дiйсно, якщо для деякого i .i D 1; 2; : : : ; n � 1/ матимемо ki <

kiC1, то член ax
k1

1 x
k2

2 : : : x
ki

i x
kiC1

iC1 : : : xkn
n не буде вищим за член

ax
k1

1 x
k2

2 : : : x
kiC1

i x
ki

iC1 : : : x
kn
n того ж симетричного полiнома, що су-

перечить умовi. Одночлен xi1
1 x

i2
2 : : : x

in
n , для якого i1 � i2 � � � � � in,

називають монотонним.

3. Вищий член довiльного симетричного полiнома можна по-

дати як вищий член деякого добутку елементарних симетричних

полiномiв.

Зокрема, вищий член axk1

1 x
k2

2 : : : xkn
n полiнома f .x1; x2; : : : ; xn/,

спiвпадає з вищим членом полiнома a�k1�k2

1 �
k2�k3

2 � � � � � �kn�1�kn

n�1 �kn
n

.

Дiйсно, вищими членами елементарних симетричних полiномiв

�1; �2; : : : ; �n�1; �n є вiдповiдно x1; x1x2; : : : ; x1x2 : : : xn�1; x1x2 : : : xn,

а оскiльки вищий член добутку полiномiв дорiвнює добутку вищих

членiв спiвмножникiв, то вищим членом останнього полiнома буде:

ax
k1�k2

1 .x1x2/
k2�k3.x1x2x3/

k3�k4 : : :

: : : .x1x2 : : : xn�1/
kn�1�kn.x1x2 : : : xn/

kn D ax
k1

1 x
k2

2 : : : xkn

n :

4. Сума, рiзниця i добуток симетричних полiномiв над деяким

полем F є симетричними полiномами над цим полем.

Iз цiєї очевидної властивостi випливає, що множина всiх симетри-

чних полiномiв iз кiльця F Œx1; x2; : : : ; xn� всiх полiномiв вiд n змiн-

них над полем F утворює пiдкiльце, яке називають кiльцем симе-

тричних полiномiв вiд n змiнних над полем F .
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8.2 Основна теорема про симетричнi полiноми

Теорема 8.3. (Основна теорема про симетричнi полiноми). До-

вiльний симетричний полiном f .x1; x2; : : : ; xn/ вiд n змiнних над

полем F можна однозначно подати у виглядi полiнома вiд еле-

ментарних симетричних полiномiв �1; �2; : : : ; �n з коефiцiєнтами,

якi належать полю F .

Доведення. Iз того, що кожний симетричний полiном f .x1; x2; : : : ; xn/

можна подати як деяку суму однорiдних симетричних полiномiв (ос-

кiльки довiльний полiном f .x1; x2; : : : ; xn/ є сумою кiлькох одно-

рiдних полiномiв рiзних степенiв), отже достатньо довести теорему

для випадку однорiдних симетричних полiномiв.

а) Можливiсть подання. Нехай a0x
k1

1 x
k2

2 : : : xkn
n - вищий член де-

якого однорiдного симетричного полiнома f .x1; x2; : : : ; xn/ степеня

m. Утворимо полiном f1 D f � a0�
k1�k2

1 �
k2�k3

2 � � � � � �kn�1�kn

n�1 �kn
n D

f �'0 , який теж є однорiдним симетричним (як рiзниця однорiдних

симетричних полiномiв). Оскiльки вищi члени полiномiв f i '0 одна-

ковi (властивiсть 3 симетричних полiномiв), то вищий член полiнома

f1 буде нижчим за вищий член полiнома f .

Нехай тепер a1x
l1

1 x
l2

2 : : : x
ln
n - вищий член полiнома f1. Аналогi-

чно, f2 D f1 � a1�
l1�l2

1 �
l2�l3

2 � � � � � � ln
n D f1 � '1 - теж однорiдний

симетричний полiном, вищий член якого є нижчим за вищий член

полiнома f1 i так далi.

Процес отримання послiдовностi полiномiв f; f1; f2; : : : не є не-

скiнченним, оскiльки вищий член кожного полiнома fi є вищим вiд

вищого члена полiнома fiC1, тому вищi члени всiх цих полiномiв

є попарно неподiбними членами вигляду axl1

1 x
l2

2 : : : x
ln
n степеня m,

кiлькiсть яких очевидно скiнченна.
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Нехай процес завершується на .r C 1/ кроцi, тобто

frC1 D fr � ar�
t1�t2

1 �
t2�t3

2 � � � � � � tn

n D fr � 'r D 0:

В результатi отримаємо рiвнiсть f D a0�
k1�k2

1 �
k2�k3

2 �� � ���kn�1�kn

n�1 �kn
n C

a1�
l1�l2

1 �
l2�l3

2 � � � � �� ln
n C� � �Car�

t1�t2

1 �
t2�t3

2 � � � � �� tn
n D '0 C'1 C'2 C

� � �C'r , яка i дає шукане подання симетричного полiнома вiд n змiн-

них над полем F у виглядi полiнома вiд елементарних симетричних

полiномiв з коефiцiєнтами з поля F :

f .x1; x2; : : : ; xn/ D '.�1; �2; : : : ; �n/: .8:2/

б) Єдинiсть подання. Покажемо спочатку, що якщо полiном '.�1;

�2; : : : ; �n/ вiд елементарних симетричних полiномiв �1; �2; : : : ; �n

вiдмiнний вiд нуля, то й полiном N'.x1; x2; : : : ; xn/ вiд змiнних x1; x2;

: : : ; xn, який отримують iз '.�1; �2; : : : ; �n/ замiною �1; �2; : : : ; �n їх

вираженнями через x1; x2; : : : ; xn; теж вiдмiнний вiд нуля.

Замiнивши в довiльному, вiдмiнному вiд нуля, членi a�k1

1 �
k2

2 �
� � � � �kn

n полiнома '.�1; �2; : : : ; �n/ змiннi �1; �2; : : : ; �n їх вираже-

ннями через x1; x2; : : : ; xn, отримаємо деякий полiном вiд змiнних

x1; x2; : : : ; xn, вищим членом якого є

ax
k1

1 .x1x2/
k2 : : : .x1x2 : : : xn/

kn D ax
m1

1 x
m2

2 : : : xmn

n ;

де m1 D k1 C k2 C � � � C kn�1 C kn, m2 D k2 C � � � C kn�1 C kn; : : : ;

mn�1 D kn�1 C kn, mn D kn, звiдки k1 D m1 � m2; k2 D m2 �
m3; : : : ; kn�1 D mn�1 �mn; kn D mn:

Останнi рiвностi показують однозначний взаємозв’язок показни-

кiв k1; k2; : : : ; kn члена a�k1

1 �
k2

2 �� � ���kn
n та показникiвm1; m2; : : : ; mn

вищого члена полiнома, який з нього отримують, звiдки випливає,
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що полiноми, утворенi з рiзних членiв полiнома '.�1; �2; : : : ; �n/ за-

мiною в них �1; �2; : : : ; �n їх вираженнями через x1; x2; : : : ; xn, мають

рiзнi (неподiбнi) вищi члени, оскiльки в iншому випадку два полiно-

ми мали б тi самi показникиm1; m2; : : : ; mn, а тодi i показники членiв

полiнома '.�1; �2; : : : ; �n/, з яких утворилися цi два полiноми, були

б однаковими i, значить, цi члени теж були б подiбними.

Замiнимо в кожному вiдмiнному вiд нуля членi полiнома '.�1; �2;

: : : ; �n/ змiннi �1; �2; : : : ; �n їх вираженнями через x1; x2; : : : ; xn, зна-

йдемо в кожному iз утворених полiномiв вiд змiнних x1; x2; : : : ; xn

вищi члени i вiдберемо iз них вищий, який, згiдно попереднiх мiрку-

вань, не має серед них подiбних. Як вищий серед усiх вищих членiв,

вiн є вищим i вiд усiх iнших членiв полiнома N'.x1; x2; : : : ; xn/ i тому

не знищиться жодним iншим членом цього полiнома. Таким чином,

в полiномi N'.x1; x2; : : : ; xn/ є, принаймнi, один вiдмiнний вiд нуля

член, i тому полiном N'.x1; x2; : : : ; xn/ є вiдмiнним вiд нуля.

Перейдемо тепер до безпосереднього доведення твердження тео-

реми.

Нехай для деякого симетричного полiнома f .x1; x2; : : : ; xn/ iснує

два рiзнi подання у виглядi полiнома вiд �1; �2; : : : ; �n: f .x1; x2; : : : ;

xn/ D '1.�1; �2; : : : ; �n/ i f .x1; x2; : : : ; xn/ D '2.�1; �2; : : : ; �n/.

Тодi '.�1; �2; : : : ; �n/ D '1.�1; �2; : : : ; �n/ � '2.�1; �2; : : : ; �n/ є

вiдмiнним вiд нуля полiномом вiд змiнних �1; �2; : : : ; �n, а тому, згi-

дно доведеного вище, полiном N'.x1; x2; : : : ; xn/, утворений замiною в

'.�1; �2; : : : ; �n/ змiнних �1; �2; : : : ; �n їх вираженнями через x1; x2;

: : : ; xn, теж вiдмiнний вiд нуля, що неможливо, оскiльки при цiй за-

мiнi кожний iз полiномiв '1.�1; �2; : : : ; �n/ i '2.�1; �2; : : : ; �n/ пе-

ретворюється в той самий полiном f .x1; x2; : : : ; xn/. Таким чином,
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припущення про iснування двох рiзних зображень полiнома f .x1; x2;

: : : ; xn/ є невiрним, оскiльки привело до суперечностi.

Iз основної теореми про симетричнi полiноми випливає насту-

пний наслiдок.

Наслiдок 8.4. Якщо f .x/ - полiном n степеня вiд однiєї змiнної x

над полем F з коренями ˛1; ˛2; : : : ; ˛n (якi можуть не належати

F ), то будь-який симетричний полiном g.x1; x2; : : : ; xn/ над полем

F при x1 D ˛1; x2 D ˛2; : : : ; xn D ˛n набуває значення, яке є еле-

ментом поля F .

Доведення. Нехай f .x/ D a0x
n Ca1x

n�1 C� � �Can�1xCan - довiль-

ний полiном n степеня вiд однiєї змiнної x, коренi якого ˛1; ˛2; : : : ; ˛n;

можуть не належати полю F . Згiдно основної теореми про симетри-

чнi полiноми, довiльний симетричний полiном можна подати у ви-

глядi полiнома вiд елементарних симетричних полiномiв з коефiцi-

єнтами iз поля F : g.x1; x2; : : : ; xn/ D '.�1; �2; : : : ; �n/:При x1 D ˛1,

x2 D ˛2; : : : ; xn D ˛n матимемо g.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ D '.�1; �2; : : : ; �n/:

За формулами Вiєта елементарнi симетричнi полiноми дорiвнюють

�1.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ D ˛1 C ˛2 C � � � C ˛n D �a1

a0

;

�2.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ D ˛1˛2 C ˛1˛3 C � � � C ˛n�1˛n D a2

a0

;

� � � ;

�n.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ D ˛1˛2 : : : ˛n D .�1/nan

a0

:

Тому g.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ D '.�a1

a0
; a2

a0
; : : : ; .�1/n an

a0
/.

Iз того, що права частина (як результат виконання операцiй над

елементами з поля F ) належить полю F , випливає, що й лiва частина

g.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ належить F .
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Через s.axk1

1 x
k2

2 : : : xkn
n / позначають суму всiх членiв вигляду

a0x
k1

1 x
k2

2 : : : xkn
n при всеможливих перестановках змiнних.

Приклад 8.5. Симетричний полiном f D s.x2
1x

2
2/ вiд n змiнних

виразити через елементарнi симетричнi полiноми.

Скористаємось методом невизначених коефiцiєнтiв. Оскiльки

кожний доданок полiнома f має степiнь 4, то розглянемо всемо-

жливi полiноми вiд елементарних симетричних полiномiв такого

ж степеня (враховуючи i степенi самих елементарних полiномiв):

�4
1 , �2

1�2, �1�3, �2
2 , �4. Серед цих полiномiв виберемо тi, котрi мi-

стять змiннi xi в степенi, не бiльшому за 2. Такими будуть: �1�3,

�2
2 , �4. Отже f D A�1�3 C B�2

2 C C�4: Для того, щоб знайти

коефiцiєнти A, B, C потрiбно розглянути задану рiвнiсть на кон-

кретних числових наборах значень змiнних x1; : : : ; xn.

x1 x2 x3 x4 x5 � � � f �1 �2 �3 �4

1 1 0 0 0 � � � 1 2 1 0 0

1 1 1 0 0 � � � 3 3 3 1 0

1 1 1 1 0 � � � 6 4 6 4 1

Звiдки отримаємо лiнiйну систему рiвнянь:

8

ˆ̂
<

ˆ̂
:

1 D B; B D 1;

3 D 3AC 9B; ) A D �2;
6 D 16AC 36B C C; C D 2:

Тобто f D �2�1�3 C �2
2 C 2�4:

8.3 Степеневi суми

Симетричнi полiноми вiд змiнних x1; x2; : : : ; xn вигляду Sk D x
k1

1 C
x

k2

2 C� � �Cxkn
n .k 2 N/, якi називають степеневими сумами, широко
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використовуються в алгебрi i часто потребують швидкого обчисле-

ння. Задача вираження степеневої суми Sk через елементарнi симе-

тричнi полiноми при зростаннi показника k стає громiздкою, тому

запишемо рекурентнi спiввiдношення для послiдовного знаходжен-

ня цих сум через �1; �2; : : : ; �n.

Для k � n, n 2 N виконуються такi рiвностi:

Sk�1�1 D Sk C s.xk�1
1 x2/;

Sk�2�2 D s.xk�1
1 x2/C s.xk�2

1 x2x3/;

� � � ;

Sk�m�m D s.xk�mC1
1 x2 : : : xm/Cs.xk�m

1 x2 : : : xmxmC1/ .2 � m � k�2/;

� � � ;

S1�k�1 D s.x2
1x2 : : : xk�1/C k�k: .8:3/

Для k > n; n 2 N виконуються наступнi рiвностi:

Sk�1�1 D Sk C s.xk�1
1 x2/;

Sk�2�2 D s.xk�1
1 x2/C s.xk�2

1 x2x3/;

� � � ;

Sk�m�m D s.xk�mC1
1 x2 : : : xm/Cs.xk�m

1 x2 : : : xmxmC1/ .2 � m � n�1/;

� � � ;

Sk�n�n D s.xk�nC1
1 x2 : : : xn/: .8:4/

Спосiб доведення записаних рiвностей розглянемо на прикладi дру-

гої з них. Sk�2�2 D .xk�2
1 C xk�2

2 C � � � C xk�2
n /.x1x2 C x1x3 C � � � C

x1xn Cx2x3 C � � � Cx2xn C � � � Cxn�1xn/ D .xk�1
1 x2 Cxk�1

1 x3 C � � � C
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xk�1
1 xn Cxk�1

2 x1 Cxk�1
2 x3 C � � � Cxk�1

2 xn Cxk�1
n x1 Cxk�1

n x2 C � � � C
xk�1

n xn�1/C .xk�2
1 x2x3 Cxk�2

1 x3x4 C� � �Cxk�2
1 xn�1xn Cxk�2

2 x1x3 C
xk�2

2 x1x4 C� � �Cxk�2
2 x1xn C� � �Cxk�2

n x1x2 C� � �Cxk�2
n xn�2xn�1/ D

s.xk�1
1 x2/C s.xk�2

1 x2x3/:

Помноживши i-тi рiвностi iз .8:3/ та .8:4/ на .�1/i (де i D 1; 2; : : : ; k�
1 та i D 1; 2; : : : ; n вiдповiдно), додавши утворенi рiвностi i перенi-

сши всi члени в одну частину, отримаємо наступнi спiввiдношення:

Sk �Sk�1�1 CSk�2�2 �� � �C .�1/k�1S1�k�1 C .�1/k�k D 0; .k � n/

.8:5/

Sk � Sk�1�1 C Sk�2�2 � � � � C .�1/nSk�n�n D 0: .k > n/ .8:6/

Останнi два спiввiдношення називають формулами Ньютона.

Приклади 8.6. Нехай k � n. Користуємось спiввiдношенням .8:5/.

k D 1: S1 D �1:

k D 2: S2 � S1�1 C 2�2 D 0: Звiдси S2 D �2
1 � 2�2:

k D 3: S3 � S2�1 C S1�2 � 3�3 D 0: Пiдставивши сюди отри-

манi вирази для S1 та S2, матимемо, що S3 D �3
1 � 3�1�2 C 3�3:

Нехай k > n. Користуємось спiввiдношенням .8:6/:

k D 2; n D 1: S2 � S1�1 D 0, звiдси S2 D �2
1 :

k D 3; n D 2: S3 � S2�1 C S1�2 D 0, звiдси S3 D �3
1 � 3�1�2:
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8.4 Дискримiнант полiнома

В кiльцi F Œx1; x2; : : : ; xn� розглянемо полiном�n D
Q

1�j <i�n

.xi �xj /,

який можна подати у виглядi визначника Вандермонда

�n D

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

1 1 : : : 1

x1 x2 : : : xn

: : : : : : : : : : : :

xn�1
1 xn�1

2 : : : xn�1
n

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

:

Оскiльки визначник є функцiєю своїх стовпчикiв, то довiльна пiд-

становка iндексiв (елемент симетричної групи) спричинить деяку

перестановку мiсцями цих стовпчикiв, що призведе тiльки до мо-

жливої змiни знаку визначника. Тому �2
n буде полiномом симетри-

чним i, згiдно основної теореми про симетричнi полiноми, його мо-

жна виразити у виглядi полiнома вiд елементарних симетричних по-

лiномiв �1; �2; : : : ; �n:

�2
n D

Y

i¤j

.xi � xj /
2 D D.�1; �2; : : : ; �n/: .8:7/

ПолiномD.�1; �2; : : : ; �n/ вiд �1.x1; x2; : : : ; xn/, �2.x1; x2; : : : ; xn/; : : : ,

�n.x1; x2; : : : ; xn/ називають дискримiнантом сiмейства x1; x2; : : : ; xn.

Для знаходження D.�1; �2; : : : ; �n/ скористаємось тим, що �2
n D

�n � �t
n, оскiльки det�t

n D det�n (�t
n -транспонований визначник

�n). Скориставшись правилом множення матриць, отримаємо

D.�1; �2; : : : ; �n/ D

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

n S1 S2 : : : Sn�1

S1 S2 S3 : : : Sn

S2 S3 S4 : : : SnC1

: : : : : : : : : : : : : : :

Sn�1 Sn SnC1 : : : S2n�2

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

; .8:8/
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де Sk D xk
1 C xk

2 C � � � C xk
m .k 2 N/- вiдомi нам степеневi суми. Об-

числивши їх за вiдповiдними рекурентними формулами, отримаємо

явне вираження для D.�1; �2; : : : ; �n/.

Приклад 8.7. ОбчислитиD.�1; �2/. Враховуючи, що S1 D �1 i S2 D
�2

1 � 2�2, матимемо

D.�1; �2/ D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

2 �1

�1 �2
1 � 2�2

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D �2
1 � 4�2:

Дамо тепер означення дискримiнанта полiнома.

Нехай f .x/ D xn Ca1x
n�1 C � � � Can�1xCan - довiльний нормо-

ваний полiном з кiльця F Œx�; ˛1; ˛2; : : : ; ˛n – його коренi (належать

полю F або деякому його розширенню). Iз формул Вiєта маємо, що

�k.˛1; ˛2; : : : ; ˛n/ D .�1/kak .

Означення 8.8. Дискримiнант сiмейства коренiв ˛1; ˛2; : : : ; ˛n по-

лiнома f .x/ (iнакше, значення дискримiнантаD.�1; �2; : : : ; �n/ при

замiнi .�1/kak замiсть �k), називається дискримiнантом полiно-

ма f .x/ i позначається символом D.f /.

Iз означення дискримiнанта випливає важливе твердження:D.f / D
0 тодi i тiльки тодi, коли полiном f .x/ має кратнi коренi.

Приклади 8.9. 1. Обчислимо дискримiнант нормованого полiнома

другого степеня f .x/ D x2 C a1x C a2:

D.f / D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

2 S1

S1 S2

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

2 �1

�1 �2
1 � 2�2

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D �2
1 � 4�2 D a2

1 � 4a2:

2. Обчислимо дискримiнант нормованого полiнома третього сте-
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пеня f .x/ D x3 C a1x
2 C a2x C a3:

D.f / D

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

n S1 S2

S1 S2 S3

S2 S3 S4

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

:

За рекурентними формулами отримаємо, що S1 D �1, S2 D
�2

1 � 2�2; S3 D �3
1 � 3�1�2 C 3�3; S4 D �4

1 � 4�2
1�2 C 4�1�3 C 2�2

2 ;

звiдки S1 D �a1; S2 D a2
1 � 2a2; S3 D �a3

1 C 3a1a2 � 3a3; S4 D
a4

1 � 4a2
1a2 C 4a1a3 C 2a2

2 (оскiльки �4 D 0).

D.f / D

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

n S1 S2

S1 S2 S3

S2 S3 S4

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

D 3S2S4 C 2S1S2S3 C S3
2 � S2

1S4 � 3S2
3 D

D a2
1a

2
2 � 4a3

2 � 4a3
1a3 C 18a1a2a3 � 27a2

3:

Для неповного .a1 D 0/ полiнома третього степеня f .x/ D
x3 C a2x C a3 матимемо

D.f / D �4a3
2 � 27a2

3:

8.5 Результант полiномiв

УмоваD.f / D 0 рiвносильна наявностi у полiнома кратного кореня,

що є критерiєм наявностi у цього полiнома i його похiдної спiльного

кореня (спiльного множника), перевiрка чого зводиться до алгори-

тму Евклiда. У зв’язку з цим, ймовiрно, iснує аналогiчний критерiй

наявностi спiльного кореня (множника) для двох довiльних полiно-

мiв f .x/; g.x/ 2 F Œx�.
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Нехай

f .x/ D a0x
n C a1x

n�1 C � � � C an�1x C an;

g.x/ D b0x
m C b1x

m�1 C � � � C bm�1x C bm:

Означення 8.10. Результантом R.f; g/ полiномiв f .x/; g.x/ 2
F Œx� називається визначник

R.f; g/ D

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

a0 a1 : : : : : : : : : an : : : : : :

a0 a1 : : : : : : : : : an : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

a0 a1 : : : : : : : : : an

b0 b1 : : : : : : : : : bm : : : : : :

b0 b1 : : : : : : : : : bm : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

b0 b1 : : : : : : : : : bm

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

; .8:9/

першi m рядкiв якого займають коефiцiєнти полiнома f .x/, а на-

ступнi n – полiнома g.x/ (порожнi мiсця заповнюються нулями).

Властивостi результанта.

1.Умова R.f; g/ D 0 виконується тодi i тiльки тодi, коли a0 D
b0 D 0 або f .x/ i g.x/ мають в F Œx� спiльний множник ненульово-

го степеня.

Напочатку переконаємось, що друга частина твердження викону-

ється тодi i тiльки тодi, коли iснують полiноми f1.x/; g1.x/, одноча-

сно не рiвнi нулю, для яких

fg1 C f1g D 0; deg f1 < n; deg g1 < m: .8:10/

Дiйсно, якщо .f; g/ D d; deg d > 0, то f D f1d; g D �g1d i,

значить, fg1 C f1g D f1dg1 � f1g1d D 0, при цьому deg f1 <

n; deg g1 < m:
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Якщо ж a0 D b0 D 0, то покладемо f1 D f; g1 D �g:
Навпаки, при виконаннi умов .8:10/, припущеннi .f; g/ D 1, та

врахуваннi єдиностi розкладу вF Œx� на простi множники отримаємо,

що iз fg1 D �f1g випливає f1

:::f; g1

:::g, тобто deg f < n; deg g < m;

звiдки a0 D b0 D 0.

Доведемо тепер еквiвалентнiсть умов .8:10/ та R.f; g/ D 0.

Нехай

f1.x/ D a
0

0x
n�1 C a

0

1x
n�2 C � � � C a

0

n�1;

g1.x/ D b
0

0x
m�1 C b

0

1x
m�2 C � � � C b

0

m�1:

Обчислимо коефiцiєнти полiнома fg1 Cf1g степеня � nCm�1 i за-

пишемо умову .8:10/ у виглядi квадратної однорiдної системи лiнiй-

них рiвнянь з .nCm/ невiдомими a
0

0; a
0

1; : : : ; a
0

n�1; b
0

0; b
0

1; : : : ; b
0

m�1:

8

ˆ̂
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ
:̂

a0b
0

0 C : : : : : : : : : : : : : : : : :C b0a
0

0 C : : : : : : : : : : : : : : : : : D 0;

a1b
0

0 C a0b
0

1 C : : : : : : : : : :C b1a
0

0 C b0a
0

1 C : : : : : : : : : : D 0;

a2b
0

0 C a1b
0

1 C a0b
0

2 C � � � C b2a
0

0 C b1a
0

1 C b0a
0

2 C � � � D 0;

� � � � � �

A D

2

6
6
6
6
4

a0 � � � � � � � � � b0 � � � � � � � � �
a1 a0 � � � � � � b1 b0 � � � � � �
a2 a1 a0 � � � b2 b1 b0 � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

3

7
7
7
7
5

:

Визначник матрицi A, яка утворена з коефiцiєнтiв бiля невiдо-

мих, (насправдi, визначник транспонованої матрицi A) спiвпадає iз

R.f; g/. Таким чином, отримана однорiдна система має ненульовий

розв’язок тiльки тодi, коли R.f; g/ D 0, а довiльний ненульовий

розв’язок i дає пару полiномiв f1; g1, якi задовольняють умову .8:10:/
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2.Якщо F – поле, в якому мiстяться всi коренi ˛1; ˛2; : : : ; ˛n та

ˇ1; ˇ2; : : : ; ˇm полiномiв f .x/ i g.x/ вiдповiдно, то

R.f; g/ D am
0

n
Y

iD1

g.˛i/ D .�1/mnbn
0

m
Y

j D1

f .ˇj / D am
0 b

n
0

Y

i;j

.˛i � ˇj /:

Для доведення розглянемо загальний випадок, коли всi g.˛i/ та

f .ˇj /, де i D 1; 2; : : : ; n, j D 1; 2; : : : ; m; є попарно рiзними. Оскiль-

ки R.f; g/ D .�1/mnR.g; f / (що випливає iз означення), то для до-

ведення досить переконатися у справедливостi першого спiввiдно-

шення. Для цього введемо нову змiнну y i над кiльцем F Œy� розгля-

немо полiноми f .x/, g.x/�y. Iз означення результанта, пiсля замiни

bm на bm �y, отримаємо, щоR.f; g�y/ D .�1/nam
0 y

n C� � �CR.f; g/
– полiном n-го степеня вiдносно змiнної y зi старшим коефiцiєнтом

.�1/nam
0 i вiльним членом R.f; g/. Полiноми f .x/ i g.x/�g.˛i/, ма-

ючи спiльний корiнь ˛i , дiляться на x � ˛i , тому, згiдно властивостi

1, їхнiй результант дорiвнює нулю, тобто R.f; g � g.˛i// D 0:

Полiном R.f; g � y/, згiдно теореми Безу, має дiлитися на y �
g.˛i/, а оскiльки всi g.˛i/ є рiзними, то

R.f; g � y/ D .�1/nam
0

n
Y

iD1

.y � g.˛i// D am
0

n
Y

iD1

.g.˛i/ � y/;

звiдки (при y D 0) i отримується потрiбний вираз.

Поширимо введене вище означення дискримiнанта на випадок

довiльних (ненормованих) полiномiв, вважаючи

D.f / D a2n�2
0

Y

1�j <i�n

.˛i �˛j /
2 D Œan�1

0

Y

1�j <i�n

.˛i � ˛j /�
2; a0 ¤ 0:

3.Мiж дискримiнантом полiнома та результантом цього полi-

нома i його похiдною iснує наступний зв’язок:

D.f / D .�1/
n.n�1/

2 a�1
0 R.f; f

0

/: .8:11/
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Згiдно властивостi 2: R.f; f
0

/ D an�1
0

nQ

iD1

f
0

.˛i/: Для знаходже-

ння f
0

.˛i/ запишемо полiном f .x/ в полi його розкладу: f .x/ D
a0

nQ

j D1

.x � ˛j /, продиференцiюємо цей вираз: f
0

.x/ D

a0

nP

iD1

Q

j ¤i

.x � ˛j / i покладемо x D ˛i . Отримане спiввiдношення

f
0

.˛i/ D a0

Q

j ¤i

.˛i � ˛j / пiдставимо у вираз для результанта:

R.f; f
0

/ D a2n�1
0

n
Y

iD1

Y

j ¤i

.˛i � ˛j / D a0.�1/
n.n�1/

2 a2n�2
0

Y

j <i

.˛i � ˛j /
2

D a0.�1/
n.n�1/

2 D.f /;

звiдки i випливає явне вираження дискримiнанта полiнома через ре-

зультант цього полiнома i його похiдної.

Вправи 8.11. (1) Подати у виглядi полiнома вiд елементарних си-

метричних полiномiв:

(а) f .x1; x2/ D x2
1 C 3x1x2 C x2

2;

(б) f .x1; x2; x3/ D x2
1x

2
2x

2
3 � 2x1x2 � 2x1x3 � 2x2x3.

(2) Знайти дискримiнант полiнома f .x/:

(а) f .x/ D x3 C 2x2 � x � 2;

(б) f .x/ D .x � 1/.x C 1/.x C 2/.

(3) Знайти результант полiномiв f .x/ i g.x/:

(а) f .x/ D 2x3 � 3x2 C x � 1, g.x/ D 3x2 � x C 2;

(б) f .x/ D .x � 1/.x C 2/, g.x/ D .x � 2/.x C 3/2.
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9 Полiноми над числовими полями

9.1 Основна теорема алгебри

Свою гучну назву теорема, про яку пiде мова, отримала ще тодi, ко-

ли одним iз головних завдань алгебри було розв’язання алгебраїчних

рiвнянь. Вiдома вона також пiд назвами “основна теорема алгебри

комплексних чисел”, “теорема про iснування кореня”, “теорема про

алгебраїчну замкнутiсть поля комплексних чисел”, “основна теоре-

ма теорiї полiномiв”. Подамо рiзнi формулювання цього фундамен-

тального твердження.

Теорема 9.1. (Основна теорема алгебри комплексних чисел).

a. Поле комплексних чисел є алгебраїчно замкнутим.

Iнше формулювання (в термiнах коренiв):

b. Довiльний полiном степеня n � 1 з довiльними числовими

коефiцiєнтами має n комплексних коренiв iз врахуванням їх кра-

тностi.

Зауваження 9.2. Якщо довiльний полiном f .x/ 2 F Œx� має в полi

F хоча б один корiнь, то поле F є алгебраїчно замкнутим.

Дiйсно, тодi f .x/ D .x � ˛1/f1.x/; ˛1 2 F; f1.x/ 2 F Œx�, однак

за умовою для полiнома f1.x/ в F теж iснує хоча б один корiнь,

тобто f1.x/ D .x � ˛2/f2.x/; ˛2 2 F; f2.x/ 2 F Œx�. Продовження

цього процесу приведе до повного розкладу полiнома f .x/ на лiнiйнi

множники, тобто поле F для довiльного полiнома f .x/ є алгебраї-

чно замкнутим.

У зв’язку iз цим зауваженням, для доведення алгебраїчної замкну-

тостi поля комплексних чисел достатньо встановити iснування у до-

вiльного полiнома хоча б одного комплексного кореня. Тому розгля-
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немо ще одне формулювання основної теореми i доведемо її одним iз

вiдомих способiв, в якому максимально використовується алгебраї-

чний апарат:

c. Довiльний полiном ненульового степеня з довiльними число-

вими коефiцiєнтами має хоча б один комплексний корiнь.

Неалгебраїчна частина доведення цiєї теореми мiстить двi насту-

пнi леми.

Лема 9.3. Для всiх x 2 R , досить великих за абсолютною величи-

ною, знак полiнома f .x/ степеня n � 1 з дiйсними коефiцiєнтами

спiвпадає iз знаком його старшого члена a0x
n.

Доведення. Нехай A D maxfja1j; ja2j; : : : ; janjg i r D A
ja0j

C 1. Якщо

вибрати jxj > r .� 1/, то отримаємо ja0j > A
jxj�1

, звiдки

ja0x
nj D ja0jjxnj > Ajxnj

jxj � 1 >
A.jxjn � 1/

jxj � 1 D

D A.jxjn�1 C � � � C jxj C 1/ � ja1jjxjn�1 C � � � C jan�1jjxj C janj D
D ja1x

n�1j C � � � C jan�1xj C janj � ja1x
n�1 C � � � C an�1x C anj;

тобто ja0x
nj > ja1x

n�1 C � � � C an�1x C anj (абсолютна величина

старшого члена бiльша за абсолютну величину суми всiх iнших чле-

нiв полiнома). Iз отриманого висновку випливає, що при достатньо

великому за абсолютною величиною значеннi x знак полiнома f .x/

спiвпадає iз знаком його старшого члена.

Лема 9.4. Довiльний полiном непарного степеня з дiйсними коефi-

цiєнтами має хоча б один дiйсний корiнь.

Доведення. Якщо у довiльного полiнома f .x/ D a0x
n C a1x

n�1 C
� � �Can�1xCan з дiйсними коефiцiєнтами степiнь n є числом непар-

ним, то старший член a0x
n цього полiнома при додатних i вiд’ємних
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значеннях x матиме протилежнi знаки, у зв’язку з чим (згiдно леми

9.3) при достатньо великих значеннях x полiном f .x/ також мати-

ме протилежнi знаки, тобто iснуватимуть такi два рiзнi значення x

(x D a та x D b), при яких значення полiнома f .x/ (f .a/ та f .b/)

будуть пролежнi за знаком. Оскiльки функцiя f .x/ є неперервною на

всiй дiйснiй осi (вiдомий висновок iз курсу математичного аналiзу),

зокрема, i на вiдрiзку Œa; b�, то, застосувавши до цього вiдрiзка те-

орему Больцано-Кошi, отримаємо висновок про iснування на ньому

хоча б одного такого дiйсного числа c, для якого f .c/ D 0, звiдки

число c i є дiйсним коренем полiнома f .x/.

Подальше доведення основної теореми алгебри комплексних чи-

сел мiститиме алгебраїчнi мiркування, зокрема, доведення наступної

леми опиратиметься на наслiдок з теореми про iснування поля роз-

кладу полiнома та наслiдок з основної теореми теорiї симетричних

полiномiв.

Лема 9.5. Довiльний полiном степеня n � 1 з дiйсними коефiцiєн-

тами має хоча б один комплексний корiнь.

Доведення. Нехай f .x/ D a0x
n C a1x

n�1 C � � � C an�1x C an - до-

вiльний полiном з дiйсними коефiцiєнтами степеня n D 2m � l , деm -

цiле невiд’ємне число, а l - деяке непарне натуральне число (вiдомо,

що у виглядi n D 2m � l можна подати довiльне натуральне число n).

Доведення виконаємо методом математичної iндукцiї за числом

m. При m D 0 показник степеня n D l є непарним числом, тому,

згiдно леми 9.4, f .x/ має принаймнi один комплексний корiнь. При-

пустивши, що лема 9.5 справедлива для довiльного полiнома з дiй-

сними коефiцiєнтами степеня 2m�1 � l1; .l1 � 0/, доведемо її справе-
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дливiсть для довiльного полiнома з дiйсними коефiцiєнтами степеня

2m � l .
Для полiнома f .x/, що розглядається над полем C , iснує поле

розкладуC , в якому f .x/ має n коренiв ˛1; ˛2; : : : ; ˛n. Вибравши до-

вiльне дiйсне число t , утворимо всеможливi елементи ˇij D ˛i˛j C
t.˛i C ˛j /; i < j , число яких дорiвнює кiлькостi комбiнацiй з n

елементiв по два, тобто

C 2
n D n.n � 1/

2
D 2m � l.2m � l � 1/

2
D 2m�1 � l.2m � l � 1/ D 2m�1 � l1;

де l1 D l.2m � l � 1/ - непарне число.

Утворимо полiном ft.x/ D
Q

1�i<j �n

.x � ˇij /, степiнь якого до-

рiвнює 2m�1 � l1, коренями якого є виключно числа ˇij , а коефi-

цiєнти є полiномами вiд ˛i ; ˛j з дiйсними коефiцiєнтами (оскiль-

ки t - число дiйсне). Очевидно, що довiльна пiдстановка множини

f˛1; ˛2; : : : ; ˛ng зумовить лише переставляння лiнiйних множникiв

полiнома

ft.x/ D
Y

1�i<j �n

.x � ˇij / D
Y

1�i<j �n

.x � .˛i˛j C t.˛i C ˛j ///

без змiни самого полiнома, що можливо тiльки за умови, коли при

довiльнiй пiдстановцi множини f˛1; ˛2; : : : ; ˛ng не змiнюються кое-

фiцiєнти полiнома ft.x/. Таким чином, коефiцiєнти полiнома ft.x/

є симетричними полiномами вiд ˛1; ˛2; : : : ; ˛n над полем R.

Згiдно наслiдку з основної теореми про симетричнi полiноми, ко-

ефiцiєнти полiнома ft.x/ є дiйсними числами (оскiльки ˛1; ˛2; : : : ; ˛n

є коренями f .x/ з дiйсними коефiцiєнтами), у зв’язку з цим, за при-

пущенням iндукцiї, полiном ft.x/ має хоча б один комплексний ко-

рiнь. Оскiльки коренями полiнома ft.x/ є виключно елементи ˇij D



9. ПОЛIНОМИ НАД ЧИСЛОВИМИ ПОЛЯМИ 81

˛i˛j C t.˛i C ˛j /; i < j , то хоча б один iз цих елементiв має бути

комплексним числом. Таким чином, для довiльного дiйсного числа

t знайдеться така пара iндексiв i; j .1 � i < j � n/, що елемент

ˇij D ˛i˛j C t.˛i C ˛j /; i < j поля C є комплексним числом,

при цьому рiзним дiйсним числам t вiдповiдають рiзнi пари iндексiв.

Iз того, що множина дiйсних чисел нескiнченна, а кiлькiсть всемо-

жливих пар iндексiв скiнченна, випливає, що iснують такi два рiзних

дiйсних числа t1 i t2, яким буде вiдповiдати та сама пара iндексiв

i; j , для яких ˛i˛j C t1.˛i C ˛j / D 1 та ˛i˛j C t2.˛i C ˛j / D 2 є

комплексними числами. Пiсля вiднiмання другої рiвностi вiд першої

отримаємо .˛i C ˛j /.t1 � t2/ D 1 � 2, звiдки

˛i C ˛j D 1 � 2

t1 � t2
: .9:1/

Пiдставивши знайдену суму до будь-якої iз попереднiх рiвностей

(наприклад, до першої), знайдемо добуток коренiв: ˛i˛j C t1
1�2

t1�t2
D

1, звiдси

˛i˛j D 1 � t1
1 � 2

t1 � t2
: .9:2/

Iз виразiв .9:1/ i .9:2/ видно, що сума i добуток коренiв ˛i та ˛j є

комплексними числами, а, значить, що й самi коренi ˛i та ˛j є ком-

плексними числами, звiдки випливає, що серед коренiв ˛1; ˛2; : : : ; ˛n

полiнома f .x/ є комплекснi (причому навiть два).

Перейдемо тепер до завершального етапу доведення основної те-

ореми алгебри комплексних чисел.

Якщо коефiцiєнти полiнома f .x/ D a0x
nCa1x

n�1C� � �Can�1xC
an степеня n � 1 є комплексними числами, то, замiнивши їх ком-

плексно спряженими числами, отримаємо полiном Nf .x/ D Na0x
n C

Na1x
n�1 C � � � C Nan�1x C Nan, де Nai .i D 0; 1; 2; : : : ; n/ є комплексним
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числом, спряженим з ai . Утворимо полiном

f �.x/ D f .x/ � Nf .x/ D b0x
2n C b1x

2n�1 C � � � C b2n�1x C b2n;

де bk D
P

iCj Dk

ai Naj .k D 0; 1; 2; : : : ; 2n/: Згiдно iз властивостями

спряжених комплексних чисел, запишемо, що Nbk D
P

iCj Dk

Naiaj D
P

iCj Dk

ai Naj D bk , звiдки випливає, що всi коефiцiєнти полiнома f �.x/

є дiйсними числами. Тодi, за лемою 9.5, полiном f �.x/ має хоча б

один комплексний корiнь ˇ , тобто f �.ˇ/ D f .ˇ/ � Nf .ˇ/ D 0, звiд-

ки або f .ˇ/ D 0, або Nf .ˇ/ D 0. Якщо f .ˇ/ D 0, то число ˇ є

коренем полiнома f .x/. Якщо ж Nf .ˇ/ D 0, то, пiсля замiни в цiй

рiвностi всiх комплексних чисел спряженими з ними числами, отри-

маємо a0
Ňn Ca1

Ňn�1 C� � �Can�1
Ň Can D 0, тобто f . Ň/ D 0, звiдки

Ň є коренем f .x/.

Таким чином, полiном f .x/ має хоча б один комплексний корiнь.

Наслiдок 9.6. Довiльний полiном, степiнь якого вищий за одиницю,

звiдний у полi комплексних чисел.

Доведення. Згiдно з основною теоремою, довiльний полiном f .x/

степеня n > 1 має хоча б один комплексний корiнь ˛. За наслiдком з

теореми Безу f .x/ дiлиться на .x�˛/ , тобто f .x/ D .x�˛/ �f1.x/.

Оскiльки степiнь f .x/ бiльший за одиницю, то степiнь f1.x/ бiльший

нуля.

Iз останнього твердження випливає необхiдна i достатня умова

незвiдностi полiнома у полi комплексних чисел.

Для того, щоб полiном був незвiдним у полi комплексних чисел,

необхiдно i достатнь, щоб його степiнь дорiвнював одиницi.
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Наслiдок 9.7. Кожний полiном степеня n над полем комплексних

чисел єдиним способом (з точнiстю до порядку множникiв) роз-

кладається в цьому полi на лiнiйнi множники

f .x/ D a0.x � ˛1/.x � ˛2/ : : : .x � ˛n/; .9:3/

де a0 - старший коефiцiєнт полiнома, ˛1; ˛2; : : : ; ˛n - його коренi.

Доведення. Згiдно теореми 4.3, кожний полiном над полем F мо-

жна розкласти в добуток незвiдних множникiв у цьому полi одно-

значно з точнiстю до сталого множника. В полi комплексних чисел

кожний незвiдний полiном має перший степiнь, тому кiлькiсть таких

лiнiйних множникiв дорiвнюватиме степеню цього полiнома. Винi-

сши старшi коефiцiєнти усiх лiнiйних множникiв за їх межi i позна-

чивши їх добуток через A, отримаємо наступний розклад полiнома

f .x/:

f .x/ D A.x C ˇ1/.x C ˇ2/ � � � � � .x C ˇn/:

Прирiвнявши старшi коефiцiєнти в обох частинах цiєї рiвностi, ма-

тимемо, що A D a0. Числа �ˇ1;�ˇ2; : : : ;�ˇn є коренями полiно-

ма f .x/, оскiльки f .�ˇi/ D 0; i D 1; 2; : : : ; n. Замiнивши A на

a0, а �ˇi на ˛i , отримаємо шуканий розклад .9:3/. Оскiльки сталi

множники для незвiдних полiномiв цiлком визначенi, то цей розклад

єдиний з точнiстю до порядку множникiв.

Iз отриманого розкладу випливає, що жодне комплексне число,

вiдмiнне вiд ˛i , не може бути коренем полiнома f .x/. Таким чином,

доведений наслiдок можна сформулювати iнакше:

довiльний полiном степеня n в полi комплексних чисел має n

коренiв.
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Оскiльки всi коренi полiнома f .x/ над полем C комплексних чи-

сел належать цьому ж полю, то поле C є полем розкладу для будь-

якого полiнома f .x/ з комплексними коефiцiєнтами. Ми отримали

важливий висновок:

поле C комплексних чисел є алгебраїчно замкнутим.

9.2 Розклад полiнома над полем R у добуток незвiдних мно-

жникiв

За аналогiєю до попереднього, будь-який полiном степеня n з дiй-

сними коефiцiєнтами має точно n комплексних коренiв. Але для рiв-

нянь з дiйсними коефiцiєнтами цiкавими є саме дiйснi коренi.

Наслiдок 9.8. Якщо комплексне число ˛ є коренем полiнома з дiй-

сними коефiцiєнтами кратностi k, то спряжене комплексне чи-

сло N̨ теж є коренем цього полiнома кратностi k.

Доведення. Так як ˛ є коренем полiнома f .x/ кратностi k, то f .˛/ D
f 0.˛/ D ::: D f .k�1/.˛/ D 0; f .k/.˛/ ¤ 0:Але всi похiднi мають теж

дiйснi коефiцiєнти. Тому, використовуючи рiвнiсть f .˛/ D f .˛/ D
f .˛/ до кожного полiнома – похiдної f .j /.x/, зробимо висновок, що

f .j /.˛/ D 0 .j D 0; 1; 2; : : : ; k� 1/: З iншого боку, f .k/.˛/ ¤ 0, бо в

противному разi спряжене число ˛ теж було б коренем f .k/.x/, що

неможливо. Отже, f .˛/ D f 0.˛/ D � � � D f .k�1/.˛/ D 0, f .k/.˛/ ¤
0. Таким чином, ˛ – корiнь k-тої кратностi полiнома f .x/.

Наслiдок 9.9. Кожний полiном з дiйсними коефiцiєнтами, сте-

пiнь якого перевищує 2, є звiдним у полi R.

Доведення. Нехай ˛ – корiнь полiнома f .x/:
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1. ˛ – дiйсне число. За теоремою Безу f .x/ D .x � ˛/ � f1.x/,

причому f1.x/ 2 RŒx� i є полiномом ненульового степеня, бо

степiнь f .x/ перевищує 2. Отже, f .x/ звiдний в полi R.

2. ˛ – комплексне число. Тодi ˛ – теж корiнь f .x/, звiдси f .x/

дiлиться i на .x � ˛/, i на .x � ˛/, а, отже, i на їх добуток '.x/,

'.x/ D .x � ˛/ � .x � ˛/ D x2 � .˛ C ˛/x C ˛˛. Але '.x/ має

дiйснi коефiцiєнти, бо ˛ C ˛ i ˛˛ - дiйснi числа.

Таким чином, f .x/ дiлиться на '.x/ з цього ж кiльця RŒx�, тобто

f .x/ D '.x/ �f1.x/, звiдси частка f1.x/ теж буде полiномом над

полем R. Оскiльки '.x/ має степiнь 2, а f .x/ – степiнь, бiльший за

2, то f1.x/ – ненульового степеня. Отже, f .x/ – звiдний в R.

З доведеного видно, що в канонiчному розкладi f .x/ над полем

R не може бути полiномiв вище другого степеня.

Наслiдок 9.10. Довiльний полiном f .x/ з дiйсними коефiцiєнтами

однозначно розкладається на незвiднi множники в полi R:

f .x/ D an.x�z1/
k1 : : : .x�zl/

kl �.x2CplC1xCqlC1/
klC1 : : : .x2CpmxCqm/

km;

k1 C � � � C kl C 2.klC1 C � � � C km/ D n:

Сформульованi наслiдки показують, що розклад полiнома f .x/ в

полi C або R на незвiднi множники дає змогу знайти всi його коренi.

9.3 Полiноми над полем рацiональних чисел

Основна вiдмiннiсть полiномiв над полем Q вiд полiномiв над полем

C i над полем R: iснують полiноми з рацiональними коефiцiєнтами,
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незвiднi у полi рацiональних чисел, тодi як у кiльцi CŒx� звiдним є

довiльний полiном степеня бiльшого за 1, а в кiльцi RŒx� звiдним є

кожний полiном степеня бiльше 2.

Теорема 9.11. Для того, щоб полiном f .x/ з цiлими коефiцiєнта-

ми був звiдним у полi Q рацiональних чисел, необхiдно i достатньо,

щоб вiн був звiдним у кiльцi Z цiлих чисел (тобто, щоб iснували по-

лiноми f1.x/ i f2.x/ ненульового степеня з цiлими коефiцiєнтами

такi, що f .x/ D f1.x/ � f2.x/).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай полiном f .x/ з цiлими коефiцiєн-

тами звiдний у полi Q, тобто f .x/ D g1.x/ � g2.x/, де g1.x/, g2.x/ –

полiноми ненульового степеня з рацiональними коефiцiєнтами. Тре-

ба довести, що iснують полiноми ненульового степеня f1.x/ i f2.x/

з цiлими коефiцiєнтами, добуток яких дорiвнює f .x/.

Нехай пiсля зведення коефiцiєнтiв до спiльного знаменника i ви-

несення цього знаменника за дужки полiном g1.x/має вигляд: g1.x/ D
˛1

ˇ1
� s1.x/, де s1.x/ – полiном з цiлими коефiцiєнтами, ˇ1 - спiльний

знаменник коефiцiєнтiв g1.x/, а ˛1 - найбiльший спiльний дiльник

коефiцiєнтiв полiнома, що утворюється з g1.x/ пiсля зведення до

спiльного знаменника. Зрозумiло, що s1.x/ є примiтивним полiно-

мом (вiдмiнний вiд нуля полiном називається примiтивним, якщо

найбiльший спiльний дiльник його коефiцiєнтiв дорiвнює одиницi).

Можна вважати, що .˛1; ˇ1/ D 1, бо iнакше можна скоротити.

Аналогiчно для g2.x/ маємо: g2.x/ D ˛2

ˇ2
� s2.x/, де s2.x/ – при-

мiтивний полiном, а .˛2; ˇ2/ D 1. Отже, f .x/ D ˛1˛2

ˇ1ˇ2
s1.x/ � s2.x/:

Доведемо, що ˛1˛2

ˇ1ˇ2
дорiвнює цiлому числу. Справдi, припустимо су-

противне, що ˛1˛2

ˇ1ˇ2
D p

q
, де p i q - взаємно простi числа. Добуток

s1.x/ � s2.x/ D s.x/ теж є примiтивним полiномом. Якщо ck – якийсь
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коефiцiєнт s.x/, то добуток p

q
ck має бути цiлим числом, при будь-

яких k, оскiльки f .x/ D p

q
� s.x/ за умовою має цiлi коефiцiєнти. Iз

того, що p взаємно просте з q, випливає, що кожне ck має дiлитися

на q. Звiдси отримуємо суперечнiсть з тим, що s.x/ – примiтивний

полiном. Отже, ˛1˛2

ˇ1ˇ2
D m – цiле число.

Взявши f1.x/ D m � s1.x/; a f2.x/ D s2.x/, одержимо f .x/ D
f1.x/f2.x/, де f1.x/, f2.x/ – полiноми ненульового степеня з цiлими

коефiцiєнтами.

Достатнiсть. Якщо f .x/ – звiдний у кiльцi цiлих чисел, то вiн

тим бiльше звiдний в полi рацiональних чисел. Теорему доведено.

Доведена теорема повнiстю зводить питання звiдностi полiномiв

у полi Q до звiдностi полiномiв у кiльцi Z цiлих чисел.

Теорема 9.12. (Ейзенштейна) Якщо в полiномi з цiлими коефiцiєн-

тами f .x/ D a0x
n C � � � C an�1x C an коефiцiєнти an, an�1,...,a1

дiляться на деяке просте число р (причому an не дiлиться на p2),

а старший коефiцiєнт a0 не дiлиться на р, то полiном f .x/ незвi-

дний у полi рацiональних чисел.

Доведення. Досить показати, що f .x/ при цих умовах не може бу-

ти добутком двох полiномiв з цiлими коефiцiєнтами. Припустимо

супротивне, тобто що

f .x/ D .b0x
r C b1x

r�1 C � � � C br�1x C br/.c0x
s C c1x

s�1 C � � � C
cs�1x C cs/; .r C s D n/:

Нехай r � s. Тодi

an D brcs;

an�1 D br�1cs C brcs�1;



88 КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ

an�2 D br�2cs C br�1cs�1 C brcs�2;

� � �
ar D brc0 C br�1c1 C � � � C br�scs;

� � �
a0 D b0c0:

За умовою an, тобто brcs, має дiлитися на р, але не може дiлити-

ся на p2. Отже, на р дiлиться лише одне iз чисел: br або cs. Нехай,

наприклад, br дiлиться на р, а cs не дiлиться. Але тодi iз другої рiв-

ностi дiстанемо, що br�1 дiлиться на р (бо an�1

:::p за умовою, а cs не

дiлиться). Тепер вже br i br�1 дiляться на р, тому з 3-ї рiвностi ви-

дно, що й br�2

:::p. Так можна показати, що всi коефiцiєнти br , br�1,

br�2,...,b1, b0 дiляться на р. Але це неможливо, бо тодi i a0 дiлилося

б на р (це випливає з останньої рiвностi), що суперечить умовi тео-

реми. Теорему доведено.

З теореми Ейзенштейна випливає iснування полiномiв довiльного

степеня з цiлими коефiцiєнтами, незвiдних у полi рацiональних чи-

сел. Ця теорема дає достатню умову незвiдностi полiнома в полi Q.

10 Розмiщення дiйсних коренiв полiнома

10.1 Межi дiйсних коренiв

В окремих випадках немає потреби знаходити числовi значення ко-

ренiв полiнома, досить лише знайти їх розмiщення на площинi. Оскiль-

ки це питання складне, то обмежимось розглядом питань, зв’язаних

iз розмiщенням на дiйснiй осi коренiв рiвнянь з дiйсними коефiцiєн-

тами.
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Зауваження 10.1. Усi коренi полiнома f .x/ лежать всерединi кру-

га з центром в точцi 0 i радiусомN0 D 1C A
ja0j

, деA D maxfja1j ; ja2j ;
: : : ; jan�1j ; janjg:

Зауваження 10.2. Комплекснi коренi полiнома з дiйсними коефiцi-

єнтами розмiщеннi симетрично вiдносно дiйсної осi.

Зауваження 10.3. Усi дiйснi коренi полiнома з дiйсними коефiцi-

єнтами мiстяться в iнтервалi .�N0; N0/, де N0 D 1 C A
ja0j

, A D
maxfja1j ; ja2j ; : : : ; jan�1j ; janjg:

Приклад 10.4. 7x7 � x5 C x4 � 3x2 C 5 D 0: A D 5; a0 D 7;

тому N0 D 1 C 5
7

D 15
7
. Отже, дiйснi коренi рiвняння лежать в

iнтервалi .�15
7
; 15

7
/:

Одним iз точнiших способiв встановлення межi дiйсних коренiв

полiнома є спосiб Ньютона.

Теорема 10.5. Число M є верхньою межею додатних коренiв полi-

нома f .x/, якщо при x D M полiном f .x/ має додатне значення,

а всi його похiднi – невiд’ємнi значення.

Доведення. Для функцiї дiйсної змiнної f .x/ справедлива формула

Тейлора:

f .x/ D f .M/Cf
0.M/

1Š
.x�M/Cf

00.M/

2Š
.x�M/2C:::Cf

.n/.M/

nŠ
.x�M/n:

Звiдси зразу видно, що при x � M f.x/ > 0, тобто всi дiйснi

коренi полiнома f .x/ меншi за M . Теорему доведено.

Оскiльки знак значень полiнома i його похiдних в точцi M збiга-

ється iз знаком вiдповiдних коефiцiєнтiв розкладу (Тейлора) за сте-
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пенями x�M , то на практицi числоM зручно пiдбирати за допомо-

гою схеми Горнера послiдовного дiлення f .x/ на x �M . Як тiльки

в процесi дiлення на x �M отримується рядок з невiд’ємних чисел,

- можна приймати вибране M за верхню межу додатних коренiв, бо

дальше застосування схеми Горнера нiколи не приведе до вiд’ємних

коефiцiєнтiв. Якщо ж заданий полiном вже має всi невiд’ємнi коефi-

цiєнти, то можна вважати M D 0, тобто полiном не має додатних

коренiв.

Один iз шляхiв звуження меж, мiж якими треба шукати дiйснi ко-

ренi, полягає в тому, щоб окремо знаходити нижню i верхню межi

додатних коренiв та нижню i верхню межi вiд’ємних коренiв, тобто

такi чотири числа mC, MC, m�, M�, що всi додатнi коренi полiнома

лежать в iнтервалi .mC;MC/, а всi вiд’ємнi – в iнтервалi .m�;M�/.

Якшо полiном має корiнь нуль, то досить розглянути полiном,

утворений iз заданого дiленням на х. Фактично досить знайти спо-

сiб знаходження лише одного з цих чотирьох чисел, наприклад MC

– верхньої межi додатних коренiв. Знаходження iнших трьох меж

легко звести до знаходження верхньої межi додатних коренiв допо-

мiжних полiномiв.

Так, виконавши в рiвняннi f .x/ D 0 замiну змiнної x D 1
t
, одер-

жимо рiвняння g.t/ D 0, коренi якого ti зв’язанi з вiдповiдними ко-

ренями xi початкового рiвняння спiввiдношенням ti D 1
xi

. ЯкщоM 0
C

– верхня межа додатних коренiв рiвняння g.t/ D 0, тобто 0 < ti <

M 0
C, то xi D 1

ti
> 1

M 0
C

> 0: Отже, число 1
M 0

C

можна взяти за нижню

межу додатних коренiв полiнома f .x/: mC D 1
M 0

C

.

Аналогiчно, замiна x D �y переводить рiвняння f .x/ D 0 в

рiвняння '.y/ D 0, коренi якого yi зв’язанi з коренями xi рiвняння
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f .x/ D 0 рiвнiстю yi D �xi . Якщо yi – всi додатнi коренi рiвняння

'.y/ D 0, то xi – всi вiд’ємнi коренi рiвняння f .x/ D 0. Iз нерiвностi

m00
C < yi < M 00

C видно, що �M 00
C < xi < �m00

C, тобто m� D �M 00
C,

M� D �m00
C.

10.2 Кiлькiсть дiйсних коренiв. Теорема Штурма.

Кiлькiсть дiйсних коренiв полiнома з дiйсними коефiцiєнтами у ба-

гатьох випадках можна визначити за правилом Декарта. Спочатку –

два зауваження.

1) Кiлькiстю змiн знакiв в упорядкованiй скiнченнiй послiдовно-

стi дiйсних чисел c1, c2,...,cm називають кiлькiсть пар сусiднiх чисел

цiєї послiдовностi, якi мають протилежнi знаки. Наприклад, в послi-

довностi –3, –7, 6, 4, –2, 1 є три змiни знакiв, в послiдовностi 3, 7, 2, 1,

4 – нуль змiн знакiв. Нулi до уваги не беруть. Якщо перше i останнє

число послiдовностi мають однаковi знаки, то кiлькiсть змiн знакiв у

нiй парна, i навпаки.

2) Будемо вважати, що заданий полiном не має кратних коренiв

(адже їх завжди можна вiдокремити).

Правило Декарта

Кiлькiсть додатних коренiв полiнома з дiйсними коефiцiєнтами

дорiвнює кiлькостi змiн знакiв у послiдовностi його коефiцiєнтiв або

на парне число менше.

Приклад 10.6. f .x/ D x5 � 8x3 C 3: 1 0 � 8 0 0 3: Кiлькiсть змiн

знакiв дорiвнює 2. Отже, додатних коренiв або 2, або 0.

Зауваження 10.7. Правило Декарта можна застосовувати i для

оцiнки кiлькостi вiд’ємних коренiв полiнома з дiйсними коефiцiєн-

тами. Для цього в рiвняннi f .x/ D 0 треба зробити замiну змiнної
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x D �y. Кiлькiсть вiд’ємних коренiв рiвняння f .x/ D 0 дорiвнює

кiлькостi додатних коренiв рiвняння f .�y/ D 0.

Приклад 10.8. x5 � 8x3 C 3 D 0: x D �y: y5 � 8y3 � 3 D 0: 1 0 �
8 0 0 � 3 – 1 змiна. Кiлькiсть вiд’ємних коренiв дорiвнює 1.

Зауваження 10.9. Якщо задане рiвняння повне (жоден коефiцiєнт

ai ¤ 0), то кiлькiсть вiд’ємних коренiв дорiвнює кiлькостi збере-

жень знакiв або на парне число менше.

Якщо позначити кiлькiсть змiн знакiв s, а кiлькiсть збережень

знакiв t, то s C t D n, де n – степiнь рiвняння.

Якщо вiдомо, що всi коренi рiвняння дiйснi, то правило Декарта

дає точну вiдповiдь на питання про кiлькiсть дiйсних коренiв: кiль-

кiсть додатних коренiв дорiвнює кiлькостi змiн знакiв у рядi кое-

фiцiєнтiв полiнома f .x/ D 0, кiлькiсть вiд’ємних коренiв дорiвнює

кiлькостi змiн знакiв у рядi коефiцiєнтiв полiнома f .�x/ D 0.

Однак в бiльшостi випадкiв наперед невiдомо, чи всi коренi рiвня-

ння є дiйсними, тому правило Декарта в цих випадках носить тiльки

оцiночний характер.

10.3 Вiдокремлення коренiв методом Штурма

Будемо вважати, що полiном f .x/ не має кратних коренiв.

Теорема Штурма дає повну вiдповiдь на питання: скiльки дiйсних

коренiв полiнома (рiвняння) з дiйсними коефiцiєнтами знаходиться

в у довiльному, наперед заданому iнтервалi .a; b/ дiйсної осi.

Нехай задано полiном f .x/. Знайдемо похiдну f 0.x/ i побудує-

мо для f .x/ та f 0.x/ алгоритм, подiбний до алгоритму Евклiда, з

тою лише вiдмiннiстю, що всi остачi r.x/ вiзьмемо з протилежними

знаками, тобто Fk.x/ D �rk.x/. Отримаємо:
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f .x/ D f 0.x/ � s1.x/� F1.x/

f 0.x/ D F1.x/ � s2.x/� F2.x/

F1.x/ D F2.x/ � s3.x/� F3.x/

� � �
Fm�2.x/ D Fm�1.x/ � sm.x/� Fm

Fm�1.x/ D Fm � smC1.x/; Fm D const:

Послiдовнiсть полiномiв f .x/, f 0.x/, F1.x/, F2.x/; : : : ; Fm�1.x/,

Fm називається рядом Штурма для полiнома f .x/. Деколи для зру-

чностi позначають f .x/ D F�1.x/, f 0.x/ D F0.x/. У методi Штурма

важливими є не самi функцiї Fk.x/, а їх знаки, тому цi функцiї можна

знаходити з точнiстю до сталого додатного множника.

Приклад 10.10. Записати ряд Штурма для полiнома f .x/ D x3 �
6x C 1:

f 0.x/ D 3x2 � 6 D 3.x2 � 2/ ) F0.x/ D x2 � 2:
x3 � 6x C 1 x2 � 2
x3 � 2x x

�4x C 1 ) F1.x/ D 4x � 1
x2 � 2 4x � 1
4x2 � 8 x C 1

4x2 � x
x � 8
4x � 32
4x � 1

�31 ) F2.x/ D 1

Отже: F�1.x/ D x3 � 6x C 1; F0.x/ D x2 � 2; F1.x/ D 4x � 1;

F2 D 1:

Якщо в рядi функцiй Штурма взяти x D a, де а – якесь дiйсне чи-

сло, то послiдовнiсть функцiй перетвориться в послiдовнiсть чисел
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f .a/; f 0.a/; F1.a/; : : : ; Fm�1.a/; Fm.

Кiлькiсть змiн знакiв у цiй послiдовностi позначимо через s.a/ i

назвемо її кiлькiстю змiн знакiв у рядi Штурма в точцi а.

Основнi властивостi ряду функцiй Штурма

1. Нiякi двi сусiднi функцiї ряду Штурма не мають спiльних ко-

ренiв.

Доведення. Нехай Fk.x/ iFkC1.x/мають спiльний корiнь ˛.Fk.˛/ D
FkC1.˛/ D 0: Тодi Fk�1.˛/ D Fk.˛/ � skC1.˛/ � FkC1.˛/ D 0.

Аналогiчно Fk�2.˛/ D � � � D F1.˛/ D f 0.˛/ D f .˛/ D 0. Але

f 0.˛/ D f .˛/ D 0 означає, що ˛ - кратний корiнь f .x/, а f .x/ кра-

тних коренiв не має. Ця суперечнiсть заперечує припущення i дово-

дить властивiсть 1.

2. Якщо ˛ є коренем однiєї з промiжних функцiй ряду Штурма,

то значення сусiднiх з нею функцiй ряду Штурма мають у цiй точцi

протилежнi знаки.

Доведення. Нехай Fk.˛/ D 0. За властивiстю 1 Fk�1.˛/ ¤ 0;

FkC1.˛/ ¤ 0:

Fk�1.˛/ D Fk.˛/ � skC1.˛/� FkC1.˛/ D �FkC1.˛/: Властивiсть 2

доведена.

3. Якщо х, при зростаннi, проходить через корiнь якоїсь промi-

жної функцiї ряду Штурма, але не проходить через корiнь f .x/, то

кiлькiсть змiн знакiв у рядi Штурма при цьому не змiнюється.

Доведення. Нехай ˛ - корiнь деякої функцiї Fk.x/, де k ¤ �1; k ¤
m. В точцi ˛ значення Fk�1.˛/ i FkC1.˛/ не дорiвнюють нулю i мають

протилежнi знаки. Оскiльки функцiї Fk�1.x/ i FkC1.x/ – неперервнi,
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то iснує окiл точки ˛, в якому Fk�1.x/ i FkC1.x/ зберiгають свої

знаки.

Знайдемо кiлькiсть змiн знакiв в рядi функцiй Fk�1.x/, Fk.x/,

FkC1.x/, якщо х зростає вiд ˛� ı до ˛C ı. Можливi варiанти розпо-

дiлу знакiв:

x Знак

Fk�1.x/

Знак

Fk.x/

Знак

FkC1.x/

s.x/

I II I II I II I II

˛ � ı < x < ˛ - + + - 1 1

x D ˛ - + 0 0 + - 1 1

˛ < x < ˛ C ı - + + - 1 1

Мiсця для знакiв Fk.x/ в околi точки ˛ не заповненi, бо вони не

впливають на кiлькiсть змiн знакiв (незалежно вiд цих знакiв буде

одна змiна знаку). Отже, i при x < ˛, i при x > ˛ кiлькiсть змiн

знакiв в рядi Fk�1, Fk , FkC1 однакове. Таким чином, в цiлому число

змiн знакiв залишається сталим для всього ряду Штурма.

4. Якщо х при зростаннi проходить через корiнь полiнома f .x/,

то кiлькiсть змiн знакiв у рядi Штурма зменшується на одиницю.

Доведення. Нехай ˛ - корiнь самого полiнома f .x/. Тодi f .˛/ D 0,

але f 0.˛/ ¤ 0, тому що (за умовою) полiном не має кратних коренiв.

Виберемо ı так, щоб в околi .˛�ı; ˛Cı/ функцiя f 0.x/ не змiнювала

знак. Можливi два випадки:

а) f 0.x/ > 0 в цьому околi. Тодi f .x/ – зростаюча функцiя, а

тому при ˛ � ı < x < ˛ матимемо f .x/ < 0, а при ˛ < x < ˛ C ı –

f .x/ > 0.

б) f 0.x/ < 0 в цьому околi. Тодi f .x/ – спадна функцiя i тому

при ˛ � ı < x < ˛ матимемо f .x/ > 0, а при ˛ < x < ˛ C ı –



96 КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ

f .x/ < 0:

x Знак f .x/ Знак f 0.x/ s(x)

а б а б а б

˛ � ı < x < ˛ - + + - 1 1

x D ˛ 0 0 + - 0 0

˛ < x < ˛ C ı + - + - 0 0

В обох випадках кiлькiсть змiн знакiв в цiй частинi f , f 0, ряду

Штурма зменшується на одиницю.

Кiлькiсть змiн знакiв iнших функцiй ряду Штурма (на основi вла-

стивостi 3) не змiнюється, навiть якщо х проходить через коренi де-

яких з них.

Теорема 10.11. (Штурма) Якщо a i b .a < b/ – довiльнi дiйснi чи-

сла, якi не є коренями полiнома f .x/, то кiлькiсть р дiйсних ко-

ренiв полiнома f .x/ в iнтервалi .a; b/ дорiвнює p D s.a/ � s.b/,

де s.a/ i s.b/ – кiлькiсть змiн знакiв у рядi Штурма вiдповiдно в

точках a i b.

Доведення. 1. Якщо х при зростаннi не пройде через жодний корiнь

f .x/, то за властивiстю 3 s.a/ D s.b/.

2. Якщо х при зростання пройде через р коренiв f .x/, а при про-

ходженнi через кожний з них кiлькiсть змiн знакiв зменшуватиметься

на одиницю, то s.a/ � s.b/ D p. Теорема доведена.

Зауваження 10.12. 1. Умова, що a i b не є коренями f .x/ не складає

труднощiв при застосуваннi теореми Штурма, адже якщо a чи b

є коренями f .x/, то питання про розмiщення цього кореня вже

розв’язане, а щоб знайти положення iнших коренiв треба розгля-

нути полiном, одержаний вiд дiлення f .x/ на x � a (чи x � b).
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2. Якщо якась iз промiжних функцiй Штурма Fk.x/ не має дiй-

сних коренiв, то наступних функцiй Штурма можна не знаходити

i користуватись ”укороченим” рядом: f .x/, f 0.x/,F1.x/; : : : ; Fk.x/,

адже кiлькiсть змiн знакiв у ”залишковому” рядi FkC1.x/; : : : ; Fm

є сталим, що не вплине на рiзницю s.a/ � s.b/.
3. Метод Штурма можна застосовувати i без попереднього

вiдокремлення кратних коренiв. Якщо f .x/ має кратнi коренi, то

остання функцiя ряду Штурма Fm.x/ вже не є сталою. Але тодi

Fm.x/ є спiльним дiльником всiх iнших функцiй ряду Штурма. То-

му можна розглядати iнший ряд полiномiв:
f .x/

Fm.x/
,

f 0.x/

Fm.x/
,

F1.x/

Fm.x/
, ...,

Fm�1.x/

Fm.x/
, 1, який володiє всiма властивостями 1-4.

Застосування теореми Штурма

1. За допомогою ряду Штурма для довiльного полiнома f .x/ над

полем дiйсних чисел можна точно визначити загальне кiлькiсть дiй-

сних коренiв, а також кiлькiсть його додатних i вiд’ємних коре-

нiв. Для цього досить застосувати теорему Штурма до iнтервалiв

.�N0; 0/ i .0; N0/. На практицi користуються iнтервалами .�1; 0/,

.0;C1/.

Приклад 10.13. f .x/ D x3�6xC1; F0 D x2�2; F1 D 4x�1; F2 D
1:

x f .x/ F0.x/ F1.x/ F2 s.x/

�1 - + - + 3

0 + - - + 2

C1 + + + + 0

Отже, f .x/має три дiйснi коренi, з них два додатних i один вiд’ємний.

2. За допомогою теореми Штурма можна здiйснювати вiдокрем-

лення дiйсних коренiв, тобто знаходити iнтервали, в яких знаходи-

ться точно один дiйсний корiнь (використовується в методах набли-
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женого обчислення). Вiдокремлення коренiв зводиться до пiдбору

кiнцiв потрiбних iнтервалiв.

Приклад 10.14. f .x/ D x3 �6xC1. Оскiльки дiйснi коренi лежать

у промiжку .�N0; N0/, то N0 D 1C A
ja0j

D 1C 6
1

D 7.

x f .x/ F0.x/ F1.x/ F2 s.x/

-7 - + - + 3

-3 - + - + 3

-2 + + - + 2

0 + - - + 2

1 - - + + 1

2 - + + + 1

3 + + + + 0

7 + + + + 0

З таблицi видно, що один корiнь лежить в iнтервалi .�3;�2/, дру-

гий – .0; 1/, третiй – .2; 3/.

3. За допомогою теореми Штурма можна знайти просту ознаку

того, що всi n коренiв полiнома f .x/ n-го степеня є дiйснi рiзнi чи-

сла.

Для цього треба, щоб у рядi Штурма, при зростаннi х вiд �1 до

C1 кiлькiсть змiн знакiв зменшилось на n. Всi коренi будуть дiй-

сними, якщо s.�1/ D n, s.C1/ D 0. Ясно, що це має мiсце тiльки

тодi, коли старшi коефiцiєнти всiх функцiй Штурма мають однако-

вий знак. Для того, щоб усi коренi полiнома f .x/ степеня n були

дiйснi i рiзнi, необхiдно i достатньо, щоб вiдповiдний ряд Штурма

складався з n C 1 полiномiв, старшi коефiцiєнти яких усi того са-

мого знаку.

Вправи 10.15. (1) Знайти межi дiйсних коренiв полiномiв, викори-
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стовуючи метод Ньютона:

(а) f .x/ D x3 � 4x C 2;

(б) f .x/ D 2x4 C x3 � 3x2 � x C 2;

(в) f .x/ D x5 � x3 C 2x C 1.

(2) Вiдокремити дiйснi коренi полiномiв на iнтервалi довжи-

ною 1:

(а) f .x/ D x3 � 4x C 2;

(б) f .x/ D 2x4 C x3 � 3x2 � x C 2;

(в) f .x/ D x5 � x3 C 2x C 1.

11 Полiноми розбиттiв

Розбиття натуральних чисел на доданки зустрiчаються у багатьох

роздiлах математики, тому не дивно, що i полiноми розбиттiв також

пронизують всю математику. Пiд полiномом розбиттiв Белл розумiв

однорiдний полiном степеня n вiд декiлькох змiнних, означений при

допомозi суми за рiзними невпорядкованими розбиттями натураль-

ного числа n на натуральнi доданки. Значно ранiше Варiнг розглядав

полiноми розбиттiв, в яких пов’язанi орбiти симетричних полiномiв

iз степеневими сумами. Наслiдком цiєї формули є вiдома формула

Варiнга, яка виражає елементарнi симетричнi полiноми через степе-

невi суми. Цi симетричнi полiноми вже розглядалися в одному iз по-

переднiх роздiлiв пiдручника. Полiноми розбиттiв часто виникають

також у аналiзi та теорiї чисел. Метою цього параграфу є ознайомле-

ння iз окремими класами полiномiв розбиттiв та їх застосуваннями
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у рiзних галузях математики. Зауважимо, що у цьому параграфi всi

теореми наводяться без доведення.

Введемо спочатку деякi допомiжнi поняття та твердження, якi

полегшать розумiння подальшого матерiалу.

Наведемо основнi поняття та твердження iз числення трикутних

матриць [20], якi будуть використанi у цьому роздiлi. Нехай K —

деяке числове поле.

Означення 11.1. [17] Трикутну таблицю

A D

0

B
B
B
B
@

a11

a21 a22

:::
:::

: : :

an1 an2 � � � ann

1

C
C
C
C
A

n

(1)

чисел iз числового поляK назвемо трикутною матрицею, елемент

a11 — верхнiм елементом цiєї трикутної матрицi, а число n— її

порядком.

Означення 11.2. [18] Нехай A — трикутна матриця,

тодi числа

ddet(A) D
n
X

rD1

X

p1C:::Cpr Dn

.�1/n�r

r
Y

sD1

fap1C:::Cps ;p1C:::Cps�1C1g;

pper(A) D
n
X

rD1

X

p1C:::Cpr Dn

r
Y

sD1

fap1C:::Cps ;p1C:::Cps�1C1g;

називаються вiдповiдно парадетермiнантом та параперманентом

трикутної матрицi. Тут пiдсумовування проводиться за множи-

ною натуральних розвя’зкiв рiвняння

p1 C : : :C pr D n:
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У цих означеннях використовується поняття факторiального до-

бутку елементiв, який позначують через faij g; причому:

faij g D
i
Y

kDj

aik:

Означення 11.3. Полiномами розбиттiв називають полiноми виду

P.x1; : : : ; xn/ D
X

�1C:::Cn�nDn

c.nI�1; : : : ; �n/ � x�1

1 � : : : � x�n

n ;

де c.nI�1; : : : ; �n/ – деяка дробово- рацiональна функцiя своїх кое-

фiцiєнтiв.

Полiном розбиттiв може бути виражений у виглядi парафункцiї

трикутних матриць похилого вигляду. Взагалi, справедлива насту-

пна теорема

Теорема 11.4. Нехай

A.x1; x2; : : : ; xn/ D

0

B
B
B
B
B
B
B
@

�11x1

�21
x2

x1
�22x1

::: : : :
: : :

�n�1;1
xn�1

xn�2
�n�1;2

xn�2

xn�3
: : : �n�1;n�1x1

�n;1
xn

xn�1
�n;2

xn�1

xn�2
: : : �n;n�1

x2

x1
�nnx1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

– деяка трикутна матриця, в якiй �ij – деякi рацiональнi функцiї

аргументiв i та j; тодi справедливi рiвностi

ddet.A/ D
X

�1C:::Cn�nDn

c1.nI�1; : : : ; �n/ � x�1

1 � : : : � x�n

n ;

pper.A/ D
X

�1C:::Cn�nDn

c2.nI�1; : : : ; �n/ � x�1

1 � : : : � x�n

n :
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Досить поширеними виявляються полiноми розбиттiв, що наво-

дяться у наступних теоремах.

Теорема 11.5. Нехай

Zm.x1; x2; : : : ; xn/ D

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

x1

x2

x1
x1

: : : : : :
: : :

xn

xn�1

xn�1

xn�2
: : : x1

0 xn

xn�1
: : : x2

x1
x1

: : : : : : : : : : : : : : :
: : :

0 : : : 0 xn

xn�1
: : : x2

x1
x1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

m

;

n 6 m, тодi справедливi тотожностi:

pper.Zm.x1; : : : ; xn// D

D
X

�1C2�2C:::Cn�nDm

.�1 C �2 C : : :C �n/Š

�1Š�2Š � : : : � �nŠ
� x�1

1 x
�2

2 � : : : � x�n

n ;

ddet .Zm.x1; : : : ; xn// D

D
X

�1C2�2C:::Cn�nDm

.�1/m�.�1C�2C:::C�n/ .�1 C �2 C : : :C �n/Š

�1Š�2Š � : : : � �nŠ
�

�x�1

1 x
�2

2 � : : : � x�n

n ;

де �i ; i D 1; 2; : : : ; n — цiлi невiд’ємнi числа.

11.1 Деякi загальнi твердження про полiноми розбиттiв

У цьому параграфi ми розглянемо деякi загальнi класи полiномiв

розбиттiв та їх зображення парафункцiями трикутних матриць.
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Теорема 2.5. Нехай полiноми

xn.y1; y2; : : : ; yn/; n D 0; 1; : : :

заданi рекурентним спiввiдношенням

xn D any1xn�1�any2xn�2C: : :C.�1/n�2anyn�1x1C.�1/n�1anynx0;

де x0 D 1; тодi справедливi рiвностi

xn D ddet

0

B
B
B
B
@

a1y1

y2

y1
a2y1

::: : : :
: : :

yn

yn�1

yn�1

yn�2
: : : any1

1

C
C
C
C
A

;

xn D
n
X

rD1

.�1/n�r
X

˛1C˛2C:::C˛r Dn

a˛1
a˛1C˛2

�: : :�a˛1C˛2C:::C˛r
y˛1
y˛2

�: : :�y˛r
;

де ˛i > 0; i D 1; 2; : : : ; r:

Теорема 11.6. Нехай полiноми

xn.y1; y2; : : : ; yn/; n D 0; 1; : : :

заданi рекурентним спiввiдношенням

xn D any1xn�1 C any2xn�2 C : : :C anyn�1x1 C anynx0;

де x0 D 1; тодi справедливi рiвностi

xn D pper

0

B
B
B
B
@

a1y1

y2

y1
a2y1

::: : : :
: : :

yn

yn�1

yn�1

yn�2
: : : any1

1

C
C
C
C
A

;
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xn D
n
X

rD1

X

˛1C˛2C:::C˛r Dn

a˛1
a˛1C˛2

� : : : � a˛1C˛2C:::C˛r
y˛1
y˛2

� : : : � y˛r
;

де ˛i > 0; i D 1; 2; : : : ; r:

Досить часто у рiзних роздiлах математики зустрiчаються полiно-

ми розбиттiв, що зображуються парафункцiями трикутних матриць

iз першим довiльним стовпцем.

Теорема 11.7. Нехай полiноми

yn.x1; x2; : : : ; xn/; n D 0; 1; : : :

задаються рекурентним спiввiдношенням

yn D x1yn�1 � x2yn�2 C : : :C .�1/n�2xn�1y1 C .�1/n�1anxny0;

де y0 D 1; тодi справедливi рiвностi

yn D ddet

0

B
B
B
B
@

a1x1

a2
x2

x1
x1

::: : : :
: : :

an
xn

xn�1
: : : x2

x1
x1

1

C
C
C
C
A

;

yn D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/n�k

 
n
X

iD1

�iai

!

.k � 1/Š
�1Š�2Š � : : : � �nŠ

�

�x�1

1 x
�2

2 � : : : � x�n

n ;

де k D �1 C �2 C : : :C �n:

Теорема 11.8. Нехай полiноми

yn.x1; x2; : : : ; xn/; n D 0; 1; : : :



11. ПОЛIНОМИ РОЗБИТТIВ 105

заданi рекурентним спiввiдношенням

yn D x1yn�1 C x2yn�2 C : : :C xn�1y1 C anxny0;

де y0 D 1; тодi справедливi рiвностi

yn D pper

0

B
B
B
B
@

a1x1

a2
x2

x1
x1

::: : : :
: : :

an
xn

xn�1
: : : x2

x1
x1

1

C
C
C
C
A

;

yn D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

 
n
X

iD1

�iai

!

.k � 1/Š
�1Š�2Š � : : : � �nŠ

x
�1

1 x
�2

2 � : : : � x�n

n ;

де k D �1 C �2 C : : :C �n:

Якщо у парафункцiях трикутних матриць два першi стовпцi за-

гальнi, то справедлива теорема

Теорема 11.9. Якщо полiноми заданi рекурентним рiвнянням

yn D x1yn�1 � x2yn�2 C x3yn�3 � : : :C .�1/n�3xn�2y2C

C.�1/n�2�n2xn�1y1 C .�1/n�1�n1�n2xny0;

де y0 D 1; тодi справедливi рiвностi

yn D ✂
✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇
❇

�11x1

�21
x2

x1
�22x1

�31
x3

x2
�32

x2

x1
x1

::: � � � � � � : : :

�n�1;1
xn�1

xn�2
�n�1;2

xn�2

xn�3

xn�3

xn�4
� � � x1

�n1
xn

xn�1
�n2

xn�1

xn�2

xn�2

xn�3
� � � x2

x1
x1

❇
❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂
✂ n
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yn D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/n�k A.�; �/

�1Š � : : : � �nŠ
x

�1

1 � : : : � x�n

n ;

де

A.�; �/ D
 

�1.�1 � 1/�11�22 C
n�1
X

iD2

�1�i�11�iC1;2

!

� .k � 2/ŠC

C
n�1
X

iD1

�iC1�iC1;1�iC1;2 � .k � 1/Š

Наведена теорема узагальнює попередню теорему.

Можна провести i подальшi узагальнення. Справедлива наступна

Теорема 11.10. Рiвностi

yn D ✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

�11x1

�21
x2

x1

:::
: : :

�n�1;1
xn�1

xn�2
� � � �n�1;n�1x1

�n1
xn

xn�1
� � � �n;n�1

x2

x1
�nnx1

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂ n

yn D x1yn�1 � x2yn�2 C x3yn�3 � : : :C

.�1/n�m�1xn�mym C .�1/n�mf�nmgmxn�mC1�

�ym�1 C .�1/n�mC1f�n;m�1gmxn�mC2ym�2C

C : : :C .�1/n�1f�n1gmxny0

yn D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/n�k

n
X

iDm

A.�; �; i/�
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�x
�1

1 � : : : � x�n
n

�1Š � : : : � �nŠ
;

де �ij D 1 при mC 1 � j � n;

A.�; �; i/ D
m
X

rD1

.k � r/Š
X

˛1C:::C˛r Dm;

˛j 2f1�1 ;2�2 ;:::;n�n g;j D1;:::;r

�˛1
�˛2

� : : : � �˛r�1
�i�mC˛r

�

�f�i;m�˛r C1gm

r�1
Y

sD1

f�˛1C:::C˛s ;˛1C:::C˛s�1C1gm;

причому

�˛j
�˛j

� : : : � �˛j
„ ƒ‚ …

k

D �k
˛j

D

D �˛j
.�˛j

� 1/ � : : : � .�˛j
� k C 1/; j D 1; : : : ; r;

рiвносильнi мiж собою.

Важливим виявляється також наслiдок цiєї теореми.

Наслiдок 2.7. Наступнi рiвностi рiвносильнi мiж собою:

yn D ✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

�11x1

�21
x2

x1

:::
: : :

�n�1;1
xn�1

xn�2
� � � �n�1;n�1x1

�n1
xn

xn�1
� � � �n;n�1

x2

x1
�nnx1

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂ n

yn D f�nngx1yn�1 � f�n;n�1gx2yn�2C

Cf�n;n�2gx3yn�3 � : : :C .�1/n�2f�n2gxn�1y1C



108 КIЛЬЦЕ ПОЛIНОМIВ

C.�1/n�1f�n1gxny0

yn D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/n�kA.�; �; n/
x

�1

1 � : : : � x�n
n

�1Š � : : : � �nŠ
;

де

A.�; �; n/ D

0

B
B
B
B
@

.k � 1/Š

.k � 2/Š
:::

.k � n/Š

1

C
C
C
C
A

�

�

2

6
6
6
6
4

�1�11

�2

�1
�21 �1�22

::: : : :
: : :

�n

�n�1
�n1

�n�1

�n�2
�n2 : : : �1�nn

3

7
7
7
7
5

;

де добуток

�i � : : : � �i
„ ƒ‚ …

k

розглядається як спадний факторiальний степiнь �
k

i :

11.2 Полiноми розбиттiв у теорiї чисел

Нехай p.n/ – число невпорядкованих розбиттiв натурального числа

n в суму натуральних доданкiв, а �.n/ – сума всiх натуральних дiль-

никiв даного числа n: У монографiї Холла (див. [19], стор. 58) наво-

диться тотожнiсть

d

dx

 
1
X

iD0

p.i/xi

!

D
 

1
X

iD0

p.i/xi

!

�
 

1
X

iD1

�.i/xi�1

!

:
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Iз цiєї тотожностi можна вивести [20] такi взаємно оберненi полiно-

ми розбиттiв

�.n/D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/.�1C:::C�n/�1 .�1C: : :C�n � 1/Šn
�1Š � : : : � �nŠ

p.1/�1 �: : :�p.n/�n

p.n/ D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

1

�1Š.1Š/�1 � : : : � �nŠ.nŠ/�n
.�.1//�1 �: : :�.�.n//�n

та їх зображення у виглядi парафункцiй трикутних матриць:

p.n/ D

2

6
6
6
6
6
6
6
4

�.1/
�.2/

�.1/
1
2

� �.1/
::: : : :

: : :

�.n�1/

�.n�2/

�.n�2/

�.n�3/
: : : 1

n�1
� �.1/

�.n/

�.n�1/

�.n�1/

�.n�2/
: : : �.2/

�.1/
1
n

� �.1/

3

7
7
7
7
7
7
7
5

n

�.n/ D .�1/n�1✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

p.1/

2 � p.2/

p.1/
p.1/

::: : : :
: : :

.n � 1/p.n�1/

p.n�2/

p.n�2/

p.n�3/
: : : p.1/

n p.n/

p.n�1/

p.n�1/

p.n�2/
: : : p.2/

p.1/
p.1/

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂ n

Проте можна встановити i загальнiшi результати Нехай bm.n/ –

число m-арних розбиттiв натурального числа n; на степенi числа m:

Генератрисою функцiї натурального аргументу bm.n/ слугує фун-

кцiя

fm.x/ D
1
X

nD0

bm.n/x
n D

1
Y

nD0

.1 � xmn

/�1:

Приm D 2 отримаємо бiнарнi розбиття натурального числа n на сте-

пенi двiйки. Наприклад, iснує чотири бiнарнi розбиття натурального
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числа 5 W

5 D 20 C 20 C 20 C 20 C 20 C 20;

5 D 21 C 20 C 20 C 20 C 20;

5 D 21 C 21 C 20;

5 D 22 C 20:

У 1750 роцi Ойлер встановив рекурентнi спiввiдношення для обчи-

слення числа бiнарних розбиттiв натурального числа n W

b2.2nC 1/ D b2.2n/;

b2.2n/ D b2.2n � 1/C b2.n/; b2.0/ D 1:

Нехай �m.n/ – сума всiх дiльникiв натурального числа n; що є

степенями числа m: Наприклад,

�2.1/ D 20 D 1;

�2.2/ D 20 C 21 D 3;

�2.3/ D 20 D 1;

�2.4/ D 20 C 21 C 22 D 7;

�2.5/ D 20 D 1;

�2.6/ D 20 C 21 D 3:

Прийнято вважати, що �m.0/ D 1: Очевидно, що функцiя натураль-

ного аргументу �m.n/; приm D 1; спiвпадає з функцiєю натурально-

го аргументу �.n/:
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Поряд iз означеними вище двома функцiями натурального аргу-

менту bm.n/ i �m.n/; розглядають ще одну функцiю натурального ар-

гументу dm.n/; генератрисою якої є функцiя

gm.x/ D 1

fm.x/
D

1
X

nD0

dm.n/x
n D

1
Y

nD0

.1 � xmn

/:

Зазначимо, що функцiю dm.n/ можна задати ще так:

dm.n/D

8

ˆ
ˆ̂
<

ˆ̂
ˆ
:

0; якщо n не є сумою рiзних степенiв числа m

1; якщо n є сумою парного числа рiзних степенiв числа m

�1; якщоnєсумоюнепарногочисларiзнихстепенiвчислаm;

причому dm.0/ D 1:

Наведемо кiлька перших членiв числової послiдовностi dm.n/ при

m D 3 W

d3.1/ D �1; d3.2/ D 0; d3.3/ D �1; d3.4/ D 1; d3.5/ D 0; d3.6/ D 0;

d3.7/ D 0; d3.8/ D 0; d3.9/ D �1; d3.10/ D 1:

Наведенi вище три функцiї натурального аргументу та їхнi зв’язки

вивчалися у статтях [21],[22]. Результатами дослiджень цих робiт є

наступнi теореми:

Теорема 11.11. Для довiльного натурального n; m-арнi розбиття

bm.n/ можна подати у виглядi многочлена розбиттiв

bm.n/ D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

1

�1Š1�1�2Š2�2 � : : : � �nŠn�n
�m.1/

�1�

��m.2/
�2 � : : : � �m.n/

�n :

У наступнiй теоремi зв’язки мiж функцiями bm.n/ та dm.n/ вира-

жаються при допомозi матриць Хессенберга.
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Теорема 11.12. Для довiльного натурального n справедливi рiвнос-

тi:

bm.n/ D .�1/n det

0

B
B
B
B
B
B
B
@

dm.1/ 1 0 � � � 0

dm.2/ dm.1/ 1 � � � 0
::: � � � � � � � � � :::

dm.n � 1/ dm.n � 2/ dm.n � 3/ � � � 1

dm.n/ dm.n � 1/ dm.n � 2/ � � � dm.1/

1

C
C
C
C
C
C
C
A

;

dm.n/ D .�1/n det

0

B
B
B
B
B
B
B
@

bm.1/ 1 0 � � � 0

bm.2/ bm.1/ 1 � � � 0
::: � � � � � � � � � :::

bm.n � 1/ bm.n � 2/ bm.n � 3/ � � � 1

bm.n/ bm.n � 1/ bm.n � 2/ � � � bm.1/

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

Теорема 11.13. Для довiльного натурального n справедливi рiвнос-

тi:

bm.n/ D 1

n

n�1
X

j D0

�m.n � j /bm.j /;

dm.n/ D �1
n

n�1
X

j D0

�m.n � j /dm.j /:

Теорема 11.14. Справедливi рiвностi:

bm.n/ D

2

6
6
6
6
6
6
6
4

�m.1/
�m.2/

�m.1/
1
2
�m.1/

::: : : :
: : :

�m.n�1/

�m.n�2/

�m.n�2/

�m.n�3/
: : : 1

n�1
�m.1/

�m.n/

�m.n�1/

�m.n�1/

�m.n�2/
: : : �m.2/

�m.1/
1
n
�m.1/

3

7
7
7
7
7
7
7
5

;
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dm.n/ D

2

6
6
6
6
6
6
6
4

��m.1/
�m.2/

�m.1/
�1

2
�m.1/

::: : : :
: : :

�m.n�1/

�m.n�2/

�m.n�2/

�m.n�3/
: : : � 1

n�1
�m.1/

�m.n/

�m.n�1/

�m.n�1/

�m.n�2/
: : : �m.2/

�m.1/
�1

n
�m.1/

3

7
7
7
7
7
7
7
5

D

D .�1/n✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

�m.1/
�m.2/

�m.1/
1
2
�m.1/

::: : : :
: : :

�m.n�1/

�m.n�2/

�m.n�2/

�m.n�3/
: : : 1

n�1
�m.1/

�m.n/

�m.n�1/

�m.n�1/

�m.n�2/
: : : �m.2/

�m.1/
1
n
�m.1/

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂

;

�m.n/ D .�1/n�1✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

bm.1/

2 � bm.2/

bm.1/
bm.1/

::: : : :
: : :

.n � 1/ � bm.n�1/

bm.n�2/

bm.n�2/

bm.n�3/
: : : bm.1/

n � bm.n/

bm.n�1/

bm.n�1/

bm.n�2/
: : : bm.2/

bm.1/
bm.1/

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂

;

�m.n/ D

D .�1/n�1✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

�dm.1/

�2 � dm.2/

dm.1/
dm.1/

::: : : :
: : :

�.n � 1/ � dm.n�1/

dm.n�2/

dm.n�2/

dm.n�3/
: : : dm.1/

�n � dm.n/

dm.n�1/

dm.n�1/

dm.n�2/
: : : dm.2/

dm.1/
dm.1/

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂

D

D .�1/n✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

dm.1/

2 � dm.2/

dm.1/
dm.1/

::: : : :
: : :

.n � 1/ � dm.n�1/

dm.n�2/

dm.n�2/

dm.n�3/
: : : dm.1/

n � dm.n/

dm.n�1/

dm.n�1/

dm.n�2/
: : : dm.2/

dm.1/
dm.1/

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂

;
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bm.n/ D .�1/n✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

dm.1/
dm.2/

dm.1/
dm.1/

::: : : :
: : :

dm.n�1/

dm.n�2/

dm.n�2/

dm.n�3/
: : : dm.1/

dm.n/

dm.n�1/

dm.n�1/

dm.n�2/
: : : dm.2/

dm.1/
dm.1/

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂

;

dm.n/ D .�1/n✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

bm.1/
bm.2/

bm.1/
bm.1/

::: : : :
: : :

bm.n�1/

bm.n�2/

bm.n�2/

bm.n�3/
: : : bm.1/

bm.n/

bm.n�1/

bm.n�1/

bm.n�2/
: : : bm.2/

bm.1/
bm.1/

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂

:

Наведемо ще одну теорему, в якiй встановлено полiноми разбит-

тiв, якi пов’язують мiж собою m-арнi числа

bm.n/; �m.n/; dm.n/:

Теорема 11.15. Справедливi рiвностi:

dm.n/ D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/k ��1
m .1/ � : : : � ��n

m .n/

�1Š � : : : � �nŠ1�1 � : : : � n�n
;

�m.n/ D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/k�1 n.k � 1/Š
�1Š � : : : � �nŠ

� b�1

m .1/ � : : : � b�n

m .n/;

�m.n/ D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/k n.k � 1/Š
�1Š � : : : � �nŠ

� d�1

m .1/ � : : : � d�n

m .n/;

bm.n/ D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/k kŠ

�1Š � : : : � �nŠ
� d�1

m .1/ � : : : � d�n

m .n/;

dm.n/ D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

.�1/k kŠ

�1Š � : : : � �nŠ
� b�1

m .1/ � : : : � b�n

m .n/;

де k D �1 C �2 C : : :C �n:
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11.3 Полiноми розбиттiв у алгебрi та аналiзi

Важливим класом полiномiв розбиттiв є полiноми розбиттiв вигляду

B.f x1; f x2; : : : ; f xn/ D

D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

nŠfk

�1Š1Š�1�2Š2Š�2 � : : : � �nŠnŠ�n
x

�1

1 � : : : � x�n

n ;

де f k D fk: Їх називають полiномами Белла. Вони виникають при

диференцiюваннi складених функцiй (формула Фаа дi Бруно), при

оберненнi формальних степеневих рядiв тощо. При f D 1; цi полi-

номи зображуються у виглядi параперманента трикутної матрицi
0

B
B
B
B
B
B
B
@

x1

1
1

� x2

x1
x1

1
2

� x3

x2

2
1

� x2

x1
x1

::: � � � � � � : : :

1
n�1

� xn

xn�1

2
n�2

� xn�1

xn�2
� � � n�1

1
� x2

x1
x1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

D

D
�

j

i � j C j � ıij

� xi�j C1

xi�j

�

1�j �i�n

;

яку називають трикутною матрицею Белла.

Полiном розбиття вигляду

Cn.x1; : : : ; xn/ D
X

�1C2�2C:::Cn�nDn

nŠ

�1Š1�1 � : : : � �nŠn�n
� x�1

1 � : : : � x�n

n

називають цикловим iндикатором симетричної групи. Його можна

зобразити компактно у виглядi параперманента
�

.j � .j � 1/ � ıij / � xi�j C1

xi�j

�

1�j �i�n

:
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Наведемо коротенькi вiдомостi про основнi симетричнi полiноми

та їх зображення парафункцiями трикутних матриць. Нехай

�k.x1; x2; : : : ; xn/; sk.x1; x2; : : : ; xn/; pk.x1; x2; : : : ; xn/

— симетричнi полiноми заданi вiдповiдними генератрисами. Вста-

новимо три можливi пари формул обернення мiж цими симетрични-

ми полiномами. Генератриси цих полiномiв задовольняють спiввiд-

ношення

�.z/p.�z/ D 1;

p.z/s.z/ D p
0

.z/;

�.z/s.�z/ D �� 0

.z/:

Зрiвнюючи коефiцiєнти бiля zk; отримаємо три рекурентнi рiвняння:

k
X

iD0

.�1/i�ipk�i D 0;

kpk D
k
X

iD1

sipk�i ;

k�k D
k
X

iD1

.�1/i�1si�k�i :

Перша рекурентна рiвнiсть дає двi формули обернення. Iншi двi за-

пишемо вiдповiдно у виглядi:

pk D s1

k
� pk�1 C s2

k
� pk�2 C : : :C sk�1

k
� p1 C sk

k
;

�k D s1

k
�k�1 � s2

k
� �k�2 C : : :C .�1/k�2sk�1�1 C .�1/k�1s1:
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Правi частини цих рiвностей можуть бути вираженi вiдповiдно через

параперманент та парадетермiнант

pk D

2

6
6
6
6
6
6
6
4

s1
s2

s1

s1

2
::: : : :

: : :

sk�1

sk�2

sk�2

sk�3
: : : s1

k�1
sk

sk�1

sk�1

sk�2
: : : s2

s1

s1

k

3

7
7
7
7
7
7
7
5

k

;

�k D ✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

s1
s2

s1

s1

2
::: : : :

: : :

sk�1

sk�2

sk�2

sk�3
: : : s1

k�1
sk

sk�1

sk�1

sk�2
: : : s2

s1

s1

k

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂ k

:

Легко записати i вiдповiднi оберненi спiввiдношення:

sk D .�1/k�1✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

p1

2 � p2

p1
p1

::: : : :
: : :

.k � 1/ � pk�1

pk�2

pk�2

pk�3
: : : p1

k � pk

pk�1

pk�1

pk�2
: : : p2

p1
p1

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂ k

sk D ✂
✂
✂
✂
✂

❇
❇
❇
❇
❇

�1

2 � �2

�1
�1

::: : : :
: : :

.k � 1/ � �k�1

�k�2

�k�2

�k�3
: : : �1

k � �k

�k�1

�k�1

�k�2
: : : �2

�1
�1

❇
❇
❇
❇
❇

✂
✂
✂
✂
✂ k

:

Вiд парафункцiй цих матриць, при допомозi попереднiх загальних

теорем легко перейти до вiдповiдних полiномiв розбиттiв.
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