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ПЕРЕДМОВА

Iдея написання цiєї монографiї виникла у перших двох авторiв

доволi давно. Однак сама книга в тому виглядi, котрий вона має

зараз, з’явилася до певної мiри випадково. Навеснi 1994 року

вийшов з друку препринт з однойменною назвою [97] як ре-

зультат роботи семiнару "Дискретно-неперервнi крайовi задачi"

при кафедрi вищої математики Львiвської полiтехнiки. У ньо-

му переважно в декларативнiй формi була викладена концепцiя

квазiпохiдних та побудована загальна теорiя скалярних i век-

торних квазiдиференцiальних рiвнянь з коефiцiєнтами-мiрами i

правими частинами — узагальненими похiдними вищих поряд-

кiв вiд функцiй локально обмеженої варiацiї. Викладена теорiя

стала основою подальших наукових дослiджень в цьому напря-

мi [17–20, 58–61, 64–68, 70, 71, 89–97, 99–113, 165, 166], ре-

зультати яких доповiдалися на численних наукових конференцi-

ях, та була покладена в основу лекцiй, котрi у виглядi спецiаль-

них курсiв читалися авторами впродовж останнiх десяти рокiв

в Нацiональному унiверситетi "Львiвська полiтехнiка", Прикар-

патському нацiональному унiверситетi iменi Василя Стефаника,

Львiвському державному унiверситетi безпеки життєдiяльностi,

Унiверситетi Казимира Великого (Польща), Люблiнськiй Полiте-

хнiцi (Польща).

Невеликий тираж (100 примiрн.) згаданого препринту швидко

розiйшовся i за якийсь час це видання стало бiблiографiчною

рiдкiстю. Вiдтак виникла нагальна потреба опублiкувати його

розширений варiант. Однак з огляду на причини об’єктивного
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i суб’єктивного характеру така публiкацiя затримувалась. Водно-

час за тi 17 рокiв, що промайнули з часу опублiкування пре-

принту, викладена в ньому теорiя збагатилась новими важливими

результатами, котрi гармонiйно доповнюють попереднi дослiдже-

ння, з огляду на що не включити їх в цю монографiю було б

недоречним.

Основну частину монографiї складають результати, отриманi

авторами безпосередньо чи у спiвавторствi. З решти результа-

тiв наведенi (часом без строгих математичних доведень, але з

вказанням джерел, де їх можна знайти) лише тi результати, ко-

трi мають безпосереднє вiдношення до питань, що розглядаються

в цiй монографiї. Це стосується насамперед параграфа, присвя-

ченого мiрам Стiльтьєса i функцiям обмеженої варiацiї, що їх

породжують, а також нерiвностi Гронуолла—Беллмана та її уза-

гальненням.

Монографiя складається зi вступу i п’яти роздiлiв. У вступi

читач матиме першу нагоду познайомитись з основним об’єк-

том монографiчного дослiдження — квазiдиференцiальним рiв-

нянням (КДР). Сподiваємось також, що завдяки зробленому там

короткому огляду робiт, присвячених теорiї КДР (починаючи вiд

рiвнянь з непрервними та сумовними за Лебегом коефiцiєнтами i

закiнчуючи рiвняннями з розподiлами у коефiцiєнтах) читач ма-

тиме змогу краще зорiєнтуватись в сучасних питаннях цiєї теорiї.

Вiдразу вiдзначимо, що з широкого спектру лiтератури ми зосе-

редили увагу лише на тих роботах, котрi тiсно дотикаються або

iдейно близькi до тематики цiєї монографiї.

У першому роздiлi дається означення некласичного iнтеграла

Рiмана–Стiльтьєса i вивчаються його властивостi (умова стрибка,
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теорема про пiдстановку, формула Дiрiхле i формула iнтегрува-

ння частинами), на основi яких дослiджуються лiнiйнi матри-

чнi iнтегральнi рiвняння та вiдповiднi системи диференцiальних

рiвнянь з мiрами. Важливою проблемою, що виникає при дослi-

дженнi останнiх є той факт, що простiр узагальнених функцiй

не є алгеброю — у ньому не можна визначити множення, яке

б успадкувало основнi властивостi множення неперервних фун-

кцiй. Саме тому в окремому параграфi (див. § 6) обговорюється

питання про добуток мiри на функцiю обмеженої варiацiї i з’я-

совуються умови, за яких такий добуток є коректним в узагаль-

неному сенсi. Безпосереднiм наслiдком такого обговорення є по-

будова спецiального допустимого класу функцiй, в якому iснує

єдиний розв’язок початкової задачi для диференцiальної системи

з мiрами, котрий зображається у формi Кошi за допомогою фун-

даментальної матрицi i справджує певнi умови стрибка в точках

розривiв коефiцiєнтiв системи.

Другий роздiл присвячений розвитковi концепцiї квазiпохiдних

та побудовi лiнiйної (елементарної) теорiї КДР з коефiцiєнтами-

мiрами i правими частинами — узагальненими похiдними вищих

порядкiв вiд функцiй локально обмеженої варiацiї. Тут, зокрема:

шляхом накладання певних умов на коефiцiєнти рiвняння ви-

дiлений широкий клас коректних узагальнених КДР, при дослi-

дженнi яких не виникає проблема множення функцiоналiв, та

вказана процедура зведення таких рiвнянь до диференцiальних

систем з мiрами;

введене поняття розв’язку вихiдного i спряженого до нього

КДР та вказаний спосiб визначення їх квазiпохiдних, котрi воло-

дiють властивiстю взаємообумовленостi в тому сенсi, що в разi,
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коли квазiпохiднi одного з рiвнянь визначенi, то квазiпохiднi iн-

шого рiвняння визначаються однозначно;

для однорiдних взаємно спряжених КДР з коефiцiєнтами-

мiрами сформульованi в термiнах вiдповiдних квазiпохiдних i до-

веденi теореми iснування та єдиностi розв’язкiв початкових за-

дач, а також вказана характеристика їх (розв’язкiв) гладкостi;

введене поняття квазiвронскiана розв’язкiв вихiдного i спряже-

ного рiвнянь, для кожного з рiвнянь отриманий аналог формули

Лiувiлля-Остроградського-Якобi, введене поняття фундаменталь-

ної системи розв’язкiв i з’ясована структура загального розв’язку;

встановлений максимальний порядок узагальненої похiдної вiд

функцiї локально обмеженої варiацiї у правiй частинi неоднорi-

дного КДР, при якому рiвняння залишається коректним навiть за

умови, що точки сингулярностей коефiцiєнтiв рiвняння i правої

частини спiвпадають.

Одним з центральних результатiв другого роздiлу є структура

фундаментальної матрицi, що вiдповiдає КДР з коефiцiєнтами-

мiрами. Як з’ясувалося, її вдається побудувати за допомогою ли-

ше однiєї "функцiї Кошi" та її мiшаних квазiпохiдних в сенсi

вихiдного i спряженого рiвнянь. Це дозволило встановити тiсний

зв’язок мiж розв’язками цих рiвнянь, а також отримати зображе-

ння функцiї Кошi та її мiшаних квазiпохiдних через фундамен-

тальну систему розв’язкiв. Вiдзначимо, мiж iншим, що позаяк

для звичайних диференцiальних рiвнянь (так само, як i для ква-

зiдиференцiальних) має мiсце той факт, що їх квазiпохiднi в сенсi

вихiдного i спряженого рiвнянь, взагалi кажучи, не збiгаються,

то структура фундаментальної матрицi досi не була вiдома навiть

для диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.
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Елементи лiнiйної теорiї узагальнених КДР у просторi вектор-

функцiй читач знайде в третьому роздiлi монографiї.

У четвертому роздiлi вивчаються узагальненi диференцiаль-

нi системи з кусково-неперервними коефiцiєнтами i δ -особли-

востями та тiсно пов’язанi з ними два спецiальнi класи узагаль-

нених КДР — так званi, виродженi i частково виродженi рiв-

няння. Специфiчна структура коефiцiєнтiв останнiх дозволяє не

тiльки явно знаходити вигляд вiдповiдної матрицi Кошi, але й

конструктивно зображати розв’язки цих рiвнянь у виглядi сплай-

нiв. Практичний iнтерес до таких рiвнянь викликаний, зокрема,

їх застосуванням при наближеному розв’язуваннi КДР загально-

го вигляду.

Наближеним методам розв’язування узагальнених КДР та ди-

ференцiальних систем з мiрами якраз i присвячено заключний

п’ятий роздiл монографiї. Спершу для КДР з узагальненими ко-

ефiцiєнтами вводиться поняття i запропонована процедура по-

будови точних рекурентних спiввiдношень, котрi є аналогами то-

чних рiзницевих схем [115,117] для звичайних диференцiальних

рiвнянь. Далi з використанням одного спецiального узагальнен-

ня нерiвностi Гронуолла–Беллмана встановленi умови, за яких

наближений розв’язок диференцiальної системи з мiрами можна

отримати апроксимацiєю функцiй, що породжують цi мiри. Наре-

штi, на прикладi узагальненого КДР довiльного порядку розгля-

нутi такi два практично важливi способи апроксимацiї коефiцiєн-

тiв, як L -апроксимацiя (лiнеаризацiя) i D -апроксимацiя (дискре-

тизацiя), котрi при вiдносно незначнiй обчислювальнiй трудомiс-

ткостi дозволяють отримувати результати з потрiбною точнiстю.
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Усi роздiли монографiї автори старались викласти достатньо

детально, з повними доведеннями i зауваженнями, iлюстратив-

ними, контрольними i модельними прикладами (зокрема, теоре-

тичний матерiал останнiх двох роздiлiв постiйно iлюструється

прикладами) так, щоб змiст монографiї був зрозумiлий не лише

спецiалiстам, але й аспiрантам i студентам старших курсiв, якi

вже займаються чи лише цiкавляться (квазi)диференцiальними

рiвняннями, а також механiкам та iнженерам, котрi на практицi

мають справу з подiбними задачами.

Слiд вiдзначити, що викладена в цiй монографiї загальна

теорiя узагальнених КДР лягла в основу теорiї дискретно-

неперервних самоспряжених i несамоспряжених крайових за-

дач [18–20, 58–61, 64–68, 70, 71, 102, 103, 106–108, 111, 112,

165, 166] та створення наближених методiв їх розв’язування

[17,90,99,100,109]. Цим проблемам ми сподiваємося найближ-

чим часом присвятити окремi монографiї.

Вважаємо своїм приємним обов’язком висловити щиру подяку

академiку НАН України Анатолiю Михайловичу Самойленку i

член-кореспонденту НАН Бiлорусi Якову Валентиновичу Радино

за незмiнну пiдтримку цього наукового напрямку.

Львiв, лютий 2011 р. Автори

http://www.imath.kiev.ua/people/profile.php?pid=16&tab=1&lang=ua
http://www.mmf.bsu.by/Default.aspx?tabid=480


ВСТУП

А major task of mathematics to-day is to

harmonize the continuous and the discrete, to

include them in one comprehensive mathemati-

cs, and to eliminate obscurity from both.

Головним завданням математики наших днiв

є досягнення гармонiї мiж континуальним i

дискретним, включення їх в одне математи-

чне цiле i виключення з них всього незро-

зумiлого.

E.T. Bell, Men of Mathematics, I

Penguin Books, London, 1953.

Дослiдження рiзноманiтних фiзичних процесiв, котрi врахову-

ють природну єднiсть дискретного (зосередженi величини) i непе-

рервного (розподiленi величини), приводять до необхiдностi ство-

рення адекватних математичних моделей. Багато з них описую-

ться диференцiальними рiвняннями, що мiстять доданки вигляду(
p(x)y(m)

)(n)
[22,42,47,76]. За умови недостатньої гладкостi ко-

ефiцiєнта p(x) такi рiвняння вже не можна звести (за допомогою

операцiї n -кратного диференцiювання) до звичайних диференцi-

альних. Щоб пiдкреслити цей важливий факт, у науковiй лiтера-

турi їх називають квазiдиференцiальними рiвняннями (КДР).

Вперше термiн "квазiдиференцiальне рiвняння" зустрiчається

в роботах Д. Шина [124–126]. Власне, йому й належить iдея

введення квазiпохiдних (хоча сам термiн "квазiпохiдна" вiн не
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вживає), яка дозволяє вiдмовитись вiд вимог гладкостi коефiцi-

єнтiв чи звести їх до мiнiмуму. У своїх роботах [127,128] автор

розглядав доволi загальнi КДР вигляду

f [n] − lf = 0, Im l 6= 0, a < x < b, (0.1)

де

f [0] = P00f, f [k] = iPkk

d

dx
f [k−1]+

k−1∑

ν=0

Pkνf
[ν], k = 1, n, i =

√
−1,

i спряженi до них

g{n} − lg = 0, Im l 6= 0, a < x < b, (0.2)

де

g{0} = Q00g, g{k} = iQkk

d

dx
g{k−1} +

k−1∑

ν=0

Qkνg
{ν}, k = 1, n,

Qkν = Pn−ν,n−kP
−1
n−ν,n−νPn−k,n−k, ν 6 k, k, ν = 0, n,

за умов, що комплекснозначнi функцiї Pkν(x), ν6k, k, ν=0, n,

визначенi i вимiрнi на (a, b) , а функцiї P−1
kk (x), k=0, n, та

Pkν(x) , ν < k , k = 1, n, ν = 0, n−1, квадратично сумов-

нi (за Лебегом1)) на кожному скiнченному замкненому промiж-

ку [α, β] ⊂ (a, b) . При цьому функцiї f(x) i g(x) вважаються

розв’язками рiвнянь (0.1) i (0.2) вiдповiдно, якщо вирази f [k](x) i

g{k}(x) , k = 0, n−1, є абсолютно неперервними i задовольняють

рiвностi (0.1) i (0.2) майже всюди на (a, b) .

В роботi [127] для рiвнянь (0.1) i (0.2) доведено теореми про

iснування i єдинiсть розв’язкiв початкових задач i встановлено

зв’язок мiж їх розв’язками. Показано також, що диференцiальнi
1) ЛЕБЕГ Анрi Леон (LEBESGUE Henri Leon, 1875–1941) — французький мате-

матик, професор Паризького унiверситету, член Паризької АН (1922), iноземний
чл.-кор. АН СРСР (1929).



14 Вступ

вирази f [n] i g{n} є самоспряженими (за Лагранжем2)), якщо i

тiльки якщо функцiї Pkν(x), ν 6 k, k, ν = 0, n, майже всюди на

(a, b) задовольняють рiвностi

Pn−ν,n−kP
−1
n−ν,n−νPn−k,n−k = Pkν, ν 6 k,

k = 0, n−[n/2], ν = 0, [n/2].

Зрозумiло, що за таких умов Qkν = Pkν, ν 6 k, k, ν = 0, n,

i f [k] = g{k} . Узагальнюючи вiдомi результати Г. Вейля3) [183] i

В. Вiндау [186] про кiлькiсть розв’язкiв, сумовних з квадратом,

для диференцiальних рiвнянь другого i четвертого порядкiв на

КДР вигляду (0.1), Д. Шин отримав такi результати:

(A) кiлькiсть m лiнiйно незалежних розв’зкiв рiвняння (0.1),

що належать до L2(0,∞) , при n = 2k i Imλ 6= 0 , задовольняє

нерiвнiсть m > k .

(B) має мiсце альтернатива: або m = k , або m = n .

Згодом I.М. Глазман [23] показав, що результат (В) як у

В. Вiндау, так i у Д. Шина є дещо помилковим i що насправ-

дi m задовольняє нерiвнiсть k 6 m 6 n .

В роботi [128] дається застосування теорiї необмежених си-

метричних операторiв до КДР (0.1) та (0.2) подiбно до того, як

2) ЛАГРАНЖ Жозеф Луї (LAGRANGE Joseph Louis, 1736–1813) — французький
математик i механiк, професор Артилерiйської школи в Туринi, Нормальної i По-
лiтехнiчної шкiл в Парижi, член Берлiнської АН (1759), Паризької АН (1772),
iноземний член Петербурзької АН (1776).

3) ВЕЙЛЬ Герман (WEYL Hermann, 1885–1955) — нiмецький математик i
фiзик, учень Д. Гiльберта, професор Цюрiхського технологiчного iнституту,
Ґьоттiнгенського унiверситету, Принстонського iнституту перспективних дослi-
джень, член Нацiональної АН США, нагороджений Мiжнародною премiєю iм.
М. I. Лобачевського (1927).
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це ранiше зробив М. Стоун4) [178] для рiвнянь другого порядку.

Принагiдно вiдзначимо, що сингулярнi КДР є не лише однiєю з

основних областей застосування цiєї теорiї, але й одним iз дже-

рел її виникнення i розвитку. Так, дослiдження Вейля вперше до-

зволило виявити характернi риси майбутньої теорiї необмежених

симетричних операторiв. Пiсля створення цiєї теорiї результати

Вейля були протлумаченi з бiльш загальної точки зору Стоуном.

Як вiдомо, вихiдним пунктом теорiї Вейля є альтернатива: ви-

падок "граничного круга" (Grenzkreisfall) — випадок "граничної

точки" (Grenzpunktfall). Аналогiчна альтернатива була виявлена

при вивченнi проблеми моментiв на осi в роботах Н. I. Ахiєзера5)

i М. Г. Крейна6) [4,6]. З погляду ж теорiї операторiв в гiльберто-

вому просторi обидвi цi альтернативи мають спiльну природу.

Iдеї Шина виявились достатньо плiдними i згодом були розви-

ненi в рiзних аспектах у працях М. Г. Крейна [50,51], Н. I. Ахi-

єзера i I.М. Глазмана [5,24], М.А. Наймарка [72], C.А. Орло-

ва [77–79], А.В. Штрауса [129–132], В. I. Когана, Ф.С. Рофе-

Бекетова i А.М. Холькiна [44,45,82] та iнших авторiв.

4) СТОУН Маршалл Гарвi (STONE Marshall Harvey, 1903–1989) — американ-
ський математик, професор Колумбiйського, Гарвардського, Єльського, Чикаг-
ського i Массачусетського унiверситетiв, член Нацiональної АН США (1938),
президент Американського математичного товариства (1943, 1944).

5) АХIЄЗЕР Наум Iллiч (1901–1980) — український математик, працював в
навчальних закладах i науково-дослiдних iнститутах в Києвi, Нiжинi, Харко-
вi, Алма-Атi, Москвi, професор Харкiвського унiверситету, чл.-кор. АН УРСР
(1934), голова Харкiвського математичного товариства (з 1947), лауреат премiї
iм. П. Л. Чебишева АН СРСР (1949), нагороджений медаллю Л. Ейлера АН
СРСР (1957).

6) КРЕЙН Марк Григорович (1907–1989) — український математик, працював
в навчальних закладах i науково-дослiдних iнститутах в Донецьку, Одесi, Куй-
бишевi, Харковi, Києвi, професор Одеського iнженерно-будiвельного iнституту,
член-кор. АН УРСР (1939), член Харкiвського, Московського i Американського
математичних товариств, лауреат премiї iм. М.М. Крилова.
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Так, окремi роздiли фундаментальних робiт [5,50,72] присвя-

ченi самоспряженому квазiдиференцiальному виразу парного по-

рядку

l(y) =
n∑

k=0

(−1)k
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)

(0.3)

i вiдповiдному КДР

l(y) = f(x) (0.4)

з вимiрними на iнтервалi (a, b) i локально сумовними на цьому

iнтервалi (тобто сумовними на кожному його компактному пiд-

iнтервалi) коефiцiєнтами p−1
0 (x), p1(x), . . . , pn(x) i правою части-

ною f(x) . Для виразу (0.3) вводяться квазiпохiднi

y[k] =
dky

dxk
, k = 0, n−1; y[n] = p0(x)

dny

dxn
;

y[n+k] = pk(x)
dn−ky

dxn−k
− d

dx
y[n+k−1], k = 1, n−1

i ставиться початкова задача

y[k](x0) = ck, k = 0, 2n−1, (0.5)

що має єдиний розв’язок у класi абсолютно неперервних функцiй

разом зi своїми похiдними до (2n−1) -го порядку включно. До-

ведення цього факту (який залишається правильним також для

рiвнянь l(y) − λy = f(x) з довiльним комплексним параметром

λ ) грунтується на зведеннi задачi (0.4), (0.5) за допомогою ве-

ктора Y =
(
y, y[1], . . . , y[2n−1]

)⊤
до вигляду

Y ′ = A(x) Y + f(x), (0.6)

Y (x0) = Y0, x0 ∈ I,

з вимiрними та локально сумовними на iнтервалi (a, b) функ-

цiональними матрицею A(x) i вектором f(x) , та подальшим
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застосуванням методу послiдовних наближень Пiкара.7) Крiм

того, в роботах побудовано теорiю самоспряжених розширень

симетричних операторiв, що породженi самоспряженим квазi-

диференцiальним виразом (0.3), та проведено спектральний ана-

лiз таких операторiв.

Вiдзначимо, що теорiя операторiв вiдiграє важливу роль в су-

часнiй математицi i фiзицi. Спектральний аналiз диференцiаль-

них операторiв, тобто дослiдження спектра i розвинення заданої

функцiї за власними функцiями диференцiального оператора, є

основним математичним апаратом при розв’язуваннi задач теорiї

коливань, квантової механiки, атомної фiзики, акустики, фiзики

твердого тiла, механiки рiдин. При цьому особливо важливим є

дослiдження сингулярних диференцiальних операторiв, н-д, опе-

раторiв, заданих на нескiнченному iнтервалi. Такi оператори мо-

жуть мати не лише дискретний, але й неперервний спектр, вна-

слiдок чого розвинення за їх власними функцiями зображається

у виглядi iнтегралу Стiльтьєса8) (по спектральнiй функцiї розпо-

дiлу оператора).

Питання, пов’язанi з конструкцiєю резольвент i спектральних

функцiй, а також зi з’ясуванням кратностi спектру самоспря-

жених квазiдиференцiальних операторiв парного порядку, вивча-

лись в роботах [78,79,129–132].

7) ПIКАР Шарль Емiль (PICARD Charles Émile, 1856–1941) — французький
математик, професор Сорбонни i Вищої нормальної школи в Парижi, член Па-
ризької АН (1889), iноземний чл.-кор. Петербурзької АН (1895), член Лондон-
ського королiвського товариства (1909), Французької АН (1924), почесний член
АН СРСР (1925).

8) СТIЛЬТЬЄС Томас Йоаннес (STIELTJES Thomas Joannes, 1856–1894) — гол-
ландський математик, працiвник Лейденської обсерваторiї, професор унiверси-
тету в Тулузi, чл.-кор. Петербурзької АН (1894).
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Для диференцiальних рiвнянь l(y) = λy довiльного парного

чи непарного порядку m з неперервними операторними коефiцi-

єнтами загальний вигляд самоспряжених крайових задач на скiн-

ченному промiжку [0, b] отримано у статтi [82]. Застосований в

нiй метод грунтується на поняттi ермiтового бiнарного вiдноше-

ння, що введене у довiльному гiльбертовому просторi. Виявля-

ється, що задання такого вiдношення еквiвалентне визначенню

певних крайових умов, що описують самоспряженi розширення

для операцiї l(y) . Операцiї, що розглядались у цитованiй роботi,

задаються виразом

l(y) =
n∑

k=1

(−1)k
{(
pn−k(x)y

(k)
)(k)−

− i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k−1)

+
(
qn−k(x)y

(k−1)
)(k)]

}
+ pn(x)y

у випадку парного m та виразом

l(y) =
n∑

k=0

(−1)k
{
i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k+1)

+
(
qn−k(x)y

(k+1)
)(k)]

+

+
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)
}
,

коли m непарне. До того ж вiдзначено, що умови неперервностi

коефiцiєнтiв можна послабити, якщо розглядати l(y) як квазi-

диференцiальну операцiю. Власне, так вона розумiється у роботi

Ф. Волкера [182], де скалярнi коефiцiєнти припускаються сумов-

ними, а операцiя непарного порядку визначається виразом

l(y) = (−1)n
{
i
[
q0(x)

(
q0(x)y

(n)
)′](n)

+
(
p0(x)y

(n)
)n
}

+
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+
n−1∑

k=0

(−1)k
{
i
[(
qn−k(x)y

(k)
)(k+1)

+
(
qn−k(x)y

(k+1)
)(k)]

+

+
(
pn−k(x)y

(k)
)(k)
}
.

Шляхом застосування теорiї систем першого порядку в моно-

графiї [3] отриманi двостороннi оцiнки для розмiрностi N(λ)

лiнiйного многовиду розв’язкiв з L2

(
[0,∞];ω(x)dx

)
рiвняння

l(y) = λω(x)y з локально сумовною на iнтервалi (a, b) ваговою

функцiєю ω(x) > 0 майже всюди на (a, b) , а також встанов-

лено, що, якщо при деякому значеннi комплексного параметра

λ усi розв’язки цього рiвняння належать до L2

(
[0,∞];ω(x)dx

)
,

то цей факт має мiсце для всiх λ . Подiбнi питання для рiвнянь

з матричними коефiцiєнтами рiзними методами дослiджувались

в [14,45], а для рiвнянь з комплексними коефiцiєнтами — в [44].

Монографiя [172] присвячена, насамперед, дослiдженню зв’яз-

кiв мiж спектральними i осциляцiйними властивостями нескiн-

ченних систем диференцiальних рiвнянь довiльного порядку, якi

можуть бути представленi у формi диференцiального рiвняння

з операторнозначними (обмеженими) коефiцiєнтами. На додачу

автори розглядають також багато питань (наприклад, побудова

фундаментальної системи розв’язкiв операторного диференцiаль-

ного рiвняння з крайовими умовами на безмежностi, опис само-

спряжених розширень для нескiнченних систем диференцiальних

рiвнянь на скiнченному чи нескiнченному iнтервалi з використа-

нням вже згадуваного методу бiнарних вiдношень, тощо), котрi

не тiльки вiдiграють ключову роль при висвiтленнi головної про-

блематики книги, але й становлять самостiйний iнтерес.
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Серед робiт зарубiжних математикiв з теорiї квазiдиференцi-

альних операторiв, окрiм цитованої роботи [182], вiдзначимо та-

кож працi К. Кодаiри9) [157], Й. Вайдмана [184,185], А. Зеттла,

В. Еверiтта, Л. Маркуса [138–144,187].

Так, в [138] можна знайти огляд ряду результатiв стосовно

проблеми iндексiв дефекта операторiв, починаючи з фундамен-

тальної роботи Вейля за 1910 р. i до 1976 р. включно. У стат-

тi [184] в гiльбертовому просторi L2
r(a, b) функцiй, iнтегровних з

квадратом на iнтервалi (a, b) вiдносно ваги r(x) , вивчається спе-

ктральна теорiя операторiв, породжених диференцiальними вира-

зами вигляду

l(y) =
1

r(x)

{
− d

dx
p(x)

dy

dx
+ q(x)y

}

з вимiрними на (a, b) i локально сумовними на цьому iнтервалi

коефiцiєнтами p−1(x) , q(x) i r(x) , причому p(x) > 0 i r(x) > 0

майже всюди на (a, b) . В роботi [185] цi дослiдження розвине-

нi на випадок формально самоспряжених квазiдиференцiальних

виразiв довiльного порядку

l(y) =
1

r(x)

{ [n2 ]∑

j=0

(−1)j
(
pj(x)y

(j)
)(j)

+

+

[n−12 ]∑

j=0

(−1)j
[(
qj(x)y

(j)
)(j+1)−

(
q∗j (x)y

(j+1)
)(j)]

}

з вимiрними на (a, b) матричними коефiцiєнтами r(x) , pj(x) i

9) КОДАIРА Кунiхiко (KODAIRA Kunihiko, 1950 Р.Н.) — японський математик,
професор Токiйського, Гарвардського i Стенфордського унiверситетiв, професор
Принстонського iнституту перспективних дослiджень, член Нацiональної АН
США (1978), лауреат золотої медалi i премiї Дж. Фiлдса (1954).
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qj(x) такими, що r(x) додатно визначена для майже всiх

x ∈ (a, b) матриця, pj(x) — ермiтовi матрицi. Крiм того, у ви-

падку парного n=2k припускається, що матриця pk(x) є регу-

лярною для всiх x∈ (a, b) , а функцiї |p−1
k | , |pk−1 − q∗k−1p

−1
k qk−1| ,

|p−1
k qk−1| , |pj|, j = 0, k−2 , |qj|, j = 0, k−2 , |r| — локально

сумовними на (a, b) ; у випадку ж непарного n=2k+1 вимагає-

ться, щоб матриця qk(x) була абсолютно неперервною на (a, b) ,

q̂k(x) = qk(x)− q∗k(x) — регулярною для всiх x ∈ (a, b) , а |q̂−1
k | ,

|q̂−1
k qk−1| , |q̂−1

k (pk+q
′
k)| , |pj(x)|, j = 0, k−1 , |qj(x)|, j = 0, k−1 ,

|r(x)| — локально сумовними на (a, b) .

Для m = 1 подiбний клас квазiдиференцiальних виразiв вив-

чався у роботах [139,143,187], де

l(y) =
(
y[n−1]

)′ −
n∑

i=1

fni(x)y
[i−1],

причому y[0] = y, y[i] = f−1
i,i+1(x)

[(
y[i−1]

)′−
n∑

j=1
fij(x)y

[j−1]
]
, а функцiї

fij(x) визначенi i локально сумовнi на iнтервалi (a, b) , fij(x) = 0

майже всюди на (a, b) при 2 6 i+1 < j , а fi,i+1(x) 6= 0 при

1 6 i 6 n−1 . Деякi додатковi зауваження стосовно лiнiйних КДР

зробленi в [142]. Квазiдиференцiальнi вирази, що мiстять лише

члени парного порядку
(
pj(x)y

(j)
)(j)

вивчались в [157]. Питання

факторизацiї (розкладу на множники) квазiдиференцiальних опе-

раторiв розглянуто в [141]. У статтi [144] дослiдженi диферен-

цiальнi вектор-оператори, породженi злiченним числом квазiди-

ференцiальних виразiв на дiйснiй осi. Вивченню крайових задач

для звичайних диференцiальних i квазiдиференцiальних опера-

торiв присвячено роботу [140].
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В роботах В.Я. Дерра [34–36] дослiджуються подiбнi до (0.1)

КДР вигляду

qnPx ≡ pnn(t)
d

dt
qn−1
P x +

n−1∑

k=0

pnk(t)q
k
Px = f(t), (0.7)

де

q0Px = p00(t)x, qkPx = pkk(t)
d

dt
qk−1
P x +

k−1∑

ν=0

pkν(t)q
ν
Px, k = 1, n,

P = {pik}, pik = 0, k > i,

з дiйснозначними коефiцiєнтами pik(t), k6 i, i локально су-

мовними на iнтервалi (a, b) функцiями p−1
ii (t), pik(t)p

−1
ii (t),

f(t)p−1
nn(t). На випадок таких рiвнянь переносяться основнi факти

теорiї неосциляцiї, вводиться поняття узагальненої задачi Валле-

Пуссена10), розв’язок якої шукається в класi функцiй з кусково

абсолютно неперервними квазiпохiдними. В [37] розв’язок зви-

чайного диференцiального рiвняння з узагальненими функцiями

в коефiцiєнтах визначається як розв’язок вiдповiдного КДР.

Вiдзначимо також, що суттєвi результати в теорiї КДР на гра-

фах отриманi Ю.В. Покорним та його учнями. Повне уявлення

про їх досягнення i актуальнi питання в цьому напрямку можна

отримати з монографiї [38].

Позаяк ми зачепили вже КДР з узагальненими функцiями11)

в коефiцiєнтах, то буде доречним згадати також про роботи зi

10) ВАЛЛЕ-ПУССЕН Шарль Жан де Ла (DE LA VALLEE-POUSSIN Charles Jean,
1866–1962) — бельгiйський математик, професор Лувенського унiверситету,
член Бельгiйської АН (1909).

11) Локально iнтегровнi функцiї i δ-функцiї описують розподiли (щiльностi)
мас, зарядiв, сил i т. i., тому узагальненi функцiї називають ще розподiлами
(Л. Шварц, 1950).
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звичайних диференцiальних рiвнянь з узагальненими коефiцiєн-

тами. Як вiдомо, крайовi задачi для таких рiвнянь успiшно вивча-

ються математиками i механiками вiддавна. До введення понят-

тя δ-функцiї точковi сингулярностi з’являлись в задачах у формi

специфiчних умов спряження для розв’язку i його похiдних у то-

чках, котрi з погляду сучасної теорiї належать до сингулярних

носiїв коефiцiєнтiв рiвняння. Такi дослiдження здебiльше мали

частковий характер, бо стосувались рiвнянь конкретного вигляду.

Рiвняння, коефiцiєнти яких мiстять iмпульснi особливостi типу

δ-функцiї та її похiдних, описують процеси у фiзичних системах

з дискретно-неперервним розподiлом параметрiв — стрижнi, пла-

стини, оболонки iз зосередженими в точках, на лiнiях, окремих

поверхнях масами i моментами iнерцiї, несучими пластами ну-

льової товщини тощо.

Суттєвий поштовх для розвитку ця тематика отримала завдя-

ки фундаментальним роботам М. Г. Крейна та I. С. Каца (див.

додаток II монографiї [3] i бiблiографiю там) стосовно диферен-

цiальних рiвнянь другого порядку, що моделюють вiльнi колива-

ння струни, маса якої допускає окрiм неперервного, ще й точко-

вий розподiл. З математичної точки зору дослiдження пов’язанi з

узагальненим диференцiальним виразом

lMQ(y) = − d

dM(x)

[
y+(x)−

x+0∫

c+0

y(s)dQ(s)

]
, (0.8)

де M(x) — неспадна на деякому скiнченному чи нескiнченно-

му iнтервалi функцiя, Q(x) — рiзниця двох неспадних функ-

цiй, y+(x) — правостороння похiдна функцiї y(x) . У випадку,
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коли M(x) та Q(x) абсолютно неперервнi i майже всюди на iн-

тервалi M ′(x) = ρ(x) , Q′(x) = q(x) , диференцiальне рiвняння

lMQ(y)− λy = 0 рiвносильне рiвнянню

−y′′ + q(x)y − λρ(x)y = 0.

Диференцiальний вираз (0.8) для Q(x) = const вивчався

В. Феллером12) [146–148]. Його робота [146] цiкава тим,

що в нiй дається внутрiшнє аксiоматичне визначення операцiї

− d

dM(x)
y+(x) . Завдяки Феллеру такi диференцiальнi операцiї

почали застосовуватись в теорiї марковських процесiв. Однак,

автор визначав операцiю так, що вона втрачала сенс за наявностi

у функцiї M(x) iнтервалiв постiйностi. Внаслiдок цього його

результати виявились недостатньо загальними, бо не охоплювали

важливий випадок дискретних марковських процесiв таких, як

наприклад, процеси розмноження i загибелi [43] (їх дослiдження

приводить до диференцiальної операцiї, пов’язаної зi стiльтьєсiв-

ською струною [3, §13]).

Зi спектральною теорiєю неоднорiдної навантаженої струни тi-

сно пов’язана (див. [75]) ще одна спектральна теорiя — теорiя

операторiв Шредiнґера13) з сингулярними (а саме, зосередженими

12) ФЕЛЛЕР Вiльям (FELLER William, 1906–1970) — американський математик,
працював в Стокгольмi консультантом з математичних методiв в статистицi, еко-
номiцi i бiологiї, професор Корнеллського i Принстонського унiверситетiв, член
Нацiональної АН США (1960), редактор журналу "Mathematical Reviews"(1939–
1945).

13) ШРЕДIНҐЕР (ШРЬОДIНҐЕР) Ервiн (SCHRÖDINGER Erwin, 1887–1961) — ав-
стрiйський фiзик-теоретик i математик, один iз засновникiв квантової механiки,
працював у Вищих технiчних школах в Штутгартi, Бреслау, Цюрiху, профе-
сор Вiденського, Єнського, Берлiнського, Оксфордського i Грацького унiверси-
тетiв, директор Iнституту вищих дослiджень в Дублiнi, почесний член АН СРСР
(1934), лауреат Нобелiвської премiї (1933).
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на дискретнiй множинi точок X = {x1, x2, . . . , xn} ) потенцiалами

LX,α = − d2

dx2
+

n∑

k=1

αkδ(x−xk), LX,β = − d2

dx2
+

n∑

k=1

βkδ
′(x−xk),

де α = (α1, α2, . . . , αn) та β = (β1, β2, . . . , βn) — iнтенсивно-

стi точкових взаємодiй14). Такi оператори є точно розв’язуваними

(в тому сенсi, що їх резольвенти будуються явно, вiдтак вдає-

ться обчислити спектри i характеристики розсiяння) математи-

чними моделями квантово-механiчних систем [134,180]. Iсторiю

дослiдження одновимiрних операторiв Шредiнґера з точковими

взаємодiями можна знайти в монографiях [134,135], якi мiстять

також достатньо повну бiблiографiю з цiєї тематики. Пiзнiшим

дослiдженням в цьому напрямку присвяченi роботи [26–29,74,

149,151,152,156,158,167–169,173–175,188–190].

В останнi роки iнтенсивно зростає кiлькiсть публiкацiй (як

теоретичного, так i прикладного характеру) з теорiї диференцi-

альних рiвнянь i систем рiвнянь з розподiлами у коефiцiєнтах,

що свiдчить про актуальнiсть постановок задач, якi поєднують

континуальнiсть з дискретнiстю. Багато задач математичної фi-

зики, електротехнiки, теорiї автоматичного керування, квантової

механiки, атомної фiзики приводять до необхiдностi створення

достатньо розвиненої теорiї таких рiвнянь. Iнтерес до диференцi-

альних рiвнянь з узагальненими коефiцiєнтами пояснюється ще

й тим, що в рамках цiєї теорiї видається можливим з єдиної то-

чки зору дослiджувати як звичайнi диференцiальнi рiвняння, так

i диференцiальнi рiвняння з особливостями iмпульсного типу та

14) В точних моделях квантової механiки стосовно похiдної δ′ розрiзня-
ють два фiзичнi феномени: δ′ -взаємодiя i точкова дипольна взаємодiя ( δ′ -
потенцiал) [179].
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рiзницевi рiвняння. В монографiї О.Ф. Фiлiппова [119] зроблено

огляд робiт вiтчизняних i зарубiжних авторiв, де дослiджуються

рiзнi класи диференцiальних рiвнянь з узагальненими функцi-

ями, що входять у рiвняння у виглядi доданкiв, в тому числi

диференцiальнi рiвняння з iмпульсами, лiнiйнi (i найпростiшi не-

лiнiйнi) рiвняння з узагальненими функцiями в правiй частинi,

лiнiйнi системи, що не розв’язанi вiдносно похiдних i володi-

ють розривними розв’язками, розглядаються також диференцi-

альнi рiвняння, що мiстять узагальненi функцiї в коефiцiєнтах.

Вказано деякi класи рiвнянь i систем, якi за допомогою замiни

змiнних зводяться до систем Каратеодорi15), що дозволяє довести

iснування i дослiдити властивостi розв’язкiв. Розглядаються рiзнi

граничнi переходи вiд диференцiальних рiвнянь з неперервними

правими частинами до рiвнянь з узагальненими функцiями. В

монографiї наводиться численна бiблiографiя, що дає повне уяв-

лення про стан дослiджень (зрозумiло на момент опублiкування

монографiї) в цьому напрямку. Що стосується дослiджень iз за-

гальної i спектральної теорiй узагальнених КДР, якi з’явились

впродовж двох-трьох останнiх десятилiть, звернемо увагу на ро-

боти [17–19,30,31,58,61,67,68,70,71,89,90,92,95,97,99,100,

102–110,113,165,166].

Ще одним важливим напрямом в планi узагальнень звичай-

них диференцiальних рiвнянь є дослiдження динамiчних систем

з розривними траєкторiями або, як їх ще називають, диференцi-

альних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Такi задачi виникли на зорi

нелiнiйної механiки i зацiкавили фiзикiв можливiстю адекватно

15) КАРАТЕОДОРI Констянтин (CARATHEODORY Constantin, 1873–1950) — нi-
мецький математик, професор Ганноверського, Ґьоттiнгенського, Берлiнського,
Мюнхенського i Афiнського (ректор з 1939) унiверситетiв.
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описувати процеси у нелiнiйних коливальних системах. Система

рiвнянь з iмпульсною дiєю описується

а) системою диференцiальних рiвнянь, що характеризує ево-

люцiю розглядуваного процесу

dx

dt
= f(t, x), x ∈M ⊂ R

n, t ∈ R; (0.9)

б) деякою множиною Ft розширеного фазового просто-

ру M×R ;

в) оператором At , що визначений на множинi Ft i вiдображає

її на множину F̃t = AtFt розширеного фазового простору.

У компактнiшiй формi це виглядає так:

dx

dt
= f(t, x), (t, x) /∈ Ft, ∆x

∣∣
(t,x)∈Ft

= Atx− x. (0.10)

Пiд розв’язком задачi (0.10) розумiється функцiя x = ϕ(t) , яка

(у звичайному сенсi) задовольняє систему рiвнянь (0.9)) поза

множиною Ft i має розриви першого роду у тих точках t , для

яких (t, x) ∈ Ft . Величина стрибка розв’язку обчислюється за

формулою

∆x = ϕ(t+0)− ϕ(t−0) = Atϕ(t−0)− ϕ(t−0).

За останнi 30 рокiв з’явилась велика кiлькiсть робiт iз до-

слiдження диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю у рiз-

них математичних школах як у нашiй країнi, так i за її межа-

ми [40,85,122,145,170]. Однак, найбiльш систематичнi й гли-

бокi дослiдження було здiйснено київською школою нелiнiйної

механiки, представники якої успiшно розвивають такi напрямки,

як загальнi питання, теорiя стiйкостi i теорiя керування, крайовi

i багатоточковi задачi, методи чисельно-аналiтичного й асимпто-

тичного iнтегрування тощо [7,8,80,83–85,87,88,133].
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Вiдомо [98], що будь-яке лiнiйне КДР за допомогою введе-

ння квазiпохiдних вдається звести до лiнiйної диференцiальної

системи першого порядку вигляду

Y ′ = C ′(x) Y + F ′(x). (0.11)

Якщо C(x) i F (x) абсолютно неперервнi [3], то система (0.11)

еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

Y (x) = Y0 +

x∫

x0

dC(t)Y (t) + F (x)− F (x0) (0.12)

з iнтегралом Лебега. Така ситуацiя має мiсце для квазiдиферен-

цiальних рiвнянь iз сумовними коефiцiєнтами; при цьому (0.11)

є системою типу Каратеодорi i допускає запис у виглядi (0.6).

Еквiвалентнiсть зберiгається й тодi, коли C(x) абсолютно непе-

рервна, а F (x) має обмежену варiацiю [122] або, коли C(x) i

F (x) неперервнi функцiї обмеженої варiацiї [160]. При цьому

диференцiювання i рiвнiсть в (0.11) розумiються в сенсi теорiї

узагальнених функцiй i, крiм того, в останньому з цих випад-

кiв у рiвняннi (0.12) фiгуруватиме класичний iнтеграл Рiмана–

Стiльтьєса16).

Усе це не узагальнюється безпосередньо на випадок, коли

C(x) є розривною функцiєю обмеженої варiацiї, навiть за умови

F (x) ≡ 0 . У цьому випадку розриви матрицi-функцiї C(x) обо-

в’язково породжують розриви розв’язку Y (x) i до того ж в одних

i тих самих точках. Тому iнтеграл Стiльтьєса у рiвняннi (0.12)

може не iснувати (див. [73, c. 214]). Теорiя узагальнених функ-

цiй тут також не допомагає, бо, наприклад, добуток δ-функцiї

16) РIМАН Ґеорґ Фрiдрiх Бернхард (RIEMANN Georg Friedrich Bernhard, 1826–
1866) — нiмецький математик, професор Ґьоттiнгенського унiверситету.
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Дiрака17) на її невизначений iнтеграл (функцiю Гевiсайда18)) не

iснує (див. §6). В результатi не визначений також добуток матри-

чної мiри Стiльтьєса [122, c. 160] C ′(x) на функцiю обмеженої

варiацiї.

Однак, якщо для функцiй обмеженої варiацiї розрiзняти зна-

чення Y (x), Y (x−0), Y (x+0) i окремо розглядати лiвий

Y (x)−Y (x−0) та правий Y (x+0)−Y (x) стрибки, то вдається

визначити iнтеграл у рiвняннi (0.12), коли C(x) та Y (x) є роз-

ривними функцiями обмеженої варiацiї. При рiзних припущен-

нях (наприклад, коли Y (x) = Y (x−0) або Y (x) = Y (x+0) чи

Y (x) = [Y (x−0) + Y (x+0)]/2 тощо) отримуються рiзнi умови

iснування розв’язку рiвняння (0.12) i вiдповiдно системи (0.11),

вiдрiзняються й самi розв’язки. У книгах [40, 119] вiдзначено,

що вiдомi означення розв’язку системи (0.11) у такiй ситуацiї

реалiзуються в рамках трьох основних пiдходiв.

Перший пiдхiд пов’язаний зi спробами формалiзацiї цiєї сис-

теми в рамках теорiї розподiлiв i зводиться до проблеми множе-

ння узагальнених функцiй на розривнi. Спочатку на основi се-

квенцiального пiдходу [2] вводиться означення добутку мiри на

функцiю обмеженої варiацiї, а потiм вiдповiдним чином дається

означення розв’язку системи (0.11) [40, 136, 160, 161]. Вельми

17) ДIРАК Поль Адрiєн Морiс (DIRAC Paul Adrien Maurice, 1902–1984) —
англiйський фiзик-теоретик, один iз засновникiв квантової механiки, профе-
сор Кембрiджського унiверситету, член Лондонського королiвського товариства
(1930), iноземний член АН СРСР (1931), лауреат Нобелiвської премiї (1933).

18) ГЕВIСАЙД Олiвер (HEAVISIDE Oliver, 1850–1925) — англiйський фiзик та
iнженер, член Лондонського королiвського товариства (1891).
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цiкавими є також роботи [1,39,81,137,162], в яких дослiджу-

ються

диференцiальнi рiвняння у просторах "нових"19) узагальнених

функцiй.

Другий пiдхiд започаткований у роботi Я. Курцвейля [159] i

передбачає формальний перехiд до iнтегрального рiвняння (0.12),

в якому iнтеграл розумiється у сенсi Перрона–Стiльтьєса20),

Лебега–Стiльтьєса чи як некласичний iнтеграл Рiмана–Стiль-

тьєса [9, 154, 171, 176, 177]. При такому пiдходi, зрозумiло,

стрибки розв’язку залежатимуть вiд значень функцiї C(x) у то-

чках розриву.

Третiй пiдхiд базується на iдеї апроксимацiї елементiв мат-

рицi C(x) послiдовностями гладких функцiй [56], [40, с. 148].

При цьому розв’язок системи (0.11), що визначається границею

своїх гладких наближень, збiгається з розв’язком iнтегрального

рiвняння (0.12).

Для iлюстрацiї описаних вище пiдходiв розглянемо початкову

задачу

y′ =
1

2
δ(x)y, y(−1) = y0, (0.13)

де δ(x) — функцiя Дiрака (див. c. 47). На пiдставi результатiв

роботи [40] розв’язок задачi (0.13) має вигляд

y(x) = y0 exp

{
1

2
H+(x)

}
, (0.14)

19) Новi узагальненi функцiї, як i розподiли, визначаються як границi по-
слiдовностей гладких функцiй, однак принципова вiдмiннiсть їх вiд розподiлiв
полягає в тому, що при цьому "запам’ятовується" сам спосiб апроксимацiї.

20) ПЕРРОН Оскар (PERRON Oscar, 1880–1975?) — нiмецький математик, про-
фесор Мюнхенського i Гейдельберзького унiверситетiв.
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де H+(x) — функцiя Гевiсайда неперервна злiва (розривна спра-

ва) в точцi x = 0 : H+(x) =




1, x > 0;

0, x 6 0.

Розв’язком цiєї ж задачi, що розумiється у сенсi робiт [136,

160,161] є функцiя

y(x) = y0

[
2

3
H+(x) + 1

]
,

яка, очевидно, не збiгається з функцiєю (0.14).

У рамках другого пiдходу задачi (0.13) слiд поставити у вiд-

повiднiсть iнтегральне рiвняння

y(x) = y0 +
1

2

x∫

−1

y(t) d[αH+(t) + (1−α)H−(t)], (0.15)

де 0 6 α 6 1 , а H−(x) — функцiя Гевiсайда неперервна справа

(розривна злiва) в точцi x = 0 : H−(x) =




1, x > 0;

0, x < 0.
.

Зрозумiло, що при рiзних значеннях α розв’язки рiвнян-

ня (0.15) визначаються по-рiзному: при α = 1 (цей випадок вiд-

повiдає тому, що розв’язки задачi (0.13) apriori є неперервними

злiва)

y(x) = y0

[
1 +

1

2
H+(x)

]
;

при α = 0 (розв’язки за означенням повиннi бути неперервними

справа)

y(x) = y0

[
1 +

1

2
H−(x)

]
;

якщо вважати, що α = 1/2 (наприклад, з мiркувань симетрiї, або

приймаючи за означенням розв’язки такими, що задовольняють
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умову y(x) = [y(x−0) + y(x+0)]/2 ) , то

y(x) = y0
{
1 +

1

4

[
H+(x) +H−(x)

]}
.

Нарештi, нехай Hk(x) — послiдовнiсть абсолютно неперервних

функцiй, що поточково збiгається на промiжку [−1, 1] до функ-

цiї H+(x) . Поставимо їй у вiдповiднiсть послiдовнiсть функцiй

yk(x) = y0 exp{1
2
Hk(x)} , якi є розв’язками початкових задач

y′k =
1

2
H ′

k(x)yk, yk(−1) = y0. (0.16)

Тут H ′
k(x) є δ -послiдовнiстю, що апроксимує δ -функцiю Дiра-

ка, тому задачу (0.16) можна вважати гладкою апроксимацiєю

початкової задачi (0.13). Очевидно, що послiдовнiсть yk(x) по-

точково збiгається до функцiї (0.14) i не залежить вiд вибору

апроксимуючої послiдовностi Hk(x) .

Як бачимо, поняття розв’язку для диференцiальних рiвнянь

з розподiлами не однозначне i головною причиною цього є той

факт, що простiр узагальнених функцiй не є алгеброю — у ньо-

му не можна визначити множення, яке б успадкувало основнi

властивостi множення неперервних функцiй. Вiдтак, при виборi

того чи iншого означення розв’язку потрiбно бiльш повно вра-

ховувати характер граничного переходу, що приводить до роз-

глядуваного рiвняння. Цього недолiку позбавлений пiдхiд, що

прийнятий в роботi [98] i якого ми дотримуватимемось тут. В

рамках цього пiдходу пiд розв’язком системи (0.11) розумiєть-

ся вектор-функцiя обмеженої варiацiї, що задовольняє систему

в сенсi теорiї розподiлiв, причому вказуються ефективнi (в тер-

мiнах матриць C(x) i F (x) ) умови, за яких система (0.11) є
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коректною, тобто при її дослiдженнi не виникає проблеми мно-

ження функцiоналiв.

В заключному роздiлi монографiї розглядаються також набли-

женi методи розв’язування узагальнених квазiдиференцiальних

рiвнянь i диференцiальних систем з мiрами. Зокрема, один iз

пiдходiв полягає у побудовi для таких рiвнянь точних рекурен-

тних спiввiдношень (ТРС), що є аналогами точних рiзницевих

схем. Точнi рiзницевi схеми для звичайних диференцiальних рiв-

нянь з кусково-гладкими коефiцiєнтами вперше були отриманi

А.М. Тiхоновим21) i О.А. Самарським22) [114–116]. Ними ж був

апробований алгоритм наближеної реалiзацiї точних рiзницевих

схем — вiдсiченi схеми m -го рангу. Останнi мають максималь-

ний порядок точностi O
(
h2(m+1)

)
, де h — величина кроку сiтки,

вiдтак за рахунок вибору достатньо великого m можна отрима-

ти триточковi схеми довiльного порядку. Згодом цi результати

були поширенi на системи звичайних диференцiальних рiвнянь

другого порядку [62], диференцiальнi рiвняння четвертого по-

рядку [15], нелiнiйнi звичайнi диференцiальнi рiвняння другого

21) ТIХОНОВ Андрiй Миколайович (ТИХОНОВ Андрей Николаевич, 1906–
1993) — росiйський математик i геофiзик, професор Московського унiверситету
(декан факультету обчислювальної математики i кiбернетики з 1970 по 1990),
працював в Iнститутi теоретичної геофiзики АН СРСР, заступник директора
(з 1953) i директор (з 1978) Iнституту прикладної математики АН СРСР, чл.-
кор. (1939) i академiк (1966) АН СРСР, лауреат Сталiнської (1953), Державної
(1976) i Ленiнської (1966) премiй, премiї iм. М.В. Ломоносова (1963), нагоро-
джений золотою медаллю М.В. Келдиша (1990).

22) САМАРСЬКИЙ Олександр Андрiйович (САМАРСКИЙ Александр Андреевич,
1919–2008) — росiйський математик, учень А.М. Тiхонова, зав. вiддiлу в Iн-
ститутi прикладної математики АН СРСР, професор Московського унiверситету,
директор Iнституту математичного моделювання РАН (з 1990), чл.-кор. (1966) i
академiк (1976) АН СРСР, лауреат Державної (1954, 1999) i Ленiнської (1962)
премiй.
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порядку [53–55, 150], задачi з виродженням i задачi Штурма-

Лiувiлля23) [10,11,63].

В цих роботах дослiджувались питання iснування i єдинiсть

точних схем, їх зведення до дивергентного вигляду i точнiсть вiд-

сiчених рiзницевих схем для задач з кусково-гладкими коефiцi-

єнтами. Точнi рiзницевi схеми для звичайного диференцiального

рiвняння 2m -го порядку вивчались в роботi [49].

В працях [163,164] розглядається проблема побудови точної

двоточкової (компактної) рiзницевої схеми та її реалiзацiї через

двоточковi схеми довiльного порядку точностi для системи дифе-

ренцiальних рiвнянь першого порядку з додатковими двоточко-

вими крайовими умовами.

Роботи [25,117] присвяченi побудовi i дослiдженню однорiд-

них рiзницевих схем для одновимiрної крайової задачi

d

dx

(
k(x)

du

dx

)
− q(x)u(x) = −f(x), x ∈ Ω ≡ (0; 1), (0.17)

u(0) = 0, u(1) = 0, (0.18)

де k(x) — вимiрна функцiя i 0 < M1 6 k(x) 6 M2 < ∞ ;

q(x) = Q′(x), Q(x) ∈ W λ
p (Ω) (p > 2, 0 < λ 6 1) , причому

1∫
0

Q(x)v′(x)dx > 0 для довiльної функцiї v ∈
◦

W 1
2 (Ω) , v(x) > 0 ;

f(x) = F ′(x), F ∈ W s
q (Ω) (q > 2, 0 < s 6 1) . Коефiцiєнти q(x)

i f(x) рiвняння (0.17) є узагальненими похiдними вiд функцiй з

23) ШТУРМ Жак Шарль Франсуа (STURM Jacques Charles Franc.ois, 1803–
1885) — швейцарський математик, професор Сорбонни i Полiтехнiчної школи
в Парижi, член Паризької АН (1836) та iноземний чл.-кор. Петербурзької АН
(1836).

ЛIУВIЛЛЬ Жозеф (LIOUVILLE Joseph, 1809–1882) — французький матема-
тик, професор Полiтехнiчної школи i Колеж де Франс в Парижi, член Паризької
АН (1839) та iноземний чл.-кор. Петербурзької АН (1840). Засновник журналу
"Journal de mathématiques pure et appliquée"(1883).
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простору Соболєва24) W λ
p (0< λ6 1, 26 p6∞). Сюди, зокре-

ма, входять випадки, коли коефiцiєнти — δ-функцiї (pλ< 1) i

кусково-неперервнi функцiї (p=∞, λ=1).

На основi властивостей шаблонних функцiй, котрi є розв’яз-

ками в узагальненому (слабкому) сенсi певних задач Кошi для

рiвняння (0.17), у цих роботах побудовано точну триточкову рi-

зницеву схему для задачi (0.17), (0.18), встановлено її єдинiсть

i можливiсть зображення у дивергентному виглядi, дослiджено

консервативнiсть рiзницевої схеми, що є необхiдною i достатньою

умовою її (схеми) збiжностi, запропоновано алгоритм наближе-

ного вiдшукання шаблонних функцiй. Крiм того, за допомогою

вiдсiчених шаблонних функцiй побудована вiдсiчена триточкова

рiзницева схема m -го рангу, що має точнiсть O
(
h2(m+1)−n

)
, при-

чому величина n втрати порядку точностi залежить вiд гладко-

стi коефiцiєнтiв. В мiру зростання цiєї гладкостi зростає також i

швидкiсть збiжностi вiдсiченої схеми. Зокрема, коли коефiцiєн-

ти кусково-гладкi, отриманi в [25,117] результати збiгаються з

результатами робiт [114–116].

24) СОБОЛЄВ Сергiй Львович (СОБОЛЕВ Сергей Львович 1908–1989) — росiй-
ський математик, працював в Сейсмологiчному iнститутi АН СРСР, Математи-
чному iнститутi iм. В.А. Стєклова АН СРСР, Iнститутi атомної енергiї, професор
Московського i Новосибiрського унiверситетiв, директор Iнституту математики
Сибiрського вiддiлення АН СРСР, академiк АН СРСР (1939), почесний член
Московського математичного товариства (1987).



ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

(i) N , R , C — множини натуральних, дiйсних i комплексних
чисел вiдповiдно.

(ii) [a, b] , I = (α, β) — вiдповiдно замкнений i вiдкритий iн-
тервали дiйсної осi R .

(iii) 1, n — набiр цiлих чисел вiд 1 до n : {1, 2, . . . , n}
(iv) ων = {a 6 x0 < x1 < . . . < xν 6 b} — сiтка на вiдрiзку

[a, b] ; для рiвномiрної сiтки xk = kh , k=0, ν , h = b−a
ν

.

(v) C
p×q — лiнiйний простiр комплексних (p× q) -матриць

A=
(
aij
)p,q
i,j=1

з нормою |A|=
p∑

i=1

q∑
j=1

|aij| ; C
p×1=C

p ,

C
1=C.

(vi) A⊤ , A , A−1 — матрицi вiдповiдно транспонована, комп-
лексно спряжена та обернена до матрицi A .

(vii) A∗ =
(
A
)
⊤

— матриця ермiтово спряжена до матрицi A .

(viii) detA — визначник (детермiнант) квадратної матрицi A .

(ix) trA = a11+ a22+ . . . + app — слiд квадратної матрицi A .

(x) δij — символ Кронекера25): δij =

{
1, i = j;
0, i 6= j.

(xi) E = (δij)
p
i,j=1 — одинична матриця розмiру p×p . Якщо

є потреба вказати порядок матрицi, то використовуємо по-
значення Ep .

25) КРОНЕКЕР Леопольд (KRONECKER Leopold, 1823–1891) — нiмецький мате-
матик, професор Берлiнського унiверситету, член Берлiнської АН (1861), iно-
земний чл.-кор. Петербурзької АН (1872).



Перелiк умовних позначень 37

(xii) 0 — нульовий елемент: число, вектор чи матриця. При
потребi для нульової (p× p) -матрицi використовуємо по-
значення Op .

(xiii) ΘM(x) — характеристична функцiя множини M :

ΘM(x) =

{
1, x ∈M ;
0, x /∈M.

(xiv) Cp×q(I) , ACp×q(I) — простори матричних функцiй
A : I→C

p×q , усi елементи aij(x) яких є вiдповiдно не-
перервними та обсолютно неперервними на I скалярни-
ми функцiями; Cp×1(I) = Cp(I) , ACp×1(I) = ACp(I) i
C1(I) = C(I) , AC1(I) = AC(I) .

(xv)
b∨

a

(A) — повна варiацiя матрицi-функцiї A(x) , що дорiв-

нює сумi повних варiацiй усiх її елементiв aij(x) :
b∨

a

(A) =
p∑

i=1

q∑

j=1

sup
σ

n∑

k=1

∣∣aij(xk)− aij(xk−1)
∣∣

(тут σ : a 6 x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 6 b — довiльне
розбиття вiдрiзка [a; b] ). У випадку вiдкритого iнтервалу
I будемо вважати, що A(x) має обмежену варiацiю на I ,
якщо A(x) має обмежену варiацiю на довiльному замкне-

ному пiдiнтервалi [a, b]⊂ I i варiацiї
b∨
a
(A) обмеженi в їх

сукупностi:
∨
I

(A) = sup
b>a

b∨
a
(A) <∞ .

(xvi) BVp×q[a, b] — простiр матриць-функцiй A : I→C
p×q , усi

компоненти aij(x) яких є функцiями обмеженої варiа-

цiї на вiдрiзку [a, b] , з нормою ‖A‖BV = |A(a)|+
b∨
a
(A);

BVp×1[a, b] =BVp[a, b] i BV1[a, b] =BV [a, b] . Якщо A(x)
додатково неперервна справа, то використовуємо позначе-
ння BV +

p×q[a, b] , BV
+
p [a, b] , BV +[a, b] .
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(xvii) BV +,loc
p×q (I) — простiр матриць-функцiй A : I→C

p×q ,
усi компоненти aij(x) яких є неперервними справа
функцiями локально обмеженої на iнтервалi I варi-
ацiї, тобто aij ∈BV +[a, b] для довiльного [a, b] ⊂ I ;
BV +,loc

p×1 (I) =BV +
loc,p(I) i BV +

loc,1(I) =BV
+
loc(I) .

(xviii) ∆A(x) =A(x)−A(x−0) — стрибок матрицi-функцiї
A∈BV +,loc

p×q (I) у точцi x .

(xix) L2,loc
p×q (I) — простiр матриць-функцiй A : I→C

p×q , усi еле-
менти aij(x) яких є локально сумовними з квадратом мо-
дуля за Лебегом на iнтервалi I скалярними функцiями;
L2,loc

p×1 (I) = L2
loc,p(I) i L2

loc,1(I) = L2
loc(I) .

(xx) Aν(x) ⇒ A(x) на [a, b] — рiвномiрна збiжнiсть послi-
довностi матриць-функцiй {Aν(x)}∞ν=1 , яка означає, що
lim
ν→∞

sup
x∈[a,b]

|A(x)−Aν(x)| = 0.

(xxi) D0(I) — простiр неперервних векторних функцiй I → C
p

з компактним носiєм (основних функцiй), спряжений до
якого є простором D0

′
(I) векторних розподiлiв (узагаль-

нених функцiй).

(xxii) (f, ϕ) — значення функцiоналу f на основнiй функцiї

ϕ(x) : (f, ϕ) =
∑p

i=1(fi, ϕi) для ϕ ∈ D0(I) , f ∈ D0

′
(I) .

(xxiii) H(x−xs) — змiщена функцiя Гевiсайда:

H(x−xs) =

{
0, x < xs,

1, x > xs.

(xxiv) δ(x−xs) — δ -функцiя Дiрака з носiєм у точцi xs .

(xxv) КДР — квазiдиференцiальне рiвняння.

(xxvi) ФСР — фундаментальна система розв’язкiв.

(xxvii) ТРС — точне рекурентне спiввiдношення.

(xxviii) ТДФ — точна двоточкова формула.



1
УЗАГАЛЬНЕНI IНТЕГРАЛЬНI I

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI СИСТЕМИ

§ 1. Функцiї обмеженої варiацiї та мiри

В цьому параграфi коротко подамо означення i твердження, якi

стосуються двох важливих класiв функцiй, що знадобляться нам

при викладi основного матерiалу книги, — це функцiї обмеженої

варiацiї та мiри [3,48,73,122].

ОЗНАЧЕННЯ 1.1. Дiйсна або комплекснозначна скалярна функ-

цiя f(x) , що визначена на скiнченному вiдрiзку [a, b] дiйсної осi

R , називається функцiєю обмеженої варiацiї на цьому вiдрiзку,

якщо вираз

Vσ(f) =
n−1∑

k=0

|f(xk+1)− f(xk)| (1.1)

допускає фiксовану верхню межу для будь-якого n ∈ N i довiль-

ного розбиття σ вiдрiзка [a, b] : a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Найменшу спiльну верхню межу усiх таких виразiв називають

повною варiацiєю функцiї f(x) на вiдрiзку [a, b] i позначають

b∨

a

(f) = sup
σ

{
Vσ(f)

}
.
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§ 2. Матричний некласичний iнтеграл Рiмана–Стiльтьєса

Розглянемо матрицi-функцiї F ∈ BV +,loc
m×k (I) i G ∈ BV +,loc

k×n (I) .

Тодi на пiдставi властивостi 7) з §1 правильними є зображення:

F (x) = Fc(x) + Fd(x), G(x) = Gc(x) +Gd(x),

де Fc(x) i Gc(x) — неперервнi складовi функцiй F (x) i G(x) , а

Fd(x) i Gd(x) — їх функцiї стрибкiв:

Fd(x) =
∑

y6x

[F (y)− F (y−0)], y ∈ I,

Gd(x) =
∑

y6x

[G(y)−G(y−0)].

Для довiльного замкненого iнтервала [a, b] ⊂ I визначимо iн-

теграл наступним чином:
b∫

a

dF (x)G(x)
df
=

b∫

a

dFc(x)G(x)+
∑

a<x6b

[F (x)−F (x−0)]G(x−0). (2.1)

Легко переконатися, що iнтеграл (2.1) можна визначити i як

границю iнтегральної суми [3], а саме
b∫

a

dF (x)G(x) = lim
max |xk−xk−1|→0

n∑

k=1

[
F (xk −F (xk−1))

]
G(xk−1), (2.2)

де σ : a 6 x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn 6 b — довiльне розбиття

вiдрiзка [a, b] .

Вiдзначимо, що у зв’язку з некомутативнiстю операцiї множе-

ння матриць iнтеграл
b∫

a

G(x)dF (x)
df
=

b∫

a

G(x)dFc(x) +
∑

a<x6b

G(x−0)[F (x)− F (x−0)],

взагалi кажучи, не спiвпадає з iнтегралом (2.1).
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§ 3. Однорiдне матричне iнтегральне рiвняння

Розглянемо iнтегральне рiвняння

Y (x) = Y (x0) +

x∫

x0

dC(t)Y (t), (3.1)

де Y (x) — n -вимiрний вектор, C ∈BV +,loc
n×n (I) , x0 ∈ I.

Як вiдомо [3], це рiвняння має єдиний розв’язок Y (x) , який

належить простору BV +
loc,n(I) , i стрибки якого визначаються фор-

мулою

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0) ∀x ∈ I. (3.2)

Це твердження еквiвалентне тому, що iнтегральне рiвняння

Y (x) =

x∫

x0

dC(t)Y (t),

має лише нульовий розв’язок.

Введемо матрицю-функцiю двох змiнних B(x, s) як розв’язок

матричного iнтегрального рiвняння

B(x, s) = E +

x∫

s

dC(t)B(t, s). (3.3)

Очевидно, що таке матричне рiвняння має також єдиний розв’я-

зок за змiнною x у просторi BV +
loc,n(I) , оскiльки кожний її стов-

пець має таку властивiсть.

Матрицю B(x, s) називатимемо фундаментальною матрицею ,

або матрицею Кошi 9), iнтегрального рiвняння (3.1). Їй притаманнi

властивостi, що виражаються такими теоремами.

9) КОШI Оґюстен Луї (CAUCHY Augustin Louis, 1789–1857) — французький
математик, викладав в Паризькому унiверситетi, в Полiтехнiчнiй школi i Колеж
де Франс, член Паризької АН (1816), iноземний член Петербурзької АН (1831).



§ 4. Неоднорiдне матричне iнтегральне рiвняння 61

Дiйсно, за цiєї умови справджується тотожнiсть
[
E +∆C(x)

]−1 ≡ E −∆C(x), (3.9)

бо
[
E +∆C(x)

]
·
[
E −∆C(x)

]
= E −

[
∆C(x)

]2 ≡ E. Тому

∆sB(x, s) = B(x, s−0)
{[
E−∆C(s)

]
−E

}
= −B(x, s−0)∆C(s).

§ 4. Неоднорiдне матричне iнтегральне рiвняння

Розглянемо неоднорiдне iнтегральне рiвняння

Y (x) =

x∫

x0

dC(t)Y (t) + U(x), U(x0) = Y (x0), (4.1)

де C ∈BV +,loc
n×n (I) , U ∈BV +

loc,n(I) , x0 ∈ I .

Теорема 4.1. Розв’язок неоднорiдного рiвняння (4.1) можна

подати у виглядi

Y (x) = B(x, x0)U(x0) +

x∫

x0

B(x, t)dU(t)−

−
∑

x0<y6x

B(x, y)∆C(y)∆U(y), (4.2)

де сума розповсюджується на тi точки y ∈ I , в яких матрицi

C(x) i U(x) мають розриви одночасно.

Доведення. Покажемо, що вираз, який стоїть праворуч

в (4.2), справджує iнтегральне рiвняння (4.1).
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ЗАУВАЖЕННЯ 4.2. У формулi (4.2) сума зникає не лише у ви-

падку, коли матрицi C(x) i U(x) мають розриви в рiзних точках,

але й тодi, коли

∆C(x)∆U(x) = 0 ∀x ∈ I.

§ 5. Спряжене матричне iнтегральне рiвняння

Як вiдомо з § 3, функцiя Кошi B(x, s) за змiнною x справджує

рiвняння (3.3). Вiдповiдь на те, яке рiвняння справджує функцiя

B(x, s) за змiнною s , дає наступна

Теорема 5.1. Функцiя B(x, s) за змiнною s справджує iн-

тегральне рiвняння

B(x, s) = E +

x∫

s

B(x, t)dĈ(t), (5.1)

де

Ĉ(x) = C(x)−
∑

s6y6x

[
E +∆C(y)

]−1[
∆C(y)

]2
. (5.2)

Доведення. Перепишемо рiвняння (3.1) у виглядi

B(x, s)− E =

x∫

s

dC(t)
[
B(t, s)− E

]
+ C(x)− C(s). (5.3)

Застосовуючи до (5.3) формулу (4.2) розв’язку неоднорiдного рiв-

няння, приходимо до рiвностi

B(x, s) = E +

x∫

s

B(x, t)dC(t)−
∑

s6y6x

B(x, y)
[
∆C(y)

]2
. (5.4)
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§ 6. Про добуток розподiлiв i первiснi мiр

При дослiдженнi диференцiальних рiвнянь з мiрами в коефiцiєн-

тах природним чином виникає проблема множення узагальнених

функцiй (розподiлiв Шварца). Як вiдомо [16, c. 37], добуток до-

вiльних двох узагальнених функцiй f i g не завжди iснує. Для

визначення такого добутку потрiбно, щоб функцiї f i g , гру-

бо кажучи, володiли властивiстю: наскiльки f "нерегулярна" в

околi довiльної точки, настiльки g повинна бути "регулярною" в

цьому околi, i навпаки. З цiєї точки зору невизначений (некоре-

ктний ) добуток функцiї Хевiсайда на її узагальнену похiдну —

мiру Дiрака.

Вiдповiдно до секвенцiального пiдходу [2, c. 274], добуток уза-

гальнених функцiй f i g iснує на iнтервалi I, якщо послiдов-

нiсть добуткiв згорток (f ∗ δn) · (g ∗ δn) збiгається (в узагальне-

ному сенсi) на I для довiльної δ -послiдовностi δn. Ця (слабка)

границя й називається добутком узагальнених функцiй f i g :

(f · g, ϕ) = lim
n→∞

(
(f ∗ δn) · (g ∗ δn);ϕ

)
, ϕ ∈ D(I).

В рамках цього означення згаданий добуток H(x−xs) · δ(x−xs)

не iснує (некоректний), бо його значення залежать вiд вибору

послiдовностi δn.

Для того, щоб дослiдити коректнiсть добуткiв F ′(x)G(x) та

F (x)G′(x) , де F ′(x) , G′(x) — узагальненi похiднi функцiй F (x)

i G(x) , припустимо, що F ∈BV +,loc
m×k (I) i G∈BV +,loc

k×n (I) . Запи-

шемо дискретнi складовi Fd i Gd функцiй F (x) i G(x) у виглядi
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§ 7. Лiнiйнi диференцiальнi системи з мiрами

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

Y ′(x) = C ′(x)Y (x), x ∈ I, (7.1)

де Y (x) — невiдома n -вимiрна вектор-функцiя, C(x) — мат-

риця-функцiя з простору BV +,loc
n×n (I) , C ′(x) — її узагальнена по-

хiдна (вiдтак диференцiювання i рiвнiсть в (7.1) розумiються в

узагальненому сенсi).

Слiд зауважити, що стрибки матрицi-функцiї C(x) породжу-

ють також стрибки розв’язку Y (x) рiвняння (7.1) i до того ж

в одних i тих самих точках, а тому добуток C ′(x)Y (x) , взагалi

кажучи, неоднозначний (див. §6).

ОЗНАЧЕННЯ 7.1. Вважатимемо, що вектор Y належить до

допустимого класу, який позначимо D
n
C(I) , якщо:

1) Y ∈BV +
loc,n(I),

2) ∆C(x)∆Y (x) = 0 ∀ x ∈ I.

ОЗНАЧЕННЯ 7.2. Пiд розв’язком рiвняння (7.1) будемо розумiти

вектор-функцiю Y (x) з допустимого класу D
n
C(I) , що задоволь-

няє це рiвняння в узагальненому сенсi:

(ϕ, Y ′) = (ϕ,C ′Y ) ∀ϕ ∈ D0(I).

Для системи (7.1) поставимо задачу Кошi про вiдшукання

розв’язку, який задовольняє початкову умову

Y (x0) = Y0, x0 ∈ I. (7.2)
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§ 8. Iснування i єдинiсть розв’язку початкової задачi

Метод зведення початкових задач для (коректних) систем ди-

ференцiальних рiвнянь з мiрами до еквiвалентних iнтегральних

рiвнянь дозволяє в повнiй мiрi використати отриманi в попере-

днiх параграфах результати для побудови елементiв лiнiйної те-

орiї: досить у вiдповiдних формулах покласти ∆C(x)∆Y (x) = 0 ,

[∆C(x)]2=0 та ∆C(x)∆F (x) = 0 ∀x∈ I . Такий пiдхiд є певною

мiрою альтернативним до результатiв робiт [93], [98].

Теорема 8.1. За умови (7.5) iснує єдиний розв’язок

Y ∈ D
n
C(I) початкової задачi (7.1), (7.2), стрибок якого вира-

жається формулою

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x). (8.1)

Цей розв’язок допускає зображення у виглядi

Y (x) = B(x, x0)Y (x0), (8.2)

де B(x, s) — фундаментальна матриця, що за змiнною x

є розв’язком системи (7.1) i при x= s задовольняє умову

B(s, s) = E .

Iснування i єдинiсть розв’язку випливають з теорем 7.3 i 7.4.

Представлення розв’язку (8.2) є наслiдком теореми 3.1. Умову

ж стрибка (8.1) легко отримати, якщо врахувати формули (3.2),

(3.7), (3.9) i умову (7.5):

∆Y (x) = ∆C(x)Y (x−0) = ∆C(x)
[
E +∆C(x)

]−1
Y (x) =

= ∆C(x)
[
E −∆C(x)

]
Y (x) = ∆C(x)∆Y (x).



2
ОСНОВИ КОНЦЕПЦIЇ КВАЗIПОХIДНИХ

§ 9. Попереднi зауваження

Перш, нiж перейти до визначення основних понять, розглянемо

деякi приклади скалярних диференцiальних рiвнянь.

1. Диференцiальне рiвняння другого порядку

y′′ − a1(x)y = 0, (9.1)

де y(x) — невiдома функцiя вiд дiйсної змiнної x∈ I ,

a1(x) = b′1(x) , причому b1 ∈ BV +
loc(I) , звичайним чином зво-

диться до диференцiальної системи першого порядку

Y ′(x) = C ′(x)Y (x), (9.2)

де

Y = (y, y′)
⊤

, C ′(x) =

(
0 1

a1(x) 0

)
.

Позаяк

∆C(x) =

(
0 0

∆b1(x) 0

)
,

то, вочевидь,
[
∆C(x)

]2
= 0 для довiльного x ∈ I i, таким чином,

система (9.2) коректна.
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§ 10. Початкова задача для квазiдиференцiального

рiвняння з мiрами

Розглянемо квазiдиференцiальний вираз

Lmn[y] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

, m, n ∈ N, (10.1)

де y(x) — функцiя, визначена на деякому iнтервалi I дiйсної

осi R . Квазiдиференцiальнi вирази вигляду (10.1) з достатньо

гладкими, а також локально сумовними за Лебегом на iнтервалi I

коефiцiєнтами aij(x) в рiзних аспектах дослiджувались багатьма

авторами (див. бiблiографiю в [72]). Ми ж послаблюємо вимоги

до коефiцiєнтiв квазiдиференцiального виразу (10.1) i всюди далi

вважаємо, що виконуються такi припущення:

(I) a−1
00 (x) — локально обмежена i вимiрна на I функцiя;

(II) ai0, a0j ∈ L2
loc(I), i = 1, n, j = 1,m ;

(III) aij(x) = b′ij(x) , де bij ∈ BV +
loc(I), i = 1, n, j = 1,m .

З наведених умов видно, що у виразi (10.1) виконувати опе-

рацiю (m−j) -кратного диференцiювання не можна через недо-

статню гладкiсть його коефiцiєнтiв. Якщо, навiть, спробувати i

провести диференцiювання в узагальненому сенсi, то вiд розв’яз-

ку y(x) диференцiального рiвняння

Lmn[y] = 0 (10.2)

ми змушенi будемо вимагати достатньої гладкостi для того, щоб

операцiї множення в лiвiй частинi цього рiвняння були законни-

ми (а не лише формальними) з точки зору теорiї узагальнених

функцiй. Усiх цих труднощiв вдається уникнути, якщо стати на

шлях концепцiї введення квазiпохiдних.
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§ 11. Спряжене квазiдиференцiальне рiвняння з мiрами

Щоб отримати вигляд спряженого до (10.2) КДР, а також вирази

для його квазiпохiдних, розглянемо згiдно означення 9.4 спряже-

ну до (10.7) узагальнену диференцiальну систему

Z ′(x) = −
(
C ′(x)

)∗
Z(x). (11.1)

Використовуючи конкретний вигляд (стор. 88) матрицi C ′(x) ,

приходимо до наступних означень.

ОЗНАЧЕННЯ 11.1. Спряженим до (10.1) називається квазiдифе-

ренцiальний вираз

L∗
mn[z] ≡

m∑

j=0

n∑

i=0

(−1)n−i
(
aij(x)z

(m−j)
)(n−i)

. (11.2)

ОЗНАЧЕННЯ 11.2. Квазiпохiдними функцiї z(x) в сенсi спря-

женого рiвняння (11.2) назвемо функцiї z{k}(x), k = 0, q , що

визначаються виразами

z{j} = z(j), j = 0,m−1; z{m} = −
m∑

j=0

a0j(x)z
(m−j);

z{m+i} = −
(
z{m+i−1})′ −

m∑

j=0

aij(x)z
(m−j), i = 1, n.

(11.3)

При цьому, легко бачити, що z{q} ≡ −L∗
mn[z]. Вiдзначимо та-

кож, що в разi, коли визначенi квазiпохiднi (10.3), то квазiпохiднi

(11.3) визначаються однозначно iз системи (11.1).

Розглянемо тепер початкову задачу

L∗
mn[z] = 0, (11.4)

z{k}(x0) = zk0 , k = 0, q−1, (11.5)

де zk0 , k = 0, q−1, — заданi числа.
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§ 12. Лiнiйна теорiя узагальнених квазiдиференцiальних

рiвнянь

На основi отриманих вище результатiв тепер можна будувати

лiнiйну теорiю однорiдних КДР з мiрами аналогiчно тому, як

це робиться, наприклад, для певних класiв КДР з сумовними

коефiцiєнтами.

Нехай функцiї ϕk(x), k = 1, q, i ψl(x), l = 1, q, є розв’язками

вихiдного

Lmn[y] = 0 (12.1)

i спряженого

L∗
mn[z] = 0 (12.2)

КДР вiдповiдно. Складемо матрицi-функцiї

Φ(x) =




ϕ1(x) ϕ2(x) · · · ϕq(x)

ϕ
[1]
1 (x) ϕ

[1]
2 (x) · · · ϕ[1]

q (x)
... ... . . . ...

ϕ
[q−1]
1 (x) ϕ

[q−1]
2 (x) · · · ϕ[q−1]

q (x)




та

Ψ(x) =




ψ1(x) ψ2(x) · · · ψq(x)

ψ
{1}
1 (x) ψ

{1}
2 (x) · · · ψ{1}

q (x)

... ... . . . ...

ψ
{q−1}
1 (x) ψ

{q−1}
2 (x) · · · ψ{q−1}

q (x)




Визначники

W (x) ≡ W [ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕq(x)] = det Φ(x)

та

V (x) ≡ V [ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψq(x)] = det Ψ(x)
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§ 13. Структура фундаментальної матрицi

квазiдиференцiального рiвняння з мiрами

Наведенi в цьому параграфi результати не вимагають конкретного

вигляду КДР i є, так би мовити, наслiдком деяких загальних по-

ложень концепцiї квазiпохiдних. Бiльше того, встановлена нижче

структура фундаментальної матрицi, що вiдповiдає абстрактному

КДР, переконує в тому, що така концепцiя — в самiй природi

звичайних диференцiальних рiвнянь. Нехай

ln
[
y(x)

]
= 0 (13.1)

коректне КДР n-порядку, що зводиться до еквiвалентної узагаль-

неної диференцiальної системи першого порядку

Y ′(x) = C ′(x)Y (x),
[
∆C(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ I, (13.2)

де Y =
(
y, y[1], . . . , y[n−1]

)
⊤

— невiдома вектор-функцiя, а

y[i](x), i=0, n−1, — деяким чином введенi квазiпохiднi.

ОЗНАЧЕННЯ 13.1. Матрицю-функцiю B(x, s) , яка за змiнною

x задовольняє систему (13.2) i в точцi x= s ∈ I початкову умову

B(s, s) =En , назвемо фундаментальною матрицею, що вiдповiдає

КДР (13.1).

ОЗНАЧЕННЯ 13.2. Функцiєю Кошi КДР (13.1) назвемо фун-

кцiю K(x, s) , котра за змiнною x є розв’язком цього рiвняння i

в точцi x= s ∈ I задовольняє початковi умови

K [i](s, s) = 0, i = 0, n−2, K [n−1](s, s) = 1. (13.3)

Нехай також

l∗n[z(x)] = 0 (13.4)

спряжене КДР, а z{j}(x), j = 0, n−1, — вiдповiднi квазiпохiднi.
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§ 14. Конструкцiя елементiв фундаментальної матрицi

У попередньому параграфi для довiльного абстрактного КДР ми

описали за допомогою однiєї лише функцiї Кошi K(x, s) та її змi-

шаних квазiпохiдних в сенсi вихiдного i спряженого рiвнянь стру-

ктуру нормальної при x= s фундаментальної матрицi B(x, s) ,

що вiдповiдає цьому рiвнянню. Однак, при дослiдженнi задач

як прикладного, так i теоретичного характеру не менш важли-

во знати також конструкцiю елементiв цiєї матрицi, тобто вмiти

конструктивно будувати саму функцiю Кошi та її мiшанi квазiпо-

хiднi. Спосiб їх побудови через ФСР якраз i є предметом розгляду

цього параграфу.

Якщо користуватись означенням (13.2), то для побудови функ-

цiї Кошi K(x, s) КДР (13.1) необхiдно розв’язати неоднорiдну

систему n лiнiйних алгебраїчних рiвнянь




n∑
k=1

ckϕ
[i]
k (s) = 0, i = 0, n− 2;

n∑
k=1

ckϕ
[n−1]
k (s) = 1,

де ϕk, k = 1, n, — довiльна ФСР рiвняння (13.1). Якщо це

робити, н-д, методом Крамера3), то потрiбно обчислити n+1 ви-

значникiв n -го порядку.

Наступне твердження зводить процес побудови функцiї Кошi

(так само її мiшаних квазiпохiдних) до обчислення лише двох

визначникiв n -го порядку.

3) КРАМЕР Ґабрiель (CRAMER Gabriel, 1704-1752) — швейцарський матема-
тик, учень Й. Бернуллi, професор Женевської академiї.
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§ 15. Неоднорiдне квазiдиференцiальне рiвняння

з розподiлами

Розглянемо неоднорiдне КДР

Lmn[y] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
l∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x),

(15.1)

коефiцiєнти aij(x) якого справджують вказанi в §10 припущення

(I)–(III), а права частина задовольняє умову

(IV) fk ∈ BV +
loc(I), k = 0, l .

Найперше поставимо собi за мету з’ясувати, при якому най-

бiльшому значеннi l рiвняння (15.1) є коректним. Вiдповiдь на

це питання дає наступне твердження.

Теорема 15.1. Якщо l6m− 1 , то за умов (I)–(IV) КДР

(15.1) коректне, тобто зводиться до коректної диференцiаль-

ної системи.

Доведення. Вважаючи, що 0 6 l 6 m−1 , введемо квазiпохiднi

y[ν](x) , ν = 0, q, в сенсi КДР (15.1) у такий спосiб:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] =
n∑

i=0

ai0(x)y
(n−i);

y[n+j]=−
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i), j=1,m−l−1;

y[n+j]=−
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

aij(x)y
(n−i)+ f ′

m−j(x),

j=m−l,m.

(15.2)

Вiдзначимо, що при цьому y[q] ≡ Lmn[y]−
l∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x) .
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§ 16. Узагальнене звичайне диференцiальне рiвняння

Для математикiв цiкавим (як з теоретичної, так i з практичної

точок зору) є звичайний диференцiальний вираз

Ln[y] ≡ y(n) −
n∑

i=1

ai(x)y
(n−i), n = 1, 2, . . . (16.1)

з узагальненими коефiцiєнтами

ai(x) = b′i(x), bi ∈ BV +
loc(I), i = 1, n.

На перший погляд видається, що диференцiальний вираз Ln[y]

є частинним випадком квазiдиференцiального виразу Lmn[y] ви-

гляду (10.1), якщо в останньому покласти m = 0 , a00(x) ≡ 1 ,

ai0(x) ≡ −ai(x) ∀ i = 1, n . Однак, в такому частинному випад-

ку ми б отримали диференцiальний вираз iз сумовними4) за Ле-

бегом коефiцiєнтами, в той час, як у диференцiальному виразi

(16.1) умови на коефiцiєнти суттєво послабленi. Тим не менше,

результати §§ 10–15 легко адаптувати для випадку диференцiаль-

ного виразу (16.1), маючи згiдно (10.3) на увазi, що квазiпохiднi

y[i](x), i = 0, n−1, диференцiального виразу Ln[y] збiгаються зi

звичайними похiдними y(i)(x) .

Найперше з’ясуємо, яке додаткове обмеження потрiбно накла-

сти на функцiю b1(x) , щоб диференцiальне рiвняння

Ln[y] = 0 (16.2)

було коректним.

4) Зi структури матрицi C ′(x) (див. с. 88) видно, що за рахунок гладкостi
функцiї a00(x) ≡ 1 умову (II) можна замiнити на умову ai0 ∈ L(I), i = 1, n .
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ВЕКТОРНI I МАТРИЧНI УЗАГАЛЬНЕНI

КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ

§ 17. Початковi задачi для векторних

квазiдиференцiальних рiвнянь з мiрами

Розглянемо однорiдне векторне КДР

Lmn[Ȳ ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Ȳ

(n−i)
)(m−j)

= 0, (17.1)

де Ȳ : I→C
p — невiдома вектор-функцiя, Aij : I → C

p×p — за-

данi матричнi функцiї, стосовно яких вимагаємо виконання таких

умов:

(V) A−1
00 (x) — локально обмежена i вимiрна на iнтервалi I ;

(VI) Ai0, A0j ∈ L2,loc
p×p (I), i=1, n, j =1,m ;

(VII) Aij(x) =B
′
ij(x) , де Bij∈BV +,loc

p×p (I), i=1, n, j =1,m .

Поруч з векторним рiвнянням (17.1) розглянемо також опера-

торне (матричне) КДР

Lmn[Y ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Y

(n−i)
)(m−j)

= 0, (17.2)
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§ 18. Лiнiйна теорiя матричних узагальнених

квазiдиференцiальних рiвнянь

Нехай матрицi-функцiї Φi(x), k=1, q, та матрицi-функцiї

Ψj(x), l = 1, q, є розв’язками вихiдного

Lmn[Y ] = 0 (18.1)

i спряженого L∗
mn[Z] = 0 матричних КДР вiдповiдно. Складемо

блоковi матрицi

Φ(x) =




Φ1(x) Φ2(x) · · · Φq(x)

Φ
[1]
1 (x) Φ

[1]
2 (x) · · · Φ[1]

q (x)

... ... . . . ...

Φ
[q−1]
1 (x) Φ

[q−1]
2 (x) · · · Φ[q−1]

q (x)




та

Ψ(x) =




Ψ1(x) Ψ2(x) · · · Ψq(x)

Ψ
{1}
1 (x) Ψ

{1}
2 (x) · · · Ψ{1}

q (x)

... ... . . . ...

Ψ
{q−1}
1 (x) Ψ

{q−1}
2 (x) · · · Ψ{q−1}

q (x)




Визначники цих матриць W(x) = det Φ(x) i V(x) = detΨ(x)

назвемо квазiвронскiанами розв’язкiв Φk(x) i Ψk(x) вiдповiдно.

Теорема 18.1. Для довiльної точки x0 ∈ I квазiвронскiани

W(x) i V(x) справджують рiвностi

W(x) = W(x0) exp

{ x∫

x0

tr
[
A01(t)A

−1
00 (t)−A−1

00 (t)A10(t)
]
dt

}
, (18.2)

V(x) = V(x0) exp

{ x∫

x0

tr
[
A∗

10(t)A
∗−1
00 (t)−A∗−1

00 (t)A∗
10(t)

]
dt

}
. (18.3)
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§ 19. Структура фундаментальної матрицi

Нехай

Lmn

[
Y (x)

]
= 0 (19.1)

та
L∗

mn

[
Z(x)

]
= 0 (19.2)

коректнi матричнi КДР, якi за допомогою деяким чином введених

квазiпохiдних Y [k], k = 0, q, i однозначно визначених при цьо-

му квазiпохiдних Z{k} (або навпаки) зводяться до еквiвалентних

узагальнених диференцiальних систем першого порядку

Y ′(x) = C ′(x)Y(x) (19.3)

та
Z ′(x) = −

(
C ′(x)

)∗Z(x)

вiдповiдно, де

Y =
(
Y, Y [1], . . . , Y [q−1]

)⊤
, Z =

(
Z{q−1}, . . . , Z{1}, Z

)⊤
,

причому Y, Z : I → C
p×p .

ОЗНАЧЕННЯ 19.1. Матрицю-функцiю B(x, s) , яка за змiнною

x задовольняє систему (19.3) i при x = s ∈ I початкову умову

B(s, s) = Eqp , називаємо фундаментальною матрицею, що вiдпо-

вiдає матричному КДР (19.1).

ОЗНАЧЕННЯ 19.2. Матричною функцiєю Кошi операторного

КДР (19.1) називаємо матрицю-функцiю K(x, s) , котра за змiн-

ною x є розв’зком цього рiвняння i в точцi x = s ∈ I задоволь-

няє початковi умови

K[i](s, s) = Op, i = 0, n−2, K[n−1](s, s) = Ep. (19.4)
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§ 20. Конструкцiя елементiв фундаментальної матрицi

Для матричного КДР (19.1) довiльного порядку q опишемо ана-

логiчний до запропонованого в §14 спосiб побудови матрицi-

функцiї Кошi K(x, s) та її мiшаних квазiпохiдних через фун-

даментальну систему розв’язкiв Φk(x), k = 1, q, цього рiвняння.

Теорема 20.1. Нехай ϕij
kl(x) — елемент, розташований

на перетинi k -го рядка та l -го стовпця (p× p) -матрицi

Φ
[i−1]
j (x), k, l = 1, p, i, j = 1, q , а

W(x) = det
(
Φ

[i−1]
j (x)

)q
i,j=1

≡ det

((
ϕij

kl(x)
)p
k,l=1

)q

i,j=1

— квазiвронскiан ФСР. Тодi функцiя Кошi K(x, s) матричного

КДР (19.1) та її мiшанi квазiпохiднi K∗{j}∗[i](x, s) є матрицями

розмiру p× p , кожний елемент яких зображається у виглядi

вiдношення двох функцiональних визначникiв

K
∗{j}∗[i]
kl (x, s) =

W ij
kl(x, s)

W(s)
, k, l = 1, p, i, j = 0, q−1,

де кожен з визначникiв W ij
kl(x, s) вiдрiзняється вiд квазiвронс-

кiана W(s) лише єдиним "нестандартним" рядком
(
ϕi+1,1

k1 (x) . . . ϕi+1,1
kp (x) . . . . . . ϕi+1,q

k1 (x) . . . ϕi+1,q
kp (x)

)
,

котрий має номер (q−j−1)p+ l .

Доведення. Нехай

Φ(x) =




Φ1(x) Φ2(x) · · · Φq(x)

Φ
[1]
1 (x) Φ

[1]
2 (x) · · · Φ[1]

q (x)
... ... . . . ...

Φ
[q−1]
1 (x) Φ

[q−1]
2 (x) · · · Φ[q−1]

q (x)
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§ 21. Неоднорiдне векторне квазiдиференцiальне

рiвняння з розподiлами

Розглянемо векторний аналог неоднорiдного КДР

Lmn[Ȳ ] ≡
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
Aij(x)Ȳ

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

k=0

(−1)k+1F̄
(k+1)
k (x),

(21.1)

де матричнi коефiцiєнти Aij(x) задовольняють вказанi в §17

умови (V)–(VII), а права частина справджує умову

(VIII) F̄k ∈BV +
loc,p(I) , k=0,m−1 .

ОЗНАЧЕННЯ 21.1. Квазiпохiдними векторної функцiї Ȳ (x) в

сенсi КДР (21.1) назвемо вектор-функцiї Ȳ [k](x), k=0, q , що

визначаються за правилом

Ȳ [i] = Ȳ (i), i = 0, n−1; Ȳ [n] =
n∑

i=0

Ai0(x)Ȳ
(n−i);

Ȳ [n+j] = −
(
Ȳ [n+j−1]

)′
+

n∑

i=0

Aij(x)Ȳ
(n−i) +

(
F̄m−j(x)

)′
, j = 1,m.

За допомогою квазiпохiдних векторне КДР записується в еквi-

валентному виглядi

Y ′(x) = C ′(x)Y(x) + F ′(x), (21.2)

де Y =
(
Ȳ , Ȳ [1], . . . , Ȳ [q−1]

)
⊤

, блокова матриця-мiра C ′(x) та са-

ма, що й вище (див. с. 133), а

F ′ =
(
0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

, F̄ ′
m−1(x), F̄

′
m−2(x), . . . , F̄

′
0(x)

)
⊤

.

Зрозумiло, що узагальнена диференцiальна система (21.2) ко-

ректна, бо виконуються умови (17.6) i

∆C(x)∆F(x) = 0 ∀ x ∈ I.
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СТРУКТУРА РОЗВ’ЯЗКIВ УЗАГАЛЬНЕНИХ

КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

§ 22. Системи диференцiальних рiвнянь з кусково-

неперервними коефiцiєнтами i δ -особливостями

Нехай на iнтервалi I задано деяку скiнченну впорядковану мно-

жину точок x0 < x1 < . . . < xN . Розглянемо неоднорiдну уза-

гальнену диференцiальну систему вигляду

Y ′ −
(

N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Ckδ(x−xk)

)
Y =

=
N−1∑

k=0

Rk(x)Θk(x) +
N∑

k=1

Skδ(x−xk), (22.1)

де Y (x) — невiдома p -вимiрна вектор-функцiя, Θk(x) — харак-

теристична функцiя промiжка Ik = [xk, xk+1) , а коефiцiєнти за-

довольняють такi умови:

(I) Ak(x) ∈ Cp×q(Ik), k = 0, N−1;

(II) Ck ∈ C
p×p, k = 1, N ;

(III) Rk(x) ∈ Cp(Ik), k = 0, N−1;

(IV) Sk ∈ C
p, k = 1, N.
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Через ω∗ будемо позначати множину носiїв узагальнених кое-

фiцiєнтiв системи (22.1). Для цiєї системи поставимо початкову

умову

Y (x0) = Y0. (22.2)

Вiдзначимо, що система (22.1) є системою вигляду (7.8). Вiдтак

для неї справджується теорема 8.1, яку тепер можна переформу-

лювати у такий спосiб.

Теорема 22.1. Для iснування єдиного розв’язку Y (x) iз

допустимого класу D
p
C(I) початкової задачi (22.1), (22.2) не-

обхiдне i достатнє виконання умов

C2
k ≡ 0, CkSk ≡ 0, k = 1, N. (22.3)

Цей розв’язок допускає зображення у формi Кошi (8.2), а його

стрибки в точках xk ∈ ω∗ виражаються формулою

∆Y (xk) = CkY (xk − 0) + Sk = CkY (xk) + Sk. (22.4)

Надалi будемо розглядати лише коректнi системи вигля-

ду (22.1), тобто вважатимемо умови (22.3) виконаними.

§ 23. Побудова фундаментальної матрицi

ОЗНАЧЕННЯ 23.1. Однорiдну систему

Y ′(x) =

(
N−1∑

k=0

Ak(x)Θk(x)

)
Y (x),

що вiдповiдає системi (22.1), називатимемо визначальною.
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§ 24. Структура розв’язку неоднорiдної диференцiальної

системи

Теорема 24.1. Розв’язок задачi (22.1), (22.2) на промiжку

[x0, xN) подається у виглядi

Y (x)=
N−1∑

k=0

{
k∑

j=0

Bk(x, xj)Zj +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds

}
Θk(x), (24.1)

де

Z0 = Y0, Zj = C̃j

xj∫

xj−1

B̃j−1(xj, s)Rj−1(s)ds + Sj, j ≥ 1. (24.2)

У точцi x=xN значення розв’язку обчислюється за формулою

Y (xN) =
N∑

j=0

BN(xN , xj)Zj. (24.3)

Доведення. Розв’язок задачi (22.1), (22.2) на промiжку

[x0, xN) шукаємо у виглядi

Y (x) =
N−1∑

k=0

Yk(x)Θk(x), (24.4)

де Yk(x) — розв’язок цiєї задачi на промiжку Ik = [xk, xk+1).

На iнтервалi (xk, xk+1) система (22.1) має вигляд

Y ′
k = Ak(x)Yk +Rk(x) (24.5)

i вiдповiдною їй фундаментальною матрицею є B̃k(x, s) . Розв’я-

зок системи (24.5) можна записати у формi Кошi (8.4):

Yk(x) = B̃k(x, xk)Pk +

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, (24.6)

де Pk — деякий невiдомий p -вимiрний вектор.
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§ 25. Рекурентне представлення розв’язку

Вiдзначимо, що на практицi для вiдшукання розв’язку зада-

чi (22.1), (22.2) замiсть громiздких формул (24.1)–(24.3) доцiль-

нiше користуватися описаними нижче, в теоремi 25.1, рекурен-

тними формулами, котрi для побудови розв’язку на кожному на-

ступному промiжку [xk, xk+1) вимагають додаткового обчислення

лише значення розв’язку на попередньому промiжку [xk−1, xk) в

єдинiй точцi xk−0 .

Теорема 25.1. Розв’язок задачi (22.1), (22.2) можна знайти

за такими рекурентними формулами:

Y0(x) = B̃0(x, x0)Y0 +

x∫

x0

B̃0(x, s)R0(s)ds, x ∈ [x0, x1), (25.1)

Yk(x) = B̃k(x, xk)
[
C̃kYk−1(xk−0) + Sk

]
+

+

x∫

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, x ∈ [xk, xk+1), k=1, N−1, (25.2)

YN(xN) = C̃NYN−1(xN−0) + SN . (25.3)

Доведення. При k=0 , тобто на промiжку [x0, x1) , систе-

ма (22.1) не мiстить жодних узагальнених компонент, а є си-

стемою iз неперевними коефiцiєнтами. Вiдтак для її розв’язку на

цьому промiжку справджується формула Кошi (25.1).

При k=1 , тобто на iнтервалi [x1, x2) , розв’язок системи (22.1)

можна записати у формi Кошi з невiдомим початковим вектором

Y1 :

Y1(x) = B̃1(x, x1)Y1 +

x∫

x1

B̃1(x, s)R1(s)ds. (25.4)
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§ 26. Зведення крайової задачi до початкової

Доведемо твердження, на якому ґрунтується один спецiальний

метод розв’язування крайових задач для системи (22.1), що по-

лягає у зведеннi крайової задачi до початкової.

Систему (22.1) розглянемо разом з крайовими умовами:

PY (x0) +QY (xN) = U, (26.1)

де P,Q ∈ C
p×p, U ∈ C

p.

Теорема 26.1. Якщо

det
[
P +QBN(xN , x0)

]
6= 0, (26.2)

то за умов коректностi (22.3) iснує єдиний розв’язок крайової

задачi (22.1), (26.1), який зображається у виглядi (24.1)–(24.3)

або (25.1)–(25.3), де початковий вектор обчислюється за фор-

мулою

Y0 =
[
P +QBN(xN , x0)

]−1
[
U −Q

N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj

]
. (26.3)

Доведення. Згiдно (24.3) маємо

Y (xN) = BN(xN , x0)Y0 +
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj,

звiдки

QY (xN) = QBN(xN , x0)Y0 +Q
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj.

Враховуючи крайову умову (26.1), одержимо рiвнiсть:

U − PY0 = QBN(xN , x0)Y0 +Q
N∑

j=1

BN(xN , xj)Zj,
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де

Y0(x) =

(
1
12
cos 2x + 5

− 1
24
sin 2x

)
,

Y1(x) =

(
−1

6
sin 4x− 1

8
cos2 2x− 13

3
cos 2x + 2

3
sinx + 1

24
1
16
sin 4x− 1

3
cos2 2x + 16

3
sin 2x + 1

3
cos x

)
.

N

§ 27. Квазiдиференцiальнi рiвняння з кусково-

неперервними коефiцiєнтами i δ-особливостями

Розглянемо узагальнене КДР
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (27.1)

з коефiцiєнтами вигляду

1) a00(x) =
N−1∑
k=0

ãk00(x)Θk(x),

2) aij(x) =
N−1∑
k=0

ãkij(x)Θk(x), i = 0, n, j = 0,m, i·j = 0;

3) aij(x) =
N−1∑
k=0

ãkij(x)Θk(x) +
N∑
k=1

akijδk(x), i = 1, n, j = 1,m,

4) fr(x) =
N−1∑
k=0

f̃ k
r (x)Θk(x) +

N∑
k=1

f k
r δk(x), r = 0,m−1,

де y : I → C — невiдома функцiя, ãkij(x), f̃
k
r (x) — неперервнi

на промiжку Ik = [xk, xk+1) функцiї, akij, f
k
r — дiйснi числа.



204 Роздiл 4. Структура розв’язкiв узагальнених КДР

−
N−1∑

j=1




0

Ij−1(xj) +
[
I [1]
j−1(xj) + sj

] N−1∑
i=j
bi(xi+1, xi)





.

Пiсля нескладних перетворень, пов’язаних з обчисленням обер-

неної матрицi i матричного добутку, маємо

Z0 =




t0

tN−t0−
N∑
j=1

Ij−1(xj−0)−
N−1∑
j=1

(
I [1]
j−1(xj−0)+sj

)N−1∑
i=j

bi(xi+1−0,xi)

N−1∑
i=0

bi(xi+1−0,xi)


. (27.27)

Пiдставивши вирази (27.25)–(27.27) у формулу (27.24) i спро-

стивши, отримаємо остаточний розв’язок крайової задачi (27.19),

(27.20), перша координата якого є розв’язком y(x) крайової за-

дачi (27.17), (27.18), а друга – його квазiпохiдною. N

§ 28. Частково виродженi квазiдиференцiальнi рiвняння

Розглянемо один спецiальний клас квазiдиференцiальних рiвнянь.

ОЗНАЧЕННЯ 28.1. Частково виродженим квазiдиференцiальним

рiвнянням назвемо рiвняння вигляду (27.1)
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (28.1)

з такими припущеннями стосовно коефiцiєнтiв i правої частини:

1) aij(x) =
N−1∑
k=0

akijΘk(x), a
k
ij ∈ R, i = 0, n, j = 0,m, i·j = 0;

2) aij(x) =
N∑
k=1

akijδ(x−xk), a
k
ij ∈ R, i = 1, n, j = 1,m;
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§ 29. Виродженi квазiдиференцiальнi рiвняння

Слiдом за частково виродженими КДР розглянемо ще один спе-

цiальний клас квазiдиференцiальних рiвнянь.

ОЗНАЧЕННЯ 29.1. Виродженим квазiдиференцiальним рiвнян-

ням назвемо рiвняння вигляду

(−1)m
(
a00(x)y

(n)
)(m)

+
n∑

i=1

m∑

j=1

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=

=
m−1∑

r=0

(−1)r+1f (r+1)
r (x) (29.1)

з такими припущеннями стосовно його коефiцiєнтiв i правої ча-

стини:

1) a00(x) =
N−1∑
k=0

ãk00(x)Θk(x), a
k
00(x) ∈ C(Ik), k = 0, N−1;

2) aij(x) =
N∑
k=1

akijδ(x−xk), a
k
ij ∈ R, i = 1, n, j = 1,m ;

3) fr(x) =
N∑
k=1

f k
rΘk(x), f

k
r ∈ R, r = 0,m−1 .

На основi формул (15.2) запишемо квазiпохiднi, вiдповiднi ви-

родженому КДР (29.1), iз врахуванням специфiки його коефi-

цiєнтiв:

y[i] = y(i), i = 0, n−1; y[n] = a00(x)y
(n);

y[n+j] = −
(
y[n+j−1]

)′
+

n∑

i=1

aij(x)y
(n−i) + f ′

m−j(x), j = 1,m.
(29.2)

За допомогою цих похiдних вироджене КДР (29.1) звичайним

чином зводиться до узагальненої диференцiальної системи вигля-

ду (28.2), причому матрицi Ck i вектори Sk залишаються тими

ж, а матрицi Ak(x) мають таку структуру:



5
НАБЛИЖЕНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ УЗАГАЛЬНЕНИХ

КВАЗIДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

§ 30. Точне рекурентне спiввiдношення для узагальненого

квазiдиференцiального рiвняння другого порядку

Розглянемо початкову задачу

(a00(x)y
′)
′
+ (a10(x)y)

′ − a01(x)y
′ − a11(x)y = f ′(x), (30.1)

y(x0) = y0,
(
a00y

′ + a10y
)∣∣∣

x=x0
= y10, x0 ∈ I, (30.2)

вважаючи, що коефiцiєнти КДР (30.1) задовольняють такi при-

пущення:

(I) a−1
00 (x) — обмежена i вимiрна на I функцiя;

(II) a10, a01 ∈ L2(I) ;

(III) a11(x) = α′
11(x), де функцiя α11(x) належить BV +

loc(I) i

має розриви першого роду у скiнченнiй кiлькостi точок;

(IV) f(x) ∈ BV +
loc(I) .

Введемо довiльним чином сiтку

ων=
{
xk ∈ I, k = 0, ν : x0<x1< . . . < xν

}
. (30.3)
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§ 31. Точне рекурентне спiввiдношення для узагальненого

квазiдиференцiального рiвняння довiльного порядку

Розглянемо початкову задачу для КДР порядку q (= m+n) :
n∑

i=0

m∑

j=0

(−1)m−j
(
aij(x)y

(n−i)
)(m−j)

=
m−1∑

k=0

(−1)k+1f
(k+1)
k (x), (31.1)

y[r](x0) = yr0, r = 0, q−1, x0 ∈ I, (31.2)

де коефiцiєнти aij(x) i fk(x) задовольняють вказанi в §10 i §15

припущення (I)–(IV), а квазiпохiднi y[r](x) визначаються вираза-

ми (15.2).

Введемо сiтку ων вигляду (30.3) i побудуємо для початкової

задачi (31.1), (31.2) деяке (q+1) -точкове рекурентне спiввiдно-

шення

α0
ku(xk) +α

1
ku(xk+1) + . . .+α

q
ku(xk+q) = ηk, k=0, ν−q, (31.3)

u(x0) = ϕ0, u(x1) = ϕ1, . . . , u(xq−1) = ϕq−1, (31.4)

де αi
k, i = 0, q , ηk — деякi фунукцiонали на просторi BV +

loc(I) ,

а ϕj, j = 0, q−1, — деякi сiтковi функцiї.

ОЗНАЧЕННЯ 31.1. Спiввiдношення вигляду (31.3), (31.4) назве-

мо точним рекурентним спiввiдношенням (ТРС), або еквiвален-

тною рекурентною формулою для початкової задачi (31.1), (31.2),

якщо справджуються наступнi умови:

1) αj
k, j = 0, q , ηk — функцiонали вiд коефiцiєнтiв рiвнян-

ня (31.1);

2) u(x) = y(x), x ∈ ων , де y(x) — точний розв’язок по-

чаткової задачi (31.1), (31.2), а u(x) — розв’язок зада-

чi (31.3), (31.2).
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y0 = 0, y1 =
h2

2
+
h3

6
; y2 = 2h2 +

4h3

3
+

5h4

2
+

5h5

4
− h6

3
− h7

9
;

y3 =
9h2

2
+

9h3

2
+ 15h4 + 10h5 +

17h6

2
+

+
161h7

36
− 25h8

6
− 5h9

3
+

2h10

9
+

2h11

27
.

N

§ 32. Точна двоточкова рекурентна формула

Розглянемо тепер початкову задачу (7.8), (7.9). Вибравши два до-

вiльнi вузли xk < xk+1 сiтки (30.3), на основi зображення (8.4)

розв’язку початкової задачi у формi Кошi отримаємо двоточкову

рекурентну формулу вигляду (31.10):

Yk+1 = Bk+1,kYk +

xk+1∫

xk

B(xk+1, t)dF (t), k = 0, ν − 1, (32.1)

де Y0 визначається з початкової умови (7.9). Рекурентна формула

(32.1) є точною для задачi (7.8), (7.9) у тому сенсi, що обчисленi

за цiєю формулою значення Yk, k = 0, ν, спiвпадають зi зна-

ченнями точного розв’язку Y (x) початкової задачi (7.8), (7.9) у

вузлах xk, k = 0, ν, сiтки ων .

Очевидно, для однорiдної початкової задачi (7.1), (7.2) точна

двоточкова (двочленна) формула (ТДФ) має вигляд

Yk+1 = Bk+1,kYk, k=0, ν−1. (32.2)

ЗАУВАЖЕННЯ 32.1. Варто вiдзначити, що двоточкова реку-

рентна формула (32.1) є точною також для початкової зада-

чi (31.1), (31.2) (яка еквiвалентна задачi (7.8), (7.9)), причому
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§ 33. Апроксимацiя розв’язкiв квазiдиференцiальних

рiвнянь

В задачах апроксимацiї i, зокрема, при наближеному розв’язу-

ваннi iнтегральних та диференцiальних рiвнянь важливу роль

вiдiграють теореми про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла

Рiмана–Стiльтьєса.

Нагадаємо деякi вiдомi результати. Як i у випадку iнтегралiв

Рiмана, справджується

Теорема 33.1 [155, c. 69]. Нехай g ∈BV [a, b] , а послiдов-

нiсть функцiй fn(x) така, що iнтеграл
b∫
a

fn(x)dg(x) iснує для

n∈N i fn(x)⇒ f(x) на [a, b] . Тодi iнтеграл
b∫
a

f(x)dg(x) теж

iснує i

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dg(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).

Iнший варiант теореми, що не вимагає рiвномiрної збiжностi

fn(x) на вiдрiзку [a, b] виглядає так.

Теорема 33.2 [155, c. 71]. Нехай g ∈BV [a, b] , а послiдов-

нiсть функцiй fn(x) має рiвномiрно обмежену варiацiю на

вiдрiзку [a, b] , тобто
b∨
a
(fn)6V при n∈N , i для кожного

x ∈ [a, b] границя lim
n→∞

fn(x) = f(x) . Якщо iснують iнтеграли

b∫
a

fn(x)dg(x) при n∈N та
b∫
a

f(x)dg(x) , то

lim
n→∞

b∫

a

fn(x)dg(x) =

b∫

a

f(x)dg(x).
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§ 34. Приклади побудови наближених розв’язкiв

Приклад 34.1. Для iлюстрацiї методу D -апроксимацiї побу-

дуємо наближений розв’язок звичайного диференцiального рiв-

няння зi сталими коефiцiєнтами

yIV − 5y′′ + 4y = 0 (34.1)

i початковими умовами

y(0) = y′(0) = 0, y′′(0) = y′′′(0) = 1, (34.2)

та обчислимо наближене значення розв’язку цiєї задачi в точцi

x = 1 .

H Перший спосiб. Спочатку знайдемо наближено значення

y(1) розв’язку задачi Кошi (34.1), (34.2) за допомогою ТДФ,

в процесi побудови якої якраз i використаємо D -апроксимацiю

коефiцiєнтiв (точнiше, їх первiсних) диференцiального рiвняння

(34.1).

За допомогою вектора Y =
(
y, y[1], y[2], y[3]

)
⊤

, де квазiпохiднi

введенi, як i ранiше у прикладi 31.4, — за формулами (31.16),

задача Кошi (34.1), (34.2) легко зводиться до початкової задачi

Y ′ =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 5 0 −1

4 0 0 0



Y, (34.3)

Y (0) = (0, 0, 1,−1)⊤. (34.4)

Введемо на вiдрiзку [0, 1] рiвномiрну сiтку

ων = {xk = kh, k = 0, ν}
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з кроком h=xk+1−xk =1/ν . Застосуємо до коефiцiєнтiв

C32=5 i C41=4 (точнiше, до їх первiсних c32=5x+ const i

c41 =4x+ const ) D -апроксимацiю. Тодi за формулою (33.20)

маємо

C32 ≈
ν−1∑

k=1

(5xk − 5xk−1) δ(x−xk) = 5
ν−1∑

k=1

hδ(x−xk), x ∈ [0, 1],

C41 ≈
ν−1∑

k=1

(4xk − 4xk−1) δ(x−xk) = 4
ν−1∑

k=1

hδ(x−xk), x ∈ [0, 1].

Вiдтак наближеною до диференцiальної системи (34.3) буде уза-

гальнена диференцiальна система

Y ′
ν =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 5
ν−1∑
k=1

hδ(x−xk) 0 −1

4
ν−1∑
k=1

hδ(x−xk) 0 0 0




Yν. (34.5)

Початковий вектор для наближеної системи вибираємо вiдпо-

вiдно до початкової умови (34.4), тобто Yν(0) = Y (0).

Система (34.5) є системою вигляду (31.22) i, отже, для неї

справджується ТДФ (див. приклад 32.2)

Yν(xk+1) =




1 h h2

2
−h3

6

0 1 h −h2

2

0 5h 1 + 5h2 −h− 5
2
h2

4h 4h2 2h3 1− 2
3
h4



Yν(xk), k = 0, ν−1,

причому

Yν(0) = (0, 0, 1,−1)⊤. (34.6)

Задаючи рiзну кiлькiсть точок подiлу, знайдемо наближене значе-

ння розв’язку задачi (34.1), (34.2) в точцi x = 1 , яке буде першою
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координатою вектора Yν(xν) . Отриманi значення наведенi в 2-му

стовпцi таблицi 1.

Другий спосiб. Розв’яжемо наближено задачу (34.1), (34.2) за

допомогою ТРС.

Отриманiй в результатi застосування D -апроксимацiї узагаль-

ненiй диференцiальнiй системi (34.5) вiдповiдає вироджене КДР

yIVν − 5

(
ν∑

k=1

hδ(x− x∗
k)y

′
ν

)′

+ 4
ν∑

k=1

hδ(x− x∗
k)yν = 0, (34.7)

яке є наближеним для рiвняння (34.1).

З вигляду квазiпохiдних (31.16) i початкового вектора (34.6)

легко отримати такi початковi умови для рiвняння (34.7):

yν(0) = y′ν(0) = 0, y′′ν(0) = y′′′ν (0) = 1. (34.8)

Використовуючи результати прикладу 31.5, маємо, що ТРС для

початкової задачi (34.7), (34.8) виражається формулою (тут

ỹk = yν(xk), k = 0, ν )

ỹk+4 −
(
4 + 5h2 − 2

3
h4

)
ỹk+3 +

(
6 + 10h2 +

8

3
h4 +

5

3
h6

)
ỹk+2−

−
(
4 + 5h2 − 2

3
h4

)
ỹk+1 + ỹk = 0, k = 0, ν−4,

ỹ0 = 0, y1 =
h2

2
+
h3

6
, ỹ2 = 2h2 +

4h3

3
+

5h4

2
+

5h5

4
− h6

3
− h7

9
,

ỹ3 =
9h2

2
+
9h3

2
+15h4+10h5+

17h6

2
+
161h7

36
−25h8

6
−5h9

3
+
2h10

9
+
2h11

27
.

Результати, отриманi цим способом при рiзнiй кiлькостi точок по-

дiлу наведенi у 4-му стовпцi таблицi 1. У цiй таблицi для порiв-

няння наведенi також результати (див. 6-ий стовпець), отриманi

при розв’язаннi задачi (34.1), (34.2) класичним методом скiнчен-

них рiзниць. Крiм того, у 3-му, 5-му i 7-му стовпцях цiєї таблицi
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Таблиця 1. Наближене значення y(1) розв’язку задачi (34.1), (34.2)

ν ТДФ ε1 ТРС ε2 МСР ε3

100 0.95240307 4.495 · 10−5 0.95240307 4.495 · 10−5 0.94704780 5.40022 · 10−3

200 0.95243678 1.124 · 10−5 0.95243678 1.124 · 10−5 0.94976818 2.67984 · 10−3

400 0.95244521 2.81 · 10−6 0.95244527 2.75 · 10−6 0.95111322 1.33480 · 10−3

800 0.95244732 7.0 · 10−7 0.95244670 1.32 · 10−6 0.95178198 6.6604 · 10−4

1600 0.95244785 1.8 · 10−7 0.95244996 1.94 · 10−6 0.95212856 3.1946 · 10−4

для зручностi вказанi абсолютнi похибки ε1 , ε2 , ε3 вiдповiд-

но для точної двоточкової формули (ТДФ), точного рекурентного

спiввiдношення (ТРС) i методу скiнченних рiзниць (МСР). Вiд-

значимо, що точне значення розв’язку задачi Кошi (34.1), (34.2)

y(1) = −1

3
e +

1

4
e2 +

1

12
e−2 = 0.95244802218267.

N

Приклад 34.2. Розглянемо шарнiрно обiпертий на двох кiн-

цях x=0 i x=π стиснутий стрижень довжини l=π i змiнної

жорсткостi g(x) = c
1+sinx

(c> 0) . Для вiдшукання критичного

навантаження Pкр потрiбно розв’язати задачу на власнi значення

y′′ + p(1 + sinx)y = 0, p = P/c, (34.9)

y(0) = y(π) = 0, (34.10)

перше власне значення якої p1=Pкр/c якраз i дасть потрiбний

результат.

H Перший спосiб. Для вiдшукання наближеного розв’язку

крайової задачi (34.9), (34.10) використаємо D -апроксимацiю. На
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вiдрiзку [0, π] введемо рiвномiрну (для зручностi) сiтку

ων = {xk = kh, k = 0, ν}

з кроком h = xk+1 − xk =
π
ν
.

Застосуємо до первiсної α(x) = x − cosx + const коефiцiєнта

a(x) = 1+ sinx дискретизацiю, тобто на пiвiнтервалi [xk, xk+1)

апроксимуємо її сталою функцiєю:

α(x) ≈ α(xk) = xk − cos xk + const, x ∈ [xk, xk+1).

Тодi на вiдрiзку [0, π] первiсна α(x) апроксимується схiдчастою

функцiєю вигляду (33.18):

α(x) ≈ αν(x) =
ν∑

k=0

(xk − cos xk + const)Θk(x), x ∈ [0, π].

Знайдемо стрибок функцiї αν(x) в точцi xk = kh (k = 1, ν) :

∆αν(xk) = αν(xk)−αν(xk−1) = xk − cosxk + const−
− (xk−1− cosxk−1+ const) = h− cos kh+ cos(k−1)h.

Вiдтак згiдно (33.20) маємо

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν∑

k=1

[h− cos kh+ cos(k−1)h] δ(x−xk). (34.11)

Тодi вироджене КДР

y′′ν + p
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)yν = 0,

де

αk
ν =h− cos kh+ cos(k−1)h =

π

ν
− cos

πk

ν
+ cos

π(k−1)

ν
,

(34.12)

є, очевидно, наближеним для рiвняння (34.9).
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Отримане КДР має вигляд рiвняння з прикладу 30.6 (див. за-

дачу (30.22)), в якому

c0=0, ck = pα
k
ν, x

∗
k =xk (k = 1, N, N = ν).

Тому ТРС для цього рiвняння визначається формулою (30.25),

де на пiдставi (30.24) Mk = − ck = − pαk
ν , вiдтак спiввiдношен-

ня (30.25) запишеться у виглядi (тут ỹk = yν(xk), k = 0, ν )

ỹk+1 − (2− phαk
ν)ỹk + ỹk−1 = 0, k = 1, ν−1. (34.13)

З крайової умови на лiвому кiнцi y(0) = 0 маємо ỹ0=0 . Ви-

бравши ỹ1 рiвним довiльнiй ненульовiй константi 4) (н-д, ỹ1=1 ),

iз рекурентної формули (34.13) знайдемо ỹν = yν(π) , яке, очевид-

но, залежатиме вiд p , тобто ỹν = ỹν(p) . Тодi з крайової умови

y(π) = 0 отримаємо характеристичне рiвняння ỹν(p) = 0 , коренi

якого (тобто власнi значення p ) можна знайти, н-д, методом по-

дiлу вiдрiзка навпiл.

У таблицi 2 для порiвняння наведенi результати, отриманi (при

ν =1600 ) рiзними методами: МВ — метод Вайнштейна, МФ —

метод Фiкера, МР — метод Рiтца, МD — метод D-апроксимацiї.

Другий спосiб. Для порiвняння побудуємо наближений розв’я-

зок крайової задачi (34.9), (34.10), використовуючи iнший спосiб

апроксимацiї коефiцiєнтiв — L -апроксимацiю.

Застосуємо до функцiї α(x) =x− cos x+ const лiнеаризацiю,

тобто на вiдрiзку [xk, xk+1] наблизимо її вiдрiзком прямої, що

4) Позаяк власнi функцiї визначаються з точнiстю до сталого множника.
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Таблиця 2. Власнi значення задачi (34.9), (34.10); ν =1600

p МВ МФ МР МD

p1 0.54031883 0.54031789 0.54031885 0.54031883

p2 − − − 2.37174805

p3 5.4486360 5.4477473 5.4486362 5.4486358

p4 − − − 9.762195318

p5 15.312608 15.292913 15.312608 15.3120518

проходить через точки
(
xk, α(xk)

)
i
(
xk+1, α(xk+1)

)
. Тодi на пiд-

ставi формули (33.17) маємо

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν−1∑

k=0

h− cos (k + 1)h + cos kh

h
Θk(x)

або в позначеннях (34.12)

a(x) ≈ α′
ν(x) =

ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x). (34.14)

Тодi вихiдне рiвняння (34.9) апроксимується КДР

y′′ν + p
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)yν = 0, (34.15)

Останнє є частинним випадком рiвняння (30.1), а тому ТРС для

нього матиме вигляд (30.20)–(30.21). Для побудови функцiї Кошi

K̃ν(x, s) КДР (34.15) на промiжку [xk, xk+1) , тобто рiвняння

y′′ν + p
αk+1
ν

h
yν = 0,

скористаємось результатами прикладу 14.2. Оскiльки на вiдрiзку

[0, π] функцiя cos x монотонно спадає, то cos xk+1< cos xk . Тодi,
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ỹk+1 − 2 cos
√
phαk+1

ν ỹk + ỹk−1 = 0, k = 1, ν−1,

де, як i ранiше, ỹk = yν(xk), k = 0, ν .

Далi для вiдшукання власних значень задачi (34.9), (34.10) так

само, як i в першому способi, побудуємо за допомогою аналогi-

чної процедури характеристичне рiвняння i використаємо метод

подiлу вiдрiзка навпiл.

У таблицi 3 наведено результати наближеного вiдшукання пер-

шого власного значення за допомогою L - i D -апроксимацiї (див.

таблицю 2).

Таблиця 3. Перше власне значення задачi (34.9), (34.10)

ν D-апроксимацiя L-апроксимацiя

100 0.54031183 0.54057761

200 0.54031710 0.54038353

400 0.54031842 0.54033503

800 0.54031875 0.54032290

1600 0.54031883 0.54031987

N

ЗАУВАЖЕННЯ 34.3. Задачу (34.9), (34.10) можна розв’язати та-

кож i за допомогою точної двоточкової формули, побудованої для

вiдповiдної наближеної системи, котру можна отримати шляхом

як D -, так i L -апрокисмацiї. Пропонуємо читачевi розв’язати за-

дачу цими методами самостiйно i порiвняти отриманi результати

зi значеннями, наведеними у таблицi 3.



266 Роздiл 5. Наближене розв’язування узагальнених КДР

Наступний модельний приклад iлюструє необхiднiсть викори-

стання L -апроксимацiї.

Приклад 34.4. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь,

що описує вал в слабко деформованому станi пiд дiєю стиску i

скруту [47, c. 26]



−g(x)z′′ = Pz −My′,

−g(x)y′′ = Py +Mz′,
(34.16)

де g(x) = (1 + sinx)−1 — жорсткiсть на згин, P — стискаю-

ча сила, M — крутильний момент. Для валу довжини l=π iз

закрiпленими кiнцями крайовi умови для системи (34.16) мають

вигляд

z(0) = z(π) = 0; y(0) = y(π) = 0. (34.17)

Вiдомо, що пiд дiєю достатньо великого крутильного моменту

M вал може втрачати стiйкiсть у формi гвинтоподiбної лiнiї: зi

зростанням крутильного моменту спочатку має мiсце лише скру-

чування, а далi при певному критичному крутильному моментi

вiсь гвинтоподiбно деформується. Якщо вал до того ж зазнає

впливу з боку осьової стискаючої сили (P > 0) , то ця гвинто-

подiбна деформацiя наступає ранiше, тобто при меншiй величи-

нi крутильного моменту. Навпаки, поява розтягуючої осьової си-

ли (P < 0) збiльшує критичний момент, пiдвищуючи тим самим

стiйкiсть валу.

Використовуючи D - i L -апроксимацiю, знайдемо спiввiдноше-

ння мiж параметрами P i M , яке, власне, й слугуватиме умовою

стiйкостi валу.
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H Введемо матрицю

J =

(
0 −1

1 0

)
,

тодi крайову задачу (34.16), (34.17) можна записати у векторному

виглядi наступним чином:

Ȳ ′′ + A(x)Ȳ ′ +B(x)Ȳ = 0, (34.18)

Ȳ (0) = Ȳ (π) = 0,

де Ȳ = (z, y)⊤ , A(x) =M(1 + sinx)J , B(x) =P (1 + sinx)E2 .

Далi розглянемо матричне диференцiальне рiвняння, асоцiйоване

до рiвняння (34.18) (див. §17),

Y ′′ + A(x)Y ′ +B(x)Y = 0, (34.19)

разом з крайовими умовами

Y (0) = Y (π) = O2. (34.20)

За допомогою вектора Y = (Y, Y ′)⊤ рiвняння (34.19) зведемо

до узагальненої диференцiальної системи першого порядку

Y ′ =

(
O2 E2

−B(x) −A(x)

)
Y . (34.21)

Введемо на вiдрiзку [0, π] рiвномiрну сiтку

ων = {xk = kh, k = 0, ν}

з кроком h = xk+1 − xk =
π
ν
. Щоб знайти наближений розв’язок

системи (34.21), застосуємо D -апроксимацiю до елемента B(x) .

Позаяк

B(x) =

(
P (1 + sinx) 0

0 P (1 + sinx)

)
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i P = const , то дискретизацiю застосовуємо до первiсної для

функцiї 1+ sinx . При цьому скористаємось отриманою в при-

кладi 34.2 апроксимацiєю (34.11):

1 + sinx ≈
ν∑

k=1

[h− cos kh+ cos (k−1)h]δ(x−xk).

Тодi

Bν(x) ≈



P

ν∑
k=1

αk
νδ(x−xk) 0

0 P
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)


 =

= P
ν∑

k=1

αk
νδk(x−xk)·E2, (34.22)

де αk
ν = h− cos kh + cos (k−1)h .

До елемента A(x) застосувати D -апроксимацiю не вийде, бо

при цьому матриця стрибкiв наближеної системи мала б вигляд

∆Cν(x) =

(
O2 O2

−∆Bν −∆Aν

)

i, очевидно, не задовольняла б умову коректностi (див. (17.6)):
[
∆Cν(x)

]2
= 0 ∀ x ∈ [0, π].

Саме тому застосуємо до елемента A(x) L -апроксимацiю. Поза-

як

A(x) =

(
0 −M(1 + sinx)

M(1 + sinx) 0

)
,

то лiнеаризувати будемо знову первiсну функцiї 1+ sinx . Лише

тепер застосуємо отриману в прикладi 34.2 апроксимацiю (34.14):

1 + sinx ≈
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x).
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враховуючи, що p > 0 , маємо

p
αk+1
ν

h
= p

h− cos (k+1)h+ cos kh

h
> 0,

тому за формулою (14.5) знаходимо

K̃ν(x, s) =

√
h

pαk+1
ν

sin

√
pαk+1

ν

h
(x−s).

Позаяк квазiпохiднi в сенсi рiвняння (34.15) i спряженого до ньо-

го рiвняння (див. §11) визначаються за формулами

y[1]ν (x) = y′ν(x), z{1}ν (s) = −z′ν(s),

то

K̃ [1]
ν (x, s) =

∂K̃ν(x, s)

∂x
= cos

√
pαk+1

ν

h
(x−s),

K̃{1}
ν (x, s) = −∂K̃ν(x, s)

∂s
= cos

√
pαk+1

ν

h
(x−s),

K̃ [1]{1}
ν (x, s) = −∂

2K̃ν(x, s)

∂x∂s
= −

√
pαk+1

ν

h
sin

√
pαk+1

ν

h
(x−s).

Тодi

K̃ν(xk+1, xk) = K̃ν(xk, xk−1) =

√
h

pαk+1
ν

sin
√
phαk+1

ν ,

K̃ [1]
ν (xk+1, xk) = K̃ [1]

ν (xk, xk−1) = cos
√
phαk+1

ν ,

K̃{1}
ν (xk+1, xk) = K̃{1}

ν (xk, xk−1) = cos
√
phαk+1

ν ,

K̃ [1]{1}
ν (xk, xk−1) = −

√
pαk+1

ν

h
sin
√
phαk+1

ν .

Пiдставивши останнi вирази у формулу (30.20) i врахувавши на

пiдставi (30.7), що Mk = 0 , пiсля спрощення отримаємо
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Тодi

Aν(x) ≈




0 −M
ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)

M
ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x) 0


 =

=M
ν−1∑

k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)·J. (34.23)

Використовуючи вирази (34.22) та (34.23), запишемо диферен-

цiальну систему

Y ′
ν =




O2 E2

−P
ν∑

k=1

αk
νδ(x−xk)·E2 −M

ν−1∑
k=0

αk+1
ν

h
Θk(x)·J


Yν, (34.24)

яка, очевидно, є апроксимацiєю системи (34.21).

Нехай Bν(x, s) — фундаментальна матриця системи (34.24).

За аналогiєю до (32.2) побудуємо ТДФ

Yν(xk) = Bν(xk, xk−1)Yν(xk−1), k=1, ν. (34.25)

На пiдставi властивостi (d) фундаментальної матрицi (див. тео-

рему 3.2) i структури матрицi стрибкiв системи (34.24)

∆Cν(xk) =


 O2 O2

−Pαk
νE2 O2




маємо

Bν(xk, xk−1) = (E4 +∆Cν(xk))Bν(xk−0, xk−1) =

=


 E2 O2

−Pαk
νE2 E2


 B̃k−1

ν (xk, xk−1), (34.26)
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де B̃k−1
ν (x, s) — фундаментальна матриця визначальної системи

на промiжку [xk−1, xk) , тобто системи

Y ′
ν =

(
O2 E2

O2 −M αk
ν

h
·J

)
Yν. (34.27)

Пiдставляючи вираз (34.26) у ТДФ (34.25), отримаємо спiввiд-

ношення

Yν(xk)=

(
E2 O2

−Pαk
νE2 E2

)
B̃k−1

ν (xk, xk−1)Yν(xk−1), k=1, ν. (34.28)

Побудуємо фундаментальну матрицю B̃k−1
ν (x, s) , використову-

ючи теорему 19.4. Для цього знайдемо матрицю-функцiю Кошi

K̃k−1
ν (x, s) КДР

Y ′′
ν +M

αk
ν

h
JY ′

ν = 0, 1 6 k 6 ν, (34.29)

що еквiвалентне системi (34.27). Безпосередньою перевiркою лег-

ко переконатися, що функцiя Кошi цього КДР визначається ви-

разом

K̃k−1
ν (x, s) =

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν (x−s)
]
,

де Jk
ν =M

αk
ν

h
J , k=1, ν . Врахуємо також, що квазiпохiднi в сенсi

рiвняння (34.29) i спряженого до нього рiвняння вiдповiдно до

(17.3) та (17.13) мають вигляд

Y [1]
ν (x) = Y ′

ν(x), Z{1}
ν (s) = −Z ′

ν(s) + Jk
νZν(s).

Тодi на пiдставi теореми 19.4 фундаментальна матриця систе-

ми (34.27) має вигляд

B̃k−1
ν (x, s)=

(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν (x−s)
]

O2 e−Jk
ν (x−s)

)
,
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звiдки

B̃k−1
ν (xk, xk−1) =

(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−Jk

ν h
]

O2 e−Jk
ν h

)

Пiдставляючи цю матрицю у формулу (34.28), отримаємо ТДФ

для системи (34.24) (яка водночас є наближеною для системи

(34.21)):

Yν(xk)=

(
E2 O2

−Pαk
νE2 E2

)(
E2

(
Jk
ν

)−1[
E2 − e−J

k
ν h
]

O2 e−Jk
ν h

)
Yν(xk−1). (34.30)

Можна показати (див., н-д, [33, c. 54]), що

e−tJ =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
,

тому

e−Jk
ν h = e−Mαk

νJ =

(
cosMαk

ν sinMαk
ν

− sinMαk
ν cosMαk

ν

)
=

= cosMαk
ν ·E2 − sinMαk

ν ·J.

Обчислимо також
(
Jk
ν

)−1
:

(
Jk
ν

)−1
=

(
0 −M αk

ν

h

M αk
ν

h
0

)−1

=


 0 h

Mαk
ν

− h
Mαk

ν
0


 = − h

Mαk
ν

J.

Якщо цi вирази пiдставити в (34.30) i виконати множення бло-

кових матриць, то ТДФ набуде вигляду

Yν(xk) =

(
E2 Gk

ν

−Pαk
ν ·E2 Hk

ν

)
Yν(xk−1), k = 1, ν, (34.31)

де

Gk
ν =

h

Mαk
ν

[
sinMαk

ν ·E2 −
(
1− cosMαk

ν

)
·J
]
,
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Hk
ν =

[
cosMαk

ν −
Ph

M
sinMαk

ν

]
E2−

−
[
sinMαk

ν −
Ph

M

(
1− cosMαk

ν

)]
J.

З крайової умови (34.20) на лiвому кiнцi випливає, що пер-

ша компонента блокового вектора Yν(0) дорiвнює O2 . Вибрав-

ши другу компоненту цього вектора рiвною довiльнiй ненульовiй

(скажiмо, одиничнiй) матрицi, так що Yν(0) = (O2, E2)
⊤, за ре-

курентною формулою (34.31) знайдемо Yν(π), яке, очевидно, за-

лежатиме вiд параметрiв P i M . Тодi з крайової умови (34.20)

на правому кiнцi отримаємо рiвняння

detY1
ν (P,M) = 0,

де Y1
ν (P,M) — перша блокова компонента вектора Yν(π;P,M) .

Це i є характеристичне рiвняння для визначення P та M .

Послiдовно задаючи значення крутильного моменту M, будемо

обчислювати значення осьової стискаючої сили P . При M =0

чи P =0 вихiдна задача значно спрощується i тому розв’язується

окремо. В таблицi 4 наведенi числовi результати, а на рис. 1 —

крива залежностi значень P вiд значень M.

Наостанок зауважимо, що у випадку, коли вал має сталий по-

перечний перерiз i вiдтак g(x) = const , задача (34.16), (34.17)

дослiджувалась у роботi [13], де отримано умову стiйкостi у ви-

глядi спiввiдношення

M 2

4g2
+
P

g
=
π2

l2
.

N
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Таблиця 4. Залежнiсть мiж параметрами P i M

M 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35

P 0.540 0.539 0.536 0.530 0.522 0.512 0.499 0.484

M 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75

P 0.467 0.448 0.426 0.402 0.376 0.347 0.317 0.283

M 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.09

P 0.248 0.210 0.170 0.128 0.083 0.036 0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 M

P

ut ut ut ut ut ut ut ut ut ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut
ut

Рис. 1. Крива залежностi стискаючої сили вiд крутильного моменту
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