
Ìiíiñòåðñòâî îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè
Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

Ì.Ì. Îñèï÷óê, Ð.Â. Øåâ÷óê

ÒÅÎÐIß ÉÌÎÂIÐÍÎÑÒÅÉ
I ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Êîíñïåêò ëåêöié
äëÿ ñòóäåíòiâ íàïðÿìó ïiäãîòîâêè

¾Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà¿
âèùèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäiâ

Iâàíî-Ôðàíêiâñüê
2019



ÓÄÊ 519.2
ÁÁÊ 22.17

Î 74

Äðóêó¹òüñÿ çà ðiøåííÿì Â÷åíî¨ ðàäè ôàêóëüòåòó ìàòå-
ìàòèêè òà iíôîðìàòèêè Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî
óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà (ïðîòîêîë �7 âiä
28 áåðåçíÿ 2019 ð.)

Ðåöåíçåíòè:
Êîïèòêî Á.I., äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôå-
ñîð (×åíñòîõîâñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò)
Íèòðåáè÷ Ç.Ì., äîêòîð ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, ïðîôå-
ñîð (Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò ¾Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà¿)

Îñèï÷óê Ì.Ì., Øåâ÷óê Ð.Â.
Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé i ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà: Êîíñ-

ïåêò ëåêöié. � Iâàíî-Ôðàíêiâñüê: Ãîëiíåé, 2019. � 170ñ.

Ó âèãëÿäi êîíñïåêòó ëåêöié âèêëàäåíî îñíîâè òåîði¨
éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè. Íàâåäåíî ïðè-
êëàäè i çàäà÷i, ÿêi iëþñòðóþòü îñíîâíi ïîíÿòòÿ, à òàêîæ
ïîÿñíþþòü ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ äîâåäåíèõ òåîðåì.

Êîíñïåêò ëåêöié ïðèçíà÷åíèé äëÿ ñòóäåíòiâ íàïðÿìó
ïiäãîòîâêè ¾Ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà¿ âèùèõ íàâ÷àëüíèõ
çàêëàäiâ.

ÓÄÊ 519.2
ÁÁÊ 22.17

c©Îñèï÷óê Ì.Ì., Øåâ÷óê Ð.Â., 2019



Ðîçäië 1

Âèïàäêîâi ïîäi¨ òà

éìîâiðíîñòi

1.1 Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò òà

éìîâiðíiñíèé ïðîñòið

1.1.1 Ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò, åëåìåí-
òàðíi ïîäi¨, ïîäi¨

Âèõiäíèì ïîíÿòòÿì òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ¹ ïîíÿòòÿ ñòî-
õàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòó, âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ òà éìîâiðíîñòi
âèïàäêîâî¨ ïîäi¨. Ñòîõàñòè÷íèì (âèïàäêîâèì) åêñïåðèìåí-
òîì áóäåìî íàçèâàòè åêñïåðèìåíò (äåÿêó äiþ), ðåçóëüòàò
ÿêîãî íåìîæëèâî òî÷íî ïåðåäáà÷èòè íàïåðåä. Ïðè öüî-
ìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè òàêi åêñïåðèìåíòè, ÿêi ìî-
æíà ïîâòîðþâàòè ïðè íåçìiííèõ óìîâàõ áóäü-ÿêó êiëü-
êiñòü ðàç. Áóäü-ÿêèé ðåçóëüòàò ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåí-
òó, ÿêèé ìîæå áóòè çàôiêñîâàíèì (ñïîñòåðiãàòèñÿ), áóäåìî
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íàçèâàòè âèïàäêîâîþ ïîäi¹þ1(ïîäi¹þ). Ñåðåä âèïàäêîâèõ
ïîäié âèäiëèìî òi ç íèõ, ÿêi íå ìîæóòü âiäáóâàòèñÿ îäíî-
÷àñíî i íå ìîæóòü áóòè ðîçêëàäåíi íà ïðîñòiøi âèïàäêîâi
ïîäi¨. Òàêi ïîäi¨ áóäåìî íàçèâàòè åëåìåíòàðíèìè ïîäiÿìè.

Òàêèì ÷èíîì, ç êîæíèì ñòîõàñòè÷íèì åêñïåðèìåíòîì
ìîæíà ïîâ'ÿçàòè äåÿêó ìíîæèíó Ω åëåìåíòàðíèõ ïîäié
(ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié). Êîæíó ïîäiþ, ÿêà ìîæå íà-
ñòàòè â ðåçóëüòàòi öüîãî åêñïåðèìåíòó, ìîæíà òîìó ðîç-
ãëÿäàòè ÿê äåÿêó ïiäìíîæèíó ïðîñòîðó åëåìåíòàðíèõ ïî-
äié.

Åëåìåíòàðíi ïîäi¨ áóäåìî ïîçíà÷àòè áóêâàìè ω àáî ωi
(ω ∈ Ω àáî ωi ∈ Ω), âèïàäêîâi ïîäi¨ áóäåìî ïîçíà÷àòè âåëè-
êèìè áóêâàìè ëàòèíñüêîãî àëôàâiòó: A, B, i ò. ä. Âèíÿòîê
ñòàíîâëÿòü äâi ïîäi¨: Ω � âiðîãiäíà ïîäiÿ òà ∅� íåìîæëèâà
ïîäiÿ.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîäiÿ A íàñòàëà (âiäáóëàñÿ), ÿêùî
íàñòàëà ÿêà-íåáóòü åëåìåíòàðíà ïîäiÿ ω ∈ A, ïðè öüîìó
ââàæàòèìåìî, ùî åëåìåíòàðíà ïîäiÿ ω ñïðèÿ¹ ïîäi¨ A.

Ïðèêëàäè.
1. Åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ â òðèêðàòíîìó ïiäêèäàííi ìî-

íåòè i ôiêñàöi¨ ñòîðîíè ìîíåòè, ÿêîþ âîíà âèïàäå êîæíîãî
ðàçó. Â òàêîìó åêñïåðèìåíòi ¹ âñüîãî 8 íàéïðîñòiøèõ ðå-
çóëüòàòiâ (åëåìåíòàðíèõ ïîäié). Òîáòî

Ω = {ããã, ããö, ãöã, öãã, ãöö, öãö, ööã, ööö}.

Íåõàé ïîäiÿ A ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèïàäå ïðèíàéìíi
îäèí ãåðá, à ïîäiÿ B � â òîìó, ùî äðóãèì âèïàäå ãåðá.
Òîìó

A = {ããã, ããö, ãöã, öãã, ãöö, öãö, ööã},

B = {ããã, ããö, öãã, öãö}.
1Ïiçíiøå äàìî áiëüø òî÷íå îçíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ ïîäi¨.
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2. Åêñïåðèìåíò ïîëÿãà¹ â êèäàííi òî÷êè â äåÿêèé êâà-
äðàò. Åëåìåíòàðíîþ ïîäi¹þ ñëiä â öüîìó âèïàäêó ââàæàòè
ïîïàäàííÿ â äåÿêó ôiêñîâàíó òî÷êó êâàäðàòà. Òîìó ïðî-
ñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié ìîæíà çàäàòè ÿê ìíîæèíó òî÷îê
êâàäðàòà.

Íåõàé ïîäiÿ A ïîëÿãà¹ â ïîïàäàííi òî÷êè ó âïèñàíèé â
äàíèé êâàäðàò êðóã. Îòæå, A çàäà¹òüñÿ êðóãîì, âïèñàíèì
â äàíèé êâàäðàò.

Çàóâàæåííÿ.Ïîòðiáíî âiäçíà÷èòè, ùî â ïåðøîìó ïðè-
êëàäi ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åí-
íî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ, à â äðóãîìó � iç íåñêií÷åííî¨ (íå-
çëi÷åííî¨).

1.1.2 Äi¨ íàä ïîäiÿìè

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìîæëèâi äi¨ íàä ïîäiÿìè òà âiäíîøå-
ííÿ, â ÿêèõ öi ïîäi¨ ìîæóòü áóòè. Äàìî òàêi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîäiÿ A ¹ ÷àñòêîâèì
âèïàäêîì ïîäi¨ B (àáî B ¹ íàñëiäêîì A), ÿêùî ìíîæèíà
åëåìåíòàðíèõ ïîäié, ùî ñïðèÿþòü ïîäi¨ A ¹ ïiäìíîæèíîþ
åëåìåíòàðíèõ ïîäié, ùî ñïðèÿþòü ïîäi¨ B. Ïîçíà÷à¹òüñÿ
öå òàê: A ⊂ B àáî B ⊃ A

ßêùî A ⊂ B i B ⊂ A, òî êàæóòü, ùî ïîäi¨ A i B ñïiâ-
ïàäàþòü, òîáòî A = B.

Îçíà÷åííÿ. Ñóìîþ (àáî îá'¹äíàííÿì) äâîõ ïîäié A i
B íàçèâà¹òüñÿ ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäáóäåòüñÿ
àáî ïîäiÿ A, àáî ïîäiÿ B. Ïîçíà÷à¹òüñÿ ñóìà ïîäié òàê:
A+B àáî A ∪B.

Òîìó ñóìi äâîõ ïîäié A i B ñïðèÿþòü òi i òiëüêè òi
åëåìåíòàðíi ïîäi¨, ÿêi ñïðèÿþòü õî÷à á îäíié ç ïîäié A ÷è
B.

Îçíà÷åííÿ. Äîáóòêîì (àáî ïåðåðiçîì) äâîõ ïîäié A i
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B íàçèâà¹òüñÿ ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âiäáóäåòüñÿ i
ïîäiÿ A, i ïîäiÿ B. Ïîçíà÷à¹òüñÿ äîáóòîê ïîäié òàê: A · B
àáî A ∩B.

Îòæå, äîáóòêó äâîõ ïîäié A i B ñïðèÿþòü òi i òiëüêè
òi åëåìåíòàðíi ïîäi¨, ÿêi ñïðèÿþòü îáèäâîì ïîäiÿì A i B.

Îçíà÷åííÿ. Ïðîòèëåæíîþ ïîäi¹þ äî ïîäi¨ A íàçèâà¹-
òüñÿ ïîäiÿ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïîäiÿ A íå âiäáóäåòüñÿ.
Ïîçíà÷à¹òüñÿ ïðîòèëåæíà ïîäiÿ òàê: A.

Òîáòî, ïîäi¨ A ñïðèÿþòü òi i òiëüêè òi åëåìåíòàðíi ïîäi¨,
ÿêi íå ñïðèÿþòü ïîäi¨ A.

Êðiì ðîçãëÿíóòèõ äié íàä ïîäiÿìè ìîæíà âèäiëèòè ùå
é òàêi:

1. ðiçíèöÿ ïîäié A \B = A ·B; òîìó A = Ω \ A;

2. ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ïîäié A∇B = (A \B) + (B \ A).

Íàâåäåìî íàéâàæëiâiøi âëàñòèâîñòi äié íàä ïîäiÿìè:

1. A + B = B + A, A · B = B · A (êîìóòàòèâíiñòü äîäà-
âàííÿ òà ìíîæåííÿ);

2. A + (B + C) = (A + B) + C, A · (B · C) = (A · B) · C
(àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ);

3. (A+B)·C = A·C+B ·C (äèñòðèáóòèâíiñòü ìíîæåííÿ
âiäíîñíî äîäàâàííÿ);

4. A · B + C = (A + C) · (B + C) (äèñòðèáóòèâíiñòü
äîäàâàííÿ âiäíîñíî ìíîæåííÿ);

5. A+B = A ·B, A ·B = A+B (çàêîíè äå Ìîðãàíà);

6. A+ A = Ω, A · A = ∅, A = A.
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Âïðàâà. Äîâåñòè âëàñòèâîñòi 1-6.
Îçíà÷åííÿ.Ïîäi¨A iB íàçèâàþòüñÿ íåñóìiñíèìè, ÿêùî

A ·B = ∅. Â iíøîìó âèïàäêó öi ïîäi¨ ñóìiñíi.
Î÷åâèäíî, ùî ïîäi¨ A i A íåñóìiñíi.
Íåõàé A � äåÿêà ìíîæèíà ïîäié (ñèñòåìà ïiäìíîæèí

Ω).
Îçíà÷åííÿ. Ìíîæèíà ïîäié A íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ,

ÿêùî:

1. Ω ∈ A;

2. ç òîãî, ùî A, B ∈ A, âèïëèâà¹, ùî A+B ∈ A;

3. ç òîãî, ùî A ∈ A, âèïëèâà¹, ùî A ∈ A.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ ëåãêî ñëiäó¹, ùî ∅ ∈ A, áî ∅ = Ω, i
ÿêùî A, B ∈ A, òî A ·B ∈ A, áî A ·B = A+B.

Îçíà÷åííÿ.Ìíîæèíà ïîäié F íàçèâà¹òüñÿ σ-àëãåáðîþ
(ñèãìà-àëãåáðîþ), ÿêùî âîíà ¹ àëãåáðîþ i äëÿ áóäü-ÿêî¨

ïîñëiäîâíîñòi ïîäié {An, n ≥ 1} ç F ¨õ ñóìà
∞⋃
n=1

An ∈ F .

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî 2

∞⋂
n=1

An =
∞⋃
n=1

An ∈ F ,

ÿêùî {An, n ≥ 1} ⊂ F .
Íàäàëi äëÿ êîæíîãî ñòîõàñòè÷íîãî åêñïåðèìåíòà áó-

äåìî âèçíà÷àòè ðàçîì ç ïðîñòîðîì åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω
òàêîæ i σ-àëãåáðó ïîäié F , i òiëüêè åëåìåíòè σ-àëãåáðè F
áóäåìî íàçèâàòè ïîäiÿìè.

2Çíà÷êàìè
∞⋃

n=1
òà

∞⋂
n=1

ïîçíà÷åíi, âiäïîâiäíî, ñóìà i äîáóòîê ïîäié,

çàïèñàíèõ ïiñëÿ íèõ.
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1.1.3 Éìîâiðíiñòü

Â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ ìàéæå çàâ-
æäè âèíèêà¹ ïîòðåáà îöiíþâàòè ïîäi¨ (ùî âiäíîñÿòüñÿ äî
îäíîãî ÷è ðiçíèõ ñòîõàñòè÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ) çà ñòóïå-
íåì ¨õ ¾äîñòîâiðíîñòi¿ ÿê, íàïðèêëàä, ïîäiÿ Ω âiäáóâà¹-
òüñÿ çàâæäè (âiðîãiäíà ïîäiÿ), à ïîäiÿ ∅ íå âiäáóâà¹òüñÿ
íiêîëè (íåìîæëèâà ïîäiÿ). Äëÿ öüîãî ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ
éìîâiðíîñòi ïîäi¨.

Îçíà÷åííÿ. Éìîâiðíiñòþ (éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ) íàçè-
âà¹òüñÿ ÷èñëîâà ôóíêöiÿ P(A), ÿêà âèçíà÷åíà íà σ-àëãåáði
ïîäié F òà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. P(A) ≥ 0 äëÿ âñiõ A ∈ F ;

2. P(Ω) = 1;

3. ÿêùî ïîäi¨ A1, A2, . . . ïîïàðíî íåñóìiñíi (òîáòî Ai ·
Aj = ∅ ïðè âñiõ i 6= j), òî

P

(
∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

P(An).

Îçíà÷åííÿ. Òðiéêó åëåìåíòiâ (Ω, F , P), äå Ω � ïðî-
ñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié, F � σ-àëãåáðà ïîäié (ïiäìíîæèí
Ω), P � éìîâiðíiñíà ìiðà íà F , áóäåìî íàçèâàòè éìîâiðíi-
ñíèì ïðîñòîðîì.

Çàóâàæåííÿ. Âëàñòèâîñòi ç îçíà÷åíü σ-àëãåáðè F , òà
éìîâiðíiñíî¨ ìiðè P ùå íàçèâàþòü àêñiîìàìè òåîði¨ éìî-
âiðíîñòåé. Àêñiîìàòè÷íèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè òåîði¨ éìî-
âiðíîñòåé çàïðîïîíóâàâ â 1929 ð. À.Ì.Êîëìîãîðîâ.
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1.2 Âëàñòèâîñòi òà ïðèêëàäè éìîâið-

íîñòåé

1.2.1 Âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi éìîâiðíîñòi,
ùî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åííÿ.

Òåîðåìà (ïðî éìîâiðíiñòü ïðîòèëåæíî¨ ïîäi¨).Äëÿ
áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨ A

P(A) = 1− P(A).

J Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ A i A. Îñêiëüêè A+A = Ω i A·A = ∅,
òî 1 = P(Ω) = P(A + A) = P(A) + P(A). Çâiäñè P(A) =
1− P(A). I

Íàñëiäîê. P(∅) = 0.
J Îñêiëüêè ∅ = Ω, òî çà òåîðåìîþ ïðî éìîâiðíiñòü

ïðîòèëåæíî¨ ïîäi¨ P(∅) = 1− P(Ω) = 1− 1 = 0. I
Òåîðåìà (ïðî ìîíîòîííiñòü éìîâiðíîñòi). ßêùî

A ⊂ B, òî P(A) ≤ P(B)
J Ïîäàìî ïîäiþ B ó âèãëÿäi B = A + A · B. Îñêiëüêè

A · (A · B) = ∅, òî P(B) = P(A) + P(A · B) ≥ P(A), áî
P(A ·B) ≥ 0. I

Òåîðåìà (ïðî äîäàâàííÿ éìîâiðíîñòåé). ßêùî A
i B äîâiëüíi ïîäi¨, òî P(A+B) = P(A) + P(B)− P(A ·B).

J Îñêiëüêè A + B = A + A · B i B = A · B + A · B òà
A · (A ·B) = ∅ i (A ·B) · (A ·B) = ∅, òî

P(A+B) = P(A) + P(A ·B) i

P(B) = P(A ·B) + P(A ·B).

Çâiäñè P(A ·B) = P(B)− P(A ·B) i

P(A+B) = P(A) + P(B)− P(A ·B). I
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Òåîðåìà. ßêùî A ⊂ B, òî P(B \ A) = P(B)− P(A).
J Ïîäàìî ïîäiþ B ó âèãëÿäi B = B \A+A. Î÷åâèäíî,

ùî (B \ A) · A = ∅ i òîìó

P(B) = P(B \ A) + P(A),

çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. I
Òåîðåìà (ïðî íåïåðåðâíiñòü éìîâiðíîñòi). Íåõàé

äàíî ïîñëiäîâíiñòü ïîäié A1, A2, . . . òàêó, ùî A1 ⊃ A2 ⊃ . . .

i A =
∞⋂
n=1

An. Òîäi P(A) = lim
n→∞

P(An).

J Ðîçêëàäåìî êîæíó ïîäiþ An íà ñóìó ïîïàðíî íå-

ñóìiñíèõ ïîäié An =
∞⋃
k=n

Ak · Ak+1 ∪ A. Òîìó P(An) =

∞∑
k=n

P(Ak · Ak+1 + P(A), çâiäêè

P(An)− P(A) =
∞∑
k=n

P(Ak · Ak+1). (1.1)

Ïðè n = 1 ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ðÿä
∞∑
k=1

P(Ak · Ak+1) çáiãà¹òüñÿ. Îñêiëüêè çà ôîðìóëîþ (1.1)

P(An)− P(A) ¹ çàëèøêîì öüîãî ðÿäó, òî

lim
n→∞

P(An)− P(A) = 0. I

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó äåÿêèõ êîíêðåòíèõ ïðè-
êëàäiâ éìîâiðíiñíèõ ïðîñòîðiâ.

1.2.2 Êëàñè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi

Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòî-
âi âiäïîâiäà¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F , P). Íåõàé ïðî-
ñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω ¹ ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ i n =
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|Ω|. Íåõàé F � σ-àëãåáðà âñiõ ïiäìíîæèí Ω. Êðiì òîãî, íå-
õàé éìîâiðíiñíà ìiðà P òàêà, ùî âñi åëåìåíòàðíi ïîäi¨ ìà-
þòü îäíàêîâi éìîâiðíîñòi (ðiâíîìîæëèâi). Òîìó P(ωi) = 1

n
.

Íåõàé äàëi ïîäi¨ A ñïðèÿþòü m = |A| åëåìåíòàðíèõ
ïîäié òîáòî A =

m⋃
k=1

ωik .

Îñêiëüêè P(
m⋃
k=1

ωik) =
m∑
k=1

P(ωik) = m
n
, òî

P(A) =
m

n
. (1.2)

Ðiâíiñòü (1.2) i ¹ êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi.
Ïðèêëàä. Ïiäêèäà¹òüñÿ ãðàëüíèé êóáèê. Çíàéòè éìî-

âiðíiñòü òîãî, ùî ÷èñëî î÷îê, ÿêå âèïàäå, êðàòíå òðüîì.
Íàéïðîñòiøi ðåçóëüòàòè îïèñàíîãî åêñïåðèìåíòó (åëå-

ìåíòàðíi ïîäi¨) ωi = {âèïàëî ÷èñëî i}, i = 1, 6.
Î÷åâèäíî (ÿêùî êóáèê ïðàâèëüíèé � âèãîòîâëåííèé

ç îäíîðiäíîãî ìàòåðiàëó), ùî éìîâiðíiñíó ìiðó ïîòðiáíî
âèçíà÷èòè òàê, ùîá P(ωi) = 1

6
.

Îïèñàíié ïîäié (ïîçíà÷èìî ¨¨ A) ñïðèÿþòü äâi åëåìåí-
òàðíi ïîäi¨ A = {ω3, ω6}.

Òîìó |A| = 2 i P(A) = 2
6

= 1
3
.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ çàäàíà íà F ðiâíiñòþ (1.2) çà-
äîâîëüíÿ¹ âñi âèìîãè, ÿêi ïîâèííi âèêîíóâàòèñü äëÿ éìî-
âiðíiñíî¨ ìiðè. Äiéñíî

1. P(A) = m
n
≥ 0;

2. P(Ω) = n
n

= 1;

3. ÿêùî A ·B = ∅ (|A| = m i |B| = k), òî

P(A+B) =
m+ k

n
=
m

n
+
k

n
= P(A) + P(B).
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Çëi÷åííî¨ àäèòèâíîñòi âiä ôóíêöi¨ P âèìàãàòè íå ïîòði-
áíî, áî F ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi (2n) ïiäìíî-
æèí.

1.2.3 Ãåîìåòðè÷íå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi

Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ êîëè ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåí-
òó âiäïîâiäà¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F , P) â ÿêîìó ïðî-
ñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω ¹ íåñêií÷åííèì, íàâiòü íåçëi÷åí-
íèì.

Íåõàé Ω ¹ äåÿêîþ ìíîæèíîþ åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn

(n = 1, 2, 3), σ-àëãåáðà ïîäié F � íàéìåíøà σ-àëãåáðà, ùî
ìiñòèòü âñi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè Ω. ßê i â ïîïåðåäíüîìó
âèïàäêó, áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi åëåìåíòàðíi ïîäi¨ ðiâíî-
ìîæëèâi. Ïðîòå íiÿêî¨ íåíóëüîâî¨ éìîâiðíîñòi åëåìåíòàð-
íèì ïîäiÿì ïðèïèñàòè íåìîæíà, áî ¨õ íåñêií÷åííå ÷èñëî.
Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä ðiâíîìîæëèâîñòi åëåìåíòàðíèõ ïîäié
ïðèðîäíî âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü êîæíî¨ ïîäi¨ ïðîïîðöiéíó
¨¨ n-âèìèðíié ìiði (äîâæèíi ïðè n = 1, ïëîùi ïðè n = 2,
îá'¹ìó ïðè n = 3) mes(A), ÿê ìíîæèíè ç Rn.

Òîáòî P(A) = C ·mes(A), à îñêiëüêè 1 = P(Ω) = C ×
mes(Ω), òî C = 1

mes(Ω)
. Òîìó

P(A) =
mes(A)

mes(Ω)
(1.3)

Ðiâíiñòü (1.3) i ¹ ãåîìåòðè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíî-
ñòi.

Î÷åâèäíî, ùî âñi õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi éìîâið-
íiñíî¨ ìiðè âèêîíóþòüñÿ, áî âëàñòèâîñòi 1) i 3) ìà¹ ñàìà
ìiðà mes, à P(Ω) = mes(Ω)

mes(Ω)
= 1.

Ïðèêëàä (çàäà÷à ïðî çóñòði÷). Äâà ñòóäåíòè ïðè-
çíà÷èëè çóñòði÷ ó ïåâíîìó ìiñöi ìiæ òðåòüîþ òà ÷åòâåð-
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òîþ ãîäèíàìè äíÿ. Òîé, õòî ïðèéäå ïåðøèé, ÷åêà¹ iíøîãî
âïðîäîâæ 15 õâèëèí, ïiñëÿ ÷îãî éäå ç ìiñöÿ çóñòði÷i. Çíà-
éòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çóñòði÷ âiäáóäåòüñÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x ÷àñ (ó ãîäèíàõ) ïðèõîäó íà ìiñöå
çóñòði÷i ïåðøîãî ñòóäåíòà, à ÷åðåç y � äðóãîãî. Î÷åâèäíî,
ùî ãîäèíà, ïiä ÷àñ ÿêî¨ ìà¹ âiäáóòèñÿ çóñòði÷, íåñóòò¹âà,
òîáòî ñòóäåíòè ìàþòü çóñòðiòèñÿ ïðîòÿãîì îäíi¹¨ ãîäèíè.
Òîäi äëÿ x i y âèêîíóþòüñÿ óìîâè

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

i
Ω = {(x; y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.

Ãåîìåòðè÷íèì çîáðàæåííÿì ïðîñòîðó Ω ¹ îäèíè÷íèé êâà-
äðàò OMBN (ðèñ. 1.1).

Íåõàé ïîäiÿ A ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çóñòði÷ âiäáóëàñÿ. Öå
ìîæëèâî ëèøå òîäi, êîëè ðiçíèöÿ ìiæ ÷àñîì ïðèõîäó íà
ìiñöå çóñòði÷i ïåðøîãî òà äðóãîãî ñòóäåíòiâ íå áiëüøà çà
15 õâ, àáî 1

4
ãîä, òîáòî

|x− y| ≤ 1

4
. (1.4)

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ñèñòåìó íåðiâíîñòåé

y ≤ x+
1

4
, y ≥ x− 1

4
.

Ìíîæèíà òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü íå-
ðiâíîñòi (1.4), óòâîðþ¹ ôiãóðó ABCDOE (ðèñ. 1.1).

Îñêiëüêè

SABCDOE = SMBNO − 2SEMA,
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ïðè÷îìó

SMBNO = 1, SEMA =
1

2
· 3

4
· 3

4
=

9

32
,

òî

SABCDOE = 1− 9

16
=

7

16
.

Îòæå, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çóñòði÷ âiäáóäåòüñÿ,

P(A) =
7

16

Ðèñ. 1.1
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1.3 Óìîâíi éìîâiðíîñòi.

Íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ ïîäié

1.3.1 Óìîâíà éìîâiðíiñòü

Íåõàé, äåÿêîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòó âiäïîâiä-
à¹ éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F , P). Ðîçãëÿíåìî äâi ïîäi¨ A
i B, ïðè÷îìó P(B) 6= 0. Çàäàìîñü ïèòàííÿì, ÷è âïëèâà¹ íà
éìîâiðíiñòü (¾äîñòîâiðíiñòü¿) ïîäi¨ A iíôîðìàöiÿ ïðî òå,
ùî ïîäiÿ B âiäáóëàñü, òà ÿê çíàéòè öþ éìîâiðíiñòü. Î÷å-
âèäíî, ùî âiäïîâiäü íà ïåðøó ÷àñòèíó ïèòàííÿ ïîâèííà
áóòè, âçàãàëi êàæó÷i, ïîçèòèâíîþ. Àáñîëþòíî çðîçóìiëèì
¹ òå, ùî ÿêùî ìè çíà¹ìî, ùî ïîäiÿ B âiäáóëàñÿ, òî ïðî-
ñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié íåîáõiäíî çâóçèòè äî ìíîæèíè,
ÿêà îïèñó¹ ïîäiþ B. ßñíî òàêîæ, ùî çàìiñòü σ-àëãåáðè
ïîäié F ñëiä âçÿòè σ-àëãåáðó FB, ùî ¹ ñëiäîì F íà ïîäi¨
B. Òîáòî FB = {C ∩B;C ∈ F}.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ïîäié FB óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó
ïiäìíîæèí B.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iäå¨ ïîáóäîâè éìîâiðíiñíèõ ìið, ÿêi ìè
ðîçãëÿäàëè âèùå, òà ïîíÿòòÿ éìîâiðíîñòi ÿê äåÿêî¨ ìiðè
(¾âàãè¿) ïîäi¨, äàìî òàêå îçíà÷åííÿ óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi:

Îçíà÷åííÿ. Óìîâíîþ éìîâiðíiñòþ ïîäi¨ A ïðè óìî-
âi, ùî âiäáóëàñÿ ïîäiÿ B (P(B) 6= 0), íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
P(A/B) = P(A·B)

P(B)
.

Óìîâíà éìîâiðíiñòü P(·/B) ìà¹ òàêi ïðîñòi âëàñòèâîñòi:

1. P(A/B) ≥ 0 äëÿ âñiõ A ∈ F ;

2. P(Ω/B) = P(B/B) = 1;
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3. ÿêùî ïîäi¨ A1, A2, . . . ïîïàðíî íåñóìiñíi, òî

P

(
∞⋃
n=1

An/B

)
=

P

( ∞⋃
n=1

An·B
)

P(B)
=

∞∑
n=1

P(An·B)

P(B)
=

=
∞∑
n=1

P(An/B),

áî ïîäi¨ {An ·B : n ≥ 1} ïîïàðíî íåñóìiñíi.

Îòæå, P(·/B) ¹ éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ ÿê íà F òàê i íà FB.
Îñêiëüêè äëÿ âñiõ A ∈ F òàêèõ, ùî A ·B = ∅, P(A/B) = 0,
òî ÿêùî âiäîìî, ùî ïîäiÿ B âiäáóëàñÿ, ìîæíà îáìåæèòèñü
óìîâíèì ñòîõàñòè÷íèì åêñïåðèìåíòîì, ÿêîìó âiäïîâiäà¹
éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (B, FB, P(·/B)).

Ïðèêëàä. Äâi÷i âèòÿãóþòü áåç ïîâåðíåííÿ ïî îäíié
êóëüöi ç óðíè, ÿêà ìiñòèòü n áiëèõ i m ÷îðíèõ êóëüîê.
Ðîçãëÿíåìî äâi ïîäi¨: A={äðóãà êóëüêà ÷îðíà}, B={ïåðøà
êóëüêà áiëà}.

ßêùî ïîäiÿ B âiäáóëàñü òî â óðíi çàëèøèëîñü n − 1
áiëèõ i m ÷îðíèõ êóëüîê. Òîìó éìîâiðíiñòü ïîäi¨ A ïðè
óìîâi, ùî âiäáóëàñÿ ïîäiÿ B äîðiâíþ¹ P(A/B) = m

n−1+m
.

Ç iíøîãî áîêó îñêiëüêè P(A · B) = n·m
A2
n+m

= n·m
(n+m)·(n+m−1)

,

P(B) = n
n+m

, òî P(A/B) = P(A·B)
P(B)

= m
n+m−1

.
Îäåðæàëè äâà îäíàêîâi ðåçóëüòàòè, ùî ¹ ïiäòâåðäæåí-

íÿì ñêàçàíîãî âèùå.

1.3.2 Òåîðåìà ìíîæåííÿ éìîâiðíîñòåé

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðîñòi, àëå âàæëèâi âëàñòèâîñòi óìîâ-
íî¨ éìîâiðíîñòi. Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî
ÿêùî P(B) 6= 0, òî

P(A ·B) = P(A/B) · P(B). (1.5)
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Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî P(A) 6= 0, P(B) 6= 0, òî

P(A ·B) = P(A/B) · P(B) = P(B/A) · P(A).

Ôîðìóëó (1.5) ìîæíà ëåãêî ðîçïîâñþäèòè íà âèïàäîê
áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêiñòi ïîäié.

Òåîðåìà (ìíîæåííÿ éìîâiðíîñòåé).ßêùî ïîäi¨ A1,
A2, . . . , An òàêi, ùî P(A1 · A2 . . . An−1) 6= 0, òî

P(A1 · A2 . . . An) =

= P(A1) · P(A2/A1) . . .P(An/A1 · A2 . . . An−1). (1.6)

J Î÷åâèäíî, ùî óìîâíi éìîâiðíîñòi â ôîðìóëi (1.6) âè-
çíà÷åíi, áî P(A1 · A2 . . . Ak) 6= 0 ïðè âñiõ
k = 1, 2, . . . , n− 1.

Äiéñíî îñêiëüêè

A1 ⊃ A1 · A2 ⊃ · · · ⊃ A1 · A2 . . . An−1

i éìîâiðíiñíà ìiðà ìà¹ âëàñòèâiñòü ìîíîòîííîñòi, òî

P(A1 · A2 . . . Ak) ≥ P(A1 · A2 . . . An−1) > 0

Ôîðìóëà (1.6) ïðè n = 2 ïðàâèëüíà ( äèâ. 1.5).
Íåõàé (1.6) ïðàâèëüíà ïðè äåÿêîìó n ∈ N , òîáòî

P(A1 · A2 . . . An) =

= P(A1) · P(A2/A1) . . .P(An/A1 · A2 . . . An−1).

Ðîçãëÿíåìî

P(A1 · A2 . . . An+1) =

= P(A1 · A2 . . . An) · P(An+1/A1 · A2 . . . An) =

= P(A1) · P(A2/A1) . . .P(An/A1 · A2 . . . An−1)×
×P(An+1/A1 · A2 . . . An).

Òîìó çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ðiâíiñòü (1.6)
ìà¹ ìiñöå ïðè êîæíîìó íàòóðàëüíîìó n. I
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1.3.3 Íåçàëåæíi âèïàäêîâi ïîäi¨

Íåçàëåæíèìè, ïðèðîäíî, íàçâàòè âèïàäêîâi ïîäi¨, éìî-
âiðíîñòi êîæíî¨ ç ÿêèõ íå çàëåæàòü âiä òîãî, âiäáóëàñü ÷è
íi iíøà ïîäiÿ. ßê ìè ïîáà÷èìî äàëüøå, äëÿ íåçàëåæíèõ
ïîäié óìîâíi òà áåçóìîâíi éìîâiðíîñòi ñïiâïàäàþòü. Òîìó,
âèõîäÿ÷è ç òåîðåìè ìíîæåííÿ, äàìî òàêå îçíà÷åííÿ íåçà-
ëåæíîñòi äâîõ ïîäié:

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâi ïîäi¨ A i B íàçèâàþòüñÿ íåçà-
ëåæíèìè, ÿêùî

P(A ·B) = P(A) · P(B). (1.7)

Çâiäñè ëåãêî îäåðæèìî ñêàçàíå âèùå.
Òåîðåìà.ßêùî âèïàäêîâi ïîäi¨A iB íåçàëåæíi i P(A) 6=

0 òà P(B) 6= 0, òî

P(A/B) = P(A) i P(B/A) = P(B).

.
J Ç îçíà÷åííÿ óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A/B) =
P(A ·B)

P(B)
i P(B/A) =

P(A ·B)

P(A)

Îñêiëüêè A i B íåçàëåæíi, òî ç (1.7) ìà¹ìî

P(A/B) =
P(A) · P(B)

P(B)
= P(A) i

P(B/A) =
P(A) · P(B)

P(A)
= P(B). I

Äîâåäåìî ùå îäíó âëàñòèâiñòü íåçàëåæíèõ ïîäié.
Òåîðåìà. ßêùî ïîäi¨ A i B íåçàëåæíi, òî íåçàëåæíèìè

¹ i ïîäi¨ A i B òà A i B.
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J Äîñèòü äîâåñòè, ùî A i B íåçàëåæíi.
Ðîçãëÿíåìî P(A ·B) = P(B)− P(A ·B), áî

B = A ·B + A ·B i (A ·B) · (A ·B) = ∅. Òîìó

P(A ·B) = P(B)− P(A ·B) =

= (1− P(A)) · P(B) = P(A) · P(B),

òîáòî, A i B íåçàëåæíi. I
Ïåðåéäåìî òåïåð âiä äâîõ ïîäié äî êiëüêîõ.
Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâi ïîäi¨ A1, A2, . . . , An íàçèâàþ-

òüñÿ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íà-
áîðó iíäåêñiâ 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ n (k = 2, n)

P(Ai1 · Ai2 . . . Aik) = P(Ai1) · P(Ai2) . . .P(Aik) (1.8)

ßêùî ðiâíiñòü (1.8) ìà¹ ìiñöå ïðè k = 2, òî ïîäi¨ A1,
A2, . . . , An íàçèâàþòü ïîïàðíî íåçàëåæíèìè.

Ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî iç ïîïàðíî¨ íåçàëåæíîñòi, âçàãàëi
êàæó÷è, íåçàëåæíiñòü â ñóêóïíîñòi íå âèïëèâà¹. Â öüîìó
ïåðåêîíó¹ íàñ òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä (Áåðíøòåéíà). Íåõàé òðè ãðàíi îäíîðiäíî-
ãî òåòðàåäðà ïîôàðáîâàíi êîæíà â îäèí ç êîëüîðiâ: ñèíié,
÷åðâîíèé, çåëåíèé. ×åòâåðòà ãðàíü ðîçôàðáîâàíà òàê, ùî
ìà¹ âñi òðè çãàäàíi êîëüîðè. Òåòðàåäð ïiäêèäàþòü i äèâ-
ëÿòüñÿ ÿêîþ ãðàííþ âií âïàäå íà ãîðèçîíòàëüíó ïëîùèíó.

Íåõàé A1={íà ãðàíi, ùî âèïàëà, ¹ ñèíié êîëið}, A2={íà
ãðàíi, ùî âèïàëà, ¹ ÷åðâîíèé êîëið}, A3={íà ãðàíi, ùî âè-
ïàëà, ¹ çåëåíèé êîëið}. Òåòðàåäð îäíîðiäíèé, òîìó âñi ãðà-
íi âèïàäàþòü ç îäíàêîâèìè éìîâiðíîñòÿìè. Î÷åâèäíî, ùî
P(Ai) = 1

2
, P(Ai · Aj) = 1

4
ïðè i 6= j. Òîìó ïîäi¨ A1, A2, A3

ïîïàðíî íåçàëåæíi. Àëå

P(A1 · A2 · A3) =
1

4
6= 1

8
= P(A1) · P(A2) · P(A3),

i òîìó öi ïîäi¨ íå ¹ íåçàëåæíèìè â ñóêóïíîñòi.
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1.4 Ôîðìóëè ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òà

Áàé¹ñà

Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω,F ,P).
Îçíà÷åííÿ.Íàáið ïîäiéH1,H2, . . . ,Hn áóäåìî íàçèâà-

òè ïîâíîþ ãðóïîþ ïîäié, ÿêùî äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ òàêå:

1. Hi ·Hj = ∅, i 6= j;

2.
n⋃
i=1

Hi = Ω.

Òåîðåìà (ôîðìóëà ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi).ÍåõàéA�
äåÿêà ïîäiÿ, H1, H2, . . . , Hn � ïîâíà ãðóïà ïîäié i P(Hi) 6=
0 ïðè âñiõ i = 1, n. Òîäi

P(A) =
n∑
i=1

P(A/Hi) · P(Hi).

J Î÷åâèäíî, ùî ïîäiþ A ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi A =
n⋃
i=1

A ·Hi i (A ·Hi) · (A ·Hj) = ∅ ïðè i 6= j. Òîìó

P(A) =
n⋃
i=1

P(A ·Hi).

Çà òåîðåìîþ ìíîæåííÿ éìîâiðíîñòåé

P(A ·Hi) = P(A/Hi) · P(Hi)

ïðè âñiõ i = 1, n. Îòæå

P(A) =
n∑
i=1

P(A/Hi) · P(Hi). I
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Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ñèñòåìà ãiïîòåç íå âèçíà÷à¹òüñÿ
îäíîçíà÷íî. Â òàêèõ âèïàäêàõ ïåðåâàãó ïîòðiáíî âiääàâà-
òè òié ñèñòåìi, äëÿ ÿêî¨ óìîâíi éìîâiðíîñòi âèçíà÷àþòüñÿ
íàéáiëüø ïðîñòî.

Ïðèêëàä. Ç êîëîäè 52 êàðò âèïàäêîâî ïîñëiäîâíî i áåç
ïîâåðíåííÿ âèáèðàþòü äâi êàðòè. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî,
ùî äðóãîþ êàðòîþ ìîæíà ïîáèòè ïåðøó? (Äðóãà êàðòà
ïîâèííà áóòè áiëüø ñòàðøîþ òi¹¨ æ ìàñòi.)

Håõàé A� ïîäiÿ, éìîâiðíiñòü ÿêî¨ íàñ öiêàâèòü. Ðîçãëÿ-
íåìî òàêi ãiïîòåçè: Hk ={â ñêëàäi äâîõ âèòÿãíóòèõ êàðò ¹
ðiâíî k êàðòèíîê}, k = 0, 1, 2 ("êàðòèíêè� âàëåò, äàìà, êî-
ðîëü i òóç).

Î÷åâèäíî, ùî íàáið Hk óòâîðþ¹ ïîâíó ãðóïó ïîäié.
Àëå îá÷èñëåííÿ óìîâíèõ éìîâiðíîñòåé P(A/Hk) ¹ íå ìåíø
ñêëàäíèì íiæ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòi ïîäi¨ A. Öå ïîÿñíþ-
¹òüñÿ òèì, ùî çâ'ÿçîê ïîäi¨ A ç äàíèìè ãiïîòåçàìè íå ìîæå
áóòè äîñòàòíüî ïðîñòî îïèñàíèé íà ìîâi îïåðàöié íàä ïî-
äiÿìè.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí íàáið, ùî óòâîðþ¹ ïîâíó ãðóïó
ïîäié: Hk ={ïåðøà âèòÿãíóòà êàðòà ìà¹ âàðòiñòü k î÷îê},
k = 2, 3, . . . , 14 (k = 2 � äâiéêà, k = 3 � òðiéêà,..., k = 11 �
âàëåò, k = 12 � äàìà, k = 13 � êîðîëü, k = 14 � òóç).
Îá÷èñëèìî óìîâíi éìîâiðíîñòi.

P(A/Hk) = P{äðóãà êàðòà òi¹¨ æ ìàñòi òà ¨¨ âàðòiñòü

íå ìåíøà, íiæ k + 1 î÷êî} = 14−k
51

çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì éìîâiðíîñòi.

Áåçóìîâíi éìîâiðíîñòi ãiïîòåç P(Hk) = 1
13

÷åðåç ðiâíî-
éìîâiðíiñòü ïîäié Hk.
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Çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A) =
14∑
k=2

P(A/Hk)P(Hk) =
1

13

14∑
k=2

14− k
51

=
2

17
.

Ìîæíà çàïðîïîíóâàòè ùå áiëüø âäàëèé ïiäáið ïîâíî¨
ãðóïè ïîäié: H1 ={äâi âèòÿãíóòi êàðòè îäíi¹¨ ìàñòi}, H2 =
{âèòÿãíóòi êàðòè ðiçíèõ ìàñòåé}.

Î÷åâèäíî, ùî P(A/H2) = 0, à P(A/H1) = 0.5 ÷åðåç
ðiâíîéìîâiðíiñòü ïîäié {äðóãà êàðòà ñòàðøà âiä ïåðøî¨},
{ïåðøà êàðòà ñòàðøà âiä äðóãî¨}. Êðiì òîãî,

P(H1) =
52 · 12

52 · 51
=

4

17
.

Îòæå, çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A) = P(A/H1) · P(H1) =
1

2
· 4

17
=

2

17
.

Òåîðåìà (ôîðìóëà Áàé¹ñà). Íåõàé ïîäiÿ A òàêà, ùî
P(A) 6= 0 i H1, H2, . . . , Hn � ïîâíà ãðóïà ïîäié, äëÿ ÿêèõ
P(Hi) 6= 0 ïðè âñiõ i = 1, n. Òîäi

P(Hi/A) =
P(A/Hi) · P(Hi)

P(A)
=

P(A/Hi) · P(Hi)
n∑
i=1

P(A/Hi) · P(Hi)

ïðè i = 1, n.
J Çàóâàæèìî, ùî äðóãà ðiâíiñòü â òâåðäæåííi òåîðåìè

¹ íàñëiäêîì ôîðìóëè ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi.
Äîâåäåìî ïåðøó ðiâíiñòü. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïðè

i = 1, n

P(A ·Hi) = P(A/Hi) · P(Hi) = P(Hi/A) · P(A).
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Çâiäñè

P(Hi/A) =
P(A/Hi) · P(Hi)

P(A)
. I

Çàóâàæåííÿ.

1. Åëåìåíòè ïîâíî¨ ãðóïè ïîäié ùå íàçèâàþòüñÿ ãiïîòå-
çàìè.

2. Â ôîðìóëàõ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi òà Áàé¹ñà çàìiñòü
ïîâíî¨ ãðóïè ïîäié ìîæíà âçÿòè íàáið ïîäié (ãiïîòåç)
H1, H2, . . . , Hk òàêèõ, ùî

A ⊂
n⋃
i=1

Hi i Hi ·Hj = ∅ ïðè i 6= j.

3. Éìîâiðíîñòi P(Hi) â ôîðìóëàõ Áàé¹ñà ÷àñòî íàçèâà-
þòü àïðiîðíèìè3 (äî äîñëiäíèìè, çàçäàëåãiäü âiäîìè-
ìè), à éìîâiðíîñòi P(Hi/A) � àïîñòåðiîðíèìè4 (çíà-
éäåíèìè ïiñëÿ òîãî, ÿê äîñëiä âèêîíàíî i âiäáóëàñü
ïîäiÿ A).

Îñîáëèâå çíà÷åííÿ ôîðìóëà Áàé¹ñà ìà¹ äëÿ òèõ åêñ-
ïåðèìåíòiâ, â ÿêèõ ãiïîòåçè Hk áåçïîñåðåäíüî íå ñïîñòå-
ðiãàþòüñÿ, õî÷à àïðiîðíi éìîâiðíîñòi P(Hk) òà âiäïîâiä-
íi óìîâíi éìîâiðíîñòi P(A/Hk) âiäîìi ç äîäàòêîâèõ äîñëi-
äæåíü. Òàêà ñèòóàöiÿ ìîæå âèíèêíóòè, íàïðèêëàä, ÿêùî
âiäñóòíié ïðèëàä, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ðå¹ñòðóâàòè ïîäi¨, ùî ¹
ãiïîòåçàìè, àáî ðå¹ñòðàöiÿ ãiïîòåç ïðèâîäèòü äî çíèùåííÿ
ïðåäìåòó ñïîñòåðåæåííÿ. Äëÿ òàêèõ åêñïåðèìåíòiâ ïåðå-
îöiíêà éìîâiðíîñòåé ãiïîòåç ïiñëÿ äîñëiäó ìîæå áóòè çäié-
ñíåíà íà áàçi ïîäi¨ A, ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ i òiñíî ïîâ'ÿçàíà

3a priori � äî âèïðîáóâàííÿ
4a posteriori � ïiñëÿ âèïðîáóâàííÿ
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ç ãiïîòåçàìè. Òàêèé ïiäõiä ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â çàäà-
÷àõ ìåäè÷íî¨ òà òåõíi÷íî¨ äiàãíîñòèêè.

Ïðèêëàä. Âèâ÷à¹òüñÿ òðè âèäè äåôåêòiâ çàïàì'ÿòîâó-
þ÷èõ ïðèñòðî¨â, ùî âèêîíàíi íà iíòåãðàëüíèõ ìiêðîñõåìàõ:
äåôåêòè ñõåì (ãiïîòåçà H1), äåôåêòè, ïîâ'ÿçàíi ç ïàðàçè-
òíèìè çâ'ÿçêàìè ìiæ ÷àðóíêàìè (ãiïîòåçà H2), òà äåôåêòè
àäðåñíèõ øèí (ãiïîòåçà H3). Äiàãíîñòèêà ïðîâîäèòüñÿ ç
äîïîìîãîþ äåÿêèõ òåñòiâ. Håõàé òåñò ïðîâåäåíî i âèÿâëåíî
ïåâíèé ðåçóëüòàò (ïîäiÿ A). Ç ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü âiäî-
ìî, ùî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â 40%, 20% òà
30% âèïàäêiâ ïðè íàÿâíîñòi äåôåêòiâ, ùî ñêëàäàþòü çìiñò
ãiïîòåç H1, H2 òà H3, âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, â òèõ æå äî-
ñëiäæåííÿõ âñòàíîâëåíî, ùî, â ñåðåäíüîìó, 10% íåñïðàâ-
íèõ çàïàì'ÿòîâóþ÷èõ ïðèñòðî¨â ìàþòü äåôåêòè ñõåì, 60%
ìàþòü äåôåêòè çâ'ÿçêiâ òà 30% ìàþòü äåôåêòè àäðåñíèõ
øèí.

Âñòàíîâèòè, ÿêà ç ãiïîòåç ìà¹ íàéáiëüøó àïîñòåðiîðíó
éìîâiðíiñòü (ÿêèé ç äåôåêòiâ íàéáiëüø éìîâiðíèé).

Ç óìîâè çðîçóìiëî, ùî

P(A/H1) = 0.4, P(A/H2) = 0.2, P(A/H3) = 0.3,

P(H1) = 0.1, P(H1) = 0.6, P(H1) = 0.3.

Çà ôîðìóëîþ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(A) =
3∑

k=1

P(A/Hk)P(Hk) = 0.25,

à çà ôîðìóëàìè Áàé¹ñà

P(H1/A) = 0.4·0.1
0.25

= 4
25
, P(H2/A) = 0.2·0.6

0.25
= 12

25
,

P(H3/A) = 0.3·0.3
0.25

= 9
25
.

Îòæå, íàéáiëüø éìîâiðíî, ùî çàïàì'ÿòîâóþ÷èé ïðè-
ñòðié ìà¹ äåôåêòè çâ'ÿçêó.
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1.5 Ïîâòîðíi íåçàëåæíi âèïðîáóâà-

ííÿ

1.5.1 Ñõåìà Áåðíóëëi

Íåõàé â äåÿêîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòi ìîæå íà-
áëþäàòèñÿ ïîäiÿ A, éìîâiðíiñòü ÿêî¨ äîðiâíþ¹ p. Ðîçãëÿíå-
ìî òàêó ñõåìó ïðîâåäåííÿ âèïðîáóâàíü (ñõåìà Áåðíóëëi).
Çãàäàíèé ñòîõàñòè÷íèé åêñïåðèìåíò ïðîâîäèòüñÿ â îäíà-
êîâèõ óìîâàõ íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî n ðàç. Â êîæíîìó
åêñïåðèìåíòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ, âiäáóëàñü (óñïiõ) ÷è íå âiä-
áóëàñü (íåâäà÷à) ïîäiÿ A.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi çi ñõåìîþ Áåðíóë-
ëi.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî éìîâiðíiñòü Pn(k) òîãî, ùî â îïèñà-
íié ñõåìi âèïðîáóâàíü âiäáóëîñü ðiâíî k óñïiõiâ (k = 0, n).
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ Ai ={â i-òîìó âèïðîáóâàííi
âiäáóâñÿ óñïiõ}. ×åðåç íåçàëåæíiñòü âèïðîáóâàíü ìîæíà
ââàæàòè, ùî ïîäi¨ Ai íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi. Håõàé ïîäiÿ
B ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â ñõåìi ç n âèïðîáóâàíü âiäáóäåòüñÿ
ðiâíî k óñïiõiâ. Î÷åâèäíî, ùî

B =
∑

Ai1 · Ai2 . . . Aik · Aj1 · Aj2 . . . Ajn−k ,

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî íàéìîæëèâiøèõ íàáîðàõ (íåâïîðÿäêî-
âàíèõ) iíäåêñiâ i1, i2, . . . , ik ïðè÷îìó íàáið j1, j2, . . . , jn−k
äîïîâíþ¹ íàáið i1, i2, . . . , ik äî íåâïîðÿäêîâàíîãî íàáîðó
÷èñåë 1, 2, . . . , n.

Âñi ïîäi¨

Ai1 · Ai2 . . . Aik · Aj1 · Aj2 . . . Ajn−k
ïîïàðíî íåñóìiñíi i ìàþòü éìîâiðíîñòi pk(1− p)n−k. Òîìó

Pn(k) = Ck
np

k(1− p)n−k. (1.9)
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1.5.2 Íàéiìîâiðíiøà êiëüêiñòü óñïiõiâ â ñõå-
ìi Áåðíóëëi

Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî ïîâåäiíêó ÷èñåë Pn(k), çàäàíèõ
ôîðìóëîþ (1.9), ïðè çðîñòàííi k âiä 0 äî n. Äëÿ çðó÷íîñòi
ïîçíà÷èìî q = 1− p i ðîçãëÿíåìî

Pn(k+1)
Pn(k)

= Ck+1
n pk+1qn−k−1

Cknp
kqn−k

= n!k!(n−k)!
(k+1)!(n−k−1)!n!

· p
q

=

= n−k
k+1
· p
q
.

Çâiäñè Pn(k + 1) > Pn(k), ÿêùî n−k
k+1
· p
q
> 1, òîáòî

(n−k)p > (k+1)q ⇔ np > k(p+q)+q = k+q ⇔ k < np−q.

Àíàëîãi÷íî Pn(k + 1) < Pn(k), ïðè k > np− q.
ßêùî np− q öiëå, òî Pn(k + 1) = Pn(k) ïðè k = np− q.

Òóò ñëiä çàóâàæèòè, ùî −1 < np− q < n â óñiõ âèïàäêàõ.
Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê ùîäî çìiíè Pn(k)

ïðè ðîñòi k: ÿêùî k çìiíþ¹òüñÿ âiä 0 äî [np− q], òî Pn(k)
çðîñòà¹; ÿêùî k çìiíþ¹òüñÿ âiä [np− q] + 1 äî n, òî Pn(k)
ñïàäà¹. Òîìó ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà (ïðî íàéiìîâiðíiøó êiëüêiñòü óñïiõiâ â
ñõåìi Áåðíóëëi). ßêùî np − q (q = 1 − p) öiëå, òî ¹ äâà
íàéáiëüø éìîâiðíi çíà÷åíÿ êiëüêîñòi óñïiõiâ â n âèïðîáó-
âàííÿõ Áåðíóëëi: np−q i np−q+1. ßêùî æ np−q íå öiëå, òî
íàéáiëüø éìîâiðíà êiëüêiñòü óñïiõiâ äîðiâíþ¹ [np− q] + 1.

1.5.3 Òåîðåìà Ïóàññîíà

Ôîðìóëà (1.9) äà¹ ìîæëèâiñòü îá÷èñëþâàòè éìîâiðíî-
ñòi Pn(k) ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ ñõåìè Áåð-
íóëëi. Àëå, îñîáëèâî ïðè âåëèêèõ n, âèêîðèñòàíÿ (1.9) âå-
äå çà ñîáîþ íåîïðàâäàíî ñêëàäíi îá÷èñëåííÿ. Ðîçãëÿíåìî
îäèí ñïîñiá íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ÷èñåë Pn(k).
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Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ñåðié âèïðîáóâàíü çà ñõåìîþ
Áåðíóëëi. Â n-òié ñåði¨ âèêîíó¹òüñÿ n âèïðîáóâàíü, éìîâið-
íiñòü óñïiõó â êîæíîìó ç íèõ äîðiâíþ¹ pn = λ

n
(λ = const,

λ < n).
Ìà¹ ìiñöå òåîðåìà Ïóàññîíà.
Òåîðåìà Ïóàññîíà. ßêùî Pn(k) � éìîâiðíiñòü k óñïi-

õiâ ó ñåði¨ ç n âèïðîáóâàíü çà ñõåìîþ Áåðíóëëi, â êîæíîìó
ç ÿêèõ éìîâiðíiñòü óñïiõó äîðiâíþ¹ pn = λ

n
, òî

lim
n→∞

Pn(k) =
λk

k!
e−λ.

J Çà ôîðìóëîþ (1.9)

Pn(k) = Ck
n

(
λ
n

)k (
1− λ

n

)n−k
=

= n(n−1)...(n−k+1)
k!

(
λ
n

)k (
1− λ

n

)n−k
=

= λk

k!

(
1− 1

n

)
. . .
(
1− k−1

n

) (
1− λ

n

)−k (
1− λ

n

)n
.

Òîìó

lim
n→∞

Pn(k) = λk

k!
lim
n→∞

(
1− 1

n

)
· · · · ·

(
1− k−1

n

)
×

×
(
1− λ

n

)−k
lim
n→∞

(
1− λ

n

)n
=

= λk

k!
lim
n→∞

((
1− λ

n

)−n
λ

)−λ
= λk

k!
e−λ. I

Ç òåîðåìè Ïóàññîíà âèïëèâà¹, ùî â ñõåìi Áåðíóëëi ç
äîñèòü âåëèêîþ êiëüêiñòþ âèïðîáóâàíü n òà éìîâiðíiñòþ
óñïiõó â êîæíîìó âèïðîáóâàííi p

Pn(k) ≈ λk

k!
e−λ, (1.10)

äå λ = np.
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Ôîðìóëà (1.10) äà¹ äîñèòü òî÷íå íàáëèæåííÿ ïðè ìà-
ëèõ p (ìåíøèõ 0.1) i äîñèòü âåëèêèõ n (íå ìåíøèõ êiëüêîõ
äåñÿòêiâ) òà np ≤ 10. Õî÷à i öi ïîáàæàííÿ íå ìîæíà ââà-
æàòè îáîâ'ÿçêîâèìè.

Ïðèêëàä. Àïàðàòóðà ìiñòèòü 2000 îäíàêîâî íàäiéíèõ
åëåìåíòiâ, éìîâiðíiñòü âiäìîâè êîæíîãî ç íèõ äîðiâíþ¹
p = 0.0005. Çíàéòè éìîâiðíiñòü âiäìîâè àïàðàòóðè, ÿêùî
âîíà íàñòà¹ ïðè âiäìîâi õî÷à á îäíîãî ç åëåìåíòiâ.

Îñêiëüêè êîæåí ç åëåìåíòiâ âèõîäèòü ç ëàäó çîâñiì íå-
çàëåæíî âiä iíøèõ, òî ìè ìà¹ìî ñïðàâó iç ñõåìîþ Áåðíóëëi
ç n = 2000 âèïðîáóâàíü òà éìîâiðíiñòþ óñïiõó (âèõiä ç ëà-
äó) â êîæíîìó âèïðîáóâàííi p = 0.0005. Òîìó éìîâiðíiñòü
âiäìîâè àïàðàòóðè äîðiâíþ¹

1− Pn(0) = 1− C0
2000(0.0005)0(0.9995)2000 =

= 1− (0.9995)2000 ≈ 0.63227

Ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ Ïóàññîíà Pn(0) ≈ λ0

0!
e−λ, äå λ =

np = 1
Òîìó øóêàíà éìîâiðíiñòü

1− Pn(0) ≈ 1− e−1 ≈ 0.63212.

ßê áà÷èìî, çíà÷åííÿ, îäåðæàíå ç äîïîìîãîþ íàáëèæå-
íî¨ ôîðìóëè çà òåîðåìîþ Ïóàññîíà, äîñèòü äîáðå íàáëè-
æà¹ òî÷íå çíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi.



Ðîçäië 2

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè

2.1 Âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ¨õ ðîçïîäi-

ëè

2.1.1 Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

Íåõàé çàäàíî äåÿêèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F , P).
Íàãàäà¹ìî, ùî öå îçíà÷à¹, ùî ïåâíîìó ñòîõàñòè÷íîìó åêñ-
ïåðèìåíòó âiäïîâiäà¹ ïðîñòið åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω, σ-
àëãåáðà ïîäié F òà éìîâiðíiñíà ìiðà P. Íåõàé â öüîìó åêñ-
ïåðèìåíòi âèìiðþ¹òüñÿ çíà÷åííÿ äåÿêî¨ âåëè÷èíè ξ. Çðî-
çóìiëî, ùî äëÿ êîæíî¨ åëåìåíòàðíî¨ ïîäi¨ ω ∈ Ω îäåðæó¹ìî
äåÿêå çíà÷åííÿ ξ, òîáòî, ξ ¹ ôóíêöi¹þ âiä ω

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ ξ(ω) çi çíà÷åííÿìè â R, çàäàíó
íà ïðîñòîði åëåìåíòàðíèõ ïîäié Ω, áóäåìî íàçèâàòè âè-
ïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêùî {ω : ξ(ω) < x} ∈ F ïðè âñiõ
x ∈ R.

Ïðèêëàä. Äâi÷i ïiäêèäà¹òüñÿ ìîíåòà; ξ � êiëüêiñòü
ãåðáiâ, ùî âèïàäóòü.

Çðîçóìiëî, ùî Ω = {ãã, ãö, öã, öö}, F � σ-àëãåáðà âñiõ

29
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ïiäìíîæèí Ω, P òàêà, ùî P(ωi) = 1
4
, i = 1, 4.

Çâiäñè âåëè÷èíà ξ ìîæå ïðèéìàòè ëèøå çíà÷åííÿ 0, 1,
2. Òîìó ïðè x ≤ 0

{ω : ξ(ω) < x} = ∅ ∈ F ,

ïðè 0 < x ≤ 1

{ω : ξ(ω) < x} = {ω : ξ(ω) = 0} = {öö} ∈ F ,

ïðè 1 < x ≤ 2

{ω : ξ(ω) < x} = {ω : ξ(ω) = 0 àáî

ξ(ω) = 1} = {öö, öã, ãö} ∈ F ,

ïðè x > 2

{ω : ξ(ω) < x} = {ω : ξ(ω) = 0 àáî

ξ(ω) = 1 àáî ξ(ω) = 2} =

= {öö, ãö, öã, ãã} = Ω ∈ F .

Îòæå, ξ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.
Çàóâàæåííÿ. Â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ïðè ïîçíà÷åííi âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè àðãóìåíò ¨¨, ÿê ôóíêöi¨ íà Ω, áóäåìî
ïðîïóñêàòè i ââàæàòèìåìî, ùî ξ i ξ(ω) öå îäíå i òå æ.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ F (x), çàäàíà íà R, òàêà, ùî

F (x) = P(ξ < x),

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.
Ïðèêëàä. Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ , ðîçãëÿíóòî¨ â

ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi,

F (x) =


0, x ≤ 0
1
4
, 0 < x ≤ 1

3
4
, 1 < x ≤ 2

1, x > 2

.

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó:
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1. Ôóíêöiÿ F (x) íåñïàäíà, òîáòî, ÿêùî x1 < x2, òî F (x1) ≤
F (x2).

2. Äëÿ âñiõ x ∈ R 0 ≤ F (x) ≤ 1 i lim
x→−∞

F (x) = 0 , à

lim
x→+∞

F (x) = 1.

3. Ôóíêöiÿ F (x) íåïåðåðâíà çëiâà.

J 1) Î÷åâèäíî, ùî

{ω : ξ(ω) < x1} ⊂ {ω : ξ(ω) < x2},

òîìó P(ξ < x1) ≤ P(ξ < x2) çà âëàñòèâiñòþ ìîíîòîííîñòi
éìîâiðíîñòi. Îòæå, F (x1) ≤ F (x2).

2) Îñêiëüêè 0 ≤ P(ξ < x) ≤ 1 çà âëàñòèâiñòþ éìîâiðíî-
ñòi, òî 0 ≤ F (x) ≤ 1.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} òàêó, ùî x1 >
x2 > · · · > xn > . . . i lim

n→∞
xn = −∞. Òà ðîçãëÿíåìî ïîäi¨

An = {ω : ξ(ω) < xn}. Î÷åâèäíî, ùî
A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ . . . i

∞⋂
n=1

An = ∅. Òîìó çà òåîðåìîþ

íåïåðåðâíîñòi éìîâiðíîñòi

lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

P(An) = P

(
∞⋂
n=1

An

)
= P(∅) = 0.

Îòæå, lim
x→−∞

F (x) = 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} òàêó, ùî
x1 < x2 < · · · < xn < . . . i lim

n→∞
xn = +∞. Äëÿ ïîäié

Bn = {ω : ξ(ω) ≥ xn}, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ
B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ . . . i

∞⋂
n=1

Bn = ∅. Òîìó çà òi¹þ æ
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âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi éìîâiðíîñòi

lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

P(Bn) = 1− lim
n→∞

P(Bn) =

= 1− P

(
∞⋂
n=1

Bn

)
= 1− P(∅) = 1.

Îòæå, lim
x→+∞

F (x) = 1.

3) Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {xn : n ≥ 1} òàêó,
ùî x1 < x2 < · · · < xn < . . . i lim

n→∞
xn = x0. Ïîäi¨ Cn = {ω :

xn ≤ ξ(ω) < x0} òàêi, ùî

C1 ⊃ C2 ⊃ · · · ⊃ Cn ⊃ . . . i
∞⋂
n=1

Cn = ∅.

Òîìó çà âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi éìîâiðíîñòi

lim
n→∞

P(xn ≤ ξ < x0) = P(∅) = 0.

Òîáòî lim
n→∞

(P(ξ < x0)− P(ξ < xn)) = 0 i

lim
n→∞

(F (x0)− F (xn)) = 0, ùî åêâiâàëåíòíå ðiâíîñòi

lim
x→x0−0

F (x) = F (x0).

Îñêiëüêè òî÷êà x0 âèáðàíà àáñîëþòíî äîâiëüíî, òî F (x)
íåïåðåðâíà çëiâà íà R. I

2.1.2 Éìîâiðíiñòü ïîòðàïëÿííÿ çíà÷åííÿ âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â ïðîìiæîê

Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó
F (x). Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü îá÷èñëè-
òè éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ â îäèí ç
iíòåðâàëiâ (a; b), [a; b), (a; b], [a; b] i ò.ä.
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Äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ:
Òåîðåìà (ïðî éìîâiðíiñòü ïîòðàïëÿííÿ çíà÷åí-

íÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â ïðîìiæîê).Äëÿ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè ξ ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) òà ÷èñåë a, b ∈ R
âèêîíó¹òüñÿ

1. P(ξ ∈ (−∞; b)) = F (b);

2. P(ξ ∈ (−∞; b]) = F (b+ 0);

3. P(ξ ∈ (a; +∞)) = 1− F (a+ 0);

4. P(ξ ∈ [a; +∞)) = 1− F (a);

5. P(ξ ∈ (a; b)) = F (b)− F (a+ 0);

6. P(ξ ∈ (a; b]) = F (b+ 0)− F (a+ 0);

7. P(ξ ∈ [a; b)) = F (b)− F (a);

8. P(ξ ∈ [a; b]) = F (b+ 0)− F (a).

J Ïåðøå òâåðäæåííÿ íå ïîòðåáó¹ äîâåäåííÿ, áî ñïiâ-
ïàäà¹, ïîñóòi, ç îçíà÷åííÿì F (b).

Íåõàé {xn : n ≥ 1} äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî
x1 > x2 > · · · > xn > . . . i lim

n→∞
xn = b. Äëÿ ïîäié An = {ξ <

xn} âèêîíó¹òüñÿ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ . . . i
∞⋂
n=1

An = {ξ ≤

b}. Òîìó çà òåîðåìîþ íåïåðåðâíîñòi éìîâiðíîñòi lim
n→∞

P(ξ <

xn) = P(ξ ≤ b), òîáòî,

P(ξ ∈ (−∞; b]) = P(ξ ≤ b) = lim
n→∞

F (xn) = F (b+ 0).

Îòæå, äðóãå òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Îñêiëüêè {ξ ∈ (a; +∞)} = {ξ ∈ (−∞; a]}, òî ç 2) ìà¹ìî
P(ξ ∈ (a; +∞)) = 1 − F (a + 0), ùî ¹ çìiñòîì òâåðäæåííÿ
3).

Òàê ñàìî, îñêiëüêè {ξ ∈ [a; +∞)} = {ξ ∈ (−∞; a)}, òî
ç 1) ìà¹ìî P(ξ ∈ [a; +∞)) = 1−F (a), ÿê i ñòâåðäæóâàëîñü
â 4).

Ïîäàìî êîæíó ç ïîäié ïóíêòiâ 5) � 8) ó âèãëÿäi ðiçíèöi

{ξ ∈ (a; b)} = {ξ ∈ (−∞; b)} \ {ξ ∈ (−∞; a]},

{ξ ∈ (a; b]} = {ξ ∈ (−∞; b]} \ {ξ ∈ (−∞; a]},
{ξ ∈ [a; b)} = {ξ ∈ (−∞; b)} \ {ξ ∈ (−∞; a)},
{ξ ∈ [a; b]} = {ξ ∈ (−∞; b]} \ {ξ ∈ (−∞; a)}.

Îñêiëüêè êîæíà ïåðøà ïîäiÿ â ðiçíèöi ¹ íàñëiäêîì äðóãî¨,
òî ç 1) i 2) âèïëèâàþòü òâåðäæåííÿ 5) � 8). I

Çàóâàæåííÿ. ßêùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) âèïàäêî-
âî¨ âåëè÷èíè ξ íåïåðåðâíà, òî, î÷åâèäíî, âñi éìîâiðíîñòi â
5) � 8) òåîðåìè äîðiâíþþòü F (b)−F (a). Òàê ñàìî éìîâið-
íîñòi â 1), 2) äîðiâíþþòü F (b) à â 3) i 4) � 1− F (a).

2.1.3 Íåïåðåðâíi òà äèñêðåòíi âèïàäêîâi âå-
ëè÷èíè

ßê ìè áà÷èëè ç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôó, âëàñòèâîñòi
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè áàãàòî â ÷îìó çàëåæàòü âiä õàðàêòå-
ðó ¨¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàçèâà¹òüñÿ íåïå-
ðåðâíîþ, ÿêùî ¨¨ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) ìîæå áóòè ïî-
äàíà ó âèãëÿäi

F (x) =

x∫
−∞

f(y)dy (2.1)
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Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ f(x) íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíiñòþ ðîçïî-
äiëó âåëè÷èíè ξ.

Çàóâàæåííÿ.

1. Ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ çàäàíà
ðiâíiñòþ (2.1) íåïåðåðâíà, à ó âèïàäêó íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöi¨ f(x) ùå é äèôåðåíöiéîâíà. Òîìó â òî÷êàõ,
äå iñíó¹ ïîõiäíà ôóíêöi¨ F (x), f(x) = dF (x)

dx
.

2. Iíîäi ôóíêöiþ F (x) íàçèâàþòü iíòåãðàëüíîþ, à ôóí-
êöiþ f(x) � äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ íåïåðåðâíî¨
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.

3. Äëÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ éìîâiðíîñòi
ç ïóíêòiâ 5) � 8) òåîðåìè ïðî éìîâiðíiñòü ïîòðàïëÿ-
ííÿ çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â ïðîìiæîê äîðiâ-

íþþòü
b∫
a

f(x)dx.

Íàâåäåìî íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó
f(x), ùî âèïëèâàþòü ç âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó.

1. Ôóíêöiÿ f(x) iíòåãðîâíà â íåâëàñíîìó ðîçóìiííi íà
(−∞; +∞) i

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1 (2.2)

2. Ôóíêöiÿ f(x) íåâiä'¹ìíà.

J Âëàñòèâiñòü 1) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

lim
x→+∞

F (x) = 1
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i ìà¹ ìiñöå (2.1).
Äëÿ äîâåäåííÿ 2) ïðèïóñòèìî, ùî íà äåÿêîìó iíòåðâàëi

(α; β) f(x) < 0. Òîäi P(ξ ∈ (α; β)) =
β∫
α

f(x)dx < 0, ùî

íåìîæëèâî. Òîìó f(x) ≥ 0. I
Çàóâàæèìî, ùî â îêðåìèõ òî÷êàõ (ÿêùî iõ çëi÷åííà

êiëüêiñòü) f(x) ìîæå áóòè âiä'¹ìíîþ. Õî÷à ìè áóäåìî òà-
êi ôóíêöi¨ çìiíþâàòè òàê, ùîá f(x) áóëî íåâiä'¹ìíèì ïðè
âñiõ çíà÷åííÿõ àðãóìåíòà. Ïðè öüîìó, çíà÷åííÿ iíòåãðàëà
â (2.1) íå çìiíþ¹òüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, çàâæäè áóäåìî ââàæàòè, ùî ùiëüíiñòü
ðîçïîäiëó f(x) íåâiä'¹ìíà i äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ (2.2). I
íàâïàêè, êîæíà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ
(2.2), ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà íàçèâà¹òüñÿ äèñêðå-
òíîþ, ÿêùî âîíà ìîæå ïðèéìàòè íå áiëüøå, íiæ çëi÷åííó
êiëüêiñòü çíà÷åíü.

Íåõàé äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ïðèéìà¹ çíà÷å-
ííÿ x1, x2, . . . i P(ξ = xk) = pk. Íàáið ïàð ÷èñåë (x1; p1),
(x2; p2), . . . áóäåìî íàçèâàòè ðîçïîäiëîì äèñêðåòíî¨ âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Ìè áóäåìî âiäêèäàòè òi çíà÷åííÿ xk âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, äëÿ ÿêèõ pk = 0. Òîìó â ðîçïîäiëi
äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âñi pk > 0 i, î÷åâèäíî,∑
k

pk = 1.

Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ
çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

F (x) =
∑
k:xk<x

pk.

Çàóâàæåííÿ.

1. Âèùå áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íåïå-
ðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íåïåðåðâíà. Âèÿâëÿ¹-
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òüñÿ, ùî çîâñiì íå îáîâ'ÿçêîâî âèïàäêîâà âåëè÷èíà
ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ¹ íåïåðåðâíîþ.
Òàêi âåëè÷èíè íàçèâàþòüñÿ ñèíãóëÿðíèìè.

2. Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè íåïåðåðâíi òà
äèñêðåòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè.

2.1.4 Ðîçïîäië ôóíêöié âiä âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí

Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó
Fξ(x) ÷è ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó fξ(x). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
g(x), x ∈ R òàêó, ùî η = g(ξ) ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.
Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ öüîãî íåîáõiäíî i äîñèòü ùîá

{ω : η(ω) < x} ∈ F ïðè âñiõ x ∈ R.

ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ äèñêðåòíà i ìà¹ ðîçïî-
äië (xi; pi), òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà η = g(ξ) ìà¹ ðîçïîäië
(yk; qk), äå yk = g(xik), à qk =

∑
i:g(xi)=yk

pi.

Íåõàé òåïåð ξ � íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ïðè-
ïóñòèìî, äëÿ ïðîñòîòè, ùî ôóíêöiÿ g(x) ìîíîòîííî çðî-
ñòàþ÷à. Òîäi, îñêiëüêè

P(η < x) = P(g(ξ) < x) = P(ξ < g−1(x)), òî

Fη(x) = Fξ(g
−1(x)). (2.3)

ßêùî, êðiì òîãî, ôóíêöiÿ g(x) íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
éîâíà (g′(x) 6= 0), òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà η íåïåðåðâíà òà
¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

fη(x) =
dFξ(g

−1(x))

dx
= fξ(g

−1(x)) · 1

g′(g−1(x))
. (2.4)
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Çàóâàæåííÿ. ßêùî æ ôóíêöiÿ g(x) íå çàäîâîëüíÿ¹
ïåðåðàõîâàíi óìîâè (äîðå÷i äîñèòü îáìåæëèâi), òî, çðî-
çóìiëî, êîðècòóâàòèñÿ ôîðìóëàìè (2.3) ÷è (2.4) íå ìîæíà.
Òîìó â êîíêðåòíèõ çàäà÷àõ áiëüø ïðèéíÿòíèì ¹ ïðîâå-
äåííÿ âñiõ âèêëàäîê, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi ïðè âèâåäåííi
çãàäàíèõ ôîðìóë.

Ïðèêëàä. Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ çàäàíà ùiëü-
íiñòþ ðîçïîäiëó fξ(x) = 1

π
· 1

1+x2
, x ∈ R. Çíàéòè ðîçïîäië

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = ξ2.
Çíàéäåìî

Fη(x) = P(η < x) = P(ξ2 < x) =

=

{
0, x ≤ 0

P(−
√
x < ξ <

√
x), x > 0

.

Íåõàé x > 0 i ðîçãëÿíåìî

P(−
√
x < ξ <

√
x) = 1

π

√
x∫

−
√
x

1
1+y2

dy =

= 1
π

arctg y
∣∣√x
−
√
x

= 1
π

arctg
√
x.

Çâiäñè

fη(x) =

{
0, x ≤ 0

1
π
· 1

(1+x)
√
x

x > 0
.

2.2 Âèïàäêîâi âåêòîðè

2.2.1 Ðîçïîäiëè âèïàäêîâîãî âåêòîðà òà éî-
ãî åëåìåíòiâ

Ïî÷íåìî ç îçíà÷åííÿ:
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Îçíà÷åííÿ. Âïîðÿäêîâàíèé íàáið âèïàäêîâèõ âåëè-
÷èí (ξ1; . . . ; ξn), çàäàíèõ íà îäíîìó é òîìó æ éìîâiðíiñíîìó
ïðîñòîði (Ω, F , P), áóäåìî íàçèâàòè n-âèìiðíèì âèïàäêî-
âèì âåêòîðîì.

Hàäàëi äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ðîçãëÿäàòèìåìî òiëüêè
äâîâèìiðíi âèïàäêîâi âåêòîðè.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ F (x, y), íàçèâà¹-
òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η), ÿêùî
äëÿ âñiõ x, y ∈ R

F (x, y) = P(ξ < x, η < y).

Îçíà÷åííÿ. Ôóíöiÿ äâîõ çìiííèõ f(x, y), íàçèâà¹òüñÿ
ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η), ÿêùî éîãî
ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi

F (x, y) =

x∫
−∞

ds

y∫
−∞

f(s, t)dt.

Â öüîìó âèïàäêó âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) íàçèâà¹òüñÿ
íåïåðåðâíèì.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) íàçèâà¹òüñÿ äèñ-
êðåòíèì, ÿêùî ìíîæèíà éîãî çíà÷åíü íå áiëüøå íiæ çëi-
÷åííà.

Íåõàé äèñêðåòíèé âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) ïðèéìà¹
çíà÷åííÿ (xi; yj). Ðîçãëÿíåìî íàáið ÷èñåë

pij = P(ξ = xi, η = yj).

Íàáið òðiéîê ÷èñåë (xi, yj; pij) áóäåìî íàçèâàòè ðîçïîäiëîì
äèñêðåòíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η). Àíàëîãi÷íî äî òî-
ãî, ùî ìè ìàëè äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ñôîðìóëþ¹ìî õà-
ðàêòåðíi âëàñòèâîñòi ôóíêöié òà ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëiâ, à
òàêîæ ðîçïîäiëiâ (â äèñêðåòíîìó âèïàäêó) âèïàäêîâèõ âå-
êòîðiâ
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1. (a) lim
x→+∞

F (x, y) = Fη(y), lim
y→+∞

F (x, y) = Fξ(x),

lim
x→+∞

lim
y→+∞

F (x, y) = 1;

(b)
+∞∫
−∞

f(x, y)dx = fη(y),
+∞∫
−∞

f(x, y)dy = fξ(x),

+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

f(x, y)dy = 1;

(c)
∑
i

pij = p·j,
∑
j

pij = pi·,
∑
i

∑
j

pij = 1.

Òóò Fξ(x), Fη(y) � ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó; fξ(x), fη(y) �
ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó; (xi; pi·), (yj; p·j) � ðîçïîäiëè âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η, âiäïîâiäíî.

2. Äëÿ âñiõ x, y ∈ R 0 ≤ F (x, y) ≤ 1, f(x, y) ≥ 0, à òàêîæ
äëÿ âñiõ i, j 0 ≤ pij ≤ 1.

3. Ôóíêöiÿ F (x, y) íåñïàäíà i íåïåðåðâíà çëiâà ïî êî-
æíié iç çìiííèõ.

4. P((ξ; η) ∈ G) =
∫∫
G

f(x, y)dxdy.

5. Äëÿ íåïåðåðâíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà â òî÷êàõ äâi-
÷iäèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x, y)

f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
.

Äîâåäåìî äåÿêi ç öèõ âëàñòèâîñòåé.
J Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi x1 < x2 < · · · < xn < . . . òàêî¨, ùî

lim
n→∞

xn = +∞ ðîçãëÿíåìî ïîäi¨

An = {ξ ≥ xn, η < y}.
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A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ . . . i
∞⋂
n=1

An = ∅.

Òîìó lim
n→∞

P(An) = P(∅) = 0.

Îòæå,

lim
n→∞

F (xn, y) = lim
n→∞

P(ξ < xn, η < y) =

= lim
n→∞

P({η < y} \ {ξ ≥ xn, η < y}) =

= lim
n→∞

(P(η < y)− P(ξ ≥ xn, η < y)) =

= P(η < y) = Fη(y),

òîìó lim
x→+∞

F (x, y) = Fη(y).

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî lim
y→+∞

F (x, y) = Fξ(x), i òîìó

lim
x→+∞

lim
y→+∞

F (x, y) = 1.

ßêùî âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) íåðåðåðâíèé, òî, ïðîäè-
ôåðåíöiþâàâøè ïî y ðiâíiñòü (òiëüêè-ùî äîâåäåíó)

+∞∫
−∞

ds

y∫
−∞

f(s, t)dt = Fη(y),

îäåðæèìî fη(y) =
+∞∫
−∞

f(s, y)ds.

Àíàëîãi÷íî fξ(x) =
+∞∫
−∞

f(x, t)dt.

Ðîçãëÿíåìî ïîäi¨ Aij = {ξ = xi, η = yj}, ùî óòâîðþþòü
ïîâíó ãðóïó ïîäié. Îñêiëüêè

⋃
i

Aij = {η = yj}, à
⋃
j

Aij =

{ξ = xi}, òî∑
i

pij = p·j = P(η = yj),
∑
j

pij = pi· = P(ξ = xi).
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Êðiì òîãî,
⋃
ij

Aij = Ω i òîìó
∑
ij

pij = 1. Îòæå, 1) äîâåäåíî.

Âëàñòèâîñòi 2) i 3) ëåãêî âèïëèâàþòü ç îçíà÷åíü.
Íåõàé G � ïðÿìîêóòíèê (G = [a; b]× [c; d]). Òîäi (äèâ.

ðèñ. 2.1)

P((ξ; η) ∈ G) = P((ξ; η) ∈ A ∪B ∪G)−
−P((ξ; η) ∈ A ∪B) =

= P((ξ; η) ∈ A ∪B ∪G)− (P((ξ; η) ∈ A) +

+P((ξ; η) ∈ B)− P((ξ; η) ∈ A ∩B)).

àáî

P((ξ; η) ∈ G) = P(a ≤ ξ ≤ b, c ≤ η ≤ d) =

= P(ξ ≤ b, η ≤ d)− P(ξ ≤ b, η < c)−
−P(ξ < a, η ≤ d) + P(ξ < a, η < c).

Ç âðàõóâàííÿì íåïåðåðâíîñòi F (x, y) çà îáîìà çìiííè-
ìè ìîæíà çàïèñàòè

P((ξ; η) ∈ G) = F (b, d)− F (b, c)− F (a, d) + F (a, c) =

= (F (b, d)− F (b, c))− (F (a, d)− F (a, c)) =

=
b∫
a

dx
d∫
c

f(x, y)dy.

ßêùî æ G íå ¹ ïðÿìîêóòíèêîì, òî, âèêîðèñòîâóþ÷è
ìåòîä ïîáóäîâè ïîäâiéíîãî iíòåãðàëó òà íåïåðåðâíiñòü éìî-
âiðíiñíî¨ ìiðè, ìîæíà âñòàíîâèòè ñïðàâåäëèâiñòü âëàñòè-
âîñòi 4).

Äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ âëàñòèâîñòi äîñòàòíüî çàóâà-
æèòè, ùî

∂F (x, y)

∂x
=

y∫
−∞

f(x, t)dt i
∂2F (x, y)

∂x2
= f(x, y). I
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Ðèñ. 2.1

Çàóâàæåííÿ. Ðîçïîäiëè åëåìåíòiâ âèïàäêîâîãî âåêòî-
ðà iíîäi íàçèâàþòü ìàðãiíàëüíèì. ßê i äëÿ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ íå îáìåæó¹òüñÿ íå-
ïåðåðâíèìè òà äèñêðåòíèìè ðîçïîäiëàìè, àëå òiëüêè ¨õ ìè
áóäåìî ðîçãëÿäàòè.

Êðiì ìàðãiíàëüíèõ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâîãî âåêòîðà, ÷à-
ñòî ïðèõîäèòüñÿ ðîçãëÿäàòè i óìîâíi ðîçïîäiëè. Ðîçãëÿíå-
ìî ðîçïîäië åëåìåíòà, íàïðèêëàä, ξ âèïàäêîâîãî âåêòîðà
(ξ; η) ïðè óìîâi, ùî iíøèé åëåìåíò öüîãî âåêòîðà η < y0

(ó âèïàäêó íåïåðåðâíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà), ÷è η = y0

(ó âèïàäêó äèñêðåòíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà). Òóò y0 �
äåÿêå ôiêñîâàíå çíà÷åíÿ, ââàæà¹ìî, ùî P(η < y0) > 0 àáî
P(η = y0) > 0. Çðîçóìiëî, ùî

P(ξ < x/η < y0) =
P(ξ < x, η < y0)

P(η < y0)
=
F (x, y0)

Fη(y0)
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÷è

P(ξ = xi/η = y0) =
P(ξ = xi, η = y0)

P(η = y0)
=
pij
p·j
,

äå j òàêå, ùî yj = y0. Öi ðiâíîñòi i çàäàþòü óìîâíèé ðîç-
ïîäië åëåìåíòà ξ âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η) ïðè óìîâi, ùî
η < y0 ÷è η = y0.

2.2.2 Íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íàçèâàþòüñÿ íå-
çàëåæíèìè, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ R ïîäi¨ {ξ < x},
{η < y} íåçàëåæíi, òîáòî

P(ξ < x, η < y) = P(ξ < x) · P(η < y).

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ
i η íåçàëåæíiñòü îçíà÷à¹

P(ξ = xi, η = yj) = P(ξ = xi) · P(η = yj)

ïðè âñiõ i òà j.
Çíàéäåìî ðîçïîäië âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η), åëåìåí-

òè ÿêîãî ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè. Íåõàé
Fξ(x) i Fη(y) � ôóíêöi¨ ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i
η, âiäïîâiäíî. Äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F (x, y) âèïàäêîâîãî
âåêòîðà (ξ; η)

F (x, y) = P(ξ < x, η < y) = P(ξ < x) · P(η < y) =

= Fξ(x) · Fη(y).

Çâiäñè � ó âèïàäêó íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ i η � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η) ìà¹
âèãëÿä

f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
= fξ(x) · fη(y),
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äå fξ(x), fη(y) � ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ξ i η, âiäïîâiäíî.

ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η äèñêðåòíi i ìàþòü ðîç-
ïîäiëè (xi, pi) òà (yj, qj), âiäïîâiäíî, òî âèïàäêîâèé âåêòîð
(ξ; η) ìà¹ ðîçïîäië (xi, yj; pij), äå pij = pi · qj ïðè âñiõ ìî-
æëèâèõ çíà÷åííÿõ i òà j.

2.2.3 Êîìïîçèöiÿ ðîçïîäiëiâ

Íåõàé ξ i η íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè. Çíàéäåìî
ðîçïîäië ¨õ ñóìè, ÿêèé áóäåìî íàçèâàòè êîìïîçèöi¹þ ðîç-
ïîäiëiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåïå-
ðåðâíi i ìàþòü ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó fξ(x), fη(x), âiäïîâiäíî.
Çíàéäåìî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ψ =
ξ + η.

Âiäîìî, ùî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà
(ξ; η) ìà¹ âèãëÿä f(x, y) = fξ(x) · fη(y). Òîìó, ôóíêöiÿ ðîç-
ïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ψ

Fψ(x) =
∫∫

s+t<x

f(s, t)dsdt =
+∞∫
−∞

ds
x−s∫
−∞

f(s, t)dt =

=
+∞∫
−∞

ds
x−s∫
−∞

fξ(s)fη(t)dt

Çâiäñè, îá÷èñëèâøè ïîõiäíó âiä Fψ(x), îäåðæèìî

fψ(x) =

+∞∫
−∞

fξ(s)fη(x− s)ds. (2.5)

Çàóâàæåííÿ. Iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (2.5)
íàçèâà¹òüñÿ çãîðòêîþ iíòåãðîâíèõ íà (−∞; +∞) ôóíêöié
fξ(x), fη(x).
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Îòæå, ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó êîìïîçèöi¨ ðîçïîäiëiâ ¹ çãîð-
òêîþ ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî óòâî-
ðþþòü êîìïîçèöiþ.

ßêùî æ âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η çàëåæíi, òî, àíàëîãi-
÷íî ïîïåðåäíüîìó,

Fψ(x) =

∫∫
s+t<x

f(s, t)dsdt =

+∞∫
−∞

ds

x−s∫
−∞

f(s, t)dt

i fψ(x) =
+∞∫
−∞

f(s, x− s)ds.

2.3 ×èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí

Håõàé çàäàíî éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω, F , P). Áóäå-
ìî ââàæàòè, ùî âñi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çàäàíi íà öüîìó
ïðîñòîði.

2.3.1 Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Îçíà÷åííÿ.Ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî Mξ =

∑
i

xipi, ÿêùî ξ � äèñ-

êðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ðîçïîäiëîì (xi; pi) ÷è Mξ =
∞∫
−∞

xf(x)dx, ÿêùî ξ � íåïåðåðâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç

ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó f(x).
Çàóâàæåííÿ.
1. Ðÿä ÷è iíòåãðàë ç îçíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäi-

âàííÿ ìîæå i ðîçáiãàòèñÿ. Äëÿ òàêèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
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ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íå iñíó¹. Hàäàëi, ÿêùî áóäåìî
ãîâîðèòè ïðî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-
íè, òî ââàæàòèìåìî, ùî âîíî iñíó¹.

2. Ó íàâåäåíîìó òóò îçíà÷åííi, ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ ââîäèòüñÿ ëèøå äëÿ äèñêðåòíèõ òà íåïåðåðâ-
íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìàòåìà-
òè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ (íå îáîâ'ÿçêîâî
äèñêðåòíî¨ ÷è íåïåðåðâíî¨) ìîæíà âèçíà÷èòè ó âèãëÿäi ií-
òåãðàëà Ñòiëüòü¹ñà

Mξ =

∞∫
−∞

xF (dx),

äå F (x) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ.
Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäi-

âàííÿ.

1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà C ∈ R

M(C · ξ) = C ·Mξ i MC = C.

2. Äëÿ äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η

M(ξ + η) = Mξ + Mη.

3. Äëÿ äâîõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η

M(ξ · η) = Mξ ·Mη.

4. Äëÿ ôóíêöié g(x) i h(x, y) òàêèõ, ùî g(ξ), h(ξ, η) �
âèïàäêîâi âåëè÷èíè

Mg(ξ) =

+∞∫
−∞

g(x)f(x)dx

(
=
∑
k

g(xk)pk

)
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Mh(ξ, η) =
+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

h(x, y)f(x, y)dy(
=
∑
k

∑
j

g(xk, yj)pkj

)
,

äå f(x) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ((xk; pk) � ðîçïîäië)
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, f(x, y) ((xk, yj; pkj) � ðîçïî-
äië) âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η).

5. ßêùî P(ξ ≥ 0) = 1, òî Mξ ≥ 0.

6. ßêùî P(ξ ≥ 0) = 1 i Mξ = 0, òî P(ξ = 0) = 1.

JÄîâåäåìî ñïî÷àòêó âëàñòèâiñòü 4). Äëÿ ïðîñòîòè îáìå-
æèìîñü äèñêðåòíèì âèïàäêîì. ßêùî íå îá'¹äíóâàòè îäíà-
êîâi çíà÷åííÿ g(xk) i h(xk, yj), òî âèïàäêîâi âåëè÷èíè g(ξ)
òà h(ξ, η) ìàþòü òàêi ðîçäiëè (g(xk), pk) i (h(xk, yj), pkj), âiä-
ïîâiäíî . Òîìó, î÷åâèäíî,
Mg(ξ) =

∑
k

g(xk) · pk i Mh(ξ, η) =
∑
k

∑
j

h(xk, yj) · pkj,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Ïiñëÿ öüîãî äîâåäåííÿ 1) ¹, íàïðèêëàä, òàêèì

M(C · ξ) =
∑
k

Cxkpk = C
∑
k

xkpk = C ·Mξ i

MC = C · 1 = C.

Òàê ñàìî â 2)

M(ξ + η) =

=
∑
k

∑
j

(xk + yj)pkj =
∑
k

∑
j

xkpkj +
∑
k

∑
j

yjpkj =

=
∑
k

xkpk· +
∑
j

yjp·j = Mξ + Mη.
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Òóò, ÿê i ðàíiøå, (xk; pk·), (yj; p·j) � ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí ξ òà η, âiäïîâiäíî .

Äëÿ äîâåäåííÿ 3) çãàäà¹ìî, ùî êîëè ξ òà η íåçàëåæíi,
òî pkj = pk· · p·j. Òîìó

M(ξ · η) =
∑
k

∑
j

xkyjpkj =

=
∑
k

∑
j

xkyjpk·p·j =
∑
k

xkpk·
∑
j

yjp·j = Mξ ·Mη.

Âëàñòèâîñòi 5) i 6) î÷åâèäíi, áî âñi xk ≥ 0 i â ñóìi∑
k

xkpk âñi äîäàíêè íåâiä'¹ìíi.

Àíàëîãi÷íî âëàñòèâîñòi 1) � 6) ìîæíà äîâåñòè i äëÿ
íåïåðåðâíîãî âèïàäêó. I

Çàóâàæåííÿ. Âðàõîâóþ÷è, ùî éìîâiðíîñòi pk ¹ äå-
ÿêîþ âàãîþ ïîäié {ξ = xk} i

∑
k

pk = 1, ìîæíà íàçâàòè

ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ çâàæåíèì ñåðåäíiì çíà÷åííÿì âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè àáî ñåðåäíiì çíà÷åííÿì âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè.

2.3.2 Äèñïåðñiÿ òà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiä-
õèëåííÿ

Îçíà÷åííÿ. Äèñïåðñi¹þ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçè-
âà¹òüñÿ ÷èñëî Dξ = M(ξ −Mξ)2.

Çàóâàæèìî, ùî äèñïåðñiþ ìîæóòü ìàòè òiëüêè òi âè-
ïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî ìàþòü ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ. Äà-
ëi â öüîìó ïóíêòi áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäêîâi âåëè÷èíè,
ÿêi ìàþòü äèñïåðñiþ.

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàþòü òàêi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi
äèñïåðñi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.
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1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

Dξ ≥ 0 i Dξ = Mξ2 − (Mξ)2.

2. Äèñïåðñiÿ íåâèïàäêîâî¨ (ñòàëî¨) âåëè÷èíè

DC = 0.

3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

D(C · ξ) = C2Dξ.

4. Äëÿ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ òà η

D(ξ + η) = Dξ + Dη.

5. Äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ç ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó
f(x) ÷è ðîçïîäiëîì (xk; pk),

Dξ =

+∞∫
−∞

(x−Mξ)2f(x)dx =

+∞∫
−∞

x2f(x)dx− (Mξ)2

÷è

Dξ =
∑
k

(xk −Mξ)2pk =
∑
k

x2
kpk − (Mξ)2.

J Âëàñòèâiñòü 1) ëåãêî âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé 1), 2) i
5) ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ. Äiéñíî, îñêiëüêè (ξ−Mξ)2 ≥
0 ç éìîâiðíiñòþ 1, òî

Dξ = M(ξ −Mξ)2 ≥ 0.
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Êðiì òîãî,

Dξ = M(ξ −Mξ)2 = M(ξ2 − 2 · ξMξ + (Mξ)2) =

= Mξ2 − 2 ·Mξ ·Mξ + (Mξ)2 = Mξ2 − (Mξ)2.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî MC = C, îäåðæèìî

DC = M(C − C)2 = M0 = 0

(âëàñòèâiñòü 2)). Çàïèñàâøè

D(C · ξ) = M(C · ξ −M(C · ξ))2 =

= M(C · ξ − C ·Mξ)2 = MC2(ξ −Mξ)2 =

= C2M(ξ −Mξ)2 = C2Dξ,

îäåðæèìî âëàñòèâiñòü 3).
ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íåçàëåæíi, òî

M(ξ · η) = Mξ ·Mη. Òîìó

D(ξ + η) = M(ξ + η)2 − (M(ξ + η))2 =

= M(ξ2 + 2ξη + η2)− (Mξ + Mη)2 =

= Mξ2 + 2M(ξ · η) + Mη2 − 2MξMη − (Mη)2 =

= Mξ2 − (Mξ)2 + Mη2 − (Mη)2 = Dξ + Dη,

ùî i ñòâåðäæóâàëîñü â 4).
Âëàñòèâiñòü 5) ïîâíiñòþ âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 4) ìà-

òåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ. I
Îçíà÷åííÿ. Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèì âiäõèëåííÿì âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî σ(ξ) =
√

Dξ.
Çàóâàæåííÿ.

1. Âëàñòèâiñòü 1) äèñïåðñi¨ çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàâííÿ ñåðå-
äíüîêâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ ó âñiõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí, ùî ìàþòü äèñïåðñiþ.
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2. Îñêiëüêè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ ñåðåäíiì çíà÷å-
ííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, òî äèñïåðñiÿ ¹ ñåðåäíiì
êâàäðàòó âiäõèëåííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âiä ñâîãî
ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ. Îòæå, äèñïåðñiÿ, à òîìó i ñå-
ðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ, ¹ õàðàêòåðèñòèêàìè
ðîçêèäó (ðîçñiþâàííÿ) çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
âiäíîñíî ¨¨ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ.

Ïðèêëàä. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ çàäàíà ðîçïîäiëîì

xk 1 2 3
pk

1
4

1
4

1
2

.

Çíàéòè Mξ, Dξ, σ(ξ).
Ïðîâåäåìî îá÷èñëåííÿ Mξ = 1 · 1

4
+2 · 1

4
+3 · 1

2
= 9

4
; Dξ =

Mξ2−(Mξ)2 = 1 · 1
4

+4 · 1
4

+9 · 1
2
− 81

16
= 11

16
; σ(ξ) =

√
Dξ =

√
11
4
.

2.3.3 Õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ

ßê i äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí äëÿ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ
ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ. Âåêòîð (Mξ; Mη) íàçèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè-
÷íèì ñïîäiâàííÿì âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η).

Àíàëîãîì äèñïåðñi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè äëÿ âèïàäêî-
âîãî âåêòîðà ¹ êîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ.

Îçíà÷åííÿ. Êîâàðiàöi¹þ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η íà-
çèâà¹òüñÿ ÷èñëî cov(ξ, η) = M(ξ−Mξ)(η−Mη). Êîåôiöi¹í-
òîì êîðåëÿöi¨ äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η íàçèâà¹òüñÿ
÷èñëî r(ξ, η) = cov(ξ,η)

σ(ξ)·σ(η)
.

Îçíà÷åííÿ. Êîâàðiàöiéíîþ ìàòðèöåþ âèïàäêîâîãî âå-
êòîðà (ξ; η) íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

K =

(
Dξ cov(ξ, η)

cov(ξ, η) Dη

)
.
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Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòà êîðåëÿöi¨ (êî-
âàðiàöi¨) âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

1. cov(ξ, η) = cov(η, ξ), r(ξ, η) = r(η, ξ).

2. |cov(ξ, η)| ≤ σ(ξ) · σ(η), |r(ξ, η)| ≤ 1.

3. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η ëiíiéíî çàëåæíi (òîáòî η =
a · ξ + b) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |r(ξ, η)| = 1.

4. ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ òà η íåçàëåæíi, òî
r(ξ, η) = 0.

J Âëàñòèâiñòü 1) åëåìåíòàðíî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ.
Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 2) ðîçãëÿíåìî

0 ≤ M(η −Mη − t(ξ −Mξ))2 = t2Dξ − 2tcov(ξ, η) + Dη.

Òîìó äèñêðèìiíàíò îäåðæàíîãî êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíàD ≤
0, òîáòî,

4cov2(ξ, η)− 4DξDη ≤ 0 àáî cov2(ξ, η)−DξDη ≤ 0

i òîìó |cov(ξ, η)| ≤ σ(ξ)σ(η). Çâiäñè

|r(ξ, η)| = |cov(ξ, η)|
σ(ξ) · σ(η)

≤ 1.

Ðîçãëÿíóòèé êâàäðàòíèé òðè÷ëåí ìà¹ êîðiíü òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè D = 0, òîáòî, |r(ξ, η)| = 1. Òîìó

M(η −Mη − a(ξ −Mξ))2 = 0

i, îòæå, ç éìîâiðíiñòþ 1

η −Mη − a(ξ −Mξ) = 0.
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Ïîçíà÷èâøè Mη − aMξ = b, îäåðæèìî η = aξ + b, ùî i
ñòàíîâèòü çìiñò âëàñòèâîñòi 3).

Âëàñòèâiñòü 4) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

cov(ξ, η) = M(ξη)−MξMη. I

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η íàçèâàþòüñÿ íå-
êîðåëüîâàíèìè, ÿêùî r(ξ, η) = 0 (cov(ξ, η) = 0).

Çàóâàæåííÿ.

1. Âðàõîâóþ÷è, ùî Dξ = cov(ξ, ξ) i òàê ñàìî Dη = cov(η, η),
êîâàðiàöiéíó ìàòðèöþ âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η) ìî-
æíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

K =

(
cov(ξ, ξ) cov(ξ, η)
cov(η, ξ) cov(η, η)

)
,

ùî îïðàâäó¹ ¨¨ íàçâó.

2. ßêùî æ |r(ξ, η)| áëèçüêèé äî 1, òî êàæóòü ïðî ìàéæå
ëiíiéíó çàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η, à êîëè
áëèçüêèé äî íóëÿ, òî ãîâîðÿòü ïðî ñëàáêó çàëåæíiñòü
(áëèçüêiñòü äî íåêîðåëüîâàíîñòi) öèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí.

3. Âçàãàëi êàæó÷è, iç íåêîðåëüîâàíîñòi äâîõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí íå âèïëèâà¹ ¨õ íåçàëåæíiñòü. Öå ïiäòâåð-
äæó¹ òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä. Håõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ çàäàíà ùiëü-
íiñòþ ðîçïîäiëó

f(x) =

{
1
2
, ÿêùî x ∈ [−1; 1]

0, ÿêùî x /∈ [−1; 1]
,
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à âèïàäêîâà âåëè÷èíà η = ξ2. Òîäi

cov(ξ, η) = M(ξη)−MξMη = Mξ3 −MξMξ2 =

= 1
2

1∫
−1

x3dx− 1
2

1∫
−1

xdx = 0

2.3.4 Iíøi õàðàêòåðèñòèêè âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí

Äàìî îçíà÷åííÿ äåÿêèõ iíøèõ õàðàêòåðèñòèê âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè, ùî äåùî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ðîçãëÿíóòèõ
âèùå.

Îçíà÷åííÿ. Ìîäîþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹-
òüñÿ ÷èñëî d, ùî ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà, ÷è ¹ íàé-
áiëüøéìîâiðíèì ìîæëèâèì çíà÷åííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-
íè ξ, ÿêùî âîíà äèñêðåòíà.

Ìîäà âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ìîæå áóòè ¹äèíîþ (óíiì-
îäàëüíèé ðîçïîäië) ÷è ìàòè êiëüêà çíà÷åíü (ìóëüòèìîäàëü-
íèé ðîçïîäië).

Îçíà÷åííÿ. Ìåäiàíîþ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ ç ôóí-
êöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿ h, äëÿ ÿêîãî
F (h) ≤ 1

2
, F (h+ 0) ≥ 1

2
.

Äëÿ íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ìåäiàíà ìîæå áó-
òè âèçíà÷åíà ÿê òàêå çíà÷åííÿ h, äëÿ ÿêîãî F (h) = 1

2
. Çà-

óâàæèìî, ùî ìåäiàíà ¹ çíà÷åííÿì, ÿêå "äiëèòü"ðîçïîäië
íà äâi ðiâíi (ïî ¾âàçi¿) ÷àñòèíè i òîìó ¹ àíàëîãîì ìàòåìà-
òè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äëÿ òèõ ðîçïîäiëiâ, äëÿ ÿêèõ ìàòåìà-
òè÷íå ñïîäiâàííÿ íå iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ. Êâàíòèëåì ïîðÿäêó α, α ∈ (0; 1) âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè (ðîçïîäiëó) ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (x) íà-
çèâà¹òüñÿ ÷èñëî pα, äëÿ ÿêîãî F (pα) ≤ α, F (pα + 0) ≥ α.
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Î÷åâèäíî, ùî ìåäiàíà ¹ êâàíòèëåì ïîðÿäêó 1
2
. ßêùî æ

âèïàäêîâà âåëè÷èíà íåïåðåðâíà, òî êâàíòèëü ïîðÿäêó α ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ F (pα) = α.

Ðîçãëÿíåìî íà çàâåðøåííÿ ùå êiëüêà õàðàêòåðèñòèê
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè (ìîìåíòíi õàðàêòåðèñòèêè).

Îçíà÷åííÿ.Ìîìåíòîì (ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì) ïîðÿä-
êó k âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî Mξk.

Îçíà÷åííÿ. Öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó k âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî M(ξ −Mξ)k.

Çàóâàæèìî, ùî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ¹ ïî÷àòêîâèì
ìîìåíòîì ïåðøîãî ïîðÿäêó, à äèñïåðñiÿ ¹ öåíòðàëüíèì ìî-
ìåíòîì äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ç ìîìåíòíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîâ'ÿçàíi òàêi õàðà-
êòåðèñòèêè, ÿê êîåôiöi¹íò àñèìåòði¨ M(ξ−Mξ)3√

(Dξ)3
(õàðàêòåðè-

çó¹ àñèìåòðiþ â ðîçïîäiëi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âiäíîñíî ¨¨
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ), êîåôiöi¹íò åêñöåñó M(ξ−Mξ)4

(Dξ)2
−3

(õàðàêòåðèçó¹ ñòóïiíü ¾êðóòîñòi¿ ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè).

2.4 Ïðèêëàäè ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí

2.4.1 Áiíîìiàëüíèé ðîçïîäië

Håõàé ξ � êiëüêiñòü óñïiõiâ â ñõåìi Áåðíóëëi ç n âèïðî-
áóâàíü. Âiäîìî, ùî

P(ξ = k) = Ck
np

k(1− p)n−k,

äå k = 0, 1, . . . , n, 0 < p < 1.
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Îçíà÷åííÿ. Ðîçïîäië (xk; pk), k = 0, 1, . . . , n, äå xk = k,
pk = Ck

np
k(1 − p)n−k íàçèâà¹òüñÿ áiíîìiàëüíèì ç ïàðàìå-

òðàìè n i p, à âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç öèì ðîçïîäiëîì �
áiíîìiàëüíî ðîçïîäiëåíîþ.

Ïåðåêîíà¹ìîñü, ùî íàáið ÷èñåë pk äiéñíî çàäà¹ ðîçïîäië
éìîâiðíîñòåé. Äëÿ öüîãî äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî pk ≥ 0 (öå

î÷åâèäíî) i
n∑
k=0

pk = 1.

Äiéñíî

n∑
k=0

pk =
n∑
k=0

Ck
np

k(1− p)n−k = (p+ 1− p)n = 1.

Çíàéäåìî òåïåð ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ
áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî íàáið âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí Xk � iíäèêàòîð óñïiõó â k-îìó âèïðî-
áóâàííi ñõåìè Áåðíóëëi (k = 1, 2, . . . , n).

Xk =

{
1, ÿêùî â k-îìó âèïðîáóâàííi âiäáóâñÿ óñïiõ,
0, â iíøîìó âèïàäêó.

Âñi âèïàäêîâi âåëè÷èíè Xk îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi ç ðîç-
ïîäiëîì (1; p), (0; 1− p) òà ïîïàðíî íåçàëåæíi.

Îñêiëüêè ξ =
n∑
k=0

Xk i

MXk = 1 · p+ 0 · (1− p) = p,

DXk = MX2
k − (MXk)

2 =

= 1 · p+ 0 · (1− p)− p2 = p(1− p),

òî

Mξ =
n∑
k=0

MXk = np, Dξ =
n∑
k=0

DXk = np(1− p).
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2.4.2 Ðîçïîäië Ïóàññîíà

Îçíà÷åííÿ. Ðîçïîäië (xk, pk), k = 0, 1, 2, . . . , äå
xk = k, pk = λk

k!
e−λ, λ > 0, íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëîì Ïóàññî-

íà ç ïàðàìåòðîì λ.
Ç ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà ìè âæå çóñòði÷àëèñü ïðè âè-

â÷åííi ñõåìè Áåðíóëëi. Öåé ðîçïîäië çãiäíî òåîðåìè Ïóàñ-
ñîíà ìîæå áóòè îäåðæàíèé ç áiíîìiàëüíîãî ðîçïîäiëó øëÿ-
õîì ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïðè n→ +∞.

Î÷åâèäíî, ùî pk > 0 ïðè âñiõ k ≥ 0. Êðiì òîãî

∞∑
k=0

pk =
∞∑
k=0

λk

k!
e−λ = eλ · e−λ = 1.

Òîìó íàáið ÷èñåë pk äiéñíî ìîæå áóòè ðîçïîäiëîì éìîâið-
íîñòåé.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ðîçïîäiëåíî¨ çà çàêîíîì Ïó-
àññîíà âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

Mξ =
∞∑
k=0

k λ
k

k!
e−λ = λ

∞∑
k=1

λk−1

(k−1)!
e−λ =

= λeλ · e−λ = λ.

Äèñïåðñiÿ

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
∞∑
k=0

k2 λk

k!
e−λ − λ2 =

=
∞∑
k=1

(k − 1 + 1) λk

(k−1)!
e−λ − λ2 =

=
∞∑
k=2

λk

(k−2)!
e−λ +

∞∑
k=1

λk

(k−1)!
e−λ − λ2 =

= λ2eλ · e−λ + λeλ · e−λ − λ2 = λ.
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Òàêèì ÷èíîì ïàðàìåòð λ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ¹ îäíî÷à-
ñíî ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì òà äèñïåðñi¹þ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè, ùî ìà¹ öåé ðîçïîäië.

Ðîçãëÿíåìî îäíó öiêàâó âëàñòèâiñòü ðîçïîäiëó Ïóàññî-
íà: êîìïîçèöiÿ äâîõ ðîçïîäiëiâ Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðàìè λ1

i λ2 ¹ ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ1 + λ2. Äiéñíî,
íåõàé íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η ìàþòü ðîçïîäië
Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðàìè λ1 i λ2, âiäïîâiäíî. Çà ôîðìóëîþ
ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi

P(ξ + η = k) =
k∑
i=0

P(ξ = i) · P(η = k − i) =

=
k∑
i=0

λi1
i!
e−λ1

λk−i2

(k−i)!e
−λ2 = 1

k!

k∑
i=0

Ci
kλ

i
1λ

k−i
2 e−(λ1+λ2) =

= (λ1+λ2)k

k!
e−(λ1+λ2),

ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

2.4.3 Ãåîìåòðè÷íèé ðîçïîäië

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ âèïðî-
áóâàíü ç éìîâiðíiñòþ óñïiõó â êîæíîìó âèïðîáóàâííi p.
Íåõàé ξ � êiëüêiñòü âèïðîáóâàíü äî ïåðøîãî óñïiõó.

Òîäi P(ξ = k) = p(1− p)k.
Îçíà÷åííÿ. Ðîçïîäië (xk; pk), k = 0, 1, 2, . . . , äå xk = k,

pk = p(1 − p)k, íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íèì ðîçïîäiëîì ç
ïàðàìåòðîì p.

Ïåðåâiðèìî õàðàêòåðíi âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëó

1. pk > 0,

2.
∞∑
k=0

pk =
∞∑
k=0

p(1−p)k = p
1−(1−p) = 1, áî ïîñëiäîâíiñòü pk
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óòâîðþ¹ íåñêií÷åííó ñïàäíó ãåîìåòðè÷íó ïðîãðåñiþ
iç çíàìåííèêîì q = 1− p.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè ξ ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(x) =
∞∑
k=0

xk =
1

1− x
, |x| < 1.

Òîäi

Mξ =
∞∑
k=0

kp(1− p)k = p(1− p)
∞∑
k=1

k(1− p)k−1 =

= p(1− p)f ′(1− p) = p(1− p) 1
(1−(1−p))2 = 1−p

p
.

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
∞∑
k=0

k2p(1− p)k − (1−p)2
p2

=

= p(1− p)2
∞∑
k=2

k(k − 1)(1− p)k−2 +

+
∞∑
k=0

kp(1− p)k − (1−p)2
p2

=

= p(1− p)2f ′′(1− p) + 1−p
p
− (1−p)2

p2
=

= p(1− p)2 2
(1−(1−p))3 + 1−p

p
− (1−p)2

p2
= 1−p

p2
.

2.4.4 Ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ, ÿêà ìî-
æå ïðèéìàòè áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ ç âiäðiçêà [a; b]. Íåõàé éìî-
âiðíiñòü òîãî, ùî ξ ïîïàäå â äîâiëüíèé iíòåðâàë, ÿêèé ïîâ-
íiñòþ ìiñòèòüñÿ â [a; b], çàëåæèòü òiëüêè âiä äîâæèíè öüîãî
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iíòåðâàëà. Çðîçóìiëî, ùî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó öi¹¨ âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè ïîâèííà ìàòè âèãëÿä

f(x) =

{
c, ÿêùî x ∈ [a; b],
0, ÿêùî x /∈ [a; b].

Ç óìîâè
+∞∫
−∞

f(x)dx = 1 çíàéäåìî ïàðàìåòð c:

+∞∫
−∞

f(x)dx =

b∫
a

cdx = c(b− a),

òîìó c = 1
b−a .

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië íà âiäðiçêó [a; b], ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

f(x) =

{
1
b−a , ÿêùî x ∈ [a; b],

0, ÿêùî x /∈ [a; b].

Çíàéäåìî ÷èñëîâi õàðàêòåðèñòèêè ðiâíîìiðíî ðîçïîäi-
ëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Mξ =
+∞∫
−∞

xf(x)dx =
b∫
a

x 1
b−adx =

= b2−a2
2
· 1
b−a = a+b

2
.

Äèñïåðñiÿ

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
+∞∫
−∞

x2f(x)dx− (Mξ)2 =

=
b∫
a

x2 1
b−adx−

(a+b)2

4
=

= b3−a3
3
· 1
b−a −

(a+b)2

4
= (a−b)2

12
.
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Hà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî ñïîñiá ìîäåëþâàííÿ ðîçïî-
äiëiâ ìàþ÷è ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië.

Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ìà¹ íåïåðåðâíó çðîñòàþ÷ó
ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x). Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó
ξ = F (η)

P(ξ < x) = P(F (η) < x) =

=


0, x ≤ 0
P(η < F−1(x)), 0 < x ≤ 1
1, x > 1

=

=


0, x ≤ 0
F (F−1(x)), 0 < x ≤ 1
1, x > 1

=


0, x ≤ 0
x, 0 < x ≤ 1
1, x > 1

.

Òîìó ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ

f(x) =

{
1, x ∈ [0; 1]
0, x /∈ [0; 1]

,

òîáòî, ξ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà [0; 1].
Çâiäñè âèïëèâà¹ ñïîñiá ìîäåëþâàííÿ áóäü-ÿêîãî íåïå-

ðåðâíîãî ðîçïîäiëó, ùî çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó íà
F (x). Äîñèòü âçÿòè ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíó íà âiäðiçêó [0; 1]
âèïàäêîâó âåëè÷èíó ξ i ðîçãëÿíóòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó
η = F−1(ξ). Âîíà ìàòèìå ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x).

2.4.5 Ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé
(åêñïîíåíöiàëüíèé) ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ, ÿêùî ¨¨ ùiëü-
íiñòü ðîçïîäiëó

f(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0,
0, x < 0.
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Ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöiÿ f(x) ìîæå áóòè ùiëüíiñòþ ðîç-
ïîäiëó:

1. f(x) > 0;

2.
+∞∫
−∞

f(x)dx =
+∞∫
0

λe−λxdx = −e−λx
∣∣+∞
0

= 1.

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Mξ =
+∞∫
−∞

xf(x)dx =
+∞∫
0

xλe−λxdx =

= −xe−λx
∣∣+∞
0

+
+∞∫
0

e−λxdx = − 1
λ
e−λx

∣∣+∞
0

= 1
λ
.

Äèñïåðñiÿ

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
+∞∫
−∞

x2f(x)dx− (Mξ)2 =

=
+∞∫
0

x2λe−λxdx− 1
λ2

=

= −x2e−λx
∣∣+∞
0

+ 2
+∞∫
0

xλe−λxdx− 1
λ2

=

= 2
λ2
− 1

λ2
= 1

λ2
.

Ðîçãëÿíåìî íà çàâåðøåííÿ

P(ξ ∈ [k; k + 1]) =
k+1∫
k

f(x)dx =
k+1∫
k

λe−λxdx =

= −e−λx
∣∣k+1

k
= (1− e−λ) · e−kλ.

Çâiäñè âèäíî, ùî ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ¹ íåïåðåðâíèì
àíàëîãîì ãåîìåòðè÷íîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðîì p = 1 −
e−λ.
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2.4.6 Íîðìàëüíèé ðîçïîäië

Íîðìàëüíèé ðîïîäië âiäiãðà¹ âèêëþ÷íî âàæëèâó ðîëü
â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿõ. Âàæëèâiñòü öüî-
ãî ðîçïîäiëó ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïðè äîñèòü øèðîêèõ
ïðèïóùåííÿõ ðîçïîäië ñóìè âåëèêî¨ êiëüêîñòi âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí âèÿâëÿ¹òüñÿ áëèçüêèì äî íîðìàëüíîãî ðîçïîëiëó.
Öå ìà¹ ìiñöå, êîëè íà çíà÷åííÿ äåÿêî¨ âåëè÷èíè âïëèâà¹
âåëèêà êiëüêiñòü ðiâíîïðàâíèõ âèïàäêîâèõ ôàêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ íîðìàëüíèé
ðîçïîäië ç ïàðàìåòðàìè a òà σ2 (ïîçíà÷à¹òüñÿ N(a;σ2)),
ÿêùî ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó

f(x) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
, x ∈ R.

Ïåðø íiæ äîâîäèòè, ùî ôóíêöiÿ f(x) ìîæå áóòè ùiëü-
íiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè çíàéäåìî (iíòåãðàë
Ïóàññîíà)

I =

+∞∫
−∞

e−t
2/2dt.

Çàóâàæèìî, ìiæ iíøèì, ùî íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë âiä ôóí-
êöi¨ e−t

2/2 íå âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨.
Ðîçãëÿíåìî

I2 =
+∞∫
−∞

e−t
2/2dt

+∞∫
−∞

e−s
2/2ds =

=

∣∣∣∣ s = ρ cosφ
t = ρ sinφ

∣∣∣∣ =
2π∫
0

dφ
+∞∫
0

e−ρ
2/2ρdρ =

= 2πe−ρ
2/2
∣∣∣+∞
0

= 2π.

Òîìó I =
√

2π.
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Çâiäñè

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

=

∣∣∣∣ x−a
σ

= t
dx = σdt

∣∣∣∣ = 1√
2π

+∞∫
−∞

e−t
2/2dt = 1

Êðiì òîãî, f(x) > 0 ïðè x ∈ R, òîìó f(x) ìîæå áóòè ùiëü-
íiñòþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Ç'ÿñó¹ìî ñóòü ïàðàìåòðiâ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Äëÿ
öüîãî çíàéäåìî éîãî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ.

Mξ =
+∞∫
−∞

xf(x)dx =

= 1√
2πσ

+∞∫
−∞

x exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

= 1√
2πσ

+∞∫
−∞

x−a
σ

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx+ a =

= − σ√
2π

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}∣∣∣+∞
−∞

+ a = a;

Dξ =
+∞∫
−∞

(x−Mξ)2f(x)dx =

= 1√
2πσ

+∞∫
−∞

(x− a)2 exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

= − (x−a)σ√
2π

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}∣∣∣+∞
−∞

+

+σ2 1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx = σ2

Îòæå, ïàðàìåòðàìè íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó N(a;σ2) ¹
éîãî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ a òà äèñïåðñiÿ σ2.
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Äëÿ áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ¹ âàæëèâèì îá÷èñëå-
ííÿ éìîâiðíîñòåé ïîïàäàííÿ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â äåÿêèé iíòåðâàë

P(ξ ∈ (α; β)) =
β∫
α

f(x)dx =

= 1√
2πσ

β∫
α

exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

∣∣∣∣ x−a
σ

= t
dx = σdt

∣∣∣∣ =

= 1√
2π

β−a
σ∫

α−a
σ

e−t
2/2dt = Φ(β−a

σ
)− Φ(α−a

σ
),

äå Φ(x) = 1√
2π

x∫
0

e−t
2/2dt (ôóíêöiÿ Ëàïëàñà).

Ôóíêöiÿ Ëàïëàñà òàáóëüîâàíà, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü îá-
÷èñëþâàòè ðîçãëÿíóòi éìîâiðíîñòi.

Íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ëàïëàñà:

1. lim
x→+∞

Φ(x) = 1
2
;

2. Φ(−x) = −Φ(x);

3. F0(x) = 1
2

+ Φ(x) ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó N(0; 1).

Âëàñòèâiñòü 1) âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 3), ÿêà ¹ î÷åâè-
äíîþ, áî ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó N(0; 1)

f0(x) =
1√
2π
e−t

2/2

¹ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ i

F0(x) =
1

2
+

1√
2π

x∫
0

e−t
2/2dt.



2.4. Ïðèêëàäè ðîçïîäiëiâ 67

Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 2) çàïèøåìî

Φ(−x) = 1√
2π

−x∫
0

e−t
2/2dt =

∣∣∣∣ t = −u
dt = −du

∣∣∣∣ =

= − 1√
2π

x∫
0

e−u
2/2du = −Φ(x).

Çàóâàæåííÿ. Íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0; 1) ùå íàçè-
âàþòü ñòàíäàðòíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì. Éîãî ôóí-
êöiþ ðîçïîäiëó iíîäi òàêîæ ìîæíà çóñòðiòè òàáóëüîâàíîþ.
Âëàñòèâiñòü 2) äëÿ íå¨ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

F0(−x) = 1− F0(x).

Íà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî ùå îäíó âëàñòèâiñòü íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó. Íåõàé ξ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(a;σ2).
Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà η = kξ+b (k 6= 0) òàêîæ ìà¹ íîð-
ìàëüíèé ðîçïîäië N(ka+ b; k2σ2).

Äiéñíî, íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi k > 0, òîäi

P(η < x) = P(kξ + b < x) = P(ξ < x−b
k

) =

= 1√
2πσ

x−b
k∫
−∞

exp
{
− (t−a)2

2σ2

}
dt =

=

∣∣∣∣ t−a
σ

= s
dt = σds

∣∣∣∣ = 1√
2πkσ

x∫
−∞

exp

{
−( s−bk −a)

2

2σ2

}
ds =

= 1√
2πkσ

x∫
−∞

exp
{
− (s−(ka+b))2

2(σk)2

}
ds,

ùî ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó N(ka+ b; k2σ2).
Îòæå, øëÿõîì ïåðåòâîðåííÿ η = σξ + a ç âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè ξ, ùî ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië, ìî-
æíà îäåðæàòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó η ç ðîçïîäiëîì
N(a;σ2).
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2.4.7 Äâîâèìiðíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η) íàçèâà¹òüñÿ íîð-
ìàëüíî ðîçïîäiëåíèì (N(a1; a2;σ2

1;σ2
2; ρ)), ÿêùî éîãî ùiëü-

íiñòü ðîçïîäiëó (x, y ∈ R)

f(x, y) = 1

2πσ1σ2
√

1−ρ2
×

× exp
{
− 1

2(1−ρ2)

(
(x−a1)2

σ2
1
− 2ρ(x−a1)(y−a2)

σ1σ2
+ (y−a2)2

σ2
2

)}
,

ÿêùî σ2
1σ

2
2(1− ρ2) 6= 0.

Ñïåöiàëüíî íå áóäåìî ïåðåâiðÿòè, ùî âêàçàíà ôóíêöiÿ
¹ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó (õî÷ ¨¨ íåâiä'¹ìíiñòü î÷åâèäíà). Çíà-
éäåìî ìàðãiíàëüíi ðîçïîäiëè âèïàäêîâîãî âåêòîðà (ξ; η).

fξ(x) =
+∞∫
−∞

f(x; y)dy = 1

2πσ1σ2
√

1−ρ2
×

×
+∞∫
−∞

exp
{
− 1

2(1−ρ2)

(
(x−a1)2

σ2
1
− 2ρ(x−a1)(y−a2)

σ1σ2
+

+ (y−a2)2

σ2
2

)}
dy = 1

2πσ1σ2
√

1−ρ2
×

×
+∞∫
−∞

exp

{
− 1

2(1−ρ2)

(
ρx−a1

σ1
− y−a2

σ2

)2

− (x−a1)2

2σ2
1

}
dy =

=

∣∣∣∣∣ 1√
1−ρ2

(
ρx−a1

σ1
− y−a2

σ2

)
= t

dy = −σ2

√
1− ρ2dt

∣∣∣∣∣ =

=
−σ2
√

1−ρ2

2πσ1σ2
√

1−ρ2

+∞∫
−∞

e−t
2/2dt · exp

{
− (x−a1)2

2σ2
1

}
=

= 1√
2πσ1

exp
{
− (x−a1)2

2σ2
1

}
.

Òîáòî ξ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(a1;σ2
1) i, àíàëî-

ãi÷íî, η ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(a2;σ2
2). Çâiäñè, ìiæ
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iíøèì, âèïëèâà¹, ùî f(x; y) ¹ äiéñíî ùiëüíiñòþ ðîçïîäi-
ëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà. Êðiì òîãî, ïàðàìåòðè äâîâèìið-
íîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ìàþòü òàêèé çìiñò a1 = Mξ,
a2 = Mη, σ2

1 = Dξ, σ2
2 = Dη.

Çíàéäåìî êîåôiöi¹íò êîðåëÿöi¨ ìiæ âèïàäêîâèìè âåëè-
÷èíàìè ξ i η.

cov(ξ, η) = M(ξ −Mξ)(η −Mη) =

= 1

2πσ1σ2
√

1−ρ2

+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

(x− a1)(y − a2)×

× exp
{
− 1

2(1−ρ2)

(
(x−a1)2

σ2
1
− 2ρ(x−a1)(y−a2)

σ1σ2
+ (y−a2)2

σ2
2

)}
dy =

= 1

2πσ1σ2
√

1−ρ2

+∞∫
−∞

dx
+∞∫
−∞

(x− a1)(y − a2)×

× exp

{
− 1

2(1−ρ2)

(
x−a1
σ1
− ρy−a2

σ2

)2

− (y−a2)2

2σ2
2

}
dy =

=

∣∣∣∣∣ 1√
1−ρ2

(
x−a1
σ1
− ρy−a2

σ2

)
= t

dx = σ1

√
1− ρ2dt

∣∣∣∣∣ =

= 1
2πσ2

+∞∫
−∞

dt
+∞∫
−∞

(√
1− ρ2σ1t+ ρσ1

σ2
(y − a2)

)
(y − a2)×

× exp
{
− t2

2
− (y−a2)2

2σ2
2

}
dy =

=

√
1−ρ2σ1
2πσ2

+∞∫
−∞

te−t
2/2dt

+∞∫
−∞

(y − a2) exp
{
− (y−a2)2

2σ2
2

}
dy +

+ρ σ1
2πσ2

2

+∞∫
−∞

e−t
2/2dt

+∞∫
−∞

(y − a2) exp
{
− (y−a2)2

2σ2
2

}
dy =

= 0 + ρ σ1
2πσ2

2

√
2πσ2

2

√
2πσ2 = ρσ1σ2.
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Òîìó êîôiöi¹íò êîðåëÿöi¨

r(ξ, η) =
cov(ξ, η)

σ(ξ)σ(η)
=
ρσ1σ2

σ1σ2

= ρ

i, îòæå, ïàðàìåòð ρ äâîâèìiðíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó
¹ êîåôiöi¹íòîì êîðåëÿöi¨ ìiæ éîãî êîìïîíåíòàìè ξ òà η.

ßê âiäîìî, êîëè ρ = 0 , òî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ i η
íåêîðåëüîâàíi. Òîäi

f(x, y) = 1
2πσ1σ2

exp
{
− (x−a1)2

2σ2
1
− (y−a2)2

2σ2
2

}
=

= fξ(x) · fη(y),

ùî ñâiä÷èòü ïðî íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ i η.
Îòæå, äëÿ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
ïîíÿòòÿ íåêîðåëüîâàíîñòi òà íåçàëåæíîñòi òîòîæíi.

Çàóâàæåííÿ. Íîðìàëüíèé ðîçïîäië íà ïëîùèíi ç ïà-
ðàìåòðîì ρ = 0 íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì. Ïðè öüîìó ãî-
ëîâíèé åëiïñ ðîçñiþâàííÿ öüîãî ðîçïîäiëó

1
2(1−ρ2)

(
(x−a1)2

σ2
1
− 2ρ(x−a1)(y−a2)

σ1σ2
+ (y−a2)2

σ2
2

)
= λ2

ìà¹ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî çìiííèõ x− a1 òà y − a2.
Éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ íîðìàëüíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà
â îñíîâíèé åëiïñ ðîçñiþâàííÿ äîðiâíþ¹ 1− e−λ2 .

Âñòàíîâèìî öå äëÿ êàíîíi÷íîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.
Éìîâiðíiñòü ïîïàäàííÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà ç öèì ðîçïî-
äiëîì â ãîëîâíèé åëiïñ ðîçñiþâàííÿ

1

2

(
(x− a1)2

σ2
1

+
(y − a2)2

σ2
2

)
= λ2
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äîðiâíþ¹

pλ =
∫ ∫
D

1
2πσ1σ2

exp
{
− (x−a1)2

σ2
1
− (y−a2)2

σ2
2

}
dxdy =

=

∣∣∣∣ x = a1 + σ1r cosφ
y = a2 + σ2r sinφ

∣∣∣∣ =

=
2π∫
0

dφ

√
2λ∫

0

1
2πσ1σ2

e−r
2/2rσ1σ2dr =

= 2π 1
2π

(
−e−r2/2

)∣∣∣√2λ

0
= 1− e−λ2 ,

äå D =
{

(x; y) : 1
2

(
(x−a1)2

σ2
1

+ (y−a2)2

σ2
2

)
≤ λ2

}
.

Çàóâàæèìî, ùî ïiâîñi ãîëîâíîãî åëiïñà ðîçñiþâàííÿ äî-
ðiâíþþòü

√
2λσ1 i

√
2λσ2.

Îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòåé pλ ïðè λ = 1, 2, 3 äàþòü òàêi
ðåçóëüòàòè p1 = 0.632, p2 = 0.982, p3 = 0.999. Çâiäñè âèäíî,
ùî â êàíîíi÷íîìó âèïàäêó íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèé âèïàä-
êîâèé âåêòîð ìàéæå äîñòîâiðíî ïîïàäà¹ â åëiïñ ç öåíòðîì
(a1; a2) (öåíòð ðîçñiþâàííÿ) i ïiâîñÿìè 3

√
2σ1 i 3

√
2σ2.

2.5 Õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨

2.5.1 Îçíà÷åííÿ íà âëàñòèâîñòi

Ðîçãëÿíåìî íà éìîâiðíiíîñíîìó ïðîñòîði (Ω,F ,P) äâî-
âèìiðíèé âèïàäêîâèé âåêòîð (ξ; η). Çàäàìî êîìïëåêñíî-
çíà÷íó âèïàäêîâó âåëè÷èíó ψ ðiâíiñòþ ψ = ξ + iη.

ßêùî iñíóþòü ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí ξ i η, òî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè-
÷èíè ψ âèçíà÷èìî òàê: Mψ = Mξ + iMη.

Çàóâàæèìî, ùî ââåäåíi ïîíÿòòÿ çàäîâîëüíÿþòü âñi çâè-
÷àéíi äëÿ íèõ óìîâè. �äèíå, ùî ðîçïîäiëîì êîìïëåêñíî-



72 Ðîçäië 2. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè

çíà÷íî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ñëiä ââàæàòè ðîçïîäië âiäïî-
âiäíîãî âèïàäêîâîãî âåêòîðà.

Îçíà÷åííÿ. Õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ φ(t) âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ,
çàäàíà ïðè t ∈ R ñïiââiäíîøåííÿì

φ(t) = Meitξ = M(cos tξ + i sin tξ).

ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íåïåðåðâíà i f(x) � ¨¨
ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó, òî

φ(t) =

+∞∫
−∞

eitxf(x)dx.

Òîáòî, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹
ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó íåïåðåðâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Äëÿ
äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ðîçïîäiëîì (xk; pk) õà-
ðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ

φ(t) =
∑
k

eitxkpk.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóí-
êöié:

1. φ(0) = 1, φ(t) ≤ 1 äëÿ âñiõ t ∈ R;

2. φ(−t) = φ(t)

3. Äëÿ âñiõ n ∈ N , áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë t1, t2, . . . , tn
i áóäü-ÿêèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë c1, c2, . . . , cn

n∑
k=1

n∑
m=1

φ(tm − tk)cmck ≥ 0;
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4. Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ñóìè äâîõ íåçàëåæíèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ äîáóòêó õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ ôóíêöié öèõ âåëè÷èí.

5. Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ðîç-
ïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

6. ßêùî äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ iñíó¹ M|ξ|n, òî ¨¨ õà-
ðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ n ðàç íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
éîâíà i φ(n)(0) = inMξn;

7. Íåõàé Fn(x) � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ðîçïîäiëó, F (x) �
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, φn(t) i φ(t) âiäïîâiäíi
¨ì õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨. ßêùî

lim
n→∞

φn(t) = φ(t)

äëÿ âñiõ t ∈ R, òî

lim
n→∞

sup
x
|Fn(x)− F (x)| = 0,

òîáòî Fn(x) ðiâíîìiðíî ïî x çáiãà¹òüñÿ äî F (x).

Äîâåäåìî äåÿêi ç öèõ âëàñòèâîñòåé, îáìåæèâøèñü âè-
ïàäêîì íåïåðåðâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

J Î÷åâèäíî, ùî φ(0) = Mei0ξ = M1 = 1. Äàëi

|φ(t)| =
∣∣Meitξ

∣∣ =

∣∣∣∣+∞∫
−∞

eitxf(x)dx

∣∣∣∣ ≤
≤

+∞∫
−∞
|eitx| f(x)dx =

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1,

áî |eitx| = 1 i f(x) ≥ 0, ùî i ñòâåðäæóâàëîñü â 1).



74 Ðîçäië 2. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè

Âðàõîâóþ÷è, ùî

φ(−t) = Me−itξ = M(cos tξ − i sin tξ) =

= M cos tξ − iM sin tξ = M cos tξ + iM sin tξ =

= Meitξ = φ(t),

îäåðæèìî âëàñòèâiñòü 2).
Ðîçãëÿíåìî

n∑
k=1

n∑
m=1

φ(tm − tk)cmck =

= M

(
n∑
k=1

n∑
m=1

ei(tm−tk)ξcmck

)
=

= M

(
n∑

m=1

eitmξcm
n∑

m=1

eitkξck

)
=

= M

∣∣∣∣ n∑
m=1

eitmξcm

∣∣∣∣2 ≥ 0,

ùî ñòàíîâèòü çìiñò âëàñòèâîñòi 3).
Íåõàé φ1(t), φ2(t) � õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ íåçàëå-

æíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1 i ξ2 âiäïîâiäíî. Òîäi õàðàêòå-
ðèñòè÷íà ôóíêöiÿ φ(t) ¨õ ñóìè (âëàñòèâiñòü 4))

φ(t) = Meit(ξ1+ξ2) = M
(
eitξ1eitξ2

)
=

= Meitξ1 ·Meitξ2 = φ1(t) · φ2(t)

÷åðåç íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí eitξ1 i eitξ2

Âëàñòèâîñòi 5) � 7) çàëèøèìî áåç äîâåäåííÿ. Òiëüêè
ôîðìàëüíî îá÷èñëèìî (äëÿ âëàñòèâîñòi 6))

φ(n)(t) =

+∞∫
−∞

(ix)neitxf(x)dx.
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Òîìó

φ(n)(0) = in
+∞∫
−∞

xnf(x)dx = inMξn. I

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f(t)
çàäàíà íà R áóëà õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ äåÿêîãî
ðîçïîäiëó, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âîíà çàäîâîëüíÿëà ðîç-
ãëÿíóòi âèùå âëàñòèâîñòi 1) i 3) (òåîðåìà Áîõíåðà-Õií÷èíà).

2.5.2 Õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó

Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië
N(a, σ2). Òîäi ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Meitξ = 1√
2πσ

+∞∫
−∞

eitx exp
{
− (x−a)2

2σ2

}
dx =

= 1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
−1

2

(
(x−a)2

σ2 − 2it(x− a)
)

+ ita
}
dx =

= eita 1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
− (x−a−itσ2)2

2σ2 − t2σ2

2

}
dx =

= eita−
t2σ2

2
1√
2πσ

+∞∫
−∞

exp
{
− (x−a−itσ2)2

2σ2

}
dx =

= eita−
t2σ2

2 .

Òîáòî φ(t) = eita−
t2σ2

2 .
Çàóâàæåííÿ. Äëÿ íàñòóïíèõ çàñòîñóâàíü âèïèøåìî

õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîç-

ïîäiëó: φ(t) = e−
t2

2 .
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Íà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî êîðèñíå òâåðäæåííÿ: ñóìà
äâîõ íåçàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíà. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è îäíó
ç âëàñòèâîñòåé õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié ìàòèìåìî, ùî
õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ñóìè íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí ç ðîçïîäiëàìè N(a1, σ

2
1) i N(a2, σ

2
2) òàêà

φ(t) = eita1−
t2σ21

2 · eita2−
t2σ22

2 =

= eit(a1+a2)− t
2(σ21+σ

2
2)

2 ,

ùî ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ íîìàëüíîãî ðîçïîäiëó
N(a1 + a2, σ

2
1 + σ2

2). Îñêiëüêè õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ðîçïîäië, òî çãàäàíå òâåðäæåííÿ äî-
âåäåíî.

Ëåãêî òàêîæ âñòàíîâèòè, ùî äîáóòîê íîðìàëüíî ðîç-
ïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè íà ÷èñëî ìà¹ íîðìàëüíèé
ðîçïîäië.

Äiéñíî, éîãî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ

Meit(cξ) = Mei(tc)ξ = ei(tc)a−
(tc)2σ2

2 =

= eit(ac)−
t2(σc)2

2

¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó N(ac, (σc)2).
Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

íåçàëåæíèõ â ñóêóïíîñòi íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië.



Ðîçäië 3

Ãðàíè÷íi òåîðåìè òåîði¨

éìîâiðíîñòåé

3.1 Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí. Çàêîíè âåëèêèõ

÷èñåë

3.1.1 Íåðiâíîñòi ×åáèøåâà

Ãðàíè÷íi òåîðåìè ïîâ'ÿçóþòü âèêëàäåíó ðàíiøå òåîðiþ
òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ. Îäíà ç òàêèõ òåîðåì � òåîðåìà Ïóàññî-
íà � âæå áóëà ðîçãëÿíóòà. Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî
áiëüø çàãàëüíi òåîðåìè. À ïî÷íåìî ç íåðiâíîñòåé, ÿêi áó-
äóòü âiäiãðàâàòè âàæëèâó ðîëü, ÿê â äîâåäåííi ãðàíè÷íèõ
òåîðåì òàê i â ðîçâ'ÿçàííi áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω,F ,P); áó-
äåìî ââàæàòè, ùî âñi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi áóäóòü ðîç-
ãëÿäàòèñÿ, çàäàíi íà öüîìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà (óçàãàëüíåíà íåðiâíiñòü ×åáèøåâà). Íå-

77
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õàé ξ � äîâiëüíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà i g(x) � íåâiä'¹ì-
íà ïàðíà i íåñïàäíà íà [0; +∞) ôóíêöiÿ. Òîäi, ÿêùî iñíó¹
Mg(ξ), òî ïðè âñiõ ε > 0 òàêèõ, ùî g(ε) 6= 0,

P(|ξ| ≥ ε) ≤ Mg(ξ)

g(ε)
. (3.1)

J Äîâåäåìî öþ òåîðåìó â ïðèïóùåííi, ùî âèïàäêîâà âå-
ëè÷èíà ξ íåïåðåðâíà. Íåõàé f(x) � ¨¨ ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó.
Òîäi

Mg(ξ) =
+∞∫
−∞

g(x)f(x)dx =

=
−ε∫
−∞

g(x)f(x)dx+
ε∫
−ε
g(x)f(x)dx+

+∞∫
ε

g(x)f(x)dx ≥

≥
−ε∫
−∞

g(x)f(x)dx+
+∞∫
ε

g(x)f(x)dx

áî g(x)f(x) ≥ 0 ïðè âñiõ x ∈ R. Çâiäñè

Mg(ξ) ≥ g(ε)

−ε∫
−∞

f(x)dx+ g(ε)

+∞∫
ε

f(x)dx,

áî ôóíêöiÿ g(x) ïàðíà i g(x) ≥ g(ε) ïðè x ≥ ε (íåñïàäíà).
Îòæå, Mg(ξ) ≥ g(ε) ·P(|ξ| ≥ ε). Çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåð-

äæåííÿ òåîðåìè. I
Ðîçãëÿíåìî íàñëiäêè öi¹¨ òåîðåìè.
Íàñëiäîê (ïåðøà íåðiâíiñòü ×åáèøåâà). ßêùî âè-

ïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ñêií÷åííèé ìîìåíò M|ξ|, òî äëÿ
âñiõ ε > 0

P(|ξ| ≥ ε) ≤ M|ξ|
ε

.
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Ïðè óìîâi, ùî P(ξ ≥ 0) = 1,

P(ξ ≥ ε) ≤ Mξ

ε
.

J Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü 3.1 ç g(x) = |x|. I
Íàñëiäîê (äðóãà íåðiâíiñòü ×åáèøåâà â íåöåí-

òðîâàíié ôîðìi). ßêùî iñíó¹ Mξ2 (÷è Dξ), òî ïðè âñiõ
ε > 0

P(|ξ| ≥ ε) ≤ Mξ2

ε2
.

J Âiçüìåìî â íåðiâíîñòi (3.1) ôóíêöiþ g(x) = x2. I
Íàñëiäîê (äðóãà íåðiâíiñòü ×åáèøåâà â öåíòðî-

âàíié ôîðìi). ßêùî iñíó¹ Mξ2 (÷è Dξ), òî ïðè âñiõ ε > 0

P(|ξ −Mξ| ≥ ε) ≤ Dξ

ε2
.

J Äîñèòü çàñòîñóâàòè äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ − Mξ i
ôóíêöi¨ g(x) = x2 íåðiâíiñòü (3.1). I

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ íåðiâíîñòi ×åáèøå-
âà.

Ïðèêëàä. Ñêiëüêè âèìiðiâ ïîòðiáíî çðîáèòè, ùîá ñå-
ðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ðåçóëüòàòiâ äàëî âèìiðþâàíó âåëè÷è-
íó ç òî÷íiñòþ 0.05 òà íàäiéíiñòþ 90%, ÿêùî äèñïåðñi¨ (çà-
äàþòüñÿ òî÷íiñòþ ïðèëàäó) ðåçóëüòàòiâ âèìiðiâ (ÿê âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí) íå áiëüøi íiæ 0.2?

Ïåðø íiæ ðîçâ'ÿçóâàòè öþ çàäà÷ó, äàìî äåÿêi ïîÿñíåí-
íÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âèìiðþ¹òüñÿ äåÿêà âåëè÷èíà, çíà÷åí-
íÿ ÿêî¨ l. Ïðè êîæíîìó âèìiði íåìèíó÷i ïîìèëêè. Àëå ìè
áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi âîíè âèïàäêîâi, òîáòî, ñèñòåìà-
òè÷íi ïîìèëêè âiäñóòíi. Öi ïîìèëêè ïðèçâîäÿòü äî òîãî,
ùî â ðåçóëüòàòi âèìiðiâ ìè îäåðæèìî çíà÷åííÿ n âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn. Ïðèðîäíî ââàæàòè ¨õ îäíàêîâî
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ðîçïîäiëåíèìè ç Mξi = l (i = 1, n) òà íåçàëåæíèìè. Òîìó
1
n

n∑
i=1

Mξi = l.

ßêùî P

(∣∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Mξi − l
∣∣∣∣ < ε

)
≥ γ, òî êàæóòü, ùî âåëè-

÷èíà (âèïàäêîâà) 1
n

n∑
i=1

Mξi íàáëèæà¹ çíà÷åííÿ l ç òî÷íiñòþ

ε òà íàäiéíiñòþ γ (iíîäi íàäiéíiñòü âèðàæàþòü ó ïðîöåí-
òàõ).

Â íàøîìó âèïàäêó ε = 0.05, γ = 0.9. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ
äðóãîþ íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà, â öåíòðîâàíié ôîðìi, äëÿ

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η = 1
n

n∑
i=1

ξi.

Mη =
1

n

n∑
i=1

Mξi = l, Dη =
1

n2

n∑
i=1

Dξi ≤
0.2 · n
n2

=
0.2

n
.

Òîìó

P

(∣∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Mξi − l
∣∣∣∣ < ε

)
=

= 1− P

(∣∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Mξi − l
∣∣∣∣ ≥ ε

)
≥ 1− 0.2

n2·ε2 .

Çíàéäåìî n ç óìîâè 1− 0.2
n2·ε2 ≥ γ. Îòæå,

n ≥ 0.2

(1− γ)ε2
=

0.2

0.1 · 0.052
= 800.

Òîìó äîñèòü çðîáèòè 800 âèìiðiâ.

3.1.2 Çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξn}, (n ≥
1), ùî ìàþòü ñêií÷åííi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ. Íàñ öiêà-
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âèòèìå âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ: ÷è áóäóòü ñåðåäíi àðèôìå-

òè÷íi 1
n

n∑
i=1

ξi i 1
n

n∑
i=1

Mξi â ÿêîìóñü ðîçóìiííi íàáëèæàòèñÿ

îäíå äî îäíîãî ïðè ðîñòi n. Ç òàêèì ïèòàííÿì ìè âæå çó-
ñòði÷àëèñÿ â ïðèêëàäi ïîïåðåäíüîãî ïóíêòà. Âiäïîâiäi íà
öå ïèòàííÿ i ñòàíîâëÿòü ñóòü, òàê çâàíèõ, çàêîíiâ âåëèêèõ
÷èñåë.

Òåîðåìà ×åáèøåâà. Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi íåçà-
ëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξn}, (n ≥ 1) iñíóþòü Dξn i
Dξn ≤ C ïðè âñiõ n. Òîäi

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi −
1

n

n∑
i=1

Mξi

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
→ 0, n→∞

J Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ηn = 1
n

n∑
i=1

ξi.

Mηn =
1

n

n∑
i=1

Mξi, Dηn =
1

n2

n∑
i=1

Dξi ≤
nC

n2
=
C

n

Òîìó çà äðóãîþ íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà â öåíòðîâàíié ôîðìi

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi −
1

n

n∑
i=1

Mξi

∣∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ Dηn

ε2
=

C

nε2

Îñêiëüêè lim
n→∞

C
nε2

= 0, à éìîâiðíiñòü íåâiä'¹ìíà, òî ìà¹

ìiñöå òâåðäæåííÿ òåîðåìè. I
Íàñëiäîê.

1. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ×åáèøåâà íàçèâà¹òüñÿ çàêîíîì
âåëèêèõ ÷èñåë.

2. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè ×åáèøåâà âèäíî, ùî ÿêùî âiä-
ìîâèòèñü âiä íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξn, òî
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äëÿ âèêîíàíÿ çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë äîñèòü âèìàãàòè

ùîá 1
n2 D

(
n∑
i=1

ξi

)
→ 0, n→∞ (òåîðåìà Ìàðêîâà).

Â òåîðåìi ×åáèøåâà ìè çóñòðiëèñÿ ç îäíi¹þ ç ôîðì çái-
æíîñòi ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, à ñàìå iç çái-
æíiñòþ çà éìîâiðíiñòþ.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξn},
(n ≥ 1) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
ξ, ÿêùî äëÿ âñiõ ε > 0

P(|ξn − ξ| ≥ ε)→ 0, n→∞.

Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå òàê: ξn
P−→ ξ, n→∞.

Òàêèì ÷èíîì çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë ñòâåðäæó¹, ùî ði-

çíèöÿ 1
n

n∑
i=1

ξi − 1
n

n∑
i=1

Mξi çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî 0.

Íàâåäåìî îäèí íàñëiäîê òåîðåìè ×åáèøåâà.
Íàñëiäîê (òåîðåìà Áåðíóëëi). Âiäíîñíà ÷àñòîòà óñïi-

õiâ â n âèïðîáóâàííÿõ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi çáiãà¹òüñÿ çà
éìîâiðíiñòþ ïðè n → ∞ äî éìîâiðíîñòi óñïiõó â îäíîìó
âèïðîáóâàííi.

J Íåõàé Xk � iíäèêàòîð óñïiõó â k-îìó âèïðîáóâàííi.

Òîäi νn = 1
n

n∑
k=1

Xk � âiäíîñíà ÷àñòîòà óñïiõó â n âèïðîáó-

âàííÿõ. Íåõàé p � éìîâiðíiñòü óñïiõó â êîæíîìó âèïðîáó-
âàííi. Òîäi

P(Xk = 1) = p, P(Xk = 0) = 1− p,
MXk = p, DXk = p− p2 = p(1− p).

Çâiäñè 1
n

n∑
k=1

MXk = p i çà òåîðåìîþ ×åáèøåâà

P(|νn − p| ≥ ε)→ 0, n→∞,
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àáî νn
P−→ p, n→∞. I

Çàóâàæåííÿ. Òåîðåìà Áåðíóëëi îïðàâäó¹, òàê çâàíå,
åìïiðè÷íå ÷è ÷àñòîòíå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi. Êîëè éìî-
âiðíiñòþ âèïàäêîâî¨ ïîäi¨ ââàæà¹òüñÿ ÷èñëî äî ÿêîãî íà-
áëèæà¹òüñÿ âiäíîñíà ÷àñòîòà ïîÿâè öi¹¨ ïîäi¨ ïðè âåëèêié
êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ ïîâòîðåíü åêñïåðèìåíòó â íåçìiííèõ
óìîâàõ.

Çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ξn
P−→ ξ, n → ∞, ÿêà âèíè-

êà¹, íàïðèêëàä, â çàêîíi âåëèêèõ ÷èñåë, ùå íå çàáåçïå÷ó¹
ðiâíîñòi lim

n→∞
ξn = ξ íà âñüîìó Ω, àáî õî÷ íà éîãî ÷àñòèíi ç

éìîâiðíiñòþ 1. Áiëüø ñèëüíèì ïîíÿòòÿì çáiæíîñòi ¹ òàêå.
Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξn},

(n ≥ 1) çáiãà¹òüñÿ ç éìîâiðíiñòþ 1 (ìàéæå íàïåâíî) äî âè-
ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ, ÿêùî P( lim

n→∞
ξn = ξ) = 1.

Ïîçíà÷à¹òüñÿ öå òàê ξn
P1−→ ξ, n → ∞, àáî ξn

ì.í.−−−→ ξ,
n→∞.

Òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå çàêîíó âåëèêèõ ÷èñåë, â ÿêîìó
çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ çàìiíåíå íà çáiæíiñòü ç éìîâið-
íiñòþ 1, íàçèâà¹òüñÿ ïiäñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë.
Ñôîðìóëþ¹ìî âiäïîâiäíó òåîðåìó.

Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà. Íåõàé {ξn}, (n ≥ 1) ïîñëi-
äîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, äëÿ ÿêèõ iñíó¹

Dξn. ßêùî
∞∑
k=1

1
k2

Dξk < +∞, òî

P

(
lim
n→∞

(
1

n

n∑
i=1

ξi −
1

n

n∑
i=1

Mξi

)
= 0

)
= 1.

Çàëèøèìî öþ òåîðåìó áåç äîâåäåííÿ, ÿêå ìîæíà çíà-
éòè, íàïðèêëàä, â [8].

Íàñëiäîê (òåîðåìà Áîðåëÿ). Âiäíîñíà ÷àñòîòà óñïi-
õiâ â n âèïðîáóâàííÿõ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi çáiãà¹òüñÿ ç
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éìîâiðíiñòþ 1 ïðè n→∞ äî éìîâiðíîñòi óñïiõó â îäíîìó
âèïðîáîâóâàííi.

J Ðîçãëÿíóâøè òi æ âèïàäêêîâi âåëè÷èíè Xk, ùî i â
äîâåäåííi òåîðåìè Áåðíóëëi, çàïèøåìî

∞∑
k=1

1

k2
DXk =

∞∑
k=1

p(1− p)
k2

< +∞.

Òîìó òâåðäæåííÿ òåîðåìè Áîðåëÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Êîë-
ìîãîðîâà. I

Òåîðåìà Áîðåëÿ ùå ðàç ñâiä÷èòü íà êîðèñòü åìïiðè÷íî-
ãî ïîíÿòòÿ éìîâiðíîñòi.

3.2 Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà

3.2.1 Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà

Öåé ïàðàãðàô ïðèñâÿ÷åíèé îäíîìó ç íàéáiëüø âàæëè-
âèõ òâåðäæåíü òåîði¨ éìîâiðíîñòåé: ïðè äîñèòü øèðîêèõ
ïðèïóùåííÿõ ñóìè âåëèêî¨ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ ìàëèõ
âèïàäêîâèõ äîäàíêiâ ìàþòü ðîçïîäië áëèçüêèé äî íîðìàëü-
íîãî. Öåé ðåçóëüòàò ¹, íàïðèêëàä, òåîðåòè÷íîþ îñíîâîþ
çàñòîñóâàííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi áà-
ãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷. Òàê ïîìèëêè âèìiðiâ, ùî äàþòü
âèìiðþâàëüíi ïðèëàäè, øâèäêîñòi ðóõó ìîëåêóë ãàçó ìà-
þòü ðîçïîäië, ùî ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íîðìàëüíîãî.

Ðîçãëÿíåìî îäíó ç íàéïðîñòiøèõ òåîðåì, ùî óçàêîíþ¹
çãàäàíå òâåðäæåííÿ.

Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà. Íåõàé {ξn}, (n ≥
1) � ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí iç ñêií÷åííîþ äèñïåðñi¹þ (Dξk = σ2 > 0)
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i sn =
n∑
k=1

ξk. Òîäi ïðè n→∞ äëÿ âñiõ x ∈ R

P

(
sn −Msn√

Dsn
< x

)
→ Φ(x) =

1√
2π

x∫
−∞

e−t
2/2dt. (3.2)

J Íåõàé Mξk = a. Òîäi

Msn =
n∑
k=1

Mξk = n · a, Dsn =
n∑
k=1

Dξk = n · σ2.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ψn =
sn −Msn√

Dsn
=

n∑
k=1

ξk − n · a
√
nσ

=
1√
n

n∑
k=1

ξk − a
σ

i ηk = ξk−a
σ
. Çàóâàæèìî, ùî ψn = 1√

n

n∑
k=1

ηk.

Îñêiëüêè

Mηk = 1
σ
(Mξk − a) = 0,

Dηk = 1
σ2 D(ξk − a) = 1

σ2 M(ξk − a)2 = 1
σ2 Dξk = 1,

òî õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ηk

φ(t) = 1− t2

2
+ o(t2).

Òîìó õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ψn

φψn(t) =

(
φ

(
t√
n

))n
=

(
1− t2

2n
+ o

(
t2

n

))n
.
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Îñêiëüêè

lim
n→∞

φψn(t) =

(
1− t2

2n
+ o

(
t2

n

))n
= e−t

2/2,

òî ïðè n → ∞ P(ψn < x) → Φ(x), áî ôóíêöiÿ e−t
2/2 ¹ õà-

ðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîç-
ïîäiëó. I

Ñôîðìóëþ¹ìî (áåç äîâåäåííÿ) öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òå-
îðåìó äëÿ ïîñëiäîâíîñòi íåîäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà Ëÿïóíîâà. ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi íåçàëå-
æíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξn}, (n ≥ 1), ùî ìàþòü ñêií-
÷åííi ìîìåíòè òðåòüîãî ïîðÿäêó, âèêîíó¹òüñÿ

lim
n→∞

n∑
k=1

M|ξk −Mξk|3(
n∑
k=1

Dξk

)3/2
= 0,

òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (3.2).
Çàóâàæåííÿ. Çìiñò óìîâ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåî-

ðåìè (â áóäü-ÿêîìó âàðiàíòi) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â ñóìi
n∑
k=1

ξk æîäåí ç äîäàíêiâ íå äîìiíó¹ íàä iíøèìè.

Ïðèêëàä. Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó, ñôîðìóëüîâàíó â ïîïå-
ðåäíié ëåêöi¨. Ñêiëüêè âèìiðiâ ïîòðiáíî çðîáèòè, ùîá ç òî-
÷íiñòþ 0.05 òà íàäiéíiñòþ 90% ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå âèìi-
ðiâ äàëî âèìiðþâàíó âåëè÷èíó, ÿêùî äèñïåðñi¨ ðåçóëüòàòiâ
âèìiðiâ íå ïåðåâèùóþòü 0.2?

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðåçóëüòàòè âèìiðiâ ξk ¹ íåçàëå-
æíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.
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Íåõàé Mξk = a, Dξk = σ2. Òîäi ïðè âåëèêèõ n çà öåíòðàëü-
íîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ

P


n∑
k=1

ξk − n · a
√
nσ

< x

 ≈ Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−t
2/2dt.

Òîìó

P

(∣∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

ξk − a
∣∣∣∣ < ε

)
=

= P

− ε
√
n
σ
<

1
n

n∑
k=1

ξk−a

σ/
√
n

< ε
√
n
σ

 ≈
≈ Φ

(
ε
√
n
σ

)
− Φ

(
− ε
√
n
σ

)
= 2Φ

(
ε
√
n
σ

)
− 1

Âèáðàâøè n òàêèì, ùî 2Φ
(
ε
√
n
σ

)
− 1 ≥ γ, îäåðæèìî,

ùî ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå ðåçóëüòàòiâ âèìiðiâ ç òî÷íiñòþ ε
i íàäiéíiñòþ γ äà¹ âèìiðþâàíó âåëè÷èíó.

Çâiäñè Φ
(
ε
√
n
σ

)
≥ γ+1

2
i ε
√
n
σ
≥ u γ+1

2
, äå u γ+1

2
êâàíòèëü

ïîðÿäêó γ+1
2

ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Òîìó
n ≥ σ2

ε2
u2
γ+1
2

. Â íàøîìó âèïàäêó γ = 0.9, ε = 0.05, σ2 = 0.2

i ç òàáëèöi ôóíêöi¨ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó
u0.95 = 1.645.

Îòæå, n ≥ 0.2
0.0025

· (1.645)2 ≈ 220.
Çàóâàæåííÿ. Â ïðèêëàäi ìè îäåðæàëè çíà÷åííÿ çíà-

÷íî ìåíøå, íiæ ó ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî
öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà ¹ áiëüø òî÷íèì òâåðäæåí-
íÿì, íiæ çàêîí âåëèêèõ ÷èñåë ÷è íåðiâíiñòü ×åáèøåâà ùî
áóëà çàñòîñîâàíà ðàíiøå.
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3.2.2 Òåîðåìè Ìóàâðà-Ëàïëàñà

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi íàñëiäêè öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåî-
ðåìè ñòîñîâíî ñõåìè Áåðíóëëi.

Iíòåãðàëüíà òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà.Íåõàé νn �
êiëüêiñòü óñïiõiâ â n âèïðîáîâóâàííÿõ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi
ç éìîâiðíiñòþ óñïiõó â êîæíîìó âèïðîáîâóâàííi p (0 < p <
1). Òîäi ïðè a < b

lim
n→∞

P

(
a ≤ νn − n · p√

np(1− p)
< b

)
= Φ(b)− Φ(a)

(òóò, ÿê i ðàíiøå, Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e−t
2/2dt).

J Âèïàäêîâi âåëè÷èíè νn =
n∑
k=1

Xk, äå Xk � iíäèêàòîð

óñïiõó â k-îìó âèïðîáóâàííi (íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîçïîäi-
ëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè).

Mνn = np, Dνn = np(1− p).

Òîìó ç öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òâåðäæå-
ííÿ äàíî¨ òåîðåìè, áî âèïàäêîâi âåëè÷èíè νn−n·p√

np(1−p)
ìàþòü

ãðàíè÷íèé ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië. I
Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà äîâåñòè, ùî

P(m1 ≤ νn < m2) = Φ

(
m2−np√
np(1−p)

)
− Φ

(
m1−np√
np(1−p)

)
+

+O

(
1√

np(1−p)

)
, n→∞. (3.3)

Öå òâåðäæåííÿ òàêîæ íàçèâàþòü iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ
Ìóàâðà-Ëàïëàñà.
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Çâiäñè îäåðæèìî òàêó òåîðåìó.
Ëîêàëüíà òåîðåìàÌóàâðà-Ëàïëàñà.Äëÿ νn � êiëü-

êîñòi óñïiõiâ â n âèïðîáîâóâàííÿõ çà ñõåìîþ Áåðíóëëi

P(νn = m) = 1√
2πnp(1−p)

exp
{
− (m−np)2

2np(1−p)

}
+

+O

(
1√

np(1−p)

)
, n→∞.

J Îñêiëüêè

P(νn = m) = P(m ≤ νn < m+ 1),

òî ç (3.3) òà äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöii Φ(x)

P(νn = m) = Φ

(
m−np√
np(1−p)

+ 1√
np(1−p)

)
−

−Φ

(
m−np√
np(1−p)

)
+O

(
1√

np(1−p)

)
=

= φ

(
m−np√
np(1−p)

)
· 1√

np(1−p)
+ o

(
1√

np(1−p)

)
+

+O

(
1√

np(1−p)

)
=

= 1√
2πnp(1−p)

exp
{
− (m−np)2

2np(1−p)

}
+O

(
1√

np(1−p)

)
,

áî Φ′(x) = φ(x) = 1√
2π
e−x

2/2. I
Çàóâàæåííÿ. Ïðè âåëèêèõ n ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè

íàáëèæåíi ðiâíîñòi

P(m1 ≤ νn < m2) ≈ Φ

(
m2−np√
np(1−p)

)
− Φ

(
m1−np√
np(1−p)

)
(3.4)

P(νn = m) ≈ 1√
2πnp(1−p)

exp
{
− (m−np)2

2np(1−p)

}
(3.5)
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Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ðiâíiñòü (3.5) ìîæå áóòè çàñòîñî-
âàíà i ó âèïàäêó äîñèòü âåëèêèõ p íà âiäìiíó âiä òîãî,
ùî â àíàëîãi÷íîìó âèïàäêó âiäîìà íàì ôîðìóëà Ïóàññîíà
âèìàãà¹ ìàëîñòi ïàðàìåòðà p. Ïðîòå, ÿêùî éìîâiðíiñòü p
áëèçüêà äî 0 ÷è 1, òî äëÿ ïiäâèùåííÿ òî÷íîñòi ñëiä âèêî-
ðèñòîâóâàòè òåîðåìó Ïóàññîíà.



Ðîçäië 4

Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ

ðîçïîäiëiâ

4.1 Òî÷êîâi îöiíêè

4.1.1 Ñòàòèñòèêè òà îöiíêè

Çàäà÷à ìàòåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè � îòðèìàòè êîíêðåò-
íi âèñíîâêè ç åêñïåðåìåíòàëüíèõ äàíèõ. Âèõiäíèì ìàòå-
ðiàëîì äëÿ ñòàòèñòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ ðåàëüíîãî ÿâèùà
ñëóæèòü íàáið ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåíü íàä íèì àáî æ
ðåçóëüòàòiâ ñïåöiàëüíî ïîñòàâëåíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ó âè-
ïàäêó, êîëè ðåçóëüòàòè ñïîòåðåæåíü ¹ ÷èñëîâèìè, ¨õ ìîæ-
íà ðîçãëÿäàòè ÿê çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Öÿ âè-
ïàäêîâà âåëè÷èíà ìîæå áóòè ÿê äèñêðåòíîþ, òàê i íåïå-
ðåðâíîþ.

Íåõàé â ñòîõàñòè÷íîìó åêñïåðèìåíòi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ
äåÿêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ïîâòîðèìî öåé åêñïåðèìåíò â
íåçìiííèõ óìîâàõ n ðàçiâ. Ç îðãàíiçîâàíèì òàêèì ÷èíîì

91
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äîñëiäæåííÿì ïîâ'ÿçàíèé n-âèìiðíèé âèïàäêîâèé âåêòîð

X = (X1, X2, . . . , Xn),

äå âèïàäêîâi âåëè÷èíèXi, i = 1, n, íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi
i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâèé âåêòîð X = (X1, X2, . . . , Xn)
çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Rn, óòâîðåíèé ïîñëiäîâíiñòþ íå-
çàëåæíèõ, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X1,
X2, . . . , Xn, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ðîçïîäië G, íàçèâàþòü âè-
áiðêîþ îáñÿãîì n iç ðîçïîäiëó G.

Ïðîñòið Rn, ó ÿêîìó âèáiðêà íàáóâà¹ çíà÷åíü, áóäåìî
íàçèâàòè âèáiðêîâèì ïðîñòîðîì.

Äàëi ìàòèìåìî ñïðàâó ç âèáiðêàìè, ðîçïîäiëè (ôóíê-
öi¨ ðîçïîäiëó) ÿêèõ çàëåæàòü âiä íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ,
ÿêèé ìîæå íàáóâàòè äîâiëüíèõ çíà÷åíü ç äåÿêî¨ ìíîæèíè
ìîæëèâèõ çíà÷åíü Θ ⊂ R.

Çàäà÷à îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ. Íåõàé
x = (x1, x2, . . . , xn) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X = (X1, X2, . . . ,
Xn) ç ðîçïîäiëó F (·; θ). Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ â ðîçïîäiëi
F (·; θ) íåâiäîìå, i éîãî íåîáõiäíî îöiíèòè (íàáëèæåíî âè-
çíà÷èòè) çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X. Ó öüîìó é ïîëÿãà¹
çàäà÷à îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ.

Ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê çàäà÷ó
âiäøóêóâàííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ h : Rn → Θ, ùî h(x) ≈ θ,
äå x � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X. Çíà÷åííÿ h(x) ìè é áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè ÿê θ. Îñêiëüêè äëÿ êîæíî¨ ðåàëiçàöi¨ x
çíà÷åííÿ h(x), ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê θ, áóäå ñâî¹, îöií-
êó ïàðàìåòðà θ ìîæíà ââàæàòè âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.

Îçíà÷åííÿ. Áîðåë¹âó ôóíêöiþ h(·), çàäàíó íà âèáið-
êîâîìó ïðîñòîði Rn, çi çíà÷åííÿìè â Θ � ìíîæèíi ìîæëè-
âèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà θ � áóäåìî íàçèâàòè ñòàòèñòèêîþ,
à θ̂ = h(X) = h(X1, X2, . . . , Xn) � áîðåë¹âó ôóíêöiþ âiä
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âèáiðêè çi çíà÷åííÿìè â Θ � îöiíêîþ (òî÷êîâîþ îöiíêîþ)
ïàðàìåòðà θ.

4.1.2 Âëàñòèâîñòi îöiíîê. Íåðiâíiñòü
Êðàìåðà-Ðàî

Îñíîâíå ïèòàííÿ çàäà÷i îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïî-
äiëiâ � íàñêiëüêè âåëèêîþ ¹ ïîõèáêà ïðè âèêîðèñòàííi
îöiíêè θ̂ ÿê çíà÷åííÿ θ. Êiëüêiñíî ìiðó ïîõèáêè ïðè çàìiíi
θ íà θ̂ (ìiðó ðîçñiþâàííÿ θ̂ âiäíîñíî θ) áóäåìî îïèñóâàòè
âåëè÷èíîþ

δ2 = M|θ̂ − θ|2,
ÿêó íàçèâàþòü ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ ïîõèáêîþ îöiíêè θ̂.

Ñåðåä óñiõ îöiíîê ç îäíi¹þ i òi¹þ æ äèñïåðñi¹þ Dθ̂ íàé-
ìåíøó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ïîõèáêó ìàþòü îöiíêè, äëÿ
ÿêèõ Mθ̂ = θ. Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

δ2 = M|θ̂ − θ|2 = M(θ̂2 − 2θ̂θ + θ2) = Mθ̂2 − 2θMθ̂ + θ2 =

= Mθ̂2 − (Mθ̂)2 + (Mθ̂)2 − 2θMθ̂ + θ2 = Dθ̂ + (Mθ̂ − θ)2.

Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ÿêùî Mθ̂ = θ, òî ñåðåäíüîêâàäðà-
òè÷íà ïîõèáêà δ2 ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â äèñïåðñiþ îöiíêè θ̂.

Îçíà÷åííÿ. Îöiíêà θ̂ ïàðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ íåçìi-
ùåíîþ, ÿêùî Mθ̂ = θ.

Íàî÷íî íåçìiùåíiñòü îöiíêè θ̂ ïàðàìåòðà θ îçíà÷à¹, ùî
ïðè áàãàòîðàçîâîìó âèêîðèñòàííi îöiíêè θ̂ ÿê çíà÷åííÿ θ,
òîáòî, ïðè áàãàòîðàçîâié çàìiíi θ íà θ̂, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
ïîõèáêè θ̂−θ äîðiâíþ¹ íóëåâi. Íåçìiùåíiñòü âêàçó¹ íà âiä-
ñóòíiñòü ñèñòåìàòè÷íî¨ ïîõèáêè.

Äëÿ îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà θ ìîæíà çàïðîïîíóâàòè áà-
ãàòî îöiíîê θ̂ ç Mθ̂ = θ. Iç ñóêóïíîñòi òàêèõ îöiíîê ïðèðî-
äíî âèáðàòè òi, ùî ìàþòü íàéìåíøó äèñïåðñiþ.
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Îçíà÷åííÿ. ßêùî â äåÿêîìó êëàñi íåçìiùåíèõ îöi-
íîê ïàðàìåòðà θ, ÿêi ìàþòü ñêií÷åííi äèñïåðñi¨, iñíó¹ òàêà
îöiíêà θ̂, ùî Dθ̂ ≤ Dθ̃ äëÿ âñiõ îöiíîê θ̃ iç öüîãî êëàñó, òî
êàæóòü, ùî îöiíêà θ̂ ¹ åôåêòèâíîþ â äàíîìó êëàñi îöiíîê.

Iíøèìè ñëîâàìè, äèñïåðñiÿ åôåêòèâíî¨ îöiíêè ïàðàìå-
òðà â äåÿêîìó êëàñi íåçìiùåíèõ îöiíîê ¹ ìiíiìàëüíîþ ñå-
ðåä äèñïåðñié âñiõ îöiíîê ç öüîãî êëàñó.

Åôåêòèâíó îöiíêó â êëàñi âñiõ íåçìiùåíèõ îöiíîê áóäå-
ìî íàçèâàòè ïðîñòî åôåêòèâíîþ îöiíêîþ (áåç ñëiâ ¾â êëà-
ñi íåçìiùåíèõ îöiíîê¿). Ó ëiòåðàòóði ç ìàòåìàòè÷íî¨ ñòà-
òèñòèêè çàìiñòü òåðìiíó ¾åôåêòèâíà îöiíêà¿ ìîæíà òàêîæ
çóñòðiòè òàêi íàçâè, ÿê ¾íåçìiùåíà îöiíêà ç ìiíiìàëüíîþ
äèñïåðñi¹þ¿ àáî ¾îïòèìàëüíà îöiíêà¿.

Òåîðåìà (ïðî ¹äèíiñòü åôåêòèâíî¨ îöiíêè). ßêùî
θ̂ i θ̃ � åôåêòèâíi îöiíêè ïàðàìåòðà θ, òî ç éìîâiðíiñòþ 1
âîíè ñïiâïàäàþòü: P{θ̂ = θ̃} = 1.

J Çà óìîâîþ òåîðåìè Dθ̂ = Dθ̃. Íåõàé θ∗ = 1
2
(θ̂ + θ̃).

Òîäi

Dθ∗ =
1

4
(Dθ̂ + Dθ̃) +

1

2
cov(θ̂, θ̃) =

1

2
(Dθ̂ + cov(θ̂, θ̃)).

Îñêiëüêè

|cov(θ̂, θ̃)| ≤
√

Dθ̂Dθ̃ = Dθ̂,

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Dθ∗ =
1

2
|Dθ̂ + cov(θ̂, θ̃)| ≤ 1

2
(Dθ̂ + Dθ̂) ≤ Dθ̂.

Ç öi¹¨ íåðiâíiñòi i òîãî, ùî θ̂ � åôåêòèâíà îöiíêà, âèïëèâà¹,
ùî Dθ∗ = Dθ̂ = Dθ̃. Òîäi

cov(θ̂, θ̃) = Dθ̂ = Dθ̃ =
√

Dθ̂Dθ̃.
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Îñòàííÿ ðiâíiñòü äîçâîëÿ¹ íàì ñòâåðäæóâàòè, ùî âèïàä-
êîâi âåëè÷èíè θ̂ i θ̃ ç éìîâiðíiñòþ 1 ëiíiéíî çàëåæíi, òîáòî
P{θ̂ = kθ̃+ b} = 1 äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ k i b. Âðàõîâóþ÷è òå,
ùî

Dθ̂ = cov(kθ̃ + b, θ̃) = kDθ̃ = kDθ̂,

îòðèìó¹ìî k = 1. Ç óìîâè íåçìiùåíîñòi îöiíîê âèïëèâà¹,
ùî b = 0:

Mθ̃ = Mθ̂ = M(θ̃ + b) = Mθ̃ + b.

Òàêèì ÷èíîì, P{θ̂ = θ̃} = 1. I
Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi

ùiëüíiñòþ f(x, θ), x ∈ R, θ ∈ Θ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

fX(x; θ) = fX(x1, x2, . . . , xn; θ)

ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà X. Äàëi, ó öüî-
ìó ïàðàãðàôi, ïðè ðîçãëÿäi ôóíêöi¨ fX(x, θ), áóäåìî çàñòî-
ñîâóâàòè äèôåðåíöiþâàííÿ çà ïàðàìåòðîì ïiä çíàêîì ií-
òåãðàëà, çàëåæíîãî âiä ïàðàìåòðó. Òîìó áóäåìî ââàæàòè,
ùî Θ � iíòåðâàë íà ïðÿìié R, à ôóíêöiÿ fX(x, θ), x ∈ Rn,
θ ∈ Θ, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðåãóëÿðíîñòi, ÿêi çàáåçïå÷óþòü
çàêîííiñòü âêàçàíèõ îïåðàöié.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ

I(θ) = M

(
∂ ln fX(X; θ)

∂θ

)2

(ÿêùî âîíà âèçíà÷åíà) íàçèâàþòü êiëüêiñòþ iíôîðìàöi¨ çà
Ôiøåðîì.
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Òåîðåìà (íåðiâíiñòü Êðàìåðà-Ðàî). ßêùî θ̂ � íåç-
ìiùåíà îöiíêà ïàðàìåòðà θ i âèêîíóþòüñÿ óìîâè ðåãóëÿð-
íîñòi, òî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü Êðàìåðà-Ðàî

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
, (4.1)

äå I(θ) � êiëüêiñòü iíôîðìàöi¨ çà Ôiøåðîì.
J Íåõàé f(x; θ) > 0 ïðè x ∈ A ⊂ R i f(x; θ) = 0 ïðè

x 6∈ A. Òîäi ùiëüíiñòü

fX(x, θ) = fX(x1, x2, . . . , xn; θ) =
n∏
i=1

f(xi; θ)

ðîçïîäiëó âåêòîðà X = (X1, X2, . . . , Xn) âiäìiííà âiä íóëÿ
íà ìíîæèíi B = A× A× . . .× A ⊂ Rn. Îñêiëüêè∫

Rn

fX(x, θ)dx =

∫
B

fX(x, θ)dx = 1,

òî

∂

∂θ

∫
Rn

fX(x, θ)dx =
∂

∂θ

∫
B

fX(x, θ)dx =

∫
B

∂fX(x, θ)

∂θ
dx =

=

∫
B

∂ ln fX(x, θ)

∂θ
fX(x, θ)dx = 0. (4.2)

Ç óìîâè íåçìiùåíîñòi îöiíêè θ̂ = h(X) = h(X1, X2, . . . ,
Xn) âèïëèâà¹, ùî

Mθ̂ =

∫
Rn

h(x)fX(x, θ)dx =

∫
B

h(x)fX(x, θ)dx = θ.
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Òîäi

∂

∂θ

∫
Rn

h(x)fX(x, θ)dx =
∂

∂θ

∫
B

h(x)fX(x, θ)dx =

=

∫
B

h(x)
∂ ln fX(x, θ)

∂θ
fX(x, θ)dx = 1. (4.3)

Âiäíÿâøè âiä (4.3) ðiâíiñòü (4.2), ïîìíîæåíó íà ïàðàìåòð
θ, îòðèìó¹ìî∫

B

(h(x)− θ)∂ ln fX(x, θ)

∂θ
fX(x, θ)dx = 1.

Ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, âñòàíîâ-
ëþ¹ìî, ùî

1 ≤
∫
B

(h(x)− θ)2fX(x, θ)dx×

×
∫
B

(
∂ ln fX(x, θ)

∂θ

)2

fX(x, θ)dx = Dθ̂I(θ). (4.4)

Öå äîâîäèòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè. I
Çà óìîâ ðåãóëÿðíîñòi íåðiâíiñòü (4.1) âèçíà÷à¹ íèæíþ

ìåæó äèñïåðñié âñiõ íåçìiùåíèõ îöiíîê ïàðàìåòðà θ. Âå-
ëè÷èíó

e(θ) =
1

I(θ)Dθ̂

íàçèâàþòü ïîêàçíèêîì åôåêòèâíîñòi â ðîçóìiííi Êðàìåðà-
Ðàî. Iç (4.1) âèïëèâà¹, ùî 0 < e(θ) ≤ 1 äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåç-
ìiùåíî¨ îöiíêè ïàðàìåòðà θ.
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Îçíà÷åííÿ. Íåçìiùåíó îöiíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ íàçè-
âàþòü åôåêòèâíîþ â ðîçóìiííi Êðàìåðà-Ðàî, ÿêùî ïîêàç-
íèê åôåêòèâíîñòi e(θ) = 1.

Çàóâàæåííÿ. Ðiâíiñòü

Dθ̂ =
1

I(θ)

ìà¹ ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

∂ ln fX(x, θ)

∂θ
= c(θ)(h(x)− θ) (4.5)

ïðè âñiõ x ∈ Rn. Öå âèïëèâà¹ ç íåîáõiäíèõ i äîñòàòíiõ óìîâ
ïåðåòâîðåííÿ â ðiâíiñòü íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî.
Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ, ïðè âèêîíàííi óìîâ ðåãóëÿðíî-
ñòi, ¹ êðèòåði¹ì åôåêòèâíîñòi íåçìiùåíî¨ îöiíêè.

Çàóâàæåííÿ. Ç òåîðåìè ïðî ¹äèíiñòü åôåêòèâíî¨ îöií-
êè âèïëèâà¹, ùî åôåêòèâíà îöiíêà â ðîçóìiííi Êðàìåðà-
Ðàî ¹ åôåêòèâíîþ.

Çàóâàæåííÿ. Íåðiâíiñòü Êðàìåðà-Ðàî ìà¹ ìiñöå i â
äèñêðåòíîìó âèïàäêó. ßêùî ðîçïîäië âèïàäêîâîãî âåêòî-
ðà X = (X1, X2, . . . , Xn) äèñêðåòíèé, òî fX(x, θ) � öå éìî-
âiðíiñòü ïîäi¨ {X = x}. Ïðè öüîìó fX(x, θ) > 0 ëèøå äëÿ
ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê x ∈ Rn. Äîâå-
äåííÿ íåðiâíîñòi (4.1) ó öüîìó âèïàäêó ¹ ïîâòîðåííÿì äî-
âåäåííÿ îñòàííüî¨ òåîðåìè ç î÷åâèäíèìè çìiíàìè.

×àñòî ìîæíà ðîçãëÿäàòè íå îäíó îöiíêó θ̂ = h(X) =
h(X1, X2, . . . , Xn), ïîáóäîâàíó çà âèáiðêîþX = (X1, X2, . . . ,
Xn), à ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê θ̂n = hn(X1, X2, . . . , Xn), n =
1, 2, . . . . Ó öié ñèòóàöi¨ ïðèðîäíî ãîâîðèòè ïðî àñèìïòî-
òè÷íó ïîâåäiíêó ïîñëiäîâíîñòi îöiíîê θ̂n.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê θ̂n, n = 1, 2, . . . , ïà-
ðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ êîíçèñòåíòíîþ (ñëóøíîþ, çìiñòîâ-
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íîþ), ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî θ, òîáòî äëÿ
êîæíîãî ε > 0 P{|θ̂n − θ| > ε} → 0 ïðè n→∞.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü îöiíîê θ̂n, n = 1, 2, . . . , ïà-
ðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî íåçìiùåíîþ, ÿêùî
Mθ̂n → θ ïðè n→∞.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü íåçìiùåíèõ îöiíîê θ̂n, n =
1, 2, . . . , ïàðàìåòðà θ íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî åôåêòèâ-
íîþ, ÿêùî e(θ)→ 1 ïðè n→∞.

Çàóâàæåííÿ. Íàäàëi ïîíÿòòÿ ¾îöiíêà¿ áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè òàêîæ ó øèðîêîìó ðîçóìiííi ÿê ïîñëiäîâíiñòü
îöiíîê.

Ïðèêëàä (îöiíêà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ íîð-
ìàëüíîãî ðîçïîäiëó). Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âè-
áiðêà iç íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç íåâiäîìèì ìàòåìàòè÷íèì
ñïîäiâàííÿì a i âiäîìîþ äèñïåðñi¹þ σ2. Ïåðåâiðèòè íåçìi-
ùåíiñòü, êîíçèñòåíòíiñòü òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè

â = X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

ïàðàìåòðà a.
Çà óìîâîþ MXi = a, i = 1, n. Òîäi, âðàõîâóþ÷è ëiíié-

íiñòü ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ, îòðèìó¹ìî

MX̄ = M

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

MXi =

=
1

n

n∑
i=1

a =
1

n
na = a, (4.6)

à öå é îçíà÷à¹, ùî X̄ ¹ íåìiùåíîþ îöiíêîþ ïàðàìåòðà a.
Îñêiëüêè X1, X2, . . . , Xn � íåçàëåæíi òà îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çi ñêií÷åííîþ äèñïåðñi¹þ σ2,
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òî çãiäíî ç çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë ó ôîðìi ×åáèøåâà äëÿ
áóäü-ÿêîãî ε > 0

P{|X̄ − a| > ε} → 0, n→∞. (4.7)

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹ êîíçèñòåíòíiñòü îöií-
êè X̄.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî X̄ ¹ åôåêòèâíîþ îöiíêîþ ïàðàìåò-
ðà a. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi
(4.5). Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà X = (X1,
X2, . . . , Xn) ìà¹ âèãëÿä

fX(x; a) = fX(x1, x2, . . . , xn; a) =

=
n∏
i=1

1√
2πσ

exp

{
−(xi − a)2

2σ2

}
=

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2

}
.

Òîäi

∂ ln fX(x; a)

∂a
=

∂

∂a

(
−n

2
ln(2πσ2)− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2

)
=

= − 1

2σ2

n∑
i=1

∂

∂a
(xi − a)2 =

1

σ2

n∑
i=1

(xi − a) =

=
1

σ2

(
n∑
i=1

xi − na

)
=

n

σ2
(x̄− a).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî â = X̄ � åôåêòèâíà îöiíêà ïàðàìåòðà
a.

Ïðèêëàä (îöiíêà äèñïåðñi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäi-
ëó ïðè âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi). Íåõàé
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X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç íîðìàëüíîãî ðîçïîäi-
ëó N(a, σ2), i íåõàé ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ a � âiäîìå,
à äèñïåðñiÿ σ2 � íåâiäîìà. Ïåðåâiðèòè íåçìiùåíiñòü, êîí-
çèñòåíòíiñòü òà åôåêòèâíiñòü îöiíêè

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2.

ïàðàìåòðà σ2.
Íåçìiùåíiñòü îöiíêè σ̂2 âèïëèâà¹ ç íàñòóïíèõ ñïiââiä-

íîøåíü:

Mσ̂2 =
1

n

n∑
i=1

M(Xi − a)2 =
1

n

n∑
i=1

M(Xi −MXi)
2 =

=
1

n

n∑
i=1

σ2 =
1

n
nσ2 = σ2.

Ïîêàæåìî, ùî σ̂2 ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ. Çãiäíî ç
äðóãîþ íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà

P
{
|σ̂2 − σ2| > ε

}
≤ Dσ̂2

ε2
.

Çíàéäåìî äèñïåðñiþ îöiíêè σ̂2:

Dσ̂2 = D

(
1

n

n∑
i=1

(Xi − a)2

)
=

=
1

n2

n∑
i=1

D(Xi − a)2 =
1

n2

n∑
i=1

D(Xi −MXi)
2 =

=
1

n2

n∑
i=1

(
M(Xi −MXi)

4 −
(
M(Xi −MXi)

2
)2
)

=
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=
1

n2

n∑
i=1

(3σ4 − σ4) =
2σ4

n
.

Òîäi

P
{
|σ̂2 − σ2| > ε

}
≤ 2σ4

nε2
→ 0, n→∞.

Öå äîâîäèòü êîíçèñòåíòíiñòü îöiíêè σ̂2.
Äîâåäåìî åôåêòèâíiñòü îöiíêè σ̂2. Äëÿ öüîãî ïîçíà÷è-

ìî θ = σ2 i ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi (4.5) äëÿ ùiëü-
íîñòi fX(x; θ), x ∈ Rn, âèïàäêîâîãî âåêòîðà X = (X1,
X2, . . . , Xn). Âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüîãî ïðèêëà-
äó, ìà¹ìî

∂ ln fX(x; θ)

∂θ
=

∂

∂θ

(
−n

2
ln(2πθ)− 1

2θ

n∑
i=1

(xi − a)2

)
=

= − n

2θ
+

1

2θ2

n∑
i=1

(xi − a)2 =
n

2θ2

(
1

n

n∑
i=1

(xi − a)2 − θ

)
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî σ̂2 � åôåêòèâíà îöiíêà
ïàðàìåòðà σ2.

Çàóâàæåííÿ. Íàâåäåíi ó öüîìó ïàðàãðàôi âëàñòèâîñòi
îöiíîê ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê, êîëè θ � âåêòîðíèé
ïàðàìåòð, òîáòî θ = (θ1, θ2, . . ., θs) ∈ Θ ⊂ Rs.

Âïðàâà. Äîâåñòè, ùî êîëè äèñïåðñiÿ íåçìiùåíî¨ îöií-
êè ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n→∞, òî öÿ îöiíêà ¹ êîíçèñòåíò-
íîþ.

4.1.3 Åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç ðîçïîäiëó F .
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F (x) = P{Xi < x},
x ∈ R, i = 1, n, íåâiäîìà i ¨¨ íåîáõiäíî îöiíèòè.
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Îçíà÷åííÿ. Åìïiðè÷íîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó íàçèâà-
¹òüñÿ ôóíêöiÿ F̂n âèçíà÷åíà íà R ðiâíiñòþ

F̂n(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi<x},

äå I{Xi<x} � iíäèêàòîð ïîäi¨ {Xi < x}.
Çàóâàæåííÿ. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ R åìïi-

ðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F̂n(x) ÿê ôóíêöiÿ âèïàäêîâîãî
âåêòîðà (X1, X2, . . . , Xn) ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ.

Ó ïðîöåñi ïîáóäîâè ãðàôiêà åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïî-
äiëó (à òî÷íiøå ¨¨ ðåàëiçàöi¨) ìè ñòèêà¹ìîñÿ ç çàäà÷åþ âïî-
ðÿäêóâàííÿ òî÷îê ¨¨ ñòðèáêiâ � âèáiðêîâèõ çíà÷åíü.

Íåõàé (x1, x2, . . . , xn) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè (X1, X2, . . . ,
Xn). Ðîçòàøó¹ìî ÷èñëà x1, x2, . . . , xn ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ:

x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n), (4.8)

äå x(1) � íàéìåíøå, x(n) � íàéáiëüøå ñåðåä çíà÷åíü x1,
x2, . . . , xn.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë x(1), x(2), . . . , x(n), ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4.8), íàçèâàþòü âàðiàöiéíèì ðÿäîì
ïîñëiäîâíîñòi x1, x2, . . . , xn àáî ïðîñòî âàðiàöiéíèì ðÿäîì.
×èñëî x(i), i = 1, n, íàçèâàþòü i-ì ÷ëåíîì âàðiàöiéíîãî
ðÿäó.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X(i), i = 1, n, âèïàäêîâó âåëè÷èíó,
ÿêà ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ âèáiðêè (X1, X2, . . . , Xn) íàáóâà¹
çíà÷åííÿ, ùî äîðiâíþ¹ i-ìó ÷ëåíó âàðiàöiéíîãî ðÿäó.

Îçíà÷åííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X(1),
X(2), . . . , X(n) íàçèâàþòü âàðiàöiéíèì ðÿäîì ïîñëiäîâíî-
ñòi X1, X2, . . . , Xn. Ïðè öüîìó X(i), i = 1, n, íàçèâàþòü i-ì
÷ëåíîì âàðiàöiéíîãî ðÿäó âèáiðêè.

Íåõàé ñåðåä ÷ëåíiâ âàðiàöiéíîãî ðÿäó x(1), x(2), . . . , x(n)

¹ r ðiçíèõ ÷èñåë, ÿêi òàêîæ âïîðÿäêîâàíî çà çðîñòàííÿì.
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Ïîçíà÷èìî ¨õ z(1), z(2), . . . , z(r). Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíå ç
íèõ ïîâòîðþ¹òüñÿ âiäïîâiäíî n1, n2, . . . , nr ðàçiâ, ïðè öüî-

ìó î÷åâèäíî, ùî
r∑
i=1

ni = n. Òîäi ðåàëiçàöiþ åìïiðè÷íî¨

ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

F̂n(x) =
1

n

∑
i: z(i)<x

ni =



0, x ≤ z(1);
n1

n
, z(1) < x ≤ z(2);

n1+n2

n
, z(2) < x ≤ z(3);

. . .

1, x > z(r).

(4.9)

Iç âèùåíàâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷å-
ííÿõ âèáiðêè, F̂n(x) ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó x ¹ äèñêðåòíîþ
ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó. Ðîçïîäië

(
z(i),

ni
n

)
, i = 1, r, ùî ¨é âiä-

ïîâiäà¹, íàçèâà¹òüñÿ åìïiðè÷íèì.
Òåîðåìà (ïðî âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîç-

ïîäiëó). Äëÿ êîæíîãî x ∈ R çíà÷åííÿ åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨
ðîçïîäiëó F̂n(x) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) âèïàäêîâà âåëè÷èíà nF̂n(x) ìà¹ áiíîìiàëüíèé ðîçïî-
äië ç ïàðàðàìåòðàìè n, F (x):

P

{
F̂n(x) =

k

n

}
= Ck

nF
k(x)(1− F (x))n−k, k = 0, n;

2) F̂n(x) ¹ íåçìiùåíîþ îöiíêîþ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó F (x):

MF̂n(x) = F (x);

3) F̂n(x) ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó F (x): äëÿ êîæíîãî ε > 0

P(|F̂n(x)− F (x)| > ε)→ 0, n→∞.
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J Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå x ∈ R. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâ-
íiñòü iç n âèïðîáóâàíü, â ÿêèõ i-ì óñïiõîì íàçèâà¹òüñÿ
ïîäiÿ {Xi < x}, i = 1, n. Îñêiëüêè X1, X2, . . . , Xn íåçà-
ëåæíi òà îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî äà-
íà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ñõåìîþ âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi, ïðè÷îìó
éìîâiðíiñòü óñïiõó íå çàëåæèòü âiä íîìåðà âèïðîáóâàííÿ
i äîðiâíþ¹ p = P{Xi < x} = F (x). Âèïàäêîâà âåëè÷èíà

nF̂n(x) =
n∑
i=1

I{Xi<x} � öå êiëüêiñòü óñïiõiâ â n âèïðîáóâàí-

íÿõ Áåðíóëëi. Îòæå,

P
{
nF̂n(x) = k

}
= Ck

np
k(1− p)n−k =

= Ck
nF

k(x)(1− F (x))n−k, k = 0, n,

ùî i äîâîäèòü 1).
Âëàñòèâiñòü 2) âèâîäèòüñÿ ç ëiíiéíîñòi ìàòåìàòè÷íîãî

ñïîäiâàííÿ òà ç ôîðìóëè äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
iíäèêàòîðíî¨ âåëè÷èíè:

M(F̂n(x)) =
1

n

n∑
i=1

M(I{Xi<x}) =
1

n

n∑
i=1

p = p = F (x).

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü 3). Çà îçíà÷åííÿì âåëè÷èíà F̂n(x)
¹ âiäíîñíîþ ÷àñòîòîþ óñïiõiâ â n âèïðîáóâàííÿõ çà ñõåìîþ
Áåðíóëëi. Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ Áåðíóëëi çàêîíó âåëè-
êèõ ÷èñåë F̂n(x) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ ïðè n → ∞ äî
éìîâiðíîñòi óñïiõó â îäíîìó âèïðîáóâàííi p = F (x). Öå
îçíà÷à¹, ùî F̂n(x) ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ äëÿ F (x). I

4.1.4 Âèáiðêîâi ìîìåíòè

Íåõàé X � âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó
F (x), x ∈ R. Íàãàäà¹ìî, ùî çíàþ÷è F , ìîæíà çàïèñàòè
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ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ôóíêöi¨ g(X) ó âèãëÿäi

Mg(X) =

∞∫
−∞

g(x)F (dx),

äå îñòàííié iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì Ñòiëüòü¹ñà. Ó âèïàäêó,
êîëè g(X) = Xk, àáî g(X) = (X−MX)k, k ≥ 0, îòðèìó¹ìî
âiäïîâiäíî ïî÷àòêîâi ìîìåíòèmk i öåíòðàëüíi ìîìåíòèm0

k

ïîðÿäêó k âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X:

mk = MXk =

∞∫
−∞

xkF (dx),

m0
k = M(X −MX)k =

∞∫
−∞

(x−MX)kF (dx).

Çîêðåìà, ïðè g(X) = X i g(X) = (X −MX)2 îòðèìó¹ìî
ôîðìóëè âiäïîâiäíî äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ i äèñ-
ïåðñi¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X.

Â ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi âñi öi ÷èñëîâi õàðàêòåðè-
ñòèêè, à òàêîæ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
X íàçèâàþòü òåîðåòè÷íèìè.

Âiäçíà÷èìî, ùî ìiæ òåîðåòè÷íèìè öåíòðàëüíèìè i ïî-
÷àòêîâèìè ìîìåíòàìè iñíó¹ ïðîñòèé çâ'ÿçîê. Ñïðàâäi,

m0
k = M(X −MX)k = M

k∑
i=0

Ci
kX

i(−MX)k−i =

=
k∑
i=0

Ci
kMX i(−MX)k−i =

k∑
i=0

(−1)k−iCi
kmi(m1)k−i =

=
k∑
i=2

(−1)k−iCi
kmi(m1)k−i + (−1)k−1(k − 1)(m1)k. (4.10)
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Âèïèøåìî öåé çâÿçîê ìiæ ìîìåíòàìè äëÿ ïåðøèõ ÷îòè-
ðüîõ çíà÷åíü k:

m0
0 = 1, m0

1 = 0, m0
2 = m2 − (m1)2,

m0
3 = m3 − 3m2m1 + 2(m1)2,

m0
4 = m4 − 4m3m1 + 6m2(m1)2 − 3(m1)4.

Íåõàé X = (X1, X2 . . . , Xn) � âèáiðêà, F̂n(x), x ∈ R, �
åìïiðè÷íà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, ïîáóäîâàíà çà ðåàëiçàöi¹þ
x = (x1, x2, . . . , xn) âèáiðêè X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X̃ âèïàä-
êîâó âåëè÷èíó ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F̂n. Çà îçíà÷åííÿì
ïî÷àòêîâi i öåíòðàëüíi ìîìåíòè k-ãî ïîðÿäêó âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè X̃ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü

m̂k(x) = MX̃k =
1

n

r∑
i=1

zk(i)ni =
1

n

n∑
i=1

xki ,

m̂0
k(x) = M(X̃ −MX̃)k =

=
1

n

r∑
i=1

(z(i) −MX̃)kni =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)k,

äå x̄ = m̂1(x), z(i), i = 1, r � ìîæëèâi çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè X̃, à ni

n
� éìîâiðíîñòi öèõ çíà÷åíü (äèâ. (4.9)).

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà

m̂k = m̂k(X) =
1

n

n∑
i=1

Xk
i

íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâèì ïî÷àòêîâèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó k.
Çîêðåìà, âèáiðêîâèé ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó
X̄ = m̂1(X) íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâèì ñåðåäíiì.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà

m̂0
k = m̂0

k(X) =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k
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íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâèì öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó
k. Çîêðåìà, âèáiðêîâèé öåíòðàëüíèé ìîìåíò äðóãîãî ïî-
ðÿäêó σ̂2 = m̂0

2(X) íàçèâà¹òüñÿ âèáiðêîâîþ äèñïåðñi¹þ.
Çàóâàæåííÿ. Ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X ìî-

ìåíòè m̂k, m̂
0
k ¹ òåîðåòè÷íèìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêó k âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X̃, i òîìó âîíè çàäîâîëüíÿþòü âñi âëàñ-
òèâîñòi òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâ.

Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüîãî çàóâàæåííÿ, íàïðèêëàä, ìîæ-
íà ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ âèáiðêîâèõ ïî÷àòêîâèõ i öåíò-
ðàëüíèõ ìîìåíòiâ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (4.10). Çî-
êðåìà, ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü

σ̂2 = m̂2 − (m̂1)2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2.

Òàêîæ âiäçíà÷èìî, ùî öåíòðàëüíi ìîìåíòè ¹ iíâàðiàíòíè-
ìè âiäíîñíî çñóâiâ, òîáòî äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ c

m̂0
k =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k =

=
1

n

n∑
i=1

(
(Xi − c)−

1

n

n∑
i=1

(Xi − c)

)k

. (4.11)

Òåîðåìà (ïðî âëàñòèâîñòi âèáiðêîâîãî ñåðåäíüî-
ãî). Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
çi ñêií÷åííîþ äèñïåðñi¹þ, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ2. Òîäi
îöiíêà X̄ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a = MX1 ¹ íåçìiùå-
íîþ, êîíçèñòåíòíîþ òà åôåêòèâíîþ â êëàñi âñiõ ëiíiéíèõ
îöiíîê, òîáòî îöiíîê âèãëÿäó

θ̃ =
n∑
i=1

αiXi,
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äå α1, α2, . . . , αn � äîâiëüíi ñòàëi òàêi, ùî
n∑
i=1

αi = 1.

J Íåçìiùåíiñòü i êîíçèñòåíòíiñòü îöiíêè X̄ âèïëèâà¹ ç
ðiâíîñòi (4.6) i ñïiââiäíîøåííÿ (4.7) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåìî, ùî âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄ ¹ åôåêòèâíîþ îöií-
êîþ ïàðàìåòðà a â êëàñi âñiõ ëiíiéíèõ îöiíîê. Äëÿ öüîãî
äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

Dθ̃ = D
n∑
i=1

αiXi =
n∑
i=1

α2
iDXi = σ2

n∑
i=1

α2
i ,

äå σ2 ≡ DX1, íàáóâà¹ ñâîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïðè
αi = 1

n
, òîáòî êîëè θ̃ = X̄.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ óìîâíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨

g(α1, α2, . . . , αn) =
n∑
i=1

α2
i

ïðè óìîâi
n∑
i=1

αi = 1

ñêëàäåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L(α1, α2, . . . , αn;λ) =
n∑
i=1

α2
i + λ

(
n∑
i=1

αi − 1

)
,

äå λ � ìíîæíèê Ëàãðàíæà. Çàïèøåìî íåîáõiäíi óìîâè
iñíóâàííÿ óìîâíîãî åêñòðåìóìó:

∂L
∂αi

= 2αi + λ = 0, i = 1, n,

∂L
∂λ

=
n∑
i=1

αi − 1 = 0.
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Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, çíàõîäèìî λ = − 2
n
i αi = 1

n
,

i = 1, n, i ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî ïðè öèõ çíà÷åííÿõ
àðãóìåíòiâ ôóíêöiÿ g(α1, α2, . . . , αn) ìà¹ óìîâíèé ìiíiìóì.
I

Òåîðåìà (ïðî âëàñòèâîñòi âèáiðêîâî¨ äèñïåðñi¨).
ßêùî X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó çi ñêií-
÷åííîþ äèñïåðñi¹þ σ2, òî âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ σ̂2 � çìiùå-
íà êîíçèñòåíòíà îöiíêà σ2.

J Âðàõîâóþ÷è òå, ùî îöiíêà σ̂2 iíâàðiàíòíà âiäíîñíî
çñóâiâ (äèâ. ôîðìóëó (4.11)), çîêðåìà, íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè
âiäíiìàííi âiä Xi ¨õ ñïiëüíîãî ñåðåäíüîãî a = MXi, ìîæíà
ââàæàòè, ùî a = MXi = 0. Òîäi

Mσ̂2 = M

(
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

)
=

1

n

n∑
i=1

MX2
i −MX̄2 =

=
1

n

n∑
i=1

DXi −DX̄ =
1

n
nσ2 − σ2

n
=
n− 1

n
σ2 6= σ2,

òîáòî σ̂2 � çìiùåíà îöiíêà äëÿ äèñïåðñi¨.
Ïîêàæåìî, ùî σ̂2 ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ. Äîâåäåí-

íÿ ïðîâåäåìî äëÿ âèïàäêó, êîëè iñíóþòü ìîìåíòè äàíîãî
ðîçïîäiëó äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî. Çãiäíî ç äðó-
ãîþ íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà

P

{∣∣∣∣σ̂2 − n− 1

n
σ2

∣∣∣∣ > ε

}
≤ Dσ̂2

ε2
. (4.12)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ äèñïåðñi¨ îöiíêè σ̂2 ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîð-
ìóëîþ

Dσ̂2 = M(σ̂2)2 − (Mσ̂2)2.



4.1. Òî÷êîâi îöiíêè 111

Îñêiëüêè

(σ̂2)2 =

(
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

)2

=

=
1

n2

(
n∑
i=1

X2
i

)2

− 2X̄2 1

n

n∑
i=1

X2
i + X̄4,

òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

M(σ̂2)2 =
1

n2
M

(
n∑
i=1

X2
i

)2

−

− 2

n
M

(
X̄2

n∑
i=1

X2
i

)
+ MX̄4. (4.13)

Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà ó ôîðìóëi (4.13) ìà¹ìî

M

(
n∑
i=1

X2
i

)2

= M

(
n∑
i=1

X4
i +

∑
i 6=j

X2
iX

2
j

)
=

=
n∑
i=1

MX4
i +

∑
i 6=j

MX2
i MX2

j =

=
n∑
i=1

m0
4 +

∑
i 6=j

σ2σ2 = nm0
4 + n(n− 1)σ4. (4.14)

Ñïðîñòèìî äðóãèé äîäàíîê ó ôîðìóëi (4.13):

M

(
X̄2

n∑
i=1

X2
i

)
=

1

n2
M

( n∑
j=1

Xj

)2 n∑
i=1

X2
i

 =

=
1

n2
M

((
n∑
j=1

X2
j +

∑
j 6=k

XjXk

)
n∑
i=1

X2
i

)
=
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=
1

n2
M

(
n∑
j=1

X2
j

n∑
i=1

X2
i

)
+

1

n2
M

(
n∑
i=1

X2
i

∑
j 6=k

XjXk

)
.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî

M
∑
i: i 6=k

XiXk =
∑
i: i 6=k

MXiMXk = 0,

îòðèìó¹ìî
n∑
i=1

X2
i

∑
j 6=k

XjXk =

=
∑

i 6=j,i6=k,j 6=k

M(X2
iXjXk) + 2

∑
i 6=j

X3
iXj = 0.

Çâiäñè

M

(
X̄2

n∑
i=1

X2
i

)
=

1

n2
M

(
n∑
j=1

X2
j

n∑
i=1

X2
i

)
=

=
1

n2
M

(
n∑
i=1

X4
i +

∑
i 6=j

X2
iX

2
j

)
=

=
1

n2

(
nm0

4 + n(n− 1)σ4
)
. (4.15)

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

MX̄4 =
1

n4

(
n∑
i=1

Xi

)4

=
m0

4 + 3(n− 1)σ4

n3
. (4.16)

Ïiäñòàâèâøè (4.14), (4.15), (4.16) ó (4.13), îòðèìó¹ìî

M(σ̂2)2 =
nm0

4 + n(n− 1)σ4

n2
−

− 2(nm0
4 + n(n− 1)σ4)

n3
+
m0

4 − 3σ4

n3
=
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= σ4 +
m0

4 − 3σ4

n
− 2m0

4 − 5σ4

n2
+
m4 + 3(n− 1)σ4

n3
.

Îñêiëüêè Mσ̂2 = σ2 − σ2

n
, îñòàòî÷íî âèâîäèìî

Dσ̂2 =
m0

4 − σ4

n
− 2(m0

4 − 2σ4)

n2
+
m0

4 − 3σ4

n3
.

Ïiäñòàâèâøè âèðàç äëÿ Dσ̂2 ó äðóãó íåðiâíiñòü ×åáèøåâà
(4.12) i ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè n→∞, âñòàíîâëþ¹ìî,
ùî âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ σ̂2 ¹ êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ äëÿ
σ2. I

Çàóâàæåííÿ. Ç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî îöiíêà

S2 =
n

n− 1
σ̂2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

¹ íåçìiùåíîþ i êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ σ2. �¨ íà-
çèâàþòü âèïðàâëåíîþ âèáiðêîâîþ äèñïåðñi¹þ.

Ñïðàâäi,

MS2 =
n

n− 1
Mσ̂2 =

n

n− 1

n− 1

n
σ2 = σ2,

DS2 =
n2

(n− 1)2
Dσ̂2 → 0, n→∞,

à öå é îçíà÷à¹ íåçìiùåíiñòü i êîíçèñòåíòíiñòü S2.
Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà äîâåñòè, ùî âèáiðêîâi ïî÷àòêîâi

i öåíòðàëüíi ìîìåíòè ¹ êîíçèñòåíòíèìè îöiíêàìè âiäïî-
âiäíèõ òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâ, ÿêùî òiëüêè âîíè iñíóþòü.
Îäíàê öi îöiíêè, êðiì X̄, ¹ çìiùåíèìè.
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4.1.5 Ìåòîä ìîìåíòiâ

Ìåòîä ìîìåíòiâ áóâ çàïðîïîíîâàíèé àíãëiéñüêèì ñòà-
òèñòèêîì Ê. Ïiðñîíîì i ¹ îäíèì iç ïåðøèõ çàãàëüíèõ ìåòî-
äiâ îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ. Öåé ìå-
òîä ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó.

ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·, θ).
Ðîçïîäië F (·, θ) çàëåæèòü âiä íåâiäîìîãî âåêòîðíîãî ïàðà-
ìåòðà θ = (θ1, θ2, . . . , θs), ÿêèé íàáóâà¹ çíà÷åíü iç ìíîæèíè
Θ ⊂ Rs. Íåîáõiäíî çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðà θ çà ðåàëiçà-
öi¹þ x = (x1, x2, . . . , xn) âèáiðêè X.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ äàíîãî ðîçïîäiëó iñíóþòü ïåð-
øi s ìîìåíòiâ, ÿêi, î÷åâèäíî, ¹ ôóíêöiÿìè âåêòîðíîãî àðãó-
ìåíòó θ:

mk = mk(θ) =

∞∫
−∞

xkF (dx; θ), k = 1, s.

Ðîçãëÿíåìî âèáiðêîâi ìîìåíòè

m̂k = m̂k(X) =
1

n

n∑
i=1

Xk
i .

Íàãàäà¹ìî, ùî âèáiðêîâi ìîìåíòè m̂k ¹ êîíçèñòåíòíèìè
îöiíêàìè âiäïîâiäíèõ òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâ mk. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ïðè âåëèêîìó îáñÿçi âèáiðêè n çíà÷åííÿ îöiíîê
m̂k = m̂k(x), äå x � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X, ¹ áëèçüêèìè äî
âiäïîâiäíèõ ìîìåíòiâ mk.

Çãiäíî ç ìåòîäîì ìîìåíòiâ â ÿêîñòi òî÷êîâî¨ îöiíêè
θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂n) âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ áåðóòü îöiíêó,
çíà÷åííÿ ÿêî¨ äëÿ äîâiëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X îòðè-
ìóþòü ÿê ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü

m̂k = mk(θ), k = 1, s.
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Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà óìîâè íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîç-
â'ÿçêó öi¹¨ ñèñòåìè âiä m̂k, k = 1, s, îöiíêà, îòðèìàíà ìå-
òîäîì ìîìåíòiâ, ¹ êîíçèñòåíòíîþ i ìà¹ àñèìïòîòè÷íî íîð-
ìàëüíèé ðîçïîäië, òîáòî ¨¨ ðîçïîäië ïðè n→∞ ïðÿìó¹ äî
íîðìàëüíîãî.

Ïðèêëàä. Çíàéòè îöiíêè ïàðàìåòðiâ a òà σ2 íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó

f(x; a, σ2) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Äëÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè a òà σ2 òåîðå-
òè÷íi ìîìåíòèm1(a, σ2) òàm2(a, σ2) âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü

m1(a, σ2) = a, m2(a, σ2) = m0
2(a, σ2)+(m1(a, σ2))2 = σ2+a2.

Íåõàé x = (x1, x2, . . . xn) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X iç ðîç-
ïîäiëó N(a, σ2). Òîäi

m̂1 =
1

n

n∑
i=1

xi, m̂2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i .

Ïðèðiâíþþ÷è çíà÷åííÿ âèáiðêîâèõ ìîìåíòiâ m̂1 òà m̂2

äî âiäïîâiäíèõ òåîðåòè÷íèõ ìîìåíòiâm1(a, σ2) òàm2(a, σ2),
îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

1
n

n∑
i=1

xi = a,

1
n

n∑
i=1

x2
i = σ2 + a2,

çâiäêè çíàõîäèìî çíà÷åííÿ îöiíîê

â =
1

n

n∑
i=1

xi, σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i −

(
1

n

n∑
i=1

xi

)2

.
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Îòæå, îöiíêàìè ìåòîäó ìîìåíòiâ äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî a i
äèñïåðñi¨ σ2 íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ¹ âiäïîâiäíî âèáiðêîâå
ñåðåäí¹

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

i âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2.

4.1.6 Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨
ïðàâäîïîäiáíîñòi

Îäíèì iç íàéáiëüø óíiâåðñàëüíèõ ìåòîäiâ îöiíþâàííÿ
ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ ¹ ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiá-
íîñòi, çàïðîïîíîâàíèé àíãëiéñüêèì ñòàòèñòèêîì Ð. Ôiøå-
ðîì.

ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·, θ),
äå θ = (θ1, θ2, . . . , θs) ∈ Θ ⊂ Rs. Ïàðàìåòð θ � íåâiäîìèé,
i éîãî íåîáõiäíî îöiíèòè çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X. ßê
i ðàíiøå, ÷åðåç fX(x; θ) = fX(x1, x2, . . . , xn; θ) áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà X ó âè-
ïàäêó, êîëè âií àáñîëþòíî íåïåðåðâíèé, i éìîâiðíiñòü ïîäi¨
{X = x}, ÿêùî âåêòîð X � äèñêðåòíèé.

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè X =
(X1, X2, . . . , Xn) áóäåìî íàçèâàòè âèïàäêîâó ôóíêöiþ L(θ)
àðãóìåíòó θ ∈ Θ ⊂ Rs, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

L(θ) = fX(X; θ).

Ìåòîä ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñi ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî çà îöiíêó ïàðàìåòðà θ âèáèðà¹òüñÿ îöiíêà θ̂ = (θ̂1,
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θ̂2, . . . , θ̂n), çíà÷åííÿ ÿêî¨ ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ x âèáið-
êè X ìàêñèìiçó¹ ôóíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(θ):

L(θ̂) = max
θ∈Θ

L(x, θ).

Òî÷êîâà îöiíêà, çíàéäåíà ó òàêèé ñïîñiá, íàçèâà¹òüñÿ îöií-
êîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

Âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ L(θ) i lnL(θ) äîñÿãàþòü íàé-
áiëüøîãî çíà÷åííÿ â îäíié i òié ñàìié òî÷öi. À çíàõîäèòè
òî÷êó, â ÿêié ôóíêöiÿ lnL(θ) äîñÿãà¹ íàéáiëüøîãî çíà÷åí-
íÿ, ÷àñòî çðó÷íiøå.

Ëîãàðèôì âiä ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi íàçèâàþòü ëî-
ãàðèôìi÷íîþ ôóíêöi¹þ ïðàâäîïîäiáíîñòi.

ßêùî ôóíêöiÿ L(θ) äèôåðåíöiéîâíà ïðè áóäü-ÿêié ðåà-
ëiçàöi¨ x âèáiðêèX i ìàêñèìóì L(θ) äîñÿãà¹òüñÿ ó âíóòðiø-
íié òî÷öi ìíîæèíè Θ, òî çíà÷åííÿ îöiíêè ìàêñèìàëüíî¨
ïðàâäîïîäiáíîñòi çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (íåîáõiäíi óìîâè
åêñòðåìóìó)

∂ lnL(θ)

∂θk
= 0, k = 1, s. (4.17)

Ðiâíÿííÿ (4.17) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿìè ïðàâäîïîäiáíîñòi.
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà óìîâ ðåãóëÿðíîñòi ôóíêöi¨ fX(x;

θ) îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi θ̂n ¹ êîíçèñòåí-
òíîþ, àñèìïòîòè÷íî åôåêòèâíîþ i ìà¹ àñèìïòîòè÷íî íîð-
ìàëüíèé ðîçïîäië.

Ïðèêëàä. Çíàéòè îöiíêó ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiá-
íîñòi éìîâiðíîñòi p óñïiõó ó ñõåìi n âèïðîáóâàíü Áåðíóëëi.

Ðîçãëÿíåìî âèáiðêó X = (X1, X2, . . . Xn) iç äèñêðåòíîãî
ðîçïîäiëó (0; 1−p), (1; p) (Xi � iíäèêàòîð óñïiõó â i-ìó âè-
ïðîáóâàííi Áåðíóëëi). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè



118 Ðîçäië 4. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ

X ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(p) ìà¹ âèãëÿä:

L(p) =
n∏
i=1

pxi(1− p)1−xi .

Çíàéøîâøè

lnL(p) =
n∑
i=1

(xi ln p+ (1− xi) ln(1− p)) ,

îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi

∂ lnL(p)

∂p
=

n∑
i=1

(
xi
p
− 1− xi

1− p

)
= 0.

Ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

p̂ =
1

n

n∑
i=1

xi =
k

n
,

äå k � êiëüêiñòü óñïiõiâ â ñõåìi Áåðíóëëi. Íåñêëàäíî ïå-
ðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî p̂ ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ L(p).
Òàêèì ÷èíîì, îöiíêîþ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi éìî-
âiðíîñòi p ¹ âiäíîñíà ÷àñòîòà óñïiõiâ â n âèïðîáóâàííÿõ.

4.2 Iíòåðâàëüíi îöiíêè

4.2.1 Ïîíÿòòÿ ïðî iíòåðâàëüíå
îöiíþâàííÿ

Äëÿ îöiíþâàííÿ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ ïî-
ðÿä iç ðîçãëÿíóòèìè âèùå òî÷êîâèìè îöiíêàìè âèêîðèñòî-
âóþòüñÿ òàêîæ iíòåðâàëüíi îöiíêè. Íà âiäìiíó âiä òî÷êîâî¨
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îöiíêè, iíòåðâàëüíà îöiíêà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè éìîâiðíiñíó
õàðàêòåðèñòèêó òî÷íîñòi îöiíþâàííÿ íåâiäîìîãî ïàðàìåò-
ðà.

ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·, θ).
Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà θ ∈ R â ðîçïîäiëi F (·, θ) íåâiäîìå i éî-
ãî íåîáõiäíî îöiíèòè.

Îçíà÷åííÿ. Iíòåðâàëüíîþ îöiíêîþ (íàäiéíèì iíòåðâà-
ëîì) ïàðàìåòðà θ ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1−α íàçèâà¹òüñÿ âè-
ïàäêîâèé iíòåðâàë (θ̂1, θ̂2), äå θ̂1, θ̂2 ¹ ôóíêöiÿìè âèáiðêè
X, ÿêèé ç éìîâiðíiñòþ 1−α ìiñòèòü çíà÷åííÿ îöiíþâàíîãî
ïàðàìåòðà θ, òîáòî

P{θ̂1 < θ < θ̂2} = 1− α. (4.18)

Éìîâiðíiñíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ òî÷íîñòi iíòåðâàëüíî-
ãî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðà θ ¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà

l = θ̂2 − θ̂1,

ÿêà äëÿ áóäü-ÿêî¨ ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêèX ¹ äîâæèíîþ iíòåð-
âàëó (θ̂1, θ̂2).

Â äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ (íàïðèêëàä, ïðè ðîçãëÿäi äèñêðåò-
íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí) çàìiñòü ðiâíîñòi (4.18) âäà¹òüñÿ
ëèøå îòðèìàòè íåðiâíiñòü

P{θ̂1 < θ < θ̂2} ≥ 1− α,

òîáòî ïîáóäóâàòè iíòåðâàëüíó îöiíêó ïàðàìåòðà θ ç ðiâíåì
íàäiéíîñòi íå ìåíøèì, íiæ 1− α. Iíêîëè âèíèêà¹ ïîòðåáà
îöiíèòè ïàðàìåòð θ òiëüêè çëiâà àáî òiëüêè ñïðàâà. Ïðè
öüîìó, ÿêùî

P{θ̂1 < θ} = 1− α,
òî iíòåðâàë (θ̂1,∞) íàçèâàþòü ïðàâîñòîðîííiì íàäiéíèì
iíòåðâàëîì, à ó âèïàäêó, êîëè

P{θ < θ̂2} = 1− α,
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iíòåðâàë (−∞, θ2) íàçèâàþòü ëiâîñòîðîííiì íàäiéíèì iíòåð-
âàëîì ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1− α.

Çàóâàæåííÿ. Ïîíÿòòÿ iíòåðâàëüíî¨ îöiíêè òðèâiàëü-
íî ïîøèðþþòüñÿ íà âèïàäîê âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ =
(θ1, θ2, . . ., θs) ∈ Θ ⊂ Rs.

4.2.2 Çàãàëüíèé ìåòîä îïîðíèõ
âåëè÷èí

Çàãàëüíèì ìåòîäîì ïîáóäîâè iíòåðâàëüíèõ îöiíîê äëÿ
θ ¹ ìåòîä îïîðíèõ âåëè÷èí. Âií ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi
îïîðíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè âèãëÿäó h(X; θ) = h(X1, X2, . . . ,
Xn; θ), ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) âîíà ¹ ôóíêöi¹þ âèáiðêè X òà íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà
θ,

2) ìà¹ ïîâíiñòþ âiäîìèé ðîçïîäië,

3) ìîíîòîííî çàëåæèòü âiä θ.

Âèõîäÿ÷è ç âiäîìîãî ðîçïîäiëó öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷è-
íè, çíàõîäÿòü òàêi çíà÷åííÿ h1, h2, ùî

P{h1 < h(X; θ) < h2} = 1− α, (4.19)

ïðè âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åííÿõ θ. Äàëi, ç óðàõóâàííÿì âëàñ-
òèâîñòi 3), ðîçâ'ÿçóþòü âiäíîñíî θ íåðiâíiñòü ó ôiãóðíèõ
äóæêàõ âèðàçó (4.19) i, òàêèì ÷èíîì, çíàõîäÿòü âèïàäêîâi
âåëè÷èíè θ̂1, θ̂2 òàêi, ùî

P{θ̂1 < θ < θ̂2} = P{h1 < h(X; θ) < h2} = 1− α.

Îòæå, (θ̂1, θ̂2) � øóêàíèé íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ θ ç ðiâíåì
íàäiéíîñòi 1− α.
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ßêùî ðîçïîäië îïîðíî¨ âåëè÷èíè ëèøå àñèìïòîòè÷íî
íàáëèæà¹òüñÿ äî âiäîìîãî, òî, ðîçãëÿäàþ÷è âèáiðêó âåëè-
êîãî îáñÿãó n, âiäïîâiäíi àñèìïòîòè÷íi íàäiéíi iíòåðâàëè
áóäóþòü, âèõîäÿ÷è ç íàáëèæåíèõ ðiâíîñòåé

P{h1 < hn(X; θ) < h2} ≈ 1− α.

4.2.3 Äåÿêi ñïåöiàëüíi ðîçïîäiëè

Íèæ÷å áóäóòü âèçíà÷åíi äåÿêi ñïåöiàëüíi ðîçïîäiëè, ÿêi
ìàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ â ìàòåìàòè÷íié ñòàòèñòèöi i âè-
êîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ íàìè ó ïàðàãðàôi 4.2.4 öüîãî ðîçäiëó
äëÿ ïîáóäîâè iíòåðâàëüíèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ íîðìàëüíî-
ãî ðîçïîäiëó, à òàêîæ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ äàíî¨ ïðàöi.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà χ2
n ìà¹ χ2-ðîçïîäië

àáî ðîçïîäië Ïiðñîíà ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ÿêùî ¨¨ ìîæ-
íà ïîäàòè ó âèãëÿäi

χ2
n =

n∑
i=1

X2
i ,

äåX1, X2, . . . , Xn � íåçàëåæíi â ñóêóïíîñòi ñòàíäàðòíi íîð-
ìàëüíi âåëè÷èíè.

Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè χ2
n çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ:

fχ2
n
(x) =

{
1

2
n
2 Γ(n2 )

x
n
2
−1e−

x
2 , x > 0,

0, x ≤ 0,

äå Γ(p) =
∞∫
0

tp−1e−tdt, p > 0, � ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.
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Çíàéäåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äèñïåðñiþ:

Mχ2
n = M

n∑
i=1

X2
i =

n∑
i=1

MX2
i = n,

Dχ2
n = D

n∑
i=1

X2
i =

n∑
i=1

DX2
i =

n∑
i=1

(
MX4

i − (MX2
i )2
)

= 2n.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà τn ìà¹ t-ðîçïîäië àáî
ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi

τn =
X√
χ2
n/n

,

äåX � ñòàíäàðòíà íîðìàëüíà âåëè÷èíà, à χ2
n � íåçàëåæíà

âiä íå¨ âåëè÷èíà ç χ2-ðîçïîäiëîì òà n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τn ìà¹ âèã-

ëÿä:

fτn(x) =
Γ
(
n+1

2

)
Γ
(
n
2

)√
πn

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

, x ∈ R.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

Mτn = 0, n ≥ 2,

Dτn =
n

n− 2
, n > 2.

Îçíà÷åííÿ. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà φn,m ìà¹ F -ðîçïîäië
àáî ðîçïîäië Ôiøåðà ç n,m ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ÿêùî ¨¨
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

φn,m =
χ2
n/n

χ2
m/m

,
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äå χ2
n, χ

2
m � íåçàëåæíi âåëè÷èíè ç χ2-ðîçïîäiëîì òà n,m

ñòóïåíÿìè ñâîáîäè âiäïîâiäíî.
Äëÿ ðîçïîäiëó Ôiøåðà

fφn,m(x) =


Γ(n+m2 )

Γ(n2 )Γ(m2 )
n
n
2m

m
2

x
n
2−1

(m+nx)
n+m

2
, x > 0,

0, x ≤ 0,

Mφn,m =
m

m− 2
, m > 2,

Dφn,m =
2m2(m+ n− 2)

n(m− 2)2(m− 4)
, m > 4.

Òåîðåìà (ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âè-
áiðêè).ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç ðîçïîäiëó
N(a, σ2). Òîäi âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄ òà âèïðàâëåíà âèáiðêî-
âà äèñïåðñiÿ S2 � íåçàëåæíi. Äî òîãî æ, âåëè÷èíà X̄ ìà¹

ðîçïîäië N
(
a, σ

2

n

)
, à âåëè÷èíà (n − 1)S

2

σ2 � χ2-ðîçïîäië ç

n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Ïåðø íiæ äîâîäèòè öþ òåîðåìó, íàãàäà¹ìî äåÿêi ïî-

íÿòòÿ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè.
Ìàòðèöÿ A ðîçìiðó n× n íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ,

ÿêùî âîíà íåâèðîäæåíà òà AT = A−1, äå AT � òðàíñïîíî-
âàíà ìàòðèöÿ. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî ATA = AAT = E,
à | detA| = 1 ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü

(detA)2 = detA detA = detAT detA = det(ATA) = 1.

ßêùî ‖x‖ =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

� åâêëiäîâà íîðìà â Rn, òî ‖Ax‖ =

‖x‖. Ñïðàâäi,

‖Ax‖ = (Ax)TAx = xTATAx = xTx = ‖x‖.
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Íåõàé òåïåð X = (X1, X2, ·, Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó
N(0, σ2). Òîäi

fX(x) = fX(x1, x2, . . . , xn) = (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

x2
i

}
=

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
‖x‖2

}
,

à äëÿ âèïàäêîâîãî âåêòîðà Y = g(X) = AX + c, âèêî-
ðèñòàâøè âiäîìó ôîðìóëó

fY(y) = fX(g−1(y)) · Jg−1(y)

(Jh � ÿêîáiàí âiäîáðàæåííÿ h, òîáòî âèçíà÷íèê ìàòðèöi(
∂hi
∂yj

)n
i,j=1

), îòðèìó¹ìî

fY(y) = fX(A−1(y − c)) = fX(AT (y − c)) =

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
‖AT (y − c)‖2

}
=

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2
‖y − c‖2

}
=

=
n∏
i=1

1√
2πσ

exp

{
−(yi − ci)2

2σ2

}
. (4.20)

Òàêèì ÷èíîì, êîìïîíåíòè Y1, Y2, . . . , Yn âèïàäêîâîãî âå-
êòîðà Y íåçàëåæíi i ìàþòü ðîçïîäië N(ci, σ

2). Áiëüøå òî-
ãî, ÿêùî Z = X + d, à Y = g(Z) = A(X + d) + c =
AX + (Ad + c), òî fY(y) = fX(y − (Ad + c)). Îòæå, ìè
äîâåëè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà (ïðî îðòîãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ íîð-
ìàëüíîãî âåêòîðà) ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèïàä-
êîâèé âåêòîð, êîìïîíåíòè ÿêîãî íåçàëåæíi òà íîðìàëüíî
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ðîçïîäiëåíi ç îäíàêîâîþ äèñïåðñi¹þ σ2, à Y = (Y1, Y2, . . . ,
Yn) = AX + c ç îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ A = (aij). Òîäi
Y1, Y2, . . . , Yn íåçàëåæíi òà ìàþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië ç

ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì MYi =
n∑
j=1

aijMXj + ci òà äèñ-

ïåðñi¹þ σ2.
Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîð-

ìàëüíî¨ âèáiðêè.
J Ïîáóäó¹ìî ÿêó-íåáóäü îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ A ç

ïåðøèì ðÿäêîì (
1√
n
,

1√
n
, . . . ,

1√
n

)
i ïîêëàäåìî Y = (Y1, Y2, . . . , Yn) = AX. Òîäi çà òåîðå-
ìîþ ïðî îðòîãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ íîðìàëüíîãî âåêòîðà
âèïàäêîâi âåëè÷èíè Y1, Y2, . . . , Yn íåçàëåæíi i íîðìàëüíî

ðîçïîäiëåíi ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì MYi = a
n∑
j=1

aij

òà äèñïåðñi¹þ σ2. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A îðòîãîíàëüíà, ïðè
i > 1 ìà¹ìî

1√
n

n∑
j=1

aij =
n∑
j=1

a1jaij = 0,

à òîìó

MY1 = a
√
n, MY2 = MY3 = . . . = MYn = 0.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó 1
σ2

n∑
i=2

Y 2
i =

n∑
i=2

(
Yi
σ

)2
.

Öÿ âåëè÷èíà ìà¹ χ2−ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè,
ÿê ñóìà êâàäðàòiâ n−1 ñòàíäàðòíèõ íîðìàëüíèõ âåëè÷èí.
Ç ðiâíîñòi

X̄ =
1√
n

(
1√
n
,

1√
n
, . . . ,

1√
n

)
(X1, X2, . . . Xn)T =

Y1√
n
.



126 Ðîçäië 4. Îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ

âèïëèâà¹, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè X̄ òà 1
σ2

n∑
i=2

Y 2
i íåçàëåæ-

íi, ïðè÷îìó âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄ ìà¹ ðîçïîäië N
(
a, σ

2

n

)
.

Äëÿ òîãî, ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òåîðåìè, äîñòàòíüî

ïîêàçàòè, ùî (n − 1)S2 =
n∑
i=2

Y 2
i , à öå íåâàæêî ïåðåâiðèòè

ç îãëÿäó íà îðòîãîíàëüíiñòü ìàòðèöi A:

(n− 1)S2 =
n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
n∑
i=1

X2
i − nX̄2 = ‖X‖2 − Y 2

1 =

= ‖AX‖2 − Y 2
1 =

n∑
i=1

Y 2
i − Y 2

1 =
n∑
i=2

Y 2
i . I

Òåîðåìà (ïðî ñòàòèñòèêó Ñòüþäåíòà âiä íîðìàëü-
íî¨ âèáiðêè) Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç
ðîçïîäiëó N(a, σ2), à S2 � âèïðàâëåíà âèáiðêîâà äèñïåð-
ñiÿ. Òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà

τn−1 =
√
n
X̄ − a
S

ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
J Âèïàäêîâó âåëè÷èíó τn−1 çàïèøåìî ó âèãëÿäi

τn−1 =
√
n
X̄ − a
S

=

X̄−a
σ/
√
n√

S2/σ2
=

X̄−a
σ/
√
n√

(n−1)S2

σ2 /(n− 1)
.

Ç òåîðåìè ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âèï-
ëèâà¹, ùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè X̄−a

σ/
√
n
òà (n−1)S2

σ2 � íåçàëåæíi,
äî òîãî æ, âîíè ìàþòü ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië
òà χ2-ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè âiäïîâiäíî. Öå é
îçíà÷à¹, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà τn−1 ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþ-
äåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. I



4.2. Iíòåðâàëüíi îöiíêè 127

4.2.4 Iíòåðâàëüíi îöiíêè ïàðàìåòðiâ
íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç íîðìàëüíî-
ãî ðîçïîäiëó N(a, σ2). Ðîçãëÿíåìî ðiçíi âàðiàíòè ïîáóäî-
âè iíòåðâàëüíèõ îöiíîê äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a i
äèñïåðñi¨ σ2.

Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨. Òî÷êîâîþ îöiíêîþ ìàòåìàòè÷-
íîãî ñïîäiâàííÿ ¹ âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄. Çà òåîðåìîþ ïðî
âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè öÿ âèïàäêîâà âåëè-

÷èíà ìà¹ ðîçïîäië N
(
a, σ

2

n

)
. Òîìó âèïàäêîâà âåëè÷èíà

Z = h(X; a) =
X̄ − a
σ/
√
n

=
√
n
X̄ − a
σ

ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0, 1). Öå îçíà÷à¹,
ùî

P

{
−t <

√
n
X̄ − a
σ

< t

}
= F0(t)− F0(−t) = 2F0(t)− 1,

äå F0(t) = 1√
2π

t∫
−∞

exp{− z2

2
}dz �ôóíêöiÿ ðîçïîäiëóN(0, 1).

Iíàêøå êàæó÷è,

P

{
X̄ − σ√

n
t < a < X̄ +

σ√
n
t

}
= 2F0(t)− 1.

Çàôiêñó¹ìî ðiâåíü íàäiéíîñòi 1− α i çíàéäåìî òàêå t, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü 2F0(t) − 1 = 1 − α. Îòðèìó¹ìî t =
u1−α

2
� êâàíòèëü ðiâíÿ 1 − α

2
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðîçïîäiëó. Òîäi

P

{
X̄ − σ√

n
u1−α

2
< a < X̄ +

σ√
n
u1−α

2

}
= 1− α.
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Îòæå, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨ σ2 ìà¹
âèãëÿä: (

X̄ − σ√
n
u1−α

2
, X̄ +

σ√
n
u1−α

2

)
.

Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨. Ïîðÿä ç òî÷êîâîþ îöiíêîþ
X̄ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a ðîçãëÿíåìî îöiíêó S2 äëÿ
äèñïåðñi¨ σ2. Çà òåîðåìîþ ïðî ñòàòèñòèêó Ñòüþäåíòà âiä
íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà

τn−1 =
√
n
X̄ − a
S

ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n − 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç Fτn−1(t) ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè τn−1.
Òîäi

P

{
−t <

√
n
X̄ − a
S

< t

}
= Fτn−1(t)− Fτn−1(−t) =

= 2Fτn−1(t)− 1;

P

{
X̄ − S√

n
t < a < X̄ +

S√
n
t

}
= 2Fτn−1(t)− 1.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ 2Fτn−1(t) − 1 = 1 − α, äå 1 − α �
ðiâåíü íàäiéíîñòi, îòðèìó¹ìî t = t1−α

2
(n − 1) � êâàíòèëü

ðiâíÿ 1− α
2
ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà ç n−1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Òîäi

P

{
X̄ − S√

n
t1−α

2
(n− 1) < a < X̄ +

S√
n
t1−α

2
(n− 1)

}
= 1−α.

Òàêèì ÷èíîì, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨
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ìà¹ âèãëÿä:(
X̄ − S√

n
t1−α

2
(n− 1), X̄ +

S√
n
t1−α

2
(n− 1)

)
.

Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ ïðè âiäîìîìó
ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi.Íàéêðàùîþ òî÷êîâîþ îöií-
êîþ äèñïåðñi¨ σ2 ïðè âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi

a ¹ σ̂2 = 1
n

n∑
i=1

(Xi − a)2 (äèâ. ïðèêëàäè ïàðàãðàôó 4.1.2).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

n
σ̂2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi − a
σ

)2

.

Öÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ¹ ñóìîþ êâàäðàòiâ n ñòàíäàðòíèõ
íîðìàëüíèõ âåëè÷èí i òîìó ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n ñòóïåíÿìè
ñâîáîäè. Òîäi ïðè çàäàíîìó ðiâíi íàäiéíîñòi 1− α ìà¹ìî

1− α = P
{
σ2

1 < σ2 < σ2
2

}
= P

{
n
σ̂2

σ2
2

< n
σ̂2

σ2
< n

σ̂2

σ2
1

}
=

= Fχ2
n

(
n
σ̂2

σ2
1

)
− Fχ2

n

(
n
σ̂2

σ2
2

)
, (4.21)

äå Fχ2
n
(t) � ôóíêöiÿ χ2-ðîçïîäiëó ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Âèáåðåìî σ2
1 i σ

2
2 òàê, ùîá Fχ2

n

(
n σ̂

2

σ2
1

)
= 1− α

2
, Fχ2

n

(
n σ̂

2

σ2
2

)
=

α
2
. Îòðèìà¹ìî: σ2

1 = nσ̂2

χ2
1−α2

(n)
, σ2

2 = nσ̂2

χ2
α
2

(n)
, äå χ2

1−α
2
(n) òà

χ2
α
2
(n) � êâàíòèëi χ2 ðîçïîäiëó ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè ðiâ-

íÿ 1− α
2
òà α

2
âiäïîâiäíî.

Îòæå, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ íîðìàëüíîãî ðîç-
ïîäiëó ïðè âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi a ìà¹ âèã-
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ëÿä: (
nσ̂2

χ2
1−α

2
(n)

,
nσ̂2

χ2
α
2
(n)

)
.

Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ ïðè íåâiäîìî-
ìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi. Òî÷êîâîþ îöiíêîþ äèñ-
ïåðñi¨ σ2 ïðè íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi ¹ âè-
ïðàâëåíà âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ S2. Çà òåîðåìîþ ïðî âèáið-
êîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà

(n− 1)
S2

σ2
=

n∑
i=1

(
Xi − X̄

σ

)2

ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Òîäi

1− α = P
{
σ2

1 < σ2 < σ2
2

}
=

= P

{
(n− 1)

S2

σ2
2

< (n− 1)
S2

σ2
< (n− 1)

S2

σ2
1

}
=

= Fχ2
n−1

(
(n− 1)

S2

σ2
1

)
− Fχ2

n−1

(
(n− 1)

S2

σ2
2

)
.

Ìåæi íàäiéíîãî iíòåðâàëó σ2
1 i σ

2
2 âèáåðåìî òàê, ùîá

Fχ2
n−1

(
(n− 1)S

2

σ2
1

)
= 1− α

2
, Fχ2

n−1

(
(n− 1)S

2

σ2
2

)
= α

2
.

Îòðèìà¹ìî: σ2
1 = (n−1)S2

χ2
1−α2

(n−1)
, σ2

2 = (n−1)S2

χ2
α
2

(n−1)
.

Òàêèì ÷èíîì, íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ äèñïåðñi¨ íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó ïðè íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi
ìà¹ âèãëÿä: (

(n− 1)S2

χ2
1−α

2
(n− 1)

,
(n− 1)S2

χ2
α
2
(n− 1)

)
.

Âïðàâà.Ïîáóäóâàòè ëiâîñòîðîííi òà ïðàâîñòîðîííi íàäié-
íi iíòåðâàëè äëÿ ïàðàìåòðiâ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó.



Ðîçäië 5

Ïåðåâiðêà ñòàòèñòè÷íèõ

ãiïîòåç

5.1 Çàäà÷i ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ

ãiïîòåç

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ùå îäèí êëàñ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, ïîâ'ÿçàíèõ ç ïåðåâiðêîþ ñòàòèñòè-
÷íèõ ãiïîòåç.

Ó òåîði¨ ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íèõ ãiïîòåç ïðèéíÿòî íàñ-
òóïíi îçíà÷åííÿ òà äîìîâëåíîñòi. Ñòàòèñòè÷íîþ ãiïîòåçîþ
íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå ïðèïóùåííÿ ïðî ðîçïîäië âèïàäêî-
âî¨ âåëè÷èíè, ÿêå ïåðåâiðÿ¹òüñÿ çà ðåçóëüòàòàìè ñïîñòå-
ðåæåíü öi¹¨ âåëè÷èíè. Ãiïîòåçè ùîäî ðîçïîäiëiâ, ÿêi îäíî-
çíà÷íî ¨õ âèçíà÷àþòü, íàçèâàþòüñÿ ïðîñòèìè, ó ïðîòèëåæ-
íîìó ðàçi � ñêëàäíèìè. Ãiïîòåçà, ÿêà ïiäëÿãà¹ ïåðåâiðöi,
íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíîþ ÷è íóëüîâîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ H0. Ãi-
ïîòåçà, ùî ñóïåðå÷èòü H0, íàçèâà¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíîþ ÷è
êîíêóðþþ÷îþ ãiïîòåçîþ. Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ H1. Ïðàâèëî,
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çà ÿêèì ïðèéìà¹òüñÿ ðiøåííÿ íà êîðèñòü îäíi¹¨ iç âêàçà-
íèõ ãiïîòåç, íàçèâà¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íèì êðèòåði¹ì.

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç ðîçïîäiëó G,
ñòîñîâíî ÿêîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçàH0 ïðè àëüòåðíàòèâíié
ãiïîòåçi H1. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè H0 çâîäèòüñÿ äî íàñòóï-
íîãî. Çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X ïiäðàõîâó¹òüñÿ çíà÷åí-
íÿ äåÿêî¨ áîðåë¹âî¨ ôóíêöi¨ h(x), çàäàíî¨ íà âèáiðêîâîìó
ïðîñòîði Rn. Öÿ ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ ñòàòèñòèêîþ êðèòå-
ðiþ. Âîíà âèáèðà¹òüñÿ òàê, ùîá çà ïðèïóùåííÿ H0 ðîç-
ïîäië âåëè÷èíè h(X) áóâ âiäîìèì. Íåõàé D � ìíîæèíà
çíà÷åíü ñòàòèñòèêè h, à Dk ⊂ D � òàêà ìíîæèíà, ùî, ó
âèïàäêó iñòèííîñòi H0, éìîâiðíiñòü ïîòðàïëÿííÿ çíà÷åííÿ
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè h(X) â Dk äîðiâíþ¹ íàïåðåä çàäàíî-
ìó ÷èñëó α, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðiâíåì çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ,
òîáòî

PH0{h(X) ∈ Dk} = α. (5.1)

Ïðè öüîìó ðiâåíü çíà÷óùîñòi α âèáèðà¹òüñÿ äîñòàòíüî ìà-
ëèì, ùîá çà ïðèïóùåííÿ H0 ïîäiþ, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî h(X) ∈ Dk ìîæíà áóëî á ââàæàòè òàêîþ, ùî â îäíî-
ðàçîâîìó åêñïåðèìåíòi ïðàêòè÷íî íå âiäáóâà¹òüñÿ. ßêùî
ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ âèáiðêè çíà÷åííÿ h(x) âñå æ
ïîòðàïèëî â îáëàñòü Dk, òî öå ìîæíà ïîÿñíèòè òèì, ùî
íóëüîâà ãiïîòåçà õèáíà i òîìó ¨¨ òðåáà âiäõèëèòè. Ó öüîìó
âèïàäêó ïðèéìà¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçàH1. Ó âèïàä-
êó, êîëè çíà÷åííÿ h(x) íå ïîòðàïèëî â Dk, ãiïîòåçà H0 íå
âiäõèëÿ¹òüñÿ.

Ìíîæèíà Dk, íà ÿêié âiäõèëÿ¹òüñÿ íóëüîâà ãiïîòåçà,
íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ îáëàñòþ ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ. Ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó ç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ Dk ñòàòèñòèêè
êðèòåðiþ ìîæíà ïîâ'ÿçàòè êðèòè÷íó îáëàñòü âèáiðêè

Wk = {x ∈ Rn : h(x) ∈ Dk}.
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Ïðè ïîòðàïëÿííi ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X ó êðèòè÷íó îá-
ëàñòü Wk íóëüîâà ãiïîòåçà âiäõèëÿ¹òüñÿ, ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó � íå âiäõèëÿ¹òüñÿ.

Çàóâàæåííÿ. Ó çâ'ÿçêó çi ñòàòèñòè÷íèì õàðàêòåðîì
ïåðåâiðêè ãiïîòåç çàóâàæèìî òàêå. Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè íi
â ÿêîìó ðàçi íå ¹ äîâåäåííÿì òîãî, ùî âîíà iñòèííà ÷è
õèáíà. Íåâäà÷à ó âiäõèëåííi H0 îçíà÷à¹ ëèøå òå, ùî íåìà¹
äîñòàòíüî âàãîìèõ ïiäñòàâ äëÿ âiäõèëåííÿ H0.

Ïðè âèêîðèñòàííi áóäü-ÿêîãî ñòàòèñòè÷íîãî êðèòåðiþ
ìîæëèâi ïîìèëêè. Ðîçðiçíÿþòü ïîìèëêè äâîõ âèäiâ.

Îçíà÷åííÿ. Ïîìèëêà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ãiïîòå-
çà H0 âiäõèëÿ¹òüÿ, êîëè âîíà ñïðàâäæó¹òüñÿ, íàçèâà¹òüñÿ
ïîìèëêîþ ïåðøîãî ðîäó.

Îçíà÷åííÿ. Ïîìèëêà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ãiïîòå-
çà H0 íå âiäõèëÿ¹òüÿ, êîëè ïðàâèëüíîþ ¹ àëüòåðíàòèâíà
ãiïîòåçà H1, íàçèâà¹òüñÿ ïîìèëêîþ äðóãîãî ðîäó.

Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó ñïiâïàäà¹ ç ðiâíåì
çíà÷óùîñòi êðèòåðiþ α i òîìó ìîæå áóòè çðîáëåíà ÿê çàâ-
ãîäíî ìàëîþ. Éìîâiðíiñòü ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó äîðiâíþ¹

β = PH1{h(X) ∈ D \Dk)} = PH1{X ∈ Rn \Wk}.

Îçíà÷åííÿ. Ïîòóæíiñòþ êðèòåðiþ íàçèâà¹òüñÿ éìî-
âiðíiñòü âiäñóòíîñòi ïîìèëêè äðóãîãî ðîäó, òîáòî éìîâið-
íiñòü âiäõèëåííÿ õèáíî¨ ãiïîòåçè H0:

1− β = PH1{h(X) ∈ Dk)} = PH1{X ∈ Wk}.

Âiäçíà÷èìî, ùî i ðiâåíü çíà÷óùîñòi, i ïîòóæíiñòü êðè-
òåðiþ îäíî÷àñíî ìîíîòîííî (ó íàïðÿìêó çðîñòàííÿ) çàëå-
æàòü âiä êðèòè÷íî¨ îáëàñòi Wk âèáiðêè X. Çîêðåìà, ïðè
Wk = ∅ éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó íóëüîâà, äðó-
ãîãî ðîäó äîðiâíþ¹ îäèíèöi, à ïîòóæíiñòü � íóëüîâà. Ïðè
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Wk = Rn ìà¹ ìiñöå ïðîòèëåæíå: ïîõèáêà ïåðøîãî ðîäó
i ïîòóæíiñòü îäíî÷àñíî äîðiâíþþòü îäèíèöi. Òîìó çàäà÷ó
âiäøóêóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êðèòåðiþ ìîæíà çâåñòè äî çà-
äà÷i óìîâíî¨ îïòèìiçàöi¨, ÿêà ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi íàé-
áiëüøî¨ ïîòóæíîñòi ïðè îáìåæåííi íà éìîâiðíiñòü ïîìèë-
êè ïåðøîãî ðîäó.

Çàóâàæåííÿ. Êîæåí êðèòåðié ïåðåâiðêè ñòàòèñòè÷íî¨
ãiïîòåçè ìîæíà çàäàâàòè ïàðîþ (h(X), Dk), ùî óòâîðåíà
ñòàòèñòèêîþ êðèòåðiþ h òà ¨¨ êðèòè÷íîþ îáëàñòþ Dk (àáî
æ êðèòè÷íîþ îáëàñòþ Wk âèáiðêè X).

5.2 Íàéáiëüø ïîòóæíi êðèòåði¨

5.2.1 Êðèòåðié âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíî-
ñòåé

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç íåâiäîìîãî
ðîçïîäiëó F , ñòîñîâíî ÿêîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 ïðè
àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1.

Îçíà÷åííÿ Ñòàòèñòè÷íèé êðèòåðié iç êðèòè÷íîþ îáëà-
ñòþ W ∗

k âèáiðêè ¹ íàéáiëüø ïîòóæíèì êðèòåði¹ì ðiâíÿ α,
ÿêùî éîãî ðiâåíü çíà÷óùîñòi äîðiâíþ¹ α, ïðè÷îìó äîâiëü-
íèé êðèòåðié iç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ Wk i ðiâíåì çíà÷ó-
ùîñòi α ìà¹ íå áiëüøó ïîòóæíiñòü, íiæ W ∗

k :

PH1{X ∈ Wk} ≤ PH1{X ∈ W ∗
k }.

Çàäà÷à âiäøóêóâàííÿ íàéáiëüø ïîòóæíîãî êðèòåðiþ íå
çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Îäíàê ó âèïàäêó ïðîñòèõ îñíîâ-
íî¨ òà àëüòåðíàòèâíî¨ ãiïîòåç íàéáiëüø ïîòóæíèé êðèòåðié
iñíó¹. Ïðèïóñòèìî, ùî îñíîâíà ãiïîòåçà òà àëüòåðíàòèâíà
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ãiïîòåçà ¹ ïðîñòèìè:

H0 : F = G0, H1 : F = G1,

äå îáèäâà ðîçïîäiëè G0 òà G1 ïîâíiñòþ âèçíà÷åíi. Íåõàé
GX,i(B) = PHi{X ∈ B}, B ⊂ Rn, i = 0, 1,� âiäïîâiäíi ðîç-
ïîäiëè âèáiðîê. Çà óìîâè àáñîëþòíî¨ íåïåðåðâíîñòi ìiðè
GX,1(B) âiäíîñíî ìiðè GX,0(B), ïîçíà÷åííÿ GX,1 � GX,0,
iñíó¹ ùiëüíiñòü l01 ≥ 0 òàêà, ùî

GX,1(B) =

∫
B

l01(x)GX,0(dx). (5.2)

Äî òîãî æ, âèïàäêîâó âåëè÷èíó l01(X) ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòåé

l01(X) =
L1(X)

L0(X)
,

äå Li(X) � ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè X iç ðîçïî-
äiëó Gi, i = 0, 1.

Òåîðåìà (êðèòåðié Íåéìàíà-Ïiðñîíà).Íåõàé îñíîâ-
íà ãiïîòåçà òà àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà ¹ ïðîñòèìè i íåõàé
GX,1 � GX,0. ßêùî ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α ∈
(0, 1) iñíó¹ ñòàëà lα òàêà, ùî

PH0{l01(X) ≥ lα} = α,

òî êðèòåðié âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòåé (l01(X), [lα,∞))
iç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ âèáiðêè

W ∗
k = {x ∈ Rn : l01(x) ≥ lα}

¹ íàéáiëüø ïîòóæíèì êðèòåði¹ì ðiâíÿ α.
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J Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé êðèòåðié iç êðèòè÷íîþ îáëàñòþ
Wk i ðiâíåì çíà÷óùîñòi α:

PH0{X ∈ Wk} = GX,0(Wk) = α.

Îá÷èñëèìî éîãî ïîòóæíiñòü ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (5.2):

PH1{X ∈ Wk} = GX,1(Wk) =

= GX,1(Wk \W ∗
k ) +GX,1(Wk ∩W ∗

k ) =

= GX,1(Wk \W ∗
k ) +GX,1(W ∗

k )−GX,1(W ∗
k \Wk) =

=

∫
Wk\W ∗k

l01(x)GX,0(dx) +GX,1(W ∗
k )−

∫
W ∗k \Wk

l01(x)GX,0(dx).

Çà îçíà÷åííÿì êðèòè÷íî¨ îáëàñòi W ∗
k ïðè âñiõ x ∈ W ∗

k

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü l01(x) ≥ lα. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî
x 6∈ W ∗

k , òî l01(x) < lα. Òîäi

PH1{X ∈ Wk} ≤ lαGX,0(Wk \W ∗
k )+

+GX,1(W ∗
k )− lαGX,0(W ∗

k \Wk) =

= lαGX,0(Wk) +GX,1(W ∗
k )− lαGX,0(W ∗

k ) =

= αlα +GX,1(W ∗
k )− αlα = GX,1(W ∗

k ) = PH1{X ∈ W ∗
k }.

Òåîðåìó äîâåäåíî. I

5.2.2 Ïðèêëàä âiäøóêóâàííÿ íàéáiëüø ïî-
òóæíîãî êðèòåðiþ

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç íîðìàëüíîãî
ðîçïîäiëó ç íåâiäîìèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿ a i âiäî-
ìîþ äèñïåðñi¹þ σ2. Ïîáóäóâàòè íàéáiëüø ïîòóæíèé êðè-
òåðié äëÿ âèïàäêó äâîõ ïðîñòèõ îñíîâíî¨ i àëüòåðíàòèâíî¨
ãiïîòåç

H0 : a = a0, H1 : a = a1,
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äå a0 i a1 äåÿêi çàäàíi çíà÷åííÿ.
Äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî a0 < a1.
Âiäíîøåííÿ ïðàâäîïîäiáíîñòåé ìà¹ âèãëÿä

l01(X) =

n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (Xi−a1)2

2σ2

}
n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (Xi−a0)2

2σ2

} =

=

exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − a1)2

}
exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − a0)2

} =

= exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(
(Xi − a1)2 − (Xi − a0)2

)}
=

= exp

{
1

2σ2

n∑
i=1

(a1 − a0)(2Xi − (a1 + a0))

}
=

= exp
{ n
σ2

(a1 − a0)X̄ − n

2σ2
(a2

1 − a2
0)
}
,

äå X̄ � âèáiðêîâå ñåðåäí¹. Íåðiâíiñòü

l01(X) = exp
{ n
σ2

(a1 − a0)X̄ − n

2σ2
(a2

1 − a2
0)
}
≥ lα

åêâiâàëåíòíà íåðiâíîñòi

√
n
X̄ − a0

σ
≥ σ√

n(a1 − a0)
ln lα +

√
n

2σ
(a1 − a0). (5.3)

Ç òåîðåìè ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè
âèïëèâà¹, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà

Z =
√
n
X̄ − a0

σ
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ó ëiâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (5.3), çà ïðèïóùåííÿ H0, ìà¹
ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië. Ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâ-
íîñòi ïîçíà÷èìî ÷åðåç C. Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ PH0{Z ≥
C} = α, îòðèìó¹ìî C = u1−α � êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α ðîç-
ïîäiëó N(0, 1). Òîäi ñòàëà lα, äëÿ ÿêî¨

PH0{l01 ≥ lα} = α,

çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè

σ√
n(a1 − a0)

ln lα +

√
n

2σ
(a1 − a0) = u1−α

i âîíà äîðiâíþ¹

lα = exp

{√
n
a1 − a0

σ

(
u1−α −

√
n

2σ
(a1 − a0)

)}
Òàêèì ÷èíîì, ìè çíàéøëè ñòàëó lα äëÿ ÿêî¨

PH0{l0,1(X) ≥ lα} = PH0{Z ≥ u1−α} = α

i, îòæå, êðèòåðié (Z, [u1−α,+∞)) iç ñòàòèñòèêîþ Z òà êðè-
òè÷íîþ îáëàñòþ Dk = [u1−α,+∞) ¹ íàéáiëüø ïîòóæíèì
êðèòåði¹ì ðiâíÿ α äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëüòåð-
íàòèâíié ãiïîòåçi H1.

5.3 Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðiâ i íàäiéíi iíòåðâàëè

ÍåõàéX = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà ç ðîçïîäiëó F (·; θ),
ÿêèé çàëåæèòü âiä íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ. Ðîçãëÿíåìî ãi-
ïîòåçóH0 : θ = θ0, äå θ0 � ãiïîòåòè÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
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θ. Àëüòåðíàòèâíîþ áóäåìî ââàæàòè ãiïîòåçó H1 : θ 6= θ0.
Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X çðîáèòè âèñíîâîê
ïðî ãiïîòåçó H0, à ñàìå: âiäõèëÿòè ¨¨ ÷è íi.

Ïåðåâiðêó ãiïîòåçè H0 ìîæíà ïðîâîäèòè, áàçóþ÷èñü íà
iíòåðâàëüíèõ îöiíêàõ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ.

Ìiæ çíàõîäæåííÿì iíòåðâàëüíèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ i
ïåðåâiðêîþ ãiïîòåç ïðî ¨õ ìîæëèâi çíà÷åííÿ iñíó¹ òiñíèé
âçà¹ìîçâ'ÿçîê. Öå, ïî ñóòi, äâà ðiçíi ñïîñîáè ôîðìóëþâàí-
íÿ îäíi¹¨ é òi¹¨ æ çàäà÷i. Íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ íåâiäîìî-
ãî ïàðàìåòðà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó ïðèéíÿòíèõ
çíà÷åíü äëÿ éîãî ãiïîòåòè÷íîãî çíà÷åííÿ, à äîïîâíåííÿ
öüîãî iíòåðâàëó � ÿê âiäïîâiäíó êðèòè÷íó îáëàñòü äëÿ íó-
ëüîâî¨ ãiïîòåçè. Òîáòî, äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè ïðî çíà÷åí-
íÿ íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè íàäiéíèé
iíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà i ïåðåâiðèòè, ÷è ïîòðàïëÿ¹ â íüîãî
ãiïîòåòè÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà.

Ïðîiëþñòðó¹ìî ñêàçàíå, ðîçãëÿíóâøè íàäiéíèé iíòåð-
âàë (θ̂1, θ̂2) äëÿ ïàðàìåòðà θ ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1 − α.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî öåé iíòåðâàë ïîáóäîâàíî çàãàëüíèì
ìåòîäîì îïîðíèõ âåëè÷èí. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ðåàëiçàöi¨ x
âèáiðêè X âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

θ̂1 < θ < θ̂2 ⇐⇒ h1 < h(x; θ) < h2,

äå h(x; θ) � çíà÷åííÿ äåÿêî¨ îïîðíî¨ âåëè÷èíè h(X; θ), à
h1, h2 � çíà÷åííÿ, çíàéäåíi ç óìîâè

P{h1 < h(X; θ) < h2} = 1− α.

Òîäi h(X; θ0) òà Dk = D \ (h1, h2) ¹ âiäïîâiäíî ñòàòèñòèêîþ
êðèòåðiþ òà êðèòè÷íîþ îáëàñòþ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0 : θ = θ0 ïðè çàäàíîìó ðiâíi çíà÷óùîñòi α i ïðè àëüòåð-
íàòèâíié ãiïîòåçi H1 : θ 6= θ0. Öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó,
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êîëè h(x; θ0) ∈ Dk (àáî θ0 6∈ (θ̂1, θ̂2)), ãiïîòåçà H0 âiäõè-
ëÿ¹òüñÿ i ïðèéìà¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíà ãiïîòåçà H1.

Íà çàâåðøåííÿ, äëÿ ãiïîòåçè H0 ðîçãëÿíåìî ùå äâà âà-
ðiàíòè àëüòåðíàòèâíèõ ãiïîòåç: H ′1 : θ < θ0, H

′′
1 : θ > θ0.

Êðèòåði¨ ç àëüòåðíàòèâíèìè ãiïîòåçàìè H ′1 òà H ′′1 íàçè-
âàþòüñÿ îäíîñòîðîííiìè � ëiâîñòîðîííiì òà ïðàâîñòîðîí-
íiì âiäïîâiäíî. ßêùî àëüòåðíàòèâíîþ ¹ ãiïîòåçà H ′1, òî
îñíîâíà ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè ãiïîòå-
òè÷íå çíà÷åííÿ θ0 íåâiäîìîãî ïàðàìåòðà θ íå ïîòðàïëÿ¹ ó
ëiâîñòîðîííié íàäiéíèé iíòåðâàë (−∞, θ̂2) äëÿ θ ç ðiâíåì
íàäiéíîñòi 1 − α; ÿêùî àëüòåðíàòèâíîþ ¹ ãiïîòåçà H ′′1 , òî
H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè θ0 íå ïîòðàïëÿ¹ ó âiäïî-
âiäíèé ïðàâîñòîðîííié íàäiéíèé iíòåðâàë (θ̂1,∞).

Çàóâàæåííÿ. Íàâåäåíi ó öüîìó ïàðàãðàôi ìiðêóâàí-
íÿ ïîøèðþþòüñÿ íà âèïàäîê âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ =
(θ1, θ2, . . ., θs) ∈ Θ ⊂ Rs.

5.4 Ïåðåâiðêà ãiïîòåç ïðî

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ

íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó

Íåõàé x = (x1, x2, . . . , xn) � ðåàëiçàöiÿ âèáiðêè X =
(X1, X2, . . . , Xn) iç ðîçïîäiëó N(a, σ2). Ïîáóäó¹ìî êðèòåði¨
äëÿ ïåðåâiðêè ðiçíèõ âàðiàíòiâ ãiïîòåç ïðî çíà÷åííÿ ìàòå-
ìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a i äèñïåðñi¨ σ2.

Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ ïðè âiäîìié äèñïåðñi¨. Ïåðåâiðèìî ãiïîòå-
çó H0 : a = a0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 : a 6= a0.
Òî÷êîâîþ îöiíêîþ íåâiäîìîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ
a ¹ âèáiðêîâå ñåðåäí¹ X̄. Ç òåîðåìè ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè
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íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà

Z =
√
n
X̄ − a0

σ
,

çà ïðèïóùåííÿ H0, ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië
N(0, 1). Öå îçíà÷à¹, ùî

PH0

{
|Z| ≥ u1−α

2

}
= α,

äå u1−α
2
� êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α

2
ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî

ðîçïîäiëó.
Òîäi êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëüòåðíà-

òèâíié ãiïîòåçi H1 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ-
¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ |Z|, ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ x âè-
áiðêè X, ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk = [u1−α

2
,+∞),

i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi. Ïðè öüîìó, éìî-
âiðíiñòü ïîìèëêè ïðè âiäõèëåííi H0 äîðiâíþ¹ α.

ßêùî àëüòåðíàòèâíîþ ¹ ãiïîòåçà H ′1 : a < a0 ÷è H ′′1 :
a > a0, òî êðèòè÷íà îáëàñòü ñòàòèñòèêè Z ìà¹ âèãëÿäD′k =
(−∞, uα] ÷è D′′k = [u1−α,+∞) âiäïîâiäíî.

Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî
ñïîäiâàííÿ ïðè íåâiäîìié äèñïåðñi¨. Ïåðåâiðèìî òå-
ïåð ñôîðìóëüîâàíó âèùå ãiïîòåçó H0 ïðè àëüòåðíàòèâíié
ãiïîòåçi H1 ó âèïàäêó, êîëè äèñïåðñiÿ σ2 íåâiäîìà. Ïîðÿä
ç òî÷êîâîþ îöiíêîþ X̄ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ a ðîç-
ãëÿíåìî îöiíêó S2 äëÿ äèñïåðñi¨ σ2. Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî
ñòàòèñòèêó Ñòüþäåíòà âiä íîðìàëüíî¨ âèáiðêè, âèïàäêîâà
âåëè÷èíà

τn−1 =
√
n
X̄ − a0

S
,

çà ãiïîòåçè H0, ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n− 1 ñòóïåíÿìè
ñâîáîäè. Òîìó

PH0

{
|τn−1| ≥ t1−α

2
(n− 1)

}
= α, (5.4)
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äå t1−α
2
(n−1) � êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α

2
ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà

ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Òàêèì ÷èíîì, êðèòåðié ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α äëÿ ïåðå-

âiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 ìîæíà
ñôîðìóëþâàòè òàê: ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà-
÷åííÿ |τn−1| ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk = [t1−α

2
(n−

1),+∞), i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi.
Ó âèïàäêó, êîëè àëüòåðíàòèâíîþ ¹ îäíà ç ãiïîòåç H ′1 :

a < a0, H
′′
1 : a > a0, êðèòè÷íà îáëàñòü ñòàòèñòèêè Z ¹

âiäïîâiäíî îäíi¹þ ç îáëàñòåé: D′k = (−∞, tα(n− 1)], D′′k =
[t1−α(n− 1),+∞).

Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ ïðè
âiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi. Ïåðåâiðèìî ãi-
ïîòåçó H0 : σ2 = σ2

0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 : σ2 6=
σ2

0. Íåõàé ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ a� âiäîìå. Íàéêðàùîþ
òî÷êîâîþ îöiíêîþ íåâiäîìî¨ äèñïåðñi¨ σ2 ïðè âiäîìîìó ìà-

òåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi a ¹ σ̂2 = 1
n

n∑
i=1

(Xi−a)2. Çà ãiïîòåçè

H0 âèïàäêîâà âåëè÷èíà

χ2
n = n

σ̂2

σ2
0

ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, ÿê ñóìà êâàäðàòiâ
n ñòàíäàðòíèõ íîðìàëüíèõ âåëè÷èí. Òîìó

PH0

{
χ2
α
2
(n) < χ2

n < χ2
1−α

2
(n)
}

= 1− α,

àáî

PH0{χ2
n ∈ Dk} = α, Dk = [0, χ2

α
2
(n)] ∪ [χ2

1−α
2
(n),+∞),

äå χ2
γ(n) � êâàíòèëü ðiâíÿ γ ðîçïîäiëó χ2 ç n ñòóïåíÿìè

ñâîáîäè.
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Îòæå, êðèòåðié ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α äëÿ ïåðåâiðêè
ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ
ñòàòèñòèêè χ2

n ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk, i íå âiä-
õèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi.

ßêùî àëüòåðíàòèâíîþ ¹ ãiïîòåçà H ′1 : σ2 < σ2
0 àáî ãiïî-

òåçà H ′′1 : σ2 > σ2
0, òî âiäïîâiäíi êðèòè÷íi îáëàñòi ñòàòèñòè-

êè χ2
n âèãëÿäàþòü òàê:D

′
k = [0, χ2

α(n)], D′′k = [χ2
1−α(n),+∞).

Ïåðåâiðêà ãiïîòåçè ïðî çíà÷åííÿ äèñïåðñi¨ ïðè
íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi. Ïåðåâiðèìî
òåïåð ãiïîòåçó H0 ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 ó âè-
ïàäêó, êîëè a � íåâiäîìå. Òî÷êîâîþ îöiíêîþ äèñïåðñi¨ σ2

ïðè íåâiäîìîìó ìàòåìàòè÷íîìó ñïîäiâàííi ¹ âèïðàâëåíà
âèáiðêîâà äèñïåðñiÿ S2. ßêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H0,
òî çà òåîðåìîþ ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè
âèïàäêîâà âåëè÷èíà

χ2
n−1 = (n− 1)

S2

σ2
0

ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Òîäi

PH0

{
χ2
n−1 ∈ Dk

}
= α,

Dk = [0, χ2
α
2
(n− 1)] ∪ [χ2

1−α
2
(n− 1),+∞).

Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëî ïåðåâiðêè ãiïîòåçè H0 ïðè àëü-
òåðíàòèâíié ãiïîòåçi H1 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ãiïîòå-
çà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè χ2

n ïîòðàï-
ëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk, i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòè-
ëåæíîìó ðàçi. Ïðè öüîìó, éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåðøîãî
ðîäó äîðiâíþ¹ α.

Ïðè àëüòåðíàòèâíié ãiïîòåçi H ′1 : σ2 < σ2
0 ÷è H ′′1 : σ2 >

σ2
0 êðèòè÷íà îáëàñòü ñòàòèñòèêè êðèòåðiþ ¹ îäíi¹þ ç îá-
ëàñòåé D′k = [0, χ2

α(n − 1)], D′′k = [χ2
1−α(n − 1),+∞) âiäïî-

âiäíî.
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5.5 Êðèòåðié Ñòüþäåíòà

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) òà Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) �
íåçàëåæíi âèáiðêè ç ðîçïîäiëiâ N(a1, σ

2) òà N(a2, σ
2) âiä-

ïîâiäíî. Ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ a1, a2 � íåâiäîìi, äèñ-
ïåðñiÿ σ2 � îäíàêîâà äëÿ îáèäâîõ ðîçïîäiëiâ i òàêîæ íå-
âiäîìà. Ùîäî ïàðàìåòðiâ a1 òà a2 âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà
H0 : a1 − a2 = a0, äå a0 � äåÿêà âiäîìà ñòàëà. Çîêðåìà,
ïðè a0 = 0, ãiïîòåçà H0 ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìàòåìàòè÷íi
ñïîäiâàííÿ a1, a2 ðiâíi ìiæ ñîáîþ, àáî, ùî òå ñàìå,X òàY ¹
âèáiðêàìè ç îäíîãî é òîãî æ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó. Àëü-
òåðíàòèâíîþ áóäåìî ââàæàòè ãiïîòåçó H1 : a1 − a2 6= a0.
Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöiÿìè x òà y öèõ âèáiðîê çðîáèòè âè-
ñíîâîê: âiäõèëÿòè ÷è íå âiäõèëÿòè íóëüîâó ãiïîòåçó.

Ïîáóäó¹ìî êðèòåðié Ñòüþäåíòà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçè
H0. Íåõàé X̄, Ȳ � âiäïîâiäíi âèáiðêîâi ñåðåäíi äëÿ X òà Y,
à S2

1 , S
2
2 � âèïðàâëåíi âèáiðêîâi äèñïåðñi¨. Òîäi ç íåçàëåæ-

íîñòi âèáiðîê i òåîðåìè ïðî âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëü-
íî¨ âèáiðêè âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíè X̄, Ȳ , S2

1 , S
2
2 íåçàëåæíi.

Äî òîãî æ, âåëè÷èíè X̄, Ȳ ìàþòü íîðìàëüíèé ðîçïîäië

N
(
a1,

σ2

n

)
, N

(
a2,

σ2

m

)
âiäïîâiäíî, à âåëè÷èíè (n − 1)

S2
1

σ2 ,

(m− 1)
S2
2

σ2 � ðîçïîäiëè χ2 ç n− 1 òà m− 1 ñòóïåíÿìè ñâî-
áîäè âiäïîâiäíî. Òîìó âèïàäêîâà âåëè÷èíà√

nm

n+m

X̄ − Ȳ − a0

σ

çà ïðèïóùåííÿ H0 ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië
i íå çàëåæèòü âiä ñóìè

(n− 1)
S2

1

σ2
+ (m− 1)

S2
2

σ2
,

ÿêà çà îçíà÷åííÿì ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç (n − 1) + (m − 1) =
n+m− 2 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
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Çà îçíà÷åííÿì ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà âåëè÷èíà, ùî óòâî-
ðåíà âiäíîøåííÿì

τn+m−2 =

√
nm

n+m

X̄ − Ȳ − a0

(
√

((n− 1)S2
1 + (m− 1)S2

2)/(n+m− 2)
,

ó âèïàäêó iñòèííîñòi ãiïîòåçè H0, ìà¹ ðîçïîäië Ñòüþäåíòà
ç n+m− 2 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè i òîìó

PH0

{
|τn+m−2| ≥ t1−α

2
(n+m− 2)

}
= α,

äå t1−α
2
(n+m−2) � êâàíòèëü ðiâíÿ 1− α

2
ðîçïîäiëó Ñòüþ-

äåíòà ç n+m− 2 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Îòæå, êðèòåðié Ñòüþäåíòà ïåðåâåðêè ãiïîòåçè H0 ìîæ-

íà ñôîðìóëþâàòè òàê: ãiïîòåçàH0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà-
÷åííÿ |τn+m−2|, ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöiÿìè x,y âèáiðîê
X,Y âiäïîâiäíî, ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü Dk =[
t1−α

2
(n+m− 2),+∞

)
, i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó

ðàçi. Ïðè öüîìó, éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïðè âiäõèëåííi H0

(ïîìèëêè ïåðøîãî ðîäó) äîðiâíþ¹ α.
Âïðàâà. Ïîáóäóâàòè êðèòåðié äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòå-

çè ïðî ðiâíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü äâîõ íåçàëåæíèõ
íîðìàëüíèõ âèáiðîê ç âiäîìèìè äèñïåðñiÿìè, ùî ¹ ðiçíè-
ìè.

5.6 Êðèòåðié Ôiøåðà

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) òà Y = (Y1, Y2, . . . , Ym) �
íåçàëåæíi âèáiðêè ç ðîçïîäiëiâ N(a1, σ

2
1) òà N(a2, σ

2
2) âiä-

ïîâiäíî. Ïàðàìåòðè a1, a2, σ
2
1, σ

2
2 � íåâiäîìi. Ùîäî äèñïåð-

ñié σ2
1 òà σ

2
2 âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 : σ2

1 = σ2
2, òîáòî ãiïîòå-

çà, ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî X òà Y ¹ âèáiðêàìè ç íîðìàëü-
íîãî ðîçïîäiëó ç îäíi¹þ é òi¹þ ñàìîþ äèñïåðñi¹þ. Àëüòåð-
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íàòèâíîþ áóäåìî ââàæàòè ãiïîòåçó H1 : σ2
1 6= σ2

2. Íåîáõiä-
íî çà ðåàëiçàöiÿìè x òà y öèõ âèáiðîê çðîáèòè âèñíîâîê:
âiäõèëÿòè ÷è íå âiäõèëÿòè íóëüîâó ãiïîòåçó.

Ïîáóäó¹ìî êðèòåðié Ôiøåðà äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçèH0.
Íåõàé S2

1 òà S2
2 � âèïðàâëåíi âèáiðêîâi äèñïåðñi¨ äëÿ âè-

áiðîê X òà Y âiäïîâiäíî. Òîäi ç íåçàëåæíîñòi âèáiðîê âè-
ïëèâà¹, ùî âåëè÷èíè S2

1 , S
2
2 íåçàëåæíi. Çà òåîðåìîþ ïðî

âèáiðêîâi ìîìåíòè íîðìàëüíî¨ âèáiðêè âåëè÷èíè (n− 1)
S2
1

σ2
1

òà (m − 1)
S2
2

σ2
2
ìàþòü ðîçïîäiëè χ2 ç n − 1 òà m − 1 ñòóïå-

íÿìè ñâîáîäè âiäïîâiäíî i òîìó, ó âèïàäêó iñòèííîñòi H0,
âiäíîøåííÿ

φn−1,m−1 =
S2

1

S2
2

ìà¹ ðîçïîäië Ôiøåðà ç n−1, m−1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Öå
îçíà÷à¹, ùî

PH0

{
fα

2
(n− 1,m− 1) < φn−1,m−1 < f1−α

2
(n− 1,m− 1)

}
=

= 1− α,

àáî

PH0 {φn−1,m−1 ∈ Dk} = α,

Dk = [0, fα
2
(n− 1,m− 1)] ∪ [f1−α

2
(n− 1,m− 1),+∞),

äå fγ(n − 1,m − 1) � êâàíòèëü ðiâíÿ γ ðîçïîäiëó Ôiøåðà
ç n− 1, m− 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.

Îòæå, êðèòåðié Ôiøåðà ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî ÿêùî çíà÷åííÿ φn−1,m−1, ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçà-
öiÿìè x,y âèáiðîê X,Y âiäïîâiäíî, ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó
îáëàñòü Dk, òî ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ
ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi.

Âïðàâà. Ñôîðìóëþâàòè êðèòåðié Ôiøåðà äëÿ âèïàä-
êó, êîëè a1, a2 � âiäîìi.
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5.7 Êðèòåðié χ2

Íåõàé X = (X1, X2, . . . , Xn) � âèáiðêà iç íåâiäîìîãî
ðîçïîäiëó F , ñòîñîâíî ÿêîãî âèñóâà¹òüñÿ ãiïîòåçà H0 : F =
G, äå G íàëåæèòü çàäàíîìó êëàñó ðîçïîäiëiâ (çîêðåìà, G
ìîæå áóòè ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèì ðîçïîäiëîì). Iíàêøå êà-
æó÷è, ãiïîòåçó H0 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: X ¹ âèáið-
êîþ ç ðîçïîäiëó G. Íåîáõiäíî çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X
çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ãiïîòåçó H0, à ñàìå: âiäõèëÿòè ¨¨ ÷è
íi.

5.7.1 Êðèòåðié χ2 (ãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäië
âèçíà÷åíèé)

Iäåÿ ïîáóäîâè êðèòåðiþ äëÿ ïåðåâiðêè ãiïîòåçèH0 ãðóí-
òó¹òüñÿ íà òîìó, ùî åìïiðè÷íèé ðîçïîäië F̂n(x), ïîáóäîâà-
íèé çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X ç F, ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä
ðîçïîäiëó F . Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ ïðî âëàñòèâîñòi åìïi-
ðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó, äëÿ êîæíîãî x ∈ R çíà÷åííÿ
åìïiðè÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F̂n(x) ¹ íåçìiùåíîþ i êîí-
çèñòåíòíîþ îöiíêîþ F (x). Òîìó, ÿêùî ââåñòè âiäõèëåííÿ
D(F̂n, G) åìïiðè÷íîãî ðîçïîäiëó âiä ãiïîòåòè÷íîãî, ïðè÷î-
ìó òàê, ùîá âîíî íàáóâàëî ìàëèõ çíà÷åíü, êîëè ãiïîòå-
çà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, i âåëèêèõ, êîëè âîíà íå ñïðàâäæó-
¹òüñÿ, òî ãiïîòåçó H0 ïðèðîäíî âiäõèëÿòè àáî íå âiäõèëÿ-
òè çàëåæíî âiä òîãî, ÿêîãî çíà÷åííÿ íàáóëî âiäõèëåííÿ
D(F̂n, G) äëÿ êîíêðåòíî¨ ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X � âåëèêî-
ãî ÷è ìàëîãî.

Âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) ìîæíà áóäóâàòè ðiçíèìè ñïîñî-
áàìè. Êðèòåðié χ2 ïîáóäîâàíèé íà ïiäñòàâi âiäõèëåííÿ F̂n
âiä G, çàïðîïîíîâàíîãî Ê. Ïiðñîíîì. Öå âiäõèëåííÿ áóäó-
¹òüñÿ òàê: îáëàñòü çíà÷åíü ãiïîòåòè÷îãî ðîçïîäiëó G ðîç-
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áèâà¹òüñÿ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü íåïåðåòèííèõ ìíîæèí
∆i, i = 1, k, i ÿê âiäõèëåííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ

D(F̂n, G) =
k∑
i=1

n

pi

(νi
n
− pi

)
=

k∑
i=1

(νi − npi)2

npi
,

äå pi � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xj ïîò-
ðàïèòü äî ìíîæèíè ∆i îá÷èñëåíà çà ãiïîòåòè÷íèì ðîçïî-
äiëîì G, òîáòî pi = P{Xj ∈ ∆i} = G(∆i); νi = νi(X) =
n∑
j=1

I{Xj∈∆i} � âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà ïðè êîæíié ðåà-

ëiçàöi¨ x âèáiðêè X äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi çíà÷åíü ñåðåä x1,
x2, . . . , xn, ùî ïîòðàïèëè äî ∆i.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó p̂i = νi
n

= 1
n

n∑
j=1

I{Xj∈∆i},

i = 1, k. Ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ âèáiðêè p̂i � öå éìîâið-
íiñòü òîãî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xj ïîòðàïèòü äî ìíî-
æèíè ∆i, îá÷èñëåíà çà åìïiðè÷íèì ðîçïîäiëîì F̂n. Öiëêîì
àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè ïðî âëàñòèâîñòi åìïiðè÷íî¨
ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî âèïàäêîâà âåëè÷è-
íà p̂i ¹ íåçìiùåíîþ òà êîíçèñòåíòíîþ îöiíêîþ éìîâiðíîñòi
P{Xj ∈ ∆i} = F (∆i). Öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó iñòèííî-
ñòi H0 öÿ îöiíêà ¹ íåçìiùåíîþ òà êîíçèñòåíòíîþ äëÿ pi,
i òîìó âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) ó öüîìó âèïàäêó ìiíiìàëüíå
(ïîðiâíÿíî ç âiäõèëåííÿìè D(F̂n, G

∗), êîëè ðîçïîäiëè G∗

âiäìiííi âiä F ).
Òåîðåìà Ïiðñîíà. ßêùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ãiïîòåçà H0,

òî äëÿ âñiõ x > 0

lim
n→∞

P{D(F̂n, G) < x} = Fχ2
k−1

(x),

äå Fχ2
k−1

(x) � ôóíêöiÿ χ2-ðîçïîäiëó ç k− 1 ñòóïåíÿìè ñâî-
áîäè.
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J Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî äëÿ âèïàäêó k = 2. Ó öüîìó
âèïàäêó ν2 = n − ν1, p2 = 1 − p1. Âèïàäêîâó âåëè÷èíó
D(F̂n, G) ïîäàìî ó âèãëÿäi

D(F̂n, G) =
(ν1 − np1)2

np1

+
(ν2 − np2)2

np2

=
(ν1 − np1)2

np1

+

+
(n− ν1 − n(1− p1))2

n(1− p1)
=

(ν1 − np1)2

np1

+
(−ν1 + np1)2

n(1− p1)
=

=
(ν1 − np1)2

n

(
1

p1

+
1

1− p1

)
=

=
(ν1 − np1)2

np1(1− p1)
=

(
ν1 − np1√
np1(1− p1)

)2

.

Îñêiëüêè âåëè÷èíà ν1 ¹ ñóìîþ n íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí: ν1 =
n∑
j=1

I{Xj∈∆1} i ¨¨ ìîìåí-

òè

Mν1 =
n∑
j=1

MI{Xj∈∆1} = np1,

Dν1 =
n∑
j=1

DI{Xj∈∆1} = np1(1− p1),

çà öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ äëÿ âñiõ x ∈ R

P

{
ν1 − np1√
np1(1− p1)

< x

}
−→ F0(x) =

1√
2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt,

ïðè n →∞. Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ îçíà÷à¹, ùî ãðàíè÷-
íèé ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Zn = ν1−np1√

np1(1−p1)
ñïiâïà-

äà¹ çi ñòàíäàðòíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì. Òîäi ãðàíè÷-
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íèé ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Z2
n ñïiâïàäà¹ iç χ

2 ðîç-
ïîäiëîì ç îäíèì ñòóïåíåì ñâîáîäè. Îòæå, äëÿ âñiõ x > 0

P{D(F̂n, G) < x} = P{Z2
n < x} −→ Fχ2

k−1
(x),

ïðè n→∞, à öå é òðåáà áóëî äîâåñòè. I
Ç òåîðåìè Ïiðñîíà âèïëèâà¹, ùî ïðè âåëèêèõ îáñÿãàõ

âèáiðêè

P{D(F̂n, G) ≥ χ2
1−α(k − 1)|H0} ≈ α,

äå α � çàäàíèé ðiâåíü çíà÷óùîñòi, χ2
1−α(k−1) � êâàíòèëü

ðiâíÿ 1 − α ðîçïîäiëó χ2 ç k − 1 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Îò-
æå êðèòåðié χ2 ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî
ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ D(F̂n, G), ïiäðà-
õîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X, ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó
îáëàñòü [χ2

1−α(k−1),+∞), i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíî-
ìó ðàçi.

Çàóâàæåííÿ. Êðèòåði¹ì χ2 ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ó
âèïàäêó, êîëè npi ≥ 10, i = 1, k. ßêùî äëÿ äåÿêèõ i öÿ
óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ, òî âiäïîâiäíi ìíîæèíè ∆i ïîòðiáíî
îá'¹äíàòè ç ñóñiäíiìè.

5.7.2 Êðèòåðié χ2 (ãiïîòåòè÷íèé ðîçïîäië
íåâèçíà÷åíèé)

Íåõàé ðîçïîäië G âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî íåâiäîìî-
ãî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ = (θ1, θ2, . . . , θs), ÿêèé íàáóâà¹
çíà÷åíü iç ìíîæèíè Θ ⊂ Rs. Ó öüîìó âèïàäêó ãiïîòåçà
H0 : F (·) = G(·; θ) îçíà÷à¹, ùî X ¹ âèáiðêîþ iç ðîçïîäiëó,
ùî íàëåæèòü äî êëàñó ðîçïîäiëiâ G(·; θ), θ ∈ Θ.

Îñêiëüêè ïàðàìåòð θ íåâiäîìèé, çàìiñòü íüîãî áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè çíà÷åííÿ éîãî îöiíêè θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s),
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ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X, i îòæå, ÿê ãiïî-
òåòè÷íèé ðîçãëÿäàòè ðîçïîäië G(·; θ̂). Ð. Ôiøåð âñòàíîâèâ,
ùî êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ i îöiíêà θ̂ ¹ òàêîþ, ùî
¨¨ çíà÷åííÿ ïðè êîæíié ðåàëiçàöi¨ x âèáiðêè X ìiíiìiçó¹
âiäõèëåííÿ

D(F̂n, G) =
k∑
i=1

(νi − npi(θ̂))2

npi(θ̂)
,

ìiæ F̂n i G, òî ðîçïîäië D(F̂n, G) ïðè n → ∞ ïðÿìó¹ äî
χ2-ðîçïîäiëó ç (k−1−s) ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, äå s = dim(θ)
� ðîçìiðíiñòü âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ.

Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè øóêàíó îöiíêó θ̂ çíàéäåíî, êðè-
òåði¹ì χ2 ç ðiâíåì çíà÷óùîñòi α ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ó òà-
êîìó ôîðìóëþâàííi: ãiïîòåçà H0 âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà-
÷åííÿ D(F̂n, G), ïiäðàõîâàíå çà ðåàëiçàöi¹þ x âèáiðêè X,
ïîòðàïëÿ¹ ó êðèòè÷íó îáëàñòü [χ2

1−α(k − 1 − s),+∞), i íå
âiäõèëÿ¹òüñÿ ó ïðîòèëåæíîìó ðàçi.

Çàóâàæåííÿ. Îöiíêó θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s), ùî ìiíiìiçó¹
âiäõèëåííÿ D(F̂n, G) ìîæíà îòðèìàòè ÿê îöiíêó ìàêñè-
ìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ θ, ïîáóäîâàíó çà ÷àñòîòàìè
ν = (ν1, ν2, . . . , νk). Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi ìà¹ âèãëÿä:

L(θ) =
k∏
i=1

(pi(θ))
νi ,

äå

k∑
i=1

pi(θ) = 1,
k∑
i=1

νi(θ) = n.
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5.7.3 Êðèòåðié χ2 ÿê êðèòåðié íåçàëåæíî-
ñòi

Íåõàé X òà Y � äâi äèñêðåòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi
ìîæóòü íàáóâàòè çíà÷åííÿ a1, a2, . . . as òà b1, b2, . . . br âiäïî-
âiäíî. Çà ðåçóëüòàòàìè n ñïîñòåðåæåíü (x1, y1), (x2, y2), . . . (xn, yn)
âèïàäêîâîãî âåêòîðà (X, Y ) ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó
H0 : âèïàäêîâi âåëè÷èíè X òà Y � íåçàëåæíi. Ïîçíà÷èìî

pij = P{X = ai, Y = bj}, i = 1, s, j = 1, r,

pi• = P{X = ai} =
r∑
j=1

pij, p•j = P{Y = bj} =
s∑
i=1

pij.

Òîäi ãiïîòåçó H0 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê:

H0 : pij = pi•p•j, i = 1, s, j = 1, r,

àáî òàê: âèáiðêà1

(X,Y) = ((X1, Y1), (X2, Y2), . . . (Xn, Yn))

¹ âèáiðêîþ iç ðîçïîäiëó G : ((ai, bj); pi•p•j), i = 1, s, j =
1, r, âèçíà÷åíîãî ç òî÷íiñòþ äî (s+r−2)-âèìiðíîãî âåêòîð-
íîãî ïàðàìåòðà

θ = (p1•, p2•, . . . ps−1•, p•1, p•2, . . . , p•r−1)

(çíà÷åííÿ ps• òà p•r çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíîñòåé ps• = 1−
s−1∑
i=1

pi•,

p•r = 1−
r−1∑
j=1

p•j).

1Ïiä áàãàòîâèìiðíîþ âèáiðêîþ ðîçóìi¹ìî âïîðÿäêîâàíèé íà-

áið íåçàëåæíèõ i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ

X1, X2, . . . , Xn. Óñi âèùåíàâåäåíi ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòüñÿ íà âèïà-

äîê áàãàòîâèìiðíî¨ âèáiðêè X.
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Äëÿ ïåðåâiðêè öi¹¨ ãiïîòåçè ñêîðèñòà¹ìîñÿ êðèòåði¹ì
χ2. Îáëàñòü çíà÷åíü ãiïîòåòè÷íîãî ðîçïîäiëó ðîçiá'¹ìî íà
ìíîæèíè ∆ij, i = 1, s, j = 1, r, êîæíà ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ
ëèøå ç îäíi¹¨ òî÷êè (ai, bj). Íåõàé νij � êiëüêiñòü çíà÷åíü
ñåðåä (x1, y1), (x2, y2), . . . (xn, yn), ùî ïîòðàïèëè äî ∆ij. Çà
÷àñòîòàìè (νij) çíàéäåìî îöiíêó ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïî-
äiáíîñòi íåâiäîìîãî âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ. Ó âèïàäêó
iñòèííîñòi H0, ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi L(θ) ìà¹ âèãëÿä:

L(θ) =
s∏
i=1

r∏
j=1

p
νij
ij =

s∏
i=1

pνi•i•

r∏
j=1

p
ν•j
•j ,

äå

νi• =
r∑
j=1

νij, ν•j =
s∑
i=1

νij.

Òîäi

lnL(θ) =
s∑
i=1

νi• ln pi• +
r∑
j=1

ν•j ln p•j =

=
s−1∑
i=1

νi• ln pi• +
r−1∑
j=1

ν•j ln p•j + νs• ln ps• + ν•r ln p•r =

=
s−1∑
i=1

νi• ln pi• +
r−1∑
j=1

ν•j ln p•j+

+

(
n−

s−1∑
i=1

νi•

)
ln

(
1−

s−1∑
i=1

pi•

)
+

+

(
n−

r−1∑
j=1

ν•j

)
ln

(
1−

r−1∑
j=1

p•j

)
.
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Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü çà p1•, p2•, . . . , ps−1•,
p•1, p•2, . . . , p•r−1, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

∂ lnL(θ)

∂pi•
=
νi•
pi•
−
n−

s−1∑
i=1

νi•

1−
s−1∑
i=1

pi•

= 0, i = 1, s− 1,

∂ lnL(θ)

∂p•j
=
ν•j
p•j
−
n−

r−1∑
j=1

ν•j

1−
r−1∑
j=1

p•j

= 0, j = 1, r − 1.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó, âñòàíîâëþ¹ìî, ùî îöiíêà ìàêñè-
ìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ïàðàìåòðà θ ìà¹ âèãëÿä

p̂i• =
νi•
n
, p̂•j =

ν•j
n
,

òîáòî

θ̂ =
1

n
(ν1•, ν2•, . . . , νs−1•, ν•1, ν•2, . . . , ν•r−1).

Îòæå, ó âèïàäêó, êîëè ãiïîòåçà H0 ñïðàâäæó¹òüñÿ, ðîç-
ïîäië âiäõèëåííÿ

D(F̂n, G) =
s∑
i=1

r∑
i=1

(νij − np̂i•p̂•j)2

np̂i•p̂•j
=

= n
s∑
i=1

r∑
i=1

(νij − ν̂i•ν̂•j/n)2

ν̂i•ν̂•j

ïðÿìó¹ äî χ2-ðîçïîäiëó ç rs−1− (s+ r−2) = (s−1)(r−1)
ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Âiäïîâiäíî äî êðèòåðiþ χ2, ãiïîòåçàH0

âiäõèëÿ¹òüñÿ, ÿêùî çíà÷åííÿ D(F̂n, G) ïîòðàïëÿ¹ ó êðè-
òè÷íó îáëàñòü [χ2

1−α((s−1)(r−1)),+∞), i íå âiäõèëÿ¹òüñÿ ó
ïðîòèëåæíîìó ðàçi. Ïðè öüîìó, éìîâiðíiñòü ïîìèëêè ïåð-
øîãî ðîäó äîðiâíþ¹ α.



Ðîçäië 6

Ëiíiéíà ðåãðåñiÿ

6.1 Ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

Ó ïðîöåñi ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ñòàòèñòèêè ÷àñòî âèíèêà¹ çàäà÷à, íàéïðîñòiøèé âà-
ðiàíò ÿêî¨ ñôîðìóëüîâàíî íèæ÷å.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìiæ âåëè÷èíàìè y òà x iñíó¹ ëiíiéíà
çàëåæíiñòü âèäó

y = α + βx, (6.1)

äå x � äåÿêà íåâèïàäêîâà çìiííà, α, β � íåâiäîìi êîåôi-
öi¹íòè, ÿêi íåîáõiäíî âèçíà÷èòè åêñïåðèìåíòàëüíî. Îïèñà-
íó çàëåæíiñòü âåëè÷èíè y âiä x íàçèâàþòü ïðîñòîþ ëiíié-
íîþ ðåãðåñi¹þ, à êîåôiöi¹íòè α, β � êîåôiöi¹íòàìè ðåãðå-
ñi¨.

Íåõàé âiäáóâà¹òüñÿ n íåçàëåæíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ó êîæ-
íîìó ç íèõ âåëè÷èíà x íàáóâà¹ äåÿêèõ öiëêîì âèçíà÷å-
íèõ çíà÷åíü xi, ùî ¹ âiäîìèìè i, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíè-
ìè äëÿ ðiçíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî â êîæíîìó
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åêñïåðèìåíòi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íîðìàëüíà âèïàäêîâà âåëè-
÷èíà Yi, i = 1, n, ç ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

MYi = α + βxi, i = 1, n, (6.2)

i íåâiäîìîþ äèñïåðñi¹þ σ2. Òàêèì ÷èíîì, ðîçãëÿäà¹òüñÿ
âèáiðêà Y = (Y1, Y2, . . . , Yn), óòâîðåíà ïîñëiäîâíiñòþ íå-
çàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç
îäíàêîâèìè äèñïåðñiÿìè σ2 i ìàòåìàòè÷íèìè ñïîäiâàííÿìè
âèãëÿäó (6.2).

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ðåãðåñi¨ ó âèãëÿäi

y = a+ b(x− x̄),

äå

a = α + bx̄, b = β, x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi.

Îöiíèìî êîåôiöi¹íòè a, b.
Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âèáiðêè Y äëÿ äîâiëüíî¨ ¨¨

ðåàëiçàöi¨ y = (y1, y2, . . . , yn) ìà¹ âèãëÿä

L(a, b, σ2) =
n∏
i=1

1√
2πσ

exp

{
−(yi −MYi)

2

2σ2

}
=

= (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − a− b(xi − x̄))2

}
.

Îöiíêè òðüîõ íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ a, b, σ2 ïîáóäó¹ìî ìå-
òîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi. Äëÿ òîãî, ùîá âiä-
øóêàòè ìàêñèìóì ôóíêöi¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, ñïî÷àòêó ìi-
íiìiçó¹ìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

Q(a, b) =
n∑
i=1

(yi − a− b(xi − x̄))2,
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à ïîòiì, çíàéäåìî ìàêñèìóì çà θ ôóíêöi¨

ϕ(θ) = (2πθ)−
n
2 exp

{
−Q

∗

2θ

}
,

äå Q∗ = min
a,b

Q(a, b). Îñêiëüêè

Q(a, b) =
n∑
i=1

((ȳ − a) + (yi − ȳ)− b(xi − x̄))2 =

= n
(
(ȳ − a)2 + b2s2

1 + s2
2 − 2bk12

)
=

= n

(
(ȳ − a)2 +

(
s1b−

k12

s1

)2

+ s2
2 −

k2
12

s2
1

)
,

äå

s2
1 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2, s2
2 =

1

n

n∑
i=1

(yi − ȳ)2,

k12 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ),

òî ìiíiìóì Q∗ ôóíêöi¨ Q(a, b) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè

a = â = ȳ, b = b̂ =
k12

s2
1

i äîðiâíþ¹

Q∗ = min
a,b

Q(a, b) =
n∑
i=1

(yi − â− b̂(xi − x̄))2 = ns2
2(1− r̂2),

äå

r̂ =
k12

s1s2

=

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)√
n∑
i=1

(xi − x̄)2

√
n∑
i=1

(yi − ȳ)2

.
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Çíàéäåìî òåïåð çíà÷åííÿ θ, ïðè ÿêîìó ôóíêöiÿ ϕ(θ) äî-
ñÿãà¹ ìàêñèìóìó. Ç îãëÿäó íà òå, ùî ôóíêöi¨ ϕ(θ) i lnϕ(θ)
äîñÿãàþòü ìàêñèìóìó â îäíié i òié ñàìié òî÷öi, øóêàíå
çíà÷åííÿ θ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (íåîáõiäíà óìîâà åêñòðå-
ìóìó):

(lnϕ(θ))′ = 0.

Ñïðîñòèâøè ïîõiäíó ó ïðàâié ÷àñòèíi öüîãî ðiâíÿííÿ, îòðè-
ìó¹ìî:

(lnϕ(θ))′ =

(
−n

2
ln(2πθ)− Q∗

2θ

)′
= − n

2θ
+
Q∗

2θ2
= 0.

Çâiäñè

θ̂ = σ̂2 =
Q∗

n
= s2

2(1− r̂2).

Îòæå, îöiíêàìè íåâiäîìèõ ïàðàìåòðiâ a, b, σ2 ¹

â = Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi, b̂ =

n∑
i=1

(xi − x̄)(Yi − Ȳ )

n∑
i=1

(xi − x̄)2

, (6.3)

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Yi − â− b̂(xi − x̄))2.

Çàóâàæåííÿ.Ìåòîä îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâ, ùî ïîëÿ-
ãà¹ ó ìiíiìiçàöi¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè Q(a, b), íàçèâà¹òüñÿ
ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, à âiäïîâiäíi îöiíêè � îöií-
êàìè ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ.
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6.2 Âëàñòèâîñòi îöiíîê ìåòîäó

íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ

Äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi ïîáóäîâàíèõ âèùå îöiíîê â, b̂,
σ̂2. Âiäçíà÷èìî, ùî

Mâ =
1

n

n∑
i=1

MYi =
1

n

n∑
i=1

(a+ b(xi − x̄)) = a,

Mb̂ =
1

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)M(Yi − Ȳ ) =

=
1

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)M(Yi − â) =

=
b

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 =
b

ns2
1

ns2
1 = b,

à òîìó îöiíêè â òà b̂ ¹ íåçìiùåíèìè. Îñêiëüêè âåëè÷èíè Yi
íåçàëåæíi,

Dâ =
1

n2

n∑
i=1

DYi =
σ2

n
.

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî

b̂ =
1

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)(Yi − Ȳ ) =
1

ns2
1

n∑
i=1

(xi − x̄)Yi,

îòðèìó¹ìî

Db̂ =
1

n2s4
1

n∑
i=1

(xi − x̄)2DYi =
1

n2s4
1

n∑
i=1

(xi − x̄)2σ2 =
σ2

ns2
1

.

Ç îòðèìàíèõ ôîðìóë äëÿ äèñïåðñié îöiíêîê â, b̂ i ç äðó-
ãî¨ íåðiâíîñòi ×åáèøåâà âèïëèâà¹, ùî öi îöiíêè ¹ êîí-
çèñòåíòíèìè äëÿ ïàðàìåòðiâ a, b âiäïîâiäíî.
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Äàëi, ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó Q(a, b). Îñêiëüêè
âèïàäêîâi âåëè÷èíè Ui = Yi−a−b(xi−x̄) íåçàëåæíi i ìàþòü
ðîçïîäië N(0, σ2), òî âåëè÷èíà Q(a,b)

σ2 ìà¹ χ2-ðîçïîäië ç n
ñòóïåíÿìè ñâîáîäè. Çàïèñàâøè Q(a, b) ó âèãëÿäi

Q(a, b) =
n∑
i=1

(Yi − â− b̂(xi − x̄) + (â− a) + (b̂− b)(xi − x̄))2,

íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî

Q(a, b) =
n∑
i=1

(Yi − â− b̂(xi − x̄))2 + n(â− a)2 + ns2
1(b̂− b)2 =

= nσ̂2 + n(â− a)2 + ns2
1(b̂− b)2.

Òîìó âåëè÷èíè

χ2
n−2 =

nσ̂2

σ2
, Z1 =

√
n
â− a
σ

, Z2 =
√
n
s1(b̂− b)

σ

íåçàëåæíi, ïðè÷îìó âåëè÷èíà χ2
n−2 ìà¹ χ

2-ðîçïîäië ç n−2
ñòóïåíÿìè ñâîáîäè, à âåëè÷èíè Z1 òà Z2 ìàþòü íîðìàëü-
íèé ðîçïîäië, ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ íåçàëåæíèõ íîðìàëü-
íèõ âåëè÷èí.

Òåïåð, ñïèðàþ÷èñü íà âëàñòèâîñòi χ2-ðîçïîäiëó (äèâ.
2.3), çíàéäåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñiþ îöiíêè
σ̂2:

Mσ̂2 =
σ2Mχ2

n−2

n
=

(n− 2)σ2

n
,

Dσ̂2 =
σ4Dχ2

n−2

n2
=

2(n− 2)σ4

n2
.

Ç îòðèìàíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹, ùî îöiíêà σ̂2 ¹ êîíçèñòåíò-
íîþ, àëå çìiùåíîþ, i òîìó çàìiñòü íå¨ äëÿ îöiíþâàííÿ íå-
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âiäîìîãî ïàðàìåòðà σ2 âèêîðèñòîâóþòü ¨¨ íåçìiùåíèé âà-
ðiàíò

σ̃2 =
n

n− 2
σ̂2. (6.4)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâi âåëè÷èíè Z1, Z2. Ç íàâåäåíèõ âè-
ùå ôîðìóë äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ i äèñïåðñi¨ îöi-
íîê â òà b̂ âèïëèâà¹, ùî Z1 òà Z2 ¹ ñòàíäàðòíèìè íîðìàëü-
íèìè âåëè÷èíàìè. Òîäi âåëè÷èíè

T1 =
Z1√

χ2
n−2/(n− 2)

=
√
n
â− a
σ̃

,

T2 =
Z2√

χ2
n−2/(n− 2)

= s1

√
n
b̂− b
σ̃

çà îçíà÷åííÿì ìàþòü ðîçïîäië Ñòüþäåíòà ç n−2 ñòóïåíÿ-
ìè ñâîáîäè i, îòæå,

P
{
|Ti| < t1−α

2

}
= 1− α, i = 1, 2.

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ äîçâîëÿ¹ ÿê ïåðåâiðèòè ãiïîòåçó
ùîäî çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ðåãðåñi¨ a, b, òàê i ïîáóäóâàòè
íàäiéíi iíòåðâàëè äëÿ íèõ.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òåîðåìè:
Òåîðåìà (ïðî âëàñòèâîñòi îöiíîê ìåòîäó íàéìåí-

øèõ êâàäðàòiâ). Îöiíêè â, b̂, σ̃2 ç (6.3),(6.4) ïàðàìåòðiâ
a, b, σ2 ¹ íåçìiùåíèìè, êîíçèñòåíòíèìè òà íåçàëåæíèìè
ìiæ ñîáîþ. Äî òîãî æ, íàäiéíiéíi iíòåðâàëè äëÿ êîåôi-
öi¹íòiâ a, b ç ðiâíåì íàäiéíîñòi 1− α, ìàþòü âèãëÿä

â− σ̃√
n
t1−α

2
(n− 2) < a < â+

σ̃√
n
t1−α

2
(n− 2),

b̂− σ̃

s1

√
n
t1−α

2
(n− 2) < b < b̂+

σ̃

s1

√
n
t1−α

2
(n− 2),



162 Ðîçäië 6. Ëiíiéíà ðåãðåñiÿ

äå t1−α
2
(n−2) � êâàíòèëü ðiâíÿ 1−α ðîçïîäiëó Ñòüþäåíòà

ç n− 2 ñòóïåíÿìè ñâîáîäè.
Âïðàâà. Ïîáóäóâàòè íàäiéíèé iíòåðâàë äëÿ íåâiäîìî¨

äèñïåðñi¨ σ2.
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