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Поэтому, зная решения ДУ Риккати (41), можно посредством ДУ 
(43) получить решение системы ДУ Шредингера (44) (как это делалось в 
работах [1-4]). 
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Квадратное диофантово уравнение  

2 2ax bxy cy d+ + =                                            (1) 

изучалось многими авторами, которые для его решения использовали 
квадратичные формы, цепные дроби и другие методы [1, 3, 5-8]. Частными 
случаями уравнения (1) являются широко известное уравнение Пелля 

2 2 1x ny− =  и обобщенное уравнение Пелля  
2 2x ny d− = , 

где n – натуральное число, не являющееся квадратом [2, 4]. 
Для решения уравнения (1) эффективным является использование 

систем рекуррентных уравнений с постоянными коэффициентами. 
Решение уравнения (1) будем искать с помощью системы линейных 

рекуррентных уравнений второго порядка вида 
2 1

2 1

,

,
k k k

k k k

x x x

y y y
+ +

+ +

= α +β = α +β                                                (2) 

где , ,Zα β∈  с начальными условиями 1 2,x x  и 1 2,y y  соответственно.  

Очевидно, что если ( , )x y  является решением уравнения (1), то пара 
( , )x y− −  также будет решением этого уравнения. 

Пусть решения ( , ), 1, , 1,i ix y i k= +…  системы (2) удовлетворяют 
уравнению (1). Определим условия, при которых пара 2 2( , )k kx y+ +  также 
будет решением этого уравнения. Подставляя (2) в (1), имеем 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1( ) ( )k k k k k k k kax bx y cy ax bx y cy+ + + +α + + + β + + +  

1 1 1 12 ( ) ( ) ,k k k k k k k kax x cy y b x y x y d+ + + ++ αβ + + αβ + =  

откуда 
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2 2( ) (1 ),G k dαβ = − α −β                                          (3) 

где                        1 1 1 1( ) 2( ) ( ).k k k k k k k kG k ax x cy y b x y x y+ + + += + + +                 

Если в (3) положить 1,β = −  то  

( ) ,G k d= α  

а при 1k =  имеем 

1 2 1 2 2 1 2 12( ) ( ) .ax x cy y b x y y x d+ + + = α                           (4) 

Суммируя теперь равенство (4) с очевидными равенствами 
2 2
1 1 1 1 ,ax bx y cy d+ + =  
2 2
2 2 2 2 ,ax bx y cy d+ + =  

получаем тождество 
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )( ) ( ) (2 ) .a x x b x x y y c y y d+ + + + + + = +α               (5) 

Если число 
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( )( ) ( )a x x b x x y y c y y
s

d

+ + + + + +
≡                   (6) 

является целым, то из (5) находим второй коэффициент системы (2):  
2.sα = −  

Таким образом, нами доказано следующее утверждение: 
Теорема. Пусть 1 1( , )x y  и 2 2( , )x y  – два последовательные целые 

решения уравнения (1). Если число s, определенное формулой (6), целое, то 
все решения ( , ), 3,n nx y n≥  уравнения (1) описываются с помощью систе-
мы рекуррентных уравнений  

2 1( 2) ,k k kx s x x+ += − −    2 1( 2) .k k ky s y y+ += − −                  (7) 

П р и м е р 1. Для квадратного диофантового уравнения 
2 22 7x xy y+ − =  имеем 1 1 2 22, 1, 4, 9x y x y= = = = . По формуле (6) нахо-

дим 8s= . Тогда из (7) получаем, что решения ( , )n nx y  заданного уравне-
ния определяются с помощью системы рекуррентных линейных уравнений  

2 1 1 26 , 2, 4;k k kx x x x x+ += − = =   

2 1 1 26 , 1, 9.k k ky y y y y+ += − = =  

П р и м е р 2. Рассмотрим уравнение 2 25 15 11 19.x xy y+ + = −  Легко 

проверить, что 1 1 2 213, 9, 21, 16.x y x y= = = − =  Из (6) находим число 

5s= , а из (7) получаем, что решения заданного уравнения определяются 
системой рекуррентных уравнений  

2 1 1 23 , 13, 21;k k kx x x x x+ += − = = −  

2 1 1 23 , 9, 16.k k ky y y y y+ += − = =  
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П р и м е р 3. Для обобщенного уравнения Пелля 2 26 9x y− =  в ка-
честве последовательных решений берем 1 13, 0x y= =  и 2 215, 6.x y= =  

Тогда 12s= , а из (7) получаем соответствующую систему рекуррентных 
уравнений:  

2 1 1 210 , 3, 15;k k kx x x x x+ += − = =  

2 1 1 210 , 0, 6.k k ky y y y y+ += − = =  
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