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Фибиномиальное тождество — это тождество, сочетающее числа Фибоначчи с биноми-
альными (мультиномиальными) коэффициентами. Примеры таких тождеств можно найти в
[1], [3], [8].

Для получения новых семейств фибиномиальных тождеств мы будем использовать опре-
делители матрицы Теплица–Хессенберга

𝐴𝑛(𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎1 𝑎0 0 · · · 0 0
𝑎2 𝑎1 𝑎0 · · · 0 0

· · · · · · · · · . . . · · · · · ·
𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−3 · · · 𝑎1 𝑎0
𝑎𝑛 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 · · · 𝑎2 𝑎1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑎0 ̸= 0 и 𝑎𝑘 ̸= 0 хотя бы для одного индекса 𝑘.

Определитель матрицы 𝐴𝑛 можно выразить через ее элементы по формуле

det(𝐴𝑛) =
∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−𝑎0)𝑛−|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)𝑎𝑠11 𝑎
𝑠2
2 · · · 𝑎𝑠𝑛𝑛 , (1)

где 𝑝𝑛(𝑠) = (𝑠1+𝑠2+···+𝑠𝑛)!
𝑠1!𝑠2!···𝑠𝑛! =

(︀
𝑠1
𝑠1

)︀(︀
𝑠1+𝑠2
𝑠2

)︀
· · ·
(︀
𝑠1+𝑠2+···+𝑠𝑛

𝑠𝑛

)︀
— мультиномиальный коэффициент,̃︀𝑠 = 𝑠1 + 2𝑠2 + · · · + 𝑛𝑠𝑛, |𝑠| = 𝑠1 + 𝑠2 + · · · + 𝑠𝑛, причем 𝑠𝑖 ≥ 0,

Рассмотрим некоторые последовательности определителей Теплица–Хессенберга специаль-
ного вида (с числами ±2 над основной диагональю), элементами которых являются числа
Фибоначчи, определенные рекуррентно:

𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1, 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2.

Утверждение 4. Для всех 𝑛 ≥ 1 имеют место тождества:

det(2;𝐹0, 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛−1) =
(−1 −

√
3)𝑛−1 − (−1 +

√
3)𝑛−1

√
3

,

det(−2;𝐹0, 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛−1) =
(1 +

√
7)𝑛−1 − (1 −

√
7)𝑛−1

√
7

,

det(2;𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑛) =
1√
17

(︃(︃
−1 +

√
17

2

)︃𝑛

−

(︃
−1 −

√
17

2

)︃𝑛)︃
,

det(−2;𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑛) =
4𝑛 − (−1)𝑛

5
,

det(2;𝐹2, 𝐹3, . . . , 𝐹𝑛+1) =
(−2)𝑛+1 − 1

3
,

det(2;𝐹3, 𝐹4, . . . , 𝐹𝑛+2) = (−1)𝑛 · 2
2𝑛+1−(−1)𝑛

4 ,

det(2;𝐹4, 𝐹5, . . . , 𝐹𝑛+3) = 4𝛿𝑛1 − 1,

det(2;𝐹5, 𝐹6, . . . , 𝐹𝑛+4) = 2𝑛+1 + 1,
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det(−2;𝐹1, 𝐹3, . . . , 𝐹2𝑛−1) =
4 · 6𝑛−1 + 1

5
,

det(2;𝐹3, 𝐹5, . . . , 𝐹2𝑛+1) =
(−2 −

√
2)𝑛 + (−2 +

√
2)𝑛

−2
,

det(2;𝐹5, 𝐹7, . . . , 𝐹2𝑛+3) = 4𝛿𝑛1 − (−1)𝑛,

det(2;𝐹0, 𝐹2, . . . , 𝐹2𝑛−2) =
(−3 −

√
3)𝑛−1 − (−3 +

√
3)𝑛−1

√
3

,

det(−2;𝐹0, 𝐹2, . . . , 𝐹2𝑛−2) =
(3 +

√
7)𝑛−1 − (3 −

√
7)𝑛−1

√
7

,

det(2;𝐹2, 𝐹4, . . . , 𝐹2𝑛) =
(−1)𝑛 − (−4)𝑛

3
,

det(2;𝐹4, 𝐹6, . . . , 𝐹2𝑛+2) = (−1)𝑛(1 − 2𝑛+1),

где 𝛿𝑛1 — символ Кронекера.

Используя формулу (1) для определителей Теплица–Хессенберга из Утверждения 1, после
несложных преобразований получаем следующие тождества с мультиномиальными коэффи-
циентами для чисел Фибоначчи с последовательными, парными и непарными индексами.

Утверждение 5. Для всех 𝑛 ≥ 1 имеют место тождества:

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹0

2

)︂𝑠1(︂𝐹1

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹𝑛−1

2

)︂𝑠𝑛
=

√
3

6

⎛⎝(︃1 −
√

3

2

)︃𝑛−1

−

(︃
1 +

√
3

2

)︃𝑛−1
⎞⎠,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹0

2

)︂𝑠1(︂𝐹1

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹𝑛−1

2

)︂𝑠𝑛
=

1

2
√

7

⎛⎝(︃1 +
√

7

2

)︃𝑛−1

−

(︃
1 −

√
7

2

)︃𝑛−1
⎞⎠,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹1

2

)︂𝑠1(︂𝐹2

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹𝑛

2

)︂𝑠𝑛
=

1√
17

(︃(︃
1 −

√
17

4

)︃𝑛

−

(︃
1 +

√
17

4

)︃𝑛)︃
,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹1

2

)︂𝑠1(︂𝐹2

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹𝑛

2

)︂𝑠𝑛
=

4𝑛 − (−1)𝑛

5 · 2𝑛
,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹2

2

)︂𝑠1(︂𝐹3

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹𝑛+1

2

)︂𝑠𝑛
=

−2𝑛+1 − (−1)𝑛

3 · 2𝑛
,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹3

2

)︂𝑠1(︂𝐹4

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹𝑛+2

2

)︂𝑠𝑛
= −2

1−2𝑛−(−1)𝑛

4 ,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹4

2

)︂𝑠1(︂𝐹5

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹𝑛+3

2

)︂𝑠𝑛
=

4𝛿𝑛1 − 1

(−2)𝑛
,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹5

2

)︂𝑠1(︂𝐹6

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹𝑛+4

2

)︂𝑠𝑛
= (−1)𝑛 ·

(︀
2 + 2−𝑛

)︀
,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹1

2

)︂𝑠1(︂𝐹3

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹2𝑛−1

2

)︂𝑠𝑛
=

2 · 6𝑛 + 3

15 · 2𝑛
,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹3

2

)︂𝑠1(︂𝐹5

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹2𝑛+1

2

)︂𝑠𝑛
= −1

2

(︃(︃
2 +

√
2

2

)︃𝑛

+

(︃
2 −

√
2

2

)︃𝑛)︃
,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹5

2

)︂𝑠1(︂𝐹7

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹2𝑛+3

2

)︂𝑠𝑛
=

(−1)𝑛4𝛿𝑛1 − 1

2𝑛
,
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∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹0

2

)︂𝑠1(︂𝐹2

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹2𝑛−2

2

)︂𝑠𝑛
=

1

2
√

3

⎛⎝(︃3 −
√

3

2

)︃𝑛−1

−

(︃
3 +

√
3

2

)︃𝑛−1
⎞⎠,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹0

2

)︂𝑠1(︂𝐹2

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹2𝑛−2

2

)︂𝑠𝑛
=

1

2
√

7

⎛⎝(︃3 +
√

7

2

)︃𝑛−1

−

(︃
3 −

√
7

2

)︃𝑛−1
⎞⎠,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹2

2

)︂𝑠1(︂𝐹4

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹2𝑛

2

)︂𝑠𝑛
=

1 − 4𝑛

3 · 2𝑛
,

∑︁
̃︀𝑠=𝑛

(−1)|𝑠|𝑝𝑛(𝑠)

(︂
𝐹4

2

)︂𝑠1(︂𝐹6

2

)︂𝑠2
· · ·
(︂
𝐹2𝑛+2

2

)︂𝑠𝑛
= 2−𝑛 − 2,

где суммирование производится по всем целым числам 𝑠𝑗 ≥ 0, для которых ̃︀𝑠 = 𝑛.

Формулы, аналогичные формулам из Утверждения 2, для чисел Люка, Пелля, Якобсталя,
Якобсталя–Люка, Падована и трибоначчи получены нами в [2, 4, 5, 6, 7].
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