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выполнении предположений (7) начально-краевая задача (4)-(6)  имеет 

обобщенное решение из 1
2,0 ( , )TW a  . 

Теорема 2. В предположениях теоремы 1 начально-краевая задача (4)-(6)   

имеет не более одного обобщенного решения из пространства 1
2,0 ( , )TW a  . 
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Аннотация: Установлены формулы для вычисления определителей мат-

риц Теплица-Хессенберга специального вида, элементами которых являются 

многочлены Чебышева. Как следствие, нами получены новые формулы с 

мультиномиальными коэффициентами для многочленов Чебышева I и II родов. 

Summary: We study the families of Toeplitz-Hessenberg determinants the 

entries of which are Chebyshev polynomials of the first and second kinds. 

Consequently, we obtain new formulas for the Chebyshev polynomials with multi-
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nomial coefficients. 
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1. Введение. Матрицей Теплица-Хессенберга n-го порядка будем назы-

вать матрицу вида  
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где 0 0a   и 0ka   хотя бы для одного {1,2,..., }.k n   

Определитель матрицы (1) будем называть определителем Теплица-

Хессенберга. Этот определитель можно выразить через его элементы: [9] 
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 – мультиномиальный коэффициент. 

Для построения и описания моделей объектов в различных областях 

науки и техники часто используются многочлены Чебышева, которые 

обладают рядом замечательных свойств [8].  

Известно, что многочлены Чебышева первого рода  
0

( )n n
T x


 могут быть 

определены с помощью рекуррентного соотношения  

0 1( ) 1, ( ) ,T x T x x      1 2( ) 2 ( ) ( ), 2.n n nT x xT x T x n     

Например, 2
2 ( ) 2 1,T x x   3

3 ( ) 4 3 ,T x x x   4 2
4 ( ) 8 8 1,T x x x    

5 3
5 ( ) 16 20 5 ,T x x x x    6 4 2

6 ( ) 32 48 18 1,T x x x x     7 5 3
7 ( ) 64 112 56 7T x x x x x    . 

Многочлены Чебышева второго рода  
0
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U x


 определяются соотноше-

ниями  

0 1( ) 1, ( ) 2 ,U x U x x      1 2( ) 2 ( ) ( ), 2.n n nU x xU x U x n     

Тогда 2
2 ( ) 4 1,U x x    3

3 ( ) 8 4 ,U x x x    4 2
4 ( ) 16 12 1,U x x x     

5 3
5 ( ) 32 32 6 ,U x x x x    6 4 2

6 ( ) 64 80 24 1,U x x x x       7 5 3
7 ( ) 128 192 80 8U x x x x x      и 

т.д. 
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2. Определители Теплица-Хессенберга, составленные из 

многочленов Чебышева. Для сокращения записи мы обозначим  

0 1 0 1det( ; ,..., ) det( ( ; ,..., ))n n na a a M a a a . 

Теорема 1. Пусть 2n  .  Тогда 
2 2

0 1 2det( ( ); ( ), ( ),..., ( )) ( 1) (1 ) ,n n
nT x T x T x T x x x     

2 2 2
0 2 4 2det( ( ); ( ), ( ),..., ( )) ( 1) 4 (1 )(2 1) ,n n n

nT x T x T x T x x x x      

2 2 2
1 0 1 1det( ( ); ( ), ( ),..., ( )) ( 1) (1 )(2 1) ,n n

nT x T x T x T x x x 
      

2 2 2
1 1 3 2 1det( ( ); ( ), ( ),..., ( )) ( 1) 4 (1 )(4 3) ,n n n

nT x T x T x T x x x x 
      

2
1 3 5 2 1det( ( ); ( ), ( ),..., ( )) ( 1) 4 (1 ),n n

nT x T x T x T x x x     

2
1 2 3 1det( ( ); ( ), ( ),..., ( )) ( 1) (1 ),n

nT x T x T x T x x     

2 2
2 3 4 2det( ( ); ( ), ( ),..., ( )) ( 1) (1 ),n n

nT x T x T x T x x x
     

2 2
2 4 6 2 2det( ( ); ( ), ( ),..., ( )) ( 1) 4 (1 ).n

nT x T x T x T x x x     

Теорема 2. Пусть 2n  . Тогда 
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где 2n  – символ Кронекера. 

Доказательство формул из теорем 1 и 2 производится методом математи-

ческой индукции или путем элементарных преобразований соответствующих 

определителей. 

3. Основные результаты. Используя формулу (2), из теорем 1 и 2, после 

несложных преобразований получаем формулы для сумм произведений много-

членов Чебышева первого и второго родов (последовательных, с парными, 

непарными индексами) с мультиномиальными коэффициентами. 

Теорема 3. Для 2n   имеют место тождества 
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где 1n ns s    , а суммирование производится по всевозможным наборам 

натуральных чисел 1,..., ns s , для которых 1 22 ns s ns n    . 

Теорема 4. Для 2n   имеют место тождества 
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где 1n ns s    , 2n  – символ Кронекера, а суммирование производится по 

всевозможным наборам натуральных чисел 1,..., ns s , для которых 

1 22 ns s ns n    . 

В [1]–[7] автором получены формулы с мультиномиальными коэффи-

циентами для чисел Фибоначчи, Люка, Пелля, Якобсталя, Якобсталя-Люка, 

Каталана, трибоначчи, аналогичные формулам из теорем 3 и 4.  
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