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Äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ ñèñòåìè êâàçi-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçïîäiëàìè ó êîåôiöi¹íòàõ. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi
óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî¨ íåîäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Îòðèìàíî çîáðàæåííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ â iíòåãðàëüíié (ôðåäãîëüìîâié) ôîðìi çà äîïîìîãîþ êîíñòðóêòèâíî ïîáóäîâàíî¨
ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ �ðiíà òà ó ôîðìi (Øìiäòà) àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ðÿäó çà
âëàñíèìè âåêòîð-ôóíêöiÿìè.
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ñïðÿæåíà êðàéîâà çàäà÷à, ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ �ðiíà, ôîðìóëà Øìiäòà.
2000 MSC: 34B05;34B27;34A37
ÓÄÊ: 517.927

Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ,
ÿêi âðàõîâóþòü ïðèðîäíó ¹äíiñòü äèñêðåòíîãî i
íåïåðåðâíîãî, ïðèâîäÿòü äî íåîáõiäíîñòi ñòâîðåííÿ
àäåêâàòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé [1, 2]. Áàãàòî
ç íèõ îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè i êâàçiäèôåðåí-
öiàëüíèìè (ê.-ä.) ðiâíÿííÿìè ç óçàãàëüíåíèìè ôóíê-
öiÿìè â êîåôiöi¹íòàõ i ïðàâié ÷àñòèíi [3, 4]. Êðàéîâi
çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçïîäiëàìè
â êîåôiöi¹íòàõ óñïiøíî âèâ÷àþòü ìàòåìàòèêè òà
ìåõàíiêè âiääàâíà. Iñòîòíèé ñòèìóë äëÿ ðîçâèòêó
öÿ òåìàòèêà îòðèìàëà çàâäÿêè ôóíäàìåíòàëüíèì
ðîáîòàì Ì.Ã. Êðåéíà òà I.Ñ. Êàöà (äèâ. [5, c. 648]
i áiáëiîãðàôiþ òàì) ñòîñîâíî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî ìîäåëþþòü âiëüíi êîëè-
âàííÿ ñòðóíè, ìàñà ÿêî¨ äîïóñêà¹ îêðiì íåïåðåðâ-
íîãî, ùå é òî÷êîâèé ðîçïîäië. Äî ââåäåííÿ
ïîíÿòòÿ δ-ôóíêöi¨ òî÷êîâi ñèíãóëÿðíîñòi ç'ÿâëÿëèñü
â çàäà÷àõ ó ôîðìi ñïåöèôi÷íèõ óìîâ ñïðÿæåííÿ äëÿ
ðîçâ'ÿçêó i éîãî ïîõiäíèõ ó òî÷êàõ, êîòði ç ïîãëÿäó
ñó÷àñíî¨ òåîði¨ íàëåæàòü äî ñèíãóëÿðíîãî íîñiÿ
êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ. Òàêi äîñëiäæåííÿ çäåáiëüøîãî
ìàëè ÷àñòêîâèé õàðàêòåð, áî ñòîñóâàëèñü ðiâíÿíü
êîíêðåòíîãî âèãëÿäó.

Ó ðîáîòàõ [6, 7] âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ i ¹äè-
íiñòü ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ âèâ÷åíî ñïåêòðàëüíi âëàñ-
òèâîñòi øèðîêîãî êëàñó êîðåêòíèõ (ïiä ÷àñ äîñëiä-
æåííÿ ÿêèõ íå âèíèêà¹ ïðîáëåìè ìíîæåííÿ ôóíê-
öiîíàëiâ) êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ê.-ä. ðiâíÿíü äîâiëü-
íîãî ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ó ñòàòòi [8] îòðèìàíî
àíàëîã àëüòåðíàòèâè Ôðåäãîëüìà äëÿ ñèñòåìè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ìiðàìè, à â ðîáîòàõ [9, 10]
äîñëiäæåíî çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ é ïîáóäîâàíî
ìàòðè÷íó ôóíêöiþ �ðiíà äëÿ ñèñòåìè ê.-ä. ðiâíÿíü

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. Çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ, ùî
äîñëiäæóâàëèñü â àíîíñîâàíèõ (çà âèíÿòêîì [7])
ðîáîòàõ, ¹ çàäà÷àìè îäíî÷ëåííîãî êëàñó (äèâ. [11,
ñ. 69]). Ó öié ñòàòòi, êîòðà ¹ ðîçâèòêîì ðîáîòè [7] íà
âèïàäîê ñèñòåì ê.-ä. ðiâíÿíü âèùèõ ïîðÿäêiâ, çàäà÷i
íà âëàñíi çíà÷åííÿ, ùî ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ, íàëåæàòü
äî áàãàòî÷ëåííîãî êëàñó.

Ñòàòòþ îðãàíiçîâàíî òàê. Ó âñòóïi âiäîáðàæåíî
àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ i çâ'ÿçîê ç ïîïåðåäíiìè
ðîáîòàìè. Ó ðîçäiëi I íàâåäåíî óìîâíi ïîçíà÷åííÿ,
ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ðîáîòi. Ðîçäië II ïðèñâÿ÷åíî
ïîñòàíîâöi çàäà÷i i ìåòîäèöi äîñëiäæåííÿ. Âàæëèâîþ
òóò ¹ ëåìà 1, ÿêà äà¹ çìîãó ó äîñëiäæåííi çàñòîñî-
âóâàòè ÿê áàçîâi ðåçóëüòàòè ðîáîòè [8]. Ó ðîçäiëi III
íàâåäåíî ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ, ¨õ
îáãðóíòóâàííþ ïðèñâÿ÷åíî íàñòóïíèé ðîçäië IV. Ó
ðîçäiëi V íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi ïðîiëþñòðîâàíî
ìåòîä çíàõîäæåííÿ ñïåêòðà çàäà÷i íà âëàñíi çíà-
÷åííÿ. Íàðåøòi, â îñòàííüîìó ðîçäiëi çðîáëåíî âèñ-
íîâêè ç öüîãî äîñëiäæåííÿ.

I. Ïîçíà÷åííÿ
×åðåç C p×q ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið êîìïëåêñ-
íèõ ìàòðèöü ðîçìiðó p× q, à ÷åðåç Dp(I), äå I �
iíòåðâàë äiéñíî¨ îñi, � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ âåêòîð-
ôóíêöié I → C p ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ñïðÿæåíèé äî
ÿêîãî ¹ ïðîñòîðîì D ′

p(I) âåêòîðíèõ ðîçïîäiëiâ.
Ïiä ACp[a, b], Lp[a, b] i L2

p[a, b] ðîçóìi¹ìî ïðîñòîðè
ìàòðè÷íèõ ôóíêöié A : [a, b] → C p×p âiäïîâiäíî
iç àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè, iíòåãðîâíèìè çà
Ëåáåãîì òà iíòåãðîâíèìè ç êâàäðàòîì ìîäóëÿ çà
Ëåáåãîì íà âiäðiçêó [a, b] åëåìåíòàìè aij(x), à ïiä
BV +

p [a, b] � ïðîñòið ìàòðèöü, åëåìåíòè aij(x) ÿêèõ ¹
íåïåðåðâíèìè ñïðàâà íà âiäðiçêó [a, b] ôóíêöiÿìè
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îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Âiäïîâiäíi ïðîñòîðè âåêòîð-
ôóíêöié ïîçíà÷à¹ìî ç ðèñêîþ âãîði.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêîæ ïîçíà÷åííÿ: 0 �
íóëüîâèé åëåìåíò (âåêòîð àáî ÷èñëî), Op i Ep �
âiäïîâiäíî íóëüîâà i îäèíè÷íà ìàòðèöi ïîðÿäêó p,
(f, ϕ) � çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó f íà ôóíêöi¨ ϕ(x),
‖A‖ � íîðìà ìàòðèöi A ∈ C p×q, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê
ñóìà ìîäóëiâ óñiõ ¨¨ åëåìåíòiâ aij , ∆A(x) = A(x) −
A(x−0) � ñòðèáîê ôóíêöi¨ A ∈ BV +

p [a, b] ó òî÷öi
x ∈ [a, b], b

aA(x) � ïîâíà âàðiàöiÿ ìàòðèöi-ôóíêöi¨
A(x) íà [a, b], ùî äîðiâíþ¹ ñóìi ïîâíèõ âàðiàöié óñiõ
¨¨ åëåìåíòiâ aij(x), τ � ñèìâîë òðàíñïîíóâàííÿ, ∗ �
îïåðàöiÿ ñïðÿæåííÿ, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, E(·) �
öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà (àíòü¹), ` =

√−1 � óÿâíà
îäèíèöÿ.

II. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i i ìåòîä äîñëiä-
æåííÿ

Ðîçãëÿäà¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

M[y] = λN [y], (1)

äå y : [a, b] → C p � íåâiäîìà âåêòîð-ôóíêöiÿ
äiéñíî¨ çìiííî¨ x, λ � ñêàëÿðíèé êîìïëåêñíèé
ïàðàìåòð,M[y] i N [y] � ëiíiéíi îäíîðiäíi ê.-ä. âèðàçè
ïîðÿäêiâ m i n (m > n) âiäïîâiäíî ç ìàòðè÷íèìè
êîåôiöi¹íòàìè:

M[y] = (−1)l

{
`B(x)

[
B(x)y(l)

](m−2l)
}(l)

+

+
l∑

i,j=0

(−1)l−j
(
Bij(x)y(l−i)

)(l−j)

, (2)

N [y] =
l∑

i,j=r

(−1)l−j
(
Aij(x)y(l−i)

)(l−j)

, (3)

m, l, r∈N, r ≤ l ≤ E
(

m
2

)
. Äî òîãî æ ïðè m = 2l

ââàæà¹ìî B ≡ 0, òàê ùî, êîëè m � ïàðíå ÷èñëî, òî

M[y] =
l∑

i,j=0

(−1)l−j
(
Bij(x)y(l−i)

)(l−j)

. (4)

Ê.-ä. ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (1) ç äîñòàòíüî ãëàäêèìè,
à òàêîæ ñóìîâíèìè çà Ëåáåãîì (p × p)-ìàòðè÷íèìè
êîåôiöi¹íòàìè â ðiçíèõ àñïåêòàõ äîñëiäæóâàëèñü
áàãàòüìà àâòîðàìè. Çîêðåìà, â [12] ïîáóäîâàíî
çàãàëüíó òåîðiþ i ïðîâåäåíî ñïåêòðàëüíèé àíàëiç
òàêîãî ðiâíÿííÿ ó âèïàäêó, êîëè m = 2l, p = 1,
Bij ≡ 0 (i 6= j), N [y] = y. Âèïàäîê, êîëè m ¹
äîâiëüíèì ñêií÷åííèì ÷èñëîì, l = E(m

2 ), Bij ≡ 0(
i, j = 0, l, i 6= j+{0,±1}) äëÿ p = 1, N [y] = w(x)y

ðîçãëÿíóòî â [13], à äëÿ p > 1, N [y] = y � â [14].
Ñêàëÿðíå ê.-ä. ðiâíÿííÿ (1) ç ê.-ä. âèðàçàìèM[y] =
y[m], N [y] = y, äå

y[0] = B00(x)y,

y[i] = `Bii(x)
(
y[i−1]

)′
+

i−1∑

j=0

Bij(x)y[j], i = 1,m,

âèâ÷àëîñü â ðîáîòi [15]. Ó ðîáîòàõ [11, 16]
äîñëiäæóâàëèñü çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ
áàãàòî÷ëåííîãî êëàñó äëÿ ê.-ä. ðiâíÿííÿ (1), â ÿêîìó
M[y] iN [y] âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçàìè (4) i (3) ïðè i = j.

Ó öié ñòàòòi ïîñëàáëþ¹ìî âèìîãè äî êîåôiöi¹íòiâ
ê.-ä. âèðàçiâ M[y] òà N [y] i ââàæà¹ìî, ùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi ïðèïóùåííÿ:
(A) ÿêùî m =2l, òî B−1

00 (x) ¹ îáìåæåíà i âèìiðíà
ïðè x ∈ [a, b] ìàòðèöÿ, Bi0, B0j ∈ L2

p[a, b] äëÿ
äîâiëüíèõ i, j =1, l, Bij � ìiðè Ñòiëüòü¹ñà [17,
c. 160] íà [a,b], òîáòî Bij = b′ij (bij ∈ BV +

p [a, b])
äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j = 1, l; iíàêøå B−1(x) �
îáìåæåíà i âèìiðíà ïðè x ∈ [a, b] i, ÿêùî
l = E(m

2 ), òî Bi0, B0j ∈ Lp[a, b] äëÿ äîâiëüíèõ
i, j =0, l, à Bij = b′ij äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j = 1, l,
ÿêùî æ l < E(m

2 ), òî Bij = b′ij äëÿ äîâiëüíèõ
i, j = 0, l;

(B) B∗
i0 = B0i (i = 0, l), b∗ij = bji (i, j = 1, l) ïðè

l = E(m
2 ) àáî b∗ij = bji (i, j = 0, l), ÿêùî l < E(m

2 ).
Êðiì òîãî, òàêîæ B∗ = B;

(Ñ) Aij = a′ij (aij ∈ BV +
p [a, b]) äëÿ äîâiëüíèõ i, j =

r, l, ïðè÷îìó aij(x) � íåñïàäíi íà [a, b] ìàòðè÷íi
ôóíêöi¨ i a∗ij = aji;

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì ê.-ä. ðiâíÿííÿ (1) ðîçóìi¹ìî
âåêòîð-ôóíêöiþ y(x, λ) ç ïðîñòîðóACp

(
[a, b]×C)

, äëÿ
ÿêî¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

(
y[m], ϕ

)
= 0 ∀ϕ ∈ Dp(I), I ⊇ [a, b].

Âiäçíà÷èìî, ùî iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ
ïî÷àòêîâèõ çàäà÷ äëÿ ê.-ä. ðiâíÿíü ç óçàãàëüíåíèìè
ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òàêîæ åëåìåíòè
ëiíiéíî¨ òåîði¨ òàêèõ ðiâíÿíü íàâåäåíî â ðîáîòi [18].

Ïîðÿä ç ðiâíÿííÿì (1) ðîçãëÿíåìî òàêîæ
íåîäíîðiäíå ê.-ä. ðiâíÿííÿ

M[y]− λN [y] =
m−l−1∑

j=0

(−1)j+1f
(j+1)
j (x), (5)

äå fj ∈ BV
+

p [a, b] (j = 0,m−l−1). Äëÿ ðiâíÿííÿ (5)
âèçíà÷èìî êâàçiïîõiäíi y[k](x) (k = 0,m) âèðàçàìè
(ïðè m = 2l, ÿê áóëî îáóìîâëåíî, B ≡ 0, fl ≡ 0):
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Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçïîäiëàìè ó êîåôiöi¹íòàõ

y[0] df
= y, y[k] = y(k), k = 1, l−1; y[l+k] = − 1+`√

2
B(x)y(l+k), k = 0,m−(2E(m

2 )+1);

y[l+k] = − (
y[l+k−1]

)′
+ f ′m−l−k, k = 1, 2(E(m

2 )−l); y[m−l] = − 1+`√
2
B(x)

(
y[m−l−1]

)′
+

l∑
i=0

Bi0(x)y(l−i)+f ′l ;

y[m−l+k] = −(
y[m−l+k−1]

)′
+

l∑
i=0

Bik(x)y(l−i) + f ′l−k, k = 1, r−1;

y[m−l+k] = −(
y[m−l+k−1]

)′
+

l∑
i=0

Bik(x)y(l−i)−λ
l∑

i=r

Aik(x)y(l−i) + f ′l−k, k = r, l. (6)

Äî ê.-ä. ðiâíÿííÿ (5) ïðè¹äíà¹ìî m êðàéîâèõ
óìîâ âèãëÿäó

Uk(y) ≡
m∑

ν=1

[
Pkνy[ν−1](a) + Qkνy[ν−1](b)

]
= 0, k = 1, m,

(7)
äå Uk(y) � ëiíiéíî íåçàëåæíi êðàéîâi ôîðìè iç
çàäàíèìè ÷èñëîâèìè ìàòðèöÿìè Pkν , Qkν (k, ν =
1,m).

Îñíîâíà òåõíi÷íà iäåÿ ðîáîòè ïîëÿãà¹ ó çàìiíi
êðàéîâî¨ çàäà÷i (5), (7) äåÿêîþ åêâiâàëåíòíîþ
çàäà÷åþ äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó

JY ′ − [G′(x) + λH ′(x)] Y = F ′(x), (8)

PY (a) + QY (b) = 0. (9)

Ïåðåâàãà òàêîãî ïiäõîäó ¹ î÷åâèäíîþ �
ïðèñóòíiñòü ó ñèñòåìi ëèøå ïåðøèõ ïîõiäíèõ äà¹
çìîãó çâåñòè àíàëiç ñèíãóëÿðíîñòåé äî ïèòàííÿ
ïðî ðîçòàøóâàííÿ ñòðèáêiâ ïåâíèõ ôóíêöié, ïîõiäíi
êîòðèõ ïîðîäæóþòü öi ñèíãóëÿðíîñòi. Ó ðiâíÿííi (8)
J ¹ êîñîåðìiòîâîþ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ ðîçìiðó q×q,
Y (x) � íåâiäîìà q-âèìiðíà âåêòîð-ôóíêöiÿ äiéñíî¨
çìiííî¨ x, λ � êîìïëåêñíèé ïàðàìåòð, G(x) i H(x) �
äåÿêi åðìiòiàíè, òîáòî âèçíà÷åíi íà ðîçãëÿäóâàíîìó
ïðîìiæêó äiéñíî¨ îñi ìàòðè÷íi ôóíêöi¨, çíà÷åííÿìè
ÿêèõ ¹ åðìiòîâi ìàòðèöi ðîçìiðó q×q (ââàæà¹ìî
òàêîæ, ùî ¨õ åëåìåíòè ¹ íåïåðåðâíèìè ñïðàâà íà
ïðîìiæêó [a, b] ôóíêöiÿìè îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, âiäòàê
äèôåðåíöiþâàííÿ i ðiâíiñòü ó (8) ðîçóìi¹ìî â ñåíñi
òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié), F ∈BV

+

q [a, b] � âiäîìà
âåêòîð-ôóíêöiÿ, F ′(x) � ¨¨ óçàãàëüíåíà ïîõiäíà. Â
óìîâi (9) P, Q ∈ Cq×q � çàäàíi êðàéîâi ìàòðèöi.

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (8), (9) ðîçóìi¹ìî
âåêòîð-ôóíêöiþ Y (x, λ) ∈ BV

+

q

(
[a, b]×C)

òàêó, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9) i
(
[J d

dx −G′− λH ′]Y, ϕ
)

=
(
F ′, ϕ

) ∀ ϕ ∈ Dq(I), λ ∈ C.

Äëÿ êîðåêòíîñòi îçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó (äèâ., í-ä, [19])
âèìàãàòèìåìî äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ [a, b] i λ ∈ C
âèêîíàííÿ ñèñòåìè óìîâ

(
J
[4G(x) + λ4H(x)

])2

= Op;
[4G(x) + λ4H(x)

]
J4F (x) = Op.

(10)

Îçíà÷åííÿ 1. Îäíîðiäíó êðàéîâó çàäà÷ó ç
êðàéîâîþ óìîâîþ (9) äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ïàðàìåòðîì

JY ′ = [G′(x) + λH ′(x)] Y, (11)

íàçèâà¹ìî ñàìîñïðÿæåíîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi
óìîâè:

(D) åðìiòîâà ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ H(x) íåñïàäíà íà
[a, b], òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ [a, b] ç óìîâè
x2 > x1 î÷åâèäíî, ùî H(x2) ≥ H(x1); iíàêøå
êàæó÷è, ìàòðèöÿ H(x2) − H(x1) íåâiä'¹ìíî
âèçíà÷åíà ó òîìó ðîçóìiííi, ùî åðìiòîâà ôîðìà
(
[H(x2)−H(x1)]ξ, ξ

)
Cq = ξ∗

[
H(x2)−H(x1)

]
ξ ≥ 0;

(E) ïàðà êðàéîâèõ ìàòðèöü
{
P,Q

}
íåîñîáëèâà,

òîáòî rank(P |Q) = q, i J-óíiòàðíà, òîáòî

PJP ∗ = QJQ∗; (12)

(F) ðiâíÿííÿ

JY ′ −G′(x)Y = 0 i H ′(x)Y = 0 (13)

çà óìîâè (9) ìàþòü ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äëÿ äîâiëüíîãî íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó Y (x, λ)
ñàìîñïðÿæåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (11), (9)

∫ b

a

Y ∗(x, λ)dH(x)Y (x, λ) > 0. (14)

Íàñïðàâäi, ïðèïóñêàþ÷è ïðîòèëåæíå, çíàéäåìî íà
ïiäñòàâi óìîâè (A), ùî Y ∗(x, λ)H ′(x)Y (x, λ) = 0,
çâiäêè H ′(x)Y (x, λ) = 0. Îòæå, ôóíêöiÿ Y (x, λ) 6= 0
çàäîâîëüíÿ¹ îáèäâà ðiâíÿííÿ (13) i êðàéîâó óìîâó
(9). Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ ç óìîâîþ (F) äîâîäèòü
(14).

Î÷åâèäíî, îäíîðiäíà êðàéîâà çàäà÷à (11), (9)
çàâæäè ìà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Âiäòàê ïðèðîäíî
ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó ïðî âiäøóêàííÿ òèõ çíà÷åíü
ïàðàìåòðà λ, äëÿ ÿêèõ öÿ çàäà÷à ìà¹ íåòðèâiàëüíi
ðîçâ'ÿçêè (çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ). Òàêi çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà λ íàçèâà¹ìî âëàñíèìè, ¨õ ñóêóïíiñòü �
ñïåêòðîì çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ, à âiäïîâiäíi ¨ì
íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (11), (9) � âëàñíèìè
âåêòîð-ôóíêöiÿìè öi¹¨ çàäà÷i.
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Îçíà÷åííÿ 2. ßêùî äåÿêà âåêòîð-ôóíêöiÿ
Y (x), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
(11), îäíî÷àñíî çàäîâîëüíÿ¹ îáèäâà ðiâíÿííÿ
(13), òî òàêèé ðîçâ'ÿçîê íàçèâà¹ìî âèðîäæåíèì
çà ïàðàìåòðîì λ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó �
íåâèðîäæåíèì.

Âiäòàê óìîâà (F) îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à (11), (9) íå
ìà¹ âèðîäæåíîãî çà ïàðàìåòðîì λ íåòðèâiàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó. ßêùî òàêèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹, òîáòî óìîâà
(C) íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, òî ñïåêòð çàäà÷i (11), (9)
çáiãà¹òüñÿ çi âñi¹þ λ-ïëîùèíîþ. Ç iíøîãî áîêó, íà
ïiäñòàâi îñîáëèâîñòi ìàòðèöi H(x) çàäà÷à (11), (9)
ìîæå âçàãàëi íå ìàòè âëàñíèõ çíà÷åíü. �õ íåìà,
íàïðèêëàä, â òîìó òðèâiàëüíîìó âèïàäêó, êîëè
H(x) � ñòàëà ìàòðèöÿ, à det

[
P +QΦ(b)

] 6= 0, äå Φ(x) �
ìàòðèöàíò ïåðøîãî ç ðiâíÿíü (13).

Óìîâà (12) íåîáõiäíà äëÿ òîãî, ùîá äëÿ áóäü-
ÿêèõ äâîõ âåêòîð-ôóíêöié Y, Z ∈ BV

+

q [a, b], ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó óìîâó (9) ç J-óíiòàðíîþ
ïàðîþ ìàòðèöü

{
P, Q

}
, âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

Z∗(a)JY (a) = Z∗(b)JY (b). (15)

Öÿ ðiâíiñòü ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì óìîâ

PY (a) + QY (b) = 0, PZ(a) + QZ(b) = 0, (16)

ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî ïðèíàéìíi îäíà ç ìàòðèöü P ÷è
Q íåîñîáëèâà. Íåõàé, ñêàæiìî, òàêîþ ¹ ìàòðèöÿ P.
Òîäi iñíó¹ ìàòðèöÿ R = −P−1Q i óìîâà (12) îçíà÷à¹,
ùî ìàòðèöÿ R∗ J-óíiòàðíà. Âiäòàê J-óíiòàðíîþ ¹
òàêîæ ìàòðèöÿ R. Óìîâè (16) ó öüîìó âèïàäêó
åêâiâàëåíòíi óìîâàì Y (a) = RY (b), Z(a) = RZ(b) i
ðàçîì ç R∗JR = J , çâè÷àéíî, ãàðàíòóþòü âèêîíàííÿ
ðiâíîñòi (15).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êîæíà ç ìàòðèöü P, Q
îñîáëèâà (çîêðåìà, öå çàâæäè òàê äëÿ óìîâ Øòóðìà,
êîëè PJP ∗ = QJQ∗ = Op), òîìó äîâîäèòüñÿ
ìiðêóâàòè äåùî iíàêøå. Çiñòàâèìî âåêòîð-ôóíêöiÿì
Y (x) i Z(x) âåêòîðè Y =

(
Y (a), Y (b)

)τ
, Z =(

Z(a), Z(b)
)τ 2q-âèìiðíîãî ïðîñòîðó C2q. Íåõàé

M � q-âèìiðíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó C2q, ùî ¹
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âåêòîðiâ, ñêëàäåíèõ çi ñòîâïöiâ
ïðÿìîêóòíî¨ ìàòðèöi

[
P ∗

Q∗

]
. Òîäi óìîâè (16)

îçíà÷àþòü, ùî âåêòîðè Y i Z îðòîãîíàëüíi äî M.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç J âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó C2q â

ñåáå, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

J

(
ξ
η

)
=

(
Jξ

−Jη

)
, ξ, η ∈ Cq.

Âiäòàê óìîâó (12) ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê óìîâó
îðòîãîíàëüíîñòi JM äî M. Îñòàííÿ ðàçîì ç óìîâîþ
Y, Z ⊥ M îçíà÷à¹, ùî âåêòîðè Y, Z ∈ JM, òîáòî

(
Y (a)
Y (b)

)
=

(
JP ∗v

−JQ∗v

)
,

(
Z(a)
Z(b)

)
=

(
JP ∗u

−JQ∗u

)
, (17)

äå v, u ∈ Cq. Çâiäñè íà ïiäñòàâi óíiòàðíîñòi ìàòðèöi
J i óìîâè (12) î÷åâèäíà ðiâíiñòü (15):

Z∗(a)JY (a)− Z∗(b)JY (b) = u∗PJ∗JJP ∗v−
− u∗QJ∗JJQ∗v = u∗(PJP ∗ −QJQ∗)v = 0.

Êðiì òîãî, ç óìîâè (17) ìîæíà îòðèìàòè ñâî¹ðiäíèé
ïàðàìåòðè÷íèé âèãëÿä êðàéîâî¨ óìîâè (9)

Y (a) = Mv, Y (b) = Nv, M∗JM = N∗JN (18)

ç íåîñîáëèâîþ i J-óíiòàðíîþ ïàðîþ ìàòðèöü{
M∗, Q∗}, äå M = JP ∗, N = −JQ∗.

Ëåìà 1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (À)�
(Ñ) i ðiâíÿííÿ M[y] = 0 òà N [y] = 0 ìàþòü ëèøå
òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çà óìîâè (7), äå ìàòðèöi
Pkν , Qkν (k, ν = 1, m) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

l∑
s=1

[
PksP

∗
ν,m−s+1−Pk,m−s+1P

∗
νs

]
+

+
E( m

2 )∑

s=l+1

(−1)s−l`
[
PksP

∗
ν,m−s+1+Pk,m−s+1P

∗
νs

]
+

+ (−1)E( m
2 )−l+1`Pk,E( m

2 )+1P
∗
ν,E( m

2 )+1 =

=
l∑

s=1

[
QksQ

∗
ν,m−s+1−Qk,m−s+1Q

∗
νs

]
+

+
E( m

2 )∑

s=l+1

(−1)s−l`
[
QksQ

∗
ν,m−s+1+Qk,m−s+1Q

∗
νs

]
+

+ (−1)E( m
2 )−l+1`Qk,E( m

2 )+1Q
∗
ν,E( m

2 )+1 (19)

(ïðè m=2l òóò Pk,E( m
2 )+1= Qk,E( m

2 )+1=0, k = 1, m).
Òîäi êðàéîâà çàäà÷à (5), (7) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i (8),
(9) (òàêîæ (8), (18)), ïðè÷îìó q = mp, à âiäïîâiäíà
îäíîðiäíà çàäà÷à ¹ ñàìîñïðÿæåíîþ.

¤ Äîâåäåííÿ. Ê.-ä. ðiâíÿííÿ (5) ïðèâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó (8) çà äîïîìîãîþ âåêòîðà ðîçìiðó mp× 1

Y =
(
y, y[1], . . . , y[m−1]

)τ
, (20)

ñêëàäåíîãî iç êâàçiïîõiäíèõ (6), êîæíà ç ÿêèõ ¹ âåêòîð-ôóíêöi¹þ ðîçìiðó p× 1. Ïðè öüîìó âåêòîð-ôóíêöiÿ
F ′(x) ìà¹ âèãëÿä

F ′=
(
−f ′0, . . . ,−f ′l−1,

1+`√
2
B−1f ′l ,−`f ′l+1, `f

′
l+2, . . . ,−`f ′m−l−2, `f

′
m−l−1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

l

)τ

. (21)

76 Ìàòåìàòèêà



Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçïîäiëàìè ó êîåôiöi¹íòàõ

Âiäòàê âíàñëiäîê óìîâè fj ∈ BV
+

p [a, b] (j = 0,m−l−1) ìà¹ìî F ∈ BV
+

mp[a, b] i ñòðèáîê öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi
x ∈ [a, b]

∆F =
(
−∆f0, . . . ,−∆fl−1,

1+`√
2
B−1∆fl,−`∆fl+1, . . . , `∆fm−l−1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

l

)τ

.

Ìàòðèöi J, H ′(x), G′(x) ðîçìiðó mp×mp ìàþòü òàêó áëîêîâó ñòðóêòóðó (îïèñó¹ìî ëèøå íåíóëüîâi p× p
áëîêè Jkν , Hkν , Gkν k, ν = 1,m êîæíî¨ ç íèõ):

Jk,m−k+1 =





−Ep, k = 1, l;
(−1)m−l−k`Ep, k = l+1,m−l;
Ep, k = m−l+1,m;

Hkν = Al−ν+1,l−k+1, k, ν = r, l;

ÿêùî m ïàðíå

Gkν =





B0,l−k+1B
−1
00 Bl−ν+1,0 −Bl−ν+1,l−k+1, k, ν = 1, l;

−B0,l−k+1B
−1
00 , k = 1, l, ν = l+1;

−B−1
00 Bl−ν+1,0, k = l+1, ν = 1, l;

B−1
00 , k = ν = l+1;

Ep, k = 2,m, k 6= l+1, ν = m−k+2;

ïðè íåïàðíîìó m

Gkν =





−Bl−ν+1,l−k+1, k, ν = 1, l;
(1−`)√

2
B0,l−k+1B

−1, k = 1, l, ν = l+1;
(1+`)√

2
B−1Bl−ν+1,0, k = l+1, ν = 1, l;

−B−1B00B
−1, k = ν = l+1;

− (1+`)√
2

B−1, k = l+1, ν = m−l+1;

− (1−`)√
2

B−1, k = m−l+1, ν = l+1;

Ep, k = 2,m, k 6= l+1,m−l+1, ν = m−k+2.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî J∗= −J, J∗J=Emp. Êðiì òîãî, íà ïiäñòàâi óìîâ (A)�(C) çâiäñè çðîçóìiëî, ùî G, H ∈
BV +

mp[a, b], G∗ = G, H∗ = H, à ìàòðèöi-ñòðèáêè ∆G(x), ∆H(x) ìàþòü ëèøå îäèí íåíóëüîâèé lp× lp áëîê (l ≤
E(m

2 )) ó ëiâîìó âåðõíüîìó êóòi. Âiäòàê çà äîïîìîãîþ áåçïîñåðåäíüî¨ ïåðåâiðêè âñòàíîâëþ¹ìî ïðàâèëüíiñòü
óìîâ êîðåêòíîñòi (10).

Êðàéîâi óìîâè (7) ïðèâîäÿòüñÿ äî âèãëÿäó (9) çà äîïîìîãîþ áëîêîâèõ ìàòðèöü P, Q ðîçìiðó mp×mp,
ñêëàäåíèõ ç êîåôiöi¹íòiâ Pkν , Qkν êðàéîâèõ ôîðì Uk(y). Âíàñëiäîê ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi êðàéîâèõ ôîðì
ïàðà ìàòðèöü

{
P, Q

}
íåîñîáëèâà. J-óíiòàðíiñòü öi¹¨ ïàðè, òîáòî ðiâíiñòü (12), âñòàíîâëþ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüîþ

ïåðåâiðêîþ ç âèêîðèñòàííÿì ñòðóêòóðè ìàòðèöi J i ñïiââiäíîøåííÿ (19). Öå îçíà÷à¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(E). Îñêiëüêè Aij = a′ij äëÿ äîâiëüíèõ i, j = 1, r i ìàòðè÷íi ôóíêöi¨ aij(x) íåñïàäíi íà [a, b], òî ñïðàâäæó¹òüñÿ
óìîâà (D). Íàðåøòi, óìîâà (F) î÷åâèäíà ç òîãî, ùî ðiâíÿííÿ M[y] = 0 i N [y] = 0 çà óìîâè (7) ìàþòü ëèøå
òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. ¥

Ç ëåìè çðîçóìiëî, ùî ïåðøà êîìïîíåíòà y(x)
âåêòîð-ðîçâ'ÿçêó Y (x) êðàéîâî¨ çàäà÷i (8), (9) ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5), (7).

III. Ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ

Âñþäè äàëi ââàæà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(A)-(C) i (19). Âèâ÷åííÿ ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé
çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ (1), (7) ðîçïî÷íåìî ç
äîñëiäæåííÿ ïîðÿäêó i ðîäó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1)
çà ïàðàìåòðîì λ. Çðîçóìiëî, ùî âèðîäæåíi çà
ïàðàìåòðîì λ ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ íå çàëåæàòü
âiä λ i, îòæå, ó öüîìó òðèâiàëüíîìó âèïàäêó ¹
ôóíêöiÿìè âiä λ íóëüîâîãî ïîðÿäêó i íóëüîâîãî ðîäó.
Òîìó äàëi ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå íåâèðîäæåíi ðîçâ'ÿçêè.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìàòðèöþ-ôóíêöiþ Y(x, t, λ),
ÿêà çà çìiííîþ x ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (11) i äëÿ
äîâiëüíîãî t ∈ [a, b] çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó
Y(t, t, λ) = Emp, íàçèâà¹ìî åâîëþöiéíîþ ìàòðèöåþ
öi¹¨ ñèñòåìè, ùî âiäïîâiäà¹ ê.-ä. ðiâíÿííþ (1).

Ó ñòàòòi [20] â çàãàëüíîìó âèïàäêó âñòàíîâëåíî,
ùî åâîëþöiéíà ìàòðèöÿ Y(x, t, λ) ñèñòåìè (8) ¹ öiëîþ
ôóíêöi¹þ âiä ïàðàìåòðà λ ïîðÿäêó ρ ≤ 1. Ó
âèïàäêó ñèñòåìè, îòðèìàíî¨ øëÿõîì ïåðåõîäó âiä ê.-
ä. ðiâíÿííÿ (5), öåé ðåçóëüòàò âäà¹òüñÿ ïîêðàùèòè.

Òåîðåìà 1. Åâîëþöiéíà ìàòðèöÿ Y(x, t, λ)
ñèñòåìè (11), ùî âiäïîâiäà¹ ê.-ä. ðiâíÿííþ (1), ¹
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öiëîþ ôóíêöi¹þ âiä ïàðàìåòðà λ ïîðÿäêó ρ ≤ 1
m−n

i íóëüîâîãî ðîäó.
Âiäòàê çà òåîðåìîþ Àäàìàðà [21, c. 38] ôóíêöiÿ

Y(x, t, λ) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

Y(x, t, λ) = Y(x, t, 0)
∞∏

k=1

(
1− λ

λk

)
,

äå Y(x, t, 0) � åâîëþöiéíà ìàòðèöÿ, ùî âiäïîâiäà¹
ê.-ä. ðiâíÿííþ M[y] = 0, λk � íóëi öiëî¨
ôóíêöi¨ Y(x, t, λ) çà çìiííîþ λ, ïðè÷îìó ðÿä∑
λk 6=0

1

|λk|
1

m−n
+ε

¹ çáiæíèì. Ïîçàÿê âëàñòèâîñòi

äîâiëüíîãî ðîçâ'çêó Y (x, λ) ñèñòåìè (11) ÿê ôóíêöi¨
âiä λ ïîâíiñòþ çáiãàþòüñÿ ç âëàñòèâîñòÿìè Y(x, t, λ),
òî ç ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè î÷åâèäíèé òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1. Óñi íåâèðîäæåíi ðîçâ'ÿçêè y(x, λ)
ê.-ä. ðiâíÿííÿ (1) òà ¨õ êâàçiïîõiäíi çà çìiííîþ x äî
(m− 1)-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ¹ öiëèìè ôóíêöiÿìè âiä
λ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ρ ≤ 1

m−n i íóëüîâîãî ðîäó,
ïðè÷îìó äëÿ ν = 0,m−1, s = 1,m iñíó¹ çîáðàæåííÿ

y[ν]
s (x, λ) = y[ν]

s (x, 0)
∞∏

k=1

(
1− λ

λks

)
,

äå {ys(x, λ)} � ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ
ðiâíÿííÿ (1), λks � íóëi öiëèõ ôóíêöié ys(x, λ) çà
çìiííîþ λ.

Ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi çàäà÷i íà âëàñíi
çíà÷åííÿ (1), (7) âiäîáðàæà¹ òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ (1),
(7) ìà¹ ñïåêòð, ùî ìiñòèòü íå áiëüøå, íiæ
çëi÷åííó êiëüêiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü, ¹äèíîþ
ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ÿêèõ ìîæå áóòè ëèøå λ = ∞.
Âëàñíi çíà÷åííÿ λk âñi äiéñíi i ìàþòü êðàòíiñòü,
ùî íå ïåðåâèùó¹ ÷èñëà m; äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

∑

λk 6=0

|λk|−
1

m−n−ε < ∞.

Áóäü-ÿêi äâà âëàñíi âåêòîðè y(x, λk) i y(x, λν) öi¹¨
çàäà÷i, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì,
¹ îðòîãîíàëüíèìè â òîìó ñåíñi, ùî äëÿ λk 6= λν

ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
l−r∑

i,j=0

∫ b

a

y[j]∗(x, λk)dal−i,l−j y[i](x, λν) = 0. (22)

Âiäòàê âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (1), (7) ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi (ùî ìîæå
îáðèâàòèñÿ)

. . . ≤ λ−2 ≤ λ−1 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ,

äå λ−1 < 0, λ1 ≥ 0. Çðîçóìiëî, ¨õ ìîæíà ïîñëiäîâíî
ïåðåíóìåðóâàòè, íàïðèêëàä, ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ
àáñîëþòíèõ âåëè÷èí

0 ≤ |λ1| ≤ |λ2| ≤ |λ3| ≤ . . . . (23)

Ââàæà¹ìî, ùî êîæíå λk çàïèñàíî â ïîñëiäîâíîñòi (23)
dk ðàçiâ, äå dk � éîãî êðàòíiñòü (1 ≤ dk ≤ m) ÿê
êîðåíÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

∆(λ) ≡ det [Ui(Zj)]mi,j=1 = 0,

òóò Z1(x, λ), Z2(x, λ), . . . , Zm(x, λ) � ôóíäàìåíòàëüíà
ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

M(Z) = λN(Z), Z : [a, b] → Cp×p, (24)

àñîöiéîâàíîãî ç ðiâíÿííÿì (1) [12, c. 110]. Îòæå,
êîæíîìó λk âiäïîâiäà¹ ìíîæèíà dk ïîñëiäîâíèõ
iíäåêñiâ.

ßêùî âñi âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (1), (7) ïðîñòi
(dk = 1), òî âëàñíi âåêòîð-ôóíêöi¨ öi¹¨ çàäà÷i ìîæíà
íîðìóâàòè, ïðèéíÿâøè

yk(x) =
y(x, λk)√

l−r∑
i,j=0

∫ b

a

y[j]∗(x, λk)dal−i,l−j y[i](x, λk)

,

òàê, ùî ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi íàáóäóòü
âèãëÿäó

l−r∑

i,j=0

∫ b

a

y
[j]∗
k (x)dal−i,l−j y[i]

ν (x) = δkν (25)

çà óìîâè, ùî λk 6= λν , êîëè k 6= ν. Ó âèïàäêó
êðàòíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü (dk > 1) äîâiëüíî
âèáðàíi âëàñíi âåêòîð-ôóíêöi¨, âçàãàëi êàæó÷è,
íå çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (25), îäíàê
çà äîïîìîãîþ ïðîöåñó îðòîãîíàëiçàöi¨ âäà¹òüñÿ
ïîáóäóâàòè îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó âëàñíèõ âåêòîð-
ôóíêöié. Òîìó ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi (25)
ââàæà¹ìî ïðàâèëüíèìè i ó âèïàäêó, êîëè λk = λν

íåçàëåæíî âiä òîãî k = ν ÷è k 6= ν.

Äàëi äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi íåîäíî-
ðiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (5), (7) ñïåðøó äëÿ âèïàäêó,
êîëè âiäïîâiäíà îäíîðiäíà çàäà÷à (1), (7) ìà¹
ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî çà óìîâè, ùî
λ íå ¹ ¨¨ âëàñíèì çíà÷åííÿì. Ó öüîìó âèïàäêó
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìîæíà îòðèìàòè â iíòåãðàëüíié
(ôðåäãîëüìîâié) ôîðìi çà äîïîìîãîþ êîíñòðóêòèâíî
ïîáóäîâàíî¨ ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ �ðiíà G(x, t, λ).

Òåîðåìà 3. ßêùî λ íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì
çàäà÷i (1), (7), òî ÿêi á íå áóëè âåêòîð-ôóíêöi¨ fj ∈
BV

+

p [a, b] (j = 0,m−l−1) iñíó¹ i äî òîãî æ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê y ∈ ACp

(
[a, b] × C)

íåîäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i (5), (7), ÿêèé çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

y(x, λ) =
m−l−1∑

j=0

∫ b

a

∂jG(x, t, λ)
∂tj

dfj(t), (26)

äå G(x, t, λ) � ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ �ðiíà.

78 Ìàòåìàòèêà



Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçïîäiëàìè ó êîåôiöi¹íòàõ

Òâåðäæåííÿ 1. Ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ �ðiíà G(x, t, λ) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi: 1) G(x, t, λ) íà êîæíîìó ç
iíòåðâàëiâ [a, t) i (t, b] çà çìiííîþ x ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (7); 2) G(x, t, λ) òà ¨¨ (êâàçi)ïîõiäíi çà
çìiííîþ x äî (m−l−1)-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, àáñîëþòíî
íåïåðåðâíèìè çà êîæíîþ çi çìiííèõ ïðè ôiêñîâàíié iíøié òà öiëèìè ôóíêöiÿìè âiä ïàðàìåòðà λ; 3) G(x, t, λ)
íà äiàãîíàëi x= t çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ñòðèáêiâ (ïðè l = E(m

2 ), ÿê î÷åâèäíî ç óìîâ (A) òà (B), ∆bi0(t) =
∆b0i(t) ≡ 0, i = 0, l):

G[q](t+0, t, λ)− G[q](t−0, t, λ) = Op, q = 0,m−l−2;

G[m−l−1](t+0, t, λ)− G[m−l−1](t−0, t, λ) =

=
m∑

i,k,ν=1

l∑
s=0

1−`√
2

B−1(t)∆bl−s,0(t)K(s)∗{i−1}∗(t, a, λ)
Wki(λ)Qkν

∆(λ)
K[ν−1](b, t, λ);

G[m−l−1+q](t+0, t, λ)− G[m−l−1+q](t−0, t, λ) =

=
m∑

i,k,ν=1

l∑
s=0

∆bl−s,q(t)K(s)∗{i−1}∗(t, a, λ)
Wki(λ)Qkν

∆(λ)
K[ν−1](b, t, λ)+Θql, q = 1, r−1;

G[m−l−1+q](t+0, t, λ)− G[m−l−1+q](t−0, t, λ) =

=
m∑

i,k,ν=1

( l∑
s=0

∆bl−s,q(t)K(s)∗{i−1}∗(t, a, λ)−λ

l∑
s=r

∆al−s,q(t)K(s)∗{i−1}∗(t, a, λ)
)
×

×Wki(λ)Qkν

∆(λ)
K[ν−1](b, t, λ)+Θql, q = r, l Θkν =

{
Op, k 6= ν;
Ep, k = ν;

òóò K(x, t, λ) � ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ Êîøi ê.-ä. ðiâíÿííÿ (1), êîòðà çà çìiííîþ x ¹ ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðíîãî
ðiâíÿííÿ (24) òàêèì, ùî

K[k]
x (x, t, λ)

∣∣∣
x=t

= Op, k = 0,m−2, K[m−1]
x (x, t, λ)

∣∣∣
x=t

= Ep, t ∈ [a, b], λ ∈ C,

Wki(λ) = −(
Vki(λ)

)τ
, äå Vki(λ) � ìàòðèöÿ ðîçìiðó p×p, ñêëàäåíà ç àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi

Uk

(K∗{i−1}∗(x, a, λ)
)
, k, i = 1,m; 4) G(x, t, λ) = G∗(t, x, λ) ïðè x 6= t;

Çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i (5), (7) ìîæíà ïîäàòè òàêîæ ó ôîðìi Øìiäòà,
êîòðà ìà¹ òó ïåðåâàãó ïåðåä ôðåäãîëüìîâîþ ôîðìîþ
(26), ùî â íié ÿâíî âiäîáðàæåíèé ìåðîìîðôíèé
õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêó âiäíîñíî êîæíîãî ïîëþñà λ =
λk, k = 1, 2, . . . .

Òåîðåìà 4. ßêùî λ íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì
çàäà÷i (1), (7), òî íåîäíîðiäíà êðàéîâà çàäà÷à (5),
(7) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y ∈ACp

(
[a, b]× C)

âèãëÿäó

y(x, λ) = λ
∑

k

yk(x)
λk(λ−λk)

( l∑

j=0

∫ b

a

y
(j)∗
k (t)dfj(t)+

+
m−l−1∑

j=l+1

`(−1)j−l+1

∫ b

a

y
[j]∗
k (t)dfj(t)

)
+ f(x) (27)

äå

f(x) =
m−l−1∑

j=0

∫ b

a

∂jG(x, t, 0)
∂tj

dfj(t), (28)

i ðÿä ñïðàâà â (27) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i
ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [a, b].

Âèïàäîê, êîëè ïàðàìåòð λ çáiãà¹òüñÿ ç d-êðàòíèì
âëàñíèì çíà÷åííÿì λk ç ïîñëiäîâíîñòi (22), òîáòî,
êîëè äëÿ äåÿêîãî k0

λ = λk, k ∈ I = {k0+1, k0+ 2, . . . , k0+ d},

çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ �ðiíà
G(x, t, λ) â òî÷êàõ âëàñíèõ çíà÷åíü [11, c. 90]. Ó öié
ñèòóàöi¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêîæ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. ßêùî λ ¹ d-êðàòíèì (1 ≤ d ≤ m)
âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷i (1), (7), òî íåîäíîðiäíà
çàäà÷à (5), (7) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî
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âèêîíóþòüñÿ òàêi d óìîâ:

l∑

j=0

∫ b

a

y
(j)∗
k (t)dfj(t)+

+
m−l−1∑

j=l+1

`(−1)j−l+1

∫ b

a

y
[j]∗
k (t)dfj(t) = 0, k ∈ I; (29)

ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçêè çîáðàæàþòüñÿ ó âèãëÿäi

y(x, λ) = f(x)+λ

∞∑

k/∈I

yν(x)
λk(λ−λk)

( l∑

j=0

∫ b

a

y
(j)∗
k (t)dfj(t)+

+
m−l−1∑

j=l+1

`(−1)j−l+1

∫ b

a

y
[j]∗
k (t)dfj(t)

)
+

∑

k∈I
ckyk(x),

(30)

äå f(x) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (28), ck � äîâiëüíi
ñòàëi i ðÿä ñïðàâà â (30) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i
ðiâíîìiðíî íà ïðîìiæêó [a, b].

IV. Äîâåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ
¤ Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. ßê âiäçíà÷àëîñÿ, ïåðøå

òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðî òå, ùî åâîëþöiéíà ìàòðèöÿ
Y(x, t, λ) ñèñòåìè (11) ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ âiä
ïàðàìåòðà λ, äîâåäåíî â [20]. Òîìó âñòàíîâèìî ëèøå
îöiíêó ρ ≤ 1

m−n , çâiäêè îäðàçó âèïëèâàòèìå [21, c. 39]
é òå, ùî Y(x, t, λ) � ôóíêöiÿ íóëüîâîãî ðîäó.

Äëÿ öüîãî ñèñòåìó (11) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

JŶ ′ =
[
Ĝ′(x) + λ

1
m−n H ′(x)

]
Ŷ , (31)

äå

Ŷ =
(
y, . . . , y[l−r], λ

1
n−m y[l−r+1], λ

2
n−m y[l−r+2], . . . , λ

m−n−1
n−m y[m−l+r−1], . . . , λ

m−n−1
n−m y[m−1]

)τ

,

à ìàòðèöÿ Ĝ′(x) ðîçìiðó mp×mp ìà¹ òàêó áëîêîâó ñòðóêòóðó (îïèñó¹ìî, ÿê i ðàíiøå, ëèøå íåíóëüîâi p× p

áëîêè Ĝkν k, ν = 1,m): ÿêùî m ïàðíå:

Ĝkν =





λ
m−n−1

n−m (B0,l−k+1B
−1
00 Bl−ν+1,0−Bl−ν+1,l−k+1), k, ν = 1, l;

−λ
m−n−1

n−m B0,l−k+1B
−1
00 , k = 1, l, ν = l+1;

−λ
m−n−1

n−m B−1
00 Bl−ν+1,0, k = l+1, ν = 1, l;

λ
1

m−n B−1
00 , k = ν = l+1;

λ
1

m−n Ep, k = 2, m, (k 6= l+1), ν = m−k+2;

ïðè íåïàðíîìó m

Ĝkν =





−λ
m−n−1

n−m Bl−ν+1,l−k+1, k, ν = 1, l;
(1−`)√

2
λ

m−n−2
n−m B0,l−k+1B

−1, k = 1, l, ν = l+1;
(1+`)√

2
λ

m−n−2
n−m B−1Bl−ν+1,0, k = l+1, ν = 1, l;

−λ
m−n−3

n−m B−1B00B
−1, k = ν = l+1;

− (1+`)√
2

λ
1

m−n B−1, k = l+1, ν = m−l+1;

− (1−`)√
2

λ
1

m−n B−1, k = m−l+1, ν = l+1;

λ
1

m−n Ep, k = 2,m, k 6= l+1,m−l+1, ν = m−k+2.

Åâîëþöiéíà ìàòðèöÿ Ŷ(x, t, λ) ñèñòåìè (31),
î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

Ŷ(x, t, λ) = Emp +
∫ x

t

d
[
Ĝ(s) + λ

1
m−n H(s)

]Ŷ(s, t, λ).

Ïåðåéøîâøè äî íîðì i çàñòîñóâàâøè óçàãàëüíåíó
ëåìó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà [22], îòðèìà¹ìî òàêó
îöiíêó:

‖Ŷ(x, t, λ)‖ ≤ mp exp
{

x
t

[
Ĝ+λ

1
m−n H

]
(s)

}
≤

≤ mp exp
{

b
a

[
Ĝ+λ

1
m−n H

]
(x)

}
. (32)

Ç âèãëÿäó ìàòðèöü Ĝ(x), H(x) íà ïiäñòàâi îçíà÷åííÿ
ïîâíî¨ âàðiàöi¨ ìà¹ìî, ùî ïðè |λ|→∞

b
a

[
Ĝ+λ

1
m−n H

]
(x) ≤ c1|λ|

1
m−n + o

(|λ| 1
m−n

)
,

i îöiíêà (32) íàáóâà¹ âèãëÿäó

‖Ŷ(x, t, λ)‖ ≤ c2 exp
{

c1|λ|
1

m−n + o
(|λ| 1

m−n
)}

,

äå ci = const > 0, i = 1, 2.
Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ c(ε) òàêå, ùî

‖Ŷ(x, t, λ)‖ ≤ exp
{

c(ε)·|λ| 1
m−n +ε

}
.

Öå, ôàêòè÷íî, îçíà÷à¹, ùî ïîðÿäîê öiëî¨ ôóíêöi¨
Ŷ(x, t, λ) íå ïåðåâèùó¹ 1

m−n .
Åâîëþöiéíi ìàòðèöi Y(x, t, λ) i Ŷ(x, t, λ) ïîâ'ÿçàíi

ôîðìóëîþ
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Y(x, t, λ) = T (λ)·Ŷ(x, t, λ), äå T (λ) = diag
(
Ep, . . . , Ep︸ ︷︷ ︸

l−r+1

, λ
1

m−n Ep, λ
2

m−n Ep, . . . , λ
m−n−1

m−n Ep, . . . , λ
m−n−1

m−n Ep︸ ︷︷ ︸
l−r+1

)
.

Ïîðÿäîê ôóíêöi¨ T (λ) ÿê ìíîãî÷ëåíà âiäíîñíî
λ äîðiâíþ¹ íóëåâi. Òîìó ïîðÿäîê öiëî¨ ôóíêöi¨
Y(x, t, λ)

ρ ≤ max
(
0, 1

m−n

)
= 1

m−n ,

ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ¥

¤ Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé y(x, λk) �
âëàñíà âåêòîð-ôóíêöiÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (7), ùî
âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λk. Òîäi íà ïiäñòàâi
ëåìè 1 çàäà÷à

JY ′
k = [G′(x) + λkH ′(x)]Yk, (33)

PYk(a) + QYk(b) = 0,

äå

Yk(x) =
(
y(x, λk), y[1](x, λk), . . . , y[m−1](x, λk)

)τ

,

(34)
¹ ñàìîñïðÿæåíîþ. Âíàñëiäîê óìîâ êîðåêòíîñòi (10)
äîáóòêè Y ∗

k JY ′
ν i Y ∗

k
′JYν iñíóþòü â ñåíñi òåîði¨

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, äî òîãî æ ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

(
Y ∗

k JYν

)′ = Y ∗
k JY ′

ν + Y ∗
k
′JYν =

= Y ∗
k

(
JY ′

ν

)− (
JY ′

k

)∗
Yν = Y ∗

k [G′ + λνH ′]Yν−
− Y ∗

k [G∗′ + λkH∗′]Yν = (λν − λk)Y ∗
k H∗′Yν ,

òîáòî

Y ∗
k (b)JYν(b)− Y ∗

k (a)JYν(a) =

= (λν − λk)
∫ b

a

Y ∗
k (x)dH(x)Yν(x).

Òóò âèêîðèñòàíî ðiâíÿííÿ (33) i âëàñòèâîñòi ìàòðèöü
J, H(x), G(x). ßêùî, êðiì òîãî, âðàõóâàòè óìîâó (15)

äëÿ Z ≡ Yk, Y ≡ Yν , òî îòðèìà¹ìî

(λν − λk)
∫ b

a

Y ∗
k (x)dH(x)Yν(x) = 0. (35)

Íåõàé λν = λk. Îñêiëüêè íà ïiäñòàâi óìîâè (14)∫ b

a

Y ∗
k (x)dH(x)Yk(x) > 0, òî ç ðiâíîñòi (35) î÷åâèäíî,

ùî λk = λk, òîáòî óñi âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i (1), (7)
¹ äiéñíèìè.

Ïðè λν 6= λk = λk çi ñïiââiäíîøåííÿ (35),
ÿêùî âðàõóâàòè ñòðóêòóðó ìàòðèöi H(x) i âåêòîðà
Yk(x), âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi (22)
âëàñíèõ âåêòîðiâ y(x, λk) i y(x, λν).

Âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷i ¹ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî
âèçíà÷íèêà ∆(λ) = det

[
Uk(Zν)

]m

k,ν=1
, äå

Z1(x, λ), . . . , Zm(x, λ) � ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà
ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (24). Íà ïiäñòàâi
íàñëiäêó 1 öi ðîçâ'ÿçêè ¹ öiëèìè ôóíêöiÿìè âiä
ïàðàìåòðà λ, òîìó ∆(λ) � òàêîæ öiëà ôóíêöiÿ.
Ùîéíî áóëî ïîêàçàíî, ùî âîíà íå ìà¹ íåäiéñíèõ
íóëiâ, òîìó íå àíóëþ¹òüñÿ òîòîæíî. Îòæå, ìíîæèíà
íóëiâ öi¹¨ ôóíêöi¨ íå ìà¹ ñêií÷åííî¨ ãðàíè÷íî¨
òî÷êè. ¥

¤ Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Ïîáóäó¹ìî ðîçâ'ÿçêè
êðàéîâèõ çàäà÷ ç êðàéîâèìè óìîâàìè (7) äëÿ ê.-ä.
ðiâíÿíü

M(y)− λN (y) = (−1)j+1f
(j+1)
j (x), j = 0,m−l−1

(36)
i ïiäñóìó¹ìî ¨õ.

Íåõàé K : [a, b]×[a, b]×C → Cp×p � ìàòðè÷íà
ôóíêöiÿ Êîøi ê.-ä. ðiâíÿííÿ (1). Òîäi çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ê.-ä. ðiâíÿííÿ (36) äëÿ
äîâiëüíîãî j = 0, m−l−1 ìà¹ âèãëÿä

yj(x) =





m∑

i=1

K∗{i−1}∗(x, a, λ)cj
i +

∫ x

a

K∗{j}∗(x, t, λ)dfj(t), j 6= l;

m∑

i=1

K∗{i−1}∗(x, a, λ)cj
i +

1−`
√

2

∫ x

a

K∗{l}∗(x, t, λ)B−1(t)dfl(t), j = l;

(37)

ñèìâîë {·} îçíà÷à¹ êâàçiïîõiäíó â ñåíñi ñïðÿæåíîãî äî (24) ðiâíÿííÿ [18, c. 50]. Âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ
êâàçiïîõiäíèõ

Z [k] = Z(k), k = 0, l−1; Z [l+k] = 1−`√
2

B∗(x)Z(l+k), k = 0,m−(2E(m
2 )+1);

Z [l+k] =
(
Z [l+k−1]

)′
, k = 1, 2(E(m

2 )−l); Z [m−l] = 1−`√
2

B∗(x)
(
Z [m−l−1]

)′
+

l∑
i=0

B∗
0i(x)Z(l−i);

Z [m−l+k] = −(
Z [m−l+k−1]

)′
+

l∑
i=0

B∗
ki(x)Z(l−i), k = 1, r−1.

Z [m−l+k] = −(
Z [m−l+k−1]

)′
+

l∑
i=0

B∗
ki(x)y(l−i)−λ

l∑
i=r

A∗ki(x)Z(l−i), k = r, l,

(38)
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ïåðåïèñó¹ìî (37) ó âèãëÿäi

yj(x) =
m∑

i=1

K∗{i−1}∗(x, a, λ)cj
i+

∫ x

a

K∗<j>∗(x, t, λ)dfj(t);

(39)
òóò ñèìâîë < ·> îçíà÷à¹ çâè÷àéíó ïîõiäíó (·) äëÿ
j = 0, l i êâàçiïîõiäíó {·} äëÿ j = l+1, m−l−1.

Ðîçâ'ÿçîê (39) ìiñòèòü m íåâiäîìèõ âåêòîðiâ cj
i .

Äëÿ ¨õ âiäøóêàííÿ íåîáõiäíî çàäîâîëüíèòè êðàéîâi
óìîâè (7). Âiäòàê ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè m ðiâíÿíü

m∑

i=1

Uk

(
K∗{i−1}∗(x, a, λ)

)
cj
i+

+
m∑

ν=1

Qkν

∫ b

a

K[ν−1]∗<j>∗(b, t, λ)dfj(t) = 0.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè λ íå ¹ âëàñíèì
çíà÷åííÿì, òî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹
íóëåâi. Òîìó âåêòîðè cj

i , i = 1,m âèçíà÷àþòüñÿ ç
ñèñòåìè îäíîçíà÷íî.

×åðåç Vki(λ) ïîçíà÷èìî ìàòðèöþ ïîðÿäêó p,
ñêëàäåíó ç àëãåáðà¨÷íèõ äîïîâíåíü åëåìåíòiâ
ìàòðèöi Uk

(
K∗{i−1}∗(x, a, λ)

)
, k, i = 1,m ó

âèçíà÷íèêó ∆(λ). Íåõàé Wki(λ) = −Vki(λ)τ . Òîäi
äëÿ i = 1,m

cj
i =

m∑

k,ν=1

Wki(λ)Qkν

∆(λ)

∫ b

a

K[ν−1]∗<j>∗(b, t, λ)dfj(t).

Ïiäñòàâëÿ¹ìî öi çíà÷åííÿ ó ôîðìóëó (39). Âèðàç

Gj(x, t, λ)=





m∑

i,k,ν=1

K∗{i−1}∗(x, a, λ)
Wki(λ)Qkν

∆(λ)
K[ν−1]∗<j>∗(b, t, λ), x < t;

m∑

i,k,ν=1

K∗{i−1}∗(x, a, λ)
Wki(λ)Qkν

∆(λ)
K[ν−1]∗<j>∗(b, t, λ)+

+K∗<j>∗(x, t, λ), x ≥ t

íàçèâà¹ìî ìàòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ �ðiíà êðàéîâî¨
çàäà÷i (36), (7). Ç îãëÿäó íà ñòðóêòóðó öi¹¨ ìàòðèöi
î÷åâèäíîþ ¹ òàêà ¨¨ âëàñòèâiñòü:

Gj(x, t, λ) =
∂jG0(x, t, λ)

∂tj
≡ ∂jG(x, t, λ)

∂tj
∀ j = 0, l.

(40)
Íà ïiäñòàâi (38) ìà¹ìî

K∗{l+k}∗(x, t, λ) =
∂kK∗{l}∗(x, t, λ)

∂tk
, k = 1,m−2l−1,

òîìó âëàñòèâiñòü (40) ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêîæ äëÿ

j = l+1,m−l−1, ùî é äîâîäèòü çîáðàæåííÿ (26). ¥
Çàóâàæåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 ìîæíà áóëî á

îòðèìàòè ÿê íàñëiäîê ç òåîðåìè À çi ñòàòòi [8], íà
ïiäñòàâi ÿêî¨ ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (8), (17) çà
óìîâè, ùî λ íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì, ìà¹ âèãëÿä

Y (x) =
∫ b

a

K(x, t, λ)dF (t), (41)

äå ðîçâ'ÿçóâàëüíå ÿäðî

K(x, t, λ)=

{
Y(x, a, λ)M [Y(b, a, λ)M −N ]−1Y(b, t, λ)J, x < t,

Y(x, a, λ)M [Y(b, a, λ)M −N ]−1Y(b, t, λ)J − Y(x, t, λ)J, x ≥ t
(42)

¹ åðìiòîâèì ó òîìó ðîçóìiííi, ùî K(x, t, λ) =
K∗(t, x, λ), ÿêùî x 6= t. Îäíàê äëÿ îòðèìàííÿ
êîíêðåòíîãî âèãëÿäó ðîçâ'ÿçêó âèáðàíèé íàìè
øëÿõ âèäà¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíiøèì. Òèì íå ìåíøå,

ïîðiâíþþ÷è çîáðàæåííÿ (26) i (41), ëåãêî çðîçóìiòè,
ùî ïåðøèé (p×mp)-áëîêîâèé ðÿäîê ÿäðà K(x, t, λ) ¹
òàêèì:

(
−G, . . . ,−∂l−1G

∂tl−1
,

1−`
√

2

∂lG
∂tl

B(t), `
∂l+1G
∂tl+1

,−`
∂l+1G
∂tl+1

, . . . ,−`
∂m−l−1G
∂tm−l−1

, Op, . . . , Op︸ ︷︷ ︸
l

)
. (43)

¤ Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1. Âëàñòèâiñòü 4)
¹ íàñëiäêîì åðìiòîâîñòi ðîçâ'ÿçóâàëüíîãî ÿäðà
K(x, t, λ). Âëàñòèâîñòi 1)�3) î÷åâèäíi çi ñòðóêòóðè

ìàòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ �ðiíà i âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ
îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (24) òà ñïðÿæåíîãî äî íüîãî.
Íàñïðàâäi, ìàòðè÷íi ôóíêöi¨ K∗{i}∗(x, t, λ), i =
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0,m−1 òà K∗[q](x, t, λ), q = 0,m−1 óòâîðþþòü
íîðìàëüíi ïðè x=t ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè
ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü, òîìó çà ðåçóëüòàòàìè
ðîáîòè [18] öi ôóíêöi¨ ðàçîì çi ñâî¨ìè êâàçiïîõiäíèìè
âiäïîâiäíî çà çìiííèìè x i t äî ïîðÿäêó m−l−1

âêëþ÷íî íàëåæàòü äî ïðîñòîðó ACp[a, b] ïðè
ôiêñîâàíié iíøié çìiííié, à êâàçiïîõiäíi âèùèõ
ïîðÿäêiâ ¹ åëåìåíòàìè ïðîñòîðó BV +

p [a, b]. Äî òîãî
æ äëÿ i = 0,m−1

K[q]∗{i}∗(x, t, λ) =

{
Ep, i + q = m− 1;
Op, i + q 6= m− 1,

∆xK[q]∗{i}∗(x, t, λ) = Op, q = 0,m−l−2,

∆xK[m−l−1]∗{i}∗(x, t, λ) =
l∑

s=0

1−`√
2

B−1(t)∆bl−s,0(t)K(s)∗{i}∗(t, a, λ)

∆xK[m−l−1+q]∗{i}∗(x, t, λ) =
l∑

s=0

∆bl−s,q(t)K(s)∗{i}∗(t, a, λ), q = 1, r−1,

∆xK[m−l−1+q]∗{i}∗(x, t, λ)=
l∑

s=0

∆bl−s,q(t)K(s)∗{i}∗(t, a, λ)− λ

l∑
s=r

∆al−s,q(t)K(s)∗{i}∗(t, a, λ), q = r, l.

¥

¤ Äîâåäåííÿ òåîðåì 4 i 5. Íà ïiäñòàâi
ëåìè 1 íåîäíîðiäíà êðàéîâà çàäà÷à (5), (7)
åêâiâàëåíòíà êðàéîâié çàäà÷i (8), (18). Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì
çíà÷åííÿì âiäïîâiäíî¨ ñàìîñïðÿæåíî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i (11), (18). Ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíÿííÿ (11) ÿê
íåîäíîðiäíå (ç íåîäíîðiäíiñòþ λH ′(x)Y ), ðîçâ'ÿçîê
öi¹¨ çàäà÷i íà ïiäñòàâi ôîðìóëè (41) ïîäà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi íàâàíòàæåíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ òèïó
Ôðåäãîëüìà-Ñòiëüòü¹ñà

Y (x) = λ

∫ b

a

K(x, s)dH(s)Y (s), (44)

ç ìàòðè÷íèì ÿäðîì K(x, s), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ (42) ïðè λ = 0. Äàëi, î÷åâèäíî, çàäà÷à (8),
(18) åêâiâàëåíòíà íåîäíîðiäíîìó iíòåãðàëüíîìó
ðiâíÿííþ

Y (x) = λ

∫ b

a

K(x, s)dH(t)Y (t) + F̂ (x),

ïðè÷îìó

F̂ (x) =
∫ b

a

K(x, s)dF (s). (45)

Ó âèïàäêó, êîëè λ = 0 ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì
çàäà÷i (11), (18), âèáèðà¹ìî òàêå çíà÷åííÿ λ0, ÿêå íå
¹ âëàñíèì, i ïåðåïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ (11) ó âèãëÿäi

JY ′ =
[
G+′(x) + λ−H ′(x)

]
Y, (46)

äå G+(x) = G(x)+λ0H(x), λ− = λ−λ0. Çðîçóìiëî, ùî
òîäi λ− = 0 íå ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì çàäà÷i (46), (18),
à òîìó çàñòîñîâíèìè ¹ âèêëàäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ.
Âiäçíà÷èìî, ùî âëàñíi âåêòîðè çàäà÷i (46), (18)
çáiãàþòüñÿ ç âëàñíèìè âåêòîðàìè çàäà÷i (11), (18),
ç òi¹þ ëèøå ðiçíèöåþ, ùî òåïåð Yk(x) âiäïîâiäà¹
çñóíóòîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ λ−k = λk − λ0.

Çà ðåçóëüòàòàìè ñòàòòi [8], ÿêøî λ íå çáiãà¹òüñÿ ç
æîäíèì iç âëàñíèõ çíà÷åíü ñàìîñïðÿæåíî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i (11), (18), òî iñíó¹ i ïðèòîìó ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i (8), (18), ùî çîáðàæà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi

Y (x, λ) = λ

∞∑

k=1

(
Yk(x)

λk(λk−λ)

∫ b

a

Y ∗
k (s)dF (s)

)
+ F̂ (x),

äå F̂ (x) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (45), ïðè÷îìó ðÿä
ó ïðàâié ÷àñòèíi ¹ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiæíèì
íà âiäðiçêó [a, b]. Çà óìîâè, êîëè λ çáiãà¹òüñÿ ç d-
êðàòíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì λk çàäà÷i (11), (18),
ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ çàäà÷i (8), (18) iñíó¹, ÿêùî i
òiëüêè ÿêùî

∫ b

a

Y ∗
k (s)dF (s) = 0, k ∈ I,

i ìà¹ âèãëÿä (ck � äîâiëüíi ñòàëi)

Y (x, λ) = λ
∑

k/∈I

(
Yk(x)

λk(λk−λ)

∫ b

a

Y ∗
k (s)dF (s)

)
+

+
∑

k∈I
ckYk(x) + F̂ (x).

Çâiäñè, ÿêùî âðàõóâàòè (20), (21), (34) i (43),
áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåì 4 i 5. ¥

V. Ïðèêëàä
Ïðîiëþñòðó¹ìî íà êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi ìåòîä

âiäøóêàííÿ ñïåêòðà çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ
âèãëÿäó (1), (7). Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíå ê.-ä. ðiâíÿííÿ
(ñèñòåìó) ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó
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(( 1
1+sinx 0

0 1
1+sinx

)
y′′

)′′

+ λ

((
3δ(x−π) 0

0 2δ(x−π
4 )

)
y′ +

(
δ(x−π

4 ) 0
0 −δ(x−π)

)
y

)′

−

− λ

((
δ(x−π

4 ) 0
0 −δ(x−π)

)
y′ +

(
0 2δ(x−π)

2δ(x−π) 0

)
y

)
= 0,

(47)

äå y = (u , v)τ , ðàçîì ç êðàéîâèìè óìîâàìè

y[k−1](0) = y[k−1](π), k = 1, 4. (48)

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êîåôiöi¹íòè öüîãî
ðiâíÿííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (A)-(C), à êðàéîâi
ìàòðèöi Pkν , Qkν (k, ν = 1, 4) ìàþòü âèãëÿä

Pkν = −Qkν =

{
E2, k = ν,

O2, k 6= ν,

i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (19) ïðè l = E
(

m
2

)
= 2.

Ââåäåìî êâàçiïîõiäíi çãiäíî ç ôîðìóëàìè (6):

y[1] = y′; y[2] =
( 1

1+sinx 0
0 1

1+sinx

)
y′′;

y[3] = −(
y[2]

)′ − λ

(
3δ(x−π) 0

0 2δ(x−π
4 )

)
y′−

− λ

(
δ(x−π) 0

0 −δ(x− π
4 )

)
y.

(49)

Òîäi çà äîïîìîãîþ âåêòîðà Y =
(
y, y[1], y[2], y[3]

)τ

çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ (47), (48) çâîäèòüñÿ äî
çàäà÷i âèãëÿäó

Y ′ = [(A′(x) + λB′(x)] Y, (50)

Y (0) = Y (π). (51)
Ìàòðèöi A′= (Akν) i B′= (Bkν), äå k, ν = 1, 4 ìàþòü
áëîêîâó ñòðóêòóðó. Îïèøåìî ¨õ íåíóëüîâi áëîêè:

A12 = E2, A23 = (1+ sinx)E2, A34 = −E2,

B31 =
(−δ(x−π

4 ) 0
0 δ(x−π)

)
,

B32 =
(−3δ(x−π) 0

0 −2δ(x−π
4 )

)
,

B41 =
(

0 −2δ(x−π)
−2δ(x−π) 0

)
,

B42 =
(−δ(x−π

4 ) 0
0 δ(x−π)

)
.

Âiäçíà÷èìî, ùî çàäà÷à (50), (51) ¹ çàäà÷åþ âèãëÿäó
(11), (9) ç ìàòðèöÿìè

J = (Jkν)k,ν=1,4, Jkν =





O2, k+ν 6= 5,

−E2, k+ν = 5, k < ν,

E2, k+ν = 5, k > ν,

G′ = JA′, H ′ = JB′, P = −Q = E8.
Îáèäâà ðiâíÿííÿ

(( 1
1+sinx 0

0 1
1+sinx

)
y′′

)′′

= 0 (52)

òà
((

3δ(x−π) 0
0 2δ(x−π

4 )

)
y′
)′

−
(

δ(x−π
4 ) 0

0 −δ(x−π)

)
y′+

+

((
δ(x−π

4 ) 0
0 −δ(x−π)

)
y

)′

−
(

0 2δ(x−π)
2δ(x−π) 0

)
y = 0

çà óìîâ (48) ìàþòü ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.
Âiäòàê íà ïiäñòàâi ëåìè 1 çàäà÷à (47), (48) ¹
ñàìîñïðÿæåíîþ, à ¨¨ ñïåêòð � äiéñíèì.

Äëÿ âiäøóêàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü öi¹¨ çàäà÷i
íàéïåðøå íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè åâîëþöiéíó ìàòðèöþ
Y(x, t, λ) ñèñòåìè (50). Íà iíòåðâàëàõ

(
0; π

4

)
i

(
π
4 ; π

)
ðiâíÿííÿ (47) ìà¹ âèãëÿä (52), à âiäïîâiäíà ñèñòåìà �

Y ′ = A′(x)Y. (53)

Ìàòðè÷íó ôóíêöiþ Êîøi ðiâíÿííÿ (52) (ç
âðàõóâàííÿì âèãëÿäó êâàçiïîõiäíèõ (49)) ìîæíà
îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ [23]

K(x, t) = −
x∫

t

(1 + sinξ)(x− ξ)(ξ − t)E2dξ.

Òîäi åâîëþöiéíà ìàòðèöÿ Ỹ(x, t) ñèñòåìè (53) ìà¹
òàêó áëîêîâó ñòðóêòóðó [24]:

Ỹij(x, t) =

{
E2, i = j,

O2, i > j,
i, j = 1, 4,

Ỹ12(x, t) = (x− t)E2,

Ỹ13(x, t) =
∫ x

t

(1+ sinξ)(x− ξ)E2dξ,

Ỹ14(x, t) = −
∫ x

t

(1 + sinξ)(x− ξ)(ξ − t)E2dξ,

Ỹ23(x, t) =
∫ x

t

(1+ sinξ)E2dξ,

Ỹ24(x, t) = −
∫ x

t

(1+ sinξ)(ξ − t)E2dξ,

Ỹ34(x, t) = −(x− t)E2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó ñòðèáêà ðîçâ'ÿçêó óçà-
ãàëüíåíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó
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Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè êâàçiäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðîçïîäiëàìè ó êîåôiöi¹íòàõ

òà âëàñòèâiñòü ãàðìîíi÷íîñòi ¨¨ åâîëþöiéíî¨ ìàòðèöi
[18], çàïèøåìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ åâîëþöiéíî¨
ìàòðèöi ñèñòåìè (50) â òî÷öi x = π, t = 0:

Y(π, 0, λ) =
(
E8 + ∆A(π) + λ∆B(π)

)
Y(

π−0, π
4

)×

×
(
E8 + ∆A

(
π
4

)
+ λ∆B

(
π
4

))Y(
π
4−0, 0

)
.

Çàóâàæèìî, ùî

Y(
π−0, π

4

)
= Ỹ(

π, π
4

)
, Y(

π
4−0, 0

)
= Ỹ(

π
4 , 0

)
.

Ïîçíà÷èìî ∆C(x, λ) = E8 + ∆A(x) + λ∆B(x).
Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (50) ó òî÷öi x = π îá÷èñëþ¹òüñÿ
çà ôîðìóëîþ

Y (π, λ) = ∆C(π, λ)Ỹ(
π, π

4

)
∆C

(
π
4 , λ

)Ỹ(
π
4 , 0

)
Y0. (54)

Âèêîðèñòîâóþ÷è êðàéîâi óìîâè (51) òà ôîðìóëó
(54), îäåðæèìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ
âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü çàäà÷i (47), (48):

Det
[
E8 −∆C(π, λ)Ỹ(

π, π
4

)
∆C

(
π
4 , λ

)Ỹ(
π
4 , 0

)]
= 0.

Î÷åâèäíî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì áóäå
ìíîãî÷ëåí âiä λ, i öå ¹ çðîçóìiëèì íàñëiäêîì òîãî,
ùî ïåðâiñíà ìàòðèöi-ìiðè ïðè ïàðàìåòði λ â ðiâíÿííi
(47) ¹ ñõiä÷àñòîþ ìàòðèöåþ-ôóíêöi¹þ çi ñêií÷åííîþ

êiëüêiñòþ òî÷îê ðîçðèâiâ. Ó öüîìó âèïàäêó öå ¹
ìíîãî÷ëåí 12-ãî ñòåïåíÿ, êîðåíi ÿêîãî i ¹ âëàñíèìè
çíà÷åííÿìè çàäà÷i (47), (48): λ1 ≈ −6.655 � êîðiíü
êðàòíîñòi 4, λ5 ≈ −2.259 · 10−12, λ6 = 0, λ7 ≈ 0.941,
λ8 ≈ 1.18, λ9 ≈ 2.534 � êîðiíü êðàòíîñòi 4.

Âèñíîâêè

Âèêîðèñòàííÿ êîíöåïöi¨ êâàçiïîõiäíèõ äà¹ çìîãó
âiäìîâèòèñü âiä âèìîã ãëàäêîñòi êîåôiöi¹íòiâ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ, à âiäòàê ¹ åôåêòèâíèì çàñî-
áîì äîñëiäæåííÿ çàäà÷ íà âëàñíi çíà÷åííÿ (ÿê
îäíî÷ëåííîãî, òàê i áàãàòî÷ëåííîãî êëàñiâ), à
òàêîæ íåîäíîðiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñêàëÿðíèõ
i âåêòîðíèõ ê.-ä. ðiâíÿíü äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó ç ðîçïîäiëàìè ó êîåôiöi¹íòàõ.

Âàæëèâèìè ¹ òàêîæ ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ çàäà÷i
(1), (7) íà ïiâîñi, òî÷íiøå äîñëiäæåííÿ ïîñëiäîâíîñòi
òàêèõ çàäà÷, ïîáóäîâàíî¨ ç ìåòîþ ïðîâåäåííÿ
ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó â äåÿêèõ ðåçóëüòàòàõ òåîði¨
(çàçâè÷àé â òåîðåìi ïðî ðîçâèíåííÿ). Îäíàê ó
ñèíãóëÿðíîìó âèïàäêó çàìiñòü ðîçâèíåííÿ â ðÿä çà
âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ìîæíà îòðèìóâàòè ðîçâèíåííÿ
â iíòåãðàë. Öÿ îáñòàâèíà îáóìîâëåíà òèì, ùî ñïåêòð
íåðåãóëÿðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà ìîæå
ìiñòèòè, îêðiì äèñêðåòíî¨, íåïåðåðâíó ÷àñòèíó.
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BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR SYSTEMS OF QUASIDIFFERENTIAL
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The spectral properties of the eigenvalue problem for system of quasidi�erential equations with
distributions as coe�cients are researched. The necessary and su�cient existence conditions
of solutions of corresponding nonhomogeneous boundary value problem are established. The
representation of this solutions is given in an integral (Fredholm) form with the aid of structurally
constructed Green matrix-function and in (Schmidt) form of absolutely equiconvergent series
after eigen vector-function.
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