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ДВОЛIПШИЦЕВI ВIДОБРАЖЕННЯ ТА АНАЛОГ ТЕНЗОРНОГО ДОБУТКУ
МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРIВ

Наведенi деякi властивостi вiльного банахового простору та його норми, проективного
тензорного добутку вiльних банахових просторiв та побудовано аналог тензорного добутку
метричних просторiв, використовуючи лiпшицевi вiдображення.

Some properties of a free Banach space and its norm, the projective tensor product of free
Banach spaces are established and an analogue of the tensor product for metric spaces is constructed
using Lipschitz mappings.

1 Основнi означення та попере-
днi вiдомостi

Дослiдження лiпшицевих функцiй з використанням
конструкцiї вiльного банахового простору є досить
перспективним, оскiльки дозволяє лiпшицевi вiдо-
браження та бiльш загальнi нелiнiйнi вiдображен-
ня дослiджувати методами теорiї лiнiйних операто-
рiв. Означення вiльного локально опуклого просто-
ру ввiв А. Марков у 1941 роцi [1]. Д. Райков по-
будував вiльний локально опуклий простiр цiлком
регулярного простору, вiльний локально опуклий
простiр рiвномiрного простору та вiльний локаль-
но опуклий простiр рiвномiрного простору з вiдмi-
ченою точкою [2].

Розглянемо вiдображення F : X → Y, де X, Y−
метричнi простори. Вiдображення F : X → Y, нази-
вається лiпшицевим на просторi X, якщо iснує ста-
ла c > 0 така, що для довiльних елементiв x1, x2 ∈ X
справедлива нерiвнiсть

ρ(f(x1), f(x2)) ≤ cρ(x1, x2),

де ρ(x1, x2)− вiдстань мiж елементами простору X,
ρ(f(x1), f(x2)) – вiдстань мiж елементами простору
Y. Найменша можлива стала c називається сталою
Лiпшица. Нехай (X, ρ)− метричний простiр з дiй-
снозначною невiд’ємною функцiєю α(x), яка задо-
вольняє такi умови:

|α(x1)− α(x2)| ≤ ρ(x1, x2) ≤ α(x1) + α(x2),

для всiх x1, x2 ∈ X. Функцiю α(x) називаємо нор-
мою простору X. Довiльний метричний простiр X
є нормованим вiдносно норми α(x) := ρ(θ, x), де θ є
фiксованою точкою простору X. Позначимо через
Lip 0(X, E) пiдмножину всiх лiпшицевих вiдобра-
жень F (x) з нормованого метричного простору X
з вiдмiченою точкою θ та нормою α(x) у нормова-

ний лiнiйний простiр E, таких, що

|F (x)| ≤ LF α(x),

де LF – лiпшицева стала. Лiпшицеве вiдображен-
ня на довiльному просторi з вiдмiченою точкою на-
лежить класу Lip 0(X, E) тодi i тiльки тодi, коли
F (θ) = 0. Простiр Lip 0(X, E) є банаховим просто-
ром з нормою ‖F‖ = LF .

Вiдомою є наступна теорема:

Теорема 1.1. Нехай X− нормована множина.
Iснує єдиний, з точнiстю до iзометричного iзомор-
фiзму банахiв простiр B(X) над полем K, а також
iзометричне вкладення ν : X → B(X) такi, що

1. Вектори ν(x) є лiнiйно незалежними у B(X)
для α(x) > 0 i лiнiйна оболонка елементiв ν(x)
є щiльною в B(X).

2. Довiльне вiдображення F з Lip 0(X, E) може
бути продовжене до лiнiйного неперервного
оператора F̃ : B(X) → E, причому ‖F̃‖ = LF

для довiльного нормованого простору E.

3. Якщо K = R, або K = C, тодi для довiльної
замкненої пiдмножини X0 ⊂ X з фiксованою
точкою θ ∈ X0 включення X0 → X продовжу-
ється до iзометричного вкладення банахових
просторiв B(X0) → B(X).

Перше i друге твердження теореми 1.1 були не-
залежно доведенi Ж. Флудом [4, с. 23], В. Пестовим
[5] i Н. Вiвером [7, с. 41]. Третє твердження теореми
доведено В. Пестовим [6] i Н. Вiвером [7, с. 42].

Простiр B(X) називається вiльним банаховим
простором.

Отже, згiдно з теоремою, простiр Lip 0(X, E) є
iзометричним до простору L(B(X), E) всiх непе-
рервних лiнiйних операторiв з B(X) у E. Через
spanX будемо позначати лiнiйну оболонку множи-
ни ν(X) у B(X). Нехай x ∈ spanX ⊂ B(X), тодi
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через supp x позначимо скiнченний набiр елементiв
{x1, . . . , xn} ⊂ X такий, що

x =
∑

k

akxk

де xk = ν(xk), ak ∈ R. Звуження A|X довiльного
оператора A ∈ L(B(X), E) на X ⊂ B(X) є лiпшице-
вим вiдображенням на X. Оскiльки простiр spanX

є щiльним у B(X), то лiнiйне продовження Ã|X опе-
ратора A|X на B(X) збiгається з оператором A. От-
же, ‖A‖ = ‖Ã|X‖ = LA|X i вiдображення A 7→ A|X є
iзометричним iзоморфiзмом лiнiйних просторiв. Iн-
шими словами, наступна дiаграма є комутативною

X
ν−→ B(X)

F ∈ Lip 0(X, E) ↓ ↙ F̃ ∈ L(B(X), E).

E

Зауважимо, що вiдображення ν є лiпшицевим i

Lν = 1.

Нехай X, Y− метричнi простори з вiдмiченими
точками θx i θy i нормами α(x) = ρ(θx, x) i α(y) =
ρ(θy, y) вiдповiдно.

Розглянемо вiдображення g(x, y), визначене на
декартовому добутку просторiв X × Y зi значення-
ми у нормованому просторi E. Позначимо Ay(x) вi-
добрження з X в E таке, що Ay(x) = g(x, y) для
кожного фiксованого y ∈ Y. Аналогiчно визначимо
оператор Ax(y) = g(x, y), який дiє з Y в E при ко-
жному фiксованому x ∈ X.

Вiдображення g(x, y) : X × Y → E називаєть-
ся дволiпшицевим або нарiзно лiпшицевим, якщо
Ax(y) є лiпшицевим для кожного фiксованого x ∈
X i Ay(x) є лiпшицевим для кожного фiксованого
y ∈ Y. Для даного дволiпшицевого вiдображення
g(x, y) позначимо через G : x 7→ Ax оператор, який
кожному елементу x ∈ X ставить у вiдповiднiсть
лiпшицеве вiдображення Ax. Дволiпшицевi вiдобра-
ження дослiджувалися, зокрема, у [3].

2 Основнi результати
Нехай X− метричний простiр з нормою αX i фi-
ксованою точкою θ. Наступна лема є добре вiдомою
(див. [2], [5]).

Лема 2.1. Для кожного елемента u ∈ spanX, та
деякого скiнченного набору λi, µj ∈ R i xi, yi, zj ∈
supp u, виконуються наступнi рiвностi:

u =
∑

i

λi(xi − yi) +
∑

j

µjzj (1)

i
‖u‖ =

∑
i

|λi|ρX(xi, yi) +
∑

j

|µj |αX(zj). (2)

Наслiдок 2.1. Нехай u ∈ spanX, тодi норма u в
B(X) може бути обчислена за формулою

‖u‖ = inf
n∑

k=1

|λk|ρ(xk, yk) = inf
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖,

де iнфiмум береться по всiх таких зображеннях
елемента u:

u =
n∑

k=1

λk(xk − yk).

Доведення. Нехай u =
n∑

k=1

λk(xk − yk). Тодi

‖u‖ ≤
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖.

Отже,

‖u‖ ≤ inf
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖. (3)

З iншого боку рiвностi (1) i (2) показують, що iснує
зображення елемента u, для якого

‖u‖ =
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖.

Таким чином,

‖u‖ ≥ inf
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖. (4)

Враховуючи (3) та (4) робимо висновок, що

‖u‖ = inf
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖.

Розглянемо множину

ΩX = {x− y |x, y ∈ X, x 6= y} ∪ θ ⊂ B(X).

Позначимо через `1(ΩX) формальну лiнiйну оболон-
ку множини ΩX , поповнену вiдносно `1-норми. Тоб-
то, кожен елемент ω має вигляд формальної суми

ω =
∞∑

k=1

ak(xk − yk),
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де xk, yk ∈ X i

‖ω‖`1(ΩX) =
∞∑

k=1

|ak|‖xk − yk‖.

Кожнiй формальнiй сумi з `1(ΩX) можна поставити

у вiдповiднiсть ряд
∞∑

k=1

ak(xk− yk) в просторi B(X),

який, очевидно, збiгається до деякого елемента цьо-
го простору.

Позначимо через V0 замкнений лiнiйний пiдпро-

стiр в `1(ΩX), для елементiв якого
∞∑

k=1

ak(xk−yk) = 0

в B(X). Тодi, з наслiдку 2.1 та означення норми
фактор-простору випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 2.2. Вiльний банахiв простiр B(X)
є iзометрично-iзоморфним до фактор-простору
`1(Ω(X))/V0.

Нехай X, Y – метричнi простори. Розглянемо лi-
нiйний простiр Σ формальних сум

∑
i

λi(xi, yi), де

(xi, yi) ∈ ΩX × ΩY . Очевидно, що множина елемен-

тiв Σ0 = {
n∑

k=1

γk(xk, θy) +
n∑

j=1

µj(θx, yj)} є лiнiйним

пiдпростором Σ.
Розглянемо фактор-простiр Σ̃ = Σ/Σ0. Позначи-

мо клас еквiвалентностi елемента (x, y) через (x � y)
i X � Y = {x � y |x ∈ ΩX , y ∈ ΩY }. Для кожного
елемента ω ∈ Σ̃ визначимо норму

‖ω‖ := inf
∑

k

|λk|‖uk − u′k‖‖vk − v′k‖, (5)

де iнфiмум береться по всiх зображеннях елемента
ω у такому виглядi:

ω =
∑

k

λk(uk − u′k) � (vk − v′k) (6)

де uk, u′k ∈ X, vk, v′k ∈ Y .

Теорема 2.1. Поповнення простору Σ̃ вiдносно
норми (5) iзометрично iзоморфне проективному
тензорному добутку B(X)

⊗̂
πB(Y ) банахових про-

сторiв B(X) та B(Y ).

Доведення. Достатньо довести iзометричний iзо-
морфiзм просторiв Σ̃ i spanX ⊗π spanY. Виберемо
довiльний елемент v ∈ spanX⊗πspanY. Його можна
записати у такому виглядi

v =
n∑

i=1

γixi ⊗
n∑

j=1

µjyj =
n∑

i,j=1

γiµjxiyj ,

де xi ∈ ΩX , yj ∈ ΩY . Перепозначивши γiµj через λk,

отримаємо елемент ω =
n∑

k=1

λkxk�yk, який належить

простору Σ̃.

Запишемо норму елемента v =
n∑

i=1

xi ⊗ yi де v ∈

spanX ⊗π spanY :

‖v‖π = inf
n∑

i=1

‖xi‖‖yi‖,

де xi =
n∑

j=1

γi
jx

i
j , а yi =

n∑
k=1

µi
kyi

k
. Зображення еле-

мента у виглядi (6) є частковим випадком зображе-

ння v =
n∑

i=1

xi ⊗ yi, отже,

‖v‖π ≤ ‖ω‖. (7)

З iншого боку, для кожного ε > 0 знайдеться
такий скiнченний набiр xi ∈ spanX, yi ∈ spanY , що

‖v‖π ≥
∑

i

‖xi‖‖yi‖ − ε.

Враховуючи наслiдок 2.1 отримаємо, що

‖v‖π ≥ ‖ω‖ − 2ε.

Оскiльки це вiрно для довiльного ε > 0, то

‖v‖π ≥ ‖ω‖. (8)

Враховуючи (7) та (8) робимо висновок, що

‖v‖π = ‖ω‖.

З доведеної теореми, зокрема, випливає, що X�Y
вкладається в B(X)⊗̂πB(Y ). Проективна тензорна
норма простору B(X)⊗̂πB(Y ) iндукує метрику на
X � Y, яка має вигляд

ρ((x1 − x′1) � (y1 − y′1), (x2 − x′2) � (y2 − y′2)) =

‖(x1 − x′1) � (y1 − y′1)− (x2 − x′2) � (y2 − y′2)‖ =

‖(x1 − x′1)⊗ (y1 − y′1)− (x2 − x′2)⊗ (y2 − y′2)‖π (9)

Таким чином X � Y є метричним простором з
вiдмiченою точкою θX � θY .

Теорема 2.2. B(X � Y ) = B(X)
⊗̂

πB(Y ).

Доведення. Розглянемо елемент w ∈ X � Y. Врахо-
вуючи вигляд елементiв множин ΩX i ΩY елемент
w можна подати у такому виглядi:

w = (x′ − x′′) � (y′ − y′′). (10)

Для доведення теореми достатньо розглянути
множину span (X � Y ), яка є щiльною у B(X) �
B(Y ). Виберемо елемент p ∈ span (X � Y ). Оскiльки
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span (X � Y )− лiнiйна оболонка простору X � Y, то
p має наступне зображення

p =
∑

k

λkwk,

яке, враховуючи лему 2.1, запишемо у виглядi:

p =
∑

k

λk(wk − wk),

де wk, wk ∈ supp p. Знайдемо норму p :

‖p‖ = inf
∑

k

|λk|‖wk − wk‖.

Враховуючи зображення (10) можна отримати, що

‖p‖ = inf
∑

k

|λk|‖(x′k − x′′k) � (y′
k
− y′′

k
)−

−(x′k − x
′′
k) � (y′

k
− y

′′
k
)‖.

З рiвностi (9) випливає, що

‖p‖ = inf
∑

k

|λk|‖(x′k − x′′k)⊗ (y′
k
− y′′

k
)−

−(x′k − x
′′
k)⊗ (y′

k
− y

′′
k
)‖π.

Отже,

‖p‖B(X�Y ) = ‖p‖B(X)⊗̂πB(Y ).

Розглянемо дволiпшицеве вiдображення g(x, y).
У [3] доведено таку теорему:

Теорема 2.3. Нехай g(x, y) – дволiпшицеве вi-
дображення i G : x 7→ Ax належить класу
Lip 0(X, Lip 0(Y, E)). Тодi iснує неперервне бiлiнiй-
не вiдображення D : B(X) × B(Y ) → E таке,
що D(x, y) = g(x, y) для всiх x ∈ X та y ∈ Y i
‖D‖ = LG.

Зауважимо, що обернене твердження також вiр-
не: якщо D : B(X)×B(Y ) → E є неперервним бiлi-
нiйним вiдображенням, тодi вiдображення g(x, y) =
D(x, y) є дволiпшицевим, яке задовольняє умови
теореми 2.3.

Вiдомо, що для неперервного бiлiнiйного вiд-
ображення D iснує неперервний оператор Φg на
проективному тензорному добутку B(X)⊗̂πB(Y )
такий, що Φg = D(u, v) для довiльних елементiв u ∈
B(X), v ∈ B(Y ). З цього випливає, що дволiпшицеве
вiдображення g(x, y) задовольняє умови теореми 2.3
тодi i тiльки тодi, коли Φg(x⊗y) = g(x, y) для деяко-
го неперервного лiнiйного оператора Φg. Таким чи-
ном, множина всiх нарiзно лiпшицевих функцiй, якi

задовольняють умови теореми 2.3 може бути ото-
тожнена з простором всiх неперервних бiлiнiйних
форм на B(X)×B(Y ) :

L(2B(X)×B(Y )) = (B(X)⊗̂πB(Y ))′

i норма довiльного елемента q ∈ B(X)⊗̂πB(Y ) може
бути обчислена за формулою:

‖q‖ = sup ‖Φ‖≤1|Φ(q)|,

де Φ ∈ (B(X)⊗̂πB(Y ))′ i ‖Φ‖ дорiвнює лiпшице-
вiй константi звуження Φ на X � Y ⊂ B(X � Y ) =
B(X)⊗̂πB(Y ).

Зауважимо, що не кожне дволiпшицеве вiдобра-
ження g(x, y) визначене на декартовому добутку ме-
тричних просторiв X та Y з нормами αX та αY та
вiдмiченими точками θX та θY вiдповiдно, може бу-
ти продовжене до лiнiйного на проективному тен-
зорному добутку вiльних банахових просторiв B(X)
та B(Y ). Вiдома функцiя Шварца

f(x, y) =
{ xy

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)
0, (x, y) = (0, 0)

є дволiпшицевою функцiєю на R×R, яка не продов-
жується до неперервної бiлiнiйної форми на B(R)×
B(R). Легко бачити, що f(x, y) не задовольняє умо-
ви теореми 2.3.
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