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1. Введение

Классическая теорема Винера утверждает, что если комплекснозначная функция

𝑓(𝑡) =
+∞∑︁

𝑘=−∞

𝑎𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡, 𝑡 ∈ R,

задается абсолютно сходящимся рядом Фурье и для произвольного 𝑡 ∈ [0, 2𝜋) функ-
ция 𝑓 не обращается в нуль, то функция 1/𝑓 также имеет абсолютно сходящийся ряд
Фурье. Доказательство этой теоремы, предложенное Гельфандом в 40-х годах два-
дцатого века, является первым ярким примером применения теории Гельфанда и
легко обобщается на многомерный случай. Идея Гельфанда заключалась в том, что-
бы описать множество комплексных гомоморфизмов (или, что то же самое, характе-
ров) 𝑀(𝑊 (R)) алгебры Винера 𝑊 (R). Эти характеры естественным образом отож-
дествляются с функционалами вычислений значений в точках 𝑡 ∈ [0, 2𝜋). Поэтому
все функции, которые не принимают нулевых значений на [0, 2𝜋), являются обрати-
мыми. Положив 𝑧 = 𝑒𝑖𝑡, 𝑔(𝑧) =

∑︀+∞
𝑘=−∞ 𝑎𝑘𝑧

𝑘, получим, что 𝑀(𝑊 (R)) можно описать
как множество 𝑆1 = {𝑧 ∈ C, |𝑧| = 1}. Используя данный подход, можно рассмотреть
также аналогичный вопрос для алгебры 𝑊+(R) ⊂ 𝑊 (R), которая состоит из абсо-
лютно сходящихся рядов Фурье по неотрицательным степеням, а именно каждая
функция 𝑓 ∈𝑊+(R) имеет вид

𝑓(𝑡) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡, 𝑡 ∈ R.
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В этом случае функции 𝑔(𝑧) = 𝑔(𝑒𝑖𝑘𝑡) = 𝑓(𝑡) можно однозначно продолжать до ана-
литических функций ̃︀𝑔(𝑧) на множестве 𝐷1 = {𝑧 ∈ C, |𝑧| 6 1}. Таким образом,
каждый характер алгебры 𝑊+(R) имеет вид 𝛿𝑧 : 𝑔 → ̃︀𝑔(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷1. Поэтому функ-
ция 𝑔(𝑧) является обратимой в 𝑊+(R) тогда и только тогда, когда ̃︀𝑔(𝑧) не имеет
нулей в 𝐷1. Заметим, что алгебра 𝑊 (R) изоморфна сверточной алгебре ℓ1. В слу-
чае функции от 𝑛 переменных с абсолютно сходящимся рядом Фурье множество
характеров 𝑀(𝑊 (R𝑛)) совпадает с множеством 𝑇𝑛 = 𝑆1 × · · · × 𝑆1. Наша задача –
обобщить эти результаты для бесконечномерных банаховых пространств.

Полученные в данной работе результаты тесно связаны с проблемой описания
множества характеров, которое принято отождествлять с множеством максималь-
ных идеалов (см. теорему 2.3 в [1]) равномерных алгебр аналитических функций
в областях банаховых пространств. Изучение различных алгебр аналитических
функций, которые приближаются полиномами в равномерной топологии на бана-
ховых пространствах, началось с работ [2], [3]. В фундаментальной статье [4] рас-
смотрен вопрос о множестве максимальных идеалов таких алгебр. В дальнейшем
эта тематика развивалась многими авторами в различных направлениях (см., напри-
мер, обзор [5]).

2. Основные обозначения и вспомогательные результаты

В этом пункте приведем некоторые известные факты из теории полиномиальных
и аналитических отображений на банаховых пространствах, которыми мы пользу-
емся.

Пусть 𝑋, 𝑌 – банаховы пространства над полем K, где K = R или K = C. Отобра-
жение 𝑃𝑛 : 𝑋→ 𝑌 называется 𝑛-однородным полиномом, если существует симметри-
ческое 𝑛-линейное отображение 𝐵 : 𝑋𝑛 → 𝑌 такое, что 𝑃𝑛(𝑥) = 𝐵(𝑥, . . . , 𝑥) для всех
𝑥 ∈ 𝑋. Если

𝑃 (𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑃𝑘(𝑥),

то 𝑃 называется полиномом степени 𝑛 при условии, что 𝑃𝑛 ̸= 0. Через 𝒫(𝑛𝑋,𝑌 )
будем обозначать пространство 𝑛-однородных непрерывных полиномов из 𝑋 в 𝑌 .
В случае 𝑌 = K мы будем использовать обозначение 𝒫(𝑛𝑋) вместо 𝒫(𝑛𝑋,K). Оче-
видно, что 𝒫(1𝑋) =𝑋 ′ – пространство линейных непрерывных функционалов на 𝑋.

Полином 𝑃 ∈ 𝒫(𝑛𝑋) называется полиномом конечного типа, если 𝑃 является
конечной суммой конечных произведений линейных непрерывных функционалов.
Пополнение пространства 𝑛-однородных полиномов конечного типа в топологии рав-
номерной сходимости на единичном шаре называют пространством 𝑛-однородных
аппроксимируемых полиномов и обозначают 𝒫c(𝑛𝑋).

Пусть 𝑋 – банахово пространство. Полином 𝑃 ∈ 𝒫(𝑛𝑋) называется ядерным,
если существует ограниченная последовательность {𝜙𝑗}∞𝑗=1 ⊂ 𝑋 ′ и числовая после-
довательность (𝜆𝑗)∞𝑗=1 ∈ ℓ1 такие, что

𝑃 (𝑥) =
∞∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝜙
𝑛
𝑗 (𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋.
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Полином 𝑃 ∈ 𝒫(𝑛𝑋) называется интегральным, если существует регулярная бо-
релевская мера 𝜇 конечной вариации на единичном шаре (𝐵𝑋′ , 𝜎(𝑋 ′, 𝑋)) такая, что

𝑃 (𝑥) =
∫︁

𝐵𝑋′

𝜑(𝑥)𝑛 𝑑𝜇(𝜑) (2.1) {eq2.1}

для всех 𝑥 ∈ 𝑋, где 𝜑 ∈ 𝐵𝑋′ . Интегральные полиномы были введены в работе
Динина [6].

Пусть
⨂︀𝑛

𝑠,𝜋 𝑋 – симметрическая проективная 𝑛-я тензорная степень простран-
ства 𝑋. То есть,

⨂︀𝑛
𝑠,𝜋 𝑋 является пополнением алгебраического симметрического

тензорного произведения
⨂︀𝑛

𝑠 𝑋 относительно нормы

‖𝑤‖ = inf
{︂ ∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑛

‖𝑥𝑖1‖ · · · ‖𝑥𝑖𝑛
‖ : 𝑤 =

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑛

𝑥𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝑥𝑖𝑛

}︂
,

где 𝑤 ∈
⨂︀𝑛

𝑠 𝑋. Тогда справедлива следующая теорема (см. раздел 2 в работе [7]):

Теорема 1. Существует эквивалентная норма ||| · ||| на
⨂︀𝑛

𝑠,𝜋 𝑋 , которая име-
ет вид

|||𝑤||| = inf
{︂ ∞∑︁

𝑖=1

‖𝑥𝑖‖𝑛 : 𝑤 =
∞∑︁

𝑖=1

𝑛⨂︁
𝑥𝑖

}︂
,

такая, что пространство линейных непрерывных операторов из пространства⨂︀𝑛
𝑠,𝜋 𝑋 с нормой ||| · ||| в пространство 𝑌 – ℒ((

⨂︀𝑛
𝑠,𝜋 𝑋, ||| · |||), 𝑌 ) – изометрично

𝒫(𝑛𝑋,𝑌 ) для произвольного банахова пространства 𝑌 и для ||| · ||| выполняется
оценка

‖𝑤‖ 6 |||𝑤||| 6 𝑐(𝑛,𝑋)‖𝑤‖, 1 6 𝑐(𝑛,𝑋) 6
𝑛𝑛

𝑛!
. (2.2) {eq2.2}

Наряду с проективным тензорным произведением часто рассматривается инъ-
ективное

⨂︀𝑛
𝑠,𝜀𝑋, которое можно определить как пополнение пространства

⨂︀𝑛
𝑠 𝑋

относительно нормы

‖𝑤‖𝜀 = sup
𝑓1,...,𝑓𝑛∈𝑋′, ‖𝑓1‖61,...,‖𝑓𝑛‖61

∑︁
|𝑓1(𝑥𝑖1) · · · 𝑓𝑛(𝑥𝑖𝑛)|,

где 𝑤 ∈
⨂︀𝑛

𝑠 𝑋.
Пусть 𝑋, 𝑌 – банаховы пространства, Ω – открытое подмножество в 𝑋. Отоб-

ражение 𝑓 : Ω → 𝑌 называется аналитическим в Ω, если для каждой точки 𝑥0 ∈ Ω
существует окрестность нуля 𝑉0 ⊂ 𝑋 такая, что 𝑉0 + 𝑥 ⊂ Ω и для каждого 𝑥 ∈ 𝑉0

𝑓(𝑥+ 𝑥0) =
∞∑︁

𝑘=0

𝑃𝑘(𝑥), (2.3) {eq2.3}

где 𝑃𝑘 – непрерывные 𝑘-однородные полиномы, 𝑃0 – константа в 𝑌 и ряд (2.3) схо-
дится равномерно в окрестности 𝑉0. Разложение (2.3) совпадает с рядом Тейлора
функции 𝑓 , а 𝑃𝑘(𝑥) = ̂︀𝑑 𝑘

𝑥0
𝑓(𝑥)/𝑘! – сужение на диагональ (𝑥, . . . , 𝑥) 𝑘-й производной

Фреше функции 𝑓 в точке 𝑥0. Обозначим 𝐻(Ω, 𝑌 ) пространство всех аналитиче-
ских отображений из Ω в 𝑌 . Аналитическая функция 𝑓 называется целой, если она

2 Математические заметки, т. 97, вып. 2



194 А.В. ЗАГОРОДНЮК, М.А. МИТРОФАНОВ

определена на всем пространстве 𝑋. Пусть 𝑓 ∈ 𝐻(Ω, 𝑌 ), где Ω – открытое подмно-
жество в 𝑋 и 𝑥 ∈ Ω. Радиус равномерной сходимости 𝜚𝑥(𝑓) функции 𝑓 в точке 𝑥
определяется как супремум |𝜆| для 𝜆 ∈ K таких, что 𝑥 + 𝜆𝐵 ⊂ Ω и ряд Тейлора
функции 𝑓 в окрестности точки 𝑥 сходится к 𝑓 равномерно на множестве 𝑥 + 𝜆𝐵,
где 𝐵 – открытый единичный шар в 𝑋. Радиус ограниченности 𝑓 в точке 𝑥 опреде-
ляется как супремум тех 𝜆, 𝜆 ∈ K, для которых 𝑓 является ограниченной функцией
на множестве 𝑥+ 𝜆𝐵.

Напомним, что 𝐻b(𝑋) обозначают алгебру целых аналитических на 𝑋, ограни-
ченных на ограниченных множествах функций, а 𝐻∞

uc (𝐵) алгебру всех равномерно
непрерывных аналитических в шаре 𝐵 ⊂ 𝑋 функций (детально см. [8], [9]).

Следующий результат является частным случаем утверждения 4.7 из [10].

Теорема 2. Пусть 𝑋 – комплексное банаховое пространство. Радиус равномер-
ной сходимости аналитической функции 𝑓 : 𝑋 → C в точке 𝑥0 , 𝜚𝑥0(𝑓), совпадает
с радиусом ограниченности 𝑓 в 𝑥0 и определяется формулой

𝜚𝑥0(𝑓) :=
(︁
lim sup

𝑘→∞
‖𝑃𝑘‖1/𝑘

)︁−1

.

При этом, очевидно, что 𝑓 ∈ 𝐻b(𝑋), тогда и только тогда, когда 𝜚𝑥0(𝑓) = ∞.
Мы также используем теорему 2.4 из [4], которая сформулирована ниже.

Теорема 3. Пусть задана произвольная последовательность функционалов
𝜑𝑛 ∈ 𝒫(𝑛𝑋)′ для 𝑛 ∈ N ∪ {0}. Тогда, если для норм функционалов 𝜑𝑛 выполняется
неравенство ‖𝜑𝑛‖ 6 𝑐𝑠𝑛 для некоторых 𝑐, 𝑠 > 0, то существует единственный
функционал 𝜑 ∈ 𝐻b(𝑋)′ , сужение которого на 𝒫(𝑛𝑋) совпадает с 𝜑𝑛 .

Детальную информацию по теории полиномов и аналитических функций на бана-
ховых пространствах можно найти в [8]–[10].

3. Алгебры Винера от бесконечного числа переменных

Рассмотрим некоторое множество индексов Γ. Мы будем при необходимости обо-
значать через ℓR𝑝 (Γ) и ℓC𝑝 (Γ) действительные и комплексные пространства ℓ𝑝(Γ) соот-
ветственно для 1 6 𝑝 6∞ и через 𝑐00(Γ) – пространство конечных последовательно-
стей проиндексированых элементами из множества Γ. Пусть

k = (𝑘𝛼)𝛼∈Γ = (𝑘𝛼1 , . . . , 𝑘𝛼𝑙
, 0, . . . ) ∈ 𝑐00(Γ)

такое, что 𝑘𝛼 ∈ Z для всех 𝛼 ∈ Γ. Пусть |k| =
∑︀

𝛼∈Γ 𝑘𝛼.
Рассмотрим всевозможные отображения 𝑓 : ℓR∞(Γ) → C вида

+∞∑︁
|k|=0

𝑎k𝑒
𝑖(k,𝑥) :=

+∞∑︁
|k|=0

𝑎𝑘𝛼1 ···𝑘𝛼𝑙
𝑒𝑖

∑︀
𝛼∈Γ 𝑘𝛼𝑥𝛼 , (3.1) {eq3.1}

где 𝑖 – мнимая единица и (k, 𝑥) =
∑︀

𝛼∈Γ 𝑘𝛼𝑥𝛼.
Коэффициенты 𝑎k взяты из пространства ℓC1 (Γ), т.е.

+∞∑︁
|k|=0

|𝑎k| < +∞. (3.2) {eq3.2}
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Обозначим через𝑊 множество элементов вида (3.1) при условии (3.2). Легко про-
верить, что 𝑊 является алгеброй (доказательство этого факта аналогично конеч-
номерному случаю и как в [11; лемма 11.6] мы оставляем его читателю). Пусть
𝐺 – локально компактная абелева группа, определенная как прямая сумма адди-
тивных групп Z индексированых множеством Γ. Тогда алгебра 𝑊 с поточечным
умножением изометрически изоморфна сверточной алгебре 𝐿1(𝐺). Следовательно,
𝑊 является банаховой алгеброй с нормой

‖𝑓‖ =
+∞∑︁
|k|=0

|𝑎k|, где 𝑓 =
+∞∑︁
|k|=0

𝑎k𝑒
𝑖(k,𝑥).

Следующая теорема показывает, что алгебра 𝑊 удовлетворяет аналогу теоремы
Винера.

Теорема 4. Пусть 𝑓 ∈𝑊 . Если для каждого 𝑥 ∈ ℓR∞(Γ), 𝑓(𝑥) ̸= 0, то 1/𝑓 ∈𝑊 .

Доказательство. Рассмотрим действие характера 𝜙 из алгебры 𝑊 . Заметим,
что из того, что ‖𝑒𝑖𝑘𝛼𝑥𝛼‖ = 1 следует, что

|𝜙(𝑒𝑖𝑘𝛼𝑥𝛼)| 6 1 и
1

|𝜙(𝑒𝑖𝑘𝛼𝑥𝛼)|
= |𝜙(𝑒−𝑖𝑘𝛼𝑥𝛼)| 6 1.

Поэтому 𝜙(𝑒𝑖𝑘𝛼𝑥𝛼) = 𝑒𝑖𝑘𝛼𝑑𝛼 для некоторого действительного числа 𝑑𝛼. Поскольку k
является финитной последовательностью, то

𝜙(𝑒𝑖k( · )) = 𝜙

(︂∏︁
𝑗

𝑒𝑖𝑘𝛼𝑗
𝑥𝛼𝑗

)︂
=

∏︁
𝑗

𝑒𝑖𝑘𝛼𝑗
𝑑𝛼𝑗

для некоторой последовательности {𝑑𝛼𝑗
}∞𝛼𝑗∈Γ.

Каждая функция 𝑓𝑗 = (𝑒𝑖𝑑𝛼𝑗 )𝑘𝛼𝑗 является 2𝜋-периодической, поэтому можно счи-
тать, что функции 𝑒𝑖

∑︀+∞
𝑗=1 𝑘𝛼𝑗

𝑑𝛼𝑗 заданы на [0, 2𝜋]Γ. Используя периодичность функ-
ции 𝑒𝑖𝜙(k) = 𝑒𝑖

∑︀∞
𝑗=1 𝑑𝛼𝑗

𝑘𝛼𝑗 по каждой переменной 𝑑𝛼𝑗
, мы без ограничения общности

можем считать, что 𝜙 = {𝑑𝛼𝑗}∞𝑗=1 ∈ ℓR∞(Γ), и ‖𝜙‖ℓ∞(Γ) 6 2𝜋. С другой стороны, если
𝜙1 ̸= 𝜙2, 𝜙1, 𝜙2 ∈ ℓ∞(Γ), ‖𝜙1‖ < 2𝜋 и ‖𝜙2‖ < 2𝜋, то 𝜙1(k) ̸= 𝜙2(k), для некоторого k.
Обозначим через 𝑀 = ℓR∞(Γ)/[0, 2𝜋)Γ фактор-множество по отношению эквивалент-
ности:

{𝑑𝛼}𝛼∈Γ ∼ {𝑔𝛼}𝛼∈Γ, если 𝑔𝛼 = 𝑑𝛼 + 2𝜋𝑟, 𝑟 ∈ Z.

Каждый характер 𝜙 задается значениями 𝑓 в некоторой точке 𝑥0 = {𝑑𝛼}𝛼∈Γ ∈ 𝑀 ,
т.е. 𝑓(𝜙) = 𝜙(𝑥0). Следовательно, множество характеров алгебры 𝑊 можно отож-
дествить с множеством 𝑀 .

Элемент коммутативной банаховой алгебры является обратимым тогда и только
тогда, когда значения произвольного характера на этом элементе не равны нулю
(см. [1; с. 15]). Следовательно, если для произвольного 𝑥 ∈ ℓR∞(Γ), 𝑓(𝑥) ̸= 0, то
𝑓(𝑥) ̸= 0 и для произвольного 𝑥 ∈𝑀 , поэтому элемент 1/𝑓 определен и принадлежит
алгебре 𝑊 .

Заметим, что если положить (𝑒𝑖𝑥𝛼) = 𝑧𝛼, то функция 𝑧𝑘𝛼
𝛼 = (𝑒𝑖𝑥𝛼)𝑘𝛼 задана на

единичной окружности 𝑆 ∈ C. Поэтому функция
∏︀∞

𝑗=1 𝑧
𝑘𝑗
𝛼𝑗 задана на бесконечном

2*
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(мощности множества Γ) произведении окружностей 𝑆∞ в банаховом пространстве
ℓC∞(Γ). Для 𝑧 = {𝑧𝛼}𝛼∈Γ ∈ ℓ∞(Γ), функция (3.1) принимает вид

𝑓(𝑧) =
+∞∑︁

𝑘1+···+𝑘𝑙=0

𝑎𝑘𝛼1 ···𝑘𝛼𝑙

∏︁
𝛼∈Γ

𝑧𝑘𝛼
𝛼 =

+∞∑︁
|k|=0

𝑎k𝑧
k. (3.3) {eq3.3}

Обозначим через 𝑊+ алгебру, порожденную функциями вида (3.3), при условии,
что все 𝑘𝛼 > 0. Легко убедиться, что 𝑊+ является банаховой алгеброй. Заметим,
что для случая, когда Γ – счетное множество, теорема 4 доказана в [12] без исполь-
зования теории Гельфанда.

Следствие 1. Каждая функция из алгебры 𝑊+ продолжается до аналитиче-
ской в шаре 𝐵 пространства ℓC∞(Γ).

Доказательство. Пусть 𝑓 имеет вид (3.3). Очевидно, что ряд (3.3) сходится
при 𝑧 = 0, следовательно, 𝑓(0) = 𝑎0. Согласно аналогу формулы Коши–Адамара
для бесконечномерного случая (см. формулу в теореме 2), получаем, что радиус
равномерной сходимости 𝜚0 степенного ряда (3.3) в нуле равен

𝜚0(𝑓) =
(︂

lim sup
𝑛

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|k|=𝑛

𝑎k

⃒⃒⃒⃒1/𝑛)︂−1

.

Поскольку коэффициенты 𝑎k взяты из пространства ℓC1 (Γ), то, начиная с некоторо-
го 𝑛, |

∑︀
|k|=𝑛 𝑎k| < 1 и, следовательно, |

∑︀
|k|=𝑛 𝑎k|1/𝑛 < 1. Поэтому

lim sup
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
|k|=𝑛

𝑎k

⃒⃒⃒⃒1/𝑛

6 1,

следовательно, 𝜚0 > 1. Таким образом, согласно теореме 12.5 из [8] 𝑓 – аналитическая
функция в единичном шаре.

В результате мы получили алгебру аналитических функций с абсолютно сходя-
щимся рядом Тейлора. Заметим, что теорему 4 и следствие 1 можно получить
методами гармонического анализа, изложенными в статье [13].

В следующем пункте в более общем случае рассмотрен вопрос описания характе-
ров этой алгебры.

4. Алгебры типа Винера аналитических функций
на шаре банахова пространства

Всюду в этом пункте мы рассматриваем банаховы пространства над полем ком-
плексных чисел. Множество характеров (максимальных идеалов) алгебры 𝐻∞

uc (𝐵)
обозначим через 𝑀uc, а алгебры 𝐻b(𝑋) – через 𝑀b. Согласно [4]

𝑀uc = {𝜑 ∈𝑀𝑏 : 𝑅(𝜑) 6 1}, где 𝑅(𝜑) = lim sup
𝑛→∞

‖𝜑𝑛‖1/𝑛 (4.1) {eq4.1}

и 𝜑𝑛 – сужение 𝜑 на подпространство 𝒫(𝑛𝑋).
Под алгебрами типа Винера мы будем понимать алгебры функций с абсолютно

сходящимся рядом Тейлора.
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4.1. Алгебры полиномов со структурой тензорного произведения. Пусть
𝑋 – комплексное банаховое пространство. Заметим, что

⨂︀𝑛
𝑠,𝜋 𝑋

′ является подпро-
странством в (

⨂︀𝑛
𝑠,𝜋 𝑋)′ = 𝒫(𝑛𝑋). Действительно, пусть 𝑤 ∈

⨂︀𝑛
𝑠,𝜋 𝑋

′. Тогда

𝑤 =
∞∑︁

𝑖=1

⊗𝑛𝑥′𝑖

для некоторых 𝑥′𝑖 ∈ 𝑋 ′. Определим полином

𝑃𝑤(𝑥) =
(︂ 𝑛⨂︁

𝑥,𝑤

)︂
:=

∞∑︁
𝑖=1

(𝑥′𝑖(𝑥))
𝑛.

Поскольку

sup
‖𝑥‖61

|𝑃𝑤(𝑥)| 6
∞∑︁

𝑖=1

‖𝑥′𝑖‖𝑛,

то по теореме 1 для произвольного 𝜀> 0 мы можем выбрать представление вектора 𝑤
так, чтобы

∑︀∞
𝑖=1 ‖𝑥′𝑖‖𝑛 = |||𝑤|||⨂︀𝑛

𝑠,𝜋 𝑋′ + 𝜀. Поэтому,

𝑃𝑤(𝑥) ∈ 𝒫(𝑛𝑋) =
(︂ 𝑛⨂︁

𝑠,𝜋

𝑋

)︂′
, sup

‖𝑥‖61

|𝑃𝑤| 6 |||𝑤|||⨂︀𝑛
𝑠,𝜋 𝑋′ .

Рассматривая
⨂︀𝑛

𝑠,𝜋 𝑋
′ как пространство полиномов с нормой ‖𝑃𝑤‖ := |||𝑤|||⨂︀𝑛

𝑠,𝜋 𝑋′ ,
обозначим его через 𝒫𝜋(𝑛𝑋).

Утверждение 1. Пусть 𝑃𝑤1 ∈ 𝒫𝜋(𝑛𝑋) и 𝑃𝑤2 ∈ 𝒫𝜋(𝑚𝑋). Тогда 𝑃𝑤1𝑃𝑤2 принад-
лежит пространству 𝒫𝜋(𝑛+𝑚𝑋) и

‖𝑃𝑤1𝑃𝑤2‖ 6 ‖𝑃𝑤1‖‖𝑃𝑤2‖.

Доказательство. Пусть 𝑤1 =
∑︀∞

𝑖=1

⨂︀𝑛
𝑥′𝑖 и 𝑤2 =

∑︀∞
𝑖=1

⨂︀𝑚
𝑦′𝑖 – некоторые пред-

ставления элементов 𝑤1 и 𝑤2 в виде абсолютно сходящихся рядов. Как было отмече-
но выше, для произвольного фиксированного 𝜀 > 0 мы можем выбрать такие пред-
ставления элементов 𝑤1 и 𝑤2, что

∞∑︁
𝑖=1

‖𝑥′𝑖‖𝑛 6 |||𝑤1|||+ 𝜀 и
∞∑︁

𝑖=1

‖𝑦′𝑖‖𝑚 6 |||𝑤2|||+ 𝜀.

Определим произведение

𝑃𝑤1(𝑥)𝑃𝑤2(𝑥) =
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑥′𝑖(𝑥)𝑦
′
𝑗(𝑥) =

(︂ 𝑛+𝑚⨂︁
𝑥,𝑤1

⨂︁
𝑠

𝑤2

)︂
.

Более того,

‖𝑃𝑤1𝑃𝑤2‖ =
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
𝑤1

⨂︁
𝑠

𝑤2

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒
= inf

∞∑︁
𝑖=1

‖𝑧𝑖‖𝑛+𝑚

6
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

‖𝑥′𝑖‖𝑛‖𝑦′𝑗‖𝑚 6 (‖𝑃𝑤1‖+ 𝜀)(‖𝑃𝑤2‖+ 𝜀),

где инфимум берется по всем представлениям элемента 𝑤1

⨂︀
𝑠 𝑤2 =

∑︀∞
𝑖=1

⨂︀𝑛+𝑚
𝑧𝑖.
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Поскольку это неравенство верно для произвольного 𝜀 > 0, то

‖𝑃𝑤1𝑃𝑤2‖ 6 ‖𝑃𝑤1‖‖𝑃𝑤2‖.

Обозначим 𝑊+(𝑋) = (
∑︀
𝒫𝜋(𝑛𝑋))ℓ1 – ℓ1-сумму пространств 𝒫𝜋(𝑛𝑋), 𝑛 ∈ N. Про-

извольный элемент 𝑤 ∈𝑊+(𝑋) можно представить в виде

𝑤 =
∞∑︁

𝑛=0

𝑤𝑛, 𝑤𝑛 ∈ 𝒫𝜋(𝑛𝑋) =
𝑛⨂︁

𝑠,𝜋

𝑋 ′, 𝑤0 ∈ C.

При этом𝑊+(𝑋) является банаховым пространством относительно нормы ℓ1-суммы
|||𝑤||| :=

∑︀∞
𝑛=0 |||𝑤𝑛|||, как ℓ1-сумма банаховых пространств.

Таким образом, 𝑊+(𝑋) состоит из абсолютно сходящихся рядов полиномов на
пространстве 𝑋. Следующая теорема показывает, что элементы 𝑊+(𝑋) на самом
деле являются аналитическими функциями в единичном шаре 𝐵 пространства 𝑋.

Теорема 5. Каждому элементу 𝑤 ∈ 𝑊+(𝑋) соответствует аналитическая
функция 𝑓𝑤 , ограниченная и равномерно непрерывная на замкнутом единичном
шаре банахова пространства 𝑋 , определенная формулой 𝑓𝑤(𝑥) =

∑︀∞
𝑛=0 𝑓𝑛(𝑥), где

𝑓𝑛 = 𝑃𝑤𝑛
. При этом пространство 𝑊+(𝑋) является банаховой алгеброй с едини-

цей относительно поточечного умножения функций.

Доказательство. Для произвольного 𝑥∈𝐵, где 𝐵 – замыкание 𝐵, выполняется
оценка

|𝑓𝑤(𝑥)| =
⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑛=0

𝑃𝑤𝑛(𝑥)
⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑛=0

|𝑃𝑤𝑛(𝑥)| 6
∞∑︁

𝑛=0

‖𝑃𝑤𝑛‖ = |||𝑤||| <∞.

С другой стороны, очевидно, что сумма абсолютно сходящегося ряда 𝑓𝑤 является
𝐺-аналитической (Гато-аналитической), т.е. целой аналитической на каждом конеч-
номерном подпространстве. Поэтому вследствие ограниченности функции 𝑓𝑤 на
замкнутом единичном шаре получим по теореме 14.9 [8], что 𝑓𝑤 является аналити-
ческой на 𝐵 и, учитывая теорему 2, равномерно непрерывной на 𝐵 .

Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑊+(𝑋). Используя утверждение 1 и то, что 𝑊+(𝑋) является ℓ1
суммой пространств однородных полиномов, легко проверить, что ‖𝑓𝑔‖ 6 ‖𝑓‖‖𝑔‖.
Таким образом, 𝑊+(𝑋) является банаховой алгеброй и единичная функция явля-
ется единицей этой алгебры.

Согласно теореме 5 алгебру 𝑊+(𝑋) можно реализовать в виде подалгебры
𝐻∞

uc (𝐵). Заметим, что она не совпадает с 𝐻∞
uc (𝐵). Если 𝑋 ′ имеет свойство аппрок-

симации, то пространство
⨂︀𝑛

𝑠,𝜋 𝑋
′ изоморфно пространству 𝑛-однородных ядерных

полиномов на 𝑋 (см. [9; с 93]). Если пространство 𝑋 ′ имеет свойство Радона–Ни-
кодима, то пространство ядерных полиномов на 𝑋 изоморфно пространству инте-
гральных полиномов (см. [9; с. 108]). Если𝑋 – бесконечномерное банахово простран-
ство, то множество интегральных полиномов является собственным подмножеством
в множестве всех непрерывных полиномов. Поэтому не все абсолютно сходящиеся
ряды полиномов принадлежат алгебре 𝑊+(𝑋). Поскольку (𝒫𝜋(𝑛𝑋))′ = (

⨂︀𝑛
𝑠,𝜋 𝑋

′)′ =
𝒫(𝑛𝑋 ′), то

(𝑊+(𝑋))′ =
(︁∑︁

𝒫(𝑛𝑋 ′)
)︁

ℓ∞
.
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В случае, когда 𝑋 = 𝑐0, алгебра 𝑊+(𝑋) совпадает с алгеброй 𝑊+, введенной
в предыдущем пункте, поскольку 𝑊+ состоит из ℓ1-суммы пространств ядерных
полиномов на 𝑐0.

Обозначим через𝑀𝑊+ множество максимальных идеалов алгебры𝑊+(𝑋). Заме-
тим, что естественные включения 𝑋 ′ ⊂𝑊+(𝑋) и 𝑀𝑊+ ⊂ (𝑊+(𝑋))′′ задают вложе-
ние Π: 𝑀𝑊+ →˓ 𝑋 ′′.

Теорема 6. Множество 𝑀𝑊+ совпадает как топологическое пространство
с замкнутым единичным шаром 𝐵𝑋′′ второго сопряженного пространства, а то-
пология Гельфанда совпадает с *-слабой топологией пространства 𝑋 ′′ , в том смыс-
ле, что отображение Π является гомеоморфизмом из 𝑀𝑊+ на 𝐵𝑋′′ .

Доказательство. Заметим сначала, что из включения
⨂︀𝑛

𝑠,𝜋 𝑋
′ ⊂

⨂︀𝑛
𝑠,𝜀𝑋

′ и
равенства

⨂︀𝑛
𝑠,𝜀𝑋

′ = 𝒫𝑐(𝑛𝑋) (см. [9; с. 112]) следует, что каждый комплексный гомо-
морфизм на 𝑊+(𝑋), который равен нулю на всех линейных функционалах является
тождественным нулем на всех однородных полиномах из 𝑊+(𝑋). Здесь

⨂︀𝑛
𝑠,𝜀𝑋

′ –
инъективная симметрическая тензорная степень пространства 𝑋 ′.

Пусть 𝜑 ∈𝑀𝑊+ , тогда

𝜑 =
∞∑︁

𝑛=0

𝜑𝑛, где 𝜑𝑛 ∈ 𝒫(𝑛𝑋 ′).

Для произвольных 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝜋(𝑛𝑋), 𝑃𝑚 ∈ 𝒫𝜋(𝑚𝑋) имеем

𝜑(𝑃𝑛𝑃𝑚) = 𝜑𝑛+𝑚(𝑃𝑛𝑃𝑚) = 𝜑(𝑃𝑛)𝜑(𝑃𝑚) = 𝜑𝑛(𝑃𝑛)𝜑𝑚(𝑃𝑚).

Поэтому сужение 𝜑 на 𝑛-однородные полиномы конечного типа равно 𝑛-й тензорной
степени 𝜑1, 𝜑𝑛

1 . Поскольку пространство полиномов конечного типа всюду плотно
в 𝒫𝜋(𝑛𝑋), 𝜑𝑛 = 𝜑𝑛

1 . Следовательно,

𝜑 = 𝜑0 +
∞∑︁

𝑛=1

𝜑𝑛
1 , где 𝜑0(𝑃 ) = 𝑃 (0). (4.2) {eq4.2}

То есть каждый комплексный гомоморфизм 𝜑 ∈ 𝑀𝑊+ однозначно определяется
некоторым 𝜑1 ∈ 𝑋 ′′. Кроме того, норма произвольного ненулевого комплексного
гомоморфизма равна единице. Поэтому

‖𝜑‖ = sup
𝑛
‖𝜑𝑛‖ = sup

𝑛
‖𝜑𝑛

1‖ = 1.

Таким образом ‖𝜑1‖ 6 1, т.е. 𝜑1 ∈ 𝐵𝑋′′ . С другой стороны, каждый вектор 𝜑1 ∈
𝐵𝑋′′ порождает некоторый комплексный гомоморфизм 𝜑 ∈𝑀𝑊+ по формуле (4.2).

Напомним, что каждую ограниченную аналитическую функцию на шаре бана-
хова пространства 𝑋 можно продолжить до ограниченной аналитической функции
на шаре второго сопряженного пространства 𝑋 ′′ так, что оператор продолжения
𝑓 → ̃︀𝑓 является линейным и мультипликативным и на 𝑋 ′ совпадает с каноническим
вложением 𝑋 ′ в 𝑋 ′′′. Это продолжение называется продолжением Арона–Бернера
(см. [4], [9]).
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Следствие 2. Если 𝑓 ∈𝑊+(𝑋) и продолжение Арона–Бернера ̃︀𝑓 функции 𝑓 не
равно нулю на 𝐵𝑋′′ , то функция 𝑔 , 𝑔(𝑥) := 1/𝑓(𝑥), также принадлежит алгеб-
ре 𝑊+(𝑋).

Доказательство. Пусть 𝜑∈𝑀𝑊+ . Если 𝑓 – линейный функционал, то согласно
определению продолжения Арона–Бернера, 𝜑(𝑓) = 𝜑1(𝑓) = ̃︀𝑓(𝜑1). Пусть 𝑓 – поли-
ном конечного типа. Тогда 𝑓 можно представить в виде конечной алгебраической
комбинации линейных функционалов ℎ1, . . . , ℎ𝑛:

𝑓(𝑥) =
∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑛

𝑎𝑖1...𝑖𝑛
ℎ𝑖1

1 · · ·ℎ𝑖𝑛
𝑛 .

Поэтому
𝜑(𝑓) =

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑛

𝑎𝑖1...𝑖𝑛
𝜑1(ℎ1)𝑖1 · · ·𝜑1(ℎ𝑛)𝑖𝑛 = ̃︀𝑓(𝜑1).

Наконец, поскольку полиномы конечного типа плотны в𝑊+(𝑋), то равенство 𝜑(𝑓) =̃︀𝑓(𝜑1) выполняется для произвольной функции 𝑓 из 𝑊+(𝑋). Таким образом, если ̃︀𝑓
не равно нулю на𝐵𝑋′′ , то 𝜑(𝑓) ̸= 0 для произвольного функционала 𝜑∈𝑀𝑊+ . Поэто-
му 𝑓 является обратимым элементом в 𝑊+(𝑋), следовательно, 𝑔 = 1/𝑓 ∈𝑊+(𝑋).

4.2. Алгебра типа Винера, содержащая все непрерывные полиномы.
Обозначим ℓ1-сумму банаховых пространств 𝒫(𝑛𝑋) (с sup-нормой на единичном
шаре), где 𝑛 ∈ N ∪ {0} через 𝒲+(𝑋). Каждый элемент 𝑓 ∈ 𝒲+(𝑋) имеет вид

𝑓 =
∞∑︁

𝑛=0

𝑓𝑛, 𝑓𝑛 ∈ 𝒫(𝑛𝑋), где ‖𝑓‖ =
∞∑︁

𝑛=0

‖𝑓𝑛‖.

Очевидно, что для произвольного 𝑥∈𝐵, |𝑓(𝑥)|6 ‖𝑓‖. Поэтому sup-норма на 𝐵 мень-
ше нормы 𝑓 в пространстве 𝒲+(𝑋). То есть 𝒲+(𝑋) является подпространством
в 𝐻∞

uc (𝐵). Поскольку 𝒲+(𝑋) содержит все непрерывные полиномы, а непрерыв-
ные полиномы порождают плотное подпространство в 𝐻∞

uc (𝐵), то 𝒲+(𝑋) является
плотным подпространством в 𝐻∞

uc(𝐵). Мы будем обозначать 𝑀𝒲+ множество мак-
симальных идеалов алгебры 𝒲+(𝑋).

Теорема 7. Множество 𝑀𝒲+ совпадает с множеством 𝑀uc в теоретико-мно-
жественном смысле.

Доказательство. Покажем сначала, что 𝑀uc ⊂𝑀𝒲+ . Пусть 𝜑∈𝑀uc. Посколь-
ку 𝒲+(𝑋) является подалгеброй в 𝐻∞

uc (𝐵), то сужение 𝜑 на 𝒲+(𝑋) является ком-
плексным гомоморфизмом (характером). Если 𝜑1 ̸= 𝜑2, 𝜑1, 𝜑2 ∈ 𝑀uc, то 𝜑1(𝑓) ̸=
𝜑2(𝑓) для некоторой функции 𝑓 ∈ 𝐻∞

uc (𝐵). Из плотности алгебры 𝒲+(𝑋) в 𝐻∞
uc (𝐵)

и непрерывности комплексных гомоморфизмов следует, что для некоторой функции
𝑔 ∈ 𝒲+(𝑋) выполнено 𝜑1(𝑔) ̸= 𝜑2(𝑔). То есть множество 𝑀uc инъективно вложено
в 𝑀𝒲+ .

С другой стороны, пусть 𝜓 ∈ 𝑀𝒲+ и 𝜓𝑛 – сужение 𝜓 на пространство 𝑛-одно-
родных полиномов. Из определения нормы на 𝒲+(𝑋) видно, что каждая функция
𝑓 =

∑︀∞
𝑛=0 𝑓𝑛 ∈𝒲+(𝑋) является пределом частичных сумм своего ряда Тейлора. То

есть

𝜓(𝑓) = lim
𝑚→∞

𝜓

(︂ 𝑚∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛

)︂
= lim

𝑚→∞

𝑚∑︁
𝑛=0

𝜓𝑛(𝑓).
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Другими словами, произвольный комплексный гомоморфизм 𝜓 ∈𝑀𝒲+ можно пред-
ставить в виде формального ряда 𝜓 =

∑︀∞
𝑛=0 𝜓𝑛, который сходится на элементах

из 𝐻∞
uc (𝑋). Поскольку 𝜓 принадлежит единичному шару пространства сопряжен-

ного к 𝒲+(𝑋), для него выполняется равенство

‖𝜓‖ = sup
𝑛∈Z+

‖𝜓𝑛‖ = 1. (4.3) {eq4.3}

Поэтому ‖𝜓𝑛‖ 6 1, следовательно 𝑅(𝜓) = lim sup𝑛→∞ ‖𝜓𝑛‖1/𝑛 6 1. Из теоремы 3 и
равенства (4.1) следует, что 𝜓 ∈𝑀uc.

Если 𝑓 ∈ 𝒲+(𝑋), то вследствие теоремы 7 спектр элемента 𝑓 в 𝒲+(𝑋) – 𝑆+
𝑓 :=

{𝜓(𝑓) | 𝜓 ∈𝑀𝒲+} – совпадает со спектром 𝑓 в 𝐻∞
uc – 𝑆𝑓 = {𝜓(𝑓) | 𝜓 ∈𝑀uc}. Поэтому

согласно [14; с. 242] 𝒲+(𝑋) и 𝐻∞
uc (𝐵) образуют винеровскую пару. Напомним, что

согласно определению винеровской пары, если элемент алгебры 𝒲+(𝑋) является
обратимым в 𝐻∞

uc (𝐵), то он обратим в 𝒲+(𝑋).
Рассмотрим алгебру 𝐴, порожденную полиномами и комплексно-сопряженными

к полиномам функциями. Каждый элемент 𝑞 алгебры 𝐴 представляется в виде
конечной суммы 𝑞 = 𝑞1 + 𝑞2 + · · ·+ 𝑞𝑚, где функции 𝑞𝑗 действительно 𝑗-однородные,
т.е. 𝑞𝑗(𝑡𝑥) = 𝑡𝑗𝑞𝑗(𝑥) для произвольного 𝑡 ∈ R.

Обозначим через 𝐾(𝑛𝑋) пополнение пространства действительно 𝑛-однородных
функций из 𝐴 относительно нормы супремум на единичном шаре в 𝑋 (см. [15]).
Обозначим 𝒲(𝑋) – ℓ1-сумму пространств 𝐾(𝑛𝑋) пополненную в норме ℓ1. Легко
видеть, что𝒲(𝑋) является алгеброй. Обозначим множество максимальных идеалов
алгебры 𝒲(𝑋) через 𝑀𝒲 .

Рассмотрим пополнение 𝐴 относительно нормы супремум на единичном шаре
в 𝑋, обозначим это пополнение 𝐶uc(𝐵). Поскольку 𝐶uc(𝐵) является 𝐶*-алгеброй, то
множество максимальных идеалов 𝑀(𝐶uc(𝐵)) = Muc этой алгебры будет некоторой
компактификацией шара 𝐵.

Утверждение 2. Множество 𝑀𝒲 содержит множество Muc в теоретико-
множественном смысле.

Доказательство этого утверждения повторяет рассуждения, приведенные в пер-
вой части теоремы 7, где вместо 𝑀uc используется Muc, а вместо 𝑀𝒲+ использует-
ся 𝑀𝒲 .

Вопрос о том, образуют ли 𝒲 и 𝐻uc(𝐵) винеровскую пару, остается открытым.
Напомним, что в [4] доказано, что для каждого характера 𝜙 алгебры 𝐻∞

uc (𝐵)
существует направленность 𝑥𝛼 ∈ 𝑋 такая, что

𝜙(𝑃 ) = lim
𝛼
𝑃 (𝑥𝛼) (4.4) {eq4.4}

для каждого непрерывного полинома 𝑃 на 𝑋. Заметим, что 𝑥𝛼 не обязательно
принадлежит единичному шару 𝐵 и, в общем случае, может быть неограниченной.

Очевидно, что формула (4.4) позволяет определить 𝜙 на сопряженных полино-
мах 𝜙(𝑃 ) = lim𝛼 𝑃 (𝑥𝛼) = 𝜙(𝑃 ) и, естественным образом, продолжить 𝜙 до характера
на все элементы алгебры 𝐴. Если направленность 𝑥𝛼 ∈ 𝐵, то 𝜙 допускает продол-
жение на пополнение 𝐴 в равномерной топологии в 𝐵, т.е. на 𝐶uc(𝐵). С другой
стороны, поскольку Muc – компактификация 𝐵 в топологии Гельфанда, для каж-
дого характера 𝜓 на 𝐶uc(𝐵) существует направленность (𝑦𝛽) ∈ 𝐵 такая, что для
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произвольного 𝑓 ∈ 𝐶uc(𝐵) выполняется равенство 𝜓(𝑓) = lim𝛽 𝑓(𝑦𝛽). Очевидно, что
сужение 𝜓 на 𝐻∞

uc (𝐵) будет характером этой алгебры. Таким образом, мы доказали
следующее утверждение.

Утверждение 3. Множество Muc является подмножеством множества 𝑀uc

и состоит из тех характеров 𝜙, для которых существует направленность 𝑥𝛼 в 𝐵 ,
удовлетворяющая равенству (4.4).

Формула (4.1) указывает на связь множества максимальных идеалов 𝑀uc с мно-
жеством характеров 𝑀b алгебры 𝐻b(𝑋). В работах [16], [5] дано явное описание
множества характеров алгебры 𝐻b(𝑋).
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