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У цiй роботi доведено, що для довiльної напiвнеперервної зверху функцiї f : F → [0;+∞],
що визначена на межi F = G \ G деякої вiдкритої множини G в метризовному просторi X,
iснує неперервна функцiя g : G → R, граничне коливання ω̃g якої рiвне f .
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ВСТУП

Задача про побудову функцiї з даним коливанням вперше розглядалася в статтi
П. Костирка [5], в якiй було встановлено, що для довiльної напiвнеперервної зверху фун-
кцiї f : X → [0;+∞], що визначена на метризовному берiвському просторi X без iзольо-
ваних точок, iснує функцiя g : X → R, коливання якої рiвне f . Цi дослiдження були
продовженi в роботах С. Пономарьова, Я. Еверт, З. Ґранде, З. Душинського, С. Коваль-
чика [4, 2, 6]. Питання про побудову функцiй з певного функцiонального класу з даним
коливанням вивчалося в роботах [7, 9, 10, 11, 13, 14].

Ми продовжуємо дослiдження функцiй на межах їх областей визначення, розпочате
нами в [12]. Там було встановлено, що кожна неперервна функцiя f : F → [0;+∞), ви-
значена на замкненiй нiде не щiльнiй множинi F ⊆ R без iзольованих точок, є граничним
коливанням деякої локально сталої функцiї g : G → R, що визначена на доповненнi
G = R \ F. Досi не з’ясовано, чи можна побудувати таку локально сталу функцiю g для
довiльної напiвнеперервної зверху функцiї f : F → [0;+∞]. В данiй роботi буде доведе-
но iснування неперервної функцiї g з такими властивостями, чим буде дано вiдповiдь на
проблему 1 з [12] для випадку, коли P — це властивiсть неперервностi.

Нагадаємо, що для деякої пiдмножини D топологiчного простору X, i деякої функцiї
g : D → R, коливання цiєї функцiї ωg : D → [0;+∞] визначається формулою

ωg(x) = inf
U- окiл x

sup
u,v∈U∩D

|g(u)− g(v)|, x ∈ D.

Верхня та нижня граничнi функцiї g∨, g∧ : D → R = [−∞;+∞] визначаються формулами

g∨(x) = lim sup
u→x

g(u) = inf
U- окiл x

sup
u∈U∩G

g(u),

УДК 517.51
2010 Mathematics Subject Classification: 54C30, 54C10.

c©Маслюченко О.В., Онипа Д.П., 2015



192 МАСЛЮЧЕНКО О.В., ОНИПА Д.П.

g∧(x) = lim inf
u→x

g(u) = sup
U- окiл x

inf
u∈U∩G

g(u), x ∈ D.

Як вiдомо, ωg = g∨ − g∧. Множина suppg = {x ∈ D : g(x) 6= 0} називається носiєм функцiї

g. Граничним коливанням називається звуження ω̃g = ωg|D\D.

1 ВИПАДОК ДИСКРЕТНОЇ ОБЛАСТI ВИЗНАЧЕННЯ

Нагадаємо, що нiде не щiльна пiдмножина E топологiчного простору X називає-
ться слабко парно досяжною [8], якщо для довiльної вiдкритої множини G в X, такої, що
E ⊆ G \ G, iснують неперетиннi вiдкритi множини A, B ⊆ G, такi, що A \ G = B \ G = E.
Простiр X називатимемо слабко парно досяжним, якщо кожна замкнена нiде не щiльна в
X множина є слабко парно досяжною. Пiдмножину S метричного простору X називати-
мемо ε-вiдокремною [7], якщо d(s, t) ≥ ε для довiльних рiзних точок s, t ∈ S. Казатимемо,
що S вiдокремна, якщо вона є ε-вiдокремною для деякого ε > 0. Крiм того, позначатимемо

B(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε}, B(E, ε) =
⋃

x∈E

B(x, ε), d(x, E) = inf
y∈E

d(x, y),

для ε > 0, x ∈ X i E ⊆ X. Множину S називатимемо σ-дискретною, якщо iснує послiдов-

нiсть дискретних множин Sn, така, що S =
∞⋃

n=1
Sn.

Теорема 1. Нехай X — метризовний топологiчний простiр, F замкнена в X i D дискретна
в X, такi, що F = D \ D i f : F → [0;+∞] напiвнеперервна зверху. Тодi iснує g : D →

[0;+∞) така, що ω̃g = f .

Доведення. Зафiксуємо метрику d, що породжує топологiю X. З [7, лема 3] випливає, що
iснує функцiя f1 : F → [0;+∞), така, що f∨1 = f , i носiй S = supp f1 є σ-дискретним в
F. Кожна σ-дискретна пiдмножина метризовного простору подається у виглядi злiченно-
го об’єднання вiдокремних множин [7, лема 2], зокрема, iснує диз’юнктна послiдовнiсть

вiдокремних множин Sn таких, що S =
∞⊔

n=1
Sn.

Покажемо, що множину D можна подати у виглядi D = D1 ⊔ D2, так, що D1 ∩ D2 = F.
Покладемо X0 = D. Оскiльки простiр X0 метризовний, то вiн є слабко парно досяжним
[8]. Далi з того, що всi точки множини D є iзольованими, випливає, що D вiдкрита в X0.
Але множина F ⊆ D \ D є слабко парно досяжною. Тому iснують неперетиннi вiдкритi
в X0 множини A, B ⊆ D такi, що A \ D = B \ D = F. Покладемо D1 = A i D2 = D \ A.
Тодi D1 \ D = A \ D = F. Оскiльки D2 = D \ A ⊇ B, то D2 \ D ⊇ B \ D = F. Крiм того,
D2 \ D ⊆ D \ D = F. Отже, D2 \ D = F. Таким чином, ми довели, що D1 \ D = D2 \ D = F.
Оскiльки D — дискретний пiдпростiр, то всi його пiдмножини замкненi в D. Зокрема,
матимемо, що D1 ∩ D = D1 i D2 ∩ D = D2. Тепер отримуємо, що

D1 ∩ D2 = ((D1 ∩ D2) \ D) ∪ ((D1 ∩ D2) ∩ D) = ((D1 \ D) ∩ (D2 \ D))

∪ ((D1 ∩ D) ∩ (D2 ∩ D)) = (F ∩ F) ∪ (D1 ∩ D2) = F ∪∅ = F.

Оскiльки множини Sn вiдокремнi, то i для деякої послiдовностi чисел δn множини Sn бу-
дуть δn-вiдокремними. Виберемо деяку нескiнченно малу послiдовнiсть εn < δn так, щоб
0 < εn < εn−1 для довiльного n > 1. Тодi множини Sn будуть εn-вiдокремними. Побу-
дуємо сiм’ї точок (pn(x) : x ∈ S, n ∈ N) так, щоб для довiльних x, y ∈ S, n, m ∈ N

виконувались умови:
pn(x) ∈ D1; (1)
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pn(x) 6= pm(y), якщо (n, x) 6= (m, y); (2)

d(x, pn(x)) <
εn+m

3
, x ∈ Sm. (3)

Побудуємо спочатку точки pn(x) для x ∈ S1. Зафiксуємо деяке x ∈ S1. То-
дi x ∈ S1 ⊆ S ⊆ F ⊆ D1. Мiркуючи iндуктивно по n ∈ N, виберемо точки
pn(x) ∈ B(x, εn+1

3 ) ∩ D1 \ {pk(x) : k < n}. Припустимо, що для деякого m > 1 уже побу-
дованi точки pn(x) для n ∈ N, k < m i x ∈ Sk з виконанням умов (1) — (3). Оскiльки для
таких x матимемо, що pn(x) → x, то множина F(x) = {pn(x) : n ∈ N} ∪ {x} замкнена.
Крiм того, для x ∈ Sk, k < m маємо, що F(x) ⊆ B(x, εk

3 ). З того, що Sk є εk-вiдокремними ви-
пливає, що сiм’я куль {B(x, εk

3 ), x ∈ Sk} є дискретною. А значить, дискретною буде i сiм’я
{F(x) : x ∈ Sk}. Отже, множини Fk =

⋃
x∈Sk

F(x) замкненi. Крiм того, F(x) ∩ F = {x} для ко-

жного x ∈ Sk. Тому Fk ∩ F = Sk. Зафiксуємо точку x ∈ Sm. Визначимо послiдовнiсть точок
pn(x), що задовольняють умови (1) — (3). Оскiльки x ∈ Sm ⊆ F ⊆ D1 i x /∈ Sk = Fk ∩ F для
k < m, то iснує p1(x) ∈ B(x, εm+1

3 ) ∩ D1 \ (
⋃

k<m
Fk). Припустимо, що для деякого n > 1 вже

визначенi pj(x) для j < n. Тодi виберемо pn(x) ∈ B
(

x, εn+m
3

)
∩D1 \

(
{pj(x) : j < n}∪

⋃
k<m

Fk

)
.

Зрозумiло, що умови (1) — (3) виконуються. Таким чином, сiм’я (pn(x) : n ∈ N, x ∈ S)

побудована.
Для довiльних x ∈ S i E ⊆ F покладемо

P(x) = {pn(x) : n ∈ N}, P(E) = {pn(x) : n ∈ N, x ∈ E ∩ S}.

Доведемо, що виконується така властивiсть:

(∗) P(E) ∩ F ⊆ E для довiльної замкненої множини E ⊆ F.

Вiзьмемо замкнену множину E ⊆ F i позначимо Em = E ∩ Sm. Оскiльки
∞⋃

m=1
Em =

E ∩
∞⋃

m=1
Sm = E ∩ S, то P(E) =

∞⋃
m=1

P(Em). Далi зауважимо, що P(Em) =
⋃

x∈Em

P(x). Крiм

того, з монотонностi (εm) i властивостi (3) матимемо, що P(x) ⊆ B(x, εm
3 ) при x ∈ Em,

адже d(x, pn(x)) <
εn+m

3 <
εm
3 при x ∈ Em. Але множина Em є εm-вiдокремною. Тодi сiм’я

(B(x, εm
3 ))x∈Em , а значить i сiм’я (P(x))x∈Em є дискретною. Крiм того, оскiльки pn(x) → x,

то P(x) ∩ F = {x} для кожного x ∈ Em. Отже,

P(Em) ∩ F =
⋃

x∈Em

P(x) ∩ F =
⋃

x∈Em

P(x) ∩ F =
⋃

x∈Em

{x} = Em ⊆ E.

Далi позначимо Gm = B(E, εm). Знову використавши (3), матимемо, що P(Ek) ⊆ Gm при
k ≥ m. Таким чином, для довiльного m ∈ N маємо, що

P(E) =
⋃

k<m

P(Ek) ∪
⋃

k≥m

P(Ek) =
⋃

k<m

P(Ek) ∪
⋃

k≥m

P(Ek) ⊆
⋃

k<m

P(Ek) ∪ Gm.

I нарештi, оскiльки за доведеним вище P(Ek)∩ F ⊆ E, то P(E)∩ F ⊆
⋃

k<m
(P(Ek)∩ F)∪Gm ⊆

E ∪ Gm для кожного номера m. Тодi з
∞⋂

m=1
Gm = E одержуємо

P(E) ∩ F ⊆
∞⋂

m=1

(E ∪ Gm) = E ∪
∞⋂

m=1

Gm = E.
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Отже, властивiсть (∗) доведена.
Позначимо P = {pn(x) : n ∈ N, x ∈ S}. Зауважимо, що P ⊆ D1 i D2 ⊆ D \ P. Визначи-

мо функцiю g : D → [0;+∞) наступним чином:

g(y) =





0, якщо y ∈ D \ P,

f1(x), якщо y = pn(x) i f1(x) < ∞,

n, якщо y = pn(x) i f1(x) = ∞.

Покажемо, що g є шуканою. Зафiксуємо x0 ∈ F. Покажемо спершу, що g∧(x0) = 0.
Вiзьмемо деякий окiл U точки x0. Оскiльки D2 \D = F, то iснує u ∈ D2 ∩U. За означенням
функцiї g маємо, що g(u) = 0. Крiм того, g(x) ≥ 0 для кожного x ∈ D. Тому inf

u∈U
g(u) = 0.

В такому разi g∧(x0) = sup
U−окiл x0

inf
u∈U

g(u) = 0.

Покажемо тепер, що g∨(x0) = f (x0). Доведемо спочатку, що g∨(x0) ≥ f (x0). Якщо
f (x0) = 0, то ця нерiвнiсть очевидна. Нехай f (x0) > 0. Вiзьмемо γ ∈ (0; f (x0)) i де-
який окiл U точки x0. Оскiльки sup f1(U) ≥ f∨1 (x0) = f (x0) > γ, то iснує u0 ∈ U таке,
що f1(u0) > γ. З того, що pn(u0) → u0 при n → ∞, випливає, що iснує n0 ∈ N таке,
що для довiльного n ≥ n0 матимемо pn(u0) ∈ U. За означенням функцiї g маємо, що
g(pn(u0))) → f1(u0) при n → ∞. Тому iснуватиме n1 > n0 таке, що для довiльного n ≥ n1

виконується нерiвнiсть g(pn(u0)) > γ. Отже, sup
u∈U∩D

g(u) ≥ g(pn1(u0)) > γ. Але U — до-

вiльний окiл x0. Тому g∨(x0) = inf
U−окiл x0

sup
u∈U

g(u) > γ. Спрямувавши γ до f (x0), матимемо,

що g∨(x0) ≥ f (x0).
Перевiримо, що g∨(x0) ≤ f (x0). Якщо f (x0) = ∞, то все ясно. Нехай f (x0) < ∞. Вiзьме-

мо ε > 0 i доведемо, що g∨(x0) ≤ f (x0) + ε. Оскiльки f напiвнеперервна зверху, то iснує
вiдкритий окiл U1 точки x0, для якого f (x) < f (x0) + ε при x ∈ U1. Розглянемо замкнену
множину E = F \U1. За властивiстю (∗) матимемо, що P(E) ∩ F ⊆ E. Далi, оскiльки x0 ∈ F

i x0 /∈ E, то x0 /∈ P(E). Тому вiдкрита множина U0 = U1 \ P(E) є околом точки x0.
Покажемо, що g(y) < f (x0) + ε при y ∈ U0 ∩ D. Вiзьмемо y ∈ U0 ∩ D. Якщо

y /∈ P, то g(y) = 0 < f (x0) + ε. Нехай y ∈ P. Тодi iснують n ∈ N i x ∈ S такi, що
y = pn(x). Але pn(x) = y ∈ U0 = U1 \ P(E). Тому pn(x) /∈ P(E). Отже, x /∈ E. Значить,
x ∈ F \ E = F \ (F \ U1) = F ∩ U1 ⊆ U1. Отже, g(y) ≤ f1(x) ≤ f (x) ≤ f (x0) + ε. Таким чи-
ном, g(y) < f (x0) + ε при y ∈ U0 ∩ D. Отже, g∨(x0) = inf

U−окiл x0
sup

y∈U∩D

g(y) ≤ sup
y∈U0∩D

g(y) ≤

f (x0) + ε. Залишилось спрямувати ε → 0.

2 ПРОДОВЖЕННЯ ЗА ДУҐУНЖI

Для метризовного простору Y, замкненої множини A в Y i неперервної функцiї
f : A → R розглянемо покриття B = {B(x, 1

4 d(x, A)) : x ∈ Y \ A} метризовного просто-
ру Y \ A. За [3] iснує локально скiнченне розбиття одиницi (ϕs)s∈S на Y \ A, яке пiдпо-
рядковане покриттю B. Позначимо Us = suppϕs, тодi {Us : s ∈ S} — локально скiн-
ченне покриття Y \ A, вписане в покриття B. Для кожного s ∈ S iснує xs ∈ Y \ A таке,
що Us ⊆ B(xs, 1

4 d(xs, A)). За означенням вiдстанi вiд точки до множини iснує така точка
as ∈ A, що d(xs, as) <

5
4 d(xs, A).
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Покладемо g(x) = △A,Y f (x) =





∑

s∈S
ϕs(x) f (as), x ∈ Y \ A

f (x), x ∈ A.
Функцiя g = △A,Y f (x) : Y → [0;+∞) називається продовженням за Дуґунжi функцiї

h : D → [0;+∞). В роботi [1] доведено, що g є неперервним продовженням f .

Лема 1. Нехай X — метризовний топологiчний простiр, Y ⊆ X, A замкнена в Y,
f : A → R — неперервна функцiя i g = △A,Y f : Y → R — продовження за Дуґунжi фун-
кцiї f . Тодi в кожнiй точцi x0 ∈ A \ Y виконується, що ω f (x0) = ωg(x0).

Доведення. Нехай Us, xs, as такi як в означеннi функцiї △A,Y. Зафiксуємо точку x0 ∈ A \ Y

i покажемо, що ω f (x0) = ωg(x0). Позначимо Sx = {s ∈ S : x ∈ Us}, матимемо
g(x) = ∑

s∈Sx

ϕs(x) f (as) для x ∈ Y \ A.

За означенням верхньої та нижньої граничних функцiй маємо, що для кожного ε > 0
iснує такий окiл U точки x0, що для кожного x ∈ U ∩ A виконується нерiвнiсть:

α = f∧(x0)− ε < f (x) < f∨(x0) + ε = β.

Виберемо таке δ > 0, що B(x0, 3δ) ⊆ U. Позначимо U0 = B(x0, δ). Далi зафiксуємо деякi
x ∈ U0 ∩ (Y \ A) i s ∈ Sx. Тодi x ∈ Us ⊆ B(xs, 1

4 d(xs, A)). Звiдси d(x, xs) <
1
4 d(xs, A). З iншого

боку d(xs, as) <
5
4 d(xs, A). Значить, d(x, as) ≤ d(x, xs) + d(xs, as) <

1
4 d(xs, A) + 5

4 d(xs, A) =
3
2 d(xs, A). Таким чином, ми довели, що d(x, as) <

3
2 d(xs, A).

Вiзьмемо a ∈ A. Тодi d(x, A) ≤ d(x, a). Оскiльки x0 ∈ A, то d(x, A) ≤ lim
a→x0

d(x, a) =

d(x, x0) < δ, адже x ∈ U0. Отже, d(x, A) < δ. Тепер d(xs, A) ≤ d(xs, x) + d(x, A) <

1
4 d(xs, A) + δ. Звiдси 3

4 d(xs, A) < δ, а отже, d(xs, A) < 4
3δ. Тодi d(x, as) <

3
2 d(xs, A) < 3

2 ·
4
3 δ =

2δ. За нерiвнiстю трикутника маємо, що d(x0, as) ≤ d(x0, x) + d(x, as) < δ + 2δ = 3δ.
Отже, ми довели, що для довiльних x ∈ U0 ∩ (Y \ A) i s ∈ Sx виконується, що as ∈

B(x0, 3δ) ⊆ U. Тодi для функцiї f виконується, що α < f (as) < β. Вiдповiдно матимемо

α = ∑
s∈Sx

ϕs(x) · α < g(x) = ∑
s∈Sx

ϕs(x) f (as) < ∑
s∈Sx

ϕs(x) · β = β.

Таким чином α < g(x) < β для кожного x ∈ U0 ∩ (Y \ A). Якщо x ∈ U0 ∩ A, то з того, що
U0 ⊆ U, випливає, що g(x) = f (x) ∈ (α, β).

Отже, ми довели, що для кожного x ∈ U0 ∩ Y виконується нерiвнiсть α < g(x) < β.
Значить,

ωg(x0) ≤ ωg(U0) = sup
x′,x′′∈U0∩Y

|g(x′)− g(x′′)| ≤ β − α = f∨(x0) + ε − ( f∧(x0)− ε)

= f∨(x0)− f∧(x0) + 2ε = ω f (x0) + 2ε.

Спрямувавши ε → 0, матимемо ωg(x0) ≤ ω f (x0). З iншого боку, функцiя g є продовжен-
ням функцiї f , а тому ωg(x0) ≥ ω f (x0). Таким чином, ωg(x0) = ω f (x0).

3 ОСНОВНИЙ РЕЗУЛЬТАТ

Пiдмножину E топологiчного простору X називатимемо слабко дискретно досяжною

[8], якщо для довiльної вiдкритої в X множини G, такої, що E ⊆ G \ G, iснує замкнена
дискретна в G множина A, така, що A \ G = E. В [8] доведено, що в метризовному про-
сторi усi замкненi нiде не щiльнi множини є слабко дискретно досяжними.
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Теорема 2. Нехай X — метризовний топологiчний простiр, G вiдкрита в X, F = G \ G

i f : F → [0;+∞] — напiвнеперервна зверху функцiя. Тодi iснує неперервна функцiя g :
G → R така, що ω̃g = f .

Доведення. За означенням дискретної досяжностi iснує дискретна множина D ⊆ G така,
що D \ D = G \ G = F. За теоремою 1 iснує h : D → [0;+∞), така, що ω̃h = f . Пiдпростiр
D є замкненим в G. Нехай функцiя g = △D,Gh. В [1] доведено, що g є неперервним про-
довженням h. За лемою 1 матимемо, що для довiльного x ∈ F = D \ G виконується, що
ωg(x) = ωh(x). Отже, ω̃g = ω̃h. Але ω̃h = f . Тому ω̃g = f . Отже, функцiя g є шуканою.
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We prove that for any upper semicontinuous function f : F → [0;+∞] defined on the boundary
F = G \ G of some open set G in metrizable space X there is a continuous function g : G → R such
that its limiting oscillation ω̃g equals f .
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