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ВIДОКРЕМЛЮВАЛЬНI ПОЛIНОМИ ТА РIВНОМIРНО АНАЛIТИЧНI I

ВIДОКРЕМЛЮВАЛЬНI ФУНКЦIЇ

Наведено основнi результати з теорiї вiдокремлювальних полiномiв та рiвномiрно аналi-
тичних та вiдокремлювальних функцiй на сепарабельних дiйсних банахових просторах. Роз-
глянуто основнi властивостi вiдокремлювальних полiномiв та рiвномiрно аналiтичних та вiд-
окремлювальних функцiй. Вказано зв’язок мiж слабкою полiномiальною топологiєю та то-
пологiєю норми за наявностi вiдокремлювального полiнома на просторi. Наведено достатнi
умови iснування рiвномiрно аналiтичних та вiдокремлювальних функцiй. Дослiджено компо-
зицiю рiвномiрно аналiтичної та вiдокремлювальної функцiї та лiнiйного вiдображення.
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ВСТУП

У 1954 роцi Я. Курцвейл у працi [17] встановив умови апроксимацiї неперервних фун-
кцiй аналiтичними на вiдкритих пiдмножинах сепарабельних дiйсних банахових просто-
рiв. Автором, у цьому випадку, доведено що достатньою умовою для апроксимацiї є iсну-
вання вiдокремлювального полiнома на просторi. У 2012 у працi [2], за наявностi вiд-
окремлювального полiнома, встановлено зв’язок мiж слабкою полiномiальною тополо-
гiєю та топологiєю норми на банаховому просторi. У подальших дослiдженнях апрокси-
мацiї найбiльш ґрунтовний результат отримали М. Боiсо та П. Гаєк, у 2001 роцi у працi
[9]. Зокрема вони довели, що для випадку апроксимацiї рiвномiрно неперервної фун-
кцiї на просторi умова iснування вiдокремлювального полiнома може бути послаблена
до iснування рiвномiрно аналiтичної i вiдокремлювальної функцiї. Проте, незважаючи
на подальшi дослiдження (зокрема, працю [8] авторiв Д. Азгарда, Р. Фрай, Л. Кiнер), та-
ких достатнiх умов iснування апроксимацiї досi не вдалося позбутися. Тому актуальним
залишається питання про те, якi саме простори допускають вiдокремлювальнi полiноми
та вiдокремлювальнi рiвномiрно аналiтичнi функцiї.

З теорiї вiдокремлювальних полiномiв на банахових просторах суттєвi результати от-
римано у 1989 роцi М. Фабiаном, Д. Преiссом, Дж. Вайтфiелдом та В. Зiзлером у статтi
[13] та дано ґрунтовний огляд у 1997 роцi Р. Гонзало, Х. Харамiло у статтi [14]. З теорiї
рiвномiрно аналiтичних i вiдокремлювальних функцiї на банахових просторах основнi
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результати викладенi у 2001 роцi у працi [9]. Проте всi цi результати викладено англiй-
ською мовою, крiм того пiсля 2001 року отримано деякi новi результати як з теорiї вiд-
окремлювальних полiномiв, так i з теорiї рiвномiрно аналiтичних i вiдокремлювальних
функцiй, зокрема працi [2, 6, 4]. Метою цiєї статтi є ґрунтовний огляд сучасних результа-
тiв у цих напрямках. Оскiльки дана стаття є оглядовою, то значна частина результатiв у
нiй подається без доведень якi є наведеними у попереднiх статтях з цiєї тематики, проте
надаються посилання на доведення цих результатiв.

1 ВIДОКРЕМЛЮВАЛЬНI ПОЛIНОМИ ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТI

Всi полiноми, котрi ми будемо розглядати в цiй статтi, вважаються неперервними.
Iснує кiлька (не еквiвалентних) означень вiдокремлювального полiнома. З них най-

бiльш вживаними є наступнi.

Означення 1.1. Нехай X є нормованим простором над полем дiйсних чисел R. Дiйсний
полiном q : X → R називається вiдокремлювальним полiномом, якщо q задовольняє
умову

inf
x∈X ||x||=1

|q(x)− q(0)| > 0. (1)

Це означення неявно введене Курцвейлем у [18].

Означення 1.2. Нехай X є нормованим простором над полем дiйсних чисел R. Дiйсний
полiном q : X → R називається вiдокремлювальним полiномом, якщо q задовольняє
умови:

1. q(0) = 0,

2. | q(x) |≥ 1 для кожного x ∈ X, такого що ‖x‖ = 1.

Це означення часто використовують у лiтературi.
У працi [14] введено не еквiвалентне до попереднiх наступне означення вiдокремлю-

вального полiнома.

Означення 1.3. Нехай X є нормованим простором над полем дiйсних чисел R. Дiйсний
полiном q : X → R називається вiдокремлювальним полiномом, якщо q задовольняє
умови:

1. q(0) = 0,

2. inf{q(x) : ||x|| = 1} > 0.

Означення 1.4. Нехай X є нормованим простором над полем дiйсних чисел R. Дiйсний
полiном q : X → R називається вiдокремлювальним полiномом, якщо q задовольняє
умови:

1. q(0) = 0,

2. inf{|q(x)| : ||x|| = 1} > 0.

Проте, як легко переконатися, питання про iснування вiдокремлювального полiнома
на просторi має однакову вiдповiдь у сенсi класичних означеннь 1.1, 1.2 та означення 1.3.
Надалi ми будемо використовувати означення 1.3.
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1.1 Властивостi вiдокремлювальних полiномiв.

Означення 1.5. Полiном P ∈ P(nX) називають полiномом скiнченного типу, якщо вiн є
скiнченною сумою скiнченних добуткiв лiнiйних функцiоналiв.

Простiр полiномiв скiнченного типу позначають P f (
nX).

Означення 1.6. Полiном P ∈ P(nX) називають апроксимовним, якщо вiн належить до
замикання множини всiх полiномiв скiнченного типу.

Зауважимо, що всi апроксимовнi полiноми скiнченного типу є слабко неперервними,
оскiльки всi лiнiйнi функцiонали є слабко неперервними.

Зауважимо, що якщо розмiрнiсть простору X дорiвнює одиницi, то кожне ненульове
лiнiйне вiдображення L таке, що L(0) = 0, наприклад L(x) = x, буде вiдокремлювальним
полiномом.

У випадку, коли розмiрнiсть нормованого простору X над полем R (або C) є не мен-
шою за два, з результатiв Алексанрова [1] випливає, що сфера в просторi X є лiнiйно
зв’язною множиною. У подальшому будемо вважати, що простори X та Y мають розмiр-
нiсть не меншу за два.

Твердження 1.1 ([5]). Вiдокремлювальний полiном нескiнченновимiрного простору X не
є апроксимовним.

Доведення. За теоремою Голдстайна [3, ст. 460] образ одиничної сфери з X слабко щiль-
ний в одиничнiй сферi другого спряженого простору X′′. Отже, iснує напрямленiсть на
одиничнiй сферi в X, яка слабко прямує до нуля. Оскiльки полiном є вiдокремлюваль-
ним, його значення на цiй напрямленостi не прямують до нуля. Отже, вiн не є слабко
неперервним. Враховуючи, що всi полiноми скiнченного типу є слабко неперервними,
вказаний полiном не наближається полiномами скiнченного типу, а, отже, вiн не є апро-
ксимовним.

Гiльбертiв простiр є найпростiшим прикладом нескiнченновимiрного простору, який
допускає вiдокремлювальний полiном. Насправдi, якщо B — бiлiнiйна форма визначе-
на скалярним добутком гiльбертового простору H, тодi полiном q(x) = B(x, x) = ||x||2
є вiдокремлювальним полiномом на H. З iншого боку, припустимо, що X є банаховим
простором, що допускає однорiдний вiдокремлювальний полiном q степеня 2. Нехай A є
бiлiнiйною симетричною формою, асоцiйованою з q, i нехай α := inf{|q(x)| : ||x|| = 1}. З
однорiдностi випливає, що

α||x||2 6 |q(x)| = |A(x, x)| 6 ||A||||x||2 .

Це означає, що
||x|| = (|q(x)|) 1

2

є гiльбертовою еквiвалентною нормою на просторi X (iнакше кажучи простiр X є iзомор-
фним до гiльбертового простору).

У просторах ℓ2n та L2n для n ∈ N iснують вiдокремлювальнi полiноми, якi ми описує-
мо у наступному прикладi.
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Приклад 1. Визначимо полiном F у дiйсному просторi ℓ2n поклавши

F(x) = ‖x‖2 =
∞

∑
i=1

x2n
i , x = (x1, . . . , xn, . . . ) ∈ ℓ2n.

Легко бачити, що F є 2n-однорiдним вiдокремлювальним полiномом.
В загальному випадку, нехай (Ω, µ) — вимiрний простiр з мiрою µ. На дiйсному про-

сторi L2n(Ω, µ) полiном

F(x) =
∫

Ω
(x(t))2ndµ, x(t) ∈ L2n(Ω, µ),

буде вiдокремлювальним 2n-однорiдним полiномом.

Простiр c0 не допускає вiдокремлювального полiнома. Це випливає з факту, доведе-
ного у [23], що кожен полiном на просторi c0 є слабко секвенцiально неперервним. Отже,
якщо q є полiномом на просторi c0 таким, що q(0) = 0 та {ej} є вiдповiдним базисом на
c0, тодi

inf
f∈N

|q(ej)| = 0

та q не може бути вiдокремлювальним полiномом.

Твердження 1.2 ([14]). Якщо на просторi X iснує вiдокремлювальний полiном q степеня
m, то iснує 2(m!)-однорiдний невiд’ємний вiдокремлювальний полiном d.

Доведення. Нехай вiдокремлювальний полiном q має вигляд q = q0 + q1 + . . . qm, де qk —
k-однорiднi полiноми та q0 є константою в X. З умови 1 означення 1.3 випливає, що q0 = 0.
Визначимо полiном d наступним чином

d := (q1)
2(m!) + (q2)

2(m!)/2 + (qm)
2(m!)/m.

Нескладно показати, що d є 2(m!)-однорiдним вiдокремлювальним полiномом на просто-
рi X.

Скiнчена сiм’я полiномiв {q1, q2, . . . , qn} на просторi X називається вiдокремлювальною

сiм’єю, якщо для кожного x ∈ X такого, що ||x|| = 1, ми маємо

max
i616n

{qi(x)} > 1.

Звичайно, якщо iснує вiдокремлювальна сiм’я полiномiв {q1, q2, . . . , qn} на просторi X,
то цей простiр допускає вiдокремлювальний полiном. Насправдi, розглянемо полiном
q(x) = (q1 + q2 + . . . + qn)2, який, як легко бачити, буде вiдокремлювальним полiномом.
Невiдомою залишається вiдповiдь на питання: чи допускає простiр X вiдокремлюваль-
ний полiном степеня, що не перевищує m, якщо на ньому iснує вiдокремлювальна сiм’я
полiномiв, степенi яких не перевищують m?

Властивiсть мати вiдокремлювальний полiном є iнварiантною вiдносно iзоморфiзмiв,
тобто якщо ми маємо iзоморфiзм мiж двома банаховими просторами, та один з цих про-
сторiв допускає вiдокремлювальний полiном, тодi другий простiр також допускає вiд-
окремлювальний полiном. Скiнчений добуток просторiв, якi допускають вiдокремлю-
вальний полiном, також допускає вiдокремлювальний полiном. Також, якщо пiдпростiр
скiнченої корозмiрностi допускає вiдокремлювальний полiном, то весь простiр допускає
вiдокремлювальний полiном.

З результатiв доведених у працi [15] легко отримати теорему 3.1 наведену у працi [14],
яку ми сформулюємо.
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Теорема 1. Нехай простiр X є банаховим простором з симетричним базисом. Тодi насту-
пнi умови є еквiвалентними:

1) простiр X допускає вiдокремлювальний полiном;

2) простiр X є iзоморфний до простору ℓ2k для деякого цiлого k.

З означення вiдокремлювального полiнома випливає, що дiйсний полiном q : X → R

не є вiдокремлювальним, якщо q(x) задовольняє умову:

inf
x∈X ||x||=1

|q(x)− q(0)| = 0. (2)

Лема 1.1. Якщо дiйсний полiном q(x) не є вiдокремлювальним на кулi радiуса 1 в бана-
ховому просторi X, то вiн не є вiдокремлювальним на кулi довiльного радiуса r в X.

Твердження 1.3. Якщо полiном p вiдокремлювальний на X, то вiн додатно або вiд’ємно
визначений на одиничнiй сферi, тобто або p(x) > 0 для всiх таких x ∈ X, що ||x|| = 1, або
p(x) < 0 для всiх таких x ∈ X, що ||x|| = 1.

Доведення. Оскiльки сфера є лiнiйно зв’язною множиною, а вiдокремлювальний полiном
є неперервною функцiєю, то якщо би вiн змiнював знак на сферi, то приймав би нульо-
ве значення в деякiй її точцi, що суперечить означенню вiдокремлювального полiнома.
Отже, p є знаковизначеним на сферi.

З твердження 1.3 легко випливає наступне твердження, аналог якого доведений у пра-
цi [14].

Твердження 1.4. Якщо полiном p вiдокремлювальний на X, то полiном pe, складений з
однорiдних компонент p парних степенiв, також є вiдокремлювальним на X.

З твердження 1.4 випливає, що якщо p — вiдокремлювальний полiном на X, то pe 6= 0,
тобто p має ненульову парну однорiдну компоненту.

Твердження 1.5. Якщо полiном pe вiдокремлювальний на X, та додатний (вiд’ємний) на
одиничнiй сферi, то полiном pe+ (pe−), складений з однорiдних компонент p невiд’ємних
(недодатних) парних степенiв, також є вiдокремлювальним на X.

Наступний приклад, наведений у працi [4], показує, що iснує банахiв простiр X з без-
умовним, але не симетричним базисом, який допускає неоднорiдний вiдокремлювальний
полiном, жодна однорiдна компонента якого не є вiдокремлювальною. При цьому про-
стiр X не iзоморфний до ℓ2n для довiльного n ∈ N.

Теорема 2 ([4]). Нехай X є рiвномiрно опуклим дiйсним сепарабельним банаховим про-
стором iз субсиметричним базисом. Нехай G є вiдкритою пiдмножиною в X. Неперервнi
функцiї на G апроксимуються аналiтичними функцiями рiвномiрно на всьому G тодi i
лише тодi, коли простiр X є iзоморфним до ℓ2n для деякого n ∈ N.
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Приклад 2. Нехай n, m ∈ N, n > m. В якостi X вiзьмемо пряму суму просторiв ℓ2n та ℓ2m з

вiдповiдними базисами ek та gk. Елемент цього простору має вигляд x =
∞

∑
k=1

akek +
∞

∑
k=1

bkgk,

або (a1, b1, a2, b2, . . .). Можна також вважати x = x1 + x2, якщо x1 — проекцiя x на ℓ2n, а x2

— проекцiя x на ℓ2m. Вiдповiдно, норму x визначаємо наступним чином

||x|| = ||x1||ℓ2n
+ ||x2||ℓ2m

.

Нехай полiном P визначається формулою

P(x) :=
∞

∑
k=1

a2n
k +

∞

∑
k=1

b2m
k = ||x1||2n

ℓ2n
+ ||x2||2m

ℓ2m
= P1(x) + P2(x).

Легко бачити, що P є вiдокремлювальним полiномом степеня 2n. Кожна з його однорi-
дних компонент P1 та P2 не вiдокремлювальнi.

Для компоненти P2 вiзьмемо такий елемент x ∈ X з нормою одиниця, що вiн є то-
тожнiм нулем на ℓ2m i ||x||ℓ2n

= 1. Тодi P2(x) = 0, а, отже, полiном P2 не є вiдокремлю-
вальним. Для компоненти P1 вiзьмемо такий x ∈ X з нормою одиниця, що вiн є тотожнiм
нулем на ℓ2n i ||x||ℓ2m

= 1. Тодi аналогiчно P1(x) = 0 i полiном P1 також не є вiдокремлю-
вальним.

Базис {ek, gk} є безумовним базисом в X, але не симетричним. Справдi, якщо X має
симетричний базис, то за теоремою 2 простiр X iзоморфний до ℓp для деякого парного p.
Оскiльки X мiстить доповнювальну копiю ℓ2n, то i простiр ℓp має мiстити доповнювальну
копiю ℓ2n. Згiдно з [20] це можливо тодi i лише тодi, коли p = 2n. З аналогiчних мiркувань
випливає, що p = 2m, але це суперечить припущенню.

Зауважимо, що аналогiчно в якостi X можна взяти скiнченну пряму суму просторiв
ℓ2ni

де nk 6= nl для k 6= l. В цьому випадку однорiднi компоненти на ℓ2ni
вiдокремлюваль-

ного полiнома на X також не будуть вiдокремлювальними полiномами на X.

Лема 1.2. Якщо полiном p вiдокремлювальний на X та всi його однорiднi компоненти
невiд’ємно визначенi на X, то для довiльної послiдовностi {yn}n∈N елементiв простору X

з того, що p(yn) → 0 при n → ∞ випливає, що yn → 0 при n → ∞.

Доведення. Припустимо протилежне, тобто нехай iснує така послiдовнiсть {yn}n∈N еле-
ментiв простору X, що p(yn) → 0, але yn не прямує до 0. Переходячи до пiдпослiдовностi,
можемо вважати, що iснує таке дiйсне число ε ∈ (0, 1), що ||yn|| > ε для всiх n. Розгляне-
мо послiдовнiсть {zn}n∈N елементiв одиничної сфери, визначену умовою zn = yn

||yn|| для
всiх n. Тодi

p(zn) = ∑
k

1
||yn||k

pk(yn) 6
1

εm ∑
k

pk(yn) =
1

εm
p(yn) → 0 при n → ∞,

де m — степiнь полiнома p, а pk — його однорiдна компонента степеня k. Це суперечить
тому, що p вiдокремлювальний полiном, отже, наше припущення не вiрне.

Наведемо приклад вiдокремлювального полiнома, який змiнює знак в серединi кулi.
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Приклад 3. Нехай X = ℓ2. Для x = ∑k ekxk ∈ ℓ2 розглянемо полiном p(x) = ∑
k

2x4
k − x2

k .

Легко бачити, що p — вiдокремлювальний полiном та p(1) = 1. Оскiльки x4
k прямує до

нуля швидше, нiж x2
k , то iснують сфери меншого радiусу (що не перевищують 1√

2
), на

яких p є нульовим та вiд’ємним.

Теорема 3. Якщо F : X → Y полiномiальний автоморфiзм (полiномiальне бiєктивне вi-
дображення таке, що F−1 — полiном та F(0) = 0), p : Y → R вiдокремлювальний полiном
та всi його однорiднi компоненти невiд’ємно визначенi на Y, тодi p(F) : X → R буде
вiдокремлювальним полiномом.

Доведення. Вiдомо, що композицiя полiномiальних вiдображень є полiномiальним вiдо-
браженням, тому p(F) є полiномом. Крiм того, p(F)(0) = 0. Припустимо, що p(F) не є
вiдокремлювальним полiномом. Тодi iснує така послiдовнiсть {xn} елементiв одиничної
сфери в X, що p(F({xn})) → 0 при n → ∞. Нехай F({xn}) = {yn}. Оскiльки p задо-
вольняє умови леми 1.2, то {yn} → 0. Оскiльки F : X → Y полiномiальний автоморфiзм,
то F−1{yn} = {xn} → 0, що суперечить вибору {xn}. Отже, p(F) — вiдокремлювальний
полiном.

Наступна теорема узагальнює приклад 1.

Теорема 4 ([12]). Нехай 1 < p, q < +∞. Тодi наступнi твердження є еквiвалентними.

1. Простiр X = (
⊕∞

n=1 ℓ
(n)
q )ℓp

допускає вiдокремлювальний полiном.

2. Обидва p i q є парними цiлими, та p є кратне q.

Теорема 5 ([12]). Для 1 < p, q < +∞ розглянемо простiр Lp(Lq). Тодi наступнi тверджен-
ня є еквiвалентними.

1. Простiр Lp(Lq) допускає вiдокремлювальний полiном.

2. Обидва p i q є парними цiлими, та p є кратне q.

1.2 Слабко полiномiальна топологiя i вiдокремлювальнi полiноми.

Визначимо слабко полiномiальну топологiю на дiйсному банаховому просторi X як най-
слабшу топологiю wP, вiдносно якої всi неперервнi полiноми на X зi значеннями в полi R

є неперервними. Ця топологiя породжується прообразами вiдкритих множин з R полi-
номiальних функцiоналiв на X. Базу цiєї топологiї утворюють околи точок x0 ∈ X, кожен
з яких залежить вiд скiнченного набору полiномiв p1, . . . , pn i додатних чисел ε1, . . . , εn та
має вигляд:

U(x0)
ε1,...,εn
p1 ,...,pn = {x ∈ X : |p1(x)− p1(x0)| < ε1, . . . , |pn(x)− pn(x0)| < εn}. (3)

Напрямленiсть (xα) збiгається у топологiй wP до x0 ∈ X тодi (i тiльки тодi), коли p(xα) →
p(x0) для кожного p ∈ P(X).

Теорема 6 ([2]). Слабко полiномiальна топологiя на дiйсному просторi X спiвпадає з то-
пологiєю норми тодi i тiльки тодi, коли на X iснує вiдокремлювальний полiном.
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Зауважимо, що оскiльки неперервнi полiноми роздiляють точки простору X, то слаб-
ко полiномiальна топологiя є гаусдорфовою. Тому, за теоремою Стоуна-Вейєрштраса
(див. [7, Теорема 3.2.21]), кожна wP-неперервна функцiя на X наближається полiнома-
ми рiвномiрно на компактах у топологiї wP. У випадку, коли X допускає вiдокремлю-
вальний полiном, wP-компакти є компактами в (X, ‖ · ‖) i мають порожню внутрiшнiсть,
якщо dim X = ∞. Проте, саме в цьому випадку (теорема Курцвейля) кожна рiвномiр-
но неперервна функцiя на X апроксимується аналiтичними функцiями рiвномiрно на
всьому просторi. Можливий iнший крайнiй випадок, коли слабко полiномiальна топо-
логiя спiвпадає зi слабкою топологiєю на обмежених множинах. Тодi замкнена куля в
BX ∈ X є wP-вiдносно компактним простором i теорема Стоуна-Вейєрштраса гарантує,
що кожна ∗-слабко неперервна функцiя на BX′′ апроксимується полiномами рiвномiр-
но на BX. Проте i в цьому випадку може трапитись, що X допускає рiвномiрно аналiти-
чну вiдокремлювальну функцiю (як наприклад X = c0) i кожна рiвномiрно неперервна
функцiя апроксимується аналiтичними рiвномiрно на X [9]. З iншого боку iснує багато
просторiв (як наприклад ℓp для непарних p), для яких wP є строго сильнiшою за слабку
топологiю на обмежених множинах i строго слабшою за топологiю норми i в яких не ко-
жна неперервна функцiя наближається аналiтичними на X. Цi приклади показують, що
апроксимацiя аналiтичними функцiями суттєво вiдрiзняється вiд полiномiальної апро-
ксимацiї i умови iснування такої апроксимацiї суттєво вiдрiзняються вiд умов теореми
Стоуна-Вейєрштраса.

Добре вiдомо, що у нескiнченновимiрному банаховому просторi одинична сфера є
щiльною в одиничнiй кулi у слабкiй топологiї. Наступна теорема показує, що при певних
умовах wP має таку ж властивiсть.

Теорема 7 ([2]). Нехай X — нескiнченновимiрний дiйсний банахiв простiр. Одинична
сфера SX є щiльною в одиничнiй кулi BX у слабко полiномiальнiй топологiї тодi i тiльки
тодi, коли X не допускає вiдокремлювального полiнома.

2 РIВНОМIРНО АНАЛIТИЧНI I ВIДОКРЕМЛЮВАЛЬНI ФУНКЦIЇ

У працi [9] введенi в розгляд рiвномiрно аналiтичнi i вiдокремлювальнi функцiї на
банахових просторах.

Означення 2.1. Нехай X є дiйсним нормованим простором. Будемо говорити, що дiйсна
функцiя d, визначена на X, є рiвномiрно аналiтичною i вiдокремлювальною, якщо вона
задовольняє наступнi умови:

1) d є дiйсною аналiтичною функцiєю на X з радiусом збiжностi Rdx
в кожнiй точцi

x ∈ X бiльшим або рiвним за Rd для деякого Rd > 0;

2) iснує таке α ∈ R, що множина {x ∈ X : d(x) < α} є непорожньою та лежить у
вiдкритiй одиничнiй кулi B.

З умови 2) випливає, що iснує таке x0 ∈ X, що d(x0) = β < α. Враховуючи аналiти-
чнiсть, з умови 2) випливає, що iснує таке α ∈ R, що множина {x ∈ X : d(x) ≥ α} не
належить одиничнiй кулi B.
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Теорема 8. Нехай X є сепарабельним дiйсним банаховим простором. На просторi X iснує
рiвномiрно аналiтична i вiдокремлювальна функцiя, якщо виконується одна з наступних
умов:

1) на просторi X iснує вiдокремлювальний полiном;

2) простiр X є замкненим пiдпростором в c0.

Доведення. 1) Нехай на просторi X iснує вiдокремлювальний полiном P. Тодi на X, згiдно
з твердженням 1.2, iснує невiд’ємний однорiдний вiдокремлювальний полiном d. Радiус
збiжностi d = ∞, отже умова 1 означення 2.1 виконується. Зафiксуємо α = 1. Тодi для всiх
x ∈ X, |x| < 1, d(x) лежить у вiдкритiй одиничнiй кулi B. Таким чином умова 2 означення
2.1 виконується. Тому d є рiвномiрно аналiтичною i вiдокремлювальною функцiєю.

2) В [13] показано, що наступна аналiтична функцiя

d((xn)n∈N) :=
∞

∑
n=1

(xn)
2n

для довiльного (xn)n∈N ∈ c0 задає аналiтичну норму на c0. Легко бачити, що || · ||∞-радiус
збiжностi d в кожнiй точцi xn ∈ c0 дорiвнює одиницi (наприклад, див. [21, приклад 5.5]).
Також зауважимо, що d є вiдокремлювальною функцiєю, а саме:

0 ∈ {(xn)n∈N ∈ c0, : d((xn)n∈N) < 1} ⊆ Bc0 .

Оскiльки довiльний пiдпростiр в c0 характеризується iснуванням нормуючої ∗-слабко
збiжної до нуля послiдовностi на одиничнiй кулi спряженого простору, то таким самим
методом, як в c0, отримаємо функцiю, яка є рiвномiрно аналiтичною i вiдокремлюваль-
ною.

Зрозумiло, що умови iснування рiвномiрно аналiтичної i вiдокремлювальної функцiї
успадковуються скiнченими прямими сумами просторiв. За вiдповiдних обставин мо-
жна також перейти до нескiнченних прямих сум. Наприклад, припустимо, що всi чле-
ни послiдовностi банахових просторiв (Xn, || · ||n)n∈ N допускають рiвномiрно аналiти-
чнi i вiдокремлювальнi функцiї (dn)n∈ N з радiусами збiжностi (Rn)n∈N. Припустимо, що
Rd := inf

n∈N

Rn > 0 i що iснує така послiдовнiсть додатних цiлих чисел (an)n∈N, що

sup
n∈ N

sup
B

XC

(
Rd
4e

) |d
C
n |an < 1 та sup

n∈ N

diam
(

d−1
n ((−∞, 1))

)
< +∞,

де dC
n є комплексифiкацiєю для dn. Отже, для X := (⊕∞

n=1Xn)c0

d : (xn)n∈ N ∈
(

∞⊕

n=1

Xn

)

c0

→d d((xn)n∈ N) :=
∞

∑
n=1

dn(xn)
2nan

d є рiвномiрно аналiтичною i вiдокремлювальною функцiєю. Тому, наприклад,

(c0 ⊕⊕∞
n=1ℓ2n)c0

допускає рiвномiрно аналiтичну i вiдокремлювальну функцiю.
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Оскiльки повна класифiкацiя просторiв, що допускають рiвномiрно аналiтичну i вiд-
окремлювальну функцiю, є доволi складним завданням, то спробуємо її отримати для
окремих випадкiв, коли, наприклад, c0 6 →֒X або ℓp 6 →֒X для кожного парного p.

Перший випадок приводить до просторiв з вiдокремлювальними полiномами [10].
Дослiдимо другий випадок.

Теорема 9 ([9]). Нехай X є банаховим простором, на якому iснує рiвномiрно аналiтична i
вiдокремлювальна функцiя. Припустимо, що всi скалярнi полiноми на X вiдображають
слабко збiжнi до нуля послiдовностi в збiжнi до нуля послiдовностi. Тодi X є iзоморфним
до пiдпростору в c0.

За результатами [22, 24] простори з властивiстю Дамфорда-Петiса (зокрема, всi про-
стори неперервних на компактi K функцiї C(K) i всi пiдпростори в c0) задовольняють
згадану вище умову секвенцiальної неперервностi полiномiв.

Зауваження 2.1. Можна показати [16], що якщо замiнити припущення рiвномiрно ана-
лiтичної i вiдокремлювальної функцiї в теоремi 9 на iснування рiвномiрно аналiтичної i
вiдокремлювальної функцiї на вiдкритiй обмеженiй пiдмножинi в X, то звiдси виплива-
тиме, що X є сепарабельним полiедральним простором.

Пригадаємо результат [19], який стверджує, що кожен C(K) простiр, який iзомор-
фний до пiдпростору в c0, є iзоморфний до c0.

Наслiдок 2.1. Нехай X є банаховим простором, який iзоморфний до C(K) i допускає рiв-
номiрно аналiтичну i вiдокремлювальну функцiю. Тодi X є iзоморфним до c0.

Зауваження 2.2. Цей наслiдок можна порiвняти з [11], де показано, що кожен сепара-
бельний полiедральний банаховий простiр (наприклад C(K), де K є тотально не зв’язний)
допускає вiдокремлювальну аналiтичну опуклу функцiю, визначену на деякiй обмеже-
нiй опуклiй множинi.

Теорема 10. Нехай X та Y дiйснi банаховi простори, f : Y → R є рiвномiрно аналiтичною
i вiдокремлювальною функцiєю такою, що f (0) = 0, g : X → Y — лiнiйне вiдображення,
що не зменшує норму. Тодi композицiя f ◦ g : X → R є рiвномiрно аналiтичною i вiд-
окремлювальною функцiєю.

Доведення. Позначимо f ◦ g через g̃. Функцiя g̃ буде аналiтичною як композицiя двох ана-
лiтичних функцiй. Перевiримо, що вона задовольняє умови означення 2.1.

1. Нехай x — довiльна точка простору X. Для норми k-тої компоненти g̃k = fk(g)

розкладу функцiї g̃ в ряд в околi точки x, ми маємо оцiнку

|| fk(g)|| 6 || fk ||||g||k ,

де fk — k-та компонента розкладу функцiї g̃ в околi точки g(x). Нехай радiус збiжностi
R fy

в кожнiй точцi y ∈ Y є не меншим, нiж R f (0). Оцiнимо, радiус збiжностi Rg̃x
функцiї

g̃ в точцi x :

0 6
1

Rg̃x

= lim sup
k→∞

||g̃k ||
1
k = lim sup

k→∞

(
|| fk ||||g||k

) 1
k
= ||g|| lim sup

k→∞

(|| fk ||)
1
k =

||g||
R fg(x)

.
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Отже,

Rg̃x
>

R fg(x)

||g|| >
R f

||g|| > 0.

2. Оскiльки f є рiвномiрно аналiтичною i вiдокремлювальною функцiєю, то iснує таке
число α ∈ R, що {y ∈ Y : f (y) < α} ⊂ BY. Нехай x ∈ X та g̃(x) < α. Тодi f (g(x)) < α

i тому g(x) ∈ BY. Оскiльки вiдображення g не зменшує норму, то x ∈ BX. Крiм того,
оскiльки g — лiнiйне вiдображення, то g(0) = 0 i тому g̃(0) = f (g(0)) = f (0) = 0.

Твердження 2.1. Розглянемо лiнiйний простiр X = ⊕∞
k=1ℓ2k, який є нескiнченною пря-

мою сумою просторiв ℓ2k. Якщо на X задати ℓp норму за формулою

||x|| =
(

∑
k

||xk||pℓ2k

) 1
p

, x = (xk) ∈ X, (4)

то для непарного p > 0 простiр X з такою нормою не буде допускати нi вiдокремлюваль-
ного полiнома, нi рiвномiрно аналiтичної i вiдокремлювальної функцiї.

Доведення. Нехай X0 — пiдпростiр в X, який складається з елементiв вигляду x = ∑ xk,
де k ∈ N, xk ∈ ℓ2k, xk = (ak, 0, . . . , 0, . . .). Тодi для довiльного x ∈ X0 за умовою ||x|| =(
∑ |ak|p

)1/p
. Тому X0 є iзоморфним до ℓp. Оскiльки на ℓp для непарного p не iснує вiд-

окремлювального полiнома, то такого полiнома не iснує i на X. I оскiльки на ℓp для не-
парного p не iснує рiвномiрно аналiтичної i вiдокремлювальної функцiї (бо iнакше, за [9,
Теорема 1] норма простору ℓp апроксимувалась би аналiтичними функцiями, що не так
[17, ст. 227], то такої функцiї не iснує i на X.
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Mytrofanov M.A. Separating polynomials, uniform analytical and separating functions. Carpathian Math.

Publ. 2015, 7 (2), 197–208.

We present basic results of the theory of separating polynomials, uniformly analytic and sepa-

rating functions on separable real Banach spaces. We consider basic properties of separating polyno-

mials, uniformly analytic and separating functions. We indicate a relation between weak polynomial

topology and norm topology of a space, provided it admits a separating polynomial. We present suf-

ficient conditions for the existence of analytic and uniformly separating functions. We investigate a

composition of an uniformly analytic and separating function and a linear mapping.
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